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BIFURCACAO DE SOLUCOES PERIODICAS

PLACIDO TABOAS

1. INTRODUGAO

Estas notas constituem o assunto de um “mini-curso” que integrou o
Programa de Verao de 1996 do Departamento de Matematica da Uni-
versidade Federal de Pernambuco. Foram quatro aulas de noventa mi-
nutos com o objetivo de apresentar o Método de Redugio de Liapunov-
Schmidt e aplicagoes a problemas de oscilagoes nao lineares. O método
de Liapunov-Schmidt tem extensoes e se aplica a uma classe muito am-
pla de problemas. Contudo, ao apresentd-lo aqui estritamente em sua
substancia pretendemos oferecer aos interessados as idéias basicas de
um importante recurso da Andlise Nao Linear.

As aplicagoes que fazemos acompanhar tém tipicidade suficiente para
servir de motivagao ao método, porém, mais importante do que isso,
sao interessantes em si mesmas. Considere uma equagao diferencial
ordinaria que possui um centro em torno do qual uma 6rbita I" tem
um certo periodo T' (T-periédica). Perturbe essa equagdo diferencial
com uma, perturbagdo que depende periodicamente do tempo, com o
mesmo periodo T'. O que fazemos é estudar a existéncia e bifurcacio de
solugoes T-periédicas da equagao perturbada com o6rbitas préximas de
I'. O fato da perturbagao ser ndo autonoma é que d4 ao problema sua
peculiaridade mais distintiva: a equacgdo perturbada é um problema de
outra natureza e a fase das solugoes desempenha um papel preponde-
rante em nossa abordagem. Sob esse enfoque é possivel destacar que,
quando a perturbacao tende a zero, as solugdes da equagao pertur-
bada exibem um comportamento inesperado. Esse fato é descrito com
precisdo nos Teoremas 3.5 e 3.11 em termos da fase das solugoes.

Nossa intencao € prioritariamente didatica. Assim, ndo descemos a
todas as mindcias mas apresentamos mais, e mais detalhadas, demons-
tragdes do que fariamos em um trabalho de pesquisa.

Na Se¢do 2 descrevemos o Método Alternativo que, restrito a certo
contexto, nada mais é do que o Método de Liapunov-Schmidt.

Na Secao 3 fazemos as aplicagcbes. Sao dois problemas analogos; o
primeiro relacionado com com os efeitos de uma forca periédica e um

amortecimento sobre um oscilador; o segundo com o classico sistema
1



2 BIFURCACAO DE SOLUCOES PERIODICAS

predador-presa de Lotka-Volterra periodicamente forcado. Em cada
um deles uma discussao inicial mostra como transcrever o problema de
equagoes diferenciais para um contexto de Andlise adequado & aplicagio
do método. A discussao leva as equagoes de bifurcacao e, finalmente, a
uma descricdo completa do diagrama local das bifurcagdes de solugdes
periddicas.

Finalmente, queremos agradecer aos colegas do Departamento de
Matematica da Universidade Federal de Pernambuco, especialmente ao
Professor Hildeberto E. Cabral, Coordenador do Programa de Verao,
por nos concederem a oportunidade de participar de intensas e elevadas
atividades cientificas e por sua calorosa hospitalidade durante nossa
grata estadia em Recife.

2. O METODO ALTERNATIVO

Frequentemente problemas de Andlise e suas aplicagoes se reduzem
a uma equacao em um espaco de Banach. Nao existem procedimentos
gerais para resolver essas equacoes, mas o chamado Método Alternativo
é um método de redugao empregado com sucesso em muitas situacdes.
Na secao seguinte alguns problemas de oscilagoes ndo lineares serao
tratados com o auxilio do Método Alternativo, por esta razao o apre-
sentamos agora suscintamente com base no Capitulo 2 do livro de Chow
e Hale [2].

Daqui em diante ficam estabelecidas as seguintes convengoes: se X
é um espago de Banach, sempre que escrevermos Xp subentende-se
que existe uma projegao continua P : X — X, cuja imagem R(P) é
Xp, isto é, Xp = P(X). Se A é um operador linear, denotamos seu
niicleo com N (A). Indicaremos sempre com I o operador identidade
em qualquer espago de Banach, ndo especificando o seu dominio.

Sejam X e Z espacos de Banach, A : X — Z um operador linear
continuo e N : X — Z um operador continuo. Com relagao a equagao
emzx € X

(2.1) Az — Nz =0
precisamos do seguinte lema:
Lema 2.1. Suponhamos

N(A) = Xv, R(A) = Zg,

entdo existe um operador linear limitado K : Zp — X|_y, conhecido
como inverso a direita de A, tal que AK =1 em Zg, KA=1-U em
X e, denotando x =y +2, comy € Xy e z € Xi_y, a equagdo (2.1) é
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equivalente ao sistema
(a) z—KEN(y+2)=0
(b) (I-E)N(y+2z) =0.

Prova. O operador A é um-a-um de X;_y sobre Zg, logo, a existéncia
do inverso a direita K : Zp — X;_y satisfazendo AK = I em Zg,
KA =1-Uem X é 6bvia. O fato de K ser limitado é consequéncia
das projegoes U e Z serem continuas e uma aplicagao direta do Teorema
do Graéfico Fechado (veja [1], Capitulo 16, por exemplo).

Tomando z = y + 2, como na formulacdo do lema, temos KAz =
KAy + KAz = z e, decompondo a equagdo (2.1) pelas projecdes su-
plementares I — E e E, vé-se que ela é equivalente ao sistema

E(A-N)(y+2)=0
(I-E)A-N)(y+2z)=0.
Como EA = A, KA(y + z) = z e o primeiro membro da primeira
equacdo de (2.3) estd em Zg, onde K é um-a-um, chegamos a (2.2)

depois de aplicarmos K a ambos os membros da primeira equagdo do
sistema (2.3). a

(2.2)

(2.3)

Nas circunstancias do Lema 2.1 podemos focalizar nossa atencio no
sistema (2.2) nas incégnitas y € Xy e z € X;_y. Se for possivel resolver
a primeira equagdo para z em fungao de y, z = 2*(y), a equagdo (2.1)
se reduz a

(2.4) (I - E)N(y + 2*(y)) = 0.

Neste caso, (2.4) é chamada equacdo de bifurcagdo e seu primeiro mem-
bro, visto como funcdo de y, é chamado fun¢do de bifurcagido. Esse
procedimento no tratamento da equagio (2.1) é chamado Método Al-
ternativo no Nucleo de A. O método ndo leva em geral a uma solugio
do problema mas, como a nova incdgnita y pertence ao subspaco Xy
de X, pode levar a uma drastica reducao de dimensao. E nesse sentido
que chamamos o Método Alternativo de um método de reducdo. Em
particular, o método é especialmente adequado ao caso em que A é um
operador de Fredholm, isto é, //(A) tem dimensdo finita e R(A) tem
co-dimensao finita.

Consideremos agora uma especializagdo importante da equagao (2.1).
Sejam X, Y e A espagos de Banach, A : X — Z um operador linear
limitadoe N : X x A = Z um operador continuo juntamente com sua
derivada de Fréchet em X tal que

(2.5) N(0,0)=0,  ON(0,0)/dz = 0.



4 » BIFURCAGAO DE SOLUGOES PERIODICAS
A equagdo (2.1) agora fica
(2.6) Az — N(z,A) =0.

Considerando a equagdo (2.6) para (z, ) numa vizinhanga de (0,0) e
mantendo as notagdes anteriores, se z = y+z,comy € Xpez € X I-U,
o Lema 2.1 implica que a equagdo (2.6) é equivalente ao sistema:

(a)  z—KEN(y+2,A)=0
(b) (I-E)N(y+2zA)=0

O Teorema das Fungdes Implicitas aplicado & equagdo (2.7)(a) ga-
rante a existéncia de uma vizinhanga V de (0,0) em Xy x A e uma
funcdo 2* : V — Xy, z*(y,A) continua juntamente com sua derivada
de Fréchet em y, 2*(0,0) = 0, de modo que 2*(y, \) satisfaz' a equacio

(2.7)(a):

(2.7)

Z'(y,\) — KEN(y + 2*(y,A),\) = 0,

z*(y, A) é a tnica solugdo da equagdo (2.7)(a) numa vizinhanga de 2 = 0
em X;_y, para (y,A) € V. A funcdo z*(y,\) tem a mesma. classe de
diferenciabilidade da de N(z, ) numa vizinhanga de (z, A) = 0. Desta
forma, substituindo z = 2*(y, A) na equagdo (2.7)(b), a equagido (2.6)
fica reduzida a equacao de bifurcacao

(2.8) (I-=E)N(y+z"(y,A), ) ; 0

nas incognitas (y, A) € V.

Nas condigoes particulares da equagdo (2.6), o Método Alternativo
no Nicleo de A é conhecido por Método de Liapunov-Schmidt.

O leitor encontrard extensées do Método Alternativo, bem como
aplicagdes e indicagOes bibliograficas em [2] e [5].

3. BIFURCAGAO NA VIZINHANGCA DE UMA FAMILIA DE SOLUGOES

Nas aplicagoes que se seguem o operador A considerado em (2.1) é
fornecido por uma equagao linear variacional de uma equacao diferen-
cial ordindria em torno de uma érbita periddica, isto é, uma equacao da
forma (3.1). A é definido num dominio do espaco Y = Pr das fungoes
continuas e T-periddicas em (—o00,00) com a norma do supremo. Um
problema crucial é caracterizar a imagem R(A) de A para depois es-
crevé-la na forma Yp. Por essa razdo recordamos agora alguns fatos .
da Teoria Geral das equagoes diferenciais ordinarias segundo o capitulo
IV de [5]. O Lema 3.1 (Alternativa de Fredholm) é que resolve o pro-
blema de caracterizar R(A). A prova aqui apresentada por questao de
auto-suficiéncia estd no Capitulo IV de [5].
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Consideremos a equagdo linear homogénea
(3.1) % = B(t)z

onde B é uma matriz n X n continua e T-periddica em (—o0, 00). De-
notemos com X (¢; 7) a matriz fundamental de (3.1) tal que X (7;7) = I.
A equagdo adjunta de (3.1) é

(3.2) § = —yB().

Recordemos que se X(t) é uma matriz fundamental de (3.1), entdo
X~1(t) é matriz fundamental de (3.2). Fixemos X (¢) = X (¢;0) (matriz
principal). Como B é T-peri6dica, uma condi¢do necessaria e suficiente
para que uma solu¢do y de (3.2) seja T-periddica é que y(0) = y(T),
e esta condigdo por seu turno é equivalente a y(0)[X~Y(T) — I] = 0.
Assim, (3.2) tem uma solugdo T-periddica ndo trivial se e somente se
X~YT) — I é singular. Uma solucio z da equagdo (3.1) é T-periédica
se e somente se [X(T') — Ilz(0) = 0. Como, a menos de multiplicagdo
por uma matriz nio singular, as matrizes X }(T')— I e X (T') — I sdo a
mesma, decorre que os nicleos de X ~}(T)—1 e X(T') —I tém a mesma
dimensédo. Isto é, os espagos das solugdes T-periddicas de (3.1) e de sua
adjunta (3.2) tém a mesma dimens3o.

Lema 3.1. Se B ¢ uma matriz n X n continua e T-periddica em R e
se f € Pr, entdo a equagdo

(3.3) z = B(t)x + f(t)
tem uma solugao T-periodica se e somente se
-
(34) | vorsea=o,
0

para toda solugcdo y da equagdo adjunta (3.2) tal que y* € Pr (y* é
a transposta de y). Se vale (3.4), o sistema (3.3) tem uma familia a
" r-pardmetros de solugées em Pr, onde r é a dimensdo do espago das
solugdes de (3.1) pertencentes a Pr.

Prova. Uma solugao z(t) de (3.3) é T-periédica de, e somente se, z(0) =
z(T). Fazendo z(0) = x,, a férmula da variacéo das constantes da

(3.5) z(t) = X (¢;0)zo + /Ot X(t;s)f(s)ds.

Lembrando que X (¢; 7) X (7; 8) = X(¢;8), t,7,s € R, a condigdo z(T) =
zo € equivalente a

(3.6) (X~(T;0) — |z = /0 X1(s;0) f(s) ds.
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Considerando, para simplificar, a matriz D o x ~HT;0) - I e o ve-
tor b fOTX‘l(s; 0)f(s)ds, a equagdo (3.6) fica Dzy = b. Esta
equacao tem uma solucdo zp se e somente se b pertence & imagem
R(D) da aplicagao linear definida por D, o que equivale a b pertencer
ao espaco gerado pelas colunas, by,by,...,b,, de D. Mas isto por
seu turno é equivalente a ab = 0 para todo vetor-linha a tal que
aB = 0 (ou seja, a* L b para todo a tal que a® € [by,by,... ,by]").
Como X ~1(¢;0) é matriz principal de (3.2), o conjunto dos a’s tais que
aB = 0 coincide com o conjunto dos valores iniciais das solugées 7T-
periddicas de (3.2). Assim, (3.6) é equivalente a ab = 0, para todo a
tal que y(t) = aX~'(¢;0) é solugdo T-periddica de (3.2). Retomando
a definicao de b, isto pode ser parafraseado nos seguintes termos: a
condigdo (3.6) é equivalente a fOT aX~1(s;0)f(s)ds = 0, para toda a
solucdo T-periédica y(t) = aX ~1(¢;0) de (3.2), o que encerra a prova
da primeira parte do lema.

Para finalizar, suponhamos que (3.4) esteja satisfeita e que &(¢)
seja uma particular solugdo T-periédica de (3.1). Entdo, a solugéo
T-periédica geral de (3.3) é dada por z = z + ¢, onde z percorre o
espago das solugdes T-periddicas de (3.1). O

Se h : R* — R" é uma funcao de classe C!, recordemos que uma
primeira integral de

(3.7) & = h(z)
é uma funcéo u : R* — R de classe C! tal que
gradu(z) - h(z) =0, r € R",

significando que du(z(t))/dt = 0 ao longo das solugdes z(t) de (3.7),
ou seja, as drbitas de (3.7) permanecem sempre em alguma superficie
de nivel de u.

Denotando com z(t; o) a solugdo de (3.7) tal que z(0;z0) = 2o,
recordemos ainda que V(¢; zo) o 0z(t; 29)/0xo € a matriz principal da
equacdo variacional em torno de z(t; zo):

(3.8) i=Hz, (H% dh(z(t;zo))/dz).

O uso da Alternativa de Fredholm nas aplicagoes pode depender do
lema abaixo, formulado como um caso especial do Lema 2.5 do Cap.
VIII de [5].

Lema 3.2. Se u é uma primeira integral de classe C* de (3.7), entdo
Vu ¥ grad u(z(t; 20)) € uma solugdo da equagdo adjunta de (3.8):
(3.9) w=-wH.
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Prova. Como u(z(t;xo)) = u(xg), para todo t e todo g, derivando
essa relacdo com respeito a zp obtemos: gradu(z(t; o))V (t;z0) =
grad u(zp), para todo t. Derivando esta relagdo com respeito a ¢, vem

0 = VuV (t; zo) + VauV (t; zo)
= VuV (t; z0) + VuHV (t; 20)
= [Vu + VuH|V(¢; )
e, como V (¢; z9) é uma matriz ndo singular, a prova estd encerrada. O

Faremos agora duas aplicagoes do Método de Liapunov-Schmidt a
problemas de equagdes diferenciais ordindrias. Vamos estudar a exis-
téncia e bifurcagdes de solugdes periddicas de certas equagdes. Usual-
mente, como se Vé na secdo 2, o0 método reduz uma equacgio em um
espaco de Banach a um sistema de equagoes onde as incégnitas sdo as
coordenadas da componente da solu¢cao no nicleo de um operador li-
near. Uma peculiaridade dos problemas tratados a seguir é que o papel
da incognita é dessempenhado pela fase da solucao periddica.

3.1. Interacao de forca periddica e termo dissipativo em um
oscilador nao linear. Apresentamos aqui um problema de oscilagdes
nao lineares tratado em [6]. Dada uma solugdo 27-periddica de um
oscilador, trata-se de saber se em sua proximidade existem solugGes
27-periddicas sob o efeito de um pequeno amortecimento e um pe-
queno termo forcante 27-peridédico. Neste caso o problema pode ser
formulado no contexto da segao anterior, com os operadores A e N
definidos apropriadamente em certos espagos de Banach. Entretanto,
uma escolha ndo usual da inversa a direita de A serd feita com o obje-
tivo de utilizar a fase como parametro.

Consideremos a equacao do oscilador
(3.10) T+g9(z)=0

com zg(z) > 0, se z # 0, sendo g uma funcdo (forca restauradora)
suficientemente suave de modo a garantir a continuidade das derivadas
que virao a seguir. E sabido que a origem do plano (z,Z) é um centro;
toda 6rbita ndo nula é periddica, circunda a origem, tem uma amplitude
p > 0 e um periodo 27 /w(p) (definimos p pela propriedade de tal érbita
passar pelo ponto (p,0), p > 0). Suponhamos que exista uma solugao
p(t) de (3.10) de periodo 27, uma vez que uma mudanga na escala do
tempo mostra nao haver perda de generalidade nisso, e indiquemos com
I' C R? sua érbita no plano (z,%), I' = {(p(t),p(¢)) |0 < t < 27}.
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Seja f uma f'un(;éo continua 27-periédica e consideremos a seguinte
perturbagao de (3.10):

(3.11) i+ g(z) = =& + pf(t),

onde A, p pardmetros reais. O problema de que vamos tratar é o
seguinte:

Para uma vizinhanga W suficientemente pequena de ', ezistem solu-
¢oes 2m-periddicas de (3.11), com drbita em W2 Como varia a quan-
tidade dessas solug¢des quando (A, ) percorre uma vizinhanga de (0, 0)
no plano (A, pu)?

Existe uma fungdo ¢ : R x (0,00) — R?, com ¢(6 + 27, p) = ¢(9, p),
para (6, p) € Rx (0, 00), de modo que a solugdo geral da equagao (3.10)
é representada por z(t) = ¢(w(p)(t + @), p), onde @ é um pardmetro
real, p > 0 sua amplitude e w(p) sua frequéncia. De fato, seja z(¢; p) a
solucdo de (3.10) de amplitude p > 0 tal que z(0; p) = p e £(0; p) = 0.
Denotando com T'(p) o seu periodo, coloquemos ¢(6, p) o z(0T /27, p).
Assim, definindo a frequéncia por w(p) = 27 /T, fica verificada a nossa
afirmacao.

A solucgdo 27-periddica acima fixada tem uma amplitude pg tal que
w(po) = 1 e a definimos por p(t) = ¢(t, po).

Uma hipétese bésica é a seguinte:

(H1)  w'(po) #0.

Note que a hipétese (H1) exclui o oscilador linear, mas a despeito
de sua generalidade, esse nao é o unico caso excluido, isto é, existem
forgas restauradoras nao lineares g dando origem a solugdes de (3.10)
de periodo constante. Para interpretar o termo contendo a derivada
primeira & como um termo dissipativo é preciso considerar A > 0;
entretanto, permitiremos que A varie numa vizinhanca de 0.

Em alguns pontos da discussao que se segue é 1til encarar a equacao
(3.11) como o sistema bi-dimensional equivalente

T=y
y=—g(x) — Ay + pf(t)

e a equacao (3.10) como o sistema:

(3.12)

=1y

1) i =—9(a)
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Denotemos com P(t) o vetor normal a ' em P(t) = (p(t), p(t)) dado
por PL(t) = (§(t), —p(t)), 0 < t < 27. Podemos escolher W suficien-
temente pequena de modo que os pontos z € W sejam representados
por coordenadas (7,0) € [0,27) x R definidas por

z = P(r) + o P*(1).

Para cada solugdo 2m-periddica de (3.11) que permanece em W fica
univocamente associado um ndimero o, 0 < a < 27, de modo que
z(a) = P(0) + oP+(0), isto é, z(a) tem coordenadas (7,0) = (0,0).
O nimero « é, pois, entendido como a fase de z(t) e essa solugao pode
ser representada por

o(t) =p(t —a) +2(t—a),  Z(0)- P(0) =0,

onde Z(t) = (2(t),(t)). Desta forma a condigdo Z(0) - P(0) = 0
significa 2(0) = 0. Como existe uma correspondéncia biunivoca entre
as solucdes z(t) de (3.11) e as solugdes z(t + ) de

(3.14) E+g(z) = -2z +puf(t+ )

nosso problema fica transformado em encontrar solugdes z(t) de (3.14)
da forma

(3.15) z(t) = p(t) + 2(t),  Z(0)-P(0) =0

com |Z(t)] pequeno. Substituindo (3.15) na equagédo (3.14), o problema
fica finalmente reduzido a encontrar solugdes z(t) de

2+ 4 (p(t))z = =2p(t) = Az + pf(t + a) + G(t, 2),

(3.16) Z(0)- P(0) =0

com |Z(t)| pequeno, onde G(t, z) é uma funcdo continua, periédica em
t para cada z fixado, satisfazendo G(t,2) = O(]z|*), quando z — 0,
uniformemente em £.

Notemos que a hipdtese (H1) implica que p(t) gera o espago das
solucdes 2m-periddicas da equagdo linear variacional de (3.10) em torno
de p(t):

(3.17) v+ g'(p(t)v=0

De fato, substituindo p(t) em (3.10) e derivando a equagao com respeito
a t vé-se que p(t) é realmente uma solugdo periédica de (3.17). Uti-
lizando agora a funcgdo ¢(f, p) para representar as solucdes de (3.10),
substituindo ¢(w(p)t, p) em (3.10) e derivando a equacao com respeito
a p no ponto py, vé-se que também [0d(w(p)t, p)/0p] =po ¢ uma solugao



10 BIFURCAGCAO DE SOLUCOES PERIODICAS
de (3.17). Mas,

[%é%)t,ﬂ] p=po = ¢o(t, pO)w’(pO)t + ¢f’(t’ Po)

e, de acordo com a hipétese (H1), esta solugdo nao é limitada sendo,
portanto, linearmente independente com p(t).

Decorre da Alternativa de Fredholm que, se ¢ é uma func¢éo continua
2m-periédica, a equagdo ndo homogénea associada a (3.17)

(3.18) i +g'(p(t))v = (t)

tem uma solugio 27-periddica se e somente se fo% @(t)u(t) dt = 0, para
toda solugdo 2w-periddica da equagdo adjunta de (3.17). Mas como
(3.17) é auto-adjunta esta condigdo é equivalente a

(3.19) /0 " o(t)p(t) dt = 0.

Consideremos os espacos de Banach Z = P,, das fung¢des continuas
6di d x = p® b
2m-periddicas com a norma do supremo e = P, , seu subspaco
algébrico das fungdes ¢ € Z de classe C?, munido de uma norma C?, e
definamos o operador linear continuo A : X — Z e o operador continuo

N:X xR — Z por

Az =%+g'(p())z

N(z,\ pya) = =Ap(-) = Az + pf(-+a) + G(:, 2)

para todo (z, A, , @) € X x R®. Como p gera as solugdes 2r-periddicas

de (3.17) temos N (A) = [p] C X e, de acordo com a condigdo (3.19),
Z =R(A) @ [p]. Ou seja, A é um operador de Fredholm.

Tomando v~! = 02”[1§(t)]2dt, definamos as projecoes @ : Z — Z e

P : X — X da seguinte forma:

Qp=v [ / T bt dt] 5 ez,

Py = [5(0)|7*5(0)p(0)p, ¢ € X.
Agora podemos formular o problema (3.16) do seguinte modo:
Az = N(z, A, u, @),
Pz =0.
Observando que Xg = Xp = N(A) e que a Alternativa de Fredholm,
mais precisamente, a condi¢do (3.19) implica R(A) = Z;_¢, estamos

em condicdes de aplicar o Método de Liapunov-Schmidt & primeira
equagao de (3.22) com I — @ no papel da projecdo E da segio anterior

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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e @ no papel da projecdo U. Assim, decompondo a primeira equacio
de (3.22) pelas projegdes @ e I — @, obtemos:

(I - Q)AZ = (I - Q)N(Z, /\aﬂ, a))
(3.23) QAz = QN (2, )\, 1, ),
‘ Pz=0.

Definimos, entretanto, a inversa a direita de A, utilizando a projecao
P em vez de @, isto é, notando que A é um-a-um de X;_p sobre
Z1_q, os argumentos do lema 2.1 mostram que existe um operador
linear continuo K : Z;_g — X;_p de modo que AK =T em Z; g e
KA=1-Pem X. Como K é um-a-um em Z;_g, podemos aplicar
K a ambos 0s membros da primeira equagao de (3.23) obtendo

z2—Pz=K(I-Q)N(z,\ u,a),
(3.24) 0=QN(z,\ p,a),
Pz =0,
que, por sua vez, é equivalente ao sistema
z=K({I-Q)N(z A p,0),
0=QN(z, ) p,a),

pois qualquer solugdo z* do sistema (3.25) necessariamente satisfaz a
condicao Pz* = 0.
Notemos ainda que

N(0,0,0,a) =0, ON(0,0,0,0)/0z=0, para todo a € [0, 27),

portanto, de acordo com o Teorema das Fungdes Implicitas, para cada
ap € [0,27), existem vizinhangas V,, de ap, V de (A, ), U de 0 em
X e uma fungdo z* : V,, x V — U de modo que 2*(a, A, 1) satisfaz
a primeira equagdo de (3.25). Identificando o intervalo [0,27) com
S, isto é, considerando [027) como o espago quociente R/27Z, um
argumento de compacidade permite estender z* a [0,27) X V apds um
numero finito de aplicagdes do Teorema das Fungoes Implicitas, dimi-
nuindo V se necessario. Desta forma, dada a periodicidade em «, o
sistema (3.25) fica reduzido & tnica equagao:

QN(z* (o, Ay 1), M, ,0) =0, @ €R

Isto significa que a equagio (3.11) terd uma solugdo 27-periddica pré-
xima & solucdo p(t — a) de (3.10) se e somente se (@, A, ) satisfaz a
equacao de bifurcagao:

(3.25)

2w
(3.26) 1// Pl=Az*(, A, ) = Ap+ pf (- + @) + G(-, 2% (e, A, )] = 0.
0
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O primeiro membro da equagdo (3.26) define a funcio de bifurcacio
F(a, A, p), de modo que F(a,0,0) = 0 e, expandindo F, a equagdo de
bifurcagao finalmente assume a forma:

(3.27) Flo, A p) ==X+ h(a)p+ t.os. =0

onde t.o.s indica termos de ordem superior em (A, ) e a funcdo h é
dada por

(3.28) h(a) = /0 "B f(t+a) dt.

Neste ponto, por uma anélise heuristica, j é possivel prever como
serd aproximadamente o diagrama de bifurcacdo, no plano (A, i), das
solugdes de (3.11) com érbita em W. De fato, a parte dominante da
equagdo (3.27) para |A|, || pequenos, obtida desprezando-se os termos
de ordem superior em (A, ), é

(3.29) (A ) - (-1, h(e)) =0

“n

onde indica o produto escalar usual. Facamos algumas hipdteses
simplificadoras sobre a funcao h que serdo também assumidas no teo-
rema que estabelecemos a seguir:

(H2) A fungdo 2m-periédica h é de classe C? e h'(a) # 0 em [0, 27),
exceto para uma numero finito de pontos 0 < a; < a3 < ... < ay,
para os quais h"(a;) #0,5=1,2,...,N.

(H3) Se 1 < j,k < N, com j # k, entdo h(o;) # h(ox)

Valendo (H2) e (H3), sejam a, € aps os pontos de [0, 27) definidos
por

(3.30) h(am) = min h(e), h{apy) = max h(a),

ou seja, (—1,h(c)) percorre o segmento [(—1,h(am)), (=1, h(an))]
quando « varia no intervalo [0, 27) e, de acordo com a Figura 1, existem
solucdes (o, A, 1) da equagéo (3.29), com «a € [0,27), se e somente se
(A, ;1) estd num dos setores onde (A, i) é ortogonal a algum (—1, h(c)).
Neste caso, o nimero de solugbes 2a-periddicas de (3.11), com 6érbita
em W e fase 0 < a < 27, é o nimero de valores de a em [0, 27) tais que
vale a condi¢do de ortogonalidade (3.29). A parte direita da Figura 1
mostra como é qualitativamente o diagrama de bifurcagdo quando h(a)
tem a forma indicada na parte esquerda. Os numeros entre parénteses
indicam o niimero de solugdes no repectivo setor. Quando (A, ) cruza
a fronteira de um desses setores, o nimero de solugdes varia de dois.
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u
(a, h(a)) _'___‘,4.-(—1,'1(0)) (2 (@) ()

5

(0

2 (4) \(2

FIGURA 1. Diagrama de Bifurcagao

H4 ainda o interesse em saber como se comportam as solugoes 27-
periédicas de (3.11) quando (A, u) tende a (0,0). Aproximar-se-iam
de alguma solugdo de (3.10), p(t + ag), com o € {0, 27) fixo? Na ver-
dade, dependendo da forma como (A, i) tende a (0, 0) o comportamento
dessas solugoes é, como ja dissemos, de algum modo inesperado.

Conclusoes mais precisas sao dadas nos teoremas 3.3 e 3.5. O primei-
ro estabelece que o diagrama local de bifurcagdo numa vizinhanca de
(A, ) = (0,0) é uma perturbagdo, ou seja, uma pequena deformagéio
continua, do diagrama apresentado na Figura 1. O segundo estabelece
que se (A, u) = (0,0), com os pardmetros (), u) € S variando indepen-
dentemente, as correspondentes soluges 2w-periddicas de (3.11) néo
permanecem em geral proximas de uma particular solugdo p(t + ay),
mas de uma familia de solugoes p(¢ + ) indexada em a. Com a fi-
nalidade de facilitar a formulagao do Teorema 3.3, lembramos que o,
oy sdo dados por (3.30). Mantemos as demais notagoes e, para cada
« € [0,27), denotamos com 7, a reta do plano (A, p):

ra:  (Ap)-(=1A(a)) =0

Como todas as fungoes sdo 27-periddicas em «, daqui em diante consi-
deraremos « variando no intervalo [0,27) com a topologia da identi-
ficagdo com S!, ou seja [0,T) = R/TZ.

Teorema 3.3. Suponhamos que as hipdteses (H1)-(H3) estejam satis-
feitas. Entdo ezistem vizinhangas W de T, V de (A, 1) = (0,0) e curvas
C; C V, tangentes na origem ds retas rq;, j = 1,2,..., N, ;N ¢, =
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(0,0), sej#k, 1 <3k <N, de modo que o nimero de solugdes 27 -
periddicas de (3.11) com drbita em W e fase a € [0, 27) varia de dois
quando (A, 1) # (0,0) cruza uma dessas curvas. Mais ainda, se C,, e
Cnr sdo as curvas tangentes ds retas rq,, € Tq,,, respectivamente, elas
dividem V em regides “conicas”, S e S° (isto é, as fronteiras de S e S°
em V coincidem com C, UCyp), sendo S fechada em V e Sc=V \ S.
Se (A, 1) € S¢ ndo eristem solugdes 2m-periddicas de (3.11) com drbita
em W e ezitem pelo menos duas se (A, p) € S\ (C,UCpr). Finalmente,
tais solugdes sio duas a duas distintas se (\,p) ¢ Cj, 5=1,2,...,N.

Observagao 3.4. O conjunto S C V pode ser caracterizado como o
fechado em V' tal que 3S = C,, UCys gosando da sequinte propriedade:
se h(am) < h(a) < h{an), entdo a componente coneza de T, NS
contendo (0,0) é um segmento fechado contendo (0,0) no seu interior.

Prova. De acordo com a discussao precedente, devemos analisar a equa-
¢ao de bifurcagdo (3.27) que agora escrevemos na forma

(3.31) (A 1) - (=1, ~(e)) + R(e, A, p) = 0,

com (A, p) € R? e a € [0,2m). Para (\p) # 0, seja (\, u) = ru,
onde u é um vetor unitdrio e r = |(A, u)] > 0. Portanto, definindo
v(a) = (-1, h(e)), (3.31) é equivalente a

(3.32) F(ryu,a) =v(a) - u+V(r,u,a)=0

onde V(r,u,a) = (1/r)R(a, ru). Assim, como V(0,u, ) = 0, as tinicas
solucgdes de (3.32) para r = 0 sdo aquelas (0, ug, ap) tais que up e v(ap)
sao ortogonais.

Para cada ag € [0, 27), escolhamos ug ortogonal a v(ap) e estudemos
a equagdo (3.32) para (r,u,a) € Rx S' xR, com |a— ag|, |u—uo| e |r|
pequenos. Para isso definamos a funcao F, dada em (3.32), para r < 0
de modo a estendé-la a uma vizinhanga completa do ponto (0, ug, ag)
em R x S! x R, pondo V(r,u,a) = ~(1/r)R(~ru,a), quando r < O e
7], |lu — uol, |& — ag| < dg, para alguma constante & > 0.

H4 dois casos a serem analisados.

Primeiro, h'(ag) # 0. Neste caso 0F (0, ug, og)/0c = v'() - up # 0
e uma aplicagao do Teorema das Funcoes Implicitas mostra que existe
um nidmero positivo § de modo que, para cada (r,u) € R x S?, com
0 <, |u— u| <9, existe *(r,u) € R, sendo a* uma fungdo de classe
C! tal que F(r,u,a*(r,u)) = 0. Mais ainda, (r,u,a*(r,u)) é a tdnica
solucdo de (3.32) numa conveniente vizinhanca de (0, up, ap). Desta
forma, nao hd bifurcacdo de solugtes de (3.32) préximas de (0, ug, ap).
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Segundo, h'(cp) = 0. Neste caso v'(ap) = 0 e o Teorema das
Funcgoes Implicitas nao se aplica exatamente nos moldes do caso an-
terior. Mas, de acordo com a hipétese (H2), h"(ap) # 0 e, por-
tanto, 02F (0, ug, a)/00a?® = v"(ap) - ug # 0. Novamente pelo Teo-
rema das Fungdes Implicitas, existe um ndmero & > 0 tal que, para
(r,u) € R x §*, com 0 < 7, [u — ug| < 4, existe um tinico o*(r,u) € R,
sendo o* uma funcio de classe C! tal que dF(r,u,a*(r,u))/8a = 0,
a*(0,up) = . Portanto, M(r,u) = F(r,u,a*(r,u)) é um valor de
minimo ou de méximo da fungdo F'(r,u, -) conforme seja v" () - up po-
sitivo ou negativo, respectivamente. A derivada parcial 9M (0, ug)/0u
¢ o funcional linear do espago tangente a S' em ug, T'S,,, que associa
a cada vetor v # 0, ortogonal a ug, 0 nimero V() - v. Como V' (ay)
e v sdo colineares, pois (0, ug, o) satisfaz a equagdo (3.32), segue que
esse numero ¢ ndo nulo. Assim, pelo Teorema das Fungtes Implicitas
em variedades, existe uma tnica fungdo continuamente diferencidvel,
u=u*(r), 0 < r <4, u*(0) = 0, para alguma constanteﬁg > 0, tal que
M(r,u*(r)) = 0. Acurva C: (\,p) = ru*(r), 0 < 7 < § tem up como
vetor tangente em (0,0), assim, C é tangente & reta rqy: (A, 1) - v(ap).

Para mostrar que C tem as propriedades estabelecidas no teorema
paraascurvas C;, j = 1,2,... , N, suponhamos para fixar que M(r, u) é
um valor de minimo de F(r, u, -), ou seja, v"(cyg)-ug > 0. Consideremos
o caminho u(t) = (cost,sint) € S', 0 <t < 2w, com u(tp) = ug. Entdo,
[OM (r,u(t)) /0t (r)=(0,ts) = V() - (—sintg,costy) # 0, uma vez que
(—sin tg, cos ty) é ortogonal a ug, portanto, colinear com v(cyg). Assim,
se (7,t) estd numa vizinhanga de (r,t) = (0,t), [OM (r,u(t))/0t]; 5
mantém o sinal, isto é, M(7,t) é estritamente monotonica em ¢, o que
equivale a dizer que existem duas solugoes simples de (3.32) para u de
um lado de @ = u(?) e nenhuma do outro lado.

Usando um argumento de compacidade em [0, 27), apés um niimero
finito de aplicagdes do Teorema das Fungbes Implicitas, chegamos &
descricao completa do diagrama local de bifurcagao numa vizinhanca
V de (A, ) = (0,0). Para isso é necessario observar que quando (A, u)
estd nos setores de V que contém o eixo A nao existem solugdes de
(3.32), ficando assim caracterizada a regiao S°. O

Teorema 3.5. Seja <y uma curva continua contida em S definida para-
metricamente por A = A(3), p = p(B), 0 < B <1, com (A(B), u(B)) =
(0,0) se e somente se B = 0. Seja z(-; B) € P uma solugio de (3.11),
com (A, 1) = (MB), u(B)) cuja drbita Urer{(z(t; B), 2(t; B))} estd em
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W. Escolhamos z(-; 8) de modo que (z(-; ), Z(-; 8)) € Pay X Por de-
penda continuamente de 3. Se

S(v) € {(2(58),2(; 8)) € Par X Pan |0 < B < 1},

entdo S(7y) € relativamente compacto em Par X Pa, e todo ponto limite
de S(v) em Por X Pox, quando B — 0, é uma solu¢do 2m-periddica
(p(t + o), p(t + o)) de (3.13). Além disso, se as hipdteses (H1)—(H3)
estdo satisfeitas e

def

ho(7) = lirﬂn _)151f AB) hau(y) = ' lim sup =2 XB)

1(B)’ s=o- p(B)’
entdo eziste um intervalo I(y) = [y, 0] C [0,27) tal que h(I(7)) =

[hm(’Y),hM(’Y)] €
(3.33) S \SM) ={(p(- + @), p( + @)) € Porx X Pax | € I(7)},
onde S—(fﬁ denota o fecho de S(y) em Pap X Pay.

Prova. O fato de S(v) ser relativamente compacto é consequéncia di-
reta do Teorema da Ascoli, uma vez que as 6rbitas de (z(-; 8), (; 8))
estdo em W e, portanto, a equagdo (3.11) implica que as a familias
das derivadas z(-; 8), Z(-; 8), B € (0,1] sdo uniformemente limitadas.
O fato dos pontos limites de S(7), quando § — 0, serem solugdes de
(3.10) pode ser provado tomando uma sequéncia 3, — 0 de modo que
(x(+; Bn), (-; Bn)) seja convergente em Poy X Po,. A forma integral do
sistema (3.12) implica

z(t; Br) = x(0; Bn) + /Ot:ir(S;ﬂn) ds
(334)  d(t; Ba) = 4(0; fa) ~ / o(a(s; Br) ds —
| - 28 [ (532 ds+ u(gn) [ 1(5)ds

bastando agora tomar os limites dos dois membros do sistema (3.34)
com n — oo. Assim, observando que A(3,) — 0 e u(B,) — 0, com
n — 0o, obtemos (z(:; Bn), £(+; Bn)) = (p(*+a0), (- +ao)) com n = oo,
para algum oy € [0, 27r)

Para ver que ag é tal que h(ag) € [hm(7), ha ()], basta notar que
existe a(f,) € [0,2m) tal que (a(B), A(Brn), 1(Br)) satisfaz a equacdo
de bifurcacgio (3.31) e, portanto,

(3.35) h(a(Bn)) — A(Bn) + .

p(Bn)  1(Bn)

R(cx(Bn), A(Bn), 1(Bn))-
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A escolha continua de (z(-; ), z(-; 8)) nos for¢a a tomar a, — ag,
com 7 — co. Como R(a, A\, i) = O(|(A, p)|?), com (A, ) — (0,0),
passando (3.35) ao limite com n — 0o, obtemos
_ i ABn)
| hloo) = i, 1(Bn)’
Reciprocamente, suponhamos que ap € I(7). Podemos escolher uma
sequéncia (a(f,), MBn), (Bn)), com B, — 0, tal que (3.35) esteja sa-
tisfeita e (a(Bn), A(Bn), 1(Bn)) = (e, 0,0), com 1 — co.
Como S(7) é a reunido de S(v) com seus pontos limite, com 8 — 0,
a relagdo (3.33) é agora imediata. O

Escolhendo a curva v C S de modo que A, (y) < ha(7), os pontos
limite de (z(-;8),%(-; B)) sdo as solugdes de (3.10) cujas trajetérias
preenchem uma faixa helicotdal numa superficie cilindrica, como na
Figura 2. Os pontos limite das condigoes iniciais (z(0; 8), (0; 8)), com
B — 0, formam um arco de I" no plano de fase (z, %).

- P0,)

((0; 8), £(0; B))

FiGURrA 2. Limite de (:1:(, B), &(-; B), com f — oo

Como consequéncia imediata do Teorema 3.5 temos o seguinte coro-
lario:
Corolério 3.6. Se v : A = A(f),n = pu(B) € uma curva continua
contida em S e z(;3) € 'PQ(f,) uma solugdo de (3.11), com (A, p) =
(A(8), u(B)), satisfazendo as hipdteses do Teorema 3.5, uma condigdo
necessdria e suficiente para que

(z(-;8),2(5; 8)) = (p(- + ), p(- + ), com B — 0,
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para algum oq € [0,27), é que ezista o limite limg_o A(8)/1(8) = ho.
Nesta caso a fase ag € dada pela equagdo h(ag) = hyg.

3.2. O modelo predador-presa de Lotka-Volterra periodica-
mente forcado. Vamos agora considerar o sistema classico de Lotka-
Volterra

1','1 = ar; — b.’Ell‘g

(3.36)

Ii)g = CI1Z3 — d.’Eg

onde a,b,c,d > 0 s3o constantes, z;,z2 > 0 representam as popula-
coes de presas e predadores, sendo a e d suas taxas naturais de cresci-
mento e declinio, respectivamente, enquanto b e ¢ representam efeitos
de predagdo. O sistema (3.36) tem dois equilibrios: uma sela (0,0) e
um centro (d/c,a/b). O quadrante positivo @y = {(z1, z2) | z1, 22 > 0}
é o quadrante significativo do ponto de vista bioldgico e é invariante;
todas as érbitas contidas em (), sdo periddicas e circundam o equilibrio
(¢/d,a/b). Suponhamos que e(t) = (e;(t), e2(t)) seja uma solugio T-
periddica de (3.36) com 6rbita I' C @;. Sendo €, e €5 pardmetros reais
e f1(t), fo(t) fungdes T-perddicas suficientemente suaves.
Consideremos o sistema de Lotka-Volterra forgado:

(337) ’El = ary — I).’EliEQ + €1f1(t)
To9 = CT1T9 — dSEg + EQfQ(t).

Do ponto de vista bioldgico os termos forcantes ¢; f;(t) podem ser in-
terpretados como cagas T-periddicas com intensidades ¢;, © = 1,2.
Analogamente ao que foi feito na subseg@o 3.1 para o oscilador, pode-
mos formular neste contexto o seguinte problema:

Para uma vizinhanca W suficientemente pequena de I, existem solu-
¢oes T-periddicas de (3.37), com drbita em W ¢ Como varia a quanti-
dade dessas solugdes quando (e1,€q) percorre uma vizinhanga de (0,0)
no plano (e1,€2)?

Esta questao serd resolvida através do Método de Liapunov-Schmidt
com essencialmente os mesmos passos da subsecao anterior apresen-
tando, entretanto, algumas caracteristicas préprias. Por exemplo, como
nenhum dos pardmetros €; e €; representa um termo dissipativo, é
possivel que (3.37) tenha solugdes periddicas para todo (€1,€2) numa
vizinhanga completa de (0, 0), ou seja, nem sempre temos a divisao de
uma vizinhanga de (€1, €3) = (0, 0) nas regides S e S¢, como no caso da
equacdo (3.11). A discussdo que se segue estd baseada em [8].
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O sistema (3.36) serd denotado compactamente por
(3.38) % = g(z)

onde z = col(z1, z2), g(z) = col(az, — bz1z2,cx122 — dxs), € O sistema
forcado sera denotado por

(3.39) ¢ =g(z) +Ef(t)

onde f(t) = col(fi1(t), f2(t)) e € é a matriz diagonal 2x2 ¢ = diag(ey, &5).

Analogamente ao caso da equagdo (3.10), aqui também temos uma
representacdo para as solugoes ndo constantes de (3.38) no quadrante
@1 dada por z(t) = d(w(p)(t + @), p), onde ¢ : R x (0,00) = Q; e
w : (0,00) = (0,00) sdo funcdes suaves, ¢(8 + 1,p) = #(6, p), para
todo (8, p) € R x (0,00), com p > 0 representando a amplitude, w(p)
a frequéncia e a a fase da solugdo. Assumindo que e(t) tem amplitude
po > 0, isto é, T = [w(po)]~!, tomaremos e(t) = ¢(w(po)t, po)-

Hsu provou em [7] que

(3.40) w'(pa) > 0,

portanto, através de argumentos completamente andlogos aos da sub-
secdo anterior podemos provar que é gera o espaco das solugbes T-
periddicas da equagdo variacional de (3.38) em torno de e:
(3.41) z=g'(et))z
onde
' _|a—bex(t) —bei(t)

g'(e(t) = cea(t)  ce(t) —d|”
Vamos agora escrever o problema num contexto apropriado para aplicar
o Método de Liapunov-Schmidt. Tomando W como uma vizinhanca

tubular de I', cada ponto z € W tem coordenadas (7,0), 0 < 7 < T,
lo| < o¢ (onde oy > 0 é uma constante), de modo que

(3.42) T = e(r) + oet (1),

onde et (1) o (é9(7), —€é1(7)). Uma solugdo T-periddica de (3.39) que
permanece em W tem uma fase o, 0 < o < T, escolhida de tal modo
que as coordenadas de z(a) em W sejam da forma (7,0) = (0,0). Tal
solu¢do é representada, portanto, por

(3.43) z(t) = e(t — o) + 2(t — @), z(0) - (0) = 0.

A correspondéncia um-a-um entre solugées z(t) de (3.39) e solugdes
z(t + ) de

(3.44) i(t) = g(x) + £f(t + )
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permite transferir o pardmetro o da condigdo (3.43) para dentro da
equagao diferencial, isto é, o problema passa a ser o de estudar as
solugdes T-periddicas de (3.44) com a condigdo (3.43) substituida por

(3.45) z(t) = e(t) + 2(t), 2(0) - é(0) = 0,

com |z| pequeno. Substituindo (3.45) em (3.44) e expandindo g em
torno de e(t) somos levados ao problema de estudar solugdes z pequenas
T-periddicas de

g (e()z+Ef(t+ a) + R(2)

2(0) - €(0) =0

(3.46) §

onde R(z) = O(|z|?), com z — 0.
Por analogia com a subsegao anterior, agora é ficil encontrar o modo
apropriado de formular o problema. Entretanto, como a equagao varia-

cional (3.41) ndo é auto-adjunta neste caso, vamos precisar da primeira

integral da equagdo (3.38) u(z) © alnz, + dhnz, — czy — by, que é

bastantye conhecida. E agora uma aplicacao direta do Lema 3.2 o fato
de que '

(3.47) n(t) = (d/er(t) — c,a/ea(t) — b)
é uma solugio T-periddica da adjunta da equacgdo variacional (3.41):
(3.48) 2= —2g'(e(t))

e, portanto, gera o espago das solugdes T-periddicas de (3.48).

Seja Z = Pr o espago de Banach das funcgoes ¢ : R — R?, continuas
T-periédicas com norma |@| = sup |¢(t)| e consideremos X = ’P}l) seu
sub-espaco algébrico das funcdes ¢ € Z de classe C', munido com uma

norma C!. Definamos também as proje¢bes continuas P : X — X e
Q:Z7Z— Z por

Pé = [6(O0)2(6(0) - é(0)e,  dE X,
T
Q6 = [ / n(t) - ¢(t>] n $ez,

V= [/OTn2(t)dt]—1.

Se as aplicacoes L : X — Z, N : X x R® — Z séo definidas por
Lz=%-g'(e)z, N(z,6,a) = £f(- + a) + R(z), o problema (3.46) pode

onde
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ser escrito como um sistema de equagoes em X
(a) Lz = N(z,¢,a)

(3-49) ()  Pz=0

e, de acordo com as definicoes de P e @) e nossa discussido anterior,
R(L) = Zi—g e N(L) = Xp. Assim, existe um inverso a direita de
LK :Zi.g— Xtalque LK =1em Z;_ge KL=1—-Pem X.
Decompondo a equacio (3.49)(a) nos sub-espagos suplementares QZ e
(I — Q)Z e, levando em conta as propriedades do operador K, vé-se
que essa equacao é equivalente ao sistema:

z2=Pz+ K(I — Q)N(z,¢,a)
0=QN(z¢ )

Combinando agora este sistema com a equagdo (3.49)(b), obtemos que
o sistema (3.49) é equivalente a

(a) z2=K(Q—-1)N(z¢,0)

(3.50) (b)  0=QN(z¢,0q)

Dada a compacidade do intervalo [0, T') com a topologia da identificagio
com S! (isto &, [0, T) é entendido como o espago quociente R/TZ), apds
“um numero finito de aplicagoes do Teorema das Fungoes Implicitas
(como foi feito no sistema (3.25)), concluimos que existe uma fungéo
suave z = z*(g,) de V x [0,T) em X, onde V ¢é uma vizinhanga de
£ =0, tal que 2*(0,) = 0,0 < a < T, e 2= 2*(¢, ) é a tinica solugao
de (3.50)(a) numa vizinhanga U de z = 0. Substituindo z = 2*(¢, @)
m (3.50)(b), chegamos & equacao de bifurcagio:

T
(3.51) v /0 (O [EF(E + @) + R(= (e, 0)(2))] dt

que, de acordo com (3.47), pode ser escrita na forma

(t
352 [/ fl +a CM1]51

[ / f2t+a dt—bM2]52+S(6,a)=0

T
0

e S(g,a) é T-periédica em o e S(g) = O(|e]*), com € — 0.

onde
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Definindo v(a) = (vi(a@), v2(c )por

o= M
=] [ M

a equagdo (3.52) se escreve numa forma mais compacta:
(3.54) v(a)- e+ S(e,0) =0.

Fazemos as seguintes hipéteses sobre a curva fechada v(a) do plano e:

(3.53)

(H1) wv(a) e v'(c) s@o vetores linearmente independentes, exceto pos-
sivelmente para um numero finito de valores o;, ¢ = 1,... ,n, com
v(ai), v(e;) lineramente independentes, se i # j, 1 < 4,7 < n. Ainda,
v"(a) nunca ¢ colinear simultaneamente com v(a) e v'(), 0 < a < T.

(H2) ov(a) #0, 0<a<T.

As hipétesses (H1) e (H2) sao genéricas em f, isto é, o conjunto das
fungdes f € Pr tais que (H1) e (H2) valem ¢ denso em Pr. Sob essas
hipéteses podemos antecipar uma andlise heuristica do problema, como
foi feito na subsecdo anterior para o caso do oscilador.

O diagrama de bifurcac¢ao aproximado para as soluc¢oes T-periddicas
de (3.39), com 6rbitas em W, pode ser obtido a partir da parte domi-
nante da equacao de bifurcacao:

(3.55) v(a) e =0.

Cada valor o, i = 1,...,n, descrito na hipétese (H1) fornece um
ponto v(c;) em que a curva fechada v(a) é tangente a reta r; : Av(a;),
A € R. Como v"(¢;) ndo é colinear com v(¢;), numa vizinhanca U
de v(a;) a curva v(a) permanece em um dos semi-planos determinados
pela reta r;. Na Figura 3 (A) ou (C) v(e;) é um dos pontos de tangéncia
de v(a) com uma reta r; (pontilhada). Além disso, diminuindo U se
necessario, v(oy) ¢ U, se 7 # 1, 1 < j < n. Assim, se &g estiver
em um dos semiplanos abertos determinados pela reta ¢; : ¢ - v(q;)
(ortogonal a ;) e suficientemente préximo de ¢;, nao existem valores og
préximos de «; tais que (gg, ) seja solugao de (3.55). Se eg estiver no
outro semiplano, entao existem dois valores distintos o e ag, préximos
de oy, tais que (g9, ) e (€0, 0g) sdo solucdes de (3.55). As retas ¢,
i=1,...,n, correspondem, pois, a curvas aproximadas de bifurcagdo,
uma vez que quando € cruza uma dessas retas o niumero de solucoes de
(3.55) varia de dois.
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(2)

A B o
F1curA 3. Diagramas de Bifurcagido no Plano ¢

Essas consideragdes mostram que, no caso da equagao (3.39), néo se
pode garantir que uma vizinhanga da origem no espago dos parametros
seja particionada em subconjuntos S e S5¢, como acontecia no caso do
oscilador. E possivel que (3.39) tenha pelo menos duas solugdes T-
periddicas com orbita em W quando ¢ percorre uma vizinhanca com-
pletade ¢ = 0. A Figura 3 mostra algumas possibilidades de diagramas
de bifurcagio, de acordo com forma e posicdo de v(a).

Conclustes mais precisas sao estabelecidas no teorema abaixo, cuja
prova omitimos por ser mera repeticao dos argumentos do Teorema 3.3:

Teorema 3.7. Se as hipdteses (H1) e (H2) estdo satisfeitas, entdo
eriste uma vizinhanca W de I' e uma vizinhanca V C R? dee = 0 de
modo que:

(A) Se existem os valores oy; € [0,T), 1 = 1,...,n, especificados
na hipdtese (H1), entdo existem curvas vy; tangentes ds retas ¢; : € -
v(a;) em € = 0, respectivamente, cada uma delas dividindo V em duas
componentes conezas, v;Ny; = {0}, i # j, tais que se € # 0 cruza uma
curva v;, o numero de solugées T-periddicas de (3.39) com drbita em
W wvaria de dois.

(B) Eziste um subconjunto ndo vazio S de V tal que, see € S, a
equagdo (3.39) possui pelo menos duas solugdes T-periddicas com drbita
emW. Ou S =V ou S consiste do interior de duas regioes setoriais
tais que exitem ¢,7, 1 <4,7 <n, com 85 =y, Uy; em V.

O seguinte corolario é imediato:

Coroldrio 3.8. Seja v(a) dada por (3.53). Se v(a), v'(«) sdo linear-
mente independentes para todo «, o € [0,T), entdo ezxiste uma vizi-
nhanga W de T e uma vizinhanga V de € = 0 de modo que a equacdo
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(3.39) tem precisamente duas solugées T-periddicas com drbita em W
quando € varia na vizinhanga V.

O Corolario 3.8 sugere a questao da existéncia de uma funcao 7T-
periddica f tal que valha a hipdtese desse coroldrio. O Corolério 3.9
¢, no fundo, um exemplo que responde positivamente a essa questio,
apresentado em [8].

Como temos feito até agora, consideremos o intervalo [0,7) como
o espago quociente R/TZ. Se r : [0,T) — C é uma funcio continua,
denotemos com 7(n) seu n-ésimo coeficiente de Fourier, com respeito a

exp(i2nnt/T), n € Z. Isto é, sendo w o 27 [T

Iy
f(n)=T /0 e“mr(t) dt.

Tomando r1(t) = 1/ei(t) e ro(t) = 1/e3(t), vamos precisar dos quatro
nimeros complexos ndo nulos 7,(n), f2(n), n =1,2.

Corolario 3.9. Suponhamos que o termo forgante f seja dado por
(f1(2), f2(t)) = (a_1e™™" + are™*, b_1e™™* + be™?),

onde a, = [2Tdf1(n)]™!, b, = —i[2Ta?y(n)]™t, n = —1,1. Entdo eziste
uma vizinhanga W de I' e uma vizinhanga V de € = 0 de modo que a
equagdo (3.39) tem precisamente duas solugdes T-periddicas com drbita
em W quando € varia na vizinhanga V.

Prova. A prova consiste em calcular v;(e), j = 1, 2, substituindo f por
sua expressdo dada no enunciado obtendo que v(a) é a circunferéncia
v(a) = (coswa,senwa). O coroldrio segue entdo imediatamente do
Corolario 3.8 a

Observacao 3.10. O Coroldrio 3.9 sugere o sequinte problema in-
verso: Dado um feize consistindo de um nidmero par de retas ¢;, 1 =
1,...,n, concorrentes na origem do plano €, existe um termo for¢cante
f tal que o diagrama de bifurcacdo das solugées T-periddicas de (3.39)
com orbitas prorimas de I' seja dado por curvas vy; tangentes a ¢; em
e = 072 Este problema € tratado com maior generalidade em [4]

Um comportamento descontinuo das solugdes T-perédicas de (3.39),
quando € — 0, andlogo ao descrito no Teorema 3.5 para as solucoes
2m-periddicas da equagdo (3.11) também acontece aqui.

Teorema 3.11. Suponhamos vdlidas as hipdteses (H1) e (H2) e seja
S C V dado no Teorema 8.7-(B). Seja v uma curva continua con-
tida em S definida parametricamente por v: ¢ = ¢f3, 0 < g < 1, tal
que £(0) = 0. Escolhamos uma solugdo T-periddica z(-; ) € Pr de
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(3.39), com € = ¢(f3), dependendo continuamente de 3 em Pr. Con-
sideremos coordenadas polares (p,8) no plano €, de modo que €(8) =
p(B)(cos B, senf), 0 < f < 1. Definamos

0 limsup6(8), 6% liminfd(g).
B0 p—0

Entdo S ¥ {z(:;8) € Pr |0 < B < 1} ¢ relativamente compacto e todo
ponto limite de S, com B — 0, é uma solucdo T-periddica de (3.38)
e(t + a). Mais ainda, se § > 8, eziste um intervalo I(y) = [ag, ;] C

[0,T) tal que se a € I(y), entdo existe € = p(cos b, senf), 6 > 0 > 6,
comv(a)-e=0ce

S\S={e(- +a) € Pr|ac I(y)}.

Observagao 3.12. Uma andlise cuidadosa das duas aplicagdes feitas
actma mostram que 2w, no caso do oscilador, ou T, no caso do sis-
tema de Lotka-Volterra, nao precisam ser periodos minimos da drbita
['. Assim, tomando-as como drbitas 2nw- ou nT -periddicas, respectiva-
mente, as técnicas aqui empregadas podem ser utilizadas para o estudo
de bifurcacdo de solugdes sub-harmonicas de ordem n. FEssa idéia foi
tomada como motivagcdo em (3| para o estudo de bifurcagdo de drbitas
homoclinicas.
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