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BIFURCAÇÃO DE SOLUÇÓES PERIÓDICAS

PLÁCIDO TÁBOAS

1.1NTR0DUÇÃ0

Estas notas constituem o assunto de um “mini-curso” que integrou o
Programa de Verão de 1996 do Departamento de Matemática da Uni-
versidade Federal de Pernambuco. Foram quatro aulas de noventa mi-
nutos com o objetivo de apresentar o Método de Redução de Liapunov-
Schmidt e aplicações a problemas de oscilações não lineares. O método
de Liapunov—Schmidt tem extensões e se aplica a uma classe muito am-
pla de problemas. Contudo, ao apresenta-lo aqui estritamente em sua
substância pretendemos oferecer aos interessados as idéias básicas de
um importante recurso da Análise Não Linear.
As aplicações que fazemos acompanhar têm tipicidade suficiente para

servir de motivação ao método, porém, mais importante do que isso,
são interessantes em si mesmas. Considere uma equação diferencial
ordinária que possui um centro em torno do qual uma órbita F tem
um certo período T (T-periódica). Perturbe essa equação diferencial
com uma perturbação que depende periodicamente do tempo, com o
mesmo período T. O que fazemos é estudar a existência e bifurcação de
soluções T—periódicas da equação perturbada com órbitas próximas de
F. O fato da perturbação ser não autônoma é que da ao problema sua
peculiaridade mais distintiva: a equação perturbada é um problema de
outra natureza e a fase das soluções desempenha um papel preponde-
rante em nossa abordagem. Sob esse enfoque é possível destacar que,
quando a perturbação tende a zero, as soluções da equação pertur—
bada exibem um comportamento inesperado. Esse fato é descrito com
precisão nos Teoremas 3.5 e 3.11 em termos da fase das soluções.
Nossa intenção é prioritariamente didática. Assim, não descemos a

todas as minúcias mas apresentamos mais, e mais detalhadas, demons-
trações do que faríamos em um trabalho de pesquisa.
Na Seção 2 descrevemos o Método Alternativo que, restrito a certo

contexto, nada mais é do que o Método de Liapunov-Schmidt.
Na Seção 3 fazemos as aplicações. São dois problemas análogos; o

primeiro relacionado com com os efeitos de uma força periódica e um
amortecimento sobre um oscilador; o segundo com o clássico sistema
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predador—presa de Lotka—Volterra periodicamente forçado. Em cada
um deles uma discussão inicial mostra como transcrever o problema de
equações diferenciais para um contexto de Análise adequado à aplicação
do método. A discussão leva as equações de bifurcação e, finalmente, a
uma descrição completa do diagrama local das bifurcações de soluções
periódicas.
Finalmente, queremos agradecer aos colegas do Departamento de

Matemática da Universidade Federal de Pernambuco, especialmente ao
Professor Hildeberto E. Cabral, Coordenador do Programa de Verão,
por nos concederem a oportunidade de participar de intensas e elevadas
atividades científicas e por sua calorosa hospitalidade durante nossa
grata estadia em Recife.

2. O MÉTODO ALTERNATIVO

Frequentemente problemas de Análise e suas aplicações se reduzem
a uma equação em um espaço de Banach. Não existem procedimentos
gerais para resolver essas equações, mas o chamado Método Alternativo
é um método de redução empregado com sucesso em muitas situações.
Na seção seguinte alguns problemas de oscilações não lineares serão
tratados com o auxílio do Método Alternativo, por esta razão o apre-
sentamos agora suscintamente com base no Capítulo 2 do livro de Chow
e Hale [2]
Daqui em diante ficam estabelecidas as seguintes convenções: se X

é um espaço de Banach, sempre que escrevermos Xp subentende-se
que existe uma projeção contínua P : X —> X, cuja imagem 'R(P) é
Xp, isto é, Xp = P(X) Se A é um operador linear, denotamos seu
núcleo com N (A) Indicaremos sempre com I o operador identidade
em qualquer espaço de Banach, não especificando o seu domínio.
Sejam X e Z espaços de Banach, A :“ X —> Z um operador linear

contínuo e N : X —> Z um operador contínuo. Com relação a equação
em a: 6 X

(2.1) Ax —— Na; = 0

precisamos do seguinte lema:

Lema 2.1. Suponhamos

NM) : XU, RM) : ZE,

então existe um operador linear limitado K : ZE —> X[4], conhecido
como inverso a direita de A, tal que AK : I em ZE, KA : I — U em
X e, denotando x = y + 2, com y 6 XU e Z 6 XI—U; a equação (2.1) e'
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equivalente ao sistema

(a) z—KEN(y+z)=O
(b) (1 _ E)N(y + z) = 0.

Prova. O operador A é um-a—um de X1_U sobre ZE, logo, a existência
do inverso a direita K : ZE —> X I_U satisfazendo AK : I em ZE,
KA = I — U em X é óbvia. O fato de K ser limitado é consequência
das projeções U e Z serem contínuas e uma aplicação direta do Teorema
do Gráfico Fechado (veja [1], Capítulo 16, por exemplo).
Tomando a; = y + z, como na formulação do lema, temos KAm :KAy + KAz : z e, decompondo a equação (2.1) pelas projeções su-

plementares [ — E e E, vê-se que ela é equivalente ao sistema

E(A—N)(y+z) =O
(I —— E)(A — N)(y + z) = 0.

Como EA : A, KA(y + z) = z e o primeiro membro da primeira
equação de (2.3) está em ZE, onde K é um-a—um, chegamos a (2.2)
depois de aplicarmos K & ambos os membros da primeira equação do
sistema (2.3). D

(2.2)

(2.3)

Nas circunstâncias do Lema 2.1 podemos focalizar nossa atenção no
sistema (2.2) nas incógnitas y 6 XU e z & X1_U. Se for possível resolver
a primeira equação para 2 em função de y, z = z* (y), a equação (2.1)
se reduz a

(2.4) (I _ E)N(y + Z*(y)) = 0-

Neste caso, (2.4) é chamada equação de bifurcação e seu primeiro mem-
bro, visto como função de y, é chamado função de bifurcação. Esse
procedimento no tratamento da equação (2.1) é chamado Método Al-
ternativo no Núcleo de A. O método não leva em geral a uma solução
do problema mas, como a nova incógnita y pertence ao subspaço XU
de X , pode levar a uma drástica redução de dimensão. É nesse sentido
que chamamos o Método Alternativo de um método de redução. Em
particular, o método é especialmente adequado ao caso em que A é um
operador de Fredholm, isto é, N (A) tem dimensão íinita e 'R(A) tem
co—dimensão finita.
Consideremos agora uma especialização importante da equação (2.1).

Sejam X, Y e A espaços de Banach, A : X —> Z um operador linear
limitado e N : X >< A —> Z um operador contínuo juntamente com sua
derivada de Fréchet em X tal que
(2.5) N(0, 0) = o, amo, ())/63: = 0.
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A equação (2.1) agora fica

(2.6) Aa: — N(x, A) = 0.

Considerando a equação (2.6) para (a:, A) numa vizinhança de (0,0) e
mantendo as notações anteriores, se a; = y+z, com y 6 XU e z e X[4],
o Lema 2.1 implica que a equação (2.6) .é equivalente ao sistema:

(a) z—KEN(y+z,/X)=O
(b) (I—E)N(y+z,à)=0

O Teorema das Funções Implícitas aplicado a equação (2.7)(a) ga-
rante a existência de' uma vizinhança V de (0,0) em XU >< A e uma
função z* : V -—> XU, z*(y, A) contínua juntamente com sua derivada
de Fréchet em y, z*(0, 0) = 0, de modo que z* (y, A) satisfaz” a equação
(2.7)(a):

(2.7)

Z*(y,Ã) — KEN(y + f(ywllM) = 0,

z* (y, A) é a única solução da equação (2.7)(a) numa vizinhança de z = 0
em XI_U, para (y,A) E V. A função z*(y,/X) tem a mesma classe de
diferenciabilidade da de N (a:, A) numa vizinhança de (a:, A) = 0. Desta
forma, substituindo z : z*(y, A) na equação (2.7)(b), a equação (2.6)
fica reduzida a equação de bifurcação

(2.8) (I - E)N(y + Z*(y, A), ).) ; 0

nas incógnitas (y, A) E V.
Nas condições particulares da equação (2.6), o Método Alternativo

no Núcleo de A é conhecido por Método de Liapunov-Schmidt.
O leitor encontrará extensões do Método Alternativo, bem como

aplicações e indicações bibliográficas em [2] e [5].

3. BIFURCAÇÃO NA VIZINHANÇA DE UMA FAMÍLIA DE SOLUçõEs

Nas aplicações que se seguem o operador A considerado em (2.1) é
fornecido por uma equação linear variacional de uma equação diferen—
cial ordinária em torno de uma órbita periódica, isto é, uma equação da
forma (3.1). A é definido num domínio do espaço Y : 'PT das funções
contínuas e T—periódicas em (—00, 00) com a norma do supremo. Um
problema crucial é caracterizar a imagem 'R(A) de A para depois es-
crevê—la na forma Yp. Por essa razão recordamos agora alguns fatos _

da Teoria Geral das equações diferenciais ordinárias segundo o capítulo
IV de [5]. O Lema 3.1 (Alternativa de Fredholm) é que resolve o pro—

blema de caracterizar R(A). A prova aqui apresentada por questão de
auto-suficiência está no Capítulo IV de [5].
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Consideremos a equação linear homogênea
(3.1) de : B(t)a;
onde E é uma matriz n >< n contínua e T—periódica em (—00, 00). De—

notemos com X (t; 7") a matriz fundamental de (3.1) tal que X (T; T) = I .

A equação adjunta de (3.1) é

(3—2) y = —yB(t)-

Recordemos que se X (t) é uma matriz fundamental de (3.1), então
X“1(t) é matriz fundamental de (3.2). Fixemos X (t) : X (t; 0) (matriz
principal). Como B é T-periódica, uma condição necessária e suficiente
para que uma solução y de (3.2) seja T—periódica é que y(0) : g(T),
e esta condição por seu turno é equivalente a y(0)[X“1(T) — I] = 0.
Assim, (3.2) tem uma solução T—periódica não trivial se e somente se
X —1(T) — I é singular. Uma solução a: da equação (3.1) é T—periódica
se e somente se [X (T) — I ]x(0) = 0. Como, a menos de multiplicação
por uma matriz não singular, as matrizes X“1(T) — I e X (T) — I são a
mesma, decorre que os núcleos de X_1(T) — I e X (T) — [ têm a mesma
dimensão. Isto é, os espaços das soluções T -periódicas de (3.1) e de sua
adjunta (3.2) têm a mesma dimensão.

Lema 3.1. Se B é uma matriz n >< n contínua e T-perio'dica em IR e

se f 6 'PT, então a equação

(3.3) 55 : B(t)x + f(t)
tem uma solução T—periódlca se e somente se

T
(3.4) ] y(t)f(t) dt = o,

o

para toda solução g da equação adjunta (3.2) tal que yt 6 PT (yi e'

a transposta de y). Se vale (3.4), o sistema" (3.3) tem uma família a
' r-parámetros de soluções em 'PT, onde r e' a dimensão do espaço das
soluções de (3.1) pertencentes a “PT.

Prova. Uma solução x(t) de (3.3) é T—periódica de, e somente se, x(O) :
x(T). Fazendo x(O) : xo, a fórmula da variação das constantes dá

(3.5) x(t) : X(t; 0)x0 + foi X(t; s)f(s) ds.

Lembrando que X(t; T)X(7'; s) : X(t; s), t, 7', s e R, a condição x(T) :
ato é equivalente a

(3.6) [X"1(T;0)— I]a:0 = /0 x-1(s;0) f(s) ds.
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Considerando, para simplificar, a matriz D dª X—1(T; 0) — I e o ve-
tor b (;_er [GTX—I(s; 0)f(s) ds, a equação (3.6) fica Dano = b. Esta
equação tem uma solução azo se e somente se b pertence à imagem
R(D) da aplicação linear definida por D, o que equivale a b pertencer -

ao espaço gerado pelas colunas, b1,b2,... ,bn, de D. Mas isto por
seu turno é equivalente a ab = 0 para todo vetor-linha a tal que
aB = 0 (ou seja, at .L b para todo a tal que at 6 [b1,b2,... ,bn]i).
Como X_1(t; 0) é matriz principal de (3.2), o conjunto dos als tais que
aB : 0 coincide com o conjunto dos valores iniciais das soluções T-
periódicas de (3.2). Assim, (3.6) é equivalente a ab : 0, para todo a
tal que g(t) = aX“1(t;0) é solução T-periódica de (3.2). Retomando
a definição de b, isto pode ser parafraseado nos seguintes termos: a
condição (3.6) é equivalente a [OT aX"1(s;0)f(s) ds = 0, para toda a
solução T—periódica g(t) = aX'1(t; 0) de (3.2), o que encerra a prova
da primeira parte do lema.
Para finalizar, suponhamos que (3.4) esteja satisfeita e que o(t)

seja uma particular solução T—periódica de (3.1). Então, a solução
T—periódica geral de (3.3) é dada por x = 2 + (15, onde 2 percorre o
espaço das soluções T-periódicas de (3.1). [:|

Se h : IR" ——> R" é uma função de classe Cl, recordemos que uma
primeira integral de

(3.7) ric = h(z)
é uma função u : R" —> R de classe O1 tal que

gradu(a:) ' h(m) = 0, a: 6 R",
significando que du(rc(t))/dt = 0 ao longo das soluções x(t) de (3.7),
ou seja, as órbitas de (3.7) permanecem sempre em alguma superfície
de nível de u.
Denotando com x(t;x0) a solução de (3.7) tal que x(0;x0) = 330,

recordemos ainda que V(t; 330) dª ôx(t; mg)/8x0 é a matriz principal da
equação variacional em torno de x(t; xo):

(3.8) d: : Hx, (H ª amo; mon/dx).
O uso da Alternativa de Fredholm nas aplicações pode depender do

lema abaixo, formulado como um caso especial do Lema 2.5 do Cap.
VIII de [5].

Lema 3.2. Se u e' uma primeira integral de classe Cº de (3.7), então
Vu d:e-fgradu(:1c(t;:co)) é uma solução da equação adjunta de (3.8):
(3.9) fu") = —wH .
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Prova. Como u(a:(t;:r0)) : u(;r0), para todo 75 e todo azo, derivando
essa relação com respeito a wº obtemos: gradu(x(t;x0))V(t;m0) :
grad a(mo), para todo t. Derivando esta relação com respeito a t, vem

0 : VIH/(two) + VuV(t; (ro)

: VuV(t; azo) + VuHV(t; mo)

: [Vu + VuH] V(t; 170)

e, como V(t; ato) é uma matriz não singular, a prova está encerrada. E!

Faremos agora duas aplicações do Método de Liapunov—Schmidt a
problemas de equações diferenciais ordinárias. Vamos estudar a exis-
tência e bifurcações de soluções periódicas de certas equações. Usual-
mente, como se vê na seção 2, o método reduz uma equação em um
espaço de Banach a um sistema de equações onde as incógnitas são as
coordenadas da componente da solução no núcleo de um operador li-
near. Urna peculiaridade dos problemas tratados a seguir é que o papel
da incógnita é dessempenhado pela fase da solução periódica.

3.1. Interação de força periódica e termo dissipativo em um
oscilador não linear. Apresentamos aqui um problema de oscilações
não lineares tratado em [6]. Dada uma solução 27r-periódica de um
oscilador, trata—se de saber se em sua proximidade existem soluções
27r—periódicas sob o efeito de um pequeno amortecimento e um pe-
queno termo forçante 27r-periódico. Neste caso o problema pode ser
formulado no contexto da seção anterior, com os operadores A e N
definidos apropriadamente em certos espaços de Banach. Entretanto,
uma escolha não usual da inversa a direita de A será feita com o obje-
tivo de utilizar a fase como parâmetro.

Consideremos a equação do oscilador

(3.10) & + g(x) = 0

com :rg(a:) > 0, se x # 0, sendo 9 uma função (força restauradora)
suficientemente suave de modo a garantir a continuidade das derivadas
que virão a seguir. É sabido que a origem do plano (113, ab) é um centro;
toda órbita não nula é periódica, circunda a origem, tem uma amplitude
p > 0 e um período 27r/w(p) (definimos p pela propriedade de tal órbita
passar pelo ponto (p, 0), p > 0). Suponhamos que exista uma solução
p(t) de (3.10) de período 27r, uma vez que uma mudança na escala do
tempo mostra não haver perda de generalidade nisso, e indiquemos com
P C R2 sua órbita no plano (93,33), F : [(p(t),p(t)) |O 5 t < 2%).
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Seja f uma função contínua 27r-periódica e consideremos a seguinte
perturbação de (3.10):

(3.11) :i+g(a:) : —A:i7+uf(t),

onde A, a parâmetros reais. O problema de que vamos tratar é o
seguinte:

Para uma vizinhança W suicientemente pequena de F, existem solu-
ções 27r-periódicas de (3.11), com órbita em W? Como varia a quan-
tidade dessas soluções quando (A, n) percorre uma vizinhança de (0,0)
no plano (A, M) ?

Existe, uma função 4) : R >< (0,00) —> Rº, com çó(0 + 27r, p) : d)(0, p),
para (9, p) E Rx (0,00), de modo que a solução geral da equação (3.10)
é representada por x(t) : à(w(p)(t + a), p), onde a é um parâmetro
real, p > 0 sua amplitude e w(p) sua frequência. De fato, seja x(t; p) a
solução de (3.10) de amplitude p > O tal que x(O; p) = p e da(O; p) = O.

Denotando com T(p) o seu período, coloquemos (pw, p) dª x(BT/Zn; p).
Assim, definindo a frequência por w(p) : 27r/T, fica veriíicada a nossa
afirmação.

A solução 27r-periódica acima fixada tem uma amplitude pº tal que
w(p0) : 1 e a definimos por p(t) : à(t, po).Uma hipótese básica é a seguinte:

(Hu ª“m)#0
Note que a hipótese (Hl) exclui o oscilador linear, mas a despeito

de sua generalidade, esse não é o único caso excluído, isto é, existem
forças restauradoras não lineares g dando origem a soluções de (3.10)
de período constante. Para interpretar O termo contendo a derivada
primeira si: como um termo dissipativo é preciso considerar A > O;

entretanto, permitiremos que A varie numa vizinhança de 0.
Em alguns pontos da discussão que se segue é útil encarar a equação

(3.11) como o sistema bi—dimensional equivalente

ãr=y
y' = —9(ª=) — Ay +uf(t)

e a equação (3.10) como o sistema:

(3.12)

ác=y“ªª y=—aa>
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Denotemos com Pl(t) o vetor normal a P em P(t) : (p(t), p(t)) dado
por Pl(t) = (ji(t), —p(t)), 0 5 t < 27r. Podemos escolher W suficien-
temente pequena de modo que os pontos cv e W sejam representados
por coordenadas (7', a) e [O, 27r) >< IR definidas por

x : P(T) + O'P'L(T).

Para cada solução 27r-periódica de (3.11) que permanece em W fica
univocamente associado um número oz, 0 5 a < 27r, de modo que
x(a) = P(O) + aPl(0), isto é, x(a) tem coordenadas (T, a) = (0,0).
O número a é, pois, entendido como a fase de x(t) e essa solução pode
ser representada por

x(t) = p(t = a) + z(t - a), Z(0) . P(O) = 0,

onde Z(t) : (z(t),z'(t)). Desta forma a condição Z(0) - P(O) = ()

significa à(O) : 0. Como existe uma correspondência biunívoca entre
as soluções x(t) de (3.11) e as soluções x(t + a) de

(3.14) 23 + g(x) : —A:í: + ,uf(t + a)

nosso problema fica transformado em encontrar soluções x(t) de (3.14)
da forma

(3.15) x(t) = p(t) + z(t), zw) . P(O) = 0

com |Z (t)| pequeno. Substituindo (3.15) na equação (3.14), o problema
fica finalmente reduzido a encontrar soluções z(t) de

+ g'(p(t»z = um — Az“ + uf(t + a) + Ge, z),
(3'16)

Z(O) - P(o) = 0

com lZ(t)| pequeno, onde G(t, z) é uma função contínua, periódica em
t para cada z fixado, satisfazendo G(t,z) : O(Izlz), quando 2 —> O,

uniformemente em t.
Notemos que a hipótese (Hl) implica que p(t) gera o espaço das

soluções 27r—periódicas da equação linear variacional de (3.10) em torno
de p(t):

(3.17) li + g'(p(t))v = 0

De fato, substituindo p(t) em (3.10) e derivando a equação com respeito
a t vê-se que p(t) é realmente uma solução periódica de (3.17). Uti-
lizando agora a função o(ô, p) para representar as soluções de (3.10),
substituindo qb(w(p)t, p) em (3.10) e derivando a equação com respeito
a p no ponto po, vê-se que também [ôçb(w(p)t, p) /ôp] [2po é uma solução
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de (3.17). Mas,

[%%%&]
p=po
: $a“, p0)w'(p0)t + (f)/,(t, po)

e, de acordo com a hipótese (HI), esta solução não é limitada sendo,
portanto, linearmente independente com p(t).
Decorre da Alternativa de Fredholm que, se (p é uma função contínua

27r-periódica, a equação não homogênea associada a (3.17)

(3%) õ+ghÚDv=wW
tem uma solução 27r-periódica se e somente se foº" <p(t)u(t) dt : 0, para
toda solução 27r—periódica da equação adjunta de (3.17). Mas como
(3.17) é auto-adjunta esta condição é equivalente a

(3.19) /0 "aewww: 0.

Consideremos os espaços de Banach Z : Pº,, das funções contínuas
., . 2

7r-perlo mas c m a norm o u r mo : 2”, seu su spaço2 d o a d s e e X 'P( ) b
algébrico das funções (p 6 Z de classe Cº, munido de uma norma Cº, e
definamos o operador linear contínuo A : X —+ Z e o operador contínuo
N : X >< R3 —> Z por

Az=ã+dWHV
N(z,A,/1,,a) = —Ap(-) —— AZ. + lif(' + a) + G(', z)

para todo (z, A, n, oz) 6 X x R3. Como já gera as soluções 27r-periódicas
de (3.17) temos N(A) : [p] C X e, de acordo com a condição (3.19),
Z : 'R(A) GB [p]. Ou seja, A é um operador de Fredholrn.
Tornando zx“1 : 027r[p(t)]2dt, definamos as projeções Q : Z ——> Z e

P : X —> X da seguinte forma:

Qsº = V [France) dt] p, <P e 2,

Pw=WWWªwwmm wGX-

Agora podemos formular o problema (3.16) do seguinte modo:
Az : N(Z,)x,/.L,CY),

Pz : ().

Observando que XQ : Xp : N (A) e que a Alternativa de Fredholm,
mais precisamente, a condição (3.19) implica R(A) : ZI_Q, estamos
em condições de aplicar 0 Método de Liapunov—Schmidt a primeira
equação de (3.22) com I — Q no papel da projeção E da seção anterior

Bim

(3.21)

62%
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e Q no papel da projeção U. Assim, decompondo a primeira equação
de (3.22) pelas projeções Q e I — Q, obtemos:

(] _ Q)AZ : (I _ Q)N(Z, Arªra/))
(3,23) QAz = QN(z, A, M, a),

* Pz : 0.

Definimos, entretanto, a inversa a direita de A, utilizando a projeção
P em vez de Q, isto é, notando que A é um-a—um de Xj_p sobre
Z1_Q, os argumentos do lema 2.1 mostram que existe um operador
linear contínuo K : Z1_Q —> X1_p de modo que AK : I em Z1_Q e
KA : l —— P em X. Como K é um—a—um em ZI_Q, podemos aplicar
K a ambos os membros da primeira equação de (3.23) obtendo

z — Pz : K(I — Q)N(z,à,u,a),
(3.24) 0 : QN(z, A, a, a),

Pz : 0,

que, por sua vez, é equivalente ao sistema
Z = KU — Q)N(Z,A,#,a),
0 = QNM M», a),

pois qualquer solução z* do sistema (3.25) necessariamente satisfaz a
condição Pz* : O.

Notemos ainda que

N(0, 0, 0,0) = 0, ôN(0, 0, 0, cv)/62 : O, para todo or 6 [O, 27r),

portanto, de acordo com o Teorema das Funções Implícitas, para cada
ao e [0,27r), existem vizinhanças V,),() de ao, V de (A,,u), U de 0 em
X e uma função z* : Vº,º >< V ——> U de modo que z*(a,Á,u) satisfaz
a primeira equação de (3.25). Identificando o intervalo [0,27r) com
51, isto é, considerando [027r) como o espaço quociente R/27rZ, um
argumento de compacidade permite estender z* a [O, 27r) >< V após um
número finito de aplicações do Teorema das Funções Implícitas, dimi-
nuindo V se necessário. Desta forma, dada a periodicidade em a, 0
sistema (3.25) iica reduzido à única equação:

www, A,“), mta) = o, a e R

Isto significa que a equação (3.11) terá uma solução 27r—periódica pró-
xima a solução p(t — oz) de (3.10) se e somente se (a, A,“) satisfaz a
equação de bifurcação:

(3.25)

27r

(3.26) 1/] p[—Az*(a, A, ,») _ Ap + m— + a) + G(-, z*(a, A, M)] = 0-
0



12 BIFURCAÇÃO DE SOLUÇÓES PERIÓDICAS

O primeiro membro da equação (3.26) define a função de bifurcação
F(a, A, a), de modo que F(a,0, 0) = 0 e, expandindo F, a equação de
bifurcação finalmente assume a forma:

(3.27) F(a, A,“) = —A + h(oz)p, + t.o.s. : 0

onde t.o.s indica termos de ordem superior em (A, a) e a função h é
dada por

(3.28) hm): fo "pm f(t+a) dt.
Neste ponto, por uma análise heurística, já é possível prever como

será aproximadamente o diagrama de bifurcação, no plano (A, a), das
soluções de (3.11) com órbita em W. De fato, a parte dominante da
equação (3.27) para IAI, |,ul pequenos, obtida desprezando—se os termos
de ordem superior em (A, a), é

(3-29) (ML) ' (—1,h(ª)) = 0

“ 77onde indica o produto escalar usual. Façamos algumas hipóteses
simplificadoras sobre a função li que serão também assumidas no teo-
rema que estabelecemos a seguir:

(HZ) A função 27r—periódica h é de classe C2 e h'(a) # 0 em [O, 277),

exceto para uma número finito de pontos 0 5 a] < ag < < aN,
para os quais h”(ozj) # 0, j = 1,2, . .. , N.

(HB) Se 1 5 j,k _<_ N, com j # k, então Maj) # Mak)

Valendo (H2) e (HB), sejam am e on os pontos de [O, 27r) definidos
por
(3.30) Mam) : min lt(a), h,(aM) : max h(a),

ou seja, (—1,h(a)) percorre o segmento [(—1,h(am)), (—1,h(aM))]
quando 04 varia no intervalo [O, 27r) e, de acordo com a Figura 1, existem
soluções (a, A,”) da equação (3.29), com 04 e [O, 2%), se e somente se
(A, [L) está num dos setores onde (A, a) é ortogonal a algum (—1,h(oz)).
Neste caso, o número de soluções 27r-periódicas de (3.11),-com órbita
em W e fase O 5 a < 27r, é 0 número de valores de a em [O, 27r) tais que
vale a condição de ortogonalidade (3.29). A parte direita da Figura 1

mostra como é qualitativamente o diagrama de bifurcação quando h(a)
tem a forma indicada na parte esquerda. Os números entre parênteses
indicam o número de soluções no repectivo setor. Quando (A, a) cruza
a fronteira de um desses setores, o número de soluções varia de dois.
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a
.- (ª,h(ª)) ”__.4,..-(-1,h(ª)) ”ªiªi (4) (2)

&

'x

(0)

(2) (4) (2

FIGURA 1. Diagrama de Bifurcação

Há ainda o interesse em saber como se comportam as soluções 27r-

periódicas de (3.11) quando (A,;i) tende a (0,0). Aproximar—se-iam
de alguma solução de (3.10), p(t + em), com ao e [O, 27) fixo? Na ver-
dade, dependendo da forma como (A, #) tende a (0, O) o comportamento
dessas soluções é, como já dissemos, de algum modo inesperado.
Conclusões mais precisas são dadas nos teoremas 3.3 e 3.5. O primei-

ro estabelece que o diagrama local de bifurcação numa vizinhança de
(A, a) = (0,0) é uma perturbação, ou seja, uma pequena deformação
contínua, do diagrama apresentado na Figura 1. O segundo estabelece
que se (A, p) ——> (0, 0), com os parâmetros (A, a) E S variando indepen—
dentemente, as correspondentes soluções 27r—periódicas de (3.11) não
permanecem em geral próximas de uma particular solução p(t + ao),
mas de uma família de soluções p(t + a) indexada em a. Com a H-
nalidade de facilitar a formulação do Teorema 3.3, lembramos que am,
on são dados por (3.30). Mantemos as demais notações e, para cada
0: € [O, 27r), denotamos com ra a reta do plano (A, a):

ra : (Mt) ' (—1,h(a)) = 0

Como todas as funções são 27r-periódicas em &, daqui em diante consi-
deraremos a variando no intervalo [O, 27r) com a topologia da identi-
ficação com 51, ou seja [O,T) : IR/TZ.

Teorema 3.3. Suponhamos que as hipóteses (H1)—( 3) estejam satis-
feitas. Então existem vizinhanças W de F, V de (A, a) = (0, 0) e curvas
C,- C V, tangentes na origem às retas Taj, j = 1,2, . .. ,N, C]- an :
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(0,0), sej # k, 1 5 j,k 5 N, de modo que o número de soluções 27r-

perio'dicas de (3.11) com órbita em W e fase a e [O, 27r) varia de dois
quando (A, ,a) # (0,0) cruza uma dessas curvas. Mais ainda, se Cm e
CM são as curvas tangentes às retas rº,m e raM, respectivamente, elas
dividem V em regiões “cônicos”, S e SC (isto e', as fronteiras de S e Sº
em V coincidem com Cm UCM), sendo S fechada em V e Sc : V X S.
Se (A,;i) 6 Sº não existem soluções 27r—perio'dicas de (3.11) com órbita
em W e exitem pelo menos duas se (A, ,a) E SX (CmUCM). Finalmente,
tais soluções são duas a duas distintas se (A,/i) É Cj, j = 1, 2, . .. ,N.

Observação 3.4. O conjunto S C V pode ser caracterizado como o
fechado em V tal que 85 : Cm U CM gosando da seguinte propriedade:
se h(am) < h(a) < h(aM), então a componente conexa de ru O S
contendo (0,0) é um segmento fechado contendo (0,0) no seu interior.

Prova. De acordo com a discussão precedente, devemos analisar & equa—
ção de bifurcação (3.27) que agora escrevemos na forma

(331) (A: ”) ' (_17 h(0£)) + R(aa ))) lu) : 07

com (A, u) 6 R2 e a € [O, 27r). Para (A ,u)7é (),seja (A,u) : ru,
onde u é um vetor unitário e r _——|(A, u)| >0 Portanto, definindo
u(a): (— 1 ,h(a )), (3. 31) é equivalente a

(3.32) F(r, u, a) : o(a) -u + V(r,u, oz) : 0

onde V(r, u, oz) : (1/r)R(a, ru). Assim, como V(0, u, a) = 0, as únicas
soluções de (3.32) para r = 0 são aquelas (0, ug, ao) tais que ao e o(ao)
são ortogonais.
Para cada em e [O, 27r), escolhamos 'U,[) ortogonal a o(aº) e estudemos

a equação (3.32) para (r, u, oz) € RX S1 x IR, com [Oz—aol, IU—Uol e Ir)
pequenos. Para isso definamos a função F, dada em (3.32), para r < 0
de modo a estendê—la a uma vizinhança completa do ponto (0, 'do, ao)
em R >< 51 >< IR, pondo V(r, u, a) : —(1/r)R(—ru,a), quando r < 0 e
lrl, lu —- uol, la — aol < 60, para alguma constante 60 > 0.
Há dois casos a serem analisados.
Primeiro, h'(a0) # 0. Neste caso 8F(0,u0,a0)/ôa : u'(a0) -u0 74 O

e uma aplicação do Teorema das Funções Implícitas mostra que existe
um número positivo 5 de modo que, para cada (r, u) 6 R >< Sl, com
0 5 r, |u — Uol < 5, existe of (r, u) & IR, sendo a* uma função de classe
O1 tal que F(r, u, a*(r, u)) : 0. Mais ainda, (r,u,a*(r, u)) é a única
solução de (3.32) numa conveniente vizinhança de (0,u0,a0). Desta
forma, não há bifurcação de soluções de (3.32) próximas de (0, no, ao).
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Segundo, h'(a0) : 0. Neste caso v'(a0) : O e o Teorema das
Funções Implícitas não se aplica exatamente nos moldes do caso an-
terior. Mas, de acordo com a hipótese (HZ), h"(a0) # 0 e, por-
tanto, õºF(0,u0,a0)/ôa2 = v”(a0) - uo # O. Novamente pelo Teo-
rema das Funções Implícitas, existe um número 5 > O tal que, para
(nu) e R x Sl, com O 5 r, lu —- Uol < 5, existe um único a*(r, u) E R,
sendo a* uma função de classe O1 tal que ôF(r,u,a*(r,u))/õa : 0,
a*(0,u0) : ao. Portanto, M(r,u) : F(r,u, a*(r, u)) é um valor de
mínimo ou de máximo da função F(r, u, -) conforme seja v”(a0) -u0 po-
sitivo ou negativo, respectivamente. A derivada parcial õM(0, rio)/au
é o funcional linear do espaço tangente a S1 em ua, TSâo, que associa
a cada vetor 1/ # 0, ortogonal a no, o número V(a0) - u. Como V(a0)
e 1/ são colineares, pois (O, uo, ao) satisfaz a equação (3.32), segue que
esse número é não nulo. Assim, pelo Teorema das Funções Implícitas
em variedades, existe uma única função continuamente _diferenciável,
u = n*(r), 0 _<_ r < 5, u*(0) : O, para alguma constante? > O, tal que
M(r,u*(r)) : 0. A curva C : (A,,u) = ru*(r), 0 5 7" < 5 tem uo como
vetor tangente em (0,0), assim, C é tangente à, reta rom: (A, u) - v(a0).
Para mostrar que C tem as propriedades estabelecidas no teorema

para as curvas Cj, j = 1, 2, . . . , N , suponhamos para fixar que M (T, u) é
um valor do mínimo de F (T, U, -), ou seja, v"(a0) -u0 > 0. Consideremos
o caminho u(t) : (cos t,sin t) 6 Sl, 0 5 15 < 27r, com u(t0) : uo. Então,
[ôM(r,u(t))/ôt](r,£)=(g,to) : v(a0) - (— sin t0,cos to) # 0, uma vez que

(- sin to, cos to) é ortogonal a aº, portanto, colinear com v(ao). Assim,
se (if) está numa vizinhança de (r, t) : (0,t0), [ôM(r,u(t))/ôt](f,g)
mantém o sinal, isto é, M (F, t) é estritamente monotônica em t, o que
equivale a dizer que existem duas soluções simples de (3.32) para u de
um lado de 17, =u(í) e nenhuma do outro lado.
Usando um argumento de compacidade em [O, 27r), após um número

finito de aplicações do Teorema das Funções Implícitas, chegamos a
descrição completa do diagrama local de bifurcação numa vizinhança
V de (A, n) = (0,0). Para isso é necessário observar que quando (A, a)
esta nos setores de V que contêm o eixo A não existem soluções de
(3.32), íicando assim caracterizada a região Sº. I]

Teorema 3.5. Seja 7 uma curva contínua contida em S definida para-
metricamente por A : MB), ,a = “(,6), 0 5 B 5 1, com (A(B),u(6)) :
(0,0) se e somente se ,8 = 0. Seja x(-; 0) € 795? uma solução de (3.11),
com (A,“) : (MB),/AB» cuja órbita UteR((cc(t;[3),zt(t;B))) está em
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W. Escolhamos a:(-;[3) de modo que (m(-;[3),Í(-;[3)) e 732" >< ”Ph de-
penda continuamente de 5. Se

so) ª «axam-;o) e a, >< 192, |O < 5 s 11,

então 8(fy) -é relativamente compacto em 'Pg,r x Pg"- e todo ponto limite
de 8('y) em ”Pg, >< 732", quando ,8 —> 0, é uma solução 27r-perio'dica
(p(t + ao),p(t + ae)) de (3.13). Além disso, se as hipóteses (H1)—(H3)
estão satisfeitas e

def
hm('y) = lirpn_)151f

AQB)
hM('y):d-ef lim sup——

MB)
“'(/8), [3—>0 ,”(B)

então existe um intervalo I (7) : [al,az] C [O, 27r) tal que h(I(fy)) :
[hm (7), hM('l/)] 6

(3-33) STV—HSW) = l(P(' + 60,150 + ª)) € 732" >< 732" l a € IM],
onde W denota o fecho de 8('y) em 7327, x 732”.

Prova. O fato de S('y) ser relativamente compacto é consequência di-
reta do Teorema da Ascoli, uma vez que as órbitas de (m(; 6), iii(«; B))
estão em W e, portanto, a equação (3.11) implica que as a famílias
das derivadas :b(-; 6), if(; B), ,8 e (O, 1] são uniformemente limitadas.
O fato dos pontos limites de S('y), quando ,6 —> 0, serem soluções de
(3.10) pode ser provado tomando uma sequência B,, ———> 0 de modo que
(x(-; 0"), :b(; E,,» seja convergente em 7327, x 732". A forma integral do
sistema (3.12) implica

x(tôn) = x(OiÚn)+/0tá7(5i18n)ds

(3.34) à(t;an)=ab(0;an)— ] g<w(s;an)ds—
'

4%) ] à(8;6n)ds+u(,3n) ] f(s)ds
bastando agora tomar os limites dos dois membros do sistema (3.34)
com n —) 00. Assim, observando que MB“) —+ 0 e “(En) —> 0, com
n —> 00, ºbtemºs (ªº(“ã 00,9%; lá)) _) (P(-+ao),ió('+ao)) Cºm " —> 00,
para algum ao 6 [O, 27r).
Para ver que ao é tal que h(oz0) 6 [h,,,,(7) hM('y)], basta notar que

existe a(Bn) & [O, 27r) tal que (a (BT,),A (B,") ”( ,Bn)) satisfaz a equação
de bifurcação (3.31) e, portanto,

(3.35) hmm,,» —
“W") +

1

m WR(a(Bn), A(/8n)»/L(Bn))'
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A escolha contínua de (m(-;,6),ác(-;B)) nos força a tomar an —-> aº,
com n —> 00. Como R(a,A,,u) : O(|(A,u)|2), com (A,“) —> (0,0),
passando (3.35) ao limite com n —> 00, obtemos

_ - A(En)

.

Maº) 73323 ”(BJ
Reciprocamente, suponhamos que ao e I (7) Podemos escolher uma
sequência (a(õn), à(Bn),u(Bn)), com 16" —> O, tal que (3.35) esteja sa-
tisfeitª 6 (am), A(610441610) ª (ao, 0, 0), com n -> 00-
Como «S'—('?)— é a reunião de 5('y) com seus pontos limite, com B ——> O,

a relação (3.33) é agora imediata. []
Escolhendo a curva 7 C S de modo que hm('y) < hM('y), os pontos

limite de (:c(-;B),á;(-;B)) são as soluções de (3.10) cujas trajetórias
preenchem uma faixa helicoidal numa superfície cilíndrica, como na
Figura 2. Os pontos limite das condições iniciais (x(O; B), :i:(0; B)), com
B —) 0, formam um arco de F no plano de fase (xa)

P(O,a1)

(ªª(O; 6), à(º; B))

FIGURA 2. Limite de (íB(; ,8),á:(-;[3), com [3 —> 00

Como consequência imediata do Teorema 3.5 temos o seguinte coro—

lário:

Corolário 3.6. Se 7 : A : MB),/,a = “(B) é uma curva contínua
contida em S e x(-;B) G 795? uma solução de (3.11), com (A,“) :
(MB),/KB)), satisfazendoos hipóteses do Teorema 3.5, uma condição
necessária e suficiente para que

(ªº('; BMC; B)) —+ (p(- + ao),zô(- + ae)), com B —> 0,
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para algum ao 6 [0,27r), e' que exista o limite limª—_“) MB)/MB) : ho.
Nesta caso a fase ao é dada pela equação h(a0) : ho.

3.2. O modelo predador—presa de Lotka-Volterra periodica—
mente forçado. Vamos agora considerar o sistema clássico de Lotka—

Volterra

i'll : azul _ bíElíL'g
(3.36)

jig : ÇIIJIIIIQ — dmg

onde a, b, c,d > 0 são constantes, achu Z O representam as popula-
ções de presas e predadores, sendo a e d suas taxas naturais de cresci-
mento e declínio, respectivamente, enquanto b e c representam efeitos
de predação. O sistema (3.36) tem dois equilíbrios: uma sela (0,0) e
um centro (d/c, a/b). O quadrante positivo Q] : [(x1,$2) [ml, ÍL'2 > O)
é o quadrante significativo do ponto de vista biológico e é invariante;
todas as órbitas contidas em 621 são periódicas e circundam o equilíbrio
(c/d,a/b). Suponhamos que e(t) : (e1(t), €2(t)) seja uma solução T-
periódica de (3.36) com órbita F C QI. Sendo 51 e 82 parâmetros reais
e f, (t), f2(t) funções T—peródicas suficientemente suaves.
Consideremos o sistema de Lotka—Volterra forçado:

(337)
(El : 0,371 _ IJÍEIíEQ + €]f1(t)
372 : 6.731.772 _ dwg + €2f2(t).

Do ponto de vista biológico os termos forçantes gif,-(t) podem ser in-
terpretados como caças T—periódicas com intensidades s,, i = 1,2.
Analogamente ao que foi feito na subseção 3.1 para o oscilador, pode—

mos formular neste contexto o seguinte problema:

Para uma vizinhança W suficientemente pequena de F, existem solu-
ções T—periódicas de (3,37), com órbita em W? Como varia a quanti—
dade dessas soluções quando (81,62) percorre uma vizinhança de (0,0)
no plano (61,62)?

Esta questão será resolvida através do Método de Liapunov—Schrnidt
corn essencialmente os mesmos passos da subseção anterior apresen—
tando, entretanto, algumas características próprias. Por exemplo, como
nenhum dos parâmetros 81 e 52 representa um termo dissipativo, é

possível que (3.37) tenha soluções periódicas para todo (81,82) numa
vizinhança completa de (0, 0), ou seja, nem sempre temos a divisão de
uma vizinhança de (61,52) = (0,0) nas regiões S e Sº, como no caso da
equação (3.11). A discussão que se segue está baseada em [8]
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O sistema (3.36) sera denotado compactamente por
(3.38) ct = g(x)

onde x : col(:r1, mg), g(x) : col(ax1 — bx1x2,cm1x2 — dmg), e o sistema
forçado será denotado por
(3.39) a“: = g(x) + êf(t)
onde f(t) : col(f1(t), f2(t)) e é é amatriz diagonal 2x2 é : diag(€1,52).
Analogamente ao caso da equação (3.10), aqui também temos uma

representação para as soluções não constantes de (3.38) no quadrante
QI dada por x(t) : qi(w(p)(t + a),p), onde d) : IR >< (0,00) —> QI e
a) : (0,00) “+ (0,00) são funções suaves, çb(0 + Lp) : çó(6,p), para
todo (0, p) E R >< (0,00), com p > 0 representando a amplitude, w(p)
a frequência e a a fase da solução. Assumindo que €(t) tem amplitude
po > 0, isto é, T : [w(p0)]"1, tomaremos e(t) = d)(u)(p0)t,p0).
Hsu provou em [7] que

(3.40) w'(po) > 0,

portanto, através de argumentos completamente análogos aos da sub—

seção anterior podemos provar que e gera o espaço das soluções T-
periódicas da equação variacional de (3.38) em torno de e:

(3.41) i: : g'(e(t))x
onde

, _ a—b62(t) —bel(t)
g (e(t)) _ ceg(t) ce](t) — d '

Vamos agora escrever o problema num contexto apropriado para aplicar
o Método de Liapunov-Schmidt. Tomando W como uma vizinhança
tubular de F, cada ponto a: e W tem coordenadas (7,0), 0 5 'r < T,
|U] < 00 (onde 00 > O é uma constante), de modo que

(3.42) m = e(T) + 06%),

onde el(7') dª (é2(7'), —é1(7')). Uma solução T-periódica de (3.39) que
permanece em W tem uma fase a, 0 5 & < T, escolhida de tal modo
que as coordenadas de x(a) em W sejam da forma (T, a) = (0, 0). Tal
solução é representada, portanto, por
(3.43) x(t) : e(t — a) + z(t — a), z(0) - é(0) : 0.

A correspondência um-a—um entre soluções x(t) de (3.39) e soluções
.r(t + a) de

(3.44) ."!)(t) : g(x) + Éf(t + a)



20 BIFURCAÇÃO DE SOLUÇÓES PERIÓDICAS

permite transferir o parâmetro a da condição (3.43) para dentro da
equação diferencial, isto é, o problema passa a ser o de estudar as
soluções T -periódicas de (3.44) com a condição (3.43) substituida por

(3.45) x(t) : e(t) + z(t), z(0) -é(0) = 0,

com |z| pequeno. Substituindo (3.45) em (3.44) e expandindo 9 em
torno de e(t) somos levados ao problema de estudar soluções z pequenas
T-periódicas de

z' : g'(e(t))z + âf(t + a) + R(z)
3.46( )

z(0) - é(0) : 0

onde R(z) = O(lzlº), com 2 —> 0.
Por analogia com a subseção anterior, agora é fácil encontrar o modo

apropriado de formular o problema. Entretanto, como a equação varia-
cional (3.41) não é auto-adjunta neste caso, vamos precisar da primeira
integral da equação (3.38) u(x) d=ef aln mg + dfnxl — 0x1 — bazz, que é

bastantye conhecida. É agora uma aplicação direta do Lema 3.2 o fato
de que '

(?)-47) "(t) = (fi/6105) _ & a/€2(t) - b)

é uma solução T -periódica da adjunta da equação variacional (3.41):

(3.48) à = —zg'(e(t))

e, portanto, gera o espaço das soluções T—periódicas de (3.48).
Seja Z : 'PT o espaço de Banach das funções (15 : R —> R2, contínuas

T—periódicas corn norma |q5| : sup |q5(t)| e consideremos X = ”P;“ seu
sub—espaço algébrico das funções d) e Z de classe C 1, munido com uma
norma Cl. Definamos também as projeções contínuas P : X ——> X e
Q : Z ——> Z por

Pa) = Ié(0)l'º(</>(0) — emm, «» e x,
T

em = ,, [[ W) . W)] 77, «» e Z,

V: MTnº(t)dt]_l.

Se as aplicações L : X —> Z, N : X x R3 —> Z são definidas por
Lz : z' — g'(e)z, N(z,5,a) : âf(- +a) +R(z), o problema (3.46) pode

onde
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ser escrito como um sistema de equações em X

(a) Lz : N(z,e, &)
(349) (b) Pz = o

e, de acordo com as definições de P e Q e nossa discussão anterior,
R(L) : Z,_Q e N(L) : Xp. Assim, existe um inverso a direita de
L, K:Z,-Q—>XtalqueLK=IemZI_QeKL=I—PemX.
Decompondo a equação (3.49)(a) nos sub—espaços suplementares QZ e
(I — Q)Z e, levando em conta as propriedades do operador K, vê-se
que essa equação é equivalente ao sistema:

z=Pz+K(I—Q)N(z,€,a)
0=QN(z,e,a)

Combinando agora este sistema com a equação (3.49)(b), obtemos que
o sistema (3.49) é equivalente a

(a) z=K(Q—I)N(z,5,a)
(3.50)

(b) o : QN(z,e, a)
Dada a compacidade do intervalo [O, T) com a topologia da identificação
com S" (isto é, [O, T) é entendido como o espaço quociente R/TZ), após

'

um número finito de aplicações do Teorema das Funções Implícitas
(como foi feito no sistema (3.25)), concluímos que existe uma função
suave z = z*(e,cv) de V >< [O,T) em X, onde V e' uma vizinhança de
E = O, tal que z*(0, a) = O, O 5 oz < T, e z : z*(e,a) é a única solução
de (3.50)(a) numa vizinhança U de 2 = O. Substituindo z : z*(e,a)
m (3.50)(b), chegamos a equação de bifurcação:

-T

(3.51) ,, Á 77(t)[éf(t + a) +R(z*(g,a)(t))] dt

que, de acordo com (3.47), pode ser escrita na forma

352)[d/Tf1—t—íõ)ªdt-CMIJEI

+a[/T(f2(t+a)——)dt—bM2]eg+S(e,a)=0

T

0

e S(e, a) é T-periódica em a e S(6) : O(Ielº), com e —> 0.

onde
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Definindo o(a): (v1(a), v2(aa)) por

MNT—g,—mi
>=[/—;——wi

a equação (3.52) se escreve numa forma mais compacta:
(3.54) o(a) 'e + S(E, a) = O.

Fazemos as seguintes hipóteses sobre acurva fechada o(a) do plano €:

(3.53)

(Hl) o(a) e u'(oz) são vetores linearmente independentes, exceto pos—
sivelmente para um número finito de valores ai, i = 1, . .. ,n, com
v(ai), v(aj) lineramente independentes, se i # j, 1 g i,j 5 n. Ainda,
v"(a) nunca é colinear simultaneamente com v(a) e 'U'(a), 0 5 a < T.

(HZ) o(a) # O, 0 5 a < T.

As hipótesses (H1) e (H2) são genéricas em f, isto é, o conjunto das
funções f e 'PT tais que (H1) e (H2) valem é denso em 'PT. Sob essas
hipóteses podemos antecipar uma análise heurística do problema, como
foi feito na subseção anterior para o caso do oscilador.

O diagrama de bifurcação aproximado para as soluções T-periódicas
de (3.39), com órbitas em W, pode ser obtido a partir da parte domi—

nante da equação de bifurcação:

(3.55) v(a) - e = 0.

Cada valor a,, i = 1,'. .. ,n, descrito na hipótese (Hl) fornece um
ponto v(ai) em que a curva fechada v(a) é' tangente à reta 7", : Au(a,—),
A 6 R. Como v”(ai) não é colinear com o(ai), numa vizinhança U
de v(ozi) a curva o(a) permanece em um dos semi—planos determinados
pela reta ri. Na Figura 3 (A) ou (C) o(ai) é um dos pontos de tangência
de o(a) com uma reta v", (pontilhada). Além disso, diminuindo U se
necessário, Maj) 94 U, se j 76 i, 1 5 j 5 n. Assim, se 50 estiver
em um dos semiplanos abertos determinados pela reta €,- : 5 — Ma,-)
(ortogonal a r,) e suficientemente próximo de &, não existem valores ao
próximos de a,- tais que (60, aº) seja solução de (3.55). Se 80 estiver no
outro semiplano, então existem dois valores distintos aí, e ag, próximos
de a,, tais que (emas) e (50,0%) são soluções de (3.55). As retas €,,
i = 1, . . . ,n, correspondem, pois, a curvas aproximadas de bifurcação,
uma vez que quando e cruza uma dessas retas o número de soluções de
(3.55) varia de dois.
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(2)

A B 0

FIGURA 3. Diagramas de Bifurcação no Plano 5

Essas considerações mostram que, no caso da equação (3.39), não se
pode garantir que uma vizinhança da origem no espaço dos parâmetros
seja particionada em subconjuntos S e Sº, como acontecia no caso do
oscilador. É possível que (3.39) tenha pelo menos duas soluções T—

periódicas com órbita em W quando e percorre uma vizinhança com—

pleta de e = O. A Figura 3 mostra algumas possibilidades de diagramas
de bifurcação, de acordo com forma e posição de v(oz).
Conclusões mais precisas são estabelecidas no teorema abaixo, cuja

prova omitimos por ser mera repetição dos argumentos do Teorema 3.3:

Teorema 3.7. Se as hipóteses (H1) e (HZ) estão satisfeitas, então
existe uma vizinhança W de F e uma vizinhança V C R2 de e = 0 de
modo que:
(A) Se existem os valores ai 6 [O,T), i = 1,... ,n, especificados

na hipótese (Hl), então existem curvas fyi tangentes às retas Éz- : &-
v(ai) em e = 0, respectivamente, cada uma delas dividindo V em duas
componentes conexas, vina/j : [0], i # j, tais que se e 76 0 cruza uma
curva %, o número de soluções T—periódicas de (3.39) com órbita em
W varia de dois.

(B) Existe um subconjunto não vazio S de V tal que, se e E S, a
equação (3.39) possui pelo menos duas soluções T-periódicas com órbita
em W. Ou S = V ou S consiste do interior de duas regiões setoriais
tais que exitem i,j, 1 5 i,j 5 n, com 65 : %- U'yj em V.

O seguinte corolário é imediato:

Corolário 3.8. Seja v(a) dada por (3.53). Se v(a), v'(oe) são linear-
mente independentes para todo a, Oi e [O,T), então existe uma vizi—

nhança W de F e uma vizinhança V de e = 0 de modo que a equação
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(3.39) tem precisamente duas soluções T-perio'dicas com órbita em W
quando e varia na vizinhança V.

O Corolário 3.8 sugere a questão da existência de uma função T-
periódica f tal que valha a hipótese desse corolário. O Corolário 3.9
é, no fundo, um exemplo que responde positivamente a essa questão,
apresentado em [8]
Como temos feito até agora, consideremos o intervalo [O,T) como

o espaço quociente R/TZ. Se r : [O,T) —> (C é uma função contínua,
denotemos com f(n) seu n—ésimo coeficiente de Fourier, com respeito a
exp(i2n7rt/T), n € Z. Isto é, sendo eu dª 27r/T:

1 T.f(n)=T/O eªºmtr(t)dt.

Tomando r1(t) : 1/e1(t) e r2(t) : 1/e2(t), vamos precisar dos quatro
números complexos não nulos rº1(n), rºm), n = 1, 2.

Corolário 3.9. Suponhamos que o termo forçante f seja dado por
(f1(t)rf2(t)) : (CL-16%.“ + areª-“ªt, (Lie—iª” + breªd),

onde an : [2Tdr1(n)]“1, bn : —i[2Tar2(n)]“1, n = —1, 1. Então existe
uma vizinhança W de F e uma vizinhança V de e = 0 de modo que a
equação (3.39) tem precisamente duassoluções T-periódicas com órbita
em W quando e varia na vizinhança V.

Prova. A prova consiste em calcular vj(a), j = 1, 2, substituindo f por
sua expressão dada no enunciado obtendo que o(a) é a circunferência
v(a) : (cos wa,senwa). O corolário segue então imediatamente do
Corolário 3.8 EI

Observação 3.10. () Cor-otário 3.9 sugere o seguinte problema in—

verso: Dado um feixe consistindo de um número par de retas &, i =
1, . . . ,n, concorrentes na origem do plano e, existe um termo forçante
f tal que o diagrama de bifurcação das soluções T-periódicas de (3.39)
com órbitas próximas de F seja dado por curvas 71- tangentes a & em
e = 0? Este problema é tratado com maior generalidade em [4]

Um comportamento descontínuo das soluções T—peródicas de (3.39),
quando e —> 0, análogo ao descrito no Teorema 3.5 para as soluções
27r-periódicas da equação (3.11) também acontece aqui.

Teorema 3.11. Suponhamos válidas as hipóteses (H1) e (H2) e seja
S C V dado no Teorema 3.7—(B). Seja '7 uma curva continua con—

tida em S dejinida parametricamente por 'y : e = 8,3, 0 5 B 5 1, tal
que e(0) : O. Escolhamos uma solução T-periódica íL'(-;Ú) e ”PT de
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(3.39), com e : a(B), dependendo continuamente de B em PT. Con—

sideremos coordenadas polares (p, 0) no plano e, de modo que g(B) =
p(B)(cos B,sen,8), 0 < ,6 5 1. Definamos

5 dª lim sup a(o), Q dª lim infsw).
540 Bªº

Então 8 dª [a:(; B) 6 ”PT | 0 < 6 5 1] e' relativamente compacto e todo
ponto limite de 8, com B ———> 0, e' uma solução T-perio'dica de (3.38)
e(t + a). Mais ainda, se 5 > Q, existe um intervalo I(fy) : [ao,ozl] C
[O,T) tal que se a 6 [(f)/), então existe e = p(cos 0, send), ? Z () 2 Q,

comu(a)-€=0 e

ÉX8=[e(-+a) G'PTIaGI(fy)].
Observação 3.12. Uma análise cuidadosa das duas aplicações feitas
acima mostram que 27r, no caso do oscilador, ou T, no caso do sis—

tema de Lotka— Volterra, não precisam ser periodos minimos da órbita
F. Assim, tomando-as como órbitas 2n7r- ou nT—perio'dicas, respectiva—
mente, as técnicas aqui empregadas podem ser utilizadas para 0 estudo
de bifurcação de soluções sub—harmônicas de ordem n. Essa idéia foi
tomada como motivação em [3] para o estudo de bifurcação de órbitas
homoclínicas.
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