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Prefacio

Estas notas, que tratam dos anéis de representagao dos grupos classicos, foram feitas
com a intencao de servir de referéncia a quem queira informagao rapida e sem demons-
tragoes sobre tais representagoes e estrutura dos tais anéis. Nao desenvolvemos aqui a
teoria dos grupos de Lie e seus anéis de representacao. Nos extendemos um pouco mais, em
detalhes, com os grupos Spin(n) por serem menos familiares que os outros cléssicos. Com
isso introduzimos as algebras de Clifford relevantes onde nos baseamos em [2], conteido
que havia aparecido em [4],[5]. As referéncias [1][8][9] nos foram muito tteis e as reco-
mendamos a um leitor que queira mais detalhes. Os leitores mais desembaragados com
algebra linear e matrizes poderao pular o capitulo zero. Ficam aqui meus agradecimentos

a Gisele pelo paciente e bom trabalho de digitacao.

Sao Carlos, 30 de novembro de 1998.

Antonio Conde
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Anéis de Representacoes dos Grupos Cléassicos

Prof. Antonio Conde 1998
0. Grupos classicos de matrizes

Nestas exposi¢oes queremos chegar as descrigoes algébricas dos anéis de representagoes

dos grupos que chamamos de classicos e que estao inseridos na Algebra Linear, mais
precisamente, sdo grupos de matrizes como O(n), SO(n), U(n), SU(n) e mais o Spin(n).
Estes grupos tem muito em comum. Eles sdo exemplos importantes dos chamados grupos
de Lie.
Nao pretendemos aqui desenvolver a teoria geral dos grupos de Lie, mas apresentaremos
as nogoes mais relevantes ao nosso objetivo, que é o de estudar os grupos acima. Sempre
que estivermos falando de um grupo de Lie, o leitor podera ter em mente, por exemplo,
o grupo das matrizes unitarias U(n).

Vamos inicialmente as defini¢bes dos grupos acima, com excessao no momento de
Spin(n).

0(n) é o grupo das matrizes X, n X n, reais e ortogonais, isto €, tais que

X X! =1 = identidade

S0(n) C 0(n) é o subgrupo daqueles X tais que det X = 1.

U(n) é o grupo das matrizes X, n X n complexas, tais que

X X" =1 =identidade
onde X* = X*
SU(n) C U(n) é o subgrupo daqueles X tais que
detX =1

Um caso particular, bem simples e muito importante é o U(1), isto é, o grupo dos

numeros complexos z tais que



ou seja os complexos de norma 1, que costumamos a identificar com o circulo unitario
e denota-lo por S*.
Fazendo produtos cartesianos obtemos os grupos

S1 x §' = T2, toro bidimensional

St x ... x §' = T™ com n fatores obtendo o toro n-dimensional. A multiplicagdo em

T™ é de coordenada a coordenada

(217 ) zn)(uh ik un) = (Zluh 22U,y «ouy ZTLu’n.)

Os grupos T™ sao também grupos de Lie e siao compactos e abelianos, j& que S* o é.

Os toros T™ vem munidos de suas projecoes candnicas m; : T — T! = S1.

Ri( 21y 0009 Zn) = 2%

e estas sao homomorfismos de grupos.
Observemos que os grupos de matrizes acima contém toros como subgrupos. Vejamos:

As matrizes D, n X n complexas diagonais, contidas em U(n), formam um toro 7™.

Il
S
"l
Il
[
Il

D= . DD*

% 1

nos diz que cada z;; estd em U(1) = S* e a multiplicacdo se faz de coordenada a
coordenada e portanto tais matrizes se constituem no grupo
S'xStx..x8'=T"

As matrizes B, 2n X 2n, reais formadas por blocos 2 x 2 de S0(2) na diagonal e nula

fora destes blocos e pertencentes a S0(2n), também se constituem num toro, vejamos
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SO(2)

S0(2)

S0(2)

Com isso, se temos B com n blocos 2 X 2 na diagonal e cada bloco Bj; se identifica

como numero complexo z; = cosf; +isenb;, podemos identificar B com a matriz diagonal

D

a —b ‘a+bi

Como as operagoes de multiplicacao também se correspondem, temos que tais matrizes
B formam um toro 7™ em S0(2n).

O mesmo ocorre com S0(2n+1) bastando para tal que adicionemos o numero 1 na posicao

2n+1 a B.

21

Z2

1

Podemos, de certa forma, entao dizer que os toros 7™ de U(n) e de SO(2n), SO0(2n+1),

0(2n) e 0(2n+1) sao os mesmos, fixada a dimensao n.
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Se tomarmos agora SU(n) C U(n) que sdo as matrizes de U(n) com determinante igual
a 1, vamos ver que o que era o toro 7™ de U(n) vai ser alterado para um toro 77! de
SU(n). Vejamos
21

22
L 80U (n) =% 512582y = 1

Zn—1

Zn

Desta igualdade tiramos que, por exemplo z, é funcdo da (n-1)-upla (21,...,2n-1) ja

que

Zn = 2122“'211-1

o que nos diz que o conjunto das matrizes em T™ C U(n) com determinante 1 esta em
bijecdo com as (n-1)-uplas (2, ..., 2,—1) com cada z; € S*, ou seja, em bijecao com T" 1.
Como as multiplicagoes se correspondem podemos dizer que SU(n) tem toro T"~! como
subgrupo.

Estamos detalhando algo sobre os grupos toroidais porque estes servirao, ao final, de
ambiente de analise para os demais grupos, na teoria das representacdes.

Cada um dos grupos apresentados sao de matrizes reais ou complexas e estes tem es-
trutura topoldgica além da algébrica de multiplicagao. Vamos agora tratar deste aspecto.

Por razoes didaticas vou tratar inicialmente caso de matrizes reais, isto é, objetivo
lidar com os grupos 0(n) e SO(n). Posteriormente faremos alguns ajustes para cobrir o
caso complexo.

Designemos por M, o espago vetorial de matrizes reais n X n.

Por M? o espago vetorial das matrizes reais n X n simétricas e por

M das matrizes reais n X n anti-simétricas. Temos que M,, é soma direta

M, =M; dM;
Fixada uma ordem nos pares (i,j), 1 < 1,7 < n temos uma bijecao
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2

M, ~ IR"

que é de fato um isomorfismo linear. Cada ordem fixada produz um tal isomorfismo.
Em cada IR™ temos o produto interno euclideano. Pomos em M, o seguinte produto

interno.

< A, B >= tr(ABY)

Verifique que com estes produtos internos em M., e (o euclideano) em IR™; os isomor-
fismos acima M, =~ R™ sao todos isometrias, para qualquer ordem fixada nos indices
(¢,7) das matrizes. Portanto (M,,<,>) é um modelo de espago vetorial euclideano da
dimensao n?.

Vejamos que a decomposicao M, = M? @ M2 é ortogonal. Sejam entao A € M2 e

He M

< A, H >=tr(AH') = tr(H'A) = tr(—HAY) = —tr(HAY)

mas tr(—HA!) = —tr(HA) = — < HA> e
<AH>¥<EA>=—<RA>¢<AH>=O

e A é ortogonal a H, como queriamos.

M,, agora tem entao uma métrica dada por <, > e portanto tem uma topologia indu-
zida.

As matrizes de M,, que sao inversiveis (que tem determinantes ndo nulos) formam um

grupo que denotamos por GL, e chamamos de grupo geral linear real.

det : M,, — IR

O determinante é uma funcao continua de M,, em IR. Isto nos da que det~*(0) C M,
é subconjunto fechado e portanto G L, é um subconjunto aberto de M,,.

Os grupos 0(n) e SO0(n) sdo subgrupos de GL,.

S0(n) C 0(n) C GL,



A topologia de M,, induz topologias em 0(n) e em SO(n).
GL, tem duas componentes conexas (por caminhos) a de determinante positivo GL} e a
de determinante negativo GL;, . |
S0(n) e O(n) sao fechados como subconjuntos de M, (e de GL,) e SO(n) é fechado
em O(n). SO(n) é conexo (por caminhos) e 0(n) tem duas componentes conexas (por
caminhos), SO(n) que sdo as de determinante 1 e a outra S0(n)~ de determinante —1.

A esfera unitaria S™~! C IR é compacta.
Cada vetor coluna de uma matriz de 0(n) tem norma 1, portanto 0(n) é subconjunto e
subespaco de S™! x ... x §"Y(nfatores) C R* x ... x R = R™ = M,,.
Como este produto de esfera é compacto e 0(n) é fechado nele concluimos que 0(n) é
compacto e o mesmo para S0(n).
Os toros T™ que exibimos antes, sao também espacos topoldégicos compactos com topologia
igual as induzidas pelos grupos que os contém como U(n), 0(2n), 0(2n+1), SO(2n) e
S0(2n+1).
Todos estes sao subgrupos de G L,, para algum m e de fato sao subgrupos topologicos de
GL,,. Na verdade eles tem uma estrutura mais rica, eles sao subvariedades de classe C'*®
de GL,,.
Vejamos como provar isto para o caso 0(n).

Consideramos a aplicagao C*®

M:GL, — M;

X — XX!

Calculamos sua derivada e provamos que a matriz identidade 1 € M, é valor regular

de u isto nos da que u_;(1) = 0(n) é subvariedade C* de G L,, de dimensao

dim0(n) = deimGL, — dimM;,

ou



1 1
dim0(n) = n® — —2—n(n +1)= §n(n -1)

O mesmo vale para S0(n) e S0(n)~ lembrando porém que S0(n)~ nao é subgrupo de
0(n) = S0(n) U SO(n)~.

Como a derivada de u é

du(A)(H) = AH' + HA

paraa=1 du(l)(H)=H'+ H
Sabemos que o espaco tangente a x~'(1) em 1 é o niicleo de du(1) e portanto é o
subespago das matrizes H, n X n reais tais que H* + H = 0 ou seja H' = —H que sao as

anti-simétricas M2.

T10(n) = M3

M é fechado pela operagao colchete

[A,B]= AB— BA  (verifique)

O espago vetorial 770(n) = M3, com tal operagao colchete recebe o nome de Algebra
de Lie do grupo 0(n).

Para o caso complexo fazemos alguns ajustes

CM,, é o espago vetorial das matrizes n X n complexas. Uma matriz complexa A pode

ser escrita com suas partes real e imaginaria, assim

A=A +iA,

onde A; sao matrizes n X n reais.
Com isso vamos fazer corresponder a matriz complexa A o par de matrizes reais

(A1, Az) que é o mesmo que identificar CM,, com a soma direta

CM, =M, dM,

-~



A 0

A multiplicacdo de matrizes complexas representada como pares fica assim

(A1, BA2)(B1 @ By) = (A1, By — A3, B;) & (A1 By + A2 By)

A operagao em C'M,, que corresponde a transposi¢ao, do caso real, é a de adjunta

AeCM, = A*=A'cCM,,

Na representacio com os pares de reais temos que se A = A; ® A, A= A, @ (—A,)
e A" = A + AL Assim A* = Al & (—AY).

Introduzimos em C'M,, o produto hermitiano

< A,B >=tr(AB") (verifique)

< A, B > é um numero complexo e portanto tem parte real IR, < A, B > e parte ima-
ginaria
Im < A, B >.

Vejamos como sdo os mesmos quando interpretamos as matrizes complexa como pares

de reais.

A:Al@AzzAi+iA2

BzBl®B25B1+iBz



B* = B'= B ®(-B)

Assim sendo

AB* = (A Bt + A,B) & (—A,B. + A,B?)

temos entao que a parte real de AB* é dada por A; B} + A, B% e a parte imaginaria por
A B! — A B.

Portanto

< A,B >=tr(AB") = tr(A, B! + AyB}) + tr(A, B! — A, BY)

Mas tr(A;, Bi+A;BE) = tr(A;6A;)(B1®B;)") onde a multiplicagao (A;®A;)(B1&Bs)
é a usual de matrizes (reais). Concluimos que a parte real do produto hermitiano < A, B >

é o produto escalar (real) de A e B como pares de matrizes reais.

Re <A,B >=< AI@A2,B1®B2 >

Para o caso complexo e analogamente ao caso real temos que

du(A)(H) = AH* + HA®

que nos da

du(1)H = H*+ H

O niucleo de du(1) é o espago das matrizes H tais que H* = —H ou seja é o das
matrizes anti-hermitianas.
Examinando-se o nicleo de du(1) e lembrando de que A € GL,(C) é inversivel e mais

que p(A) = AA* = 1, chegamos a que a dimensao do niicleo de du(A) para A € u(A)
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€ a mesma que a do nucleo de du(1) que é H2. Como u toma valores em H, que tem
dimensao complementar a de HZ em C'M,, vemos que du(A), para A € U(n), é sempre
sobrejetora e portanto AA* = 1 é valor regular de u e U(n) = u~'(1) é subvariedade C*,
de GL,(C) com algebra de Lie sendo o niicleo de du(1), isto é H2. A dimensao real de

2

CM,, é 2n*. As dimensées de H® e H, sao iguais a n®. Portanto a dimensao de U(n)

como variedade (real) é igual a de sua élgebra de Lie H2 que é 2n.

1 Algebras de Clifford

1.1. Seja V um espago vetorial sobre IR de dimensao finita n e
p:V—oIR
forma quadratica, isto €, existe uma aplicacao bilinear simétrica
<,>:VxV-oIR
tal que p(z) = < z,z > . ¢ determina <, > pela relagao

2<z,y>=9(z+y)—e(z)—oy).

0) exemplé mais simples e significativo é V = IR e ¢(z) = z?. Esta forma quadratica
vem da multiplicacao de nimeros reais z,y que torna IR uma algebra com unidade 1.
Portanto a forma quadratica em questdo é um quadrado nesta algebra. O mesmo ja nao
ocorrera se trocarmos a forma quadratica para ¢(z) = —z® e pedirmos que 1 continue
sendo elemento neutro, isto é, nao existe nenhuma multiplicagdo em IR com unidade 1,
digamos * tal que z*x = —?%, pois 1 = 1*x1 = —1 nao é compativel. Podemos entretanto
verificar se isto seria possivel, ampliando V. Como queremos que a forma quadratica seja
um quadrado, ela deve tomar valores no proprio espaco. Ampliemos entao o espago
V = IR adicionando, como primeiro fator, o corpo IR. Temos assim IR & IR = IR*. Com
a identificagao (1,0) = 1, o elemento neutro da algebra procurada, e (0,1) = e; a base
natural de nosso espago V = IR. Como a multiplicacao procurada é necessariamente
bilinear, basta saber o que acontece com os elementos da base 1 e e; de IR

1-1=1 pois é a unidade

€16 — cp(el) =—1
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Portanto dois elementos genéricos = + ye; e =’ 4+ y'e; se multiplicam como
(z tye)(@ +y'er) = (22’ —yy') + (2y' + 2'y)es

Esta é exatamente a multiplicagdo de nimeros complexos que sabemos formam uma
algebra com unidade onde e; = .

Entdo ao tentar representar a forma quadratica p(z) = —z? definida em V = IR
construimos a algebra dos complexos. Dizemos entdo que os complexos é a algebra de
Clifford do par V = R, ¢(z) = —z?.

Vejamos o que acontece se tomarmos V' = R* e p(z,y) = —z% — 32, isto é, o negativo
do produto escalar usual. Adicionamos novamente o eixo IR que possui o candidato a
unidade 1 como primeiro fator IR @ IR?* = IR® e vejamos se conseguimos ai uma multi-

plicacao que torne JR® uma algebra com unidade 1 e tal que para vetores v de IR* temos

¢(v) = — <v,v>. Novamente, basta saber o que se passa na base natural
(1,0,0) =1
(0, 1, 0) =€
(0, 0, 1) = €9

Temos entao que
1-1=1

ere1 = p(er) = —1
esez = p(ez) = —1
e falta saber o que se passa com e;e;.

Se eje; faz sentido em IR devemos ter
erez = Ao + Arer + Azez
multiplicando ambos os membros por e; temos
—ey = Aoer — A1 + Agerey

onde A; # 0 por causa da independéncia linear de 1, e1, e3. Temos entao

/\1 /\0 1

€1€2 = T — 7 €1~ 7 €2
N A Ag
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que comparando com a expressao inicial nos da

Mo Ao 1
E_/\O’ —)\2—/\1 € /\2——/\2

o que nao é possivel. Logo, eje; nao pode ser definido como elemento de IR®. Temos

entao que adicionar um elemento novo
€162 = €3

isto é, adiciona-se um quarto fator IR e temos agora

ReoR*d R=IR*

(1,0,0,0) =1
(0,1,0,0) = e,
(0,0,1,0) = e,
(0,0,0,1) = e3
com a nova relagao
er1e; = e3.

Como no fator IR? do meio nossa forma tem que ser negativa, temos que
plwer +yer) = =z — ¢

mas

o(ze, +yez) = (zey +yeg)? = —z? — v + zy(eje; + ezep).
Dai tiramos que eje; + eze;3 = 0 ou

€2€1 = —€1€2

€ que eg = (6162)(6162) = —€1€3€2€1 = -1.
Mas tal tabela nos da exatamente a multiplicagdo quaternionica com a identificacao

€169 = ) €1 —_—] €y = (6162)61 = Zj =k.

Dizemos entio que a algebra dos quatérnios é a algebra de Clifford do par V = IR* e
e(v)=—<v,v>.

A multiplicagao genérica ¢ dada por






