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MENDES & NUNESto

O objetivo destas notas é introduzir os diversos conceitos de convergência. de sequências e séries
de funções.
Iniciaremos com sequências de funções e depois trataremos das séries de funções.

1. SEQÚÉNCIA DE FUNÇõES

Definição 1.1. Seja A um subconjunto de R. Se a cada natural n fizermos corresponder uma
função fn, definida em A ( isto é, f,, : A —> R), então (fu) será dita sequência de funções .

Exemplos. Consideremos os seguintes exemplos:

1. Considere A : [0,00) e f“ : A —) R dadas
por fn(x) : %, cujos gráficos dos quatro primeiros
termos estão na figura ao lado.

2. Considere A = R e fn : R ——> E dadas por x /fn(z) : a:", a: E R cujos gráiicos de fl, fz e & :

f3 encontram—se na figura ao lado. Á/ 1 $

/ /

Observação. Fixando-se me 6 A obtemos uma sequência numérica ( fn(:cg)) que pode ou não ser
uma sequência numérica convergente. Com isto temos a seguinte definição:
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Definição 1.2. Seja (fu) uma sequência de funções definidas em A, subconjunto de R. Seja
B C A e f função definida em B ( isto é, f : B —> R). Dizemos que a sequência (fn) converge
em B para f se para cada (E E B, fixo, a sequência numérica (fn(a:)) converge para f(x).
Neste caso chamaremos a função f de limite, sobre B, da sequência ( fn) e denotaremos por:
fn -—) fem B ou limnªco f" = f.
Observação.
1. Observemos que f está univocamente determinada, isto é, é de fato uma função.
2. f” —> f em B © Para cada cc 6 B e para cada 6 > 0, HNO 6 N, No : Nº(e,a:), tal que para
n 2 No temos [fn(:c) —— f(x)| < e.
3. Este tipo de convergência de sequência de funções é chamada de convergência pontual ou
ponto a ponto.
Exemplos.

1. Considere A = R e f" : R ——> R
dadas por fn(:z) = % Fixado &: e R temos
que limnªºº fn(x) : limnªmf : 0. Logo,
tomando-se f : R -—> R dada por f(x) = 0,
temos que fn —> f em B = R pontualmente.

%
2. Considere A = [0,1] e fn : A ——> R dadas por
fn(x) : z". Fixado :c 6 A temos que 1

(i) Se a: = 1 então limnªoº f,,(l) : Iimnªço 1” = 1.

(ii) Se O 5 $ < 1 então
iimn_,oº fn(:c) : liquoº a:" = 0.
Logo, tomando-se f : A -—-> R dada por

_
O

, se x # 0f(sc)—í1,sex=1
temos que f” —+ f em B = A = [0,1], pontual—
mente.

-—-"ª.,-—"--.--—-

_-_____-___,,_

(ª! o _. H



4 MENDES & NUNES

y Efl fz
/

f
3. Considere A = R e fn : R —-) R dadas

.

por f,,(x) : É? Fixado a: E R temos que x.,“-

limnªºofn(x) : limnªwâ + a: = x. Logo, XX
g

tomando-se f : R —> R dada por f(x) = :c, temos ”& & i
que f“ —+ f em B = R, pontualmente. Iº ª?

//Nf1
4. Considere A = R e fn : R ——> R dadas por
f,,(zc) : âsen(nx + n). Fixado ac E R temos
que ! / *

X x'Ã'Ílimn_,ºo fn(x) = limnªoº %sen(nx + n) = O.
Í

zº “;x $
Logo, tornando—se f : R —> R dada por “ax “bf ªx xx"x,/i [,.-ª' fs
f(x) = 0, temos que f" ——> f em B = R,

& ” '
pontualmente. V // KN/

Um outro tipo de convergência para uma seqiiência de funções é o seguinte:

Definição 1.3. Uma seqúência de funções (fª) definidas em A C R ( isto é, fn : A —-> R),
converge uniformente em B C A para uma função f : B -> R se dado e > 0 existe No
No(c) & N tal que se n 2 No então Ifn(x) — f(x)] < e, Vw E B.
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Observação.

1. Notemos que escrever Ifn(:c) -— f(x)] < e é

equivalente a escrever —6 < fn(:r) —— f(x) < e

ou ainda f(x)—c < fn(a:) < f(x)+c. Assim,
fn satisfaz a condição acima se e somente se
seu gráfico está contido no “ tubinho “ de
raio e em torno do gráfico da função f (vide
figura ao lado).

2. Segue imediatamente das definições que convergência uniforme implica em convergência pon-
tual, isto é, se uma sequência de funções ( fn) converge uniformemente em B para uma função f
então ( fn) converge pontualmente para f em B . A recíproca é falsa, como mostram os seguintes
exemplos:

Exemplos.
1. SejamA= Refn : R——> Rdadapor
fn($) = %. Observe que fn ——) 0 quando ,

n —> 00, isto é, a sequência (f") converge y

pontualmente para a função f(x) = 0 em
R. Porém a convergência não é uniforme em
R. De fato, suponhamos, por absurdo, que a
f" —> O uniformemente em R. Então, dado
e = 1, deve existir um No 6 N tal que se
n 2 No então If — 0] < 1, para todo a; E R.
Em particular [ff—OI < 1, Va: E R ou equiv-
alentemente lx] < No, Vac 6 R, o que é um
absurdo. Portanto não existe um No E N tal
que Ifn(a:) —— f(x)] < e = 1, Va: E R. Logo a

fi

convergência não é uniforme.
Observe que se no exemplo acima considerarmos A = [a, b] então a convergência será uniforme,

como mostra o exemplo a seguir.
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2. Considere A = [0,10] e f“ : A —> R dada por
f,,(cr) = f—l. Observe que como no caso acima fn ——> f = O

pontualmente em A = [0,10]. Analisemos se a con-
vergência é uniforme. Para isto, dado 6 > 0 tomemos
No > %. Então, sen > No temos Ifn(a:)—f(a:)| : lil 5
17?- 5 %% < e mostrando que f,, —-> f uniformemente em
A = [0,10].
Poderíamos desenvolver o mesmo raciocínio consideran-
do A : [a,b] qualquer.

3. Considere A = [0,1], fn : A —> R,dada por
fn(:t) = a:“ e f : A —) R, definida por

f(x) : € (1) , se 11: < 1
Observe que f,, —> f pontual—

, se :B = 1

mente em A = [O, 1], mas a convergência não é uniforme.
De fato, suponhamos, por absurdo, que a convergência
seja uniforme. Escolhamos & tal que 0 < 6 < 1, por
exemplo 6 = %. Então, deve existir um No 6 N, tal
que se n 2 No temos [fn(:c) - f(x)] < e = % , Vm 6
A = [0,1]. Observe que para qualquer n 6 N existe
xo 6 [0,1) tal que é“" : sl" < :co < 1, pois 51; < 1,

para todo n 6 N. Assim, para ai" < xo < 1, temos
lfn(:vo) —f(—'ºo)| = Imã — ºl = 333 > (%)" = % = 6-

Portanto, a convergência não é uniforme.
Mais adiante veremos novamente, usando outro procedimento, que esta convergência não pode

ser uniforme.

fn Ál y

4. Considere A = R, f,, : R —+ R dada por f,,(x) =
ªii—7ª e f : R —> R definida por f(x) = m. Observe
que f" —> f pontualmente em R mas não converge
uniformemente (exercício).
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5. Considere A = R, fn : R —> R, dada. por
fn(w) : àsen(nx + n) e f : R —> R, deânida _, &!

, , & 2

por f (x) = 0. Então fn -—-> f uniformemente f / /
em A = R (exercício). "

Sugestão: lâsen(nx + n)| 5 %, Vaz: e R.

6. Sejam A : [O,oo), fn : A ——> R,
dadas pelos gráficos ao lado e

f : A —> R definida por
__

0 , se a: 74 0f(x)—í 1
, sex=0

Neste caso, fn —-> f pontualmente em
A, mas a convergência não é uniforme. e

Isto será provado mais adiante.

7. SejamA=Refn:R—>R,
definida por

__ 1—%|x|,se|x|<n """"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
f(x)-— 0 ,selxIZn e 1 tº f
f:R——>Rdadaporf(x)=l,Va:€ _

R. Então fn —-> f pontualmente em f1 fz XKR, mas não uniformemente em R. X—n —2 —1 1 Jo 2 n a:

Isto será mostrado mais adiante.
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8. Considere A = (0,1], fn : A —-> R,
dada por f,,(x) : Z]; e f : A —> R,
definida por f(x) = O, para todo m E A.
Então fn —) f pontualmente em A, mas
não converge uniformemente em A.
De fato, suponhamos, por absurdo, que
a convergência fosse uniforme. Logo,
dado e = %, existiria um No 6 N tal
que para todo n 2 No teríamos [fn(m)——

f(x)| < 1/2 para todo a: E A = (0,1],
isto é, liçl < % Vm e A = (0,1]. Em
particular,]wlígl < % Vac E A = (0,1] ,.

Assim, 0 < 1/3; < NC,/2, Vm E (O, 1],

o que é um absurdo. Logo não existe
tal No, isto é, a convergência não é uni—

forme.

A seguir daremos algumas aplicações importantes da convergência uniforme de sequências de
funções. Começaremos com um resultado que nos dá condições suficientes para podermos “trocar”
o limite com uma integral, isto é,

Teorema 1.4. Suponhamos que (fn) seja uma sequência de funções integra'ueis em [a,b] e que
fn —-> f uniformemente em [a,b], com f integra'uel em [a,b]. Então

/b f(x)d:c : lim bfn(:c) dx
n—roo

ou seja
b b

/a gªrªgem” 73530] moda:
Demonstração:
Como fn ——> f uniformemente em [a,b], dado 6 > O existe No = No(s) E N tal que se n 2 No
então Ifn(x) — f(x)] < É para todo m E [a,b]. Logo, se n 2 No, temos:

| fbfnt'c) dsc — fbfo) da:! ="! fimo) — f(x)) dx!

s[vm—now:»s/ªbbjadue
Isto é, liquºo fabfnçv) dm : [: f(x) dx

A seguir daremos um resultado que nos diz que o limite uniforme de sequência de funções
contínuas é uma função contínua. Mais claramente:

Teorema 1.5. Suponhamos que (fn) seja uma sequência de funções contínuas em [a,b] que con-
verge uniformemente para f em [a,b]. Então f e' contínua em [a,b]. Isto e',

31330 f(x) = f(ro)
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ou ainda:
lim lim f,,(x) : lim lim f,,(x)
2-er n—mo n—>oo z—Hvo

Demonstração:
Precisamos mostrar que f é contínua para cada a: € [a,b]. Faremos a demonstração quando
x 6 (a,b). Os casos 1 = a ou z = b são simples adaptações do caso que faremos. Por isso serão
deixados como exercício.
Dado e > 0, do fato que f,, —-> f uniformemente em [a,b], segue que existe No : No(s) E N tal

que se n 2 No temos Ifn(y) —— f(y)| < % ,Vy € [a,b]. Em particular,
lfNo(y) - f(y)l < % N?) € [0,13].
Como fNº é contínua em cr, existe 5 > O tal que se [hl < 5 então |fN0(a: + h) — fNo(x)| < %
Assim, se lh] < 5 temos:

if(ªc + h) — f(w)| = |f(ªª++h)— fNo(ªº + h) + fNo(ª= + h) fNo(ªª) + fNo(íº) _ f($)|
< lf(-'B+ h)- fNo(ªº + h)| + IfNo(ª> + 'I) fNo(ªº)l + IfNo(ªº) — f($)|

<ã+ã+ã=º
Portanto, limhªo f(x + h) : f(x), isto é, f é contínua em e:.

Observação.
Tendo em vista os dois teoremas acima, podemos pensar que algo semelhante deve valer para
a diferenciação. Isto é: se (fn) e' uma seqú'ência de funções diferenciáveis em [a,b] e converge
uniformemente para f em [a,b] então f e' diferenciável em [a,b] e f' = limª.,“ ff, . Infelizmente
isto não é verdade em geral, como mostram os exemplos abaixo.

Exemplos.

& y

1. Considere a sequência ( f,,) 5

dadas pelos seus gráficos ao la— X
do, definidas em R e f(x) = lw] f1

, a: E R. Observe que f" ——> f X
fº

uniformemente em R e que apesar fs
das f,, serem todas diferenciáveis ' '

f não é (pois não é diferenciável &
em sc : 0).
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2. Considere f" : R —-> R dada por
fn(;c) : %sen(n2x) e f : R —> R
definida por f(x) = 0, a; E R. Ob— (

serve que apesar de f,, —> f uni-
formemente em R e f ser diferen—

ciável, não temos limª.,ºº f7'L(:c) :
f(x), pois fuso) : ncos(n2:c) e este
limite nem sempre existe ( por exem—

plo, ele não existe quando cc : 0).

Para resolver este problema temos o:

Teorema 1.6. Suponhamos que (fn) seja uma sequência de funções continuamente diferenciáveis
em [a,b] e para algum ato & [a,b] a sequência numérica (fn(m0)) converge. Se a sequência (fá)
converge uniformemente para alguma função g em [a,b], então a sequência (fn) converge uni-
formemente para uma função f em [a,b], f e' continuamente diferenciável em [a,b] e f'(a:) = g(x),
Va: € [a,b], isto e':

(73330 fn)'(w) = 7333; Mªt)

Demonstração:
Como f;l —> g uniformemente em [a,b] e as fn são contínuas em [a,b], então do teorema 1.5 temos
que 9 é contínua em [a, 17].

Como ( fn(x0)) converge para algum valor, digamos e E R, então dado e > 0 existe N1 6 N tal
que se n 2 NI então

6
uma) — cl < 2

Defina f : [a,b] ——> R por

f(x) = c+ fth750

Observemos que f é continuamente diferenciável e f(x) : g(x) para todo a: € [a,b], pois 9 é
contínua em [a, b].
Mostremos que fn ——> f uniformemente em [a,b].
Do fato que f; ——> 9 uniformemente em [a,b], temos que dado e > 0 existe NZ : N2(e) E N, tal
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que [g(x) —g(a:)l < HTC-ES, para todo n 2 Ng. Logo, do Teorema Fundamental do Cálculo, segue:

1fo) — f(x)! = mao) + ] fm) dt — c — ] g(t) dt!

s mao) — cl + | fá(t) dt — ] g(t) dil
:cg ro
b

5 mao) — cl + ] Ifá — g(tn dt

<e+ e

2 2(b-a) (b—a)=e

se n 2 max(N1, Ng), mostrando que fn —> f uniformemente em [a,b].

Um outro resultado semelhante é o:

Teorema 1.7. Suponhamos que (fu) seja uma sequência de funções diferenciáueis sobre [a,b] e

que (fn) converge ponto a ponto para f, sobre [a,b].
Suponhamos ainda que (fá) converge uniformemente, sobre [a,b], para alguma função 9 e que

fiz seja contínua, Vn 6 N. Então f é diferenciável sobre [a,b] e

f'(w) = 73330 fax)
ou seja,

(3330mor = 7333, fax)

Demonstração:
Do teorema 1.5, 9 é contínua sobre [a, b]. Aplicando o teorema 1.4 ao intervalo [a,x] temos:

fºge) dt = 3330 fªm) dt = mmo) — fn(a)]

= f(x) — f(a)
onde, na segunda igualdade aplicamos o Teorema Fundamentel do Cálculo.
Agora,

onde G(x) é tal que G'(:c) : g(x). Assim

.. f(x) = G"(.7;) : g(x) : lim fr'L(:c)
n—>oo

Va: € [a,b].

2. SÉRIE DE FUNÇõES

Nesta secção faremos um estudo da convergência de séries de funções.
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Definição 2.1. Dada, uma sequência de funções (fn) definidas em A C R podemos construir uma
outra sequência de funções (Sn) tal que Sn(z) : f1(a:) + - - ' + fn(w)= Zk_1fk(a:) .Talsequência
é denominada série de funções associada à sequência (fn) e indicada por znzl fn.
Observação.
Para cada mg 6 A a série (Sn(x0)) é uma série numérica.

Definição 2.2. Diremos que a série de funções SÃO:] fn converge pontualmente para f em
A se a sequência de funções (Sn) converge pontualmente para f, isto é, se para cada m E A a série
numérica 2211 fn(w) converge para f (32)
Definição 2.3. Diremos que a série de funções 22; f“ converge uniformemente para f em
A se a sequência de funções (Sn) converge uniformemente para f em A.

Antes de exibirmos alguns exemplos de convergência de séries de funções daremos alguns resul-
tados que serão úteis em várias situações. O primeiro deles é consequência imediata dos teoremas
anteriores, a saber:

Corolário 2.4. Considere 2211191 série de funções uniformemente convergente para f em [a,b],
isto e', f = 2211 fn.
(i) Se cada uma das funções fn for contínua em [a,b] então f é contínua em [a,b], isto e',

lim f(x) = f(xo)
x—rzo

ou ainda
00

lim E fn(x =r$: lim fn($
:!:—nro

1 ler—+::n:
(ii) Se f e as fn forem integra'veis em [a,b], então

[Atubª/ªlbumo

Ábâfnuwt : ;Ábfnth
ou ainda, a série pode ser integrada termo 'a termo.
(iii) Suponha que as fn sejam continuamente diferenciáveis em [a,b]. Se para algum me 6 [a,b]
a série numérica 2211 fn(xo) converge e 2:11 fá converge uniformemente para, uma função g

» , . oo . ., ,em [a,b] entao a serie men converge uniformemente para uma funçao f em [a,b], onde f e
continuamente diferenciável em [a,b] e f' : 9, isto e',

f(x) = E filª?)

isto e',

011,

(Z fou) = Ímx)
n=l

ou seja, a série pode ser derivada termo a termo.
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Demonstração:
De (i):
Como as f,, são contínuas, temos que S,, = f1+« - -+fn = zzz, fk também serão. Mas a sequência
S,, converge uniformemente para f Logo, do teorema 1.5, segue que f é contínua em [a,b].
De (ii):
Dizer que a série Eªi, fn converge uniformemente para f em [01,6] é dizer que a sequência de
funções (Sn) converge uniformemente para f em [a,b]. Então, segue do teorema 1.4, que

b b oo ;,

], f(i)dt= ] ªeww ] ,gggosmdt

b k b 1:

=[, glrgoêfnuwt “2143330/ ªhaha:
k b ºº b

: lªgºª/a f,,(t)dt= "%;/a f,,(t)dt

De (iii):
Dizer que a 2221 f" converge em xo E [a,b] é dizer que a sequência numérica (Sn(mo)) converge.
Além disso, como a série Effª, f,; converge uniformemente para g em [a, b], temos que a sequência
(Si,) converge uniformemente para 9 em [a,b]. Logo, do teorema 1.6, segue que a sequência (Sn)
converge uniformemente para uma função f em [a,b] e f' = 9, isto é,

(E fn)'(=v) = E fm)

Observação.
1. O corolário acima trata de consequências da convergência uniforme de séries de funções.
2. Um resultado extremamente importante, que nos dá condições suficientes para assegurar a
convergência uniforme de séries de funções, é: '

Teorema 2.5. (Critério de Weierstrass ou Teste M de Weierstrass)
Seja (f“) uma sequência de funções definidas em A C R. Suponhamos que exista uma sequência
numérica (Mn), tal que

lfn(ªª)l S M,, , Vw G A

Se a série numérica 2:21 M,, for convergente, então a série de funções 2211 f,, converge absoluta
e uniformemente para uma função f em A.

Demonstração:
Como a série numérica 2211 M" converge, segue, do critério da comparação, que para cada a: E A

I - , - OO »a serle 2211 | fn(a:)l converge. Logo, a serie En:, fn converge absolutamente para uma funçao f
em A, isto é, f(x) = 2211 f,,(x)
Para todo se e A temos:

oo N oo

|f(r)—Sw(r)|=lan(w)—an(r)l=l 2 Mm)!
n=l 'n=l n=N+l

5 E mais 2 M,,
n=N+1 n=N+l
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Como a série numérica converge, temos que dado 6 > () existe No 6 N tal que se n 2 No, então
:):NH M,, < e, assim, para n 2 No temos:

|f(ªª)-SN($)| _<_ 2 Mn<e, VxeA
n=N+l

o que implica que a série 2211 f,, converge uniformemente para f em A.

A seguir aplicaremos os resultados acima para estudar a convergência de algumas séries de
funções.

Exemplos.
1. Considere A: [- 1,61] :R -—> R dada por f,,(a: ) : ªzº—:, n : 0,1,2,--'
Observe que para todo a: E

fA—
_- [—1, 1] temos

1

lfn(w)l= lã—|_ ,:
1Mas a série numérica Em, :; converge (série geométrica de razão 2). Entao, pelo Critério de

Weierstrass, a série de funções zºº converge uniformemente e absolutamente para uma função
f em [— 1, 1].
Neste caso podemos obter a função f explicitamente observando que

n=0 2—7»

ºº nz ºº x,, 1 2
2—71—Z(5) —1——%—2—mn=0 n=0

2. A série de funçõesnzzº=1 % converge uniformemente em qualquer intervalo da forma [—a,a].
De fato, se f,,(cc) : % temos

lfnccn = [ªº—45“;— W e [—a a]

Do Critério da razão a série numérica En:,“;;, converge. Assim segue do Critério de Weierstrass
, . .. n .

'

que a serie de funçoes 2221 ºf; converge uniformemente em [—a, a].

3. A série 511%e uniformemente convergente em R.
Sen 713De fato, se f,,(a:l)—_SnÁy—l temos:

sen nm|—(-———)|< ,Va: E R e Vn E N
3“

3—1”

A série numérica Enª—1-3" converge ( série geométrica de razão 1/3). Logo, do Critério de Weies—

trass, segue que a série de funções 2211 %? converge uniformemente em R.
4. Mostrar que a série 2011M,$ E R pode ser derivada termo a termo em R.

Para isto considere f,,(x) : ªlgª—ºl, :B 6 R.
Observe que as fn são continuamente diferenciáveis em R e f' (:c): M, a: E R.
Observe que a série 2211 f,,(O) converge para 0, (pois f,,(O): 0) e como

|fá(ªº)l = !

Então, do Critério de Weierstrass, segue que a série En:, fj, converge uniformemente para uma
função 9 em R. Portanto, do corolário 2.4 item (iii), segue que a série 2:11%? converge

cos(nx) |<—, VxGR
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uniformemente para uma função f continuamente diferenciável em R, que satisfaz ]“ : 9. Isto é,
a série pode ser derivada termo a termo, ou seja

(E senrígzx)), : É'Í(sen(3na:) [“=—Tycos( na:)

n:] n:] n:]
para todo a; E R.

Tópicos adicionais, bem como outros exemplos e resultados podem ser encontrados na bibli—

ografia abaixo mencionada.
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