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MENDES & NUNES

O objetivo destas notas € introduzir os diversos conceitos de convergéncia de seqiiéncias e séries
de funcoes.
Iniciaremos com seqiiéncias de fungdes e depois trataremos das séries de fungdes.

1. SEQUENCIA DE FUNCOES

Definigao 1.1. Seja A um subconjunto de R. Se a cada natural n fizermos corresponder uma
funcao f,, definida em A (isto é, f, : A = R), entdo (f,) serd dita seqiiéncia de fungoes .

Exemplos. Consideremos os seguintes exemplos:

1. Considere A = [0,00) e fn : A — R dadas
por fn(z) = £, cujos graficos dos quatro primeiros
termos estao na figura ao lado.

2. Considere A = Re f,: R — R dadas por
fa(z) = 2™, z € R cujos graficos de fi, f2 e
f3 encontram-se na figura ao lado.

Observacao. Fixando-se zo € A obtemos uma seqiiéncia numérica (f,(zo)) que pode ou ndo ser
uma seqiéncia numérica convergente. Com isto temos a seguinte definicao:
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Definigdao 1.2. Seja (f,) uma seqiiéncia de fungdes definidas em A, subconjunto de R. Seja
B C A e f fungdo definida em B (isto é, f : B = R). Dizemos que a seqiiéncia (f,) converge
em B para f se para cada ¢ € B, fixo, a seqiéncia numérica (f,(z)) converge para f(z).
Neste caso chamaremos a fungido f de limite, sobre B, da seqiéncia (f,) e denotaremos por:
fo— fem Bou limp,e fn=f.

Observagao.

1. Observemos que f estd univocamente determinada, isto é, é de fato uma funcao.

2. fn = f em B & Para cada z € B e para cada € > 0, ANy € N, Np = Ny(e, z), tal que para
n > Ny temos |fu(z) — f(z)]| < €.

3. Este tipo de convergéncia de seqiiéncia de funcdes é chamada de convergéncia pontual ou
ponto a ponto.

Exemplos.

1. Considere A Ref,: R —> R
dadas por fn(z) = £. Fixado x € R temos
que limu o fo(z) = limpye £ = 0. Logo,
tomando-se f : R — R dada por f(z) =0,
temos que f, — f em B = R pontualmente.

7

2. Considere A = [0,1] e f, : A — R dadas por
fa(z) = z™. Fixado z € A temos que 1
(i) Se z =1 entdo limpye0 fa(l) = limpoeo 1" = 1.
(ii) Se 0 < z < 1 entdo
iMoo fu(z) = limpeo 2™ = 0.
Logo, tomando-se f : A — R dada por

_J0 ,sex#0
f(:c)—{ 1 ,sex=1
temos que f, — f em B = A = [0,1], pontual-
mente.
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y ;fl J2
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3. Considere A = Re f, : R - R dadas
por fa(z) = z_Z:n_z Fixado z € R temos que o
limy 400 fa(2) = limnpoe % +z = z. Logo, \ ;
tomando-se f : R — R dada por f(z) = z, temos AN \
que f, — f em B = R, pontualmente. o @

//‘\f

1

4. Considere A= Re f,: R— R dadas por /
fa(z) = Lsen(nz + n). Fixado z € R temos /\/
que ; // /\,\ / \ y, /\\' Zz
liMy 00 fn(2) = limuse L sen(nz + n) = 0. e YA Y L “:;\ .
Logo, tomando-se f : B — R dada por| % \\/ 7/ SN N/ A
f(z) = 0, temos que f, — f em B = R,| / / A% /
pontualmente. \/ e \~/

Um outro tipo de convergéncia para uma sequéncia de fungoes é o seguinte:

Definicdo 1.3. Uma seqiiéncia de fungdes (f,) definidas em A C R ( isto é, f, : A = R),
converge uniformente em B C A para uma funcao f : B = R se dado € > 0 existe Ny =
No(e) € N tal que se n > Ny entdo [f,(z) — f(z)| < ¢, Vz € B.
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Observagao.

1. Notemos que escrever |f,(z) — f(z)| < €é
equivalente a escrever —e < fu(z) — f(z) < €
ou ainda f(z)—€ < fu(z) < f(z)+e. Assim,
fn satisfaz a condigao acima se e somente se
seu grafico estd contido no “ tubinho “ de
raio € em torno do grafico da fungdo f (vide
figura ao lado).

2. Segue imediatamente das defini¢des que convergéncia uniforme implica em convergéncia pon-
tual, isto é, se uma seqiiéncia de fungées (f,) converge uniformemente em B para uma fungio f
entdo (f,) converge pontualmente para f em B . A reciproca é falsa, como mostram os seguintes
exemplos:

Exemplos.

1. Sejam A = Re f, : R — R dada por
fa(z) = 2. Observe que f, — 0 quando ,
n — oo, isto é, a sequéncia (f,) converge "

pontualmente para a fungdo f(z) = 0 em
R. Porém a convergéncia nao é uniforme em
R. De fato, suponhamos, por absurdo, que a
fn — 0 uniformemente em R. Entio, dado
e = 1, deve existir um Ny € N tal que se
n > Np entdo |2 — 0| < 1, para todo z € R.
Em particular l‘;\%l < 1, Vz € R ou equiv-
alentemente |z| < Ny, Yz € R, o que é um
absurdo. Portanto nao existe um Ny € N tal
que |fo(z) — f(z)] < e=1,Vz € R. Logo a

h

convergéncia nao é uniforme.
Observe que se no exemplo acima considerarmos A = [a,b] entdo a convergéncia sera uniforme,

como mostra o exemplo a seguir.
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2. Considere A = [0,10] e f, : A — R dada por
fa(z) = £. Observe que como no caso acima f, — f =0
pontualmente em A = [0,10]. Analisemos se a con-
vergéncia € uniforme. Para isto, dado € > 0 tomemos
No > 12, Entédo, sen > Np temos | fu(z) = f(2)] = |7 <
10 < & < e mostrando que f, — f uniformemente em
A = [0,10].

Poderfamos desenvolver o mesmo raciocinio consideran-
do A = [a,b] qualquer.

3. Considere A = [0,1], f» : A — R,dada por
fa(z) =2" e f: A — R, definida por

f(z) = { (1) ’ :: zf i Observe que f, — f pontual- v

mente em A = [0, 1], mas a convergéncia nao é uniforme. 1 1 fa(z) ="
De fato, suponhamos, por absurdo, que a convergéncia y

seja uniforme. Escolhamos ¢ tal que 0 < € < 1, por
exemplo € = % Entdo, deve existir um Ng € N, tal S
que se n > No temos lfn(l') _ f(:l?)l <= % ’ Vr € /; ..... .‘

A = [0,1]. Observe que para qualquer n € N existe [l Pl
1 1

zo € [0,1) tal que /" = £ < 75 < 1, pois 3z < 1, ding 11 e

para todo n € N. Assim, para &= < %o < 1, temos SRR v

— n — an 1yvn 1 _
|fal@o) — f(@o)| = |o§ — 0] = a5 > ()" = 3 = ¢
NS

Portanto, a convergéncia nao é uniforme.
Mais adiante veremos novamente, usando outro procedimento, que esta convergéncia nao pode

ser uniforme.

f'n fl y

4. Considere A = R, f,: R — R dada por f.(z) =
-”2—:—@ e f : R = R definida por f(z) = z. Observe
que f, — f pontualmente em R mas nao converge
uniformemente (exercicio).
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5. Considere A = R, f, : R - R, dada por
fa(z) = ~sen(nz +n) e f: R — R, definida :
por f(z) =0. Entdo f, — f uniformemente|.
em A = R (exercicio). "
Sugestdo: |Lsen(nz +n)| < i, VzeR.

6. Sejam A = [0,00), fn : A = R,
dadas pelos graficos ao lado e

f : A = R definida por
f(z) 0 ,sex#0

11 ,sex =10

Neste caso, f, — f pontualmente em -
A, mas a convergéncia ndo € uniforme.| ¢
Isto sera provado mais adiante. f —
€

. Yy
7. Sejam A = Re f, : R =& R,
definida por

T—Liz] | sefz]<m | e

= n ’

f@) 0 , selz|>n © 1 I‘ 7

f: R — R dada por f(z) =1,Vz €

R. Entéo f, — f pontualmente em AN\ 2 \\\\K

R, mas ndo uniformemente em R. —= — 4 —
Isto sera mostrado mais adiante.
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8. Considere A = (0 1], fa : A = R,
dada por fu(z) = L e f: A > R,
definida por f(z) = 0, para todo z € A.
Entao f, — f pontualmente em A, mas
nao converge uniformemente em A.

De fato, suponhamos, por absurdo, que
a convergéncia fosse uniforme. Logo,
dado ¢ = 2, existiria um Ny € N tal
que para todo n > Ng terfamos | f(z)—
f(z)] < 1/2 para todo z € A = (0,1],
isto é, | L] < 3 Vz € A=(0,1]. Em
particular,|g-| < 5 V2 € A = (0,1] .
Assim, 0 < 1/z < Ny/2, Yz € (0,1},
o que é um absurdo. Logo nao existe
tal Ny, isto é, a convergéncia nao é uni-
forme.

A seguir daremos algumas aplicagGes importantes da convergéncia uniforme de seqiiéncias de
funcoes. Comecaremos com um resultado que nos da condigoes suficientes para podermos “trocar”
o limite com uma integral, isto €,

Teorema 1.4. Suponhamos que (f,) seja uma seqiéncia de fungdes integrdveis em [a,b] e que
fn = f uniformemente em [a,b], com f integrdvel em [a,b]. Entdo

b b
[ #@)de = im [ fi(@)de

ou seja

b
hm folz)dz = hm/ fa(z)d

a

Demonstragao:
Como f, — f uniformemente em [a,b], dado € > 0 existe Np = Ny(e) € N tal que se n > Ny
entdo | fo(z) — f(z)| < % para todo z € [a,b]. Logo, se n > Ny, temos:

1/ ' (e da - / ' (e) da] =1 / (u(z) = f(2)) dal
< [ 1o~ s [

dr = ¢
a

Isto é, lim, e fab fa(z)dz = f: f(z)dz

A seguir daremos um resultado que nos diz que o limite uniforme de seqiiéncia de fungdes
continuas é uma func¢io continua. Mais claramente:

Teorema 1.5. Suponhamos que (f,) seja uma seqiéncia de fungoes continuas em [a,b] que con-
verge uniformemente para f em [a,b]. Entdo f € continua em [a,b]. Isto €,

Jim f(z) = f(zo)
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ou ainda:

lim lim f,(z) = lim lim f,(z)

TTy n—00 n—$00 T
Demonstragao:
Precisamos mostrar que f é continua para cada z € [a,b]. Faremos a demonstracio quando
z € (a,b). Os casos z = a ou z = b sdo simples adaptagdes do caso que faremos. Por isso serdo
deixados como exercicio.

Dado ¢ > 0, do fato que f, — f uniformemente em [a, b], segue que existe Ny = Ny(¢) € N tal

que se n > No temos |fu(y) - f(1)] < & , ¥y € [a,8]. Em particular,
lfNo(y) - f(y)l < % ) ‘v’y € [aab]’
Como fn, ¢ continua em z, existe § > 0 tal que se k| < & entdo |fn,(z + h) — fn,(z)] < &.
Assim, se |h| < § temos:

|f(z 4+ h) = f(z)| = |f(z + R) ~ fro(x + h) + fno(z + h) = fno() + fvo () = f(2)]
<|f(z+h) = fro(z + )| + | v (2 + B) = fov (2)] + | fvg (2) = f(2)]
§+§+§=e

Portanto, limpso f(z + h) = f(z

N’

, isto é, f é continua em z.

Observagao.

Tendo em vista os dois teoremas acima, podemos pensar que algo semelhante deve valer para
a diferenciagao. Isto é se (f,) € uma seqiéncia de fungées diferencidveis em [a,b] e converge
uniformemente para f em [a,b] entio f ¢ diferencidvel em [a,b] e f' = lim, f. . Infelizmente
isto ndo é verdade em geral, como mostram os exemplos abaixo.

Exemplos.

€ Yy
1. Considere a seqiéncia (f) ¢
dadas pelos seus graficos ao la- N
do, definidas em R e f(z) = |z| h
, z € R. Observe que f, — f N P
uniformemente em R e que apesar P
das f, serem todas diferencidveis ' ‘
f ndo é (pois nao é diferenciavel \k
em z = 0).
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2. Considere f, : R — R dada por
fa(z) = Lsen(n’z)e f: R - R
definida por f(z) = 0,z € R. Ob-| ¢
serve que apesar de f, — f uni-
formemente em R e f ser diferen-| }:
cidvel, ndo temos lim,,e f(z) =| |
f'(z), pois f.(z) = ncos(n’z) e este
limite nem sempre existe ( por exem-
plo, ele nao existe quando z = 0).

Para resolver este problema temos o:

Teorema 1.6. Suponhamos que (f,) seja uma seqiéncia de fungées continuamente diferencidveis
em [a,b] e para algum zo € [a,b] a seqiéncia numérica (fn(zo)) converge. Se a segiéncia (f))
converge uniformemente para alguma fung¢io g em [a,b], entdo a seqiéncia (f,) converge uni-
formemente para uma fungdo f em [a,b], f € continuamente diferencidvel em [a,b] e f'(z) = g(z),
Vz € [a,b], isto é:

(lim f)'() = lim f.(z)

Demonstragao:

Como f! — g uniformemente em [a,b] e as f, sdo continuas em [a,b], entdo do teorema 1.5 temos
que g é continua em |a, b].

Como (fn(zo)) converge para algum valor, digamos ¢ € R, entdo dado € > 0 existe N; € N tal
que se n > N; entao

€

falzo) =l < 5

Defina f : [a,b] =& R por

fe)=c+ [ ooya

Zo

Observemos que f é continuamente diferencidvel e f'(z) = g(z) para todo z € [a,b], pois g é
continua em [a, b].

Mostremos que f, — f uniformemente em [a, b].

Do fato que f. — g uniformemente em [a,b], temos que dado € > 0 existe N, = N;(¢) € N, tal
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que | fr(z) — g(z)| < 35, para todo n > Nz. Logo, do Teorema Fundamental do Calculo, segue:
e = S@)] = Ifaleo) + [ Lu0)dt=c= [ g()dt
<Ueo)—el+1 [ S0t [ gy

o zg

b
< falzo) — o] + / 11— g(t)] dt

€ €
<z +

2 m(b—a):e

se n > max(Nj, N;), mostrando que f, — f uniformemente em [a, b].

Um outro resultado semelhante é o:

Teorema 1.7. Suponhamos que (f,) seja uma seqiéncia de fungées diferencidveis sobre [a,b] e
que (f,) converge ponto a ponto para f, sobre [a,b].

Suponhamos ainda que (f.) converge uniformemente, sobre [a,b], para alguma fun¢do g e que
f! seja continua, Yn € N. Entdo f € diferencidvel sobre [a,b] e

f() = Jim fi(a)
ou seja,
(lim fo(e)) = Jim fi(2)

Demonstragdo:
Do teorema 1.5, g é continua sobre [a,b]. Aplicando o teorema 1.4 ao intervalo [a,z] temos:

[ owdt=tim [ fwdt=lim 7@ - (@)
= (=)~ §(@

onde, na segunda igualdade aplicamos o Teorema Fundamentel do Célculo.

Agora,

onde G(z) é tal que G'(z) = g(z). Assim
f'(z) = G'(z) = g(z) = lim f.(<)

Nn=+00

Ve € [a,b].

2. SERIE DE FUNGOES

Nesta seccao faremos um estudo da convergéncia de séries de fungdes.
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Definigao 2.1. Dada uma seqiiéncia de funcoes ( f,,) definidas em A C R podemos construir uma
outra seqiiéncia de fungdes (S,) tal que Sn(z) = fi(z) + -+ fa(z) = Y%, fe(z). Tal seqiéncia
é denominada série de fungoes associada a seqiiéncia (f,) e indicada por 3 - | fn

Observagao.
Para cada z¢ € A a série (S,(zo)) € uma série numérica.

Definigao 2.2. Diremos que a série de fungdes ) - f, converge pontualmente para f em
A se a seqiiéncia de fungdes (S,) converge pontualmente para f, isto é, se para cada z € A a série

numérica Y o, fa(z) converge para f(z).
Definicao 2.3. Diremos que a série de fungdes Y - | f, converge uniformemente para f em

A se a seqiiéncia de fungdes (S,) converge uniformemente para f em A.

Antes de exibirmos alguns exemplos de convergéncia de séries de fun¢oes daremos alguns resul-
tados que serao tteis em varias situagdes. O primeiro deles é conseqiiéncia imediata dos teoremas
anteriores, a saber:

Corolario 2.4. Considere Y oo\ fn série de fungées uniformemente convergente para f em [a,b],

isto €, f = 2, fa.

(i) Se cada uma das fungées f, for continua em [a,b] entdo f € continua em [a,b], isto €,

lim f(z) = f(zo)

=T

ou ainda
[o )
lim _;_ falz E lim f,(z
2o ! a:—-):c
n=

(it) Se f e as f, forem integrdveis em [a,b], entdo

/abf(t)dt=g/abfn(t)dt

/abgfn(t)dt = g/abfn(t)dt

ou ainda, a série pode ser integrada termo a termo.

(iit) Suponha que as f, sejam continuamente diferencidveis em [a,b]. Se para algum z¢ € [a,b]
a série numérica y ., fnogxo) converge € y o fl converge uniformemente para uma fungio g
em [a,b] entdo a série ) ° | fn converge uniformemente para uma fungdo f em [a,b], onde f €
continuamente diferencidvel em [a,b] e f' = g, isto €,

filz) =) fi(z)

isto €,

ou

S )@ =Y f(a)

n=1

ou seja, a série pode ser derivada termo a termo.
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Demonstragao:

De (i):

Como as f, sdo continuas, temos que S, = fi+-+ -+ fn = 1, fx também serdo. Mas a seqiiéncia
S, converge uniformemente para f. Logo, do teorema 1.5, segue que f é continua em [a, b).

De (ii):

Dizer que a série ) .. f. converge uniformemente para f em [a,b] é dizer que a seqiiéncia de
fungdes (S,) converge uniformemente para f em [a,b]. Entdo, segue do teorema 1.4, que

b b b
/Gf(t)dt=/a ;fn(t)dt= [ Jim Su(0)
b k . p k
. teorl. .
= [ dim S 0w i 73 )=

k b 00 b
= /}L’?o;/a falt)dt = ;/a falt) dt

De (iii):

Dizer que a Y oo, fn converge em zg € [a,b] é dizer que a seqiiéncia numérica (S, (zo)) converge.
Além disso, como a série Y - | fi converge uniformemente para g em [a,b], temos que a seqiiéncia
(S!) converge uniformemente para g em [a,b]. Logo, do teorema 1.6, segue que a seqiiéncia (S,)
converge uniformemente para uma fungdo f em [a,b] e f' = g, isto §é,

(D fa)(2) = fale)

Observacao.

1. O corolario acima trata de conseqiéncias da convergéncia uniforme de séries de fungoes.

2. Um resultado extremamente importante, que nos da condigGes suficientes para assegurar a
convergéncia uniforme de séries de fungdes, é: '

Teorema 2.5. (Critério de Weierstrass ou Teste M de Weierstrass)
Seja (fn) uma sequéncia de funcées definidas em A C R. Suponhamos que ezista uma seqiéncia
numérica (M,), tal que

[fa(@)] S My, Vz € A

Se a série numéricay . | M, for convergente, entdo a série de fungées y .- | f, converge absoluta
e uniformemente pare uma fungio f em A. ’

Demonstragao:

Como a série numérica y .- | M, converge, segue, do critério da comparagio, que para cada z € A
a série Y -, | fa(z)] converge. Logo, a série ) ., f» converge absolutamente para uma fungdo f
em A, isto é, f(z) = > > | fal2).

Para todo = € A temos:

oo N 0o
@) = Sn@) =13 fu@) - S fa@l =1 Y )]

n=1 n=1 n=N+1

< 3 h@I Y M,

n=N+1 n=N+1
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Como a série numérica converge, temos que dado € > 0 existe Ng € N tal que se n > N, entao
meN+1 Mn < €, assim, para n > Ny temos:

|f(z) = Sn(z)| £ Z M,<e,VzeEA
n=N+1

o que implica que a série ) > f, converge uniformemente para f em A.

A seguir aplicaremos os resultados acima para estudar a convergéncia de algumas séries de
funcoes.

Exemplos
. Considere A = [~1,1] e f, : R = R dada por fu(z) =%, n=0,1,2,--
Observe que para todo z € A = [-1,1] temos

ale)l = 521 < 5

Mas a série numérica Y oeq 5n converge (série geométrica de razio ). Entdo, pelo Critério de

2"
Weierstrass, a série de fungdes Y oo converge uniformemente e absolutamente para uma fungao

fem|[-1,1].

Neste caso podemos obter a fungdo f explicitamente observando que

n=0 2"

N n

T =~ ., 1 2
2_"—2(5) _1—3—2—33

n=0 n=0

2. A série de fun(;(”)es;::l1 % converge uniformemente em qualquer intervalo da forma [—a, a].
De fato, se f.(z) = Z; temos

| fn(2 )l—l |- , Ve € [—a,q]

Do Critério da razdo a série numérica En=1 ¢+ converge. Assim segue do Critério de Weierstrass
n ~ n o
que a série de fungdes ) | Z; converge uniformemente em [—a,a.

2

3. A série ) o2 M é uniformemente convergente em R.
sen{ne
De fato, se fn( ) = 43"_2 temos:

|i“?f-”_‘”_)|<3— Ve ReVneN

A série numérica Y oo converge ( série geométrica de razao 1/3). Logo, do Critério de Weies-

n=1 3"
trass, segue que a série de fungdes y - %?l converge uniformemente em R.

4. Mostrar que a série Y oo, M z € R pode ser derivada termo a termo em R.
Para isto considere f,(z) = M z € R.

Observe que as f, sdo continuamente diferenciaveis em R e f)(z) = M z € R.
Observe que a série Y oo, fn(0) converge para 0, (pois f,(0) =0) e como

|fa(@)] = |

Entéo, do Critério de Weierstrass, segue que a série fo:l f! converge uniformemente para uma
fungdo g em R. Portanto, do coroldrio 2.4 item (iii), segue que a série ) - f%an—z) converge

M'< VCCER

TL
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uniformemente para uma funcdo f continuamente diferenciavel em R, que satisfaz f' = g. Isto é,
a série pode ser derivada termo a termo, ou seja

(Z senrgmz)), _ Z(sen nz) Z cos(nz)

n=1 n=1 n=1

para todo z € R.

Tépicos adicionais, bem como outros exemplos e resultados podem ser encontrados na bibli-
ografia abaixo mencionada. :
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