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Prefacio

O objetivo deste trabalho é familiarizar o engenheiro do setor elétrico
com técnicas estatisticas e modelos de séries temporais utilizadas para iden-
tificacdo, estimalgdo, selegdo de modelos para previsdo de picos de demanda
e consumo de energia elétrica. O texto pretende passar uma visdo critica
dos procedimentos de anélise e selecio de modelos para previsdo de carga,
mostrando que nio hé rigorosamente um procedimento padrio para se fazer
previsdo de carga e sim uma andlise de cada caso individualmente, buscan-
do as varidveis mais importantes para explicar o comportamento da série de
carga de acordo com o horizonte de previsao.

O texto é técnico o suficiente para capacitar um profissional da 4rea a
analisar e escolher o melhor modelo para o seu problema de previsio de
carga. No entanto o texto contem uma revisdo dos principais tdpicos de
probabilidade, estatistica e processos estocisticos visando minimizar o esforgo
do leitor na busca de literatura adicional, se bem que leituras adicionais serdo
necessarias para se aprofundar em qualquer uma das técnicas apresentadas
neste trabalho.

O texto inicia com uma introduc¢io sobre o problema de previsdo de carga
e em seguida é dividido em duas partes; na primeira temos trés capitulos de
revisdo. O Capitulo 1 faz uma revisao de probabilidade. O Capitulo 2 faz
uma, revisdo de alguns tépicos de inferéncia e o Capitulo 3 apresenta alguns
tépicos de processos estocisticso. Mesmo sendo estes capitulos de revisio,
eles ilustram os conceitos com exemplos voltados ao problema de previsao de
carga. Na segunda parte do texto encontram-se os capitulos voltados para a
andlise e previsio de séries temporais. O Capitulo 4 apresenta modelos para
tendéncia e sazonalidade de séries temporais. O Capitulo 5 apresenta os
modelos lineares para processos estocdsticos estaciondrios (Modelos de Box
& Jenkins) e por fim no Capitulo 6 temos alguns exemplos de problemas de
previsdo de carga ilustrando a aplicacao do conteido do texto.
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No médio prazo estao presentes, para alguns seguimento do mercado
consumidor de energia, uma sazonalidade. Por exemplo no setor rural esta
sazonalidade é atribuida a periodos de colheitas, no setor comercial a sazon-
alidade é atribuida aos habitos da sociedade, etc. Assim, técnicas tais como
suavizagdo e decomposicdo espectral (série de Fourier), usadas na previsio
de curto prazo, sdo aplicadas para descrever a sazonalidade anual da carga.

¢ 3) Modelos ARIMA

Esta técnica, como jé dissemos, é utilizada nas previsées de médio e
longo prazo descrevendo a correlacao temporal entre as observacées mensais
ou anuais. Também sao utilizadas para descrever a correlagdo temporal da
componente estocdstica da carga que se soma a tendéncia (ajustada por
polinémios) e & sazonalidade (ajustada por série de Fourier).

e 4) Modelos multivariados (andlise de regressao)

O uso desta técnica para previsao de médio prazo visa descrever o
consumo de energia, em fungao de varidveis climéticas tasi como temperatura
maéxima do verdo e minima do inverno e varidveis socio-econdmicas tais como
renda per capita da regido, poténcia média dos eletrodomésticos residenciais,
densidade demografica, etc. Em geral esses modelos sdo de dificil ajuste
devido a falta de uniformizacao nas diferenste fontes de informacao dos dados.

e Técnicas de previsdo de longo prazo

Essas técnicas geralmente consideram modelos macroeconémicos e
politica de desenvolvimento, tais como beneficios para implantagées de indistrias
em uma regiao, politica habitacional, desenvolvimento agririo promovido por
irrigacoes em larga escala e disponibilidades de fontes alternativas de ener-
gia. Em geral o desenvolvimento socioeconémico de uma regiao estd atrelado
ao crescimento no consumo de energia elétrica, de tal forma que o consumo
per capita é um dos indicadores de desenvolvimento social. Assim todas as
previsoes de crescimento social sdo indicadores de crescimento no consumo
de energia elétrica a longo prazo.
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¢ 3) Previsdo de longo prazo

Consiste em previsoes feitas para um horizonte de dez a vinte anos
em base mensal, semestral ou anual. Neste horizonte as varidveis a serem
previstas sao os consumo de energia das diferentes classes de consumidor (res-
idencial, comercial, industrial, etc). As ferramentas mais comuns para estas
previsoes sao os modelos econométricos e neste caso as previsdes obtidas com
modelos mateméticos devem ser confrontadas com uma andlise econdémica
para diferentes cendrios de desenvolvimento. A previsdo de longo prazo é
necessaria principalmente para avaliagdo e planejamento da expansio da ca-
pacidade do parque gerador de energia elétrica, uma revisao desses modelos
é apresentada em [9)]. E com base nesse planejamento que se decide sobre
a constru¢cdo de uma nova usina hidroelétrica ou uma termoelétrica para
assgurar um baixo risco de déficit no atendimento do mercado consumidor.

Podemos notar portanto que a classificagdo das técnicas por horizonte
de previsdo ndo é perfeita pois os objetivos destas previsoes dentro de um
mesmo horizonte pode levar & técnicas bem distintas e impossiveis de serem
comparadas, mesmo assim apresentamos uma tentativa de classificacdo das
técnicas até entdo aplicadas para previsdo de carga segundo o horizonte de
previsao, isso ndo quer dizer que uma técnica usada na previsio de curto
prazo seja totalmente inadequada para previsoes de médio e longo prazo.

e Técnicas de previsdo de curto prazo

e 1) Decomposicao espectral (ou série de Fourrier)

Esta abordagem descreve séries periddicas como a soma de fungGes
trigonométricas. Essa técnica é adequada para previsdes de carga horaria
porque descreve bem a sazonalidade desta carga ao longo das 24 horas de
um dia.

e 2) Métodos de suavizagdo exponencial (alisamento)

Esta técnica visa eliminar o efeito de ruidos aleatérios dos dados
observados resultando em um conjunto de pontos médios que descrevem
periodos de séries sazonais, como € o caso de caga hordria. Mas este é um
exemplo tipico de técnica que pode ser usada para determinar sazonalidade
e tendéncia em séries de observagoes mensais visando previsoes de médio e
longo prazo.
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esse aumento tornara disponivel uma energia de 100 MW x 365dia X 24hora
ou seja 876.000MW-hora de energia. Mas, se a previsdao do consumo de
energia é de um consumo somente de 200.000 MW -hora, entdo significa que
deve ser instalado uma unidade de pico (ou ponta), ou seja uma unidade
para operar somente nas horas em que a demanda instantinea precisa ser
atendida em vez de uma unidade de base. A diferenca entre essas duas é
geralmente substancial.

A Previsdo de carga é necessdria também para se estabelecer programas
de operagao de sistemas geradores, onde se deseja minimizar o custo com
combustivel e avaliar o risco de falha no atendimento do mercado consumi-
dor. Em resumo, uma boa previsao, refletindo as tendéncias e sazonalidades
futuras do mercado com um bom julgamento por parte do previsor é a chave
de um bom planejamento.

« Classificacdo das Técnicas de Previsao

Ao se estudar as técnicas de previsdo de carga um dos primeiros obje-
tivos é classificd-las visando encontrar um método de escolha da técnica mais
apropriada para resolver o problema de previsio abordado. Exitem vérias
maneiras de se classificar os modelos de previsao de carga, uma delas é clas-
sificd-los segundo a varidvel que se deseja prever, assim temos:

e Classificacao de acordo com a variivel a ser prevista
1) Modelos para previsdo de pico de demanda (poténcia MW)
2) Modelos para previsdo de consumo de energia (energia MW-hora)

3) Modelo para previsdo de curva de carga horéria (poténcia MW)

No entanto essa nao é a forma mais adequada de classificacdo porque
as técnicas variam muito de acordo com o horizonte de previsio para uma
mesma varidvel. Por exemplo varias técnicas completamente diferentes po-
dem ser usadas para determinar o pico de demanda anual de uma empresa
como mostra [4]. Além disso a escolha da técnica tem que levar em conta o
horizonte de previsdo necessdrio. N&o seria possivel fazer uma comparagio
entre as técnicas de previsdo de pico de demanda didrio (com base hordria)
com modelos de previsio de pico de demanda anual (em base mensal). No
primeiro caso é fundamental que o modelo considere varidveis climéiticas tais
como: temperatura, umidade relativa do ar, luminosidade, etc, [5]. Enquanto
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A previsao de consumo de energia elétrica e demanda de poténcia sdo
cruciais para o planejamento e operacao de sistemas geradores e distribuidores
de energia elétrica. Neste trabalho as palavras “carga”, “energia” e “deman-
da” sdo usadas com frequéncia. O significado dessas palavras aqui sdo os
seguintes: Carga é um termo geral que pode significar poténcia demandada
ou energia elétrica consumida. A palavra Demanda tem significado aqui de
taxa de variacio de energia no tempo, ou seja € a ponténcia instintanea ou pi-
co de poténcia e sua unidade de medida é Watis(W) ou Mega-Watts(MW)
se referindo a 1 x 10°W, enquanto que a energia é medida em MW-hora.

O termo “previsdo” refere-se a projecao das necessidades de carga para o
futuro. Tais projecoes sdo feitas, geralmente, com técnicas estatisticas apri-
moradas e bom senso do previsor. A precisfio de uma previséo é fundamental
para qualquer empresa fornecedora de energia elétrica, pois é com base nes-
sa previsdo que a empresa tomard decisées sobre a politica de expansdo da
sua capacidade para atender ao mercado consumidor e sobre a politica de
operacio do sistema gerador de energia. Por exemplo, uma previsiao que erra
para menos, prevendo uma demanada inferior a que de fato ocorre pode re-
sultar em perdas de redimentos, pois o sistema opera despreocupado com a
escassez de recursos e pode ser surpreendido por uma demanda maior do que
sua capacidade. Por outro lado uma previsio acima do real pode resultar em
problemas finaceiros com investimentos que nao produzem retorno suficiente
por falta de demanda e criando capacidade ociosa no sistema.

A previsdo da demanda (poténcia) é necessdrias para se planejar a ex-
pansao da capacidade de geragdo, transmissao e distribuicdo de sistemas de
energia elétrica e a previsao de consumo de energia visa apoiar o decisor quan-
to ao tipo de equipamento ou instalagado necesséria. Por exemplo se a previsao
de demanda prever para o futuro a necessidade de um aumento da capaci-
dade do sistema para atender uma demanda de 100M W, isto significa que

xi
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para previsao de pico de demanda anual essas varidveis, quando sdo consid-
eradas, ficam reduzidas a temperatura méaxima do verao e minima do inverno
além disso é fundamental que se considere as tendéncias de crescimento an-
ual do mercado assim como varidveis relacionadas a politica econdmica [10].
Portanto as técnicas devem ser distintas quando temos objetivos distintos
com a previsdo de carga. Assim uma sujestdo de classificagdo das técnicas
de previsdo ¢ classifica-las segundo o horizonte de previsdo.

e Classificagao segundo o horizonte de previsao

Para fazer uma classificagdo das técnicas segundo o horizonte de pre-
visao, vamos definir primeiro quais os horizontes mais comuns nos problemas
de previsao de carga.

e 1) Previsdo de curto prazo

Consiste em previsdes feitas para o horizonte de um dia (24 horas)
ou uma semana em base horéria ou fragdo de uma hora (3], [6]. Neste tipo
de problema a varidvel a ser prevista é a demanda de poténcia para toda
empresa ou por subestacdo. O objetivo destas previsGes geralmente estdo
relacionados com problemas operacionais da rede elétrica tais como progra-
macao de manutensao, seguranga, manobras, etc. Estas previsoes sdo portan-
to subsidio para cdlculo deconfiabilidade do sistmea. E comum os modelos de
previsao a curto prazo levar em consideragio varidveis climéticas tais como
temperatura, luminosidade, etc.

e 2) Previsido de médio prazo

Consiste em previsoes feitas para um horizonte de um a cinco anos,
essas previsGes sdo geralmente feitas em base semanal ou mensal [7]. No
médio prazo sdo necessdrias previsoes de demanda de poténcia, para plane-
jamento da expansao da capacidade do sistema para evitar corte de carga
nas horas de pico [11]. Neste horizonte também s3o necessirias as previsoes
de consumo de energia para planejamento da operacdo energética do sistema
visando minimizar custo com combustivel gasto para manter térmoelétricas
ligadas por um longo periodo. Nas previsoes de consumo de energia no
médio prazo geralmente o mercado consumidor € dividido em classes tais co-
mo, residencial, industrial, comercial, rural, etc com objetivo de se analizar
tendéncias e sazonalidade de cada classe separadamente [1].



XV

e 3) Modelos ARIMA

Esta técnica relaciona as observacoes da carga em um dado instante
de tempo (hora) com observagbes de instantes anteriores somados & com-
binac¢oes de ruidos aleatérios. Em geral essas técnicas sdo utilizadas para
considerar correlages entre os residuos que ndo sdo modelados por fungoes
que descrevem o comportamento periédico da série de carga hordria. Mas
aqui também temos uma técnica que é potencialmente utilizada nas pre-
visoes de médio e longo prazo descrevendo a correlacao temporal entre as
observagoes mensais ou anuais.

e 4) Modelos em espago de estado (Filtros Lineares)

Estas técnicas sao usadas na previsdo de curto prazo principalmente
por causa de sua adaptatividade, que permite a atualizagio de pardmetros do
modelo automaticamente (tempo real) e recursividade, a medida que novas
observagoes sdo adquiridas, possivelmente a cada minuto, a recursividade
desta técnica permite que as previsoes sejam refeitas sem a necessidade de
considerar todo histdrico de dados j4 utilizados na estimagao dos paradmetros,
essa propriedade torna essa técnica bastante atraente para o problema de
operacio on-line de sistemas.

e 5) Modelos multivariados (anédlise de regressio)

Estes modelos levam em conta varidveis climiticas tais como tem-
peratura, nebulosidade, umidade relativa do ar, etc e busca estabelecer uma
relacdo matemdtica entre essas varidveis e a carga hordria.

e Técnicas de previsdo de médio prazo
e 1) Técnica de extrapolagdo de tendéncia

Nesta técnica sdo ajustados polindmios para descrever a tendéncia
de crescimento na carga devido ao aumento de populacdo e desenvolvimen-
to regional. Esta técnmica em geral ndo é sensivel & mudangas na politica
econdémica que podem afetar o crescimento de uma regido resultando em
graves erros de previsao, por isso essa técnica deve sempre ser acompanhada,
de uma andlise econdmica conjuntural

e 2) Técnicas de ajuste de sazonalidade
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Capitulo 1

Conceitos de Probabilidade e
Estatistica

1.1 Estatistica Descritiva

Porque a abordagem probabilistica é necessiria em problemas de en-
genharia? Uma abordagem probabilistica pode ser usada para considerar
nossa incapacidade de modelar perfeitamente alguns aspectos de um prob-
lema. Outra razao é a incapacidade de se fazer medidas perfeitas de certas
varidveis do problema. Ou, finalmente, porque certos fenémenos na natureza
sao aleatdrios e s6 podemos descreve-los de forma probabilistica.

Probabilidade e Estatistica sdo sdo importantes em muitas aplicacoes de
engenharia, s6 para exemplificar, algumas aplicagdes sdo listadas a seguir:

e Previsdo de valores futuros de varidveis aleatdrias.

e Caracterizacao da confiabilidade de sistemas.

e Descricao estatistica (média, desvio-padrdo, moda, mediana, percentil)
de varidveis aleatorias.

e Tomada de decisdo com observacgdo parcial de dados.

e Andlise do efeito de ruidos em componentes.

Exemplo 1 Neste exemplo vamos analisar estatisticamente medidas de cor-
rente na saida de um transformador de corrente. Supondo que o transfor-

3



4 CAPITULO 1. CONCEITOS DE PROBABILIDADE E ESTATISTICA

mador foi projetado para produzir uma corrente de 5 Amperes quando ali-
mentado corretamente. Um ezperimento planejado em laboratorio resultou
em uma amostra de 30 medidas de corrente apresentadas na Tabela 1.

Tabela 1 Medidas de corrente em Ampere
5.0000 5.8956 5.5689 4.7660 5.6232
5.2879 4.6821 571310 4.7444 5.1184
5.7990 3.9922 5.4282 5.6771 3.5249
6.0950 b5.5779 4.6225 5.3148 5.9409
4.2580 6.0823 4.6490 5.2120 4.8685
8.1260 5.0403 4.70{1 6.4435 4.0079

Para analisar esses dados estatisticamente, primeiramente podemos fazer
um grifico das medidas para verificar a variabilidade existente. Para isso
é necessdrio escolber adequadamente a escala do gréfico, uma escala muito
ampla em relacdo a variabilidade das medidas pode levar erroneamente a
conclusdao de que as medidas apresentam baixa variabilidade como mostra a
Figura 1a.

Figura la Gréafico com escala ampliada

Por outro lado uma escala reduzida pode levar a uma supervalorizacao



1.1. ESTATISTICA DESCRITIVA 5

da variabilidade como mostra a Figura 1b.

7 — — Y
661

Corrente am Ampere
@ > @
@ @ > ) Q @
T T T —

»
@

Figura 1b Gréfico com escala reduzida

Para analisar estatisticamente os dados da Tabela 1, uma primeira abor-
dagem € construir um grafico que mostre como as observagbes podem ser
classificadas de acordo com sua magnitude uma alternativa é a construcao
de um Histograma.

e Histograma ou Distribuicao de Frequéncias

O Histograma é uma representagao grafica da distribuicdo de uma amostra
em classes construidas de forma a incluir toda faixa de variacdo dos dados
observados. A constru¢do de um histograma segue os passos:

1. Observar os valors minimo X,;, € maximo X, da amostra.

2. Escolher o nimero de classes NC ( NC < 2In(N)).

3. Calcular a amplitude de cada classe: A = (Xmax — Xmin)/NC.

4. Calcular as classes (X, Xk41), £ =1,...NC, fazendo:

X1 £ Xminy, Xpt1 =X +A e  Xnc 2 Xmax

Para o Exemplo 1 temos: Xpip = 3.1260, Xpmax = 6.4435, NC = §,

A = 0.6635.

Tabela 2 Distribuigdo de frequéncia do Exemplo 1

Classe Faixa Média Frequéncia
1 [3.1260, 3.7895) 3.45775 2
2 [3.7895 , 4.4530) 4.12125 3
3 [4.4530 , 5.1165) 4.78475 9
4 [5.1165 , 5.7800) 5.44825 10
5 [6.7800 , 6.4435] 6.11175 6
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O Histograma referente a distribuigdo de frequéncia dada na Tabela 2 é:

~
L

Fraquéncia

3 3.5 4 a5 s 33 8 85
X

Figura 2 Histograma dos dados do Exemplo 1

Surge entdo a necessidade de se estimar algumas quantidades estatisticas
para descrever o comportamento aleatério da varidvel a ser analisada.
As estatisticas descritivas normalmente utilizadas séo:

e Média Amostral

Denotando por X;,7 = 1...n as medidas observadas, a média amostral
representa uma medida central em torno da qual as observagoes estdo var-
iando. A média amostral é calculada por:

X== (1.1)

S |-
™
23

e Variancia Amostral

A varidncia amostral é uma medida da dispersdo das observagoes em torno
da média amostral. A varidncia amostral é calculada por:

SR SR (ilxg_n}‘f?) (1.2)

i=1 =

Uma medida de dispersao com ordem de grandeza mais adequada é o
desvio-padrdo amostral, calculado como:

L= nil(ZX’?—nf) )

=1

S =
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As medidas de disper¢do dadas em (1.2) e (1.3) s@o tilteis para avaliar
se uma amostra de uma varidvel aleatdria estd muito dispersa em relacdo a
sua média amostral. No entanto essas estatisticas dependem da ordem de
grandeza da varidvel analisada, por exemplo: Sucessivas medidas do didmetro
de uma peca com um micrémetro acusaram uma média amostral de 5.49mm
e um desvio-padrao de 0.012mm e vérias medidas de uma corda efetuadas
com outro micrémetro acusaram medidas de de 0.75in e desvio-padrdo de
0.003in. Qual dos dois micrometro é o mais preciso? Para responder essa
questdo calculamos os coeficientes de variagao, definidos por:

e Coeficiente de Variagao:

Expressa o desvio-padrao como percentagem da média.

S
CV = ?100% (1.4)
Assim, para o exemplo dos micrémetros temos:
0.012 0.003
ametro = ——100% =~ 0.22 = ~ 0.
CViiametro =10 00% =~ 0.22% CVeorda D75 100% =~ 0.40%

Temos que CVyametro < CVeorda, Portanto o primeiro micrémetro é mais
preciso que o segundo.

O coeficiente de variacdo permite fazer uma avaliacdo da dispersao de
uma varidvel aleatéria em relacdo a sua média. Mas, essa estatistica nada
diz sobre a forma como essa dispersdo ocorrre, ou seja se a dispersao ocorre
de forma simétrica ou nao em torno da média. Para analisar melhor essa
dispersdo sdo necessirias outras estatisticas descritivas:

o Mediana Amostral:

E o valor observado que divide a amostra em dois grupos com mesma,
quantidade de observagoes. A mediana amostral pode ser estimada como:

< _ | Xms41)/2 , se né impar
Hm = { %(Xﬂﬁ + X1+n/2) , se né par (1.5)

Quando a mediana coincide com a média, temos uma indicacdo de sime-
tria dos dados em torno da média.
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e Coeficientes de Assimetria

O coeficiente de assimetria de Pearson pode estimado por:

()_( - -X‘m)

CK=-——F—7+
S

Para uma distribui¢io perfeitamente simétrica temos CK = 0, de modo

geral o valor de CK situa-se entre 1 e —1 como mostra a Figura 3 e a

divisao pelo desvio-padrao torna os valores de CK independente da ordem
de grandeza da varidvel amostrada.

(1.6)

CK>0 CK <0

123
»

2 2
1 \ 1
. /

(4] Q

[\] 02 04 0.6 o8 1 0 0.2 04 086 08 1
4 2

= CK=0 CK=0

3 15
2 1
1 0.5
Ot R o

4] 02 04 06 08 1 o 0.2 0.4 0.6 a8 1

Figura 3 Exemplos de distribui¢ées assimétricas
e Moda

E definida como o valor que ocorre com maior frequéncia. A moda é
também utilizada para descrever o meio ou o centro de um conjunto de
dados e tem a vantagem de poder ser calculada também para dados ndo
numéricos. Quando os dados tem distribuigao simétrica em torno da média,
entdo a moda coincide com a média e a mediana.

e Percetil

Sao valores que divide a amostra, ordenados em ordem crescente, dentro
de um conjunto de 100 partes iguais. Assim o percentil P, pode ser
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definido como o valor tal que k% dos dados sdo menores e (100 — k)%
sao maiores ou iguais a F;. Podemos aproximar o k—ésimo percentil,
P, a partir dos dados de uma amostra por:

n
100

Py, = o valor do ( k ) — ésimo termo da amostra ordenada (1.7)

Assim para a amostra dada na Tabela 1, temos o percentil 80 (ou
80%) dado por Pgy = 5.731, ou seja o percentil 80 corresponde ao
valor Xz da amostra. Quando o nimero calculado por (1.7) ndo é
inteiro, aproxima-se o percentio pela média dos valores vizinhos, por
exemplo, para calcular o percentil 62 da amostra da Tabela 1 temos
(62-30/100) = 18.6, que nao é inteiro, entdo usa-se como aproximagio
Py = (X138 + X19)/2 = 5.3715. Examinando a amostra vamos ver que
60% dos valores estdo abaixo de Ps; e ndo 62% como queriamos, esse
é um erro de aproximagado ao qual se estd sujeito quando se utiliza
amostras para fazer estimativas.

Exemplo 2 Cdlculo de estatisticas descritiva da mostra do Exemplo 1

Tabela 3 Estatisticas descritiva

Média 5.0910
Mediana 5.1652
Moda 4.6188
Desvio-Padrao 0.7834
Coef. de Variagao 15.38 %

Coef. de Assimetria —9.4642 x 102

Um dos objetivos da andlise estatistica de uma varidvel aleatéria é avaliar
qual a chance de que uma variivel aleatdria assuma valores superior a certo
nimero (¢ < X), ou qual a chance da varidvel ndo ultrapassar um valor
méximo desejado (X < b), ou mesmo qual a chance da varidvel permanecer
em um intervalo (a, b] pré-estabelecido (a < X < b). Com base na anilise
dos dados de uma amostra essa estimativa sé pode ser feita sujeita a erros.
Os célculos de probabilidade envolvendo varidveis aleatdria s6 podem ser ser
feitos de forma mais preciso quando se conhece a expressao matemadtica de
sua distribui¢do de probabilidade, ou seja, quando temos um modelo proba-
bilistico que represente o comportamento aleatério da varidvel em questio.
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1.2 Axiomas de Probabilidade

A abordagem necessdria para se construir um modelo probabilistico para
uma varidvel aleatéria (X) comeca pela defini¢io do espago amostral (12),
ou seja o espago onde a varidvel aleatdria pode assumir todos seus possiveis
valores. O espago amostral de uma varidvel aleatéria é definido de acordo
com a natureza da varidvel: continua, discreta, limitada, inlimitada, etc Os
exemplos seguintes ilustram alguns tipos de espago amostral.

Exemplo 3 FEspagos amostrais comumente usados
1) X = {nidmero de falhas de um equipamanto}.
Q2 ={0,1,...} € o conjunto dos nimeros inteiros N.
2) X = {variagdo no nivel de tensdo na saida de um transformador}.
Q2 ={—00 <z < o0} € o conjunto dos nimeros reais R.
3) X = {consumo de energia eléirica em uma residéncia}.
Q={z € R:z >0} é a semi reta positiva.

O segundo conceito importante na construgdo de um modelo probabilisti-
co é o conceito de evento. Um evento é definido como qualquer subconjunto
do espago amostral. Aqui os eventos sdo denotados por letras maivscula
A,B,C,..., para os exemplos de espago amostral dados no exemplo anterior
podemos definir os seguintes exemplos de eventos:

Exemplo 4 Alguns eventos relacionados ao espago amostral do Ezemplo an-
terior

1) A = {pelo menos 3 falhas}, A= {z € N:z > 3}.

2) B = {uma variagdo inferior a 5KV}, B={z € R: |z| < 5KV}.

Definio 5 Alguns eventos de particular interesse sdo:

1) O evento certo 2 (espago amostral)

2) O evento complementar A®, de um evento A: A°={z€Q:z ¢ A}
3) O evento impossivel (o conjunto vazio) 0.

4) Unido de eventos: AUB={z€Q:z€ A ouz € B}.

5) Intersecgio de eventos: ANB={ze€Q:z€ A ex € B}.

A anilise de um problema cuja saida é uma varidvel aleatéria X, que
assume valores em um espago amostral {2, implica diretamente na definicao
de alguns eventos, A, B, ..., de interesse para o analista. Portanto para
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que essa andlise seja matematicamente bem formulada é facil imaginar que
devemos ter uma cole¢do (ou um conjunto) .A de todos os possiveis eventos.
Esse conjunto de eventos denominamos o-Algebra de eventos.

Definio 6 Uma colegigo A de eventos de Q é uma o-Algebra se:
1)QeA
1)SeAc A= A€ A
2) Se A1, Ay,... € Ae AiNA;j=0parai#ji=>JAcEA

i=1

Com a definigdo de espago amostral e colecio de eventos (o-Algebra), o
modelo probabilistico se completa associando-se uma medida de probabili-
dade a cada evento de .A. A probabilidade de um evento qualquer A € A, é
um numero que deve satisfazer aos seguintes axiomas:

Axioma 7 :Aziomas de Probabilidade
1) P(A)>0
2) PQ)=1
8) Se Ay, Ag,...,€ A com A;NA; =0 para i # j, entdo:

P(U Ay =) P(A)

i=1

como consequéncia dos axiomas de probabilidade pode ser mostrado que:
1) P(®) =0.

2) P(A°) =1 — P(A).

3) Se BC A= P(B) < P(A).

4) 0 < P(A) < 1 para qualquer evento 4 € A.

1.3 Probabilidade Condicional

Em muitos problemas de engenharia h4 interesse em avaliar como a ocorréncia
de um certo evento afeta a probabilidade de outro, por exemplo: Qual a
probabilidade de se observar uma variagao da tensdo na saida de um trans-
formador superior a 5KV, dado que esse transformador j4 falhou mais de trés
vezes? Para responder essa pergunta vamos definir os eventos:
a) A = {uma variagéo superior a 5KV} & A= {z € R: |z| > 5KV}.
a) B = {ocorreu pelo menos 3 falhas} & B={z € N:z > 3}.
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Queremos calcular a probabilidade P(A|B) que pode ser calculada intuiti-
vamente para uma situagio particular em que observamos o comportamento
de N transformadores idénticos dos quais Np falharam mais de 3 vezes e
entre estes formam observados conjuntamente a ocorréncia dos eventos A e
B, Nsp vezes. Entdo podemos deduzir, quando N ¢ suficientemente grande,
que:

P(AIB) = ]J\@BB = Ij\?;//zirv
P(A|B) = % = P(AN B) = P(4|B)P(B) (1.8)

Os eventos A e B sao considerados independentes quando a ocorréncia de um
néo afeta a probabilidade de ocorréncia do outro. Neste caso P(A|B) = P(A)
e P(An B) = P(A)P(B).

e Probabilidade Total

Uma aplicacdo direta do conceito de probabilidade condicional é o
calculo da probabilidade de um evento B que pode ser causado por
vérios outros eventos disjuntos A;, As, ... A, que constituem uma par-
ticdo do espago amostral, ou seja 4; N A; =0 e N, A; = Q. Entéo:

Figura 4 Parti¢ido de um espago amostral

A probabilidade do evento B pode ser calculada conhecendo-se as prob-
abilidades condicionadas P(B|4;) e P(A;) parai =1,...n, por:

P(B) =P (OBﬂAi) =iP(BnA,;)

i=1 =1

P(B) =) _ P(B|4)P(4) (L9)
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Exemplo 8 Para exemplificar o uso da equagdo (1.9) vamos imaginar uma
situagdo onde o fornecimento de energia elélrica para uma regido pode falhar
devido a trés possiveis causas:

A, = {Sobregarga} A, = {Falha na rede}  A; = {Falha humana}
P(A;) =0.35 P(Ap) = 0.50 - P(A43)=0.15
Denotando por B = {ocorréncia de falha no fornecimento} e sabendo que:
P(BJA) =025  P(B|A)) =045  P(B|A;) =0.30
Podemos calcular a probabilidade de haver falha no fornecimento como:
P(B) = P(B|A1)P(Ay) + P(B|A2)P(45) + P(B|A;) P(As)
P(B) =0.25 x 0.35 + 0.45 x 0.50 + 0.30 x 0.15 = 0.3575

e Teorema de Bayes

Uma outra relagdo muito utilizada que faz uso da probabilidade condi-
cionada é o Teorema de Bayes. Esse teorema afirma que:

P(B|A)P(Ax)
P(B)

P(AB) = (1.10)

usando a equacgdo (1.9) podemos escrever o teorema de Bayes como:

P(B|Ax)P(Ax)

P(Ax|B) = Sor  P(B|A;)P(4;)

No contexto do exemplo anterior, esse teorema permite calcular a prob-
abilidade do evento {Ay) ser a causa quando a falha (B ) ocorreu.

Exemplo 9 Considerando os dados do exemplo anterior, e dado que ocorreu
uma falha no fornecimento de energia. Qual a causa mais provdvel?
Para responder essa questdo aplicamos (1.10) para os trés eventos, A, As, Aa:

PAB) =——pEy — = omm - 27
P(B|A2)P(4;)  0.45 x 0.50
P(4;|B) = ( lpé)( 2) _ T3ss = 06294

P(B) 03575
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Portanto a causa mais provdvel da falha no fornecimento € o evento Ay =

{Falha na rede}.

Nos exemplos anteriores os valores das probabilidades dos eventos en-
volvidos sdao considerados conhecidos. No entanto, na realidade, determinar
a probabilidade da demanda de energia elétrica de uma regiao ser superior a
certo nivel critico ndo € uma tarefa simples. Um caminho para se calcular as
probabilidades dos eventos envolvidos no problema é descobrir uma fungéo
matematica adequada, definida no espago amostral da varivel aleatéria em
questao, que permita calcular as probabilidade dos eventos que interessam
para a solucdo do problema. Essa funcdo recebe o nome de Fungao Dis-
tribuigdo de Probabilidade.

1.4 Funcéo Distribuicao de Probabilidade

Vamos considerar que estamos lidando com uma situacdo que exige o con-
hecimento do comportamento de uma varidvel aleatéria X. Para resolver
‘esse problema é necessario conhecer a Fungdo Distribui¢do de Probabilidade
desta varidvel.

Definio 10 Se X ¢ uma vardvel aleatéria continua, assumindo valores em
toda reta, exriste uma funcido Fx(z), ndo decrescente, continua a direita,
assumindo valores em [0,1]. Tal que:

Fx(a)=P(X < q) (1.11)
e com as propriedades limites: zEIPooFX (z)=0e zgrwax (z) =1.

Fx(x)

Figura 5 Exemplo de Funcio Distribui¢do de Probabilidade
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O Célculo de probabilidade com fungio Fx(z) pode ser feito usando a
definicdo (1.11) e os axiomas de probabilidade (1)-(3), como mostram os
seguintes exemplos:

Exemplo 11 Cdlculo da probabilidade P(a < X < b)
{X<b}={z<alu{la< X <b} = P{X <b})=P({z <a}u{a < X < b})
Usando o azioma 3, e a definigdo de Fx(z) podemos escrever:
P{la< X <b})=PH{X <b}) - P{X <a})
Pla < X <b) = Fy(b) — Fx(a)
Exemplo 12 Cdlculo da probabilidade P(X > b)
Q={z <} uU{X>b}=PQ)=P{z<b}u{X >b})=1

Usando os aziomas 2 e 3 e a definicdo de Fx(x), temos:

P(X>b)=1-P(X <b)=1-F,(b)

Exerccio 13 Mostre que a fungdo:

Fx(z) = (1 + = (tan_l(x))
€ uma Fungdo Distribuicdo de Probabilidade.

Se X é uma varidvel aleatdria continua, muitas vezes é mais conveniente
adotar como modelo probabilistico a fungao densidade de probabilidade
em vez da fungdo distribuicdo. A func¢ao densidade de probabilidade é defini-
da como:

Definio 14 Se X ¢ uma varidvel aleatdria continua com Fungdo Distribuigdo
de Probabilidade Fx(z), entdo existe uma func@o fx(z) definida como funcgio
densidade de probabilidade, dada por:

dF’ x (ﬂ'))

fx(z) = (1.12)
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O teorema fundamental do cdlculo permite calcular Fx em fungdo de X
por:

Fy(z) = /: " fx(s)ds (1.13)

A monotonicidade e as propriedades limites da fun¢ao Fx(z) levam as
seguintes propriedades para a fungdo densidade:

fx(z) >0 (1.14)
" fx(z)dz =1 (1.15)

—o0

As probabilidades calculadas nos exemplos anteriores, usando Fx(z) po-
dem ser feitas com a fun¢do densidade de probabilidade como mostram os
exemplos seguintes:

Exemplo 15 Cilculo da probabilidade P(a < X < b)

Pla < X <b) = F,(b) — Fx(a)
Pla < X <b) = Fy(b) — Fx(a) = /b fx(z)dz

Exemplo 16 Cdlculo da probabilidade P(X > b)

b +o00
P(X>b)=1—Fz(b)=1~[ fr@da= [ fx(a)ds

Qualquer fungio satisfazendo as propriedades (1.14) e (1.15) é uma fun¢io
densidade de probabilidade. Uma das funcoes densidade de probabilidade
mais importantes é a fun¢gdo Normal ou Gaussiana.

Definio 17 Uma varidvel aleatdria é dita normalmente distribuida com parametros
i e o? se sua funcdo densidade de probabilidade é:

fx(z)= \/%aexp{—% (3:;“) } , —00 <z < +oo (1.16)
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Na densidade normal, p é o parametro de locagdo e o é o parimetro de
forma, como mostram a Figura 6a e 6b respectivamente.

04
o.ast

n.ar

o025}

nez

1%

- N e N - . \

e

% = 3 "z =] o b 2 3 4 5

Figura 6a Variacdo da distribuicdo Normal em fun¢io dos pardmetros u

04 T —T e

o.as|
(%) 0.3

0.25

——

N
]
E

Figura 6b Variacao da distribui¢do Normal em fung¢io dos pardmetros o

Definio 18 Uma varidvel aleatdéria Z normal é definida como padrdo quando
ela tem distribuicdo Normal com u = 0 e 62 = 1. Neste caso sua funcdo
densidade € dada por:

fz(z) = \/—IQ_EGXP {—%2} , —00 < z< 400 (1.17)

O célculo de probabilidade envolvendo uma varidvel aleatéria normal com
qualquer valor de y € o pode ser feito através da varidvel Normal Padrio,
usando a relagdo:

X —
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Assim para calcular a probabilidade:

P(a<X§b)=P(a—”<X—”<b—”)=P(z1<Z§z2)

onde:

o g o

_a—p 22=b—u
g g

Denotando por ®(z;) = P(Z < z;), podemos escrever:

Pla < X <b) = ¥(22) — ®(2)

Os valores da fungad ®(z) sdo encontrados em tabelas (ver anexo 1). O
exemplo a seguir ilustra o uso desta tabela.

Exemplo 19 Suponha que a corrente elétrica do Exemplo 1 é modelada co-
mo uma varidvel aleatéria Normal com p =5 e 62 = 1. Queremos calcular a
probabilidade P(4.5A < X < 5.5A). Usando a definicdo da varidvel normal

padréo, temos:

Entao,

— 4.5 —
zl_‘:a u: 5 5-_——-05
o 1
b— 5.5 —
=t > _ 105
o 1

P(4.5 < X <5.5) = ®(0.5) — &(—0.5)
P(4.5 < X < 5.5) = 0.6915 — 0.3085 = 0.3829

Note que se usarmos os dados da Tabela 1, verificamos que ezxistem 5/30
valores abaizo de 4.5 e 11/30 valores acima de 5.5, portanto existem 14/30
valores entre 4.5 e 5.5. A estimativa (ndo paramétrica) da probabilidade
procurada € portanto p = 14/30 = 0.4666, ou seja bem masor que o valor
verdadeiro se a suposicdo de normalidade N(5,1) for correta. A Figura 7
mostra a relagdo enire os percentis e os pardmetros da densidade Normal
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o.as}- -

L
oal B
o=sl an.3% 1

padrao.

Figura 7 Percentis da densidade de probabilidade Normal padréao
Algumas fun¢des densidade muito utilizadas sdo dadas na Tabela 4

Tabela 4 Fungoes densidade de probabilidade usuais
Nome Densidade fx(z)

Binomial &) (1 —p)**lpp,.m,0<p<1
Poisson 9‘—"—%%&2—1[0,1,,_,], A>0
Uniforme =1Ia,b],—0 <a<b<oo

Ezponencial oexp(—ax)lge),a >0

Weibull abz®~! exp(—az®)I(p00), 0 > 0,6 > 0

Gama ﬁ%z“‘l exp(—bz)L(p,00), ¢ > 0,6 > 0

Normal 721;—”exp{—% (z—;ﬂ)z},a>0,—oo<u<oo
LogNormal ————exp {—% (1’—“7‘15)2} I(9,00),0 > 0, —00 < pu < 00
Gambel lexp{-[5%+exp(-%2)]},—~0<a<co,b>0

t-Student Il(k+1)/2) [1 + (20’

—(k+1)/2
vEaT'(k/2) }

,k>1,—oo < u < 00,0 >0
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1.5 Valor Esperado e Varidncia

Assumindo-se um modelo probabilistico para uma varidvel aleatdria, é ra-
zoével que se expresse os valores de média e varidncia em funcdo dos pardmetros
da funcdo distribui¢do (ou densidade) de probabilidade da varidvel.

Definio 20 Se X ¢ uma varidvel aleatoria continua com fungdo densidade
de probabilidade fx(x). Define-se:
1) O valor esperado de X como:

E(X) = /_ " ofx(@)dz (1.19)

2) A wvaridncia de X como:
V(X) = B[X - EX) = B(X?) — [B(X)] (1.20)

O valor esperado é uma medida do valor central em torno do gual a
varidvel aleatéria vai esta distribuida e a varidncia é uma medida de dispersao,
medido o quanto a varidvel se distancia do valor esperado. Portanto ao coletar
uma amostra de uma varidvel, esperamos encontrar uma média amostral X
e uma varidncia amostral S?, préxima do valor esperado E(X) e da varidncia
V(X).

Exemplo 21 Se X ¢ uma varidvel aleatéria normalmente distribuida com
parametros | e g, entdo pode ser mostrado que:

E(X)= Jziia/_:xexp{—% (z;”) }dxzu (1.21)
V(X) = E(X? - p*=o* (1.22)

Este exemplo permite interpretar o fato de que maiores valores de o2
acarretam em maior abertura na curva de fx(z), como mostra a Figura 6b.

1.6 Distribuicao de Probabilidade Conjunta

Os modelos matem4ticos (probabilisticos) para muitos problemas de engen-
haria, geralmente envolvem mais de uma varidvel aleatéria. Assim quando



1.6. DISTRIBUIGAO DE PROBABILIDADE CONJUNTA 21

se tem duas ou mais vairdveis representamos estas por um vetor aleatério
X ={Xi,...,Xys}. Vamos iniciar considerando modelos com duas varidveis
aleatérias X = {X, X,}. Nestes problemas, geralmente é necessérios calcu-
lar a probabilidade conjunta do evento {X; < z1} N {X; < z2}. Denota-
mos essa probabilidade conjunta por P[X; < 71, X3 < z2]. O uso das funges
de distribuigGes individuais Fx,(z:) e Fx,(z2) para calcular essa probabili-
dade conjunta sé pode ser feito em casos particulares de independéncia en-
tre as varidveis. No caso geral, ¢ impressindivel que se conheca a Fungao
Distribuigao de Probabilidade Conjunta Fx, x,(z1,z2) que é definida
como:

FX11X2($12$2) = P[Xl <z,X2 < -'52] (1.23)

e Propriedades da Distribuicao de Probabilidade Conjunta
1) Fx, x,(%1,00) = P[X1 < 71, X2 < 00] = P[X; < z1] = Fx,(z1)
2) Fx, x,(00,%3) = P[X; < 00, X5 < z5] = P[Xy < 23] = Fix,(z3)
3)Fx, x,(00,00) = P[X; < 00,X5 < 00] =1
4) P(X; < 21+ Az, X3 £ 2o] = Fx, x, (%1 + Az, 23) ~ Fx, x,(T1, Z2)
5) P[X) < 11, X2 < 22 + Azg] = Fx, x,(21, T2 + Azz) — Fx, x,(21, T2)
6) Plz; < X1 <21+ Azy,23 < Xo < 29+ Azp) =

= Fx, x,(z1 + Azy, Z2 + Aza) — Fx, x,(T1, 22 + Azg)—

Fx, x,(z1 + Az, 22) + Fx, x, (21, 22)

Uma ilustracdo griafica das propriedades 4 a 6 é apresentada na Figura 8
que se segue:
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Figura 8 - Célculo da probabilidade conjunta de (X;, X2)

Definio 22 Sejem X; e Xy varidvess aleatdrias continuas com Fungdo Dis-
tribuicdo de Probabilidade Conjunia Fx, x,(z1,%). Entdo a fungdo densi-
dade de probabilidade conjunta, € definida por:

P Fx, x,(%1, T2)

= 1.
le,X2($1,$2) azlaxz ( 24)
Da equagio (1.24), podemos deduzir que:
X1 Z9
Fx, x,(%1,%2) = f / Ix1,x, (51, S2)ds1ds2 (1.25)
—oo J/—00

e Propriedades da funcao densidade conjunta
1) fx,(z1) = [75, Fxu.x. (71, T2)dzs
Da equagio (1.25) e da propriedade (1) da Fungdo Distribuicdo Con-
junta, Fx, x,(z1,00) = Fx,(z1), entdo:

T1

FXl,Xz(’zhoo) = Fx, ($1) =/ / fX;,Xz(sl; 32)d31d32
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Sabendo que Fx, (z1) = [*% fx,(z1)dz, concluimos a demonsntragao:
2) fx,(@a) = [0 Fx1, %, (%1, 2)dy

A demonstracio é idéntica & da propriedade (1)

3) FXI,X2(00 OO) = foo foo fxl,x2(81,32)d81d32 =1

Essa propriedade é o resultado direto da propriedade (3) da funcéo
distribuigdo conjunta

Exemplo 23 Cdlculo de Probabilidade usando a densidade conjunta:

P(Zl <X1 <m +A$1,$2 < Xg < $2+A$2) =
z1+Az1  pz2+Az2
= / / Fxi1x, ($1,$2)d$1d$2
3} Ty

Uma generalizacao para a func¢ao distribuicdo de probabilidade e funcio
de densidade conjunta pode ser feita considerando um vetor aleatério n-
dimensional X = [X},...,X,] e a relacdo entre as fungbes distribuicio e
densidade conjunta.

B"Fxl . ¢ ($1,.--,$n)
- _ e Xn 1.2
fX] . ¢ (xh ) xﬂ) 3391 .. 322" ( 6)

O célculo de probabilidade neste caso pode ser feito considerando um
subconjunto B C R" e temos:

P(X € B) = / fX;,...,X,. (:1;1, “en ,In)dﬂil . d.'L'n (127)
B

A integral f; em (1.27) é uma integral miltipla n-dimensional.
e Varidveis aleatérias independentes e funcao densidade conjun-
ta
Se (X, X;) sao independentes entdo, temos:P[X; < z;, Xy < zp] =
P[X, < 71]P[X; < 2] , consequentemente, temos:
Fx,,x, (%1, T2) = Fx,(21) Fx,(22)
Fxa,x: (21, T2) = Fx, (%1) Fx, (22)

ou seja a lei de lei de probabilidade para eventos independentes aplica-
se também as fungoes distribuicdo e densidade conjunta.
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Exemplo 24 Um vetor aleatério X =(X1, X,) Normal bidimensional, tem
distribuigdo conjunta dada por:

frun(ae) = Cop{-3xX- e x-p] 029

onde =(u1,p,2)' € um vetor das médias com E(X1) = e E(X3) = pg. A
constante C e a matriz Laxo sGo dadas por:

C = 1 5= o2 poyo,

= e
2mo102+/1 — p? po1oy 0}

onde V(X;) = 02, V(X;) = 02 e p é um nimero em (—1,1) dado pela
relagdo poyog = E(X1X3) — uijtg, que serd interpretado mais adiante neste
curso.Pode ser mostrado, com algum esforco de cdlculo, as propriedades (1)
e (2) da fungio densidade conjunta, ou seja:

@)= [ cen{-3K-wz X - )} do,

o= e 5 (55) }

fx,(z2) = /_ Cexp {_§(X )T HX -~ u)} dz,

o) = e {_1(35;2,”)2}

Exemplo 25 No Ezercicio anterior, se p = 0, entdo X, X, se comportam
como varidveis aleatérias normais independentes, ou seja:

o) = i3 (5) + (5 )

Ix1,%: (%1, Z2) = fx, (21) fx,(22)

Esse exercicio mostra que o pardimelro p estd associado ¢ dependencia
entre as varidveis normais. e esse parametro é denominado de coeficiente de
correlagdo. ;
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1.7 Soma e Produto de Variavis Aleatdrias

Operagoes matematicas envolvendo varidveis aleatérias sdo fundamentais
para anilise de alguns problemas reais. Para isso vamos apresentar aqui
algumas propriedades da soma e do produto de varidveis aleatérias.

e 1) Valor Esperado da Soma de Duas Varidveis Aleatdrias

Se (X;,X3) é um vetor aleatério continuo com densidade conjunta
Fx,. %, (21, T2) Jentdo E(X; + Xa) = E(X1) + E(Xz)

E(Xi+ X,) = / / (1 + T2) fx,,x, (21, Z2)dz 1 d2,

z) (f fxl,xz($1,$2)d$2) dz,+

+/ To (/ fx,,x2($1,$2)d1‘1) dzo

E(X,+ X;) = /°° Ty fx, (z1)dzy + /*00 Ta fx, (T2)dz2

—00 —00

E(X1 + X») = E(X)) + E(X>)

E(X, + X3) =/°°

e 2) Valor Esperado da Combinagao Linear de Duas Varidveis
Aleatérias

Se (X;,X2) é um vetor aleatério continuo com densidade conjunta
Fx1,%,(Z1,Z2) & a1, 0z s80 constantes, entdo

E(a1X1 + (1,2X2) = alE(Xl) -+ agE(Xg)

A generalizagio dessa propriedade para n-varidveis aleatérias Xi,..., X,
com densidade conjunta fx, .. x,(z1,...,Zs), leva ao seguinte resulta-
do:

E (zﬂ: agX,f) = ia;E(X,-)

e 3) Valor Esperado do Produto de Duas Varidveis Aleatérias
(Independentes)
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Se (X, X3) é um vetor aleatério continuo com densidade conjunta
Fx,x: (%1, T2) = fx, (T1) fx, (%2),entdo E(X1Xp) = E(X1)E(X,)

E(X1X2) = / / (.’Elxz)fxl,xz (.'131, $2)d$1d1‘2

E(X1X5) = /_ : /_ : (2123) fx, (31) f, (2) dzrda

E(X1X;) = / " o (o) ( / " (:cz)dxz) dzax

—00 —00

X [ T2fx,(T2) (/w IFx (xl)d9’1> dz;

E(X1X2) =/ xlfxl(zl)d:z:l X/ :L‘zfxz(.’llz)dxz

E(X1X2) = E(.Xl)E(Xz)

e 4) Varidncia da Soma de Duas Varidveis Aleatérias (Indepen-
dentes)

Se (X;,X2) é um vetor aleatério continuo com densidade conjunta
fxl,x2 (.’Dl,.’Ez) = le (wl)fxz (.'.02), entao V(X1 + Xg) = V(Xl) + V(XZ)

o0 o0
V(X1 + X,) = / / (z1 + 72)2fx, %, (%1, T2)dT1dT2 — (p1 + po)?
Lad e o] —00

V(Xl + Xz) = / .’E% (/ thxz ($1,$2)d$2> dr+
+2/ f z1Z2 fx, (%1) fx, (z2)dz dz,
+/ z5 (/ fXI,X2($17$2)d$1) dzy — (p + p2)?

V(X + X3) = / 22 f, (1) dz1 +

—00

2[ zlfx,(wl)dxlf Zofx, (%1, T2)dz2+
—0Q —ool

+ / 22 fxy(w2)dzs — (pi + 12)?

—00
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V(X1 + X;) = E(X}) + 2mps + E(X3) — (11 + pa)®
V(X1 +Xa) = B(X]) — pii + E(X2) — p3 =V (X1) + V(Xo)

5) Variancia do Produto de Uma Constante Por Uma Varidvel
Aleatdria

Se X, é uma varidvel aleatdria continua com densidade fx,(z;) e a, é
uma constante, entdo V(a;X;) = a?V(X;)

00

Viexs) = [ (@) o)do - (@)’

V(a1 X1) = af (f 21 fx, (%1)dz1 — Mf) =0V (X))

Combinado-se as propriedades (4) e (5) temos a generalizagdo dessa

propriedade para n-varidveis aleatérias X1, ..., X, independentes:
n n
Vv (Z a,rX,:) = ZG?V(X,)
i=1 i=1

1.8 Covariancia e Correlagao

A covaridncia é uma medida do grau de dependéncia linear entre duas varidveis
aleatérias, esta medida é calculada como:

Cov(X1, X3) = E[(X1 — m)(X2 — p2)] (1.29)

Na equagéo (1.29) estamos usando a notagdo que E(X,) = u; e E(X3) = po,
desenvolvendo o produto em (1.29), podemos mostrar que:

CO’U(.Xl,Xg) = E(X1X2) — U1 la (1.30)

Para interpretar a covaridncia entre duas varidveis vamos supor que y; =
uz = 0. Neste caso temos Cov(Xy, Xp) = E(X;X;) e podemos dizer que
se X;Xs > 0 = X; e Xy com mesmo sinal, entdo Cov(X;,X3) > 0, caso
contrario temos Cov(X;,X3) < 0. A Figura 9 apresenta uma interpretagio
grafica do sinal da covariancia.

Um estimador para a covaridncia, baseado em uma amostra de um vetor
aleatério é dado por:

1 « — —
Cxixa = =7 D (X = X)) (X2 — Xo) (1.31)
=1
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1 = (R

C =——» X1 Xi2— —=X1 X 1.32
X1X2 n— 1 z:El Z,l 1,2 (n _ 1) 1 2 ( )
A dificuldade na interpretagao da covaridncia é o fato desta depender da or-
dem de grandeza das variaveis envolvidas, por isso é mais pratico calcular
uma medida normalizada entre —1 e 1. Um coeficiente que preserva as mes-
mas propriedades do sinal da Cov(X,, X5) e s6 assume valores em [—1,1] é

denominado coeficiente de correlacao linear.

Definio 26 Se X, e X, sdo duas varidveis aleatdrias com varidncias o e
02 respectivamente, entdo define-se o coeficiente de correlacdo linear enire
X; e Xs por:

- CW(XI,X'Z) = E(X1X2) — Mij2
p 0109 g109

(1.33)

e Propriedades do Coeficiente de Correlagao Linear
1) lpl <1
2) Se X, e X, sdo independentes entdo p =0
NSeX =Xy,=>p=1

Se X, e X, sdo independentes = E(X,X,) = E(X1)E(X3) = ppe,
entao E(X1X2) — U1 fe = 0

4) Se (X,, X2) é um vetor aleatério normal bivariado e p = 0, entéao X,
e X, sao independentes.

e Estimador de p

Um estimador para o coeficiente de correlagio, baseado em uma amostra
de um vetor aleatério é dado por:

CXlxz _ ;f-l——l E?:l X5,1X5,2 - '(n_zl_)—f172

5= = 34
P="g5, 5,5, (1.34)

onde X, e X3 sdo as médias amostrais calculadas por (1.1), S; e Sy sdo
os desvios-padrdes amostrais calculados por (1.3) A Figura 9 apresenta
uma interpretacgao grifica do sinal da covaridncia e das propriedades do
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coeficiente de correlagéo.

2
X, <0, x2>a xl>0’ xz>0
p=nt1 Co X,)<0 ConXpX,)>0
p=1
p<0 p>0
X
x1<a X2<D 0
Cov(X ,X,)>0 p<0
p>0 X>0,X,<0 p=-1
p=1 Cov(X,,X,)<0

Figura 9 Interpretacéo do sinal da covaridncia

1.9 Densidade de Probabilidade Condicional

Quando o problema a ser analisado apresenta duas ou mais varidveis aleatérias
é importante saber como estas varidveis estao relacionadas. Por exemplo,
supondo que uma das varidveis assume um certo valor, como isto afeta a prob-
abilidade de ocorréncia das outras varidveis? Esta é uma das questGes que
s6 pode ser respondida conhecendo-se a Funcao Distribuicao de Prob-
abilidade Condicionada.Para definir essa fungio distribui¢do condicional
vamos considerar os eventos {X; < z;} e {X2 € E}. Queremos calcular a
probabilidade condicional:

P(X; <z,X; € E)

P(X1_<_$IIX2€E)= P(XgEE)

(1.35)

Note que P(X; < z1|X, € E) é uma lei de probabilidade para a varidvel X,
pois a segunda varidvel X; é assumida conhecida.Considerando os eventos:

A={$1 < X3 S$1+A$1}
B={$2 < Xo S$2+A$2}
podemos escrever:

P(zl < X3 <z +A$1,ZL‘2 < X5 < $2+A$2)
P(xz < Xq < zo+ A:L‘Q)

P(X,€e AlX;€B)=
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Com a propriedade (6) da fungdo distribuigdo de probabilidade conjunta,
podemos escrever que:

62Fx1,xz($1, $2) . P[:x;l <Xi<11 + A$17$2 < Xog<z9+ AZ2]
= lim
6551 3:1:2 Azy1,Az2—0 A$1A$2

Usando a relagdo (1.24), podemos escrever que:
P[.’Ill < X1 S $1+A.'L'1,ZE2 < Xg S $2+A$2] =~ fX1X2($1,$2)A$1A$2 (136)

Desenvolvendo a mesma relagao para o caso univariado, temos:

dFX2 (.’Dg) ~ fm P[.’l?g < Xg<zo+ A.’Ez]
dzo Az2—0 Azq

Assim temos:
P[$2 < Xg S To + Axg] ~ sz ($2)A$2 (137)

As equacées (1.36)-(1.37) permitem deduzir que:

P[.’El <X, <z + A£B1|$2 < Xy <xzH+ A.’L‘g] = f—lexz—((a;-l—’)x—zlel (1.38)
) Xa2\L2

definindo a funcdo densidade de probabilidade conjunta por:

. Pl < Xi <21 +Azy|ze < Xo < 29+ Az
Frixale) = i PO SK S0 E A0 <X S 00t Barl () 49)

2—)0

Com as equagdes (1.38) e (1.39), podemos definir formalmente a fun¢do den-
sidade de probabilida conjunta como: '

Definio 27 Se X; e X, sdo duas varidveis aleatdrias continuas com funcdo
densidade de probabilidade conjunta fx, x,(z1,Z2) e X, tem densidade marginal
Fx,(z2), entdo a fungdo densidade de probabilidade de X, condicionada a X,
¢ definida como:

fX1X2 ($1a$2) (1.40)

fX1|X2($1l$2) = fx (371 172)

Exemplo 28 Um vetor aleatério X =(X I,Xg)‘ Normal bidimensional, tem
distribuicdo conjunta dada por (1.28):

Ix1,%,(%1,72) = Cexp {—-%(X —) oYX - ll)} (1.41)
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A densidade condicional fx, x,(1|z2) pode ser calculada usando (1.40), e
chega-se a seguinte ezpressdo:

Fx1x;(z1|z2) = Dexp {_%%’(_11——_;)) [(:m — i - %(.’L‘z - uz)] } (1.42)

com a constante D = 1/+/2r0,(1 — p?). Notamos portanto que denotando
por pye = py — (po?[o3)(zz — pa) e por 0f|2 = g,(1 — p?) podemos escrever
Ixyx,(z1|72) como uma densidade normal N (u”g,oflz).

1.10 Valor Esperado e Variidncia Condicional

Quando o célculo do valor esperado de uma varidvel aleatéria é feito com
a fungdo densidade condicional em lugar da fun¢io densidade marginal, esse
valor esperado é denominado valor esperado condicional e 0 mesmo se aplica
para a vairdncia. O valor esperado e a variancia condicional sdo definidos
como:

Definio 29 Se X = (X;, X2) é um vetor aleatéro contiuo com fun¢io den-
sidade de probabilidade condicional fx, x,(z1|z2). Define-se:
1) O valor esperado condicional de X, dado Xy como

E(X1|X2) = [w $1fX1|X2 ($1|$2)d$1 (143)

2) A varidncia condicional de X, dado X, é:
V(X1 Xs) = B(XP|Xs) - [B(X:1|X2)] (1.44)
Exemplo 30 Considerando o exemplo anterior, temos:
E(Xi| X2 = z3) = w1 + (p01/02) (T2 — o)
V(X1|Xz = 2) = 01(1 - p%)

Exemplo 31 Considere os dados do consumo médio mensal de energia elétrica
X (KW -hora) de uma residéncia de classe média de uma cidade tropical e
0s dados da temperatura média mensal desta cidade T (°C') para os dltimos
cinco anos, dados na Tabela 5. Queremos analizar estatilicamente essas duas
varidveis aleatdrias e verificar se hd uma relacdo entre elas.
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Tabela 5 Consumo de energia elétrica X e Temperatura T°
X T ¢t X T ¢+ X T ¢t X T t X T
106 19 13 101 27 25 98 27 37 100 22 49 101 25
105 18 14 96 26 26 101 30 38 104 28 50 100 30
101 24 15 100 28 27 101 31 39 105 36 51 101 31
102 21 16 104 29 28 104 31 40 100 27 52 101 22
99 27 17 98 27 29 101 26 41 103 29 53 102 29
105 33 18 105 27 30 99 25 42 100 26 54 99 24
103 29 19 100 27 31 101 26 43 99 25 55 99 22
99 23 20 101 29 32 105 20 44 101 22 56 99 22
99 24 21 100 28 33 106 20 45 99 23 57 98 24
100 23 22 100 24 34 100 26 46 103 30 58 106 35
100 28 23 101 23 35 98 22 47 104 30 59 97 23
99 26 24 102 23 36 102 27 48 102 28 60 104 30

© 00~ D U W |

—
N = O

A anélise dos dados tabelados comega com um gréfico de X x T, dado na
Figura 10. Este grafico mostra uma relacao ndo linear entre as varidveis, de
forma que a estimativa do coeficiente de correlagdo para esses dados é baixo
p=0.25.

X (Energia) | T (Temperatura)
média | X =101.13 T = 26.12
dp | Sx = 23826 | Sr=23.7736

2643.48 — (60/59)101.13 x 26.12

2.3826 x 3.7736 025

)
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No entanto uma analise mais cuidadosa do grafico da Figura 10 identifica
duas relagoes lineares: uma para 7" < 25 °C e outra para T > 25 °C.

Xt{MW-hora)

Figura 10 Relagdo consumo de energia X temperatura

Separando os dados da Tabela 5 em dois conjuntos, um com os valores de
T < 25 °C , e o segundo com o restante, temos dois conjuntos de dados. A
Tabela 6 apresenta o conjunto de dados para 7" < 25 °C.

Tabela 6 Consumo de energia para T' < 25 °C
t X T ¢t X T
1 105 19 33 106 20
2 105 18 35 98 22
3 101 24 37 100 22
4
8

102 21 44 101 22

99 23 45 99 23
9 99 24 52 101 22
10 100 23 54 99 24
22 100 24 55 99 22
23 101 23 56 99 22
24 102 23 57 98 24
32 105 20 59 97 23

A estimativa do coeficiente de correlagdo para esses dados é p = —0.78,
portanto bem maior que a estimativa calculada com todos os dados. O
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grafico da Figura 11 mostra a relagao linear entre essas duas varidveis.

X (Energia) | T (Temperatura)
média | X = 100.72 T =22.18
dp Sx = 2.5295 ST = 1.6800

Tn—l—_l E;;l Xi,lXi,2 - (TT_L'l—))_(lyz

P= 5.8,
o _ 223113 (22/21)10072x 2218 _ o
p= 2.5295 x 1.6800 -

; 104

T(C)

Figura 11 Relacio entre Energia x Temperatura para (7' < 25 °C)
A mesma andlise pode ser repetida para T° > 25 °C, os resultados sdo ap-
resentados a seguir e a Figura 12 mostra que nesta faixa de temperatura a
relacdo linear tem inclinacao positiva com p = 0.68.
X (Energia) | T (Temperatura)
média | X =101.37 T = 28.39
dp | Sx=2.2047 | Sr=2.5631

o Do XinXig — X 1 X2
5152
2882.21 — (38/37)101.37 x 28.39
2.2947 x 2.5631

)
I

= 0.68

)
i
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2

X’ (KW~hora)
8
>

8

"y
-]

x

X " s ) s i .
18 20 22 24 26 E2 ] 30 32 34 38 38
T(°C)

Figura 12 Relagdo entre Energia x Temperatura para (T' < 25 °C)

Considerando o consumo de energia elétrica X e a temperatura 7' como
varidveis aleatdérias normais, cujas médias e varidncias estdo estimadas no
exemplo anterior, podemos estabelecer a relacio linear para cada uma das
situagoes (T < 25 °C) e (T > 25 °C), usando a equagdo (1.43). Assim temos:

E(X)| X2 = z2) = 1 + (po1/02)(x2 — p2)

E(X\|X, = 23) = 100.72 — 0.78 x 2.5295/1.6800(T — 22.18) , T < 25°C
142752771 101.37 4+ 0.68 x 2.2974/2.5631(T — 28.39) , T > 25°C

Essa relagdo permite calcular o valor esperado do consumo de energia
elétrica para uma previsdo da temperatura. Relagoes mais complicadas entre
varidveis aleatérias é o campo de estudo dos modelos de regressao. O exercicio
a seguir pode dar uma rapida idéia de como os modelos de regressdo entre
varidveis aleatdrias podem ser ampliados.

Exerccio 32 Repetir o Exemplo anierior considerando como segunda varidvel
agora o log(T) em lugar de T. Apds encontrar a relagio linear entre X e T,
calcule o residuo (erro de ajuste) dado por ¢ = X — T e faga uma andlise
descritiva deste erro.

1.11 Técnica de Regressao

Supondo que temos as medidas de duas varidveis (X,Y) tomadas em pares
{(z1,91),--.(@n,yn)}- Sabemos que hd uma relagio entre estas varidveis,
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mas devido as imprecises e aleatériedades ndo podemos determinar com
exatidao essa relagdo, por exemplo: A relacdo mais simples é a reta, neste

caso temos:
Y=aX+p+e¢ (1.45)

Onde € € um erro de medida que introduz aleatoriedade no modelo. Pode-
mos calcular as constantes a e 8 tal que o erro quadritico médio entre os
pontos {(z1,¥1), - .- (Zn,Yn)} observados e a equagdo (1.45) seja minimo. As-
sim prescisamos encontrar «, 3, solu¢iao do problem:

: 1« 2

min 5(a, ) = n—jizzl(ys‘ —azi+ f) (1.46)

Para encontrar ¢, § que minimizam S(a, 8), diferenciamos (1.46) em relagio
a cada um dos parametros e igualamos os resultados a zero,

05(c, -2 &

g; 8 n—1 iz:;(yi — ozi+ f)z; =0 (1.47)
8S(a,B) _ -2

1(36/; )=n-1§(yi—“$i+ﬁ)=0 (1.48)

Assim temos o seguinte sistema de equagGes lineares para resolver:

(z": xi) a+nf= (z": y,:) (1.50)

A solugio deste sistema leva aos valores de & e E que minimizam o erro médio
quadratico, ou seja:
1 n YV
;l_—_l Zi=1 xiyi - (nﬁl) XY — CX1X2
S% S%
B=Y-axX (1.52)

(1.51)

a=

4

Onde X e Y sio as médias amostrais de X e Y respectivamente, S% ¢
a variancia amostral de X e Cy,x, é a covariincia amostral entre X e¢ Y.
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Comparando este resultado com a expressio do valor esperado condicional
E(Y|X = z) = py + (poy/ox,)(z — px) e sendo p = Cxy/SxSy, temos
que @ = pSy/Sx e a equagao da reta que minimiza o erro médio quadrético
pode ser escrita como:

i =Y + (8Sy/Sx)(zi — X) (1.53)

Uma medida da qualidade do ajuste é dada pelo coeficiente de determinagao,
estimado como:

2 variagao explicada pela reta

variagao total em Y

r? = E(ga(z;tita}: 2Y)2 (1.54)

o coeficiente r? pode ser interpretado como a fragio da variagdo total que
é explicada pela reta de regressido de minimos quadrados, se toda variagao é
explicada pela reta, teremos r? = 1.

Exerccio 33 Verifique a relagido linear entre os meses do ano e o consumo
de energia elétrica (em MW-hora) no setor residencial de uma regido urbana
do Estado de Sio Paulo, e encontre o ajuste de minimos quadrados para essa
relagdo:

Més\Ano 75 76 77 78 79

jan 63 77 81 95 106
fev 62 66 76 92 100
mar 75 72 82 102 110
abr 59 1 81 97 109
mai 69 78 88 98 114
Jjun 65 15 82 99 104
Jul 65 76 89 96 114
ago 68 718 89 99 106
set 69 79 90 101 113
out 74 80 92 105 114
nov 7% 8 91 101 117

dez 68 83 103 107 125

Vamos denotar por Y o consumo de energia e por X o tempo que varia de
1,2,...60 meses. A relagao linear ¢ verificada pelo coeficiente de correlagio
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linear estimado por:

e i YT — iy XY
g SxSv

= 0.97

A reta de minimos quadrados ajustada é mostrada na Figura 13, juntamente
com as observagdes utilizadas no ajuste:

Y =60.14+0.926X

100}

Y(l) (Demanda em MW-hora)
®
o

~
S
T

2

50 1 1 . L "
[} 10 20 3o 40 50 60
tempo (meses)

Figura 13 Ajuste da tendéncia da demanda de energia elétrica

O coeficiente de determinacio desta reta é r2 = 0.557, ou seja a reta de
minimos quadrados explica menos de 60% da variacdo total do consumo de
energia. A andlise do erro (o residuo da regressio) permite avaliar a incerteza
aqual estaremos sujeitos ao estimar o consumo para um meés futuro. O célculo
do residuo dado por ¢; = y;— (az;+5) parat = 1,... 60, fornece um conjunto
de medidas do erro cuja distribui¢do é dada na Figura 14 e a estatistica
descritiva é dada na Tabela 7.

Tabela 7 Estatistica Descritiva dos Residuos €,
Média Mediana Sd I.C. 95%
0 0.0238 3.923 [-7.0397 ; 9.6132]

O histograma does residuos dados na Figura 14 mostra uma distribuicao
simétrica em torno da média indicando uma boa aproximacio normal para
€, execeto por tittia assimetria para a direita, mas com um coeficiente de
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assimetria CK = —0.0067 considerado pequeno.

25— T T T T

201 ‘{

Frequéncia

|

-10 - o ) 10 15
Residuo

Figura 14 Histograma dos Residuos ¢,

Uma forma de verificagdo grafica da normalidade dos residus muito usada em
modelos de regressao é o gréafico probabilistico normal, onde a escala do eixo
vertical é calculada de forma que a distribugao de probabilidade da varidvel
normal seja transformada em uma reta, como mostra a Figura 15.

T T ! T T T T e T
099 | ; ; ; i : i i ;
098 |-

095
o9}

o075}

050 i b,

Probabiiidade

001 fyioa
e

i { 1. 2 ! 1 -

i
-8 -6 —-4 -2 o 4 & 8 10 12

2
Residuos

Figura 15 Gréfico Probabilistico dos Residuos ¢

O uso da equagdo ajustada para fazer previsio dos préximos 12 meses leva
ao seguinte resultado:

Yir = 60.1 + 0.925X,,, parat =60 e k=1,2,...12
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Més Previsdio Observado Erro (%)

jan 116 124 —6.04
fev 117 116 1.23
mar 118 119 —0.54
abr 119 114 4.63
mai 120 127 —5.35
jun 121 119 1.79
jul 122 121 0.87
ago 123 143 -13.99
set 124 112 10.63
out 125 123 1.49
nov 126 132 —4.73
dez 127 133 —4.75

O gréfico da Figura 16 mostra os valores previstos e observados juntamente
com os dados histéricos usados no ajuste do modelo de regressio. Note que
o uso do modelo de regressdo s6 permite prever a tendéncia (ou média) da
demanda para os meses futuros.

150 T
140 %*  Histdrico
e Provisio
2> Observado
130}
1204
Fwo
v
£ ool
]
g
a0
8
80}
+ ¥ ¥
* * :** *
7 * Ao
*
*y
60|

n " " . 2 i .
10 20 30 40 50 &0 70 80
meses

Fgura 16 Valores previstos e observados para 12 meses

Duas medidas de avaliacio da qualidade da previsao muito usadas sao: O Er-
r0 Quadrdtico Médio (EQM) e Erro Absoluto Percentual Médio (EAPM),
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que podem ser calculados como:

N
REMQ = %Z[Ym (t+ k) = Ypreo (£ + K)]? (1.55)
k=1
100 o | Yoso (8 + k) — Yoreo(t + )
EMAP(%) = < > A (1.56)

Para esse exemplo, temos REMQ = 7.97 e EMAP = 467%. O REMQ
é avaliado por comparagdo com o desvio-padrao do residuo ¢, note neste
caso que REMQ > 25d (dado na Tabela 7), portanto temos um erro grande
indicando a imprecisdao do modelo. O EM AP ¢ avaliado de forma subjetiva e
de acordo com a experiéncia do analista, neste caso temos RMAP < 5% que
em muitos problemas reais é considerado um erro pequeno.Quando o modelo
linear ndo é satisfatério, podemos optar por modelos ndo lineares que sio
mais complexos, ou modelos de regressio miiltipla.

e Pardbola de Minimos Quadrados

As idéias acima podem ser estendidas para ajuste de uma pardbola dada.
por:
Y =a+bX +cX? (1.57)

O ajuste da parabola de minimos quadrados é obtido calculando-se os coefi-
cientes a, b e ¢ que sdo solugdo do sistema de equagGes lineares:

na+bZz+cZz2=Zy (1.58)
aZx+bZz2+cZ$3=Zzy (1.59)
a2$2+b2z3+02x4=2z2y (1.60)

Esses modelos sao geralmente usados para descrever tendéncia de crescimento
ndo linear em séries de consumo de energia elétrica, onde Y representa o
consumo de energia e X representa a escala de tempo ( més, por exemplo).

e Regressao Miiltipla

Quando é necessario considerar mais de uma varidvel para explicar o
comportamento de uma varidvel de interesse, é necessirio uma regressao
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multipla. No caso de duas varidveis explicativas estamos considerando o
modelo do tipo: '
Z=a+bX +cY (1.61)

Para obter o ajuste de minimos quadrados precisamos calcular os parametros
a,b e c resolvendo o seguinte sistema linear:

na+bZz+cZy=Zz (1.62)
aZz+wa2+chy=Zzz (1.63)
aZy+bey+cZy2=Zyz (1.64)

Um exemplo onde esses modelos sdo aplicados sao os modelos onde o consumo
de energia de uma regido Z estd relacionado além da renda per capita X,
também depende do prego de uma fonte de energia alternativa como o prego
do petréleo, Y.

As generalizacOes para vdrias varidveis, assim como para modelos néo
lineares mais complexos sao muito usadas em modelos de regressio como
mostram os exemploas a seguir:

Exemplo 34 Neste ezemplo apresentamos uma classe de modelos que uti-
lizam técnicas regressao multipla visando avaliar o efieto de varidveis exzoge-
nas no consumo de energia eléirica. Nesta classe de modelos se assume que
0s bens de cosumo que usam energia elétrica de uma sociedade S; sdo medi-
dos em quaniidades de Watts que esses bens potencialmente podem consumir.
Denotando por E; a quantidade de energia elétrica, medida em KW -hora,
consumida por essa sociedade, o modelo supde que a relagio entre essas duas
varidveis € dada por:
Et = u(Xh Yta Zt)St

onde u(-) é a taza de utilizacdo de S; e assumidamente dependente de varidveis
como, Renda per capita X;, Preco da energia eléirica Y;, e outros fatore
(econdmicos, sociais e demogrdficos) Z,. Uma suposicdo para a funcdo utili-
dade u(-), € assumir que:

u(Xe, Y3, Zt) = ap + a1 X + axYy + a3 Z;
um modelo possivel e mais realista para a funcio utilidade u(-) é:
w(Xe, Vi, Z3) = ag + a1 In(Xy) + a2 In(Y}) + a31n(Z;)

Essa classe de modelos sdo amplamente utilizadas para andlise e previsdo do
consumo de energia a longo prazo.



Capitulo 2

Topicos de Inferéncia
Estatistica

2.1 Inferéncia Estatistica

Para colocar o problema bésico de inferéncia estatistica vamos con-
siderar que {z,zs,...,T,} sd0 observacdes de uma varidvel aleatéria nio
necessariamente independentes ou identicamente distribuidas, com fungio
distribuigdo de probabilidade conjunta Fx(zi,z2,...,Z,|©), onde © =(#;,
..., Up) € RP é o vetor de parametros da distribuicio Fx(-). Denotamos
um estimador de ©, como uma funcéo t,(z,,%s,...,z,) das observagdes e
usamos também a notacgao ®= to(Z1, T2, - - ., Tp) para indicar um estimador

do vetor ©.
O estimador %,(z1,%2,...,%s) ndo é dnico e a escolha do melhor esti-

mador depende de propriedades tais como tendéncia ou vicio, convergéncia,
eficiéncia,..., etc.

Definio 35 Um estimador t,(z1,%s,...,%,) € um estimador ndo tenden-

ciosos de © se:
E{tn(zl7x2:"'1xﬂ)_®} =0 (21)

Definio 36 O vicio ou tendéncia de um estimador t,((z1,22,...,z,) de ©

€ dado por:
E{tn(wl,zz, ey .'En)} -0O= bn(@) (22)

Um estimador ¢, (1, Z2, - - -, Tn) é frequentemente tendencioso ou viciado,
mas em geral a tendéncia b,(©) vai para zero quando 1 — 0, por exemplo:

43
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Se t, = s, + (1/n), onde s, é um estimador néo tendencioso, entdo lim¢, —
sn. Neste caso se diz que £, é assintéticamente nao tendencioso.

Definio 37 Um estimadort,(z1,Z2,-..,Zys) € um estimador assintdticamente
ndo tendenciosos de © se:

lim 5,(®) =0  para todo © € R? (2.3)

n—00

Uma outra propriedade que queremos para o estimador ¢, (%1, Tz, ..., Tys)
é que ele convirja em probabilidade para o parametro verdadeiro © quando
n — oo.

Definio 38 Um estimador t,((1, Z2, - - ., Ty) € um estimador consistente de
© se somente se:

lim t,((z1,%2,...,%n) Le para todo © € RP
n—00

Exemplo 39 Seja {z1,%2,...,T,} observagdes de uma varidvel aleatdria in-
dependente e identicamente distribuida (i.i.d.) com média p e varidncia o
e considere as estatisticas (estimadores):

n

7 = Z; (2'4)

S|

=1

1 <« - 1
2 __ ¥\ —
S _n—lg(Xz X) n—1

(y_n_: X2 - njfz) (2.5)

=1

U? = %Eﬂ:(xi -X)?= % (zn: X2 - nf"’) (2.6)

Queremos verificar se esses estimadores para p e o2 sio tendenciosos.
1) Considerando X temos:

B == Bs) =
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2) Considerando U?, temos:
E(U? = (ZE (X2 —nEX ))
E(U?) = (o + p) - E(X)
) = 641 ( +1)
E(U? = a # o?

8) Agora considerando S2, temos:

S2 — n U2
n—1
E(8%) = = “E(UY)
E(8?) =o?

Portanto X e 5? sio estimadores ndo tendenciosos de p e 62 respectivamente,
mas U? é um estimador tendenciosos de 0. A tendéncia do estimador U? é
dada por:

bn(0?) = E(U?) - o?

0.2

bu(0?) = T

Note que limb,(0c2) — 0, quando n — oco. Portanto U? é um estimador
assintoticamente ndo tendencioso de o®. Para analisar a consisténcia dos
estimadores vamos considerar a desigualdade de Chebyshev para X, dada

por:
V(X )

Sendo:
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Temos que:

— o2
P(IX-M|Z€)S;€3
lim P(|X —p|>€) =0

n—00

Portanto X 5 p. Com um pouco mais de cdlculos algébricos podemos
mostrar da mesma forma que, S? 5 02 e U? 5 02. Assim pode ser mostra-
do que os estimadore X,S% e U? sdo estimadores consistentes de p e o
respectivamente.

Exerccio 40 Gerar amostras de tamanho n = 10, 30,...,1000 de uma varidvel
aleatéria N(5,1) e calcular os valores dos estimadores X,S% e U? para co-
da uma das amostras. Faga um grifico de X,S? e U? por n e verifiqgue a
convergéncia dos estimadores graficamente.

2.2 Estimativa de Maxima Verossimilhanca
(MLE)

Definio 41 Se {z,%3,...,Z,} sdo observacies de uma varidvel aleatdria
ndo necessariamente independentes ou identicamente distribuidas, com fungédo
densidade de probabilidade conjunta fx(z,,%s,...,2,|0©), onde ® =(b,,...,6,)
€ o vetor de pardmetros de fx(-), a funcdo de verossimilhanga de X € definida
por:

L(©®) =fx(z1,Za,---,Z,|O) (2.7)
Se {z1,%3,...,Z,} € uma amostra aleatdria independente entio:
n
L(©) =fx(z1, %2, ..., za|®) = [ fx(:]©) (2.8)
i=1
Qualquer estimador e = ta(z1, T2, ..., Zy), tal que:

L(©) = sup{L(®) : © € R}

E chamado estimador de mdzima verossimilhanca (MLE).
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O estimador © que maximiza L(®) ¢ o mesmo que maximiza log L(©),
¢ mais prético entdo encontrar ® maximizando {(®) = log L(©). No caso
de uma amostra independente, temos:

0= meaxl(@)=mgx {Zlogfx(z,-lé))} (2.9)

i=1

Exemplo 42 Seja X = {z1,%s,...,T,} observagies independentes de uma
varidvel aleatéria X normalmente distribuida como média u e varidncia o2.
Neste caso temos © = (u,02) e a funcdo de verossimilhanca dessa amostra
¢ dada por:

@) = [l 7oy { -5t )
10) = (55:) " e { -t St}

Sendo:

Z(zi —p)i= Z:Bf —2npX +npd +nX. —nX.
i=1

i=1

n n
Z(zi —-p)?= fo — X +n(l - 2uX + X))
i=1 i=1

n

> @i — ) = (0 — 1)S*X) + (X - ?

i=1 . .
2%y — _ & 2
onde S*(X)= — 1lzzl(:c, X)

Assim a funcdo de verossimilhanca para X pode ser escrita como:

n/2
L(®) = (2:02> exp {_Zl,—i [n(X — p)?+ (n— 1)S2(X)]}
Tomando-se o [(©) = log L(®), temos:

I(©) = g-log27r — —g—logo2 ~ -2-(1;-2- [n(X = p)® + (n — 1)S*(X)]
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Derivando I(©) com relacio aos pardmetros e igualando a zero, para encon-
trar os estimadores [i e 6> que mazimizam [(©), temos:

ol(®) T
o " XTm=0
i=X
0l(O) n 1 —
S = 503 T 507 (WX =W + (n— DSUX)] =

fazendo p =X,

(X) = Zz -

Portanto o estimador dado por (1.1) é o estimador de mdzima verossimil-
hanga de p, mas o estimador de mdzima verossimilhanca de 0% ndo é (1.2)
e sim o estimador viciado dado em (2.6)

2.2.1 Qualidade do Estimador

Usa-se o conceito de concentracdo de uma varigvel aleatéria em torno de um
ponto para comparar dois estimadores. Um estimador ©; € mais concentrado
em © que outro ©, se para todo r > 0, temos:

P(’@l—el <r) zP(|€)2—®‘ <r) (2.10)

Se a desigualdade (2.10) vale _para pelo menos um r > 0 entdo o estimador
@1 é preferivel ao estimador (-32

Definio 43 Um estimador t,(z1, 3, . ..,T,) € tal que \/n( t, — ©) tem dis-
tribuicdo assintdtica N(0, J%(O)) para alguma fungio J(©) é chamado esti-
mador consistente normal assintdtico (CAN).

Nota 44 Quando n € grande o estimador de mdzima verossimilhanca (MLE)
é o estimador consistente normal assintético (CAN) mais concentrado.
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2.3 Inferéncia Bayesiana

Na abordagem bayesiana o vetor de pardmetros ® =(6y,...,0,) € RP a ser
estimado é considerado um vetor aleatdrio, de forma que € razoavel imag-
inar que um especialista possa conhecer alguma informacgdo a priori sobre
esses parametros. Esta informacdo pode ser resumida em uma densidade
de probabilidade conjunta, densidade a priori 7y(©). Agora vamos con-
siderar as observagdes X = {z,%s,...,%,} de uma varidvel aleatéria ndo
necessariamente independentes ou identicamente distribuidas, com fungao
densidade de probabilidade condicionada nas varidveis ©® que denotamos por
Ix(z1,%2,...,2,|®).Usando o Teorema de Bayes (1.10) podemos calcular a
densidade conjunta do vetor de parametros ©, condicionada nas observacoes
X por:
fx(z1, 32, . . -, 24| @)1 (O)

f@ fx(wl,xg, . ,a:n|(-))7r0(9)d@

A densidade a posteriori 7 (0©|X) é interpretada como a informagio sobre
os parametros, que se obtem ap6s (a posteriori) a observagdo dos dados X.
Essa densidade incorpora ambas informagoes vindas da experiéncia prévia e
dos dados observados. Portanto a técnica de inferéncia Bayesiana permite
considerar a experiéncia de especialistas no modelo estatistico. Notando que
a integral no denominador de (2.11) é sobre o espago dos parametros, entdo
esse termo s6 depende das observagoes conhecidas. Assim podemos sem
- perda, considerar somente o numerador de (2.11), ou seja:

m(O]X) = (2.11)

m(O|X) o fx(z1,Za,-.-,2Zn|O)m(O) ’ (2.12)

O simbolo “o” indica proporcionalidade.

Queremos encontrar o estimador Bayesiano 2] que minimize uma fun¢ao
perda J(©,0) = E(® — ©)2, ou seja uma perda quadrética. Pode ser
mostrado que esse estimador é dado pelo valor esperado condicionado E(©|X)
com relacdo a densidade a posteriori 7, (©|X), ou seja:

6= fe O (0|X)de (2.13)

Exemplo 45 Supor gue o conjunio de (n = 30) observagdes da Tabela 1 é
uma amostra aleatdria independente de uma v.a. X com distribui¢cdo Normal.
Para se fazer a inferéncia Bayesiana da média p e da varidncia 0 desses
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dados, vamos considerar a funcgido de verossimilhanca dada por:

@) = (53) " o0 {~ otz B~ w7+ (n- 05°00)] }

Assumindo agora que a opinido de um especialista sobre esse equipamente
assegura que a média p varia normalmente em torno de uma média py com
um desvio-padrio de a2 = o®[ky, onde ko € uma constante conhecida, temos
plo? «~ N(up,0%/ky) e a variancia o® tem distribuicio Inv-x*(vy,0z) entdo
a densidade a priori € dada por:

1 (w- uo)z} LY™E %0g
7o(©®) Varon exp { 207 p eXP =5

- —( 1
(@) xx 67 (0?) Col24D) exp {—2—03[”003 + ko(p — #0)2]}

Usando Teorema de Bayes para combinar as informagédes a priori de my(©)
e as informagdes nos dados em fx(©|X), temos a densidade a posteriori,

dada por:
m(O|X) o fx(©|X)m(©)

(v 1
m(0]X) x 07" (%) o240 exp {—zj"g[’/oag + ko(u — #0)2]} X
n 1 —_
x (o?) /2 exp {——2—0—2 [(X = p)?+ (n— 1).92()()]}
Apds alguns cdculos algébricos mostra-se que:

—(vn 1
m(0|X) x a7 (0?) “n/24D) exp {—ﬁ[uﬂcffl + k(11 — un)2]}

com:
ko n <
= X
b= ™ T htn
kn=k0+‘n
Vh=1Vp+n
kon -
V02 = uyap + (n — 1)S*(X) + (X — wo)?

ko+n
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Note que os parametros da densidade a priori combinam as informacoes a
priors e as informagdes contidas nos dados, por exemplo, p, € o média pon-
derada da média a priori yy e da média amostral X com peso determinado
pela precisdo relativa das duas fontes de informagdo. Assim, se n € muito
grande e ky € muito pequeno a média a posteriori tende a se aprozimar da
média amostral X, caso contrdrio a média a priori passa a assumir um pa-
pel importante na estimativa de p,. A soma de quadrados a posteriori v,o2
combina a soma de quadrados a priori w0}, a soma de quadrados amostral
(n — 1)S*(X) e a incerteza adicional trazida pela diferenca entre a média a
priori e a média amosiral.

Exemplo 46 Usando os dados da Tabela 1, temos n = 30, X = 5.0910, 52 =
0.6137. Assumindo os pardametros da priori dados por uy = 5,15 = 10 e
ko = 1 que implica em 02 = o%. Podemos estimar os pardmetros da posteriori
como:

_ ko + n -
T ho+n' T ko+n

5 30 x5.0910
Nn—3—1+—3i_—-5.0880

Aumentando a precisio a priori, fazendo ko = 100 , temos u, = 5.021,
ou seja uma estimativa muito mais prézima da média a priori py = 5.

Vin

2.3.1 Algoritmo Amostrador de Gibbs

Considerando a densidade a posteriori 7(©|X) = w(f,,...,0,|X),podemos
encontrar as densidades condicionaios 7 (x|© _x, X), onde estamos denotan-
do por ©_=(0,...,0k-1,0k+1,- - .,0p), ou seja todos os pardmetros exceto o
pardmetro 0. Essas densidades condicionais podem ser usadas para estimar
o parametro §; usando algoritmo de simulacao de Monte Carlo em Cadeia de
Markov (MCMC). Vamos ilustrar o uso desta técnica com o exemplo anterior.
Para isso temos as densidades condicionais:

P, X) o exp { = ) (214)

(u|o®, X)~Normal (—k%;’%?—,ﬁ/kn> (2.15)
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e integrando a posteriori 7 (1, 02|X) em relagdo a p, temos que:

2
q(02|ﬂ7 X) o' (0-2)“(”n/2+1) exp {_327%} (2.16)
(0|1, X)~Inv — x*(vy, 02) (2.17)
O algoritmo Amostrador de Gibbs, consiste nos seguintes passos:

Algoritmo 47 Amostrador de Gibbs
1) Adote condigdes iniciais u©®, (06*)® e faca o contador i =1.
2) Gerar p@ « p(p|(0*)¢~Y, X).
8) Gerar (6%)% « g(o?|u®, X).
4) Faga i + i+ 1 e repita 0s passos 2 e 3 até a convergéncia.

A amostra gerada {u®@, (6®)®,i = 1,... M} é usada para calcular esti-
mativas de Monte Carlos dos parametros dadas de forma geral por:

1 e
960) = 77> 9(6) (2.18)

=1

Existem vdrios critérios de diagnéstico de convergéncia, assim como varios
algoritmos de MCMC que podem ser usados para fazer inferéncia Bayesiana
de parametros de modelos complicados. Mas esse assunto nao é parte dos
nossos objetivos aqui.



Capitulo 3

Topicos de Processos
Estocastico

Um problema muito frequente em viarias dreas de aplicacdo surge quan-
do é necessdrio a andlise de uma varidvel aleatéria que é observada ao longo
do tempo. Como por exemplo o numero de falhas que um equipamento ap-
resenta durante 1 ano de uso, o niimero de pessoas que chegam a um balcio
solicitando informagao ou o consumo de energia elétrica de uma residéncia ou
de uma &rea residencial atendida por uma empresa. Nestes casos a varidvel
aleatéria de interesse, aparece indexada {X;,t > 0} e é denominada um pro-
cesso estocdstico. O principal objetivo ao se analisar um processo estocastico
é determinar qual a lei probabilistica que rege esse processo e se essa lei é
invariante no tempo, ou seja se 0 processo é estaciondrio.

3.1 Estacionariedade

Definio 48 Um processo estocdstico {X;,t > 0} € estaciondrio no sentido
forte se sua distribuicdo de probabilidade conjunta € invariante no tempo, ou
seja:

F($tl, e $t") = F($t1+—,—, N 7$tn+7') Vn, TER (31)

Definio 49 Um processo estocdstico {X;,t > 0} € estaciondrio no sentido
fraco se:

1 E{X:} =p (média constante independente de t)

2 V(X;) =0? (variéncia cosntante independente de t)

8 Cov(Xy, Xiix) = (k) (covaridncia entre X, e X,y sd depende de k)

53
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e Andlise grafica:

Um primeiro passo na analise um processo estocéstico é fazer o grafico da
trajetoria do processo. Mas essa andlise em geral fornece poucas informacées
sobre 0 comportamento probabilistico do processo. Mas permite avaliar se o
processo é estaciondrio na média e varidncia.Para ilustrar vamos considerar
alguns exemplos:

Exemplo 50 Processo {X;,t > 0} gerada com um modelo auto-regressivo -
AR(1): X;,1 =50+ 1.01X; + a; onde {a;,t > 0} € um ruido gaussiano com
varidncia o2.

Note que para 0® = 10 temos mais incerteza no comportamento do proces-
so do que com 02 = 1, de forma que a observagio do grdfico destes dados ndo
nos assequra sobre qual modelo matemdtico deve ser adotado para descrever
o comportamento do processo {X:,t > 0}. A andlise grdfica neste caso sé
nos assegura que ndo hd estacionariedade na média (existe uma tendéncia).
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Figura 17 - Processo gerado com 62 =1 e 02 =10

Exemplo 51 Neste exemplo temos uma série de carga hordria para o periodo
de 5 dias 1lteis (120 horas). A série periddica ndo tem estacionariedade na
média, mas observando a Figura 18, aparentemente a variancia € a mesma
para as diferentes horas do dia.
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Curva de Carga Horirla (MWh)

Figura 18 Série de carga hordria (série periédica)
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Exemplo 52 Andlise do consumo de energia elétrica em MW-hora, no setor
residencial na drea de concessdo de uma empresa no periodo de janeiro de
1975 a dezembro de 1985.

Tebela 8 Consumo de energia elétrica no setor residenicial

Més\Ano 75 76 77 718 79 80 81 82 83 8 85
jan 63 77 81 95 106 124 156 154 165 168 184
fev 62 66 76 92 100 116 139 135 155 174 180
mar 75 72 82 102 110 119 151 146 151 177 173
abr 59 74 81 97 109 114 127 146 173 167 187
mat 69 78 88 98 114 127 139 143 152 172 184
Jun 65 75 82 99 104 119 129 149 170 172 185
Jul 63 76 89 96 114 121 188 150 161 168 166
ago 68 78 89 99 106 143 134 147 158 172 187
set 69 79 90 101 118 112 143 157 156 184 194
out 74 80 92 105 114 123 187 149 170 166 188
nov 73 84 91 101 117 132 143 160 166 193 208
dez 68 83 103 107 125 133 138 153 160 171 188
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QO gréfico deste processo mostra um crescimento linear deste consumo ao
longo do tempo e uma provivel mudanga na variancia nos anos 80 e 81.
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Figura 19 Consumo de energia elétrica residencial de 1975 a 1985

3.2 Funcao de Autocorrelagao (FAC)

Uma estatistica importante na anélise de um processo estocdstico é a auto-
correlacdo, ou seja a correlagdo serial do processo. Essa estatistica indica se
h4 relagio linear entre as observagoes X; e X¢ix, A fungao de antocorrelagio
ou correlograma de um processo estocdstico é definido por:

_ Cou(Xy, Xeyr) _ (k)
=TTV ~(0)

para k=1,2,... (3.2)

A funcdo de autocorrelagdo pode ser estimada para um processo estacionario
a partir das observagées de uma realizagao do processo como:

Ce

-5 (3.3)

Pk
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onde

1 T-k o .

Ce=w_% ;(Xt = X)(Xe4x — X) (3-4)
1 =X 2

Ci=—% Z;thm -X (3.5)
1 r 2 1 &

Co=-—+——=> X2-X e X==) X, (3.6)

EP N

Para exemplificar o uso da fungdo autocorrelagdo na anélise de um pro-
cesso estocdstico, vamos considerar o porcesso que representa o consumo de
energia elétrica no setor comercial, cuja trajetéria observada nos iltimos 11
anos é dada na Tabela 8. Aplicando a andlise de regressao linear ajustando-se
uma reta para a tendéncia de crescimento linear do processo, usando como
varidvel explicativa X =t (meses), temos:

Yi=ap+ ait + ¢
Y; = 58.0449 + 1.0056¢ + ¢;

Os gréficos da Figura 20, mostram a reta ajustada e os residuos ¢,. Vamos
considerar €; como um processo estocdstico.

240561458045

5 8§ & 8 3 §

Consumy do Energla (MW-nara)

Figura 20 A tendéncia e os residuos para o consumo de energia residencial

Sob a hipétese de estacionariedade, podemos calcular sua funcio de auto-
correlagdo dos residuos. A Figura 21 mostra o grafico desta fungio. Para
k=1,2,...,20, e os grificos que mostram a relacao linear entre €, e £;_; €
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€:—o respectivamente.

50 0.3
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30

Figura 21 Anélise dos residuos como um processo estocéstico

Os gréficos da Figura 21 assim como a FAC indicam que podemos considerar
um modelo linear de auto-regressio (geralmente denominado modelo auto-
regressivo) para escrever o residuo e; como uma fungio linear dos valores €;_;
e €;2. Assim podemos pensar em um modelo estocdstico para representar o
consumo de energia elétrica neste setor residencial como:

=0 t+tot+e (3.7)
onde ¢€; é modelado como:
€ = Pr€s_1 + Pa€s_2 + a4 (3.8)

Onde {a:,t > 0} é um processo ndo correlacionado (ruido branco). Assim
o modelo estocdstico completo usado para representar o consumo de energia
elétrica é dado por:

Ye=0g+out+ 16 + a6 o+ @ (3.9)

O estudo detalhado que visa identificar e ajustar essa classe de modelos auto-
regressivos € denominado andlise de séries temporais. Esse é o tema abordado
nos préoximos Capitulos.



Parte 11

Modelos para Séries Temporais
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Capitulo 4

Modelos com Tendéncia e
Sazonalidade

4.1 Introducao

Um modelo cldssico para séries temporais supoe que a série tempo-
ral {X;,t > 0} pode ser escrita como a soma de trés componentes: Uma
tendéncia T;, uma componente sazonal S;, e um termo estocdstico Z;. As-
sim, temos a série X, representada pelo modelo composto:

A componente sazonal s6 aparece e pode ser estimada quando a série
é observada por virios periodos, por exemplo em séries de periodo anual,
vérios anos devem ser observados e usados para se identificar a componente
St, j& em séries de perfodo didrio (24 horas), vdrios dias tipicos precisam ser
observados. Outros modelos que podem ser usados para séries temporais é o
modelo multiplicativo, ou seja:

Xt = nStZg (4.2)

Neste caso o modelo pode ser transformado no modelo aditivo tomando-se o
logaritmo da série, ou seja:

log(X;) = log(T3) + log(S;) + log(Z;) (4.3)

Um modelo misto X, = 7,5, + Z; também pode ser usado quando necessario.
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4,2 Modelo com Tendéncia

Vamos supor que a componente sazonal ndo esteja presente e vamos
considerar o modelo aditivo somente com tendéncia:

Xt e n + Zt (4.4)

Apés ajustar a tendéncia podemos calcular a série livre de tendéncia Z; =
X; — T; e andaisar a série Z; como um processo estocdstico estaciondrio.
H4 varios métodos de estimar tendéncia, aqui vamos considerar somente os
ajustes polinémiais e 0s métodos ndo paramétricos que usam a diferenciacao
discreta

4.2.1 Msétodos de regressao para tendéncia

Neste caso a tendéncia da série é modelada como um polinémio de grau

m e temos:
Tt =g + oyt + agtz + ...+ amtm (45)

O grau m do polinémio deve ser bem menor que a quantidade de obser-
vagoes N disponivel. Para estimar os parametros a;, j = 1,...m utilizamos
o método dos minimos quadrados que minimiza a fungio:

N
flag,0n,00,...,0m) = Z[Xt —(ap + ant + o’ + ... + ot™)?  (4.6)
t=1

Essa técnica j4 foi apresentada antes e vamos nos retringir a apresentacio
de um exemplo, como se segue.

Exemplo 53 Considerando os dados do consumo de energia elélrica dado

no Capitulo 2, temos:
Xt = 0!0+O[1t+Zt

Assim as equagdes normais de minimos quadrados sGo:

N N
Nag+ oy Zt =ZXt
t=1

t=1

N N N
a02t+a1 th = ZtXt
t=1 t=1 t=1
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A solugdo leva ds estimativas:
Ztlil tXe — ﬁ (Ei\il t) (Ztl\il Xt)
= 2
N N
Et:l 2 — # (Etzl t)

Qo = X — it

a1

onde:

N N
= 1 _ 1 (N+1)
Xt—]—v—t:21Xt € t—Ntilt— D)

temos:
Op = 58.0449 e @y = 1.0056

O cdlculo da componente estocdstica pode ser feito pela diferenca Z, = X; —
(@ + @1t). A tnica questdo que resta até o momento é saber o quanto a
componente estocdstica estd influénciando a estimativa da tendéncia e vice-
versa.

4.2.2 Diferenciagao discreta

Quando a tendéncia de uma série é determinada por um polinémio, entdo
é facil mostrar que tomando-se um nimero apropriado de diferencas da série
chega-se & uma série livre de tendéncia., isto é:
Xe=Ti+ Z;
T, =op+ont + ot + ... + apt™

Denotando o operador diferenga por:

AXt = Xt —_ Xt_l
Ath = A(AXt) = Xt - 2Xt_1 + Xt__g

A%X, = A(A*1X)

Aplicando o operador diferenga para a tendéncia T3, temos que:

¢ J ml se d=m
ATt_{ 0 se d>m
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Considerando o exemplo anterior, onde X; = T3+ Z; = ap + ont + Z;, e
fazendo a primeira diferenca, temos:

AXt = Xt - Xt—l = A:B, + AZt
AXt = [ao + Ollt] it [0{0 + al(t bt 1)] + Zt -+ Zt—l}
AXt =om + (Zt - Zt-—-l)

Quando a tendéncia é um polindmio de grau m, entdo sdo necessirias m
diferenciacdes. Se Z; é um ruido branco, a série resultante A%Z, é uma, série
estaciondria na média (com média zero e varidncia mlo®) e livre de tendéncia.

Exerccio 54 Considere o processo representado pelo modelo X = ap+at+
aot? + Z,. Mostre que fazendo duas diferenciacées chega-se ao processo livre
de tendéncia:

A2Xt = 20!2 + Zt - 2Zt—1 + Zt__g

Desta maneira, utilizando o procedimento de diferencas, temos que para
um processo com tendéncia polinémial de grau m, a série livre de tendéncia
serd dada por ¥; = A™X,. Se a série apresentar um crescimento exponencial
(ou se o modelo for multiplicativo X; = T;Z;), o procedimento consiste em
tomar a diferenca do logaritmo da série original, isto é:

AX] = Alog(X;) = log(X,) — log(X;-1)
AXY = log(Xe/Xs-1)

Existem duas desvantagem na estimagao de tendéncia através desse método:
1) N&do obtemos estimativa da tendéncia para os primeiros m valores da série
e ndo existe maneira de fazer previsio da tendéncia.

Exemplo 55 Faca uma andlise da componente livre de tendéncia para a
série de consumo de energia elétrica do estado do Espirito Santo observada
entre janeiro de 1977 e dezembro de 1978
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Tabela 9 Série original e diferenca de ordem 1

T X, | AX, |t ] X, | AX,
1| 846| ---|13|1103| 07
2| 899 53|14|1181| 7.8
3| 819| —80]|15]1165| —1.6
4| 954 135|16 1342 17.7
5 91.2| —42|17|1347| 05
6| 898| —1.4|18{144.8| 10.1
7| 897| —0.1]19 1444 | —04
8| 979| 82(20|1592]| 148
9{103.4| 55]|21]1682] 9.0
10 | 1076 | 42|22{1752]| 7.0
111204 | 12.8 (231745 | —0.7
12 | 109.6 | —10.8 | 24 | 173.7 | —08

A anilise da componente livre de tendéncia é feita pelos grificos mostrados

na Figura 22.
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Figura 22 Séries diferenciada e funcio de autocorrelagdo dos residuos
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por:
1 12
G;. = 1—2;(X.-J ~-X:)%i=1,...,n (4.14)
1 n
6.,-=;Z(X,;,,-—X.,-)2, i=1,...,12 (4.15)
i=1
1 n 12
=1 > (X — X) (4.16)
i=1 j=1

Quando além da média sazonal, temos a variancia sazonal, a componente da
série livre de sazonalidade é calculada como:
X - S;

yA .
=5 (4.17)

Exemplo 56 Considere os dados de consumo de energia no setor rual de
uma certa regigo do estado de Sdo Paulo no periodo de jan/1982 a dez/1986.

Tabela 11 Consumo de energia no setor rural (MWh/1000)

Més\Ano | 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | S,
jan | 32.82 | 34.22 | 36.52 | 40.16 | 45.27 | 37.79
fev | 31.20 | 33.85 | 38.75 | 38.88 | 44.09 | 37.35
mar | 32.72 | 32.86 | 39.05 | 38.42 | 40.93 | 36.79
abr | 33.06 | 35.82 | 40.09 | 39.71 | 42.73 | 38.28
mai | 35.20 | 36.23 | 41.21 | 43.07 | 46.55 | 40.45
jun | 37.56 | 38.79 | 46.28 | 52.50 | 50.34 | 45.09
jul | 38.69 | 42.76 | 52.58 | 53.63 | 57.77 | 49.08
ago | 41.47 | 44.24 | 54.02 | 61.82 | 59.78 | 52.26
set | 42.23 | 48.30 | 51.62 | 59.32 | 53.79 | 51.05
out | 40.65 | 42.05 | 45.26 | 55.79 | 57.93 | 48.33
nov | 37.33 | 39.50 | 49.14 | 56.17 | 57.43 | 47.91
dez | 34.49 | 37.13 | 40.57 | 49.18 | 51.96 | 42.66
Média | 36.45 38.81 44.50 49.05 50.71 | 43.92
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A Figura 23 apresenta o gréfico do ciclo §t estimada pelas médias mensais
X. ; dadas na ultima coluna da Tabela 11
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Figura 23 Sazonalidade estimada pela média mensal

As Figuras 24(a) e 24(b) apresentam a série origianl X, e a série livre de sazon-
alidade Z; = X; — §t respectivamente. Note que a série livre de sazonalidade
ainda apresenta uma tendéncia que pode ser estimada por um polindémio,
como ja mostramos.

65

Consumo dd Energia (MWh/1009)
&

8

§

30
Q

g

8

10 e f"\
M N
Ma B
A Al ot N
| (WA %4 I
R dl di [I ;ﬁ‘ Fu :"K rwr‘ i
Aor T ARt
A T B T A S
Ap L X wAh
£ ! \/ s A I3 i\ |
¢ P 7L \ ¢ i RN
% d”" A ¥ \ i h\“\l’
VA W
" & = [ AR Y
’,j {‘ 7:’ Al L‘[
&
Y
T3 2 30 o 0 s o 10 20 3a o w 60
Messa Meges

Figura 24 (a) Consumo de energia no setor rural - (b) Série sem sazonalidade

Exerccio 57 Utilizando os dados da Tabela 11 ajuste a tendéncia T, e faca a
andlise dos residuos obtidos apds a extragio de ambas componetes tendéncia
Verifique se os residuos sdo correlacionados. Considere o

e sazonalidade.

modelo completo X; = Ty + Si + €, com {&,t > 0} um ruido branco e faca a
previsdo pare 6 passos & frente.
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Exerccio 58 Continuando a andlise dos dados da Tabela 11, suponha o mod-
elo W, = log(X;) = log(T) + log(S;) + €. Ajuste a tendéncia e sazonalidade
para a série transformada pelo logarilimo. Faca @ previsdo para 6 passos a
frente com este novo modelo.

4.3.2 Meétodo de regressao (série de Fourier)

Outra abordagem para analizar séries temporais periddicas é supor que a série
é gerada pela superposicdo de senos e cossenos com diferentes frequéncias.
Uma ferramenta utilizada nesta metodologia é o periodograma que foi origi-
nal mente desenvolvido para identificar componentes de senos e cossenos de
frequéncias conhecidas contaminados por ruidos. Para ilustrar o cdiculo do
periodograma, vamos supor que o nimero de observagoes N = 2¢+1 é impar.
O modelo por série de Fourier é:

q
Xy =0+ Y _ oysin(2nfit) + ficos(2nfit) + Z,t =1,2,...,N  (4.18)

i=1
Aqui estamos considerando que a série X; ndo tem tendéncia, s6 tem a
sazonalidade (modelada pela série de Fourier) e o ruido Z;. Denotando
por f; = i/N a frequéncia do i-ésimo harménico. A esimativa de minimos

quadrados dos coeficientes oy, (04, 5;),i =1,...,q, é
— 1 —
Qg = X; = NZXt (4.19)
t=1
2 n
&; = = t:zl X, sin(27 f;t) (4.20)
~ 2
Bi= 55 D_ Xecos(2n fit) (4.21)
t=1
1=1,2,...,q

O periodograma consiste de g = (N — 1)/2 valores I(f;) chamados de inten-
sidade da frequéncia f;, calculados por:

N, ., = i
I(f) = 3(a?+ﬂ,;2) parai=1,2,...,q (4.22)

Quando N é par, fazemos N = 2q e aplicamos as equagbes (4.19)-(4.21) e
(4.22) para i = 1,2,...,q¢ — 1 e calculamos &, = § Y o (—1)'X;, B =0
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e I(f,) = I(0.5) = Na2. Note que a frequéncia mais alta é 0.5 ciclo por
intervalo de tempo, porque o menor periodo é 2 intervalos de tempo. Para
ilustrar a aplicagdo desta técnica vamos utilizar, no exemplo que se segue,
dados de uma curva de carga hordria para 5 dias uteis, onde s6 temos a
presenca de sazonalidade e do ruido, ou seja, a série de carga horédria é livre
de tendéncia.

Exemplo 59 Considere os dados de carga hordria apresentados na Tabela
12 para 5 dias iteis (120 horas) de uma semana tipica, sem feriados. Quer-
emos modelar a sazonalidade desta série como uma série de Fourier.

Tabela 12 Carga hordria (MW-hora) para 5 dias titeis de uma semana

hora\dia | seg ter qua qui sex | Média
140.00 | 140.65 | 139.72 | 138.99 | 139.85 | 139.84
137.42 | 139.89 | 139.23 | 137.50 | 137.24 | 138.26
139.57 | 138.83 | 138.67 | 139.31 | 137.75 | 138.83
138.46 | 138.61 | 139.25 | 139.23 | 139.15 | 138.94
138.77 | 139.29 | 139.54 | 140.62 | 140.62 | 139.77
138.50 | 141.59 | 140.59 | 142.46 | 141.84 | 141.00
140.90 | 143.22 | 142.12 | 141.03 | 142.49 | 141.95
143.25 1 143.65 | 142.80 | 143.50 | 145.16 | 143.67
143.16 | 144.43 | 143.96 | 142.64 | 145.33 | 143.90
142.31 | 143.39 | 144.71 | 143.87 | 143.37 | 143.53
145.19 | 143.32 | 144.20 | 144.28 | 145.52 | 144.50
145.70 | 141.80 | 144.95 | 142.67 | 144.62 | 143.95
143.82 | 145.64 | 143.73 | 142.67 | 145.91 | 144.36
144.43 | 143.06 | 145.33 | 144.29 | 144.67 | 144.36
145.70 | 144.69 | 143.31 | 144.43 | 144.39 | 144.50
144.29 | 146.03 | 144.92 | 145.71 { 145.24 | 145.24
144.60 | 145.38 | 143.96 | 143.44 | 147.40 | 144.96
146.31 | 144.12 | 144.88 | 146.25 | 145.72 | 145.46
145.66 | 143.96 | 144.80 | 146.24 | 143.44 | 144.82
145.00 | 146.69 | 145.87 | 146.86 | 143.58 | 145.60
144.20 | 143.65 | 144.26 | 144.55 | 143.58 | 144.05
143.50 | 143.66 | 142.59 | 143.55 | 142.01 | 143.06
143.03 | 142.87 | 142.03 | 141.95 | 141.18 | 142.22
141.00 | 141.85 | 140.48 | 139.60 | 140.15 | 140.62
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CER RSO TRN D WO DOOTIDUD W

(!
=~




72 CAPITULO 4. MODELOS COM TENDENCIA E SAZONALIDADE

A Figura 25 mostar as médias horarias dadas na tltima coluna da Tabela 12
e representa uma estimativa da curva de carga de um dia tipico.

Carga (Mw-hara)

V7
3
138 TR SR W S W ! I Y T

I ) L IR T T T W WO
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 18 20 2t 22 23 24
Tempo (horas)

Figura 25 Estimativa da curva de carga de um dia tipico

A Figura 26 mostra o periodograma da série da Tabela 12 e a intensidade
dos 12 primeiros harmoénicos sao apresentados na Tabela 13. Estes célculos
identificam como principais harménicos os de frequéncia fs = 1/24 e fio =
1/12.

Tabela 13 Célculo do periodograma, da séries de carga horaria

fi I(f;) T; a; b;
0.0083 0.04 | 120.00 0.0250 | —0.0030
0.0167 3.55 | 60.00 0.1810 | —0.1627
0.0250 6.45 | 40.00 | —0.1160 | —0.3067
0.0333 5.92 | 30.00 | —0.2183 | —0.2257
0.0417 | 507.77 | 24.00 | —2.2399 | —1.8563
0.0500 1.78 20.00 0.0380 | —0.1681
0.0583 1.59 | 17.14 0.1000 | —0.1284
0.0667 5.80 | 15.00 0.1091 0.2912
0.0750 1.57 | 13.33 | —0.1040 0.1242
0.0833 1 99.32 | 12.00) —1.2303 | —0.3764
0.0917 482 10.90 0.2765 | —0.0619
0.1000 3.37 1 10.00 0.1599 0.1749

BEhEB©oow ook wn =«
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Figura 26 Periodograma da série de carga horiria
Usando a Tabela 13, a sazonalidade pode ser modelada como:

S, = Big + @5 sin (27 fst) + Biyo sin(2r frot)+
+ Bs cos(2m fst) + Bio cos(2m fiot)

S, = 142.8116 — 2.2399 sin(2r fst) — 1.2303 sin(27 fiot)+
— 1.8563 cos(27 fst) — 0.3764 cos(27 fiot)

A série de carga horéria e a sazonalidade ajustadas por uma série de Fourier
sdo mostradas na Figura 27.

Carga Horérta (MWh}

' n L s
o 20 49 &0 80 100 120
Tempo thoras)

Figura 27 Série de carga hordria e sazonalidade ajustada
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A andlise da série de carga hordria fica completa, retirando-se a sazonalidade
da série original, e analizando-se os res{duos para encontrar correlagio serial.
Esta andlise é deixada como exercicio.

Exerccio 60 Cosidere os dados mensais de consumo de energia elétrica do
setor rural dedos na Tabela 11. Faca o ajuste da tendéncia linear e ajsute
a sazonelidade por uma série de Fourier, em seguida analise os residuos
verificando se hd correlgdo serial.

4.3.3 Diferenciacao discreta sazonal

Da mesma forma que foi feito com a tendéncia, a sazonalidade de uma série
pode ser extraida por diferenciagdo discreta sazonal que denotaremos por
Ag onde S é o periodo da série. Desta forma definimos o operador diferenca
sazonal por:

AsXy =Xy — Xis
ALT: = As(AsXy) = Xy — 2T, s + Ti2s

AgvXt = As(Ag_IXt)

A principal desvantagem dessa abordagem é que a série deve ser muito lon-
ga quando o perfodo S é grande, por exemplo para a série de carga hordria,
apresentada no exemplo anterior, S = 24horas e N = 120 portanto sé temos
5 perfodos na série histérica a diferenciagio resulta, neste caso em uma série
com somente 5 observacées, que é muito pouco para qualquer andlise es-
tatistica dos residuos. Além disso a diferenciacdo sazonal, como a diferen-
ciagdo simples, ndo permite fazer previsao da sazonalidade. Por estas razoes
ndo vamos nos deter mais nesta técnica de extracdo da sazonalidade para
séries de cargas.



Capitulo 5

Modelos Lineares Estacionarios

Os modelos aqui apresentados sdo casos particulares de um modelo de
filtro linear. Este modelo supbe que uma série temporal é gerada através
de um sistema linear, cuja entrada é um ruido branco como é ilustrado na
Figura 2.1. Denotamos por ¥(B) a funcio de transferéncia do sistema, onde
B é um operador retardo, definido por B'a; = a;_;.

S ¥ (B) T,

Figura 28 Filtro linear com entrada a;, saida Z;

Desta forma podemos escrever que:
Zi=p+a+iag+1ar o+ ...

denotando por:
Y(B) =1+, B+1.B* +...

75
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temos:

A condicio de estacionariedade do modelo linear (5.1) estd associado ao
polinémio 1 (B). Pode ser mostrado que a sérieZ, = ¢(B)a, é estacionéria se
o polinémio ¥(B) converge para |B| <1

Uma, forma equivalente de representagao de uma série temporal é escreve-
la como uma combinacao linear de seus valores passados, ou seja:

Zt = H+ a; — 7T1Zt_1 - 7I'2Zt_2 — ...
definindo o polinémio:
W(B) = 1+7T13+71'2B2+...

podemos escrever que:
W(B)Zt =H + a; (52)

Com essa representacio, temos associado a propriedade de inversibilidade,
ou seja o madelo (5.2) é inverssivel quando o polindmio 7(B) converge para
todo |B| < 1.0s modelos (5.1) e (5.2) sdo equivalentes, se escolbermos m(B)
e ¥(B) tal que:

Y(B)n(B) =1

Podemos eliminar o termo constante p sem perda de generalidade, para isso
basta considerar a série Z; = Z, — E(Z;). Os trés modelos de processos es-
tocdstico lineares mais usados para modelar séries temporais estacionérias,
sdo os processos Auto-Regressivos (AR), Médias Méveis (MA) e os mixtos
Auto-Regressivos-Médias Méveis (ARMA). Apresentamos a seguir as carac-
teristicas de cada um desses modelos,

5.1 Processo AR(p)

Uma série Z;, t = 1,2, ..., é um processo auto-regressivo AR(p) quando:
Zy=$1Zy 1+ ... +Ppy_ptay (5.3)
Definindo o polindmio de grau p, ¢(B) = 1 — ¢1B — ¢2B* — ... — ¢, B?,

podemos escrever modelo (5.3)como:

¢(B)Zt =a
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Sendo ¢(B) um polinémio de grau finito, ndo h4 restrigdes sobre os pardmetros
para assegurar a inversibilidade de Z; .A condigdo de estacionariedade deste
modelo pode ser analisada escrevendo o polinémio ¢(B) como:

¢(B) = (1 — G1B)(1 — G3B)...(1 - G,B) (5.4)

onde, G;', i = 1,...,p, sdo as rafzes da equagdo caracterfstica. Ex-
pandindo (5.4) em fragBes parciais, temos:

14
—1 _ Ai

¢~H(B) = X:; T GE (5.5)
onde A; , 2 = 1,...,p, sdo constantes. e denotando por ¥(B) = ¢~1(B)
desde que a estacionariedade é assegurada se (B) convergir para |B| <1,
esta condigdo é satisfeita para (5.5) se |Gi| < 1, ¢ = 1,...,p. Portanto
asseguramos que um processo AR(p) é estaciondrio se as raizes do polinémio
#(B) = 0 estdo fora do circulo de raio unitério, |G;|™! > 1,i=1,...,p. Para
ilustrar, considere como exemplo o modelo AR(p) com p = 2.

Exemplo 61 Processo AR(2):
Zy =12y + G222+ a4 (5.6)

neste exemplo a condicdo de estacionariedade pode ser escrita como:

d+d2<1
-1 <1
|pa| < 1

5.1.1 Funcio de Autocorrelagao do AR(p)

A funcio de autocorrelagio (FAC) é uma ferramenta muito til na identifi-
cagdo do modelo que gerou a série temporal. Para um processo AR(p) dado
por (5.3) esta funcdo pode ser calculada como:

Pk = Ye/Yo
onde v = E(Z;Z;_x) e vo = E(Z}?), é a varidncia de Z;. Assim temos:

Ve =E{{at+ $1Zp1+... + ¢pZt—p) Zy &} (5.7)
T = 1M1 + P2Vk-2+ - - + PpYep (5.8)
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Dividindo (5.8) por 7, temos:

Pr = P1Pk—1 + b2pk—2 + ... + P1Pk—p (5.9)

A equagdo (5.9) é conhecida como equacio de Yule-Walker e sendo G, .. Nem
as raizes do polindmio ¢(B) = 0, podemos escrever a solugdo da equagio

(5.9), como:

onde Cj;, i = 1,...,p sdo constantes. Se o modelo é estaciondrio entdo |G;| <
1, consequentemente p decai exponencialmente com k. Se G;! so raizes
complexas conjugadas entdo G; ' podem ser escrito como |G;|¥sen(2kn + f).
Neste caso py decai exponencialmente oscilando.

Fangiio de Autocorrelagio

Figura 29 Funcio de Autocorrela¢do de um Processo AR(p)

5.1.2 Funcao de Autocorrelacdo Parcial do AR(p)

Outra ferramenta utilizada na. identificagdo dos modelos de séries temporais
é a funcdo de autocorrelagdo parcial (FACP). Esta fungio que denotamos
por ¢, para k =1,2,..., é definida como:

Definio 62 O coeficiente de autocorrelagdo parcial de ordem k, ¢rx, € o
dltimo coeficiente de um modelo AR (k), ajustado a série temporal Z;, t =
1,2,....
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Supondo-se que a série Z;, t = 1,2,.. ., foi gerada por um modelo AR(1),
entao:

Zi=¢lprtag=>dn=¢
Supondo agora que Z; foi gerada por um modelo AR(2), entdo:
Zy =12ty + $2Zs_2 + ar = P2 = 2

Procedendo desta maneira, temos no caso geral, supor que Z; foi gerada por
um modelo AR(k), entdo:

Zy =012y 1+ ...+ OrZyt + ar = Pk = Pr

Uma propriedade importante da FACP é que se a série Z; é gerada por um
modelo AR(p) temos ¢gr = 0 para k > p.

Fungiio de Aulocorrelagao Parcial (FACP)
-] 4
¢
[

s}

1 A ¢ L L L A 2 L s ' 1
4 1 2 3 4 5 € 7 8 9 10 11 12
Passo-k

Figura 30 Fungdo de Autocorrelagio Parcial do Modelo AR(p)

Exemplo 63 Consiidere o processo AR(2) gerado pelo modelo Z, = 0.8Z,_,—
0.5Z;_2 + ai, com a; normal N(0,1), cujas observagées sGo mostradas na
Figura 31.



80 CAPITULO 5. MODELOS LINEARES ESTACIONARIOS

Tempo

Figura 81 Processo gerado por um modelo AR(2)

Os grdficos das funcées de autocorrelagio (FAC) e autocorrelagio parcdil
(FACP) mostrados na Figura 32 ilustram como essas fungdes podem ser us-
adas parae identificacido da ordem do modelo.
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Figura 32 FAC e FACP do processo AR(2).
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5.2 Processo MA(q)

Uma sérieZ;, t = 1,2,..., é um processo de Médias Mdveis de ordem g,
MA(g),se satisfaz o seguinte modelo:

Zi=a;—bhag_1 — ... — Ogas_q (5.11)
denotando por 8(B) =1 - 6,B — ... — 6,B9, podemos escrever esse modelo
como:

Zy = 0(B)a, (5.12)

Comparando-se o modelo (5.2) com (5.3) temos, ¥(B) = 8(B) e sendo 6(B)
um polinémio finito, entdo nio hi restricdes sobre os pardmetros 6; para
que ¥(B) convirja. Portanto todo processo MA(q) é estacionirio. Podemos
verificar que um processo MA(q) é inversivel quando as raizes da equagio
caracteristica #(B) = 0 estdo fora do circulo de raio unitério.Para ilustrar
esse modelo, vamos considerar como exemplo ¢ = 2. Temos:

Exemplo 64 Processo MA(2):

Zt = 0 — 01at_1 — 02at_2 (513)
neste caso as condigdes de inversibilidade sdo:
01 + 02 <1
-0, <1
|62] < 1

5.2.1 Funcao de Autocorrelacdo do MA(q)

A funcdo de autocorrelagdo (FAC) de um processo MA(g) pode ser calculada
por:

Pr = Y/ Yo (5.14)
sendo v, = E(Z; Z;_;), temos:
T = E{(at - 01at_1 — ... ant_q)(at_k - 01at_k_1 i R qat_k_q)}

sendo E{aia;_;} =0se i # 0 e E{a}} = 02, temos:

(1+62+63+...4+ 622 k=0
f)/k = (-—-—0k + 910k+1 + PO + 0 _kgq)O': k = 1, 2, --.,q (5.15)
0 k>q
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sendo 7y a varidncia do processo temos:

_0k+910k+1+"'+0q—k0q
pr = 1+6}+...+62
0 k>gq

k=12,...q

(5.16)

Uma caracteristica da FAC de um processo MA(g) é que ela se anula apés a
ordem ¢ do modelo.
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Figura 33 Funcéo de Autocorrelagdo do Modelo MA(q)

5.2.2 Funcao de Autocorrelagdo Parcial do MA(q)

Sendo um processo MA(g) equivalente a um processo AR(c0), a fungéo
de autocorrelacio parcial (FACP) para processos MA(g) tem o comporta-
mento que assintoticamente decai exponencialmente ou oscilando quando
k — oo,semelhante a forma da funcdo de autocorrelacdo de um processo
AR(p), como mostra a Figura 28.

Exemplo 65 Um processo MA(2) gerado pelo modelo Z, = a; + 0.8a;_; —
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0.5a4_z, com a; um ruido branco N(0,1) é mostrado na Figura 34.
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Figura 84 Processo gerado por um modelo MA(2)

A FAC e FACP para esse processo sao apresentados na Figura 35 e ilustram
como essas fungdes podem ser usadas para estimar a ordem do modelo.
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Figura 35 FAC e FACP do processo MA(2)



84 CAPITULO 5. MODELOS LINEARES ESTACIONARIOS

5.3 Processo ARMA(p,q)

Uma série Z;, t = 1,2,... gerada por um modelo misto Auto-Regressivo-
Médias -Mdéveis, ARMA(p, ¢) é descrita como:

Zt = ¢1Zt—1 + ...+ ¢pZt_p +ay — 01at_1 ... Ug01¢ (517)

Se ¢(B) e 8(B) sdo os polindmios dos modelos auto-regressivos e de médias-
méveis, respectivamente, introduzidos anteriormente, podemos escrever (5.17)

como:
$(B)Z; = §(B)as (5.18)

Os processos ARMA(p, g) sao estaciondrios se as raizes de ¢(B) = 0 estdo
todas fora do circulo de raio unitério e serdo inversiveis se todas as raizes de
6(B) =0 estiverem fora do circulo de raio unitdrio.como exemplo considere
o processo ARMA(1,1).

Exemplo 66 Processo ARMA(1,1).
Zy = ¢1Z; 1+ as — bras, (5.19)
neste caso temos a regiGo de permissividade (estacionariedade e inversibili-

dade) definidas pelas regides |¢;| < 1 e |6] < 1.

5.3.1 Funcao de Autocorrelagao do ARMA (p,q)

A fungéo de autocorrelagdo dos modelos ARMA(p, ¢), pode ser calculada
como:

)/
= — 5.20
= (5.20)

onde, v, = E(Z;Z,_i) é dado por:
Vo = 1Vk—1+- - -+ SpVe—p +Yza(k) — O17za(k — 1) Tl q'Yza(k —q) (5.21)
onde, 7;o(k — j) = E(Z;_0:_;) sendo 7,,(k) = 0 para k > 0 e 7o (k) # 0

para k < 0. Portanto quando k£ > ¢ todos os termos 7,, se anulam e a FAC
do processo ARMA se reduz a FAC da parte AR do processo, ou seja:

Yo =1 Ve-1+ -+ PpVk—p, k>q - (5.22)



5.3. PROCESSO ARMA(P,Q) 85

da mesma forma como j4 foi feito anteriormente temos:

Phk=01pr-1+...+pprp, k>gq (5.23)

No caso dos processos ARMA(p,q) devemos observar alguns pontos carac-
teristicos da funcao de antocorrelagao:

e i) A FAC de um modelo ARMA(p, ¢) é uma mistura de exponenciais
e/ou sendides amortecidas a partir do passo ¢ — p+ 1 e as raizes de
#(B) = 0 determinam esse comportamento.

e ii) Os g-primeiros valores py,...,p, dependem tanto dos parimetros
da parte AR como dos pardmetros da parte MA. Além disso as p-
autocorrelacdes pg_p+1,..-,p0q Servem como condicdes iniciais para a
solugdo da equagdo px = ¢1pk-1 + ... + Pppr—p quando k > gq.

5.3.2 Funcao de Autocorrelagao Parcial do ARMA(p, q)

A fungdo de autocorrelagdo parcial (FACP) do modelo ARMA(p, ¢) também
tem um comportamento que decai assintéticamente exponencial e/ou oscilan-
do quando k£ — oo.

Nota 67 A eguiveléncia entre os modelos AR, MA e ARMA:

Um modelo AR(1) pode ser escrito como um modelo MA(). Essa pro-
priedade é mostrada facilmente, considerando o modelo AR(1) ¢(B)Z; = aq,
com ¢(B) = (1 — ¢B). Escrevendo esse modelo como um MA, temos:

Zt = (1 - ¢B)'1at

oo
Zi=a+Y ¢Bla;
j=1

Da mesma forma que um modelo MA(1) € equivalente a um AR(c0), assim
como um modelo ARMA(1,1) € pode ser escrito como um AR(co) ou como
um MA(oo). No entanto a escolha do modelo para representar a série tempo-
ral depende do uso que se quer fazer do modelo. Por exemplo, ajustar e fazer
previs@o com modelos AR em geral é muito mais simples que modelos MA
ou ARMA mas, pode levar a impreciséo e um esforgo computacional maior
se for necessdrio operar com muitos parémetros (ordem p muito grande).
Por outro lado ajustar modelos MA e ARMA leva a solucio de sistemas de
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equagoes ndo-lineares que exigem musto esforco computacional e sé podem
ser resolvidos com aproximacdo numerica e portanto também estao sujeitos a
erros de aprozimacao. Portento aqui vamos apresentar somente o ajuste de
modelos AR os quais facilitam as técnicas de ajuste e o cdlculo de previsdes.

5.4 Ajuste de Modelo Linear Estacionario

Considere 0 modelos ARMA(p, ¢) e o residuo a;, entdo podemos escrever:

P g

ay = Ly — ZquZt_j + Zﬂjat_,- (5.24)
j=1 Jj=1

Supondo a; i.i.d. N(0,7) onde: 7 = 1/6? > 0, e considere o vetor de

observagdes de tamanho N, dado por D = (Z),- - Zy) e denotamos o vetor

de observagtes de tamanho N — p por Z = (Z,41, -+ ,Zn)' 0s dados usados

para ajustar o modelo e denotamos por: ® = (¢, - ,¢,) € RPe O =
(61, -+ ,8,) € R? o vetor de pardmetros. Entdo a funcdo de verossimilanga,
condicionada as p primeiras observagdes Z;,- - , Z,, pode ser escrita como:
N
L(®,0,7|Z) < 7T exp {—I Z a2(t)} (5.25)
2
t=p+1
N T N L4 ? §
L(®,0,T|Z) ox 77 exp ~3 Z (Zt - Z $iZe-; + Zejat—j)
t=p+1 j=1 j=1

Aqui estamos considerando ag = - -+ = ap4q = 0. Usando a notagdo matricial:

a = (ag1,"-an)’

Zorr Zy Zyy - 7y
Zpra Zpn  Zp - 2
X=\| Zpts Zpty2 Zpn -+ Z3
ZN Zna Znz 2N ) Ny
1 0 o -+ 0
4, 1 0 --- 0
G = —02 —01 1 e 0
0 0 0 --- 1

NxN
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Podemos escrever o modelo ARMA(p, g) como:
Z=Xd+Ga (5.26)
Assim a funcdo de verossimilhanca pode ser escrita como:

L(®,7|Z) o« TNV | exp{%(z ~X®)V(Z-X®)}  (5.27)

onde V = (GG")~'. A relagdo (5.27) envolve os vetore de parimetros (3, 6),
em uma relagdo nio liear e de dificil manuseio para encontrar os estimadores
de maxima verossimilhanca.

5.4.1 Ajustando um modelo AR(p)

Para o caso particular dos modelos auto-regressivos AR(p), temos 8; = 0,j =
1,...,q e amatrizG = 1. Assim a fun¢do de mdxima, verossimilhanca torna-
se: _
L(®, 7|Z) oc TN/ exp{g(z — X&) (Z — X&)} (5.28)

Tomando-se o logaritmo de (5.28), temos:

N
(2|Z) = 5 log(r) - g(z ~ XY(Z — X®) (5.29)
podemos calcular os estimadores de mdxima verossimilhanca (EMV) para
#i,3 =1,...,pe 7, derivando (5.29) com relagio a ¢; e T, e igualando a zero,
onde temos:
Z '
ue,rlz) _ _ x (Z-X®) =0, i=1,...,p
O¢;
ol(®,71Z) N _, 1 ,

Os EMV sao dados por:
® = (X'X)"{(X'Z)
7 = (% - X3)/(Z - X8)
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Exemplo 68 Cosiderando os dados do processo AR(2) dado na Figura 31
temso as estimativas de mdzima verossimilhanga dos paraémetros dadas por:

= 0.778
®= ( —0.597 )
71 =1.193
O modelo ajustado para esta série é dado por:

Zt = 0.778Zt_1 - 0'597Zt—-2 + ag

A figura "86 mostra a ndlise dos residuos {a;,t > 0}, calculado apds o ajuste
do modelo:

Normal Probability Plot

correlation

0.2

-2
-0.4 -3
0 -4

Figura 36 Andlise dos residuos do modelo ajustado

A andlise dos residuos mostra que o ajuste do modelo AR(2) eleiminou o
correlcdo temporal de ordem k < 10 entre entre as observacées da série e
acorrelagcd@o de ordem k = 10 ¢é pequena, ndo valendo a pena almentar a
complezidade do modelo para elimina-la.

5.5 Critério de Selecao de Modelo

Identificar a ordem de um modelo auto-regressivo consiste em determinar o
valor de p, ou seja determinar o nimero adequado de termos que devemos
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considerar no modelo auto-regressivo. A escolha de um valor pequeno de p,
por exemplo, p = 1 pode levar a uma representacido inadequada da série,
por outro lado a escolha de um valor alto de p, por exemplo, p = 6 pode
levar a um modelo com um grau de complexidade desnecessirio. O critério
de escolha do modelo adequado com o menor niimero de pardmetro possivel
é denominado como critério de parcimoniosidade. Dois critérios de selegao
de modelo, propostos na literatura que levam em conta o critério de parci-
moniosidade sdo: o critério AIC, proposto por Akaike em 1973 e o critério
de informacdo Bayesiano BIC, proposto por Schwarz em 1978, (ver [2]). De
acordo com esses critérios escolhe-se 0 modelo AR(p) que minimize os valores
dos critérios de AIC e BIC, dados por:

AIC(p) ~ —logT + —2—(%%12
BIC(p) ~ ~logT+ (p + 1)13%@

Onde 7 denota o EMV de 7.

Exemplo 69 Para ezemplificar o uso do critério AIC e BIC, vamos con-
siderando 0s dados do processo MA(2) dados na Figura 33, podelos ajustar
modelos AR(1), AR(2) e AR(3) e escolher pelos critéios acima qual 0 mod-
elo que melhor representa os dados. O resultado do ajuste é apresentado na
Tabela 14

Tabela 14 Critério de selec@o de modelos AR(p)

AIC | BIC
0.7188 | 0.7712
0.6271 | 0.7062
0.5896 | 0.6957
0.5478 | 0.6813
0.5427 | 0.7040
0.5017 | 0.6911
0.5064 | 0.7243
0.5360 | 0.7827

G 3 D Crd o do |

Pelo critério de Akaike (AIC) seleciona-se 0 modelé de ordem p = 7 mas
pelo critério BIC seleciona-se 0 modelo de ordem p = 4. A andlise dos
residuos dessses dots modelos apresentada nas Figuras 37 e 38 mostram que
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ambos modelos apresentam residuos com correlagio serial ndo significativa.
O critério BIC assegura mais a parciménia do modelo que o AIC.
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Figura 87 Andlise dos residuos para o modelo AR({)
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Figura 38 Andlise dos residuos para o modelo AR(7)
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A Figura 39 mostra a andlise dos residuos para 0 modelo AR(2) esta andlise
mostra que esta ordem € visivel mente insuficiente para exrpressar toda cor-
relacdo da série temporal.

Normal Probability Plol

correlation
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-
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+
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*
*
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¥ o+ 4
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-0.3 + PR
~0.4 -4
0 5 0 15 20 25 -4 -2 0 2 4
lag -k

Figura 39 Andlise dos residuos para o modelo AR(2)
Portanto o modelo selecionado é AR(4) e os parimetros ajustados sio:
Zt = 04701Zt..1 - 048522{;_2 + 027012,}_.3 - 01463Zt__4 + ag

com a; um ruitdo branco normal com média zero e variancia estimada em
2
0% = 1.558.

5.6 Previsao

Para fazer previsio de uma varidvel aleatdria Y baseado na observagio de
outra varidvel X precisamos encontra uma fungdo g(X) que relacione a
variavel X com Y, de tal forma a previsao da varidvel Y dada a observacio
X = z pode ser calculada por Y = g(z). Claramente gostariamos de escolher
a funcdo g(z) tal que g(X) esteja o mais perto possivel de Y. Um critério
possivel para escolha da funcio g é minimizar E{[Y — g(X)]?}. Mostraremos
que sob esse critério o melhor preditor possivel é g(X) = E{Y|X}.
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Proposition 70 E{[Y — ¢(X)]*} > E{[Y - E(Y|X)]*}
Prova. Para demostrar essa proposigdo vamos considerer a igualdade:

E{[Y — g(X)"|X} = E{[Y — E(Y|X) + E(Y|X) + g(X)]"|X}
= E{[Y - E(V|X)[*|X}+
+ E{[E(Y|X) - g(X)| X }+
+2E{[Y - E(Y|X)|[E(Y]X) - g(X)]|X}

Dado X, E(Y|X) — g(X) é uma funcio de X e pode ser tratado como uma
cosntante, entdo:

E{lY - E(Y|X)][E(Y]|X) — g(X)]IX} = [E(Y]X) — g(X)]
x E{[Y - E(Y|X)]|X}
= [E(Y|X) - g(X)]x
x [BE(Y|X) - E(Y]X)]
=0

Sendo E{[E(Y|X) — g(X)]?|X} > 0, temos que:
E{[Y — g(X)P’|X} 2 E{[Y - E(Y|X)]*| X} (5.30)

Tomando o valor esperado com relagdo a X de ambos os lados de (5.30) e
uasando a propriedade do valor esperado condiconal afirmando que E4{Ep(B|A)} =
E(B), temos:

E{[Y - ¢(X)]*} 2 E{[Y - E(Y|X)]*}

5.6.1 Previsao com modelo ARMA(p,q)

Agora considerando o modelo ARMA(p.g), onde fazemos Y = Z; ¢ X é o
vetor de observagdes Z = (Z;,...,Zy), e a fungdo g que relaciona Z; com
o vetor de observacdes é o modelo ARMA(p.q), Z; = at + > o, $iZs—i +
> i-10;a:—;. Entdo a previsio de um valor futuro Zy., para qualquer A > 1
¢ estimada escrevendo:

P q
Ziih = Qggn + Z &iZirh—i + Z ;04 +h—j

i=1 j=1
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calculado o valor esperado condicionado, temos:

P q
E{Z 4|2} = E{asn + Z i rh—i + Z Ojatin—j | Z}

i=1 j=1

E{Zysn|Z) = E{as4n|Z} + Z $iE{Zysn-i|2Z} + Z 0;E{assn-;|2}

i=1 j=1

Vamos denotar por Zyy = E{Zyn|Z) € Gen = E{awn|Z} e utilizar o
seguinte fato:

Z, h<0
B(znlz) = { 7 230

a h<0

Os valores de Zyp, € az,, para b < 0 sdo extraidos do vetor de observagdes Z
¢ os valores de Z;,;, sdo os valores previstos previamente. Para exemplificar
como a previsao é calculada vamos considerar o caso particulares.dos modelo

AR(p).

5.6.2 Previsio com modelo AR(p)
Neste caso o modelo é dado por: Z;,p = apyp + Zle ¢iZ11h—i, para h > 1.
A previsio é dada por:
R P
Zoin=>_ $iE{Zein|Z}
i=1

Pois sabemos que E{asn|Z} = 0 para h > 1 e considerando a relagdo:

Z —i hSi,i=1,...,p
E{Zvi-i1Z) = { f:,, h>1
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Podemos escrever a previsdo para os segintes passos h =1,2,...,p+ 1:

h=1 == 2t+1 =y, ¢1Zt+l-z

Zt+1 0L+ +Ppliy1p
h=2 = §t+2 = E"fl ¢:Zt+2—s

Zt+2 = @121+ + Pplira—p

h=p = Zt+p Db ¢zZt+p—

Zt+p ¢LZt+p—1 +--e ¢p—1Zt+1 + ¢pZs
h=p+1 = Zupu =2 ¢3Zt+p+1—s R

Zirp = ¢1Zt+p + et Pp1 240 + ¢pZt+1

Neste caso particular do modelo AR(p) notamos que as previsdes para um
passo h > p+1 sdo calculadas usando somente valores anteriormente previs-
tos, ou seja j4 ndo sdo considerados dados observados. Este fato se reflete em
um crescente do erro de previsdo, pois introduz uma superposi¢ido de erros
proveniente das previsoes anteriores. Para enfatizar essa limitacido dos mod-
elos, vamos supor que p = 2 (modelo AR(2)). Neste caso somente as duas
iltimas observagoes sdo consideradas no cilculo da previsdo. As previzGes
para um horizonte s > 2 s6 levardo em conta valores anteriormente previs-
tos. (Zt+,. 1y Zt+h 2). No entanto em muitos problemas o horizonte h = 2 é
extremamente pequeno.

A ordem do modelo reflete a memdria do processo, portanto um modelo
AR(1) conhecido como modelo Markoviano tem como propriedade a falta
de meméria, ou seja o futuro (Z;,; = a; + ¢, Z;) s6 depende do presente (Z;)
ndo dependendo de qualquer informagdo passada. Processos com “pouca
memdria” sdo de dificil previsdo para horizontes grandes. ‘ .

Consid?r?.‘ndo o modelo AR(2) ajustados no:Exemplo anterior, temos:

= 0.778
#=( o5 )

. A Figura 40 mostra as tltimas 10 observagdes da série juntamente com a
previsdp para t = 91,...,100, considerando que as novas observagoes sao
imcorporada aos dados a cada passo (previsio 1-passo a frente) e a cada
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trés passos (previsio 3-passos a frente).

-25
80

Figura 40 Dados observados e Previsio com modelo AR(2)

Notamos neste exemplo como a previsao se aproxima da média da série quan-
do o horizonte de previsdo almenta refletindo a perda de meméria do modelo.

5.7 As Etapas do Ajuste de um modelo linear

O uso tedrico da FAC e FACP para identificar o modelo que descreve uma
série temporal nem sempre pode ser seguido na pratica, pois a estimativa
destas fungoes estd sempre sujeiota as variabilidades amostrais que podem
levar a escolha do modelo errado. Por isso um procedimento iterativo de
identificagdo, estimativa e disgnéstico de validagao para um modelo escol-
hido é sempre recomendado. O diagrama apresentado a seguir sumariza o
procedimento iterativo que deve ser seguido para ajustar um modelo para
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andlise e previsdo de uma séries temporal.

Postular
Classe Geral

de Modelos

l

Identificar
Modelos

|

Estimar
os Parametros

dos Modelos

y
Diagnastico
O modelo é
adequado ?

[

Usar para
previsao

O bloco correpondente ao diagndstico inclui testes de hip6tese sobre os pardmetros,
o critério de selecdo de modelo e a andlise dos residuos para verificar se ndo
h4 mais correlacao serial.



Capitulo 6

Um Exemplo de Previsao de
Carga.

Neste capitulo vamos apresentar um exemplo de modelagem, andlise e
previsao de carga, aqui vamos considerar uma série de consumo mensal de
enrgia no setor industrial de uma regido do estado de Sdao Paulo no periodo
de 1975 a 1986. O objetivo aqui identificar a tendéncia e sazonalidade da
série e andlizar a componente estocdstica desta série através de sua funcio
de autocorrelagdo (FAC) e auto correlagdo parcial (FACP). Ajustando um
modelo autorregressivo usado para prever esta componente visando diminuir
os erros de previsdo. Também ¢é feita uma avaliagao da previsao através dos
erros quadritico médio (EQM) e erros absolutos percentuais médios (EAPM)
para diferentes procedimento de atualizagio das observagoes e horizontes de
previsdo necessarios para atender os objetivos da operacido e planejamento
dos sistemas geradores e distribuidores de energia elétrica.

6.1 Cosumo Industrial de Energia Elétrica

A Tabela 15 apresenta uma série de consumo mesnal de enregia elétrica
no periodo de 1975 a 1986 no setor industrial de uma regido do estado de

97
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Sao Paulo. Essa série é apresentada de forma gréifica na Figura 41.

Tabela 15 Cosumo de Energia elérica no Setor Induatrial em MW-hora,

Més

75

76

7

78

79

80

81

82

83

84

85

86

jan
fev
mar
abr
mai
jun
jul
ago
set
out
nov

dez

138
131
150
134
149
160
167
185
190
186
175
165

155
152
164
177
173
190
211
225
219
224
245
202

170
177
182
187
195
217
243
252
254
244
243
258

209
201
214
219
214
250
276
247
273
280
256
263

227
205
240
242
230
257
299
275
297
294
288
299

240
243
259
257
274
295
308
324
345
312
333
309

305
270
318
258
284
310
318
325
336
306
302
289

262
264
268
303
286
340
337
361
368
333
347
314

276
290
282
339
300
359
350
360
390
366
366
332

306
333
332
344
344
407
395
441
464
433
459
398

360
400
373
399
415
457
392
479
466
438
488
427

393
409
344
370
411
449
449
506
451
469
486
406

Uma, simples andlise visual do grifico da A Figura 21 mostra que essa série
tem ma tendéncia linear e uma sazonalidade.
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Figura 41 Cosumo de Energia elétrica do setor industrial de 1975 a 1986

Vamos considerar o modelo aditivo para esta série de consumo, assim temos:

Xe=Ti+ St + Z,
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6.1.1 A Tendéncia

A justando uma reta para modelar a tendéncia linear, temos:
Ti=op+ ot

As estimativas de minimos quadrados para ag, a5d0:

- Ztlil tXe — "1%7 (Ztl;\;l t) (E:;l Xt)

“u = N 1 N 2
Et:l ¢ - N (Et:l t)

ag =Xt—&1f

onde:
X =13 % ¢ f==y= D
temos:

ao =149.73 e al = 2.0296

O ajuste desta tendéncia juntamente com a série original sdo mostrados na
Figura 42.

£

Cosumo de Energia Eléirica (MW-hora)
T

T2 2w w % & T8 e i ni 2w e
Figura 42 Série consumo observada e tendéncia estimada,

A tendéncia ajustada pode ser utilizada para estimar a taxa de variacio
média anual no cosumo de energia elétrica deste setor. Essa taxa é calculada
como: _ _
X1 —X
Reyr = %‘- x 100%, k=1,2,...,n—1
k
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onde X, k=1,2...,n— 1, sdo as médias de consumo anuais. Cosiderando
o periodo da carga como T = 12 meses podemos calcular X, cosiderando o
ajuste linear, como:

. 1 kT

Xk=— (Olo+0£1t)dt,k=1,...,n—1
T Jg-vr

- 2k+1)T

Xk=ao+0£1£———+——)——, k=1,...,n—-1

2

Este resultado tedrico (calculado com base no ajuste linear) pode ser com-
parado a posteriori com as taxa observadas, calculadas com as médias amostrais,
dadas por:

" Xe— X

Ry = 2L " Tk 20 100%, k=1,2,...,n—1

Xk

onde as médias amostrais anuais, fk, k=1,2,...,n—1, sdo calculadas com
os dados histdricos observados, por:

N 1
X k== E Xt , k= 1, 2, N
t:(k—l)T+1
Fazendo o célculo dessa taxa os dados da série de consumo no setor idus-
trial, onde k = 1,2,...,12 (ou seja para os 12 anos do histérico), podemos
comparar a taxa estimada com a taxa observada como mostra a Figura 43
25 T T —T T LS S T
-+ Taxa cbservada
2ol :
A Y %
T 1
Pl The /
3 RN N
SO TTeN I kY
> e e : \
i
N A S
st \ e
7 verr Te7e iete e Teer ez 1980 1ese 1085 1ass

Ano

Figura 43 Taxa de variagdo no consumo médio anual
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Podemos observar portanto uma taxa de variagdo média anual decrescente,
caido de 15% em 1976 para 5% em 1986, indicando provavelmente uma re-
tragdo no setor ou uma recessio economica.

6.1.2 A Sazonalidade

Usando-se a tendéncia ajustada para elimiar o crescimento na série ob-
servada, temos uma série livre de tendéncia. A série livre de tendéncia é
usada para ajustar a sazonalidade doo consumo de energia. O célculo do
periodograma mostra que a fréquéncia de maior intensidade é a de périodo
1/ fr = 12 meses, este resultado estd mostrado na Figura 43.

8
ol
7T
Ee B
5 I
gst |
&
a
8
D i
§
LI
i
!
2k
4 ]
- m———— ————.
LI ,,-_—’_—_‘__’ N._{
-
o et Ty
1 12 23 34 43 58 67 78 8g 100 m 122 133 144

(periodami/frequincla)

Figura 43 Periodograma da componente sazonal da série de consumo
O ajuste da série de Fourier, leva a seguinte modelo para a sazonalidade:
S; = ag + a128in(27 fiot) + bi2 cos(27 fiat)
com as seguintes estimativas:

G0 = 0,812 = —33.9167, b, = —4.0533
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A série livre de tendéncia e a sazonalidade ajustada por série de Fourier, sido
mostradas na Figura 44. :

J

L I 1 L L i L A s L 1 1
1 12 23 34 45 56 14 76 89 100 11 122 133 144
Mes

Figura 44 Ajuste da componente sazonal da série de consumo

6.1.3 A Componente Estocastica

A andlise dos residuos, ou componente estocastica da série pode ser feita
eliminandose da série original a tendéncai e a sazonalidade, assim a série de
compnente estocdstica pode ser calculada por:

Z,=X,—T,~ S, t=1,...,144

O gréfico deste processo {Z;,t = 1,. .., 144}, e suas fungdes de antocorrelagio
(FAC) e autocorrelagdo parcial (FACP) sdo apresentados nas Figura 45.e 46
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respectivamente.
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Figura 45 Componente estocistica {Z,,t = 1,...,144} da série de consumo

A anilise da FAC e FACP do processo Z;, indicam que um modelo AR(3)
pode representar bem o processo.
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Figura 46 FAC e FACP de {Z;,t =1,...,144}

Ajustando-se modelos AR(p) com p = 1,2, 3, 4 e usando o célculo dos critérios
AIC e BIC, mostrados na Tabela 16, podemos confirmar a escolha do modelo
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AR(3) para represntar a estocéasticidade residual da série.

Tabela 16 Valores de AIC e BIC

p AIC BIC

1 6.0915 6.1330
2 6.0053 6.0678
3 5.8812 5.9648
4 5.8964 6.0015

O ajuste do modelo AR(3) leva ao seguinte modelo:
Zy= 01241 + $2ls—2 + P32;-3 +
com
¢ = 0.0436, ¢ = 0.2576, ¢3 = 0.3608

A andlise dos residuos mostrados nos graficos da Figura 47 assegura que este
modelo é adequado para representar a componente Z;.

Norma! Probability Plot
30 T

0.9977

25

20

correlation

[¢] 5 10 15 20 25 ~100 ~50 [ 50
tag -k a

Figura 47 Anélise dos residuos do modelo AR(3)

O modelo completo para a série de consumo de energia elétrica no setor
industrial, ajustado segudo os dados da Tabela 15 &

Xt=Tt+St+Zt
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com:

T = 149.73 + 2.0296¢

2t 2nt
= —33.917sin(>) — 4. o
St = —33.917 sin( 12 ) — 4.053 cos( 5 )

Zy = 0.0436Z;—, + 0.2582;_2 + 0.361Z;_3 + a;

6.1.4 A Previsao

Para fazer um exercicio de previsdo com os dados do consumo de energia
elétrica dados na Tabela 15, vamos deixar os ultimos 12 meses fora do ajuste
do modelo, em seguida faremos a previsio destes consumos, ou seja a previsao
do consumo para 12 meses entdo podemos comparar esta previsdo com os
valores observados, deixados fora do ajuste.O modelo ajustado com as 132
observacoes é:

Xe =T+ S¢+ %,

T: = 149.58 + 2.0356¢
. 2mt 2nt
St = —32.483 sm(—ﬁ) — 3.855 COS('—l—z‘—

Z, = 0.0544Z,_; + 0.305Z;_5 + 0.3782Z;_3 + a

A anilise com as 132 observagaes é feita de forma semelhante a anilise feita
com os dados completos, ocorrendo somente uma pequena variagdo amostral
nas estimativas dos pardmetros dos modelos devido a retirada dos 1dltimos 12
meses.A Figura 48 apresenta os dados observados e os ajustes da tendéncia
e sazonalidade T; + S;, para os dados observados e a extrapolagba para os 12
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meses de 1986.

Carga (Mw-hora)

T2 23 s 45 s &7 78 8a 0 111 12 1m  1as
Meses
Figura 48 Ajuste e extrapolagdo da tendéncia e sazonalidade da série

A previsdo para os valores de t = 133,...,144. é calculada extrapolando a
tendéncia e a sazonalidade para este horizonte e calculando-se o valor esper-
ado condicionado da componente estocdstica, como se segue:

Zoin = 0.0544Z; 51 + 0.305Zy 112 + 0.378Z 153
onde temos que 2t+h_; = Zyn—iyh <1i,i=1,2,3, assim temos que:
h=1=> Z,,, = 0.0544Z, + 0.305Z,_; + 0.378Z,_,

h=2=> 7, = 0.05447,,; + 0.305Z, + 0.3782Z,_,
h=3=> Zy13 = 0.05644Z;,5 + 0.305Z,,, + 0.378Z,

Para h > 3 usa-se os valores previstos recursivamente, ou seja , para h =
4,5,...,12, temos:

Zera = 0.05447,,3 + 0.305Zy2 + 0.378Z;4;
Zyrs = 0.0544Z, 4 + 0.305Z,,5 + 0.378Z,,2

Ziy12 = 0.0544Z,1; + 0.305Z5,10 + 0.378 2440
A previsdo do consumo portanto é calculada como:

)?Hh = Tiyn + St4n + Zt+h
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Os resultados dessa previsdo juntamente com os valores observados para os
12 meses do ano de 1986, sdo apresentados graficamente na Figura 49.
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Figura 49 Gréfico dos valores previstos e observados para 1986

A avaliacdo desta previsdo é feita com o calculo do erro quadriticos médios
e erro absoluto percentual médio, entre os valores previstos e observados.
previsdo, dados por:

L
1
REMQ =7 D [Xobs(t + B) — Xpreu(t + h)]? = 740.2884
h=1
L
EMAP(%) = = 5.4248
D D W (R %

Por fim as Figura 50a e 50b apresentam os valores observados e previstos
para 60 meses, quando essa previsao é feita com realimentagdo de novas ob-
servagoes més-a-més (Figura 50a) e quando ndo é feita realimentacio (Figura
50b), neste caso notamos como a continuidade da aplicagdo desta técnica de
previsio, sem a realimentagdo com novas observagGes, conduz a previsio
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bésicamente da tendéncia e sazonalidade da carga.
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Figura 50-(a)Previsdo com atualizacdo mensal, (b) sem atualizagdo

Este procedimento de previsao é refletido no erro de previsdo como mostra, a
Tabela 17.

Tabela 17 Erro de Previsao

L | EQM EAPM(%)
12 12 7402884 54248
60 1 635.7901  5.6563
60 60 802.8544  6.3746

L-horizonte de previsdo

l-periodo de realimentacido

6.1.5 Conclusao

A andlise da série de 12 anos de consumo mensal de energia elétrica no
setor industrial de uma regido do estado de Sdo Paulo nds permite concluir
que este consumo € sazonal com um perido de 12 meses e uma tendéncia
linear.

A andlise da tendéncia revela uma taxa de variagdo do cosumo médio
anual decrescente nestes anos, indicando uma retraciao desse setor ou uma
recessao econdmica nos anos de 1975 a 1986.

A andlise da componente estocdstica revela uma correlagdo de 3 meses
nesta componente, mostrando com isso uma dependéncia previsivél com até
trés meses de antecedéncia para este efeito aleatdrio.

A previsio deste consumo pode ser feito para um horizonte de longo prazo
com erros médios da ordem de 6.5% e no curuto prazo (menos de 6 meses)
as previsoes de consumo apresentam um erro médio da ordem de 5.5%.
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