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Introducio

A caracteristica de Euler-Poincaré é o primeiro exemplo de classe caracteristica,
definida para um poliedro finito como a soma alternada, sobre i, dos nimeros de
simplexos de dimensdo i. Esta definicao foi dada por Euler em dimensdo dois e
por Poincaré nas demais dimensoes. A férmula de Poincaré-Hopf fornece uma inter-
pretacao geométrica da caracteristica de Euler-Poincaré no caso de uma variedade
compacta suave M em termos de obstrucao a construcdo de um campo de vetores
tangente a M. Mais tarde, foram descobertas outras interpretagoes da caracteristica
de Euler-Poincaré, mostrando o interesse desta nogao. O artigo de Elon Lima [Li]
no primeiro nimero da revista Matematica Universitdria, editada pela SBM, d&
uma excelente visao geral sobre a caracteristica de Euler-Poincaré, relacionando as
diferentes nogoes.

As classes de Chern, no caso complexo e as de Stiefel-Whitney, no caso real,
generalizam a nogao da caracteristica de Euler-Poincaré. Elas foram primeiramente
definidas como obstrugao a construgao de campos de r-referenciais tangentes a uma
variedade suave complexa, no primeiro caso, ou real, no segundo. Outras interpre-
tagoes destas classes jd aparecem no artigo de Chern [Ch] e também através da defi-
ni¢do “axiomatica”das classes. Na segunda secao daremos as deﬁnigées das classes
por obstrugdo e axiomatica.

. No caso de uma variedade singular, o fibrado tangente nao existe mais. Existem
pelo menos duas maneiras de generalizar o fibrado tangente. A primeira consiste
em considerar a uniao dos fibrados tangentes aos estratos de uma estratificacdo da
variedade e de considerar a obstrucdo a construcdo de r-referenciais adaptados. Isso
é o ponto de vista de M.H. Schwartz [Scl], na sua bonita construgio de campos ra-
diais dando a primeira definicao de classes caracteristicas para variedades analiticas
complexas. A defini¢do de R. MacPherson [MP2] generaliza a defini¢do axiomdtica
de classes de Chern, com uma prova da conjectura de Deligne e Grothendieck. De
fato, foi provado em [B-S] que as defini¢oes de M.H. Schwartz e de R. MacPherson
sdo as mesmas, via o isomorfismo de Alexander, e a partir dai tais classes foram
chamadas de classes de Schwartz-MacPherson. Na Secdao 3 recordamos as nogoes
necessarias de variedades singulares e na Segao 4 as defini¢oes de M.H. Schwartz e



2 Introducdo

de R. MacPherson.

Outra maneira de substituir o fibrado tangente, no caso de uma variedade singu-
lar, é de considerar o fibrado virtual. Este ponto de vista foi o de Fulton [Fu], para
definir classes caracteristicas no caso de variedades singulares. As classes de Fulton
nao sao iguais as de Schwartz-MacPherson. No caso de uma intersecao completa
local X, e mais geralmente de hipersuperficies, é possivel interpretar a diferenca
entre estas classes. Se X tem pontos singulares isolados, a diferenca é a soma dos
nimeros de Milnor nos pontos singulares [Su]. No caso geral, varios autores dao in-
terpretagoes desta diferenca, chamada de classe de Milnor. Isso é o assunto da Se¢ao
5.

Os espagos considerados neste curso sao compactos, a maioria dos resultados
podem ser estendidos no caso nao compacto, usando homologia com suportes local-
mente finitos. O leitor interessado encontrara na literatura os resultados correspon-
dentes.

Estas notas correspondem ao curso que foi dado em setembro de 2001 no Instituto
de Ciéncias Matematicas e de Computagao da Universidade de Sao Paulo, Campus
de Sao Carlos. Quero agradecer ao Instituto e especialmente a Maria Aparecida
Ruas pelo convite para trabalhar num lugar bem agradavel e favoravel a pesquisa
em matematica. Um resumo deste curso foi também ministrado no IMECC, Uni-
versidade de Campinas. Devo a Maria Aparecida Ruas a supervisao da edigao deste
curso. Eu quero agradecer especialmente & Maria Alice Bertolim de Sao Carlos e
também ao Rogério Mol de Belo Horizonte pela correcao dos meus erros de por-
tugués. Os erros que permanecem vém das minhas tltimas mudangas, e nao sao
imputaveis a Maria Alice ou Rogério. Para a edicao das figuras contei com a ines--
timavel ajuda da Maria Alice e do Sadao Massago, a quem também agradeco.

Sao Carlos, Julho 2002
Marselha, Novembro 2002
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A caracteristica de Euler-Poincaré

1.1 Definicao combinatdria

“A histéria das classes caracteristicas inicia em 1758, com a famosa férmula de Euler:
para um poliedro P de dimensao 2 em R®, homeomorfo 3 esfera S?, temos

TLQ—TL1+TL2:2,

onde ny é o nimero de vértices de P, n; o numero de arestas e ny, o nimero de faces.
Dai, para um poliedro P qualquer, de dimensao 2 em R®, a soma alternada

X(P) =ng —ny + ny

foi chamada caracteristica de Euler de P.

Em 1893, Poincaré estende este resultado para poliedros finitos P de dimens&o
qualquer n em R™: sendo n; o numero de simplexos de dimensao ¢ do poliedro P, a
caracteristica de Euler-Poincaré de P ¢ definida por

n
x(P) = Z(—l)ini.
i=0
Sendo um poliedro finito P em R™, a reuniao dos simplexos de P é um subcon-
junto compacto de R™ denotado |P| e chamado realizagdo geométrica de P. Um
espago topoldgico X é chamado trianguldvel se existe um poliedro P ¢ um homeo-
morfismo A : |P| = X. O par (P, h) (ou mais simplesmente o poliedro P) é chamado
triangulacdo de X. O resultado importante de Poincaré é que para duas triangu-
lagGes P e Q do mesmo espago X temos x(P) = x(Q). Este nimero, independente
da triangulagao de X, é chamado caracteristica de Euler-Poincaré de X e denotado
x(X).
Assim, para a esfera S™ temos x(S™) =1+ (—1)™
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Figura 1.1 Triangulacoes da esfera S? e do toro T'. O toro é obtido por identi-

ficagao dos segmentos de mesmo nome respeitando orientagao dos mesmos. Temos:
x(S?) =2 e x(T) =0.

c
b ' d
a a
b d
c
Figura 1.2

Triangulagoes do toro pingado, X e do toro de género 2, 7,. As
superficies sao obtidas por identificagao dos vértices e dos segmentos de mesmo nome
respeitando orienta¢do dos mesmos. Temos: x(X) =1 e x(Tz) = —2.
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1.2 Numeros de Betti

Os elementos C;(P) do complexo simplicial tém um nimero de geradores igual ao
nimero de i-simplexos de (P). Entao eles sdo grupos abelianos livres finitamente
gerados. Os subgrupos Z;(P) = Ker(0; : Ci(P) — C;—1(P)) e Bi(P) = Im(9;4, :
Ci+1(P) — C;(P)) sao finitamente gerados como subgrupos de um grupo finitamente
gerado. Por outro lado, os grupos de homologia H;(P,Z) sao também finitamente
gerados como quociente de grupos finitamente gerados. Podemos escrever

Hz(P)Z) = Li ®711

onde L; é a parte livre e T; o subgrupo de torsao de H;(P).
Definimos os niimeros de Betti de P como o posto

Bi(P) =tk (Hi(P,Z)) = rk (L;).

O Teorema de Poincaré é o seguinte:

Teorema 1.1 (Teorema Poincaré)

Seja P um poliedro finito de dimensaon em R™, com nimeros de Betti 3;(P), temos

n

X(P) =Y (-1)'8:(P).

=0
Demonstracao
Da seqiiéncia longa
oy B (B P A e (P) 5 o

obtemos as seguinte igualdades

> (1)'n; = > (-1)"(dim Z; + dim B;_,)
=0 =0
= (-1)'(dimZ — dim B;) = » (~1)8:(P)
1=0 1=0
e o teorema. O

Por outro lado, se (P) for a triangulagdo de uma variedade suave M, compacta,
orientada, de dimensao n, temos o Teorema de dualidade de Poincaré:
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Teorema 1.2

Seja P um poliedro finito, tal que | P| seja uma variedade suave, compacta, orientada,
de dimensao n. Temos

:Bi(P) = ﬁn-—i(P)'

Alexander demonstrou em 1915 que duas triangulagdes do mesmo espago topo-
légico compacto X tém os mesmos numeros de Betti. Este resultado aprofunda o
resultado de invariancia de Poincaré: nao somente a caracteristica de Euler-Poincaré
nao depende da triangulacao de X mas também os nimeros de Betti.

1.3 Teorema de Poincaré-Hopf
1.3.1 Caso suave

O Teorema de Poincaré-Hopf foi demonstrado em dimensao 2 por Poincaré em 1885,
e em todas dimensoes por Hopf em 1927.

Lembramos que uma variedade suave (ou néo singular) de dimensdo n é um
espago topolégico M tal que para todo ponto z de M, existe uma vizinhanca U,
homeomorfa a uma bola B® C R" e cujo bordo (o “link” de z) é homeomorfo & esfera
Ui

Denotaremos por M uma variedade diferencidvel, suave, orientada de dimensao
n. Denotamos por v um campo de vetores definido numa vizinhanca do ponto a
de M, com (eventualmente) uma singularidade isolada em a. No vocabuldrio dos
fibrados (veja 2.2) isso significa que v é uma segdo do fibrado tangente a M, nula
(ou nao definida) no ponto a. Seja B(a) uma bola de raio suficientemente pequeno
numa carta local de M, tal que a seja o tnico ponto singular de v em B(a). Neste
caso, o campo v € bem definido e sem singularidade sobre o bordo S(a) = 0B(a).
Orientamos a esfera S(a) =2 S™! conforme a orientacdo de M e definimos a aplicacao
de Gauss

v:8(a) 2 S*! — S

por 7(z) = v(z)/llv(2)|l
O grau da aplicagao de Gauss é geometricamente o nimero de vezes que v(S(a))
recobre S™71, isto é o grau da aplicacdo

Yo: Ho (SN Z — H,_ (S ) 2 Z.

Este grau é denotado I(v,a) e chamado indice do campo v no ponto a. Ele nao
depende da escolha da bola B(a). Veja [Li] para uma defini¢do equivalente usando
o indice de Kronecker.
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v(z2)
o 'U(.’L'l)

v(zp)
To

Figura 1.3 A aplicacao de Gauss.

LEC@r £

I(v,a) = —1 I(v,a) =+2

Figura 1.4 Campos de vetores em dimensao 2

Teorema 1.3

(Teorema de Poincaré-Hopf) Sejam M uma variedade diferencidvel, compacta, ori-
entada, e v um campo de vetores tangente a M, com nimero finito de singularidades

1soladas a;. Temos
= Z I(v, a;).

Se existe um campo de vetores tangente a M e sem singularidades, entao x(M) = 0.
Reciprocamente, se x(M) = 0, podemos construir um campo de vetores tangente
a M sem singularidades. Se x(M) # 0, todo campo de vetores tangente a M tem
singularidades. Nesse caso, é possivel construir sobre M um campo de vetores com
uma unica singularidade (veja [Li]).

O Teorema de Poincaré-Hopf significa que a caracteristica de Euler-Poincaré cal-
cula a obstrugao para a construcao de um campo de vetores tangente a M, sem
singularidades.

Para uma demonstracao do Teorema de Poincaré-Hopf, veja por exemplo Lima
[Li]. Um exemplo de campo de vetores dando a prova do Teorema de Poincaré-Hopf
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I(v,ay) ’U(12

Campo paralelo Campo transversal
x(Sz) = +2 x(T)=0 x(T)=0
Figura 1.5 Teorema de Poincaré-Hopf para a esfera e o toro.

de uma maneira explicita é o campo de Hopf. O desenho seguinte mostra o campo de
Hopf sobre um simplexo de dimensao dois e da4 também uma idéia da generalizagao
da construcao em outras dimensoes.

z

Figura 1.6 O campo de Hopf

Denotamos z, os baricentros dos simplexos de dimensdo i. O campo de Hopf
sai dos vértices z, de (K). Sobre cada 1-segmento [z}, 23] de (K'), com i < j, o

-

campo ¢é proporcional ao vetor (a:;,x%,), com coeficiente A € [0,1], tal que A = 0
nos vértices e A = 1 ao meio do segmento. Nos 2-simplexos, o campo é obtido em
termos de coordenadas baricéntricas. Podemos imaginar a situagao gefal e escreve-la
explicitamente a partir do exemplo em dimensao 2.

1.3.2 Caso singular
Um espago topolégico X é uma variedade singular no ponto a se nao existe uma

vizinhanca de a homeomorfa & uma bola B™ C R" e cujo bordo é homeomorfo a
esfera S"~1. O toro pingado é um exemplo de variedade singular.
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+1\__/

B
N4

A

Figura 1.7 Suspensio de S! e do toro.

A suspensdo de X é obtida a partir do cilindro X x [—1, +1], colapsando os niveis
—lel.

O toro pingado admite uma singularidade no “ponto de pin¢camento”a. Neste
ponto, o link consiste de dois circulos S*, e ndo somente um. A suspensdo do toro
admite dois pontos singulares: os dois pontos de pincamento A e B. Nestes pontos,
o link é um toro, e ndo uma esfera.

No caso singular, o Teorema de Poincaré-Hopf nao é mais verdadeiro, usando um
campo de vetores qualquer. A razao é que a definicdo do indice s6 é valida numa va-
riedade suave, onde uma vizinhanca do ponto a ¢ homeomorfa a uma bola B" e cujo
bordo é homeomorfo a uma esfera S™!. Consideremos o exemplo do toro pingado
X, mergulhado em R?, que é uma variedade singular com uma singularidade isolada
no ponto de pingamento a. A nica maneira de definir um indice no ponto a é de
considerar um campo de vetores v definido numa bola B3(a) de centro a em R3,
tal que v(z) seja tangente a X para todo ponto z de X \ {a} e com uma tnica
singularidade a na bola B*(a). Consideremos dois exemplos de campos:

Figura 8.a Figura 8.b

Figura 1.8 Os campos w e v sobre o toro pingado



10 1. A caracteristica de Euler-Poincaré

a) O campo tangente as paralelas do toro 7" induz sobre o toro pingado X um
campo w entrando na bola B3(a) ao longo de um dos dois circulos de intersegao de
0B3(a) com X e saindo da bola ao longo do outro circulo (veja Figura 8 a). O campo
w definido sobre 8B*(a) N X é restrigdo de um campo W definido sobre dB3(a) e de
indice 0. Neste caso, o Teorema de Poincaré-Hopf nao se verifica porque temos

X(X) =1#0=1I(w,a)

b) Consideremos um campo de vetores v sobre B3(a), saindo de B3(a) ao longo de
0B3(a) e tangente a X ao longo de B*(a) N (X \ {a}). Este campo tem indice +1 em
a, ele pode ser estendido sobre o toro pingado em um campo de vetores v sem outra
singularidade além de a. De fato, podemos construir v de tal maneira que o dngulo
entre v(z) e o espago tangente ao “meridiano” contendo z diminui proporcionalmente
com a distancia a a até ser 0 pelo meridiano oposto a a (veja figura 8 b). Neste caso,
o Teorema de Poincaré-Hopf é verificado:

O campo v é o primeiro exemplo de campo radial, do qual faremos o estudo sis-
tematico na Secao 3.

Da mesma maneira que o campo radial permite recuperar o Teorema de Poincaré-
Hopf, a construgao de classes caracteristicas para variedades singulares consiste em
definir campos de vetores adaptados & situagao singular, generalizando a nogao de
campos radiais.

1.4 Teoria de Morse

Seja f : M — R uma fungao real de classe C*° na variedade M. Dizemos que o
ponto x € M é um ponto critico de f se numa carta local U de coordenadas locais
(z;),t1=1,...,n, numa vizinhanga do ponto z, temos

of
aa:,-

(z)=10, L - Y

Esta definicao nao depende da carta local escolhida.

O ponto critico z é chamado ndo degenerado quando o hessiano de f nesse pon-
to ndo é nulo. Lembramos que o hessiano é o determinante da matriz H(z) das
derivadas segundas

2
H(x):<6:f,6ij)(x) L

A fungao f : M — R é chamada func¢do de Morse se todos pontos criticos de f sao
nao degenerados.
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Num ponto critico de uma fungéo de Morse, a matriz H(z) é simétrica, entdo tem
valores préprios reais. O nimero de valores préprios negativos de H(z) é chamado
indice de Morse da fungdo f no ponto critico x.

Num ponto critico de indice zero a fun¢ao de Morse f admite um minimo relativo.
Num ponto critico de indice n = dim M, ela admite um méaximo relativo. Os outros
pontos criticos da fungao de Morse f sdo chamados pontos de sela.

C4
>
——
C1
Figura 1.9 Funcgao de Morse sobre o toro.

Seja m; o numero de pontos criticos de f cujo indice de Morse vale i. Morse
demonstrou em 1925 as desigualdades entre numeros de Betti e nimeros m;

k k
S (DB <Y1 k=0,...,n—1
1=0 i=0
> (-18= Y (-1)m
1=0 1=0

Esta igualdade implica
X(M) = " (-1)'m;
1=0
Uma interpretagao desta férmula é a seguinte: o campo de vetores gradiente de
: 9 ;) 7

f, denotado gradf(z), expresso em coordenadas locais como (5&, S a—;:%), é um
campo de vetores tangente a M cujas singularidades sao os pontos criticos de f.
Seja z um ponto critico da fungdao de Morse f, com indice de Morse 7, entao o indice
do campo de vetores gradiente neste ponto é I(gradf,z) = (—1)*.
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1.5 Formula de Gauss-Bonnet

Uma outra formulacao da caracteristica de Euler-Poincaré é obtida em termos de
curvatura integral. Seja K(z) a curvatura de Gauss da variedade M no ponto z,
temos

sty < ;‘— /M K(z) dM

onde c,, é o volume da esfera unitdria S™ C R™*! (veja Lima [Li]).

Esta formulagdo foi generalizada por Chern numa das defini¢oes de classes car-
acteristicas dadas em seu artigo de 1946. Neste curso, ndo vamos considerar esta
ultima definicao, embora ela seja muito importante e interessante.
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Classes caracteristicas - Caso de variedades
suaves

2.1 Historia

Em 1935 e de uma maneira independente, Stiefel, aluno de Hopf, e Whitney definem
classes caracteristicas em cohomologia para variedades reais suaves. Stiefel consid-
era o ponto de vista de obstrugdo (para a construcio de r-referenciais tangentes a
variedade), calculando os grupos de homotopia das variedades que tém o seu nome.
Whitney considera fibrados em esferas sobre a variedade M e define classes de coho-
mologia com coeficientes em Z/2Z. Os métodos de Stiefel e de Whitney sao similares
e sao a base da teoria de obstrugao. Chamamos agora de classes de Stiefel-Whitney
as classes de um fibrado vetorial, ou do fibrado em esferas associado, obtidas da
mesma maneira.

Em 1942 Pontrjagyn define classes para variedades Grassmannianas, usando a
decomposi¢cdo em termos de ciclos de Schubert, devido a Ehresmann. As ideias
de Pontrjagyn, e de Wu Wen Tsiin sao a base dos teoremas de classificagao que
lembraremos a seguir.

No seu artigo [Ch] de 1945, Chern deu vérias defini¢des equivalentes de classes
para variedades hermitianas: definicao por obstrugao, usando a decomposicao da
variedade Grassmanniana em termos de ciclos de Schubert, usando formas diferen-
ciais.

Para falando da histéria das classes caracteristicas é necessario mencionar a con-
tribuicao muito importante de Wu Wen Tsiin: entre outros resultados, ele provou a
formula do produto para as classes de Stiefel-Whitney e para as classes de Chern,
deu uma formulagao simples da decomposicao da Grassmanniana dos subespagos ve-
toriais orientados e estendeu a definicao de classes de Chern para fibrados vetoriais
complexos quaisquer sobre os complexos simpliciais (finitos).
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As classes caracteristicas tém, pelo menos, duas defini¢ées : uma geométrica, que
permite entender o significado das classes, mas com a qual é dificil fazer calculos
efetivos, outra axiomatica, que fornece métodos faceis para o célculo efetivo, mas
com a qual é mais dificil ver o significado das classes. Vamos ver primeiramente
a definicao pelo método de obstrugao, que foi também historicamente a primeira,
depois damos a definicao axiomatica.

Para obter referéncias e maiores detalhes, ver [Di], 3,IV.

2.2 Fibrados

Denotaremos por K o corpo dos nimeros reais R ou dos niimeros complexos C,
dependendo do caso considerado.

Um fibrado vetorial E, sobre K, de base B e de posto n é um espago topoldgico
E, com uma aplicagao continua 7 : E — B, chamada projecao, tal que, para todo
ponto z € B, a fibra E; = 7~!(z) é um espago vetorial de posto n sobre K.

Um fibrado vetorial tem de satisfazer a seguinte condicao de trivialidade local:
para todo ponto z € B, existe uma vizinhanga U, em B e um homeomorfismo
¢ : 7 Y(U;) = U x K* que induz para tudo y € U, um isomorfismo 7~ !(y) — K".

Se temos trivialidade “global”, i.e. podemos tomar U, = B na condigao de trivi-
alidade, entao dizemos que o fibrado é trivial.

Uma secao do fibrado E é uma aplicagao continua s : B — FE tal que, para todo
T € B, temos s(z) € E, = 7~ ().

Nos préximos exemplos de fibrados e nas defini¢ées usaremos os seguintes espagos:

O espago projetivo real P™ é definido como o espago das linhas que passam
pela origem de R"*!. A variedade Grassmanniana G,(R"**) é o espago de todos
subespacos vetoriais de dimensdo n de R***. Seja R*® o espaco vetorial de todas
seqiiénciais infinitas (z1, z, . . .) onde os z; s30 nimeros reais com apenas um nimero
finito deles nao nulos. A variedade Grassmanniana infinita é o conjunto de todos
subespacos vetoriais de dimensao n de R*, i.e. o limite direto da seqiiéncia natural

Gn(R*) C Go(R**!) c G,(R*"*?) C - - -

Exemplos 2.1 (Fibrados vetoriais reais)

(i) O fibrado tangente 7'M a uma variedade real suave M. Isto é o conjunto de todos
os pares (z,v) tais que £ € M e v é um vetor tangente a M em z, i.e. um elemento
de T, M. Em particular, temos o fibrado trivial T'S! tangente & esfera S!, o fibrado
(ndo trivial) T'S? tangente A esfera S?, o fibrado TP™ tangente a P".

(ii) O fibrado normal a uma variedade (real) suave M mergulhada em R". Isto é o

conjunto de todos os pares (z,v) € M xR" tais que v é ortogonal ao espago tangente
T.(M) c T,(R*) 2 R".
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(iii) O fibrado canénico (também chamado de fibrado tautolégico) v. sobre P™. Este
fibrado é o conjunto de todos os pares {(\,v)} onde A é um elemento de P", i.e.
uma linha que passa pela origem de R**! e v um vetor de ). Este fibrado de posto
1 ndo é trivial.
(iv) O fibrado universal

,Yﬁ — Gn (Rn+k)

é o conjunto de todos os pares {(P,v)} onde P é um elemento de G, (R***) (i.e. um
subespago vetorial de dimensdo n de R"**) e v um vetor de P.
(v) O fibrado universal

Yn — Gn(R*)

conjunto de todos os pares {(P,v)} onde P é um elemento de G,(R*) (i.e. um
subespago vetorial de dimensdo n de R*) e v um vetor de P.

Exemplos 2.2 (Fibrados vetoriais complexos)
(i) O fibrado tangente complexo 7'M a uma variedade complexa suave M. Cada
fibra T, M é munida de uma estrutura complexa. Em particular, temos o fibrado
TP™(C) tangente a P"(C).
(ii) O fibrado canénico 7. sobre P"(C). Este fibrado ¢ o conjunto de todos os pares
{(A\,v)} onde A é um elemento de P"(C), i.e. uma reta complexa passando pela
origem de C"*! e v um vector de A. Este fibrado de retas (complexas) é também
chamado de fibrado tautolégico ou universal. Ele é denotado por O(—1) em geome-
tria algébrica.
(iii) O fibrado “hiperplano”#. Ele é denotado por O(1) em geometria algébrica.
Este fibrado é o dual do fibrado canénico.
(iv) O fibrado universal

T = Ga(CF)

é o conjunto de todos os pares {(P,v)} onde P é um elemento de G,,(C*"**) (i.e. um
subespago vetorial complexo de dimensdo n de C"**) e v um vetor de P.

(v) O fibrado universal

' T =+ Ga(C™)

é o conjunto de todos os pares {(P,v)} onde P é um elemento de G,(C®) (i.e. um
subespaco vetorial complexo de dimensao n de C*) e v um vetor de P.

2.3 Definicao por obstrucao

O Teorema de Poincaré-Hopf diz que x(M) é uma medida da obstrugdo para a
construgao de um campo de vetores tangentes a variedade M. Da mesma maneira,
o objetivo da teoria de obstrucgao é definir invariantes que avaliam a obstrugao para
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construir um numero dado de segoes independentes de fibrados vetoriais. De uma
maneira mais precisa, o objetivo é responder a perguntas como a seguinte:

Dados um fibrado vetorial E de posto n sobre uma variedade X e um inteiro r
tal que 1 < r < n, seria possivel construir r se¢oes de F, linearmente independentes
em cada ponto 7

E claro que sobre o esqueleto de dimensao 0 de uma triangulacao de X, a resposta
da pergunta é positiva. Entao temos as seguintes perguntas:

Fazendo a construgao por esqueletos de dimensoes crescentes, até que dimensao
podemos fazer a construcao ? Ao chegarmos na dimensao de obstru¢ao, seria possivel
definir uma avaliagao da obstrucao ?

Damos, em primeiro lugar, o exemplo mais simples e cldssico do fibrado tangente
a uma variedade suave M. Na seqiiéncia consideraremos os casos de um fibrado real
tangente a uma variedade diferencidvel suave ou de um fibrado complexo tangente a
uma variedade analitica complexa. Denotamos por K o corpo R ou C, dependendo
da situacgao.

Seja M uma variedade suave de dimensao n (sobre K) munida de uma métrica
euclidiana (ou hermitiana). O fibrado tangente a M, denotado por TM é um fibrado
vetorial sobre K de posto n, cuja fibra sobre um ponto z de M € o espago vetorial
tangente a M em z, denotado por T, (M) e isomorfo a K*. O fibrado T'M é localmente
trivial, o que significa que existe uma cobertura de M por abertos U tais que a
restricao de TM a U é isomorfa a U x K".

O objetivo é avaliar a obstrugao para a construgao de r se¢oes de 7'M linearmente
independentes (sobre K) em cada ponto, ou seja um campo de r-referenciais.

Como mostrado por Steenrod [St], observamos que é equivalente considerar -
referenciais ortogonais ou conjuntos de r campos de vetores linearmente indepen-
dentes em cada ponto.

Definimos o fibrado 77 (M), de base M, associado a T'M, e cuja fibra sobre um
ponto z de M é o conjunto dos r-referenciais de T, (M). Este fibrado nao é mais um
fibrado vetorial. A fibra “tipica” de 77 (M) é o conjuto de todos os r-referenciais de
K", i.e. a variedade de Stiefel V,, ,(K). Construir 7 se¢des linearmente independantes
de TM sobre uma parte A de M é equivalente a construir uma segao de 77 (M)
sobre A.

Consideremos a situagao seguinte: (K) é uma triangulagido de M suficientemente
pequena onde cada simplexo o fica num aberto U da trivializagao de 77(M). Uma
tal triangulagao existe sempre. Consideremos a seguinte pergunta:

Suponhamos que existe uma se¢ao v" de T"(M) sobre o bordo 0o do simplexo o
de dimensao k. Seria possivel estender esta se¢ao ao interior de o? Se nado, qual é a
obstrugao para esta extensao?

A se¢ao v" sobre o bordo de o define uma aplicacao

80 -5 T™(M)|y 2 U x Vo (K) 25 V, . (K)

onde pry é a projecao sobre o segundo fator.
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Ciites
7" (M), 4

pr2
m P s
¥_r/ Vor (K)
v "
U
M

Figura 2.1 Aplicagdo S*~! — V,, .(K).
Obtemos assim uma aplicagao
§+1 2 5572 1 (K)

e, por conseguinte, um elemento de m_y(V;,(K)) denotado por [y(v",o)]. Para
responder a pergunta anterior, precisamos conhecer os grupos de homotopia de
Vn,r(K)'

Se [y(v",0)] = 0, entdo a aplicagio S¥~! — V,,.(K) pode ser estendida & bola
B*, ou seja, a aplicagdo 9o — V,, .(K) pode ser estendida a o.

0o = S — V, (K)

| 7

o= Bk
Neste caso, nao ha obstrugao para a extensao da secao v” dentro de o. Isso
acontece por exemplo se o grupo de homotopia m¢_1(V, -(K)) for 0.
Os grupos de homotopia 7 (V, ,(K)) foram calculados por Stiefel e por Whitney
(veja [St]) nos casos K = R e C. Temos os seguintes resultados:
Seja V; -(R) a variedade de Stiefel dos r-referenciais em R", entao temos:

0 parai<n-—r
Ti(Var(R)) = ¢ Z parai=n—7 paroui=n-—1 ser=1 (2.1)
Z/2 parai =n —7r imparer > 1.
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Para a variedade de Stiefel dos r-referenciais em C*, temos:

0 parat <2n-—2r +1

. (2.2)
Z para i =2n—2r + 1.

U (Vn,r (C)) = {

Denotamos 2p = 2(n —r +1). Um gerador de ma,—1(V;,+(C)) pode ser descrito da
seguinte maneira: escolhemos um (n — p)-referencial em C". Ele define um (n — p)-
subespaco de C* cujo complementar é um espago complexo CP. A esfera unitaria
de C?, denotada por S?~!, é orientada e sua orientacdo é induzida pela orientacio
natural de C?. Consideremos para todo ponto da esfera o (n — p + 1)-referencial
formado pelo vetor w e pelo (n — p)-referencial fixado. Obtemos assim um elemerito
de V,-(C). A aplicagdo da esfera orientada S**~! em V,,,(C) assim descrita define
um elemento gerador de my,_1(V, -(C)).

2.4 Classes de Chern. Definicao por obstrucao

Nas hipdteses anteriores e no caso de uma variedade analitica complexa, construimos
um campo de r-referenciais por indu¢ao na dimensao do esqueleto da triangulagao
(K): é possivel definir um r-referencial em cada vert” ice ¢° da triangulagio K,
i.e. sobre o 0-esqueleto de (K). Suponhamos que o campo de r-referenciais ja seja
conhecido sobre o esqueleto de (K) de dimensdo (k — 1), com k < 2(n — r + 1).
Como vimos acima, para todo simplexo ¢ de dimensdo k, o campo v" sobre o bordo
do de o define um elemento [y(v",0)]. Como k < 2(n —r + 1), este elemento vale 0
por (2.2) e o campo pode ser estendido sem singularidade ao interior de o. Quando
chegamos & dimensdo k£ = 2p = 2(n — 7 + 1), obtemos para cada k-simplexo o um
elemento

[V(v",0)] € M1 (Var(C)) = Z.

Podemos estender o campo v” construido sobre o bordo de o por uma homotetia
centrada no baricentro o de o, com uma singularidade isolada neste ponto. O indice
do campo estendido v" no seu ponto singular & vale

I(v",5) = [y(v",0)] € Z.

A dimensao 2p = 2(n — r + 1) é chamada dimenséao de obstrugao.

A correspondéncia o — I(v",5) define uma cocadeia com valores inteiros, i.e. um
elemento

b= 3 165,8)0,
: dimo=2p

onde o* é a cocadeia elementar cujo valor é 1 sobre o simplexo o e 0 sobre todos
os outros simplexos. A cocadeia [y(v")] é um cociclo (veja [St]), chamado cociclo de
obstrucao , cuja classe é chamada classe de obstrugao.
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Teorema 2.3

[St] A classe de obstrugdo ndo depende da cobertura trivializadora de T™(M), nem
da triangula¢do de M, nem da escolha de r-referenciais feitos sobre simplexos de di-
mensdo k < 2p. A classe de obstrugdo, denotada por c?(M) € H*(M; Z) é chamada
p-ésima classe de Chern de M.

No caso r = 1, temos 2p = 2n e a classe correspondente é a obstrucao a construgao
de um campo de vetores: ¢*(M) € H*"(M;Z). Sabemos que a avaliagdo de c"(M)
sobre a classe fundamental de M é

(c"(M), [M]) = x(M).

2.5 Teoremas de classificagao

Consideremos ainda o caso de uma variedade analitica complexa suave. Temos os
seguintes teoremas de classificacdo (veja [Mi3]).

Teorema 2.4

Para todo fibrado vetorial complezo E de posto n sobre um espa¢o compacto B
eristem um inteiro k e uma aplicagio f : B — G,(C***) de tal maneira que temos
um diagrama comutativo

B 45 vk

! !

B -1 G.(C)
e um isomorfismo E = f*(~F).

~ Lembremos que se um espaco B é paracompacto entao B é Hausdorf e admite
coberturas localmente finitas.

Teorema 2.5

Para todo fibrado vetorial complezo E de posto n sobre um espago paracompacto B
eziste uma aplicagio B — G,(C*®) de tal maneira que temos um diagrama comuta-

tivo
FE —— Yn

! !

B — G,(C)
e um isomorfismo E = f*(v,).
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Seja H = P™ ' um hiperplano em P™ e [H] a classe correspondente em
Hy,_o(P™). Denotamos por a o gerador de H?*(P™;Z) dual, pelo isomorfismo de

Poincaré H*(P™;Z) i Hy, 2(P™Z), a classe [H], i.e. a N [P"] = [H]. Temos
a = c'(H), o que implica o seguinte lema:

Lema 2.6

Seja c*(vy) a classe de Chern do fibrado ), temos c(y}) = —a, i.e.
c!(va) N [P"] = - [H].

1. O anel de cohomologia H*(P™;Z) é um anel de polinémios gerado pela classe a
(ou pela classe c'(7})), truncado em dimensdo 2n. Em outras palavras,

H*(P%,2Z) =12, =0 L
gerado por a' e temos
H*E(Pr. Z) = 0, i=0,...,n.
2. As classes de Chern do fibrado TP™ tangente a P™ sao dadas por
o(TP™) = (14 o)™+,
Assim ¢*(TP™) = (n+ 1)a™ e
$P*) = -4 1 =g (TP") [P >
No caso n = 1, o elemento a é o gerador de H(P';Z), dual de [P!], i.e.
< o [P sl
e c!(TP!) = 2a. Reobtemos x(P!) = x(S?) = 2. Em geral temos
g P a=1

3. O anel de cohomologia H*(G,(C*);Z) é um anel de polinémios sobre Z gerado
pelas classes ¢'(v), . .., (7). Estes geradores nao tém relagdo polinomial entre si.

2.6 Definicao axiomatica das classes de Chern

As classes de Chern satisfazem os seguintes axiomas:
Para todo fibrado vetorial complexo E de posto n sobre B sao associadas classes

c¢(E) € H*(B; Z), 1 =01 .0
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tais que c’(E) = 1, satisfazendo os axiomas:
1. Naturalidade. Se temos um diagrama comutativo de fibrados

E —— F'

Lo

B, B
entao
(¢ (E)) = ¢(E).
2. Soma de Whitney. Se E e E’ sao fibrados sobre a mesma base B, entao

HEDE) =) d(E)ud(E).

1=0

3. Para o fibrado 7] sobre P! 22 S?  a classe de Chern c!(7{) nao é zero.
De fato, ja vimos que esta classe é um gerador de H*(P!;Z).

2.7 Conclusao

Observemos que a teoria de obstrucao usa:

1) um fibrado vetorial E de posto n sobre K (R ou C), de base B. No caso particular

do fibrado tangente F = T'M, considera-se uma base diferencidvel, mas, no caso

geral, nao é necessaria a hipdtese de diferenciabilidade da base.

2) o fibrado (ndo vetorial) dos conjuntos de r se¢des linearmente independentes de

E. A fibra é isomorfa a V,, ,(K).

3) o célculo dos grupos de homotopia da fibra V, ,(K). Eles sao nulos até uma

dimensao que déa a dimensao de obstrucao.

Assim, no caso K = C, podemos definir o ciclo de obstrucao e as classes de Chern
c¢(E) para um fibrado vetorial E sobre uma base (triangulada) nao necessaramente
suave. No caso do fibrado tangente E = T'M a uma variedade suave temos c?(E) =

#(TM) = *(M).
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Variedades singulares

No caso de uma variedade singular X, o fibrado tangente 7"X nao existe mais.
As construcoes de classes de Chern, no caso singular, consistem em procurar um
substituto ao fibrado tangente. Existem (pelo menos) duas maneiras de definir tal
substituto no caso de uma variedade singular X mergulhada numa variedade suave
M: .

1. Considerar a uniao 7" dos espagos tangentes aos estratos de uma estratificacao
de X e considerar secoes de T'M cuja imagem estd em 7. Este é o método usado
por M.H. Schwartz, que mostra que nao se pode usar qualquer se¢do, mas secoes
radiais. '

2. Considerar o fibrado virtual. Este é o método usado por Fulton. Se X for suavé,
teremos uma seqiiéncia exata

0->TX -TM|x - NxM — 0,

onde NxM é o fibrado normal de X em M. No caso de uma variedade singular tal
que o fibrado normal NxM existe, podemos definir o fibrado virtual (no grupo de
Grothendieck) como

Tx =TM|X —NxM.

Para definir classes caracteristicas, precisamos conhecer a estrutura local da var-
iedade singular. Isso é dado pela estrutura de variedade estratificada.
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3.1 Estratificacoes de Whitney

Seja X uma variedade analitica complexa de dimensao (complexa) n, uma estrati-
ficacao é a dada de uma filtragao

(X) 0=X_1CXOC"'CXn_1CXn=X

tal que cada V; = X;\ X,;_; é uma variedade complexa suave de dimensao com-
plexa i. Chamamos as variedades V; de estratos (ndo necessariamente conexos) da
estratificagao.

Nao se pode considerar qualquer estratificagdo. Os estratos tem que satisfazer
condicoes de “colagem”entre si. As condi¢oes de Whitney sao muito poderosas em
relacao as propriedades desejadas para a construcao de campos de referenciais adap-
tados ao caso de variedades singulares.

Definicao 3.1 A estratificacio (X) satisfaz as condi¢ées de Whitney se para todo
par (V, W) de estratos tais que W esteja no fecho de V' e para todo ponto y de W
temos:
a) Para toda seqiiéncia z; de pontos de V' com limite y e tal que o limite

I T (V])=T

1—00
existe na grassmaniana correspondente, entdo 7' contém T, (W).
b) Se além disso temos uma seqiiéncia y; de pontos de W com limite y e tal que o
limite de direcoes

Iim T3 = A
1—00

existe no espaco projetivo, entao 7" contém A.

Whitney mostrou [Whl] que toda variedade analitica complexa admite uma es-
tratificacdo satisfazendo as condigoes (a) e (b). Uma tal estratificagdo é chamada
estratificagao de Whitney.

Exemplos 3.2
(i) O cone. As condigdes (a) e (b) na@o sao satisfeitas para a estratificagdo do cone
X tal que

hcY o X,

onde Y é uma geratriz do cone (Figura 12a e 12b). Para ver isso, basta considerar
uma seqiiéncia z; de pontos de X cujo limite é o vértice do cone y, situados sobre
uma geratriz do cone que nao seja Y, e uma seqiiéncia de pontos y; de Y com limite
y e de modo que o segmento z;y; tenha sempre a mesma dire¢ao.
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Figura 3.1 Condigoes (a) e (b) de Whitney.
Neste exemplo, é facil ver que a estratificagcao

Dc{y}cYycXx

satisfaz as condi¢oes de Whitney.

Figura 8.a Figura 8.b

Figura 3.2 A estratificagdo ) C Y C X do cone nao satisfaz as condicdes de
Whitney.

(ii) Consideremos a variedade X em C? cuja equacdo é y? + 23 — t22% = 0.
Se chamarmos de Y o eixo da coordenada t, a estratificacdo

PcYcX

satisfaz a condigdo (a) mas ndo a condi¢do (b). Basta acrescentar um estrato de
dimenséo 0, a origem de C?, para que as condicdes de Whitney sejam satisfeitas.
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Figura 3.3 A condic@o (b) nao estd satisfeita no caso da estratificacao ) C
¥ C A

3.2 Triangulacoes

Seja X uma variedade analitica complexa de dimensao (complexa) n mergulhada
numa variedade analitica complexa suave M de dimensdo (complexa) m. Seja (X)
uma estratificacdo de Whitney de X. Podemos definir uma estratificacao de Whitney
de M adicionando o estrato M \ X.

Seja (K) uma triangulacdo de M compativel com a estratificacdo de M (cada
simplexo aberto o, estd contido num tnico estrato). Uma tal triangulagao existe,
pelo resultado de Lojaciewicz.

Suponhamos que M é uma variedade combinatdria, munida de (K). Seja (K')
uma subdivisao baricéntrica de (K). A decomposigéo celular (D) de M, dual de (K)
e associada a (K') é definida da seguinte maneira:

o
K>

Figura 3.4 Células duais.

Se o é um g¢-simplexo de (K), a célula dual d(o) do simplexo o é o conjunto
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de todos simplexos 7 da subdivisdo baricéntrica de (K) tais que a intersecao 7 N
o é exatamente o baricentro & de 0. Se M é uma variedade suave, entdo d(o) é
homeomorfo a uma bola de dimensao 2m — q.

Definimos uma orientagdo de (K) compativel com as orientagdes dos estratos.
Temos entdo uma orientagao de (D), de tal modo que a orientagdo de um simplexo
0% seguida da orientacao da célula dual d(o) dd a orientagao de M. Denotamos ainda
por d(o) a(D)-célula orientada elementar definida pela célula d(c) munida da sua
orientacao.

Uma propriedade importante das células duais, observada por M.H. Schwartz, é
que as células duais sdo transversais a estratificagdo de M (e de X). Esta propriedade
é uma conseqiiéncia da compatibilidade da triangulacao (K') com a estratificagdo. Se
V; for um estrato de dimensao 2k de X, e se o for um simplexo de dimensao 2(r — 1)
de V;, entdo a interse¢ao d(o) N V; é uma célula de dimensdo 2(k — (r — 1)) = 2s.

Ja temos que, se o for um simplexo de dimensdo 2(r — 1), entdo a célula dual
d(o) é de dimensao 2(m — (r — 1)) = 2q, que também é a dimensao de obstrugao
para a constru¢ao de um campo de vetores tangente a M. A parte regular X,., de
X tem dimensao real 2n. Se o simplexo o de dimenséo 2(r — 1) for um simplexo de
Xreg, €ntao a intersecdo d(o) N X,¢, € uma célula de dimensédo 2(n — (r — 1)) = 2p,
que é a dimensdo de obstrucao para a constru¢ao de um campo de vetores tangente
a X;eg. Em geral, se o simplexo o de dimenséo 2(r — 1) for um simplexo do estrato
V; de X, de dimensdo 2k, entdo a intersecdo d(o) N V; é uma célula de dimensao
2(k — (r—1)) = 2s, que ¢ a dimensdo de obstrugio para a construcio de um campo
de vetores tangente a V;.

3.3 Tubos

Definimos dois sistemas de tubos: tubos celulares cujbs elementos sao células duais
de simplexos de X, ou do fecho V; de um estrato V;, e tubos geodésicos.

Seja 0 um k-simplexo de (K') e y € o, denotamos por 7,(y) o conjunto de pontos
cujas coordenadas baricéntricas relativamente aos vértices de o sao proporcionais as
coordenadas de y e de raio > 1 — €. Este conjunto de dimensao 2m — k admite uma
particdo em raios. Se A é uma parte de X, denotamos 7.(A) a reunido dos T.(y)
por y € A. Se A é um subconjunto simplicial de K e ¢ = 0, entao 7.(A) é a reuniao
das células duais dos simplexos de A.

Seja A uma parte fechada de um estrato V; de dimensao 2k. Escolhemos sobre M,
na vizinhanca de A, uma métrica riemanianna p. Para todo ponto y € A, o disco de
dimensido 2(m — k) gerado pelos arcos geodésicos ortogonais a A em y e de tamanho
comum p(y) é denotado por ©,(y). O tubo geodésico, vizinhanca de A, unido dos
discos ©,(y) por y € A, é denotado ©,(A).
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Y,
iy,

@z
2

i
2277

simplexos de (K)

simplexos de (K')
tubo 7, (X)

Figura 3.5 Os tubos T,(A) e ©,(A).

3.4 Campos radiais

Nesta se¢ao, mostramos que as condigoes de Whitney permitem definir campos de
vetores usados na construcao de campos radiais. Mais precisamente, a condicdo (a)
implica a existéncia de prolongamentos por paralelismo e a condi¢dao (b) implica a
_existéncia de campos transversais.

Definicdo 3.3 Seja X uma variedade singular estratificada mergulhada numa var-
iedade suave M. Um campo de vetores v tangente a M sobre uma parte A C M
é chamado estratificado se, para todo z € A, o vetor v(z) é tangente ao estrato
contendo o ponto z.

O exemplo que pefmite entender o processo de prolongamento radial é o seguinte:
consideremos coordenadas (z,y) € C* x C**. Aqui C* faz o papel do estrato V;
mergulhado em M = C".

Seja B* a bola unitaria no espaco C*. Consideremos sobre a bola um campo de
vetores v tangente a C¥, eventualmente com uma singularidade isolada no centro {a}
da bola, i.e. na origem de C*. Este carhpo pode ser estendido por paralelismo sobre
B* x C** a um campo v’ tal que v'(z,y) é paralelo & v(z). No caso de singularidade
isolada de v na origem, o campo v’ tem singularidade no espago {0} x C*~*,

Por outro lado, em todo ponto de C* x C*~*, podemos considerar o campo de
vetores w(z,y) = (0,7y). Este campo é nulo ao longo de C* e cresce com a distancia
a C*. Ele representa o campo gradiente da fungdo distancia a C*. Este é o exemplo
tipico de campo transversal.

Consideremos, na bola unitaria B" de C*, o campo 7 = v + w. Este campo,
chamado prolongamento radial de v, tem uma singularidade isolada no ponto {a}
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Ck

Figura 3.6 Campo radial no caso C".

se e somente se isso também ocorre para v. Ele nao tem outras singularidades e os
indices I(v, a), calculado em C*, e I(%,a), calculado em C", sdo iguais ([B-S],[Sc3]).
Esta igualdade é a propriedade fundamental do prolongamento radial.

Mais precisamente, a definicdo do prolongamento radial é a seguinte:

3.4.1 Prolongamento por paralelismo

Consideremos um estrato V; de dimensao 2k. Podemos definir uma decomposigao
celular de V; como intersecao de V; com uma decomposi¢ao celular de M, esta
decomposicao sendo dual a uma triangulagao de M compativel com a estratificacao.
Consideremos um campo de vetores v sobre V; com singularidades isoladas. Podemos
construir um tal campo de vetores com singularidades nos baricentros das células
d*™ N V; onde d*™ é uma célula de dimensdo 2m de M, dual a um vértice a de (K)
situado em V;. "

A condigao (a) de Whitney permite mostrar que o campo v pode ser prolongado
por paralelismo a uma vizinhanga de d*™ N V; usando as coordenadas baricéntricas.
Mais precisamente, se v for definido sobre uma parte fechada A de V;, o prolonga-
mento por paralelismo estd definido sobre o tubo 7;.(A), as singularidades sdo discos
de dimensao 2(m — k) transversais a V; nos pontos a. Pela condigdo (a) de Whitney,
em todo ponto z do tubo, pertencendo a um estrato Vj, o angulo do prolongamento
por paralelismo e do espaco tangente a V; é pequeno.
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3.4.2 Campos transversais

A condigao (b) de Whitney permite mostrar o seguinte resultado:

Sejam uma parte A de um estrato V; e o tubo ©,(A). O campo de vetores
g(z) = graa(x) (gradiente da distancia ao estrato V;) é tangente aos raios de ©,(A)
mas ele nao define um campo estratificado. A construcao de um campo estratifica-
do, usando o campo gradiente, se faz por indugao crescente sobre as dimensoes dos
estratos, iniciando com o campo gradiente nos estratos de dimensao nula. A con-
strucdo de M.H. Schwartz usa vizinhangas particulares (prismaticas). A condigéo
(b) de Whitney permite mostrar que é possivel construir um campo transversal w
satisfazendo as seguintes condigdes : w é um campo estratificado, prolongamento da
secao nula sobre A, w é ndo nulo no complementar de V;, saindo dos tubos ©,(A)
ao longo de 9©,(A) — ©,(0A), e fazendo, em cada ponto, um angulo pequeno com
o espaco tangente ao estrato do ponto.

3.4.3 Prolongamento radial local

Sejam A uma parte fechada de V; e A’ um vizinhanga de A em V; tal que ©,(A) C
(A

Seja v um campo de vetores tangente a V; sobre A, com singularidades isoladas
aj € A. Podemos definir sobre 7T;(A) um prolongamento por paralelismo v’ e um
campo transversal w. Denotamos ainda v a soma dos campos de vetores v’ e w,
em ©,(A). O campo v estd saindo do tubo ©,(A), com as mesmas singularidades
isoladas a; e com a propriedade importante que

I(vly;, a;) = I(v,a;)

Figura 3.7 Prolongamento radial local.
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Classes de Chern de variedades sihgulares

4.1 Classes de Schwartz

Considerando a estratificagao de M, podemos definir um espago ” pseudo-fibrado” &
em T'M, cuja fibra em todo ponto z do estrato V; é o espago tangente a T, (V;). Uma
secdo v de E sobre uma parte A de M é uma secdo do fibrado TM|,4 tal que, em
cada ponto z € ANV;, temos v(z) € T,(V;). Da mesma maneira, podemos definir o
fibrado dos r-referenciais de F, denotado E". Uma secao v" de E” sobre uma parte
A de M é uma secdo do fibrado T" M|, tal que, em cada ponto z € AN V;, temos
v'(z) € TZ(VA). | .

Uma generalizacao natural das classes de Chern para variedades singulares pod
ser feita definindo-as classes como obstrucao a construgao de uma secao de ET.
Por isso, precisamos considerar uma decomposi¢ao simplicial ou celular de M. A
primeira idéia é considerar uma decomposi¢ao compativel com os estratos. De fato,
nao é possivel definir uma classe caracteristica usando tal decomposicao. A razao é
que a obstrugao para construir uma secao do fibrado 7”7 M aparece em dimensao 2q =
2(m—r+1), mas a obstrucdo para construir uma se¢ao do fibrado 77 (X,.,) aparece
em dimensdo 2p = 2(n — r + 1) e a obstrugdo para construir uma se¢do do fibrado
T7(V;) sobre o estrato V; de dimensao 2k estd em dimensao 2s = 2(k —r+1). Entdo,
a dimensao de obstrucao depende do estrato. Usando uma triangulagao compativel
com a estratificacdo, ndo podemos definir as classes de Chern. A idéia de M.H.
Schwartz, que permite resolver o problema, é considerar uma decomposicao célular
de M dual a uma triangulacao compativel com a estratificacao.

Neste caso, consideremos uma célula d(o) de M, de dimensao 2¢g = 2(m —r + 1),
dimensao de obstrugdo para a construcao de um campo de r-referenciais sobre M.
Se o simplexo o fica no estrato V; de X de dimensdo 2k, entao d(o) é uma célula
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que encontra V; com dimensao
dim(d(o)NV;) =2s =2(k —r + 1).

Isto é precisamente a dimensao de obstrucao para a constru¢ao de um campo de
r-referenciais sobre V.

Isto justifica a construgao de r-referenciais, se¢oes de E” sobre as células duais.

Teorema 4.1

Podemos construir uma se¢do com singularidades de ET sobre o esqueleto D9 da
decomposigcao celular, com ¢ = m —r + 1. A secao € chamada campo radial e
denotada v" = (v"!,w) se as singularidades de v" satisfazem.:

(i) As singularidades de v" sdo isoladas e sio zeros do campo de vetores w. Sobre o
esqueleto D9~ ™ ndo tem singularidades, sobre o esqueleto D9 v,_; ndo tem
singularidades.

(1i) Se uma célula d(o) de dimensdo 2q encontra vdrios estratos, entio todas singu-
laridades de v estdo no estrato de menor dimensdo.

(iii) Se {a} € d(o) NV; é um ponto singular de v", com dim(d(c)) = 2¢ e dim(V;) =
2k, entdo, se k =1 —1, temos I(v",a) = +1 ¢, se k > r—1, o indice I(v",a) € igual
ao indice de v"|4)ny; em {a} como se¢do de T™(V;).

Figura 4.1 O campo radial “global”.

O campo radial global é construido por indugao crescente sobre a dimensao dos
estratos. Daremos a construgao no caso r = 1, o caso geral se faz do mesmo modo,
usando os esqueletos de dimensdes adequadas. Para todo estrato Vp = {a;} de di-
mensao 0, construimos um campo estratificado v saindo de uma bola suficientemente
pequena de centro a;. A restricao do campo v aos estratos V;, de dimensao 1 pode
ser estendida sobre estes estratos com singularidades isoladas a de indice (v, a) no
estrato. Estendemos o campo obtido a um tubo, vizinhanca de V;, com o método do
prolongamento radial. O indice do prolongamento nos pontos singulares vale I(v, a).
Estendemos sobre os estratos de dimensao 2 a restricao do campo a estes estratos,
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com singularidades isoladas, e continuamos esta construgao por indugao crescente
sobre a dimensao dos estratos.

Definicao das classes.

Seja V; um estrato de X e 7; a reunido das células (abertas) de (D) que encontram
Vi. O campo v" define um cociclo de obstrugao ¢; € C'(2 g) (T;, 0T;) tal que

<gdI>= ) I(W,a).
aj ed2ny;
Seja T areuniao das células fechadas de (D) que encontram X . Denotamos ainda

¢; a imagem de ¢; em C’(zg)(T, dT) e fazemos ¢ = Y ¢;. Temos

Z ua(diq)* com ‘/“a = Z I(vr’ a’j)'

d2INX#0 a;€d2NX

(4.1) ¢

A classe de € em
H?(T,0T) & H*(T,T - X)X H¥(M,M — X)

é a classe de Schwartz ¢?(X). O primeiro isomorfismo é obtido por retragao de 7 — X
sobre @7 e o segundo por excisao. .

Esta definicao nao depende das escolhas da estratificagao, da triangulacdo, dos
tubos e das vizinhancas.

4.2 Conjectura de Deligne e Grothendieck

Um conjunto construtivel numa variedade algébrica é um conjunto obtido a par-
tir das subvariedades usando um ntmero finito de operacoes usuais da teoria dos
conjuntos: uniao, interse¢ao, complementacao.

Uma funcao construtivel a : X — Z é uma fungao tal que existe uma parti¢cao
finita da variedade em conjuntos construtiveis de forma que « seja constante sobre
cada um deles.

Equivalentemente, uma fungdo « é construtivel se, e somente se, existe uma
triangulacao da variedade X tal que o seja constante no interior de cada simplexo.

Seja Y C X. Denotamos por 1|y a fungdo construtivel, fungdo caracteristica de
X,tal que 1|y(z) valel1sez € YeOsez e X - Y.

Proposicao 4.2

Eziste um e somente um funtor covariante F da categoria das variedades algébricas
complezas (compactas) na categoria dos grupos abelianos tal que:
(1) F(V) € o grupo das fungdes construtiveis sobre V,
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(i) se f : V. — W € um morfismo algébrico priprio entre variedades algébricas,
entio f, : F(V) — F(W) satisfaz

f(1ly)(w) = x(fH(w) NY)

para todo subespago fechado Y de V.

Como para toda fungdo construtivel o sobre X existe uma particdo {Y;} de X
tal que @ = ) a;l|y;, temos f.(a) = > ;i f.(1]y;) por linearidade.
O teorema seguinte de MacPherson foi conjecturado por Deligne e Grothendieck :

Teorema 4.3

[MP2] Eziste uma e somente uma transformagdo natural de funtores c. : F — H,
tal que

(i) co(a+ B) = c.(@) + a(B),

(11) se f: V — W for préprio, entdo f.c.(a) = c.fu(a),

(111) se V for suave, entdo c,(1|y) = ¢(V) N [V], imagem da classe de Chern pelo
isomorfismo de Poincaré, produto “cap”pela classe fundamental.

Aplicacao 4.4 (Exemplo de célculo, veja [BG]) Uma aplicagio imediata do Teore-
ma 4.3 é encontrada no calculo das classes de Chern de variedades singulares com
singularidades isoladas. Seja X uma variedade com singularidade isolada em {p}
em:Y — X o “blow-up”do ponto {p}. A fibra 7=!(z) é um ponto se T # p;
denotamos D = 7~ !(p) o divisor excepcional. Entao temos

T.(1ly) = 1|x + (x(D) — 1) 1|

e dai
ce(1lx) = cu(X) = cu(m(1ly)) + (1 = x(D))es(1]ip)) = m_c*(Y) + (1 =%(D)}{p}.

A definicao das classes de MacPherson usa as classes de Chern-Mather.

4.3 Classes de Mather

Seja X uma variedade analitica complexa, de dimensao complexa n, mergulhada
numa variedade suave M de dimensao complexa m. Sobre M temos o fibrado M
associado a T'M cuja fibra sobre o ponto z é a Grassmaniana dos subespagos com-
plexos de dimensao n de T,(M) = C™. Denotamos v : M- Ma projecao do
fibrado. Sobre a parte regular de X existe uma secao s de M dada pelo espago
tangente a X, i.6. 5(2) = Tp(X,ey)-
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Figura 4.2 Transformacgao de Nash.

A transformacao de Nash X de X é o fecho em M da imagem de s. A aplicacao v
induzida pela restri¢ao a X ’euma aplicagao analitica ainda denotada v : XX
Geometricamente, sobre X,,, v € um homeomorfismo e se z for um ponto singular de
X, entdo v~!(z) é o conjunto de todos os limites de espagos tangentes s seqiiéncias
de pontos regulares de X cujo limite é z.

Denotamos por E o fibrado de base X, restriao a X do fibrado canénico (tau-
toldgico) sobre M. A fibra sobre um ponto P de M (i.e. de um n-subespago P de
C™) é o conjunto de todos vetores de P.

As classes de Mather sao definidas por

em(X) = vu(e(E) N [X]).

4.4 Obstrucao de Euler local

Seja A o fibrado produto de 7: TM — M e de v: M — M. Consideramos E como
subespaco de A:

E={(v,i) € TM x M : 7(v) = z = v(i)ev(z) € 7).

Denotamos por v, : E—>TM |x a restrigdo a E da primeira projecao A — TM.

Proposicao 4.5

(a) Sejam z € X ev(x) € E(x). Para todo ponto & de v='(z), eziste um nico vetor
i(z) de E(z) tal que v, (9(%)) = v(x).

(b) Sejam A uma parte de X e v uma se¢io de E sobre A. Entdo v define uma
secio de : E — X sobre A = v='(A).
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Demonstracao

Seja z um ponto regular de X. Neste caso, v~ }(z) = & = Ty(X,¢y) € como v(z) €
T:(Xreg), entao 9(Z) é bem definido por 9(z) = (v(z), T).

Seja z um ponto do estrato V; da estratificagao de Whitney de X e v(z) € T(V;).
Para todo ponto Z de v~!(z), existe uma seqiiéncia de pontos Z, de X tal que:

Em(%,) =% etal que (%)) = z) € Xpoy => &y = T3 (Xirey)-

Entéo, o limite lim Ty, (X,,) = lim(Z,) existe e é o elemento Z = T'. A condicéo (a)
de Whitney implica T (V;) C T, e temos v(z) € T(V;) C T = Z. Assim definimos
um elemento bem determinado #(z) = (v(z), %) de E(z).

A parte (b) é facil de mostrar. O

Seja @ um ponto de um estrato V; de X de dimensao complexa k. Para o cilculo
local, podemos supor que M, restrita a uma vizinhanca de a, é um aberto de C™
com origem a e que V; é um aberto de C* gerado pelos primeiros vetores de C™.
Denotamos b* uma bola euclideana de centro a e © = ©,(b%*) o tubo geodésico,
pela métrica euclideana, de didametro .

Definicao 4.6 Seja v’ um campo de vetores tangentes a V;, saindo de b?* aolongo do
bordo e ndo nulo em b** — {a}. Denotamos por v a restrigio a 0 do prolongamento
radial de v’ e ¥ o levantamento de v como secio de E sem singularidades sobre
v~1(00) (Proposigao 4.5). A obstrugio para a extensdo de 9 a uma segao nao nula
de E sobre v~1(©) é chamada obstrugio de Euler local de X em a e é denotada por:

Eu,(X) = Obs(t, E*,v1(0)).

De fato, a obstrugao é definida como um cociclo (veja 2.4) cujo valor sobre a
classe fundamental de [v~1(80),v1(©)] é a obstrucdo de Euler local.

Esta definigao nao depende das escolhas das bolas e do tubo. A priori, ela depende
do ponto a. Em [B-S], mostramos:

Proposicao 4.7

A obstrucao de Fuler local € constante sobre cada estrato de uma estratifica¢io de
Whitney de X.

Propriedades 4.8 (i) No pontos regulares de X, a obstrugao de Euler local vale 1.
(ii) No caso de uma curva X, a obstrugao de Euler local em cada ponto é o grau da
curva neste ponto.

Em [B-S] mostramos o seguinte teorema fundamental: Séja v" um campo radial
definido sobre o esqueleto D% com uma singularidade de indice I(v", a) no ponto
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a € d¥ NV, onde d*? é uma 2g¢-célula de (D). Denotamos por b* uma bola de
centro a em d? tal que a seja o tnico ponto singular de v” em b%*. Denotamos
8% = 9b*N X. O campo 7" estd bem definido sobre 95% = v~1(93%) como segio
de E" (Proposicio 4.5).

Teorema 4.9

A obstrugdo para o prolongamento de v" a uma secdo de E™ sobre ,52” =y {A¥X)
€ igual a:

Obs(i", BT, B%) = Euo(X) x I(v, a).

4.5 Classes de MacPherson

A obstrugao de Euler local satisfaz a propriedade seguinte:

Proposicao 4.10

Para toda estratificacao de Whitney de X, existem inteiros m; tais que para todo
ponto x € X temos
ZniEuz (Vz) =1
1
onde a soma ¢é estendida a todos os estratos tais que z € V.

A Proposicao é demostrada através da determinagao dos inteiros n; por indugao
decrescente sobre a dimensao dos estratos. Para um ponto = do estrato regular, temos
N Buz(X) = n, = 1, pela Propriedade 4.8 (i). Se os inteiros n; sdo determinados
para os estratos V; tais que V; C V;, entao a equagé.o

Z n;Eug(V;) + niBu,(V;) = 1

determina n; porque, como = € V; é um ponto regular de V;, temos Eu,(V;) = 1.

Definicdo 4.11 A classe de MacPherson de grau r — 1 de X é definida por

Gpeil X} = Gl (Z n; ) = Znﬂ* (CM,r—I(V;)) )

onde 1 ¢ a inclusdo de V; em X.

Usaremos as notacoes de 4.1, em particular as do Teorema 4.1. O campo v"
determina um cociclo ¢ = Z pa(d29)* da classe de M.H. Schwartz e um cociclo
d2INX#0
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¢ da classe de Chern c?(FE). Temos:

< ér Y d¥ N X) >= Bug, (X)pa,

onde a, é um ponto qualquer de 02 2  simplexo do qual a célula d?? é dual, i.e.

dy! = d(o37™?).
O teorema 4.9 implica:

Teorema 4.12

[B-S] Seja ¢ = Z e (d*)* um cociclo da classe de Schwartz c3(X) ; a classe de

d2InX#0
Chern-Mather cM ,(X) contém o ciclo:

2r—2
E : Eug, (X)paog
a,gr—2cx
onde p, € o coeficiente do cociclo ¢ relativamente a célula d*9, dual a o> 2

a, € um ponto qualquer de o> 2.

, e onde

Podemos mostrar o resultado seguinte :

Teorema 4.13

[B-S] As classes de MacPherson sdo imagens das classes de Schwartz pelo isomor-
fismo de Alezander H*(M, M \ X) = H¥(M) = Hyr_5(X).

Demonstracao

A partir de um cociclo da classe de M.H. Schwartz, tal como em (4.1), escrevemos
o teorema 4.12 para cada V;. A classe de Chern-Mather c™,(V/;) contém o ciclo:

§ : X7 2r—2
Euaa (Vi)/,l,ao'a
agr—ZCV‘_

e a classe de MacPherson contém o ciclo :
7 2r—2
E n; E Bu, (V) paos 2.
i 2r-2 .

2r—2 4
= e

Ca = Z TL,'E'U,aa (V,) = Z niEuaa (V,) = 1.

o AV i:aa CV;

Nesta soma, o coeficiente de p,0

Obtemos um ciélo da classe de MacPherson da forma:

Fe N B,

agr—2cx
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O isomorfismo de Alexander H?/(M; M — X) — Ha,_5(X) é induzido pelo iso-
morfismo:
Cepy (M, M —T) = Car_s k)(X)

que associa a uma (D)-cocadeia (d27)* tal que d2? N X # 0 a (K)-cadeia 022 tal
que d2? = d(0%~2). Por este isomorfismo, o ciclo v é imagem do cociclo da classe de
M.H.Schwartz (veja (4.1)), o que prova o Teorema. a

Observemos que determinamos um ciclo da classe de MacPherson. De fato, temos
o0 seguinte coroldrio:

Corolario 4.14

Sejam (K) uma triangulagdo simplicial de M compativel com uma estratificagdo de
Whitney e v" um campo radial definido sobre o 2q-esqueleto D9 de uwma decom-
posigao celular (D) dual de (K). Denotamos d* a célula dual do simplezo o =% e
I(v",a) o indice de v" em seu ponto singular a. Entdo a classe de MacPherson de
grau T — 1 contém o ciclo

Z 1a0 2 onde po= Z IV, a).

g2 ar€dXnX
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Classes de Fulton, classes de Milnor

5.1 Classes de Fulton (1984)

A classe de Segre s(X, M) é definida no caso geral de uma subvariedade prépria X
de uma variedade M. Aqui consideramos a situac¢do mais simples de uma variedade
X regularmente mergulhada numa variedade suave M. Neste caso, a definicao da
classe de Segre é mais facil: denotamos por NxM o fibrado vetorial normal de X
em M e definimos

s(X, M) = c(NxM) ' n[X].

As classes de Fulton sao definidas por:

Definicao 5.1 [Fu] Seja X uma variedade regularmente mergulhada numa var-
iedade suave M. A classe de Fulton de X é definida pela férmula

cF(X) = c(TM|x) N s(X, M),

onde ¢(T'M|x) é a classe de Chern total do fibrado tangente de M restrito a X e
s(X, M) é a classe de Segre de X em M.

A definigao é independente do mergulho.
Exemplo. Se X for uma intersegio completa local, o fibrado normal de X,., em M
admite uma extensido canoénica a X como fibrado vetorial Nx M e temos

(5.1) CF(X) :C(TMlx)C(NxM)_ln[X] ZC(Tx)ﬂ[X]

onde 7x = TM|x — NxM é o fibrado tangente virtual sobre X, definido no grupo
de Grothendieck dos fibrados vetoriais de base X.

Caso particular. Seja M uma variedade complexa analitica suave de dimensao pura
n+ 1 e seja L um fibrado em retas, holomorfo, sobre M. Seja f € H°(M, L), uma
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secao holomorfa de L, tal que a variedade X dos zeros de f seja uma hipersuperficie
nao densa em M. Entao, a classe de Fulton de X é

c"(X) = c(TM|x — Llx) N [X].

5.2 Classes de Milnor

O problema da comparacao entre as classes de Schwartz-MacPherson e as classes
de Fulton despertou muito interesse. No caso de singularidades isoladas de hipersu-.
perficies, a diferenca é dada pelos nimeros de Milnor nos pontos singulares.

No caso de singularidades isoladas, e para um campo radial (“saindo” dos pontos
singulares) a diferenca entre o indice de “Schwartz” (indice classico, igual a 1) e o
indice virtual (indice GSV) é o nimero de Milnor no ponto singular. Esta observagao
¢ a motivacao para a definicao abaixo.

Definigao das classes de Milnor.

A definicao seguinte foi dada pelos autores correspondentes em casos particulares.

Definicao 5.2 [A2],[BLSS],[PP3],[Y2] A seguinte classe de homologia, definida co-
mo a diferenca

M. (X) = (-1)(c"(X) - eu(X),

. é chamada classe de Milnor de X.

Consideremos a seguinte situacao : X é uma subvariedade de dimensao n numa
variedade suave M de dimensao m, definida por uma se¢ao regular de um fibrado
vetorial E' de posto k = m—n sobre M. Regular significa que a se¢io é genericamente
transversal a se¢do nula. Denotamos N = E|x. O fibrado tangente virtual de X é
definido por

™ = T™ ' X = N

Consideremos um subconjunto compacto e conexo S C X (em particular, uma
componente da parte singular X,, = X \ Xyey) € uma vizinhanca U de S em
M tal que UN X — S C X, Para cada r-referencial v(") tangente a X, sobre
oU N X N D®9) onde 2¢ = 2(m — r + 1), podemos definir:

a) a classe (usual) de Schwartz localizada Sch(v(”, S) € Hyi—1)(S) que representa a
obstrugdo para estender v(") como um r-referencial tangente dentro de U N.X N D29,
E a contribugdo de S a ¢, (X) € Hy(r—1)(X) ([BLSS], Theorem 2.13),
b) a classe virtual localizada Vir(v(",S) € Hy,—1)(S). E a contribugio da “ob-
strucéo para a extensdo de v(") como secdes linearmente independentes de 7x”, isto
é, a contribugao de S a ¢,—1(7x) € Har-1)(X) ([BLSS], Theorem 5.9).
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Definicao 5.3 [BLSS] A (r — 1)-ésima classe de Milnor de X localizada numa com-
ponente compacta S de X, é definida por

M,_1(X,S) = (1) (Sch(v", S) — Vir(v™,8))  em Hy,_1)(S)
A classe de Milnor total é a soma sobre as componentes de Xin,:

My (X) = ) (ia)eMror(X, Sa) € Hypr—1y(X)

Sa Cx.n'ng

onde i, é a inclusdo S, — X.

A classe de Milnor M, (X) estd “localizada”no lugar singular de X. Se k = 1,
r = 1 e X uma interse¢cdo completa em p, entdo My(X,S) é o nimero de Milnor
usual.

No caso de uma intersecdo completa local, as duas defini¢des 5.2 e 5.3 sdo as
mesmas. Isso pode ser visto no caso particular de hipersuperficies.

No caso r = 1, i.e. ¥ = v, e para uma sigularidade isolada a, o indice de
Schwartz é o indice usual e o indice virtual é o indice GSV (veja [GSV], [SS]). A
diferenca entre estes indices é o nimero de Milnor Ho de X em a:

Sch(v,a) — Vir(v,a) = (—1)"*' y,.

Teorema 5.4

[SS] Seja X uma interse¢do completa local compacta cujas singularidades sao pontos
isolados {z;} com numeros de Milnor p,,. Entdo

Mo(X) = (=1)"*' Y iz, [2:] € Ho(X)

=1

Teorema 5.5

[Su] Na situagdo do teorema, temos M;(X) =0 para i > 0.

Este resultado foi demonstrado por [PP2] para hipersuperficies com singulari-
dades arbitrarias. Ele é generalizado da seguinte maneira:

Teorema 5.6

[BLSS] Seja X uma intersegcdo completa local, subvariedade de uma variedade com-
pleza suave M. Temos, para cadar =0,...,n—1:

e (X) = ¢ (TM|x — N) + (=1)" "M, (X)  em Hy(X).
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Em outras palavras, a diferenga entre a classe total de Schwartz-MacPherson
c.(X) de X e a classe virtual total ¢,(TM|x — N), em homologia, é a soma sobre as
componentes conexas S, de Sing(X) das classes de Milnor localizadas M. (X, S,) =
®:1=_01Mi(Xa Sa)-

5.3 Descricao em termos de funcgoes construtiveis
[PP3]

Consideremos a funcao x : X — Z definida por x(z) := x(F;), onde F; é a fibra
de Milnor em z e x(F;) a sua caracteristica de Euler. Definimos também a fungao
p:X = Zpor p=(-1)"*'(x - 1x).

Consideremos uma estratificagdo S de X tal que u seja constante sobre os estratos
de S, por exemplo uma estratificagado de Whitney de X. O tipo topolégico da fibra
de Milnor é constante ao longo dos estratos de S. Denotamos pgs a valor da fungao
u sobre o estrato S.

Definimos os niimeros

o(S)=ps— Y als)

S'#£S,5CS’

por indugao decrescente seguindo as dimensdes de S.
Teorema 5.7
[PP3] Temos

M (X) =" aS)e(L|x)™ N (i5,x):c: (S) = e(L|x) ™" N eulw),

SeS

onde L € definido em 5.1, i5 x : S — X € a inclusdo natural e c.(u) € a classe de
MacPherson da fungdo construtivel p.

Esta férmula foi conjecturada em [Y2] para X projetivo. Neste caso, [PP2] j4

tinha mostrado que
/ M(X) =Y a(5) / “ne(3)
= Ses

5.4 Especializagao (o caso hipersurperficie) [PP3]

Como antes, consideremos X = f~!(0), onde f é uma segdo do fibrado em retas
L sobre M. Suponhamos que existe uma se¢io ¢ € H°(M, L) tal que ¢~*(0) nédo
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seja singular e seja transversal aos estratos de uma estratificacio de Whitney de X
fixada. Para t € C denotamos f; = f —tg e X; = f; *(0). Chamamos de X o seguinte
subconjunto de M x C:

X={(@=zteMxC | zeX}

Se denotarmos por p : X3Ca restricao a X da projecao sobre o segundo fator,
entao X; = p~!(t) parat € Ce X = X. Seja F(X) (resp. F(X)) o grupo de fungdes
construtiveis sobre X (resp. sobre X). Denotamos por

or : F(X) = F(X)
a aplicacao de especializagao sobre as fungoes construtiveis e
og : H (X:) > H.(X)

a aplicacéo de especializagio nas classes de homologia (veja [Ve]). Para ¢ € F(X) e
t suficientemente pequeno, temos

oucs(plx,) = ci(orp).
A classe de Fulton cF(X) ¢ dada em termos de classe de MacPherson como:
c”(X) = cu(0r(1g))

e a classe de Milnor como:
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