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Resumo
Estas notas tem por finalidade introduzir ao aluno nos conceitos e resultados

básicos da teoria de semigrupos de operadores lineares Limitados em espaços de
Banach. Aplicações a equações funcionais do tipo impulsivo são apresentados.
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Capítulo 1

Semigrupos de operadores Lineares

1.1 Introdução

Neste capítulo introduzimos conceitos e propriedades básicas da teoria de semigrupos
de operadores lineares limitados em espaços de Banach. Os principales resultados do
capítulo são o Teorema 2 e o clasico Teorema de geração de Hille-Yosida, Teorema 5.

1.2 Semigrupos de operadores lineares
Definition 1. Uma família de operadores limitados (T(t))t20 em £(X) e' um semigrupo
de operadores se

(i) T(0) = 1d,

(ii) T(t + 5) : T(t)T(s), t, 3 Z 0.

Definition 2. Um semigrupo de operadores lineares limitados (T(t))t20 e' chamado de
fortemente contínuo se para todo :r 6 X a função t —> T(t)a: e' continua em zero. O
semlgrapo e' chamado uniformemente contínuo se a função [0,00) —+ [,(X); t —> T(t) e'

continua em zero.

Observation 1. Um semigrupo de operadores lineares limitados em X será chamado
simplesmente um Cg-semigrupo.

Definition 3. Sejam (T(t))t20 um semigrupo de operadores lineares limitados em X e
D(A) o conjunto

T t —
D(A) : ía: e X : limª?— existe) .

no t
O operador linear A : D(A) C X —+ X dejínldo por

_ _ T(t)a:—x _ d+
Aa: —1tllãl_t_ — ÉTUMIÉZO, x 6 D(A),

e' chamado o gerador infinitesimal do semigrupo (T(t))t20.
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Os semigrupos fortemente contínuos possuin a importante propriedade de serem ex—

ponencialmente limitados como mostra o seguinte resultado.

Theorem 1. Seja (T (t))tzo um Co-semigrupo de operadores lineares. Então existem
constantes w 2 0 e M > 1 tais que “ T(t) “5 Me““, para todo t 2 O.

Demonstração: Seja 7) > O. Como (T(t))tzo é um Co—semigrupo, o conjunto «[T(t)a: :

t 6 [GM]] é compacto e portanto limitado para todo a: e X. Logo, pelo teorema da
limitação uniforme existe M 2 1 tal que “ T(s) “5 M para todo 5 E [0,77]. Se t 2 n, t
pode ser escrito na forma t : nn + 6 onde 6 e [O, 77]. Assim

Il T(t) ll=|| T(5)T(n)" IIS M“1 5 MM? : Meª“,

onde w : 1 ln M. A prova esta completa. .
No seguinte resultado são resumidas algumas propriedades básicas relativas a semi—

grupos fortemente contínuos as que nos auxiliaram nos capítulos posteriores.

Theorem 2. Sejam (T(t))t20 um semigrupo fortemente contínuo de operadores linear-
es limitados em X e A seu gerador infinitesimal. Então as seguintes propriedades são
verijicadas.

(a) Para todo t 2 0 e todo w 6 X, limsªtT(s)x : T(t)x. Mais ainda se 0 semigrupo é
uniformemente continuo então lima.,tTÇs) : T(t) em £(X).

1 £+h

(b) Para todo a: E X e todo t 2 0, lim —/ T(s)m ds : T(t)x.h—>0 h i

t t
(c) Para todo a: 6 X e todo t 2 O, / T(s)a: ds € D(A) e A/ T(s)z ds : T(t)x — a:.

o o

(d) Para todo a: e D(A) e todo t > 0, T(t):c & D(A) e %T(t)x : AT(t)a: : T(t)Aa;.

(e) Para todo a: 6 D(A), T(t)x — T(s)a: : /tT(r)A:rdr : [tAT(r)a: dr.

Demonstração: Mostraremos cada propriedade em forma separada.
(3) Sejam z e X, t > 0 e e > 0. Como o semigrupo é fortemente contínuo, existem
números positivos M e 6 tais que [| T(s) ||_<_ M para 5 & [O,t + 1] e || T(s)x — ac ||< É
quando 0 < 5 < 6. Nestas condições, para 0 < t — 5 < 6 temos que

“ T(8)Z - T(t)ºf || < || T(8) HH $ - T(t - SW ds HS 6—

Usando um argumento análogo é possível mostrar a continuidade a direita de t. Isto prova
(a).
(b) Do item (a), existe 5 > O tal que || T(s):r — T(t)a: ”< e quando ] s — t |< õ.
Consequentemente, para 0 5 h É 6 temos que

t+h t+h
nâ—f T(s)wds—T(t)xll = Ilê—j (Ton—Tenma!

t+h
g %] ||T<s>x—T<t>z||ds
< 6.



O limite isquerdo, para o caso t > 0, é provado em forma análoga. Isto mostra a pro—

priedade.
(c) Sejam a: e X e h > 0. Como os operadores T(s) são contínuos vemos que

T—(hàf—I—fo T(s)a:ds : â/o (T(s+h)x—T(S)SC) ds

1 t+)! 1 h.

= _ d -- .h/t T(s):c s h/o T(s)z ds

Usando agora (b) obtemos que

fªlª:—] A T(s)x : T(t)x - :::.lim
no

t" t
Por tanto / T(s)xds & D(A) e A/ T(s)mds : T(t):c — :B.

o o
(d) Sejam x 6 D(A) e 73 > O. Como para h > 0

T(t + h)x _ T(t)x _ T(h) _ IT(t)x : T“) (TOL) _ 1) xh 7h “ h

da continuidade de T(t) deduzimos que

“É?“ = AT(t)a: = T(t)Am. (1.1)

Por outro lado, se 0 < h < t

|| ªiii—% — T<t>Ax ||
_

5 || Ta — h) (ªªª—),ªflº) — T<t>Ax "

5 || Te — h) (Tªh;— — Ax) || + || Ta — hmm — T<t>Am “

5 “ Te — h) uu ªlii”- — Aa: " + " T<t — h>Am — Tum “,

o que permite concluir que

dª?” : T(t)Ax. (1.2)

A propriedade é agora conseqííência de (1.1) e (1.2).
(e) Se as & D(A), pelo item ((I) temos que

T(t):c - T(s)a: : f dº?” dr = /tT(r)Az dr : ftAme dr.

Isto prova (e) e completa a prova do teorema. .
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Theorem 3. Se A e' o gerador infinitesimal de um semigr'apo fortemente contínuo de
operadores lineares limitados (T(t))tzo em X, então A é linear, fechado e D(A) : X.

Demonstração: A linearidade de A é evidente. Se a: E X, pelo Teorema 2 sabemos
t É

que tª/ T(s)a: ds & D(A) e que t_1/ T(s)x ds —> se quando t _L O, o que mostra que
0 ()

D(A) : X. Mostremos agora que A é fechado. Suponha que (x")nelN é uma sequência
em D(A) e que 90,3; e X são tais que a:" ——> a: e Ax" —+ y. Das propriedades (b), (d) em
Teorema 2 sabemos que

&

T(t)a:n — mn : [ T(s)Arrn ds,
()

o que da limitação em compactos de (T(t))tzo permite concluir que

:

T(t)x — x =] T(s)yds, (1.3)
()

d+T(t)
e então que ——dt—x |t=0= y. Portanto a: & D(A) e Am : y 0 que mostra que A é fechado.
A prova está completa. .

O próximo teorema caracteriza o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformente
contínuo.

Theorem 4. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniforme-
mente conti'nuo se e somente se A e' limitado.

Demonstração: Seja A um operador linear limitado. Para t 2 0 definimos o operador
00 t .”

T(t) : em :2 (j?—. Como A é um operador limitado
n=0

ºº lil" || A ||" t|A|“T(t) “ É ÃT Se, ,,

'n:

o que mostra que T(t) é um operador linear limitado. Afirmamos que a família (T(t))Do
é um semigrupo uniformemente contínuo e que A é o seu gerador infinitesimal. O fato de
(T(t))t>0 ser um semigrupo é um longo e conhecido jogo algébrico7 pelo que omitiremos
esta parte da prova. Por outro lado, segue facilmente da definição de T(t) que || T(t) —I || 5
t || A || eªl'A“ para t 2 O o que mostra que o semigrupo é uniformemente contínuo. Mais
ainda, como

T(t) _ 1
II —A HSH A III! T(t) —1 ll,

concluímos que A é o gerador de (T(t))tZO.
Reciprocamente, suponha que (T(t))tZO é um semigrupo uniformemente contínuo em

1 i

X. Como ; / T (s)ds converge uniformemente para T(O) : ] quando t —> O, segue que
o
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1 ª
, . ,para 6 suficientemente pequeno ? / T(s)ds e invertlvel se 0 < t' < 6. Pelo Teorema 2

o
sabemos que para a: e X e 0 < h < 5

Wªt/JW)
o que das observações anteriores implica que

T(h)-f h
_1 _————H—-—(/0 T(s)ds) x—Aac

quando 0 < h < 6. Portanto, A é limitado em X. A prova está. completa. .
1.3 O Teorema de Hille Yosida para semigrupos de

contrações

Nesta subseção mostramos o famoso teorema de Hille Yosida. Este resultado car—

acteriza quando um operador linear fechado é o gerador infinitesimal de um semigrupo
fortemente contínuo de operadores lineares em um espaço de Banach, o que tem impor—
tantes implicações respeito da teoria nas suas aplicações a problemas de evolução em
derivadas parciais. Mencionamos que mostraremos uma versão mas restrita do resultado,
a que é valida para semigrupos de contrações.

Definition 4. Um Co-semigrupo (T(t))t20 em X é e' chamado semigrupo de contrações
se || T(t) “É 1 para todo t 2 0.

Definition 5. Seja A : D(A) C X —> X um operador linear. O conjunto resolvente de
A, notado p(A), e o conjunto

p(A) : [A e ]N : (M — A)“ existe e R(A : A) := (AI _ A)“1 6 mx».
Para mostrar o Teorema de Hille—Yosida, veja Teorema 5, precisamos do seguinte

resultado.

Proposition 1. Seja A : D(A) C X ——> X operador linear, fechado tal que (A) : X
1

e assuma that [I R(A : A) [lí — para todo A > 0. Então as seguintes propriedades são
MI

verificadas.

(a) Alim R(A : A)x : as para todo a: E X
—>OO

(b) Se Aka: : AARÇX : A) — A], então Ãlim Aim : x para todo a: € D(A).

(c) Para cada A > O, A), e' o gerador infinitesimal de um Co—semigrupo de contração
(Tà(t))t20 em X. Mais ainda,

|| Tàlt)ª7_Tu(t)ª3 IIS t || Aàªf—Auz II, w 6 X, Mm > 0- (1-4)



Demonstração: Mostraremos cada item em forma separada.
(a) Se as & D(A), da desigualdade

|| me : An — z “=“ ARM : An Hs % “ Ax “

Segue que AR(A : A)z —> w quando A ——> 00. Sejam agora :r, 6 X, e > 0 e (%)nelN uma
sequência com valores em D(A) convergente a :B. Seja ne € IN tal que || x — cr" ||< %

para todo n _>_ ne e fixemos L > 1 tal que || ARM : A)a;ne — :an 5 % quando A > L. Nas
condições anteriores temos que para A > L

“ MW : AW — $ || || ARO“ : A) ||“ % " ª? H + || Alª/Wªng - lªne ||

1

X
" mªs — x “ + “ AR()& : A)Zne _ "Tªe “

67IA

|A

|A

o que prova (a).
Mostremos agora a condição (b). Se a: & D(A), da equação Aàm : (A2R(A : A) —

AIM : ARM : A)Aa;, e o item (a) vemos que Aim —> Aa: quando A ——> oo.
Vejamos finalmente a propriedade (c). É óbvio da sua definição, que AA é um oper-

ador linear limitado e portanto é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente
contínuo (TÃ(t))t20 dado por TA(t) : etª“, veja Teorema 4. Mais ainda, das hipóteses
temos que

2 . _|| Tdi) |! = II 6“ ºº'/”6 ” ||

_ 2 .

6 At " eu R(A.A) “É 1,

o que mostra que (TA)tZO é um semigrupo de contração. Um extenso jogo algébrico, que
obviaremos, mostra que AAA“ : AuAA para A, a > 0 ou que juntamente com o fato que
t—> Tim é diferenciavelque e o item (c) do Teorema 2, permite ver que

1 d
|| TA(É)$ * Tumx H = || fo %lTÁt—SWNU _ S))mldª ||

1

= " fo tAATÃ<tS>Tu(t(1 — s))x — tTA(ts)AMTu(t(1 — s))xds ||

1

s ] tn mesmoo — s))ds uu Aim — Aux ||
0

< t“ ANT _ Aux “)

o que finalmente mostra (1.4). A prova do Teorema esta agora completa. .
Agora, estabelecemos e mostramos o resultado mais importante deste Capítulo.

Theorem 5. (Hille- Yosida) Um operador linear A : D(A) C X —> X é o gerador in-
jinitesimal de um CO—semigrupo de contração se e somente se,

(i) A é um operador fechado e D(A) : X,

A>0.(ii) p<A> a (o, oo) e “ Ro : A) Hs %
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Demonstração: Suponha que A é o gerador de um semigrupo de contração (T(t))t20
em X. A condição (i) é consequência direta do Teorema 3. Mostramos agora (ii); para
A > 0 definimos O operador

00

R(A)a: =/ e'MT(t):rdt, a; e X. (1.5)
o

Como (T(t))£20 é um semigrupo de contração, da estimativa

||] e-MT(t)xdt || 5/ eªtllxlldtzll—Íj, xGX,
0 O

concluímos que R(A) & £(X) e que ]] R(A) “5005 ª para todo A > O. Mais ainda,
RQ) : R(A : A) para A > 0. De fato, se a: e X e h > 0 temos que

— I 1 ºº " 1 ººM—RQM : —/ e—AST(s+h)wdt— —/ e”*ªT(s)xdt
h h 0 h 0

= —1—/ e“Ã(s—h)T(s):rds— 3/ e_MT(s)a:ds
h h h o

1 h
A

eàh h e—Ms—h)
_ _ (ª-MT d — _ T+h/o e (s):c 3

h, 0 h (s):rds
Ah __ oo »; h

= e 1/ e"AªT(s)xds—e——/ a_A5T(s)xds,
h 0 h o

de onde se concluímos que AR(A)3: : AR(A)$ — :B e coseqiiêntemente que R(A)z e D(A).
Por tanto,

(A] — A)R(A) : I. (1.6)

Por outro lado, usando que A é fechado, vemos que para ac e D(A)
00

R(A)A:r = / e_)“sT(s)Amds
()

= A / e-*3T(s)xds,
0

e então que
R(A)Am : AR(A)$, A > 0, m E D(A). (1.7)

Segue agora (16) e (1.7), que RQ) : R(A : A), para A > 0. Isto prova a condição (ii).
Suponha agora que as condições (i), (ii) são verificadas. Sejam (TA(t))t20 e AA como

na Proposição 1. Da desigualdade

|| TAGV - Tu(t)$ IIS t || AMB * Aux IIS t || AM - Aª? |! + || Aux _ Aª? ||, 96 € D(A),

e da Proposição 1, segue que (TA(t)w) é convergente se A —> 00. Mais ainda, como cada
(TA(t)w)t>o, A > 0, é de contração e D(A) é denso em X, segue que T(t)x :: Alim TA(t):r_ **)00
existe para todo a: E X, que T(t) define um operador linear e que [| T(t) IIS 1, para
todo t 2 0. Afirmamos que (T(t))t20 é um Co-semigrupo de contração e que A é o seu
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gerador infinitesimal. O fato que (T(t))t20 é um semigrupo de contração segue de ter
que Alim TA(t)x : T(t)x é uniformemente em compactos de t. Vejamos agora que A e o

——>oo

gerador infinitesimal de (T(t))t20. Seja B o gerador infinitesimal de (T(t))t20 e fixemos
:B & D(A). Sabemos que a convergência TA(3)A,xa: —> T(s)Ax é uniforme em compactos
de s, o que juntamente com

T(h):c——x _ Ti(h)x—x
h “ 3320 h

1 h

: Ignªz/O T>,(s)A,xa:ds

1 h

= —/ T(s)Aa:ds,h 0

e o Teorema 2 nos permite concluir que x e D(B) e que Bac : Az. Assim D(A) C D(B).
Finalmente, como 1 € D(B) DD(A) temos que (I — B)“1D(A) : (I — A)_1D(A) : X, o
que implica que A : B. Por tanto, A é o gerador infinitesimal de (T (t))tzo— A prova esta
completa. .

Usando os argumentos do inicio da prova do Teorema 5 é possivel mostrar 0 seguinte
resultado.

Corollary 1. Se A : D(A) C X —> X e' o gerador infinitesimal de um Cº—semigrupo de
contração (T(t))tzo em X, então p(A) ) U : [A G IN : Re(/X) > O). Mais ainda, para

_ __ At - _—todOAGU, R(A.A)—/º e raya e || R(A.A) ng Re(A)'

Corollary 2. Um operador linear A : D(A) C X —> X e' o gerador infinitesimal de um
Co-semigrapo (T(t))t20 verificando que [I T(t) IIS eº”, t 2 0, se e somente se,

(a) A e' um operador fechado e (A) : X,
1

A—w,(b) o(A) ) (w,oo) e [| R(A : A) "5 A > a).

Demonstração: Suponha que A é gerador do CO-semigrupo (T(t)),20. É fazil mostrar
que A —wl é 0 gerador do Co-semigrupo de contração (e—ª'T(t))t20 e por tanto que A —wl
satizfaz as propriedades (i), (ii) do Teorema 5. Isto mostra que (a), (b) são válidas.
Reciprocamente se (a), (b) são verificadas, então A +w cumpre as condições (i), (ii)
do Teoremea 5. Assim, A + (U é o gerador infinitesimal de um Co—semigrupo de contração
(S(t))t2. Nestas condições A é o gerador infinitesimal de semigrupo T(t) : eª'S(t). A

prova está completa. .
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Capítulo 2

Semigrupos Especiais e Potências
Fracionarias de Operadores Fechados

2.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos alguns tipos especiais de semigrupos. Especificamente,
estamos interessados nos semigrupos compactos, diferenciaveis e analíticos. Na seção três
deste capitulo consideraremos com algum detalhe potências fraccionarias associadas com
o gerador de um semigrupo analítico.

2.2 Semigrupo de Operadores Compactos
Definition 6. Um C'º—semigrapo, (T(t))t20, de operadores lineares limitados e' compacto
para t > to, se para todo t > to o operador T(t) é compacto. O semigrupo (T(t))t20 e
chamado compacto, se é compacto para todo to > O.

ºbservation 2. Note que se X e' um espaço de dimensão finita então todo C'o-semigrupo
de operadores lineares é compacto. Mais ainda, um Co-semigrupo (T(t))t20 e' tal que T(t)
e' compacto para t 2 0 se e somente se X é de dimensão jinita.

Theorem 6. Seja (T(t))t20 um Co-semigrupo de operadores lineares em X. Se T(t) e'

compacto para t > to, então a função (topo) —> [,(X); t —> T(t) e' contínua.

Demonstração: Fixemos t > tº, 0 < 6 < 75 e M > O ta que || T(s) "5 M para todo
5 € [O, 1]. Como o conjunto Ut : [T(t):1: : || $ “5 1) é relativamente compacto em X,
existem pontos zl, . . . ,wn tais que

Ut c U B (Tºmem—117) . (2.1)
j=1

Fixemos agora 0 < 6 < 1 tal que
&

HTG+Mn—TW%H<2 j:1,...,n, (2.2)

13



quando |h| 5 6.

Seja () < h < 5 e a: 6 X com || 17 [|S 1. Das escolhas anteriores existe i E (1,2,...,n]
tal que T(t)r G B (T(t)xi,%) de onde segue que

I) T(t + h)»? * T(t)ªº H 5 H TU!) llll T(t)fº * Tªlia II + ll TBM _ T(t)$ |!

+ || T(t + hm * THM" ||

Me e &

2(M+1) + 2(M+1) “Li
6: —-——M —=2(M+1)( “Hz ª

o que mostra que || T(t + h) — T(t) ||£(x)< e. A prova esta completa. .
O próximo teorema caracteriza quando um Cg— semigrupo é compacto.

Theorem 7. Seja (T(t))t20 Co-semigrapo de operadores lineares limitados em X e A seu
gerador infinitesimal. Então (T(t))tzo é compacto se e somente se a função (0,00) —>

500; t —> T(t) é contínua e R(A : A) e' compacto para todo A & p(A).

Demonstração: Suponha que (T(t))tzo é compacto e íixemos w, M > O tal que || T(t) “5
Meº”, 0 5 t. A continuidade de t —> T(t) segue do Teorema 6. Vejamos agora a compaci-
dade de RQ, A) para A e p(A). Sabemos da demonstração do Teorema 5 que

R(A : A) : fºº e_)“ªT(s)mds. (2.3)

para A E p(A) “(W: oo+). Como o espaço dos operadores lineares compactos é fechado

em £(X), segue que Rn(A,A) := e—AST(s)wds, A & (w,oo+) é compacto, o que por
o

sua vez implica que a RQ, A) é um operador compacto. Usando agora a identidade

Ro : A) — Ra : A) = (H — Amo : Ama : A), A,“ e po),
concluímos ROL : A) é compacto para todo a € p(A).

Assuma agora RQ : A) é compacto para A e o(A) e que (O, oo+) —> £(X), 13 —> T(t)
é contínua. Para mostrar que T(t), t > 0, é compacto, provaremos que T(t) é limite
em £(X) de uma sequência de operadores lineares compactos. Usando (2.3); para A E

(w,oo+),t > 0 e 6 > 0 temos que

|| mo : A)T(t) —T(t) || : || A/Oooe"'lª(T(t+s)dt—T(t))ds ||

5 [ Ae'” || T(t + 5) — T(t) || ds

+ [ Ae-M || T(t+s) —T(t) || ds
6

< sup “ T(t + 5) — T(t) " "HM/l _ w)—1Me“(ª+5)e—5(Ã),
s€[0,õ]

de onde segue que

lim || AR(A : A)T(t) — T(t) ||g sup [| T(t + 5) — T(t) || . (2.4)
A—mo SE[0,5l
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Finalmente, usando a continuidade de t —> T(t), a desigualdade (2.4) e o fato de 6 ser
arbitrário, concluímos que ARM : A)T(t) —-> T(t) em £(X ) quando A —> 00 o que mostra
que para t > O, o operador T(t) é compacto pois cada ARQ : A)T(t) é compacto. A prova
esta agora completa. I

2.3 Semigrupos Diferenciaveis
Deíinition 7. Um C'O-semigrupo, (T(t))t20, de operadores lineares limitados em X e'

diferenciavel para t > tº, se para cada a: 6 X a função 5 —> T(s)x e' diferenciavel em cada
t > to. O semigrupo é chamado diferenciavel se e' diferenciavel para todo to > O.

ºbservation 3. Se X e' de dimensão finita então todo CO-semigrupo de operadores lin-
eares é diferenciavel, mais ainda, de clase Cºº. Por outro lado, se A e' limitado, e claro
que 0 semigrupo gerado por A, e dizer T(t) : e'“, e' Cºº e por tanto diferenciavel.

Theorem 8. Suponha que A e' o gerador infinitesimal de um semigrupo (T(t))t20 em X ,

Se (T(t))t20 é diferenciável para t > to, então as seguintes proprieades são verificadas.

(a) T(t)(X) C D(A") para todo t > 0 e n e ]N tais que t > nto.

(b) A função (ntº,oo) —> X; 5 —> T(s)x é n—vezes diferenciavel e T(")(t)a: = A"T(t)x
para todo a: E X, Mais ainda, T(")(t)A"T(t) E £(X)

(b) A função (nt0,oo) —> £(X); s —> Tºl—º(s) é contínua.

Demonstração. É claro que (b) implica (a), pelo que demonstraremos (b) em primer
lugar. Como o semigrupo é diferenciavel para t > to, a função (120,00) ——> X; 3 —> T(s)x
é de clase 01 e T'(t)a: : AT(t)x. Como AT(t) é fechado com domínio X, do teorema do
gráfico fechado temos que AT(t) e £(X) Suponha agora que a propriedade é válida para
n 6 IN e íixemos t > (n + 1)t0. Se 5 > nto é tal que t — s > to, da hipotese de indução
vemos que

T(")(t):c : T(t — s)A”T(s)zds. (2.5)

Como t — s > tº, 0 lado direito (2.5) é diferenciável e então T("+1)(t)x : AT(t ——

s)A"T(s)a: : A"+1T(t — s)T(s)x : A"T(s)x. Como :r é arbitario, o anterior implica
que Tºl“) : A"“T (t) é um operador linear, fechado com domínio X o que nos permite
concluir que A"T(t) E £(X) A prova de (b) esta completa.

Se to < tl _<_ tg gt1+ 1 e II T(s) IIS M sobre [0,t1+1]; para w 6 X temos que

|| T(t2)x—T(t1)r || : / 2AT(s):cds
ti
tz

5 ] || T<s — tl) IIIIAT(t1)wl|ds,
ti

5 MG:» _ 131) “14713055“,

o que pelo item (a) mostra que

Il T(t2) —T(t1) H É M(t2 — ti) IIAT(t1) ||, (2-6)
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e por tanto a continuidade no caso n = 1. Similarmente, se (n + 1)t0 < tl É tg É tl + 1;

para $ 6 X temos que
tz

"Tentam—Tentam" = n ] T("“)(s)wdsll
ti

|| tz

|] A”+1T(s)zds H

ii

IA ] º
“ T<s — tl) nu A"“Taoa: “ ds,

ti

5 M(t2 — ti) ll A”“T(t1)w II,

de onde concluímos que
H T(")(tz) — Tªm) || 5 M (tz — ti) |! A"“Tol) ll .

Por tanto (c) é verificada. A prova do teorema esta completa. .
Corollary 3. Assuma que as condições do Teorema 8 são verificadas. Então a função
((n + 1)t0, 00) ——> £(X); s ——> T(s)x e' n-Uezes diferenciavel e T(")(t) : A"T(t).
Demonstração: Seja O 5 k 5 n. Do teorema anterior sabemos que a função (nto, 00) —+

[,(X), 5 —> TV“—º(s) : Ak“1T(s) é contínua, por tanto para t > nto temos que
t+h

T('º—1>(t+h) _ Tªº—“(t) : / A'ºT(s)ds, (2.7)
t

o que mostra o resultado. .
Corollary 4. Suponha que (T(t))t2 é um Co-semigrupo diferenciável. Então

(a) A função (O, 00) ——> £(X),;t —> T(t) é de clase Cºº;

b) Para cada n e IN e todo t > 0

T(")(t) : (A:/"(%))” : (mg))". (2.8)

Demonstração: A propridade (a) é consequência do Corolario 3. Para mostrar (b)
usaremos indução. Do Teorema 8 vemos que a formula (2.8) é válida. Suponha que (2.8)
vale para cada 0 5 k 5 n, onde n e ]N é íixo. Sabemos pela hipoteses de indução que
para t > 3

TI. t Tl 8 'nT( )(t) = (A“?) = T(t — S)(AT(5)) ,

pelo que diferenciando respeito de t teremos que
T<n+1>(t) : AT(t — s) (zªg—))"

Finalmente, usando 5 : na ultima igualdade, temos que

ntT<ª+º<t> = Acre—”+ )(ATen?»
= Ann—5x uni»

o que completa a prova do Corolario. I
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2.4 Semigrupos Analíticos

Em esta seção estabelecemos as principales proprieades dos semigrupos analíticos.
Estamos especialmente interesados em um resultado que caracterize tal classe de semi—

grupos, ou seja, de um resultado que nos forneça de condições suficientes para garantir que
um determinado operador é o gerador de um semigrupo análitico. Nesta seção, sempre
A : D(A) C X —> X é um operador linear fechado com dominio D(A) denso em X. Mais
ainda, em esta seção diremos que A verifica a condição A;, onde 0 < 6 < %, se a seguinte
propriedade é verificada.

Condição A5 : Diremos que o operador A verifica a Condição A5 se

26 := (A & IN: IargAI < g+ &] x (o) c p(A) (2.9)

e se para cada 0 < 5' < 6 existe My Z 1 tal que

.
Mô, _|| R(A . A) ||5 TAT

A & Zan A ?s o. (2.10)

Para comezar o estudo dos semigrupos analíticos, consideremos a seguiente definição.

Definition 8. Seja A = (z & IN : d)] 5 arg(z) 5 qâg, Ói < 0 < Ózl. Uma família de
operadores lineares limitados (T(z))ZEA em X é um semigrupo analítico em A, se as
seguintes condições são verificadas.

(i) A função z —) T(z) e' analítica em A;

(ii) T(O) : Id e linàT(z)x : ac, para todo x 6 X;
2—)

(iii) T(z1 + zz) : T(z1)T(z2), para todo zl, Zz E A.

Da teoria da transformada de Laplace, sabemos que se A : IR" —> IR" é um operador
oo

linear e u(-) e solução da equação diferencial f(t) : Az(t) então a(t) : / eªtU —
IIA“

A)”1ds. Considerando isto, para r > 0 deiinimos a familia de operadores (S(z))ezó como
se indica a continuação.

1—/ eªªRUi : A)dii, Z 6 Zan 0 < 5' < (5,

WW?)S(z) : % (2.11)
[da Z : 0)

onde 7(r, õ') : 710“, (S') U 720“, (S') U 730", (S') é a curva C'1 por partes definida por

71 (r, a') = per/Hª') : ,, e [neon,
'yg(r,õ') : reiº : —7r/2 — 6' 5 9 5 7r/2 + (S') , (2.12)
73033) = ii)-““º”“ : ,, 6 ineo».

Antes de mais nada mostraremos que a familia (S(z))ezõ esta corretamente deiinida.
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Lemma 1. Se A verifica a Condição A5 então cada operador S(z), z & 26, esta
corretamente definido é linear e contínuo em X.

Demonstração: Seja 2 € 25, onde 0 < 6' < 6. Estudemos inicialmente a convergencia
da integral em (2.11) sobre a curva fy(r,ô' — e) onde r = 117! e e : 93—61. Estimemos
|] e“ZR(u : A) |] para [i E 'y(r,õ' — e). Se # e % (r, 6' — e) então nz =| uz ! ei(ªrg(“)+ªrg(ª)) e

3
% + 6 < arg(u) + arg(z) < % —- e (2.13)

pois | argm) |: % + 5 — e, | arg(z) |g % + (5 e (5 < %. Usando agora (2.13) vemos que

Rªº”) : IMZ | Re(6i(arg(#)+arg(2)))

= | uz ! cos(are(u) + are(Z))
rr .5 luz | COS(5 + E) = — | M | Sink),

e por tanto que

Remz) = — | pz | sin(€), ,u 6 'yl(r, õ' — e). (2.14)

Similarmente, se ,a E 730", 5' — e) temos que

Reúna) : — luz | sin(e), p E 730”, 5' — e). (2.15)

É claro agora de (2.14) e (2.15) que

[ e'” | 5 (“”I““), ,a e 'yi(r, õ' — e), i: 1, 3. (2.16)

Usando agora a desigualdade (2.16) vemos que

1
3

uz .I|S(z)ll £ "%;/mud,” nm./i) || do

ºº
_ |z|sin(c)

" LeiªIZI 1 'o 1
5 e ” My_€dp + " eli! R(——ez : A)—— II dê

L ——7r
' Z | l Z [

|z| ,

+L e-pIZISin(6)Mõ,_£dp
27r

|_1_|

ZM I_E ºº
-

É
6 / e—pmn(€ldp _|_ 27F€M5r_€

27r 1

e então que

S N
—sin(e)

< , ——-——ll (z) || _ 2 164 me) + 27re), z & XM (2.1?)

o que prova que o operador S(z) e beim sobre 70", 6' — e) e que es um operador linear
contínuo.

Vejamos agora que a definição de S (z) é independente da curva 'y(r, 6) sempre que
2 € 25. Sejam 0 < 615 52 < 6, 0 < rl 5 r2 e z & zólnzóº. Como a função
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,a —> e“ªR(,a, A) e analítica em 25, para mostrar que a definição de S(z) é independente
da curva 'y(ri, (li), 1" = 1, 2, é suficiente observar

52

||/ e”2R(u:A)d/t||5/ eºººª(º)d9—>0,
70») 51

quando p —> 00 onde 'y(p) é a curva que descreve o conjunto [pelª : 0 e [61,52]]. A prova
esta agora completa. .
ºbservation 4. Se A veriíca a Condição A5, da demonstração do Lema 1 e da analati—
cidade da função ,a —> e“zR(p, A) sobre 25; inferimos que para cada 2 € 26,

_ zmse) — i ] e“ªR(p : A)d,a, (2.18)

. _, L'. I ' 1para toda curva, 7 C 25; de classe C1 por partes “unmdo ” ooe “z“) com coelhª/).

No seguinte resultado mostraremos que a familia de operadores definida em (2.14) é
um semigrupo analítico de operadores lineares em X.

Theorem 9. Suponha que A verijíca a Condição A5. Se (S(z))z€2õ a familia de
operadores definida em (2.14) então as seguintes as seguintes propriedades são verificadas.

(i) Para cada 0 < 6' < 6 o conjunto (SLZ) : z e Sol é limitado em £(X).

(ii) A aplicação z —> S(z) e' analítica em 26.
(iii) S(zl + 22) : S(ZI)S(Z2) para todo zth e 26.
(iv) Para todo (8,73) 6 (0,6) X X, a função 26, —> X; z —> S(z)x é contínua.

Demonstração: Mostraremos cada item em forma separada. A propriedade (i) segue
diretamente da estimativa (2.17). Lembramos que para e = 6—3“;—

e— sin(e)
< , _ _|| 503) || _ 2M6 —e(

Sin(e)
+ 27Te), z e 26%

(ii) A analiticidade é consequência direta da analiticidade de n —+ e“ªR(,a; A) em 25 e
do Teorema de Fubbini. Os detalhes serão obviados.
(iii) Sejam z1,22 e 26!» 0 < 6' < 6 e 'y(1,õ'),'y(1 + 0,6'), e > 0, curvas de classe C1 por
partes definidas como em (2.12). Fazendo uso do Teorema de Fubinni, da identidade

R(p : A)R(A : A) :W e do fato queA — u

1 euzl
__ dlu, : 0, A e 7(1 + c,õ'),
27rz 7(1,õ') A — ,a

1 AZ?

__ e
dA : Buzº, ,“ É 70: ô,),27” 7(1+c,6') A _ ,”
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vemos que

1

Sense» = (%V/ 1.5 «a“-ªm A) [(H
5)

ezªZªRo AMM/z
, ,Y cl

=1)2/ / euzie Azz( R(”' A) RM:———_——)A)d/Xd,u,
(2717

70, J') 'y(1+c õ') “
uz R( A)(—

1 f em
dA) d= _ e 1 “,. IJ:

27rz' “Ló/) 27ri (1+c,õ') A — u
#21

—-1—.eAzºR(A.A)(—1 / e
du>dA

27T'L ,Y(1+c,õl) 27TZ7(1,51) A — ].L

1: 2—-_—
CPZI+ÍL22R(H : A)d,u:,

7” 7(1,õ')

e por tanto que

1
S=(z1)S(zz) / e“(ªl+ªº)R(u : A)dp : S(z1 + Zz),

2717; 7(1 61)

quando zi 6 Zé,. Isto prova (iii).
Mostremos agora (iv). Seja 0 < 6' < (5. Como a familia de operadores (g(z))z€25 é

uniformemente limitada em Xô,, é suficiente mostrar a propriedade para a: € D(A). Seja
a: E D(A). Da identidade R(,u : A)A:r : MBW : A)z — a: e da representação de S(z),
Z 6 Xô,, temos que

1 1
Szx—x : ———7 e'”R(,u:A)——)xdu( )

27” 'y(1,õ')( ”
1: ———, eªzR # : A Amd/;.

27”, 'y(1,6')
( )

Resulta evidente que e“ZR(,u, : A)x —> R(,u : A) se z ——> O. Mais ainda, como

e'” M 1+elz| a: ,u

“ [MJ )“ ”

peloteorema da convergencia domminada concluímos que

EM:/01436 || 5

1 R : A A
lim (S(z)x — z) :—/ Mda. (2.19)

zGZõhz—m 2717, 'y(16') lu

. . . ROL : A) .» . .Obsevamos agora que da anahtrcrdade de ,a —+T na regiao a direita de 7(1, 5) e

do fato que

: A
lim ªºl—JAM” —> o,
r—>0 Cr “

quando 7" ——> 00, onde

cr : «(f—eiª 10 & (%”Jró'gw');
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obtemos que
R : A; _ÁLJAW : O,

27” 70,61) [J,

o que por (2.19) mostra a propriedade. A prova do Teorema esta agora completa. .
Sebemos do Teorema (9) que a famíla (S(z))zezó definida em (2.11) é um semigrupo

analítico em 26“ Mais ainda, veremos no proximo resultado que A é o gerador de
(S(Z))zezõ-

Proposition 2. Suponha que A verijíca a Condição A,; e seja (S(Z))zezõ a familia
de operadores dejím'da em (2.14). Então (S(Z))ze)jô é um semigrupo analítico em 26 e
A : D(A) C X —> X é seu gerador ininitesimal.

Demonstração: Do Teorema (9), é claro que (S(z))zezõ é um semigrupo analítico em
25. Por tanto so resta mostrar que A é seu gerador infinitesimal. Seja B o gerador

(S(z))zezõ. Sabemos do Corolario 1, que R(A : B) = ] e'“S(t)dt para todo A > a) onde
o

no é o exponente garantido pelo Teorema 1. Seja A > ou e 7“ < A. Da representação de
S (z), veja (2.14), e as observações anteriores temos que

R(A : B):z: : /ºº e”'“S(t):cdt
00

= 3— eªt (/ eªtRUr : A)d,u) dt27“ 0 70,61)

= L R(,u : A)x (/ (aw—“x)tdt) dp
27l'2 ,),(Tló'l) 0

= L/ R(/,L : 103761“,
27” 7(r,6') (N— A)

por tanto

. _
1 ROMA)

Sejam agora p > r e A(p, õ'), 'y(p,r, õ') as curvas de classe C1 por partes descritas na
forma A(p,õ') : [paiº : —7r/2 — 6' 5 9 _<_ 7r/2 + (S'), 'y(p, T,õ') = Uf=1fyi(p,r,õ') onde

7109, 7”, (S') = (sei“/“'ª'“ S 6 [T,pll,
72(p,7ª,õ') : (Teiª : —7T/2 — 5] É 9 É 7T/2 + d'],
73(p;T; ó,) : íse—i(7r/2+õ') : p e [73,01% :

orientadas de manera que A(p, õ' ) seja descrita no sentido antihorario. Pelo Teorema de
Cauchy Remman, sabemos que para P(p, 'r, d') : fy(p, r, õ') U A(p, (S')

L Rm = A)
27“ F(p,r,õ') (# _ A)

1 / Rm : A) 1 / R(,u : A)= _. ——dli + “**. *_dM,27” 7(p,7',6') (# _ A) 27” Ama/) (# _ A)
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o que do fato que

Re: A) ª MÁriºn—“<Wªl ª /_ Ipeiº— mãº““)
quando ;) —-> 00 e (2.20) permite concluir que R(A : B) : RQ : A) para todo A > o). Isto
prova que A : B. A prova está completa. |Antes de enuciar o proximo Teorema precissamos de um lema técnico. A prova do
seguinte resulado é simples e em geral limitada a procedimentos algebricos, e por esta
razão será omitida, para detalhes, veja [21].

Lemma 2. Seja B : D(B) C X —> X um operador linear. Então as seguintes pro—

priedades são válidas.

(i) Para todo A,,u E g(A), R(A : A) — Rºi : A) = (,a — A)R(A : A)R(a : A).

(ii) Para todo A,“ E p(A), RQ : A)R(a : A) : Rm : A)R(A : A).

(iii) SenGp(A )e u-“| || na A) ||<1 entãoA€p(A)eR()t' A) =Zni-A)"R(
A)n+1 '

d"R(A. A)(iv) A função p(A) —> £(X); A —> R(A : A) e' analítica e
dA"

A)"+1.
=( 1)”an(/X

No próximo resultado, o principal desta seção, são estabelecidas condições nessesarias
e suficientes para que um operador fechado A seja o gerador de um semigrupo analítico.

Theorem 10. Suponha que A : D(A) C X —> X é o gerador infinitesimal de um semi-
grupo uniformemente limitado (T(t)),Zº e que O E p(A). Então as seguintes condições
são equivalentes.

(a) O semigrupo (T(t))tzo pode ser extendido a uma região F,; = [z : [argzí < 5] tal
que (T(Z))Ze[*õ, é uniformemente limitado em Pó: para todo 0 < 6' < 6.

(b) Existe C > O tal que para todo o > 0 e r 76 0,

|| Ra HT : A) "5 % (2.21)

(c) Existe 0 < 6 < % tal que A verifica a Condição A5.

(d) O semigrupo (T(t))t>o e' diferenciável e existe O > O tal que || AT(t) “É % para
todo t > 0.

Demonstração: Vejamos primeiro que (a) implica (b). Sem perda de generalidade, nos
assumiremos que 0 < 6 5 % Seja 0 < 5' < 6 e Cl > O tal que || T(z) “5 01 para todo
Z 6 rói. Estudemos inicialmente o caso A = o + ir, 7 < 0. Sabemos do Corolario 1 que

R(A : A)x : / e'tAT(t)xdt, x 6 X.
0
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Para 7“ > 0 definimos & curva C1 por partes AT : Ufª/Xi onde

Aí : (pe—iª, :p E [GM]),

A?, : (re—iº : 9 e [O,õ'n,
A? = (t :te [on—]],

as que são orientadas de modo que Af seja descrita no horario. Usando que p —> eªtTUL)
é analítica em By e o fato que

6'
_

|| ] e<ª+if>”T(u>du|| 5 cl ] |eT<º+iT>ªªº Idº
A2 o

6,

_<. Cl/ e—r(acos(0)—sin(0))d0
0
6!

< 01/ er-rsin(l9)d07
0

temos que

|| fz e(ª+”)“T(u)du |l—> 0,

quando 7" ——> 0 o que implica que

R(A : A) = / eA”T(,u)du (2.22)
FZ?

onde F?, : [pe—”' : p 2 0]. Usando agora a representação (2.22) vemos que

|| Ro : A) || : fw || eªªTUz) “ du

00

É Cl / e—p(a cos(õ')—-7' sin(õ')dp
0

< _A—“ acos(ô') + Tsin(õ')'

e então que
C

" R(U+i7':a) [15 _—T, 0>0, T<0, (2.23)

onde 0 é independente de 7' e 0.
Usando as mesmas ideas anteriores e possivel mostrar que para a > O e T > 0

R(U + z'T : A) = /_ eA“T(,u)d,u
Pô,

onde Fg : (pe—W : p > O) o que permite mostrar que

“ªlg:|| R(0 + iT : a) IIS , o > 0,7" > 0, (2.24)
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sendo Ó uma constante independente de T e o. Agora (2.21) é consequência de (2.23) e
(2.24),

Mostremos agora que (b) =>(c). Pelo Corolario 1, sabemos que existe Ml > O tal que
M . . ,

|| R(a + M“) “5 —1 quando a > 0. Isto, Juntamente com (2.21) nos permite concluir
existe M > O, independente de 'r e a, tal que

M
R ':A <——-——n (aw Humm, a > 0, T # 0. (2.25)

Seja z : a+iT com o > 0. Como A —> Rºi : A) é analítica em U : [Z 6 IN : Re(z) > O)
do Lema 2 se deduz que existe uma vizinhança U de z tal que para todo A em este aberto

00

R()l : A):c :Z R(a + iT : A)"+l(a + i'r — A)". (2.26)
":D

Se A : Re(/l) + iT, sabemos que a serie (2.26) converge para A tal que [ R(a + %* : A) ||
a—R6(A) |S Ic < 1, ou se | a—Re(A) [< É? para algum 0 < k < 1, onde 0 é a constante
111 (2.21). Como o > O 6 k 6 (O, 1) são arbitrarios, das observações anteriores concluímos
que

7r 1DU U(k)= U & & 1er ªrgW |< 5 + kªrctªdál : Emma,
ke( 0 ,1) kE(0,1)

o que prova (2.9).
Em relação a (210), sejam z — a + W, 0 > 0, e A: Re(A) + W e suponha que

| a — Re(A) [<Ck—I—T' onde k 6 (O, 1). Nestas condições, que são as que definem E
vemos que

arctan((õ—) 7

00

||R(A:A)x|| : ||êR(a+iT:A)n+1(a+iT-A)ª ||

5 ? || R<a+z+ : A) nº“! o — Reo) |"

5 Íc—fpvld—Lfi)"

5 Wªlºn“
s (lí—gm

e então que

u Re:/nx H É 1
(2.27)

1 - k
'

| A |“

Do anterior concluímos que para d' = k arctan(à), existe Mó! > O tal que

M
1| R(A A) ”< ITI Aezõl, A#O.
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o que completa a prova de (b) =>(c).
Vejamos agora que (c) =>(d). Pelo Teorema 9 sabemos que a familia de operadores

(S(Z))zezõ definida em (2.11) é um semigrupo analítico em 25. Mais ainda, da delinição
de S(z) temos que para t > 0

1
S(t) : —-. eªtR(,u : A)du, (2.28)27" 7(r,õ')

onde 7(r, õ' ) é a curva de classe C1 por partes descrita em (2.12). Como pela Proposição
2, A é o gerador infinitesimal de (S(z))zezõ, temos que (S (Z))zeííõ é uma extensão de
(T(t))t20 e em particular que

1
T(t) : —_/ eªtRUr : A)d,u.

%2wm
Como o operador u —+ “(I) é fechado no espaço de funções continuas, e o número 7", da
definição de T (z), é erbitario; para mostrar a diferenciabilidade de t ——> T(t) é suficiente
provar que a integral

1
——, peªtRUL : A)d,u, 229
27” 70,51)

( )

é convergente em £(X ). Diretamente da definição de curva 7(1, õ'), vemos que

/ || neem : A) n du
7(T,õ')

ºº 00 6!

5 Mõ,(/ ePtcoS(%+õl)dp+/ eptcos(—(%+5f))dp+/ etcos(6)d9)
1 l —5'
ºº ” c c< Mõl(2/ eptcos(%+õ')dp+/ et(l+0)d9) < _1 + _2,_

1 _"
— t É

onde M;: é a constante em (2.10) e ci, z” = 1, 2, são independentes de t > 0. Do anterior
concluímos que

c/ lwmeAwmis;WW)
onde e > 0 é uma constante indepedente de t > 0. A última estimativa mostra que
s ——> T(s) é diferenciavel em t > O e que

T©=f #WMWAMa
WWW

0 que completa a demonstração desta parte do Teorema.
Finalmente, vejamos que (d) =>(a). Como (T (t))zzo é diferenciable, sabemos do Coro-

lario 4 que a função t —> £(X); t —> T(t) é de clase Cºº e que T(")(t) : (T'(â))" :
(AT(%))" para todo t > 0 e todo n e ]N. Fixemos t > 0. Usando que ET 5 e" temos quen.

WWQ “ 1 ,t " "||T lllz—tl g WINE) || Iz—tl
1

&
Cn
(T

60
É (TV—tl)"

É VV-H"
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de onde deduzimos que a serie
m (m

T(z) : T(t) +E T (É)

n! (z—Ú” gsm

É

é convergente para Z 6 ]N tal que | z —t |< —õ para algum k 6 (0,1). Assim a familia
e

1
T(z) é beim definida na região P_CL : [z 6 IN :| arg(z) |< um(a)].

Mostraremos agora que (T(z))z625 é um semigrupo analitico em Pó onde 6 : arg(ã)
e k 6 (0,1), o que completará a prova do teorema, pois é evidente que (T(Z))zerõ é

uma extensão de (T(t))tzo. O fato que a função 2 —> T(z) é analítica é claro, pois
da representação (2.9) temos que a função e localmente analítica. Vejamos agora que
T(z1+z2) : T(z1)+T(zz) para zl, 22 & Fg. Seja 75 > 0 e deíinamos afunção F : P,; —> £(X)
por F(z) : T(t)T(z) —T(t+z). É claro que F(-) é uma função analítica e que F E O“SObI'€

[O, 00) o que nos permite concluir que F E 0 sobre Tó“. Por tanto T(t)T(z) : T(t + z)
para todo t > 0 e todo z e Fé. Usando o mesmo argumento anterior, definimos a função
G : Fã —> X por G(z) : T(z1)T(z) —T(zl +z) onde zl & F; é fixo. Sabemos pelo anterior
G E 0 sobre [O, 00) o que pela analiticidade de G nos permite concluir que G E O, e por
tanto que T(zl + Zz) : T(zl) + T(zg) para todo zl, Zz € Fã.

Vejamos finalmente a limitação do semigrupo em Fg. Da definição de Pó, para 2 € Pô
kt

et>0talque|t—z|<gõvemosque
ºº (TL)

“Tmn 5 ||T<t>||+ZªT—nT“)—“lz—tlª
k=0 .

5 llT(t)|I+Z(%Í)"(%)"
k=0

5 || T(t) || +Zk",
k=0

o que implica que “ T(z) Hg” T(t) “ ntª : M, para 2: e Fóz, mostrando assim a
limitação em rói. A demonstração do Teorema esta completa. I

O proximo Teorema é um interesante resultado que nos auxiliara no capítulo três
quando estudemos o problema da existência de soluções para o problema impulsivo (4.31)—
(4.33).

Theorem 11. Seja (T(t))tzo um semigrupo diferenciavel para t > 0. Se

1
lim supt || AT(t) "< —,

t—>0 8

então A é limitado em X e (T(t)),zo pode ser extendido a um semigrupo analítico em IN.

Demonstração: Pelas hipóteses sabemos que existem k 6 ]N e 5 > 0 tais que ||

AT(%) “< 1775 para todo n > lc e cada t e [O, 1], Seja t e [0,1] e definamos a serie

ºº T(")(tT&)=E:—]íl&—iy.
":O
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71

Como T(")(t) : (AT(É))", veja Corolario 4, e % 5 e" quando n 6 IN; vemos que

00 z—t" "|| T<z> || 5 ZI—nv—I'V“ >e) ||

n=0 .

le 00Iz—tI" t " Iz—tI" t< __ _ ___—__ _ n
_ 2 "!

|| um» "2% "!
|| |AT<n» ||

k lz—tI" |z— n" 1
< —— )" -—õ"—_ 2 n, ||<AT |—>|+nât—n > ".;

|___Z—tlnu 11.É C1+ Z _6) 7

n=k+1

—t|Z————|(1—6)<k<1parak€(0,1).
Por tanto, e possível definir uma extenção analítica de (T(t))t20 na região

tz: U|ze1N|—z |<(1—_õ)>
te(01]

o que implica que T(z) esta bem definido quando

Como 0 é um ponto interior de z, T(z) é analítico em O e por tanto que a função
2 ——> [,(X ); z —> T(z) é contínua em zero. Finalmente pelo Teorema 4 concluímos que A
é um operador limitado e que T(z) pode ser definido para todo z e IN usando a expressao
T(z) : 2320 Lá,)". A prova do Teorema está completa. .
2.5 Potências Fracionarias de Operadores Lineares

Fechados

Nesta seção estudaremos potências fracionarias associadas com um operador A :

D(A) C X ——> X tal que —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo análitico de
operadores em X. Com este objetivo, em toda esta secão sempre assumiremos que a
seguinte condição técnica é verificada.

Condição AM,. A : D(A) C X ——> X é um operador linear fechado com dominio
denso em X tal que

A))Z := [A6]N:w<|arg(/X)[57r]UV

e

M:A <IIRM )“ _ 1+|A|” AGE”,
. . 7r

onde V é uma mzmhança de zero e 0 < ou < 5.
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Nas condições anteriores, deduzimos do Teorema 2 que —A é o gerador infinitesimal
de um semigrupo analítico que notaremos (T(z)). Mais ainda, é fázil deduzir que para
(5 > O suficientemente pequeno —A + 6] é o gerador infinitesimal do semigrupo analítico
S(t) : eõtT(t). Do anterior e Teorema 10 temos que as seguintes estimativas são validadas.

MTU)“ 5 Me”” (2.31)

“Anon 5 MTe-õt (2.32)

llAªT(t)H 5 %s“? (2.33)

Da teoria de funções em variavel complexa sabemos que para oz : n 6 IN,

Z—n : _1_ lu,—'n

27ri Cr ,u — z
du

onde GT é uma circunferencia centrada em zero e de raio ?" >| z |, orientada no sentido
antihorario. Em forma similar ao feito na teoria de funções de variavel complexa temos
que

1
A'"=—— “"A— [ "1d

27". CT
# ( # d) #

é a inversa do operador A". O anterior e a analiticidade da função 2 —> (A —— 21004 em
,o(A), motiva a seguinte definição.

Deíinition 9. Para a > 0, A”“ é o operador definido por
1

A*ª : ——. [ª(A - zl)'1dz (2.3427” «Am»
)

onde 'y(r, 5) e' a curva descrita em (2.12) e 5 > O, 7“ > 0 são tais que 70", 5) C Em“.
Lemma 3. Para cada a > O, A”” & £(X). Mais ainda, se a e (0,1) então

A'ª : sm 'na /ºº s“ª(A + sl)—1ds, (2.35)
” 0

e

A-ª : _1_ /ºº sª—1T(s)ds. (2.36)P(“) 0

Demonstração: Primeiramente observamos que sobre a curva 710", 6),

“f Z—a(A _ ZÍ)_11dZH _<_ ] " 6—a(logs+ió)(A __ areiª)—leiª ll ds
710,5) 1"

oo —alogs
< ] e ds”

T
1 + s

r-l-l ds 00 Clã
É —a + a+1

r 5 r+1 S

(7— +1)1—ª — rl-ª 1

1— a a(r + 1)ª'É
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O mesmo tipo de estimativa feito sobre a curva 710“, 6), nos permite concluir que
1 l_ª 1

|| z“ª(A — zl)1dz || < (?"—+-)——
_ ———., i: 1,3. (2.37

7í(r,ó) 1 — & a(r + 1)“
)

Por outro lado,
6

n / z“ª(A—zl)“1dzll = "
720,5) —6

& —alogr
É / udg—õ 1+T

6

5 / r1"ªd0,
—6

|| /2( (DZ—“(A
-— zI)—1dz || 5 27r'r1_ª, (2.38)

7 "';

e—a(logr+i9)(A __ T€i0)_17'i6i9d0 “

assim

o que juntamente com a estimativa (2.37) nos permite concluir que Aª € £(X )
Seja a e (0,1). Para mostrar que a representação (2.35) é valida, observamos in-

cialmente que como conseqiiência do Teorema da convergencia limitada de Lebesgue, a
analiticidade do integrando na região Em; e a estimativa (2.38) temos que

1
A““ : ————. z”ª A — zl ldz 2.39

27" W)
( > < >

ºnde 705) = Wõ) U 7205) e

,Yl(õ) ípei(7r/2+õ) : p 2 O) ,

7205) = (;)—“"”“) = p 2 0)
estão orientadas no sentido da orientação das curvas 'yi(r, 6),i : 1, 3. Se a e (O, 1), temos
que

H

1 1 ºº - - .

A"“)t : 27%; z“ª(A — zI)_1dz : __z T_ªezãª (A —— rei“—162%?"
& W 07( )

1 00
. . '

*? r_ªeªõª(A — rezª)"le“lódr.
m 0

Fazendo agora 6 —> 7r e usando a analiticidade do integrando, da equação anterior temos
que

A—a : _ ——a um A ——1 __1d __ —a —z7ra A -—1 _2mÚre(+r)()r zmºre (+r)(l)dr
1 ºº

. .: 5%;
O

r'ª(e_”º—e”ª)(A+r)_1dr

: ——1——_ r“ª21'sin(7ra)(A+r)_1dT
27rz o

: sm<m> pam—Idi",” 0



ou seja

A-º : ªngra) / T—ª(A+r)_1dr- (“º)
0

o que prova (2.35). Usando (2.40) e que (tl + A)”1 = ] e_“T(s)ds,t > 0, ( veja
[)

Corolario 1) vemos que

A_a : sinSZrOz) [º r“ ([)
ºº

e—srT(s)ds> d,,

: ginga) [em (foººWr) ds

: sinªtra) (foºº u“ªe“"du) (]Oºº sº'—1T(s)d8)

on temos usado a mudança de variavel u : st. Finalmente da definição de função F
obtemos que

1 00

A““ : —-—/ sºª—IT & ds,P(ª) o
( )

o que completa a prova do lema. .
No que segue usaremos (2.36) como definição de (—Aª).

Definition 10. Para a Z 0 definimos O operador Aª por

1 00
a—I—- T dA““ : P(a) fº s (s) s, a > O,

Id7 Ol : O.

O proximo teorema resume algumas importantes propiedades dos operadores A'ºª, a Z
0, as que serão importantes no capítulo 3.

Theorem 12. As seguintes propriedades são válidas,

(a) Se a, 6 Z 0 então A—(ªªªº) : AªAªª.
(b) O conjunto [A“ª : a € (0,1)]> é limitado em [(X).

(c) Q&A—ªa: : a: para todo x 6 X.

(d) Aª é injetor para cada a Z 0.

Demonstração: Mostraremos cada item em forma separada.
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(a) Da definição dos operadores A"7 vemos que

A-ªA—ª = W] ] tª-lsª-1T(t+s)dtds

: ma_í—lrw)/mtal/0611100th

: WX)“, (]0 tº1(u— t)” ldt) T(u)du
1

— — lvª—1 —vª“1v- muºt 5—1 u u“ mmm/o “ ) d fo + TW

: 1 Do
a+B——1——F(a+,B)/0 u T(u)du,

t F
onde a mudança de variavel fu : —— e a identidade —(º—1+—02)

,
”U, P(UI)F('UQ)

fueron usadas. E claro agora que ill—ªfrº : A“(ª+ª).
(b) Claramente Aª, Aº são limitados. Por outro lado para, a 6 (0,1) vemos que

1

=[ uºl—I(l — u)1—”ºdu
o

| sin(7r
IIA—ªl! s º'] rºu (t1+A>1ndt+'—ªª“—íªª]ºº rª " (tI+A>1udt

_<_ M|sin(wan/0 t'ªdt+Mlsm( 7ra)I/ºº dt
71- 1”- 1 ta+1

| sin((l —a)7r) | | sin(7ra) |

M
(1 —— a)7r +M

om ,

. . . -
' t , . .o que permite mostrar a propriedade, pors a funçao 15 —> s1nt(

)
e limitada sobre (O, 1). A

prova de (b) esta agora completa. I
(C) Como pelo item anterior o conjunto (A“ª : a 6 (0,1)) é limitado em £(X), é
suficiente mostrar a propriedade para :B E D(A). Seja a: € D(A) e fixemos y 6 X tal que
x : Aªy. Como a função 9 —> P(B) é contínua crescente e P(l) : 1; para t 2 1 temos

ta
—(1_+-í_< t. 0 anterior, em conjunto com o Corolario 1 implica queaque

IIA-ªx—a: “ = || A-<1+a>y_A-1y“
1 00 00

: —— tªT t dt — T 1: dtHmm/0 <>y ] <>y “

00 tº
]0 W“ ll “Toy || dt

[€ 00ta
/o

——————F(1a)
e ||y||d+M/k te Ildet

É 1106, O!) + [g(k).

IA

onde hemos usado desigualdade (2.31). É facil mostar que 12(lc) —> 0 quando k —> 00 e

que para k fixo [I(k, &) ——> 0 se a —> 1 pois P(l) : 1. Isto prova a propriedade.
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(d) Como pelas hipoteses A“1 é injetor, cada A“", n E N também é injetor. Se Aªa: : 0
e n 6 IN e tal que n > a então A“"m : A”"JfºªAª'x : O o que implica que a: = 0 e então
que A““ é injetor. A prova do Teorema esta agora completa. .

Pelo item (d) do teorema anterior é possivel introducir a seguinte definição.

Definition 11. Para a Z 0 definimos Aª : (A"º')—1 : D(Aª) C X —-> X com domínio
D(Aª) : R(A“º) onde R(A”ª) : (A“ªx : x 6 X].
Theorem 13. Nas condições anteriores, as seguintes propriedades são verificadas.

(3) Aº é um operador fechado.

(b) Se oz Z ,8 > 0 então D(Aª) C D(AB).

(c) D(Aª) : X para todo a Z 0.

(d) Se mB Z 0 então Aª” : AªAºa: para a: G D(AV) e 7 : max(a,[3,oz + ,8).

Demonstração:
(a) Como A—ª é contínua, tem-se que 0 € p(A“ª) e por tanto que Aª é fechado.
(b) A propriedade é evidente pois pelo Teorema 12 sabemos que Aªª : A_BA'(ª—º).
(c) A propriedade é consequência direta da propriedade (b) e do Teorema 8.
(d) A prova é obtida, facilmente, usando os resultados anteriores. .

Em condições mas restrictivas é possivel obter uma formúla explícita para Aª, a > 0,
este é o objetivo do próximo resultado.

Theorem 14. Se a 6 (0,1) e a: € D(A) então

Aªm : ªgr—ºº focº tª“1A(tI + A)“1dt (2.42)

Demonstração: Pelo Lema 3 sabemos que

Aª—lsc : ªí?—) [cºtª-101 + A)*1xdt.
()

Como A é um operador fechado e a função t —> tª“1A(tl + A)_1:r é contínua, para
completar a prova é suficiente mostrar que esta função é integravel sobre [O, 00). Usando

que R(a : A) = / e"ªtT(t)dt, veja Corolario 1, e (2.31) temos que
0

|| tª"1A(tI + A)—1:c || : || tºª—I/ e_ªtT(s)Axds |!

o

g Mtº—1 / (“É“) || Arc || dt
o L5 Mtº-1 “Assu M,

e então que
00 00 a—l/ [Isª—1A(51+A)_1x||ds 5 MIIAfBH ] ª ds

o 0 +65

MHAxlI /1 1aew/cºld <oo5
0651—131 182—01 '
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o que Enalmente mostra o resultado. I
Finalizamos este capítulo com um resultado que resume algumas propriedades dos

operadores AªT(t) onde (T(t))Zo é o semigrupo analítico gerado por A

Theorem 15. Nas condições e notações anteriores são verificadas as seguintes são vali—

das.

(a) T(t)(X) C D(Aª) pam todo t > 0, a Z 0.

(b) T(t)Aª:z; : Aº'T(t)m para todo t 2 0 e todo m E D(Aª).

(c) Para t > O e oz > 0, AªT(t) e' limitado e existe Ma > O tal que

li AªT(t) Hs Mªrºc—ª. (2.43)

(d) Para cada a E (O, 1] existe C'a > O tal que

|| T(t)x —ªí IIS Catª il Aªªº II,

para todo a: & D(Aª) e todo t > 0.

Demonstração: Corno T(t) é um semigrupo analítico, do Teorema 8 sabemos que para
t > O e todo n e IN, T(t)(X) C D(A"). A condição (a) e agora conseqiíência do item
(b) do Teorema 13.

Vejamos agora (b) Da definição de A““, para x & D(Aª) e sv : A'ªy temos que

T(t):c : T(t)A_ªy

MPM] SMT“(>de)
_1_: ºosºl—IT s T t ydsP( ) ] ( > ( )

= A ªtT( )y
— A ªtT( )Aªz,

por tanto que AºªT(t)a: : T(t)Aª:c. Isto prova (b).
Pelo item (a), AªT(t) é um operador fechado e definido em todo X. Assim AªT(t)

é limitado como conseqíiência do teorema do gráfico fechado. Mais ainda, se a > O e
n e IN são tais que n — 1 < a 5 n, de 2.33 temos que

IlAºTU) || = ÍlAª—"A"T(t) ||

1 00

< n—a—l AnT_ __—F(n_a)/º 5 || (t+s)||ds
M ºº

< _"— n—a—l —n —-õ(t+s)
_ F(n—a)/0 :; (t+s) e ds

M Kªt—ª ºº
< " n—a—l —n
__ ———F(n—a)/0 u (1+u) du

Mae—Jt
É ,ta
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onde Ma é uma constante independente de t > O e a mudança s : ut foi usada. Isto
prova (c)

Mostremos para finalizar (d). Usando a propriedade em (c) e o Teorema 2; para
x & D(A"ª) vemos que

"TW—mu = || ] AT<s>xds ||

|A

t

fo || A1"ªT(s) un Aºw || ds

t
5 Clª || Aªx H/ sºl—lda

()

CF,, || Aªm || tª
_ 7a

o que prova (d) e completa a demonstração do Teorema. l
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Capítulo 3

O problema de Cauchy abstrato não
homogêneo

Neste capítulo estudamos o problema semilinear

à(t) : Au(t)+f(t,u(t)), 0<t<T, (3.1)
u(0) : uo, (3.2)

onde A : D(A) C X ——> X é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo
de operadores lineares limitados (T(t))tzo em X e f : [O,T] >< X —> X é uma função
apropriada.

3.1 O problema de valor inicial não homogêneo

Nesta primeira seção consideramos o modelo diferencial mais simples

o(t) : Au(t) + f(t), () < t < T, (3.3)
u(0) : no, (3.4)

que nos auxiliará no estudo do problema (3.1)—(3.2).

Definition 12. Uma função u : [O,T] —> X é uma solução clássica do problema (3.3)—

(3.4) se u & C([0,T) : X) DC1((0,T) : X); u(t) & D(A) para todot & (C,T) e (3H3j-(34)
são verificadas.

Se u() é uma solução clássica de (3.3)—(3.4) e f & L1([0,T] : X), então para 0 < 5 <
t < T temos

%% — s)u<s)1 = —AT(t — s>u(s> + Te — s><Au(s> + f(s»,

de onde segue que
t

u(t) : T(t)$ + / T(t — 5)f(s)ds.
0

Isso mostra o seguinte resultado:
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Proposition 3. Se f 6 L1([0,T] : X) então o problema MB)-(3.4) tem no máximo uma
solução clássica. Além disso, se u(-) e' solução clássica então

u(t) : T(t):r + /0tT(t — s)f(s)ds, t 6 [O,T].

Motivados pela Proposição 3 e pelo fato de que em geral D(A) 7ª X, consideramos a
seguinte definição:

Definition 13. Uma função u 6 C([0, T] : X) é uma solução fraca do problema (3.3)-
(3.4) se

u(t) : T(t)uo + fOtT(t — s)f(s)ds, t 6 [O,T].

É importante observar que em geral a solução fraca de (BB)-(3.4) não é uma solução
clássica. Por exemplo, assuma que $ $ D(A) e que T(t0)z $ D(A) para algum to > 0.
Considere o problema

a(t) : Au(t) + T(t)a:, t > O,

u(0) : 0.

A solução fraca de (3.6) é dada por

u(t) : fº T(t _ s)f(s)ds : tT(t)a:.

Como T(t)a: não é diferenciável, (3.6) não possui solução clássica.
Nos próximos resultados estudamos condições sob as quais o problema (3.3)—(3.4)

possui solução clássica.

Theorem 16. Sejam ao & D(A) e f & L1([O,T] : X)nC((0,T];X) e dejinamos afunção
u : [O,T] —> X por

(3.6)

o(t) : fºtT(t — s)f(s)ds, () 5 t < T. (3.7)

O problema (3.3)-(3.4) tem uma solução clássica u() sobre [O, T) se alguma das seguintes
condições e' verificada:

(i) o(t) é continuamente diferenciável em (O,T);

(ii) o(t) E D(A) para todo 0 < t < T e Au(-) é contínua em (O,T).
Se u() é uma solução clássica de (&&—(3.4) sobre [O,T), então o() satisfaz (i) e (ii).
Demonstração. Da definição de u(-) temos que para t 6 (0, T) e h > O

ªiwª) : %%) T(t—s)f(s)ds

: %Áth-sye) (is-%fora-sue) ds

: %(fº T(t+h—s)f(s)ds—/0T(t—s)f(s) ds)

Dªll—*

t+h
ft T(t + h — s)f(s)ds.
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Assim

t+h

—o(t) :M — —1—/ T(t + h — s)f(s)ds. (3.8)h h i

Se 'U() é diferenciável em (0, T), da continuidade de f e de (3.8) segue que o(t) € D(A)
para cada t & (C,T) e que Av(t) : o(t) — f(t). Mais ainda, como o(O) : 0 concluímos que
u(t) : T(t)u0 + o(t) é a solução clássica de (3.3)-(3.4). Portanto se vale (i), o problema
(3.3)-(3.4) possui uma solução clássica.

Suponha agora válida a condição (ii). Como o(t) E D(A) para todo t 6 (0, T), segue
da continuidade de f e de (3.8) que o(t) é diferenciável à direita em t 6 (0, T) e que
%w(t) : Av(t) + f(t). Mais ainda, %?)(t) é contínua em (0,T) pois Av(-) é contínua.
Isto implica que o() é continuamente diferenciável e que «)(t) =. Av(t) + f(t). Portanto
u(t) : T(t)u0 + o(t) é solução clássica de (3.3)—(3.4).

Se u(-) é a solução clássica de (3.3)—(3.4), segue facilmente da continuidade de f () e
de (3.8) que as condições (i) e (ii) são verificadas e por isso omitiremos os detalhes desta
parte da demostração. A prova está completa. I
Corollary 5. Se no E D(A) e f(-) 6 Cl([0, T] : X), então o problema ($$—(3.4) possui
uma solução clássica sobre [O, T).

Demonstração. Pelo Teorema 16 é suficiente provar que a função o() definida em (3.7)
é continuamente diferenciável em (C,T). Sejam t 6 (0, T) e h > O tal que t + h & (0,T).
Da definição de o('), temos

o(t + h) — o(t)
h : /o+ T(t+h—s)f(s)ds—à]0 T(t—5)f(5)d3

1 'I t: E/º T(t+h—s)f(s)ds+%/0T(t—s)f(s+h)ds
—3[ Ta — s>f<s >ds

= %]TMH—h—s f(s)ds+/T(t%%%&st
e assim

Wzâfo T(t+h—s)f(s)ds+/D T(t—s) [W] ds. (3—9)

Como f & Cl([0,T] : X), segue de (3.9) que

um = T(t)f(0) + ] To: — s>f'(s>ds,

para todo t e (0, T). Portanto o() é continuamente diferenciável em (O,T). .
Corollary 6. Se no & D(A) e f & C([0, T] : [D(A)]), então o problema ($$-(3.4) tem
uma única solução clássica.
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Demonstração. Seja u() a função definida em (3.7). É Fácil ver que o(t) E D(A) e que

Au(t) =[) T(t — s)Af(s)ds

para todo t 6 [O,T]. Agora a propriedade é consequência da condição (ii) do Teorema
16. l
Definition 14. Uma função u 6 C([0,T] : X) é uma solução forte do problema (3.3)-
(3.4) se u' 6 L1([O,T] : X), u(0) : uo e a equação (3.3) e' satisfeita para quase todo
t e [O,T].

É óbvio que a solução clássica de (3.3)-(3.4) é uma solução forte. Entretanto se A E 0
t

e f & L1([O,T] : X), mas f $ C'([0,T] : X), afunção u(t) : m+f f(s)ds, cc 6 X, é uma
e

solução forte de (BB)—(3.4), mas não é clássica.
Como no caso de soluções clássicas, estudamos a seguir condições suficientes para que

uma solução fraca seja uma solução forte.

Theorem 17. Sejam uo € D(A), f & L1([0, T)] : X) e u() a função definida em [O, T)
por

o(t) : /OÉT(t — s)f(s)ds.

O problema MB)-(3.4) tem solução forte se alguma das seguintes condições é satisfeita:

(i) o(t) é diferenciável q.t.p em [O, T] e um & L1([0,T] : X);

ii) o(t) & D(A) q.t.p em [O,T] e Au(-) e L1([0,T] : X).

Mais ainda, se u 6 C'([O,T] : X) e' uma solução forte de (3.3)—(3.4) então u() satisfaz as
condições (i) e (ii).

Demonstração. A demonstração se faz usando as mesmas idéias da prova do Teorema
16. Apenas observamos que como f & L1([O,T] : X) o termo % :“ T(t + h — s)f(s)cls
em (3.8) converge a f(t) q.t.p sobre [O,T].

3.2 O problema quase linear

Estudamos nesta seção o problema semilinear

a(t) : Au(t)+f(t,u(t)), te (0,T), (3.10)
'U.(0) : UO É U C X, (3.11)

onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo de operadores
lineares limitados (T(t))tzo em X, U C X é aberto e f : [O,T] >< U —> X é uma função
contínua.

Por analogia ao problema de Cauchy (BB)-(3.4), adotamos as seguintes definições:
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Definition 15. Uma função u 6 C([0, T] : U) e' uma solução fraca do problema de Cauchy
(3.10)—(3.11) se

u(t) : T(t)u0 + /OtT(t — s)f(s,u(s))ds, t 6 [O,T].

Definition 16. Uma função a : [O,T] —) X e' uma solução clássica do problema (3.10)-
(311) se u 6 C([O,T] : X) o C1((0,T) : X), a(t) E D(A) para todo t 6 (C,T) e u(t)
satisfaz (3.10)—(3.11).

Definition 17. Uma função u 6 C([0, T] : X) e' uma solução forte do problema (3.10)-
(3.11) se u' 6 L1([0, T] : X), a(O) : ug e a equação (3.10) e' satisfeita para quase todo
te [O,T].

Usando o princípio de contração, apresentamos a seguir um resultado de existência e
unicidade de solução fraca para o problema (3.10)—(3.11).

Theorem 18. Sejam ao e X e f & C([0,T] >< X : X) e suponha que existe L > O tal que

|| f(tw) —f(t,y) || 5 L || 90—31 II,

para todo x, y 6 X. Então existe uma única solução fraca a(v, ug) do problema de Cauchy
(3.10)—(3.11). Mais ainda, a aplicação F : X —> C([0,T] : X) definida por Fuo = u(-, ug)
e' Lipschz'tz.

Demonstração. No espaço C([0, T] : X) munido da norma da convergência uniforme,
|! - HT, deúnimos o operador F : C([0,T] : X) —> C([O, T] : X) por

Fu(t) : T(t)uo + /t T(t — s)f(s,u(s))ds, t 6 [O,T].

Mostramos a seguir que F é uma contração em C([0,T] : X). Seja M : sup || T(t) |] e
t€[0,T]

fixemos u, v 6 C([O,T] : X). Da definição de F, temos que para t 6 [O,T]

ll FW) — Fv(t) || l/X ML ] || a(s) — vo) “ ds,

5 MLtIIu—UHT.

Similarmente,

t
|| F2U(t) — Fªv“) || É / M ll f(s,FU(S)) — f(8,Fv(8)) ll ds

[)

t .

5 / ML || Fu(s) _ Fu(s) || ds
o
t

5 fMºLºs || u —u ||T ds
e

É?
É M2L2—â' ll “ '— U “Tv
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e assim
t2

HFã—FWAH g MH?íHu—UM.
É fácil mostrar que em geral

tn—l
|| F"“1u(t)—F"ªv(t) || 5 M"“1L"“1(n_1),llu—vlln

o que implica que

(MLT)"Ianu—FUHT
TL! Ilª-UllT-

Tl. . !Comoª —> 0 quando n —> oo, vemos que para n sulic1entemente grande F" e
contração e portanto F() tem um ponto fixo u(-,u0) E C([0,T] : X). Claramente este
ponto fixo é uma solução fraca do problema (3.10)—(3.11).

Estudamos agora a aplicação no —> u(-,u0). Sejam amoo & X e a : u(-,mo),v :
v(-,z0). Para t 6 [O, T] temos

I|u(t)—v(t)ll s “ Tamo—Tum H+
O

||T<t—s)<f<s,u<s>)—f<s,v<s»nas

5 MM fue—vo || +ML ] uu<s>—v<s>nds,

o que pela desigualdade de Gronwall—Bellman implica que

|| “(1?) — 003) II S MCM" II “o — vo II

e portanto

Ilª—U “T É MºMLT || tªo—“UO ||-
Isso mostra que a aplicação no —> u(-, ao) é Lipschitz e que a solução fraca de (3.10)—(3.11)
é única. A prova do teorema agora está completa. .

A demonstração do próximo resultado é análoga à do Teorema 18 e por esta razão
será omitida.

Corollary 7. Seja g 6 C([0,T] : X) e suponha que se verificam as condições do Teorema
18. Então a equação integral

w(t) : g(t) + fo T(t — s)f(s,w(s))ds, te [O,T],

tem uma única solução w 6 C([0, T] : X).
Para mostrar o próximo teorema, precisamos do seguinte lema:

Lemma 4. Sejam ao 6 D(A) e f 6 O([O7 T] >< X : X) e assuma que existe L > O tal que
I! f(taª?) -f(8,y) HS LU t- 3 I + H 1—3! II),

para todo :c,y E X e todo s,t € [O,T]. Então a solução fraca do problema (3.10)-(3.11) e'

Lipschitz em [O, T].
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Demonstração. Sejam u(-) : u(-,u0) a solução fraca de (3.10)—(3.11), M : sup ||
t€[0,T]

T(t) H e N : sup || f(t,u(t)) |] e lixemos 01 > O tal que
te[o,T]

|| T(t + h)u0 — T(t)u0 “< clh,

para todo t 6 [O, T]. Da definição de solução fraca temos

|| “(15 + h) — u(É) II 5 || T(t + hM — T(t)Uo || +/0 || T(t + h — 8)f(8, “($)) H ds

+] || T(t — s>(f(s + h,u<s + h» — mas») || ds
0

t
5 clh + MNh +M/ L[h+ || u(s + h) _ u(s) ||]ds

%
5 ((;1 + MN + LTM)h +ML/ || u(s + h) _ u(s) || ds.

0

Assim pela desigualdade de Gronwall—Bellman

|| u(t + h) — u(t) "5 (01 + MN + LTM)eMLTh,

o que prova o resultado. .
Como no caso do problema homogêneo, uma solução fraca não necessariamente é

uma solução clássica. O teorema & seguir estabelece condições sob as quais uma solução
fraca é uma solução clássica. No próximo resultado, para uma função diferenciável f :

[O, T] >< X —+ X introduzimos a decomposição

f(t + Six+ y) _ Hi,—'E) = (D1f(t,ª«'),sz(t, $))(3, y)+ || (Siy) ll R(t,$,s,y),
onde R(t,x, 5, y) —> 0 se (s,y) —> 0.

Theorem 19. Seja ao 6 D(A) e assuma que f() verijíca as condições do Lema 4. Se além
disso f() é continuamente diferenciável em (0,T), então a solução fraca u() : u(—,uo)
de (3.10)-(3.11) e' uma solução clássica.

Demonstração. Seja u 6 C([0,T] : X) tal que

u(t) : T(t)Auo + T(t)f(0, uo) + foi T(t — 5)D1f(s, u(s))ds (3.14)

+A T(t — 8) [D2f(s, u(5))] (WS)), ds

um) = Auo + f(0,u0), (3.15)

A existência e unicidade de solução para a equação integral (3.14)—(3.15) segue diretamente
do Corolário 7, pois a função 5 i—> D2f(s, u(s)) E C([O, T] : L(X)). Mostramos agora que
u'(-) : 'U('.) Sejam M : sup || T(t) II e N = sup || D2f(s,u(s)) ||. Parao & > O,

tE[O,T] sE[0,T]
fixemos 6 > O tal que

|| Mun ”AUG ” < à,
“ T<h>f<e,u<e» — f(QUo) || < 537.
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a(t + h) — u(t)Da definição de solução fraca, para 0 < h < 5 e t 6 [O,T) temos || —T— —— o(t) “

T h u — u5 || Tux—“_,j—º — Aug) ||

% jº || T(t)[T(h — s)f(s,u(s)) — f(0,u(0))1 !! dª

+ ] M " flª + “(ª +,?) “ “ªulª” -Dume» — sz<s,u<s»(v<s>) “ ds

IA
u(s + h) — u(s)
_——h—_ — 7)(8) || dsâ+M/º || [D2f(8,u(8))l l|L(X)|l

W /ºW |, mªrismas + h) — u<s» || ds,

o que pelo Lema 4 implica que

u(t + h) _ u(t)
“

h
—v<t>n g %Jerv/o “Mªcua

+M(1 + 0) A || R(s, u(s), h, u(s + h) - a(s)) || ds,

onde 0 é a constante Lipschitz de u(). Como R(s, u(s), h, u(s+h) —u(s)) é uniformemente
limitada para 5 E [O,T] e “ R(s, u(s), h, a(s + 11) — u(s)) H——> 0 quando h ——) O, para cada
5 e [O, T], podemos reescrever a última desigualdade na forma

u(s + h) — a(s)FLUL-Mªe)“ s %“(hHMN/o ll—T—ªlmldª”
h

onde f(h) —> 0 se h —> 0. Assim por Gronwall-Bellman temos

|| ªtriz:—“ºww n 5 (%w(hnem,
o que mostra que u'() existe em [O,T) e que u'(-) : v(-). Com estimativas similares se
prova que u'(T) existe. Isso mostra que u' & C([0, T] : X).

Para concluir a prova, somente resta mostrar que a(t) € D(A) para todo t 6 [O,T].
Pelo item (i) do Teorema 16, sabemos que o problema de valor inicial

w'(t) : Aw(t)+f(t,u(t)), te [O,T],
w(0) : uo

possui uma única solução clássica w(-), pois f (t, u(t)) é continuamente diferenciável sobre
[O,T] e ug E D(A). Claramente, w(-) : u(-), pelo que em particular u(t) G D(A) para
todo t 6 [O,T]. Portanto u(-) é uma solução clásica de (3.10)-(3.11). A prova está
completa. .

Estudamos a seguir a existência de soluções fracas para (3.10)-(3.11) usando o clasico
Teorema de ponto fixo de Schauder, veja Martin [15], Corolário 2.3.1. Introduzimos para
começar a seguinte definição:
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Definition 18. Um C'o-semigrupo operadores lineares limitados (T(t))t20 em X e' com—

pacto para to > 0 se T(t) e' compacto para todo t > to. Dizemos que (T(t))t20 e' compacto
se e' compacto para t > 0.

Note que se T(t) é compacto para t 2 0 então, em particular, o operador identidade é

compacto, o que somente é possível se X é de dimensão finita. Como este caso é de pouco
interesse, assumiremos que T(t) é compacto para t > 0.

Para mostrar nosso próximo resultado precisamos do seguinte lema:

Lemma 5. Sejam (T(t))t20 um C'º—semigrupo de operadores lineares em X e K C X rel-
ativamente compacto. Então o conjunto de funções U : [ T()a; : x 6 K ] é relativamente
compacto em C([(), T] : X).

Demonstração. Para mostrar o resultado, usamos o Teorema de Áscoli-Arzelá. É claro
que para cada t & [O,T] o conjunto [T(t)x : z e X ] é relativamente compacto em, X,
pois T(t) é contínuo. Mostramos agora que o conjunto de funções [T(-)a: : :B 6 K ]
é equicontínuo em t = 0. Se a propriedade é falsa, então existem e > 0 e sequências
(%),,elN em X e (hn)n61N em IR, com 0 < h,, 5 %, tais que || T(h,,)i:,l — sc,, Hz e,

para todo n e IN. Usando a compacidade de K, sabemos que existe uma subseqiiência
(rn,)njem de (x")nelN convergente a um ponto a: e K. Nessas condições temos

6 5 II T(hn,»)íºn,— - ªªn,— “ S |! T(hn,-) IIII ªªn,- - ªº II + || T(hnj)ªº _ ªº II + II ªº - ªªn,- "$>-16)

o que é absurdo, pois 0 lado direito da desigualdade (3.16) converge a zero se nj —> 00,
pois (T(t))t20 é uniformemente limitado em [0,1]. Portanto o conjunto U é equicontínuo
em t = 0. Usando agora as propriedades do semigrupo (T (t))tzo é fácil concluir que
[T(-)a: : 51; 6 K), é equicontínuo para todo t > 0. Portanto, por Áscoli—Arzelá [T(-):1: :

a: 6 K ] é relativamente compacto. .
Theorem 20. Sejam U C X aberto, no e U e f 6 C([0,T] >< U : X) e assuma que o
semigrupo (T(t))t20 e' compacto. Então existe uma solução fraco de (3.10)—(3.11) definida
em [O,tl] para algum 0 < tl 5 T.

Demonstração. Seja M > O tal que || T(t) IIS M para todo t e [O,T]. Usando
a continuidade de f(), fixamos números positivos õ,N > O tais que B6(u0,X) C U e
|| f(t,x) “5 N para todo (t, r) e [O, 6] >< B,;(uo, X). Fixemos agora 0 < 61 < 6 tal que

“ T(É)U0 — UO “ < , 0 < i < 61, (3.17)

MN61 < (3.18)

MIOnNJIQn

Sobre o espaço P : (u 6 C([0,õl] : X) : a(O) : ao ,” a(t) —— ao “5 61, V t & [O,õln,
definimos o operador F : P —> C([0, 61] : X) por

Fu(t) : T(t)uo + ]; T(t — s)f(s, a(s))ds, t 6 [O, 51].

Se F tem um ponto fixo, então o problema (3.10)—(3.11) tem uma solução fraca em
C([0, 61] : X). Para mostrar que F tem um ponto lixo em P, usaremos o clássico Teorema
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de ponto fixo de Schauder, veja [15] Corolário 2.3.1 ) . Por isso, a seguir mostraremos que
F é um operador contínuo com valores em F (P), que F (P) : (Fu; u E P) é equicontínuo
em [O, 61] e que o conjunto FP(t) : (Fu(t); u e P] é relativamente compacto em X para
todo t 6 [O, 51]. Estudamos cada uma dessas propriedades de forma separada.

(a) A função F é contínua e F(P) C P.

Sejam (1473716an uma sequência com valores em P e u 6 P tais que un —> u em P.
Como f é limitada em [O, 61] x Bõl (nº, X), segue diretamente do Teorema da convergência
dominada de Lebesgue que

51

fº n f(s, MS)) — f(s,u(s)) u ds + 0

se n ——> 00, o que implica a continuidade de F. Por outro lado, se u e P e t e [O, 61], da
definição de F e de (3.17), (3.18) temos

Il FW) * ”do H 5 || T(t)Uo — ªo II + Il/o T(t - 8)f(8,U(5)) || ds

(5

< 5+MN611

o que mostra que Fu e P e portanto F(P) C P.

(b) FP(t) é relativamente compacto em X para todo t e [O, 61].

Se t = O a propriedade é óbvia. Sejam t > 0 e 0 < 5 < t. Se u e P, da definição de F
vemos que

Fu(t) : T(t)uº + fo
%
T(t —- s)f(s, u(s))ds + [_ T(t — s)f(s,u(s))ds

: T(t)u0 + T(e)/0
%
T(t — s —— e)f(s, u(s))ds + /; T(t — s)f(s, u(s))ds.(3.19)

Como

|I T(t—S—6)f(s,U(S)) ll MN,

[_ " T<t— s>f<s,u(s» "

|A

|A MNe,

para 5 e [0,61], segue de (3.19) que

Fu“) 6 (“Quel + T(6)(BMN51(0, X)) + Ce;

onde C'€ C X e diam(C€) 5 2MN6. O anterior implica que FP(t) é um conjunto total-
mente limitado em X, pois T(e) é compacto, e consequentemente FP(t) é relativamente
compacto em X, uma vez que X é métrico.

(c) O conjunto FP : [Fu : u 6 P] é equicontínuo em [O, 61].
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Sejam t' 6 [0,51], 0 < 6 < t' e e' : aff—N. Usando que T(€')BN(O,X) é compacto, pelo
Lema 5 fixamos 0 < 9 < 61 tal que

QMN < &,

llT(h)x0—$o“ < 21%], 0<h<g
" (T(S) * T(S'))x || < &.

quando a: & T(e')BN(0, X) e s, s' e [O,T] são tais que | 5 — s' |< Q. Nestas condições, para
0<t' <tgõl, comt—t' < 9, temos

|| Fu<t'> — Fue) || 5 || Taj) un ao — Te — ouo ||

+
o

M || T(t' — s — e') — T(t —— s— e')T(e')f(s,u(s)) || ds

t' i

+] 2MNds+/ MNds
t'—c' t'

< Má + Máx—4 + ZMNe' + MNQ

de onde concluímos que ]] Fu(t') — Fu(t) ||< &, para todo u e P e todo 0 < t — t' < Q,

0 que mostra que FP é equicontínuo à direita em t. A equicontinuidade à esquerda em
t 6 (O, 61] é provada usando as mesmas idéias e estimativas. Portanto FB é equicontínuo
sobre [O, 61].

Segue do teorema de Áscoli-Arzelá e de (a), (b), (c), que F (P) é relativamente com—

pacto em C ([O, 61] : X) e consequentemente que F é completamente contínuo. Pelo Teo-
rema de Schauder, veja [15] Corolário 2.3.1, F tem um ponto fixo u(-) em P. Obviamente
u() é uma solução fraca de (3.10)—(3.11), o que completa a prova. .
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Capítulo 4

Aplicações

O interesse no estudo de equações diferenciais com impulsos tem crescido muito nos
últimos anos e a pesquisa nesta direção tem produzido um número considerável de pub-
licações bem recentes. Entre as referências fundamentais neste tema encontram—se Lak—

shrnikanthan & Bainov [60], Bainov [5]. Os problemas impulsivos descrevem processos
de evolução que sofrem variações de estado de curta duração e que podem ser consider-
adas instantâneas. Este fenômeno, também conhecido como ação impulsiva, corresponde
às descontinuidades de primeira espécie das soluções. Os modelos impulsivos estudados
ainda são simples e envolvem, na sua maioria, impulsos pré-fixados onde os momentos
de impulsos são conhecidos de antemão. Neste capitulo estudaremos um par de modelos
diferencias de grande interesse e que em geral generalizam boa parte da literatura exis—

tente a este respeito, veja por exemplo Liu [14], Benchohra [5] e especialmente o survey
Rogovchenko [20].

4.1 Existência de Soluções para uma Equação Fun-
cional Impulsiva

Iniciamos o estudo de equações impulsivas estudando a existência de soluções para
uma classe de equações funcionais impulsivas modeladas na forma

à(t) : Au(t)+f(t,u(t),u(a(t))), teI=(0,T], (4.1)
u(0) : Uo, (4.2)

onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo de operadores
lineares limitados (T(t))t20 definido sobre um espaço de Banach X, 0 < tl < tg < <
73” < T, f : [ >< X2 »—> X , li : X r—+ X são funções apropriadas e a notação Aum) é
definida por Aum-) : umª) — a(tí).

O problema diferencial (4.1)-(4.3) foi estudado recentemente por Liu em [14], para o
caso a(t) : t, t 6 [O, T]. Nesse trabalho, Liu mostra a existência de soluções fracas e
clássicas para (4.1)—(4.3) usando o teorema de ponto fixo para contrações e o Teorema
6.1.5 em Pazy [17], veja pp,187, a respeito de regularidade de soluções fracas.
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Nesta seção apresentaremos novos resultados de existência de soluções fracas, tanto
locais como globais, para o problema (4.1)-(4.3). A diferença com 0 trabalho de Liu [14]
é que nossos resultados serão provados usando critérios de ponto fixo para operadores
condensantes, especificamente Leray-Schauder e Sadovskii, veja Teoremas 21 e 22.

4.1.1 Existência de soluções fracas

Como já mencionado, nossos resultados serão obtidos usando alguns clássicos resulta-
dos de ponto fixo para operadores condensantes, os quais incluímos a seguir.

Theorem 21. (Leroy - Schauder) Seja D C X convexo tal que O e D. Se F : D ——> D e'

uma função completamente contínua, então F possui um ponto fixo em D ou o conjunto
[x 6 D : z : ÁF(x), 0 < A < 1) e' não limitado em X.

Theorem 22. (Sadouskii) Seja D C X convexo, limitado e fechado. Se F : D —-> D é
uma função condensante, então F tem um ponto fixo em D.

No que se segue, 'PC : PC([0,T] : X) será o espaço

u e como] :X)nC((tz-,ti+1] =X) ),PC : PC([0'T]:X)=íUZ[0'T1—> X: e u(t,—") existe, Vi : 1, ...n — 1

munido da norma da convergência uniforme || - “T—

Para u 6 PC ([O, T] : X), usaremos a notação 1] para a função definida por:

“(t) t7étià(t)=íu(1ifi_),t=ti

e para B C PC([0,T] : X), É denotará o conjunto É : [ã : u 6 B).
Como o domínio do operador A pode ser diferente de X, é natural pensar em um

conceito mais fraco de solução para o problema (4.1)—(4.3). Se u 6 PC([0,T] : X) é

solução do problema (All)-(4.3), é fácil mostrar que para 15 E [O, T], com t # t,,
!

u(t) : T(t)u0 + / T(t _ s)](s, u(s), u(a(s)))ds + Em - ti)I,-(u(t,-)).
º ti<t

Isto motiva a seguinte definição:

Definition 19. Uma função u 6 PC([0,T] : X) é uma solução fraca do problema impul-
sivo (4.1)—(4.3) se

u(t)=T(t)u0+/OtT(tfs)f(s, u() s)))(,ds+ZTt—t)li u(t-,)) t€[0,T].
ti<t

Como estaremos interessados em mostrar existência de soluções fracas para (4.1)—

(43) usando teoremas de ponto fixo para funções condensantes, consideramos o seguinte
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resultado do tipo Áscoli—Arzela em 'PC([O,T] : X) No próximo resultado, para u 6 B e
i 6 (1,2, ,...,n — 1) definimos as funções ao e C([0,t1] : X) e 11,- G C([t,,t,—+1] : X) por

aº(t) : a(t) para t 6 [O, tl],

N. UU), para É É (ti, ti+1],
a(tj), para t = t,.

Mais ainda, B,, i = O, 1, 2, ..n — 1, será o conjunto B,- = [i],- : a e B).

Theorem 23. Um conjunto B C 'PC([O, T] : X) é relativamente compacto se, e somente
se, as seguintes propriedades se verificam:

(a) Para todo t e I, os conjuntos B(t) : [a(t) : u e B) e B(t) : [fã,(t) : u e B) são
relativamente compactos em X ;

(b) O conjunto B e' equiconti'nuo & esquerda em cada t e I;
(c) O conjunto B e' equiconti'nuo à direita em cada t 6 I.

Demonstração. Suponha que as condições (a), (b) e (c) são verilicadas. É con-
sequência direta das hipóteses e do clássico Teorema de Áscoli—Arzelá que os conjuntos
B0 e B,, i : 1,2,...n, são relativamente compactos em C([0,t1] : X) e C([t,—,t,—+1] : X),
respectivamente. Seja (u'º)k€1N uma sequência em B. Das considerações anteriores, existe
uma subseqiiência de (uk)k€1N, que denotamos (uk1)k,€1N, tal que (lã/[lºl)klêlN é conver-
gente a uma função v, & C([O,t1] : X). Similarmente, a sequência (uk1)k,elN possui
uma subseqiiência, que denotamos (ukº)kzem, tal que (nãº),,em converge a uma função
02 e O([t1,t2] : X). Continuando com esse raciocínio, concluímos que existe uma sub-
seqiiência de (nkª—Inhª“, que denotamos (uk")knem, tal que (alinhªm converge a uma
função v,, 6 C'([t,,_1,t,,] : X). É claro que a subseqiiência (“kªl/enem converge para
u 6 PC, onde n é a função tal que 11,- = 1), para cada i : 1,2...,n. Isto prova que B é
relativamente compacto em ”PC .

Suponha agora que B C ”PC é relativamente compacto. Por Áscoli-Arzelá vemos
facilmente que, para t 7ª t,, B(t) e B(t) são relativamente compactos e B é equicontinuo
em t. Para estudar o caso t = t,, mostramos inicialmente que para cada i = 1, 2, ...n, a
função 1/1,- : PC —> X onde il),(u) : a(tf) é contínua. Sejam & > O e u 6 PC. Para todo
1) e B%(u,'PC) existe 6, > O tal que “ v(ti+) — v(t,- + h) ||< % quando 0 < h 5 ô,. Com
estas escolhas, para 11 & Bã(u,'PC) e 0 < h 5 6 : min[õ,,, ô,) temos

II umª) — vhf?) || 5 || “(t,-+) — ue, + h) H+ || “(ti + h) — ”(ti + h) II

+ [| 'u(t, + h) — a(tj) “< e,

o que prova que 11), é contínua e portanto que B(t,) é relativamente compacto em X.
Mostramos agora a equicontinuidade de B a direita em t = t, raciocinando por absurdo.
Suponha que existem e > 0 e sequências (uk)k61N em PC e (h,,),,e1N em IR, com 0 < h,, <
%, tais que

|] uk(t+) — uk(t, + h,,) "2 e.i

49



Como B é relativamente compacto em PC, existem uma subseqiiência de (uk)kelN, que
continuamos denotando por (uk)kGIN, e a E 'PC tais que uk ——> a e 'PC' quando 72 —> 00.
Da continuidade de % podemos lixar N€ E IN tal que

H ª(tÍ) - Wi?) || <
Oºlªººlf“

|| “" *“ [IPC <

para todo n > NE. Nestas condições, para n > NE temos

“ um — ua- + hn) ” z — || uau — um?) N + n um?) — um,; + hn) "

— || u'ºm + hn) — um + hn) u

> “5 + ª * ã : €*

0 que é um absurdo pois a 6 PC . Isso mostra que É é equicontínuo à direita em cada ti.
A prova do teorema está agora completa. “.

Para estudar o problema (4.1)-(4.3), assumiremos que as seguintes condições são ver-
ificadas:

(A1) A função a : I —+ I é contínua e a(t) 5 t para todo t e [O, T];

(A2) A função f : [ >< X º —> X verifica a seguintes condições do tipo Caratheodory:

(a) f(t, -) : X —> X é contínua para quase todo t 6 [O, T];

(b) f(-,ac) : [ r——> X é integrável para todo w 6 X;
(c) Existem funções contínuas m : [O,T] —> [0,00) e W : [O, 00) —+ (0,00), com

W() não decrescente, tais que

|| f(t,z,y) IIS m(t)W(H ª? H + ll y II),

para todo t e I e todo 33,3; 6 X.

Theorem 24. Seja ao E X e suponha que as seguintes propriedades são válidas:

(HI) Os operadores li, i = 1, ...,n, são completamente contínuos e limitados em X. Seja
Ni : sup[||1i(x) Ilza: E X);

(Hz) Para todo t 6 [O,T] e r > O o conjunto (T(t)f(s,z,y) : s 6 [O,t], H x “_<_ r, “ y “5
r] e' relativamente compacto em X.

T 00 ds n
d —— = 2 lVÍNi =Se 2M/O m(s) 5 < /; W(s),

onde e M || ua " + 5 e M tªdª] [[

z=1 '

T(t) “, então o problema (4.1)—(4.3) tem pelo menos uma solução fraca.
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Demonstração. Seja F : PC ([O, T] : X) H 'PC ([O, T] : X) a função definida por

Fu(t)=T(t)u0+/0tT(t—s)f(s, us(),u (s))ds+ZT(t —t-)[(u (m)) tel. (4.5)
t<t

A função F está bem definida e pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue é

fácil mostrar que P é contínua. Como um ponto fixo de F é uma solução fraca de (4.1)—

(43), no que vem a seguir mostramos que F verifica as hipóteses do Teorema 21. Primeiro
provamos que o conjunto [u 6 PC : Mªu : u, A E (0, I)] é limitado em PC([D,T] : X).
Seja A 6 (0,1) e assuma que u) 6 'PC é tal que AFUÁ : u). Diretamente da definição de
F temos

|| “)(t) |! É A II T(t) Hll no II

_tH/ || T(t— 8)f(s,uà(8),ui(a(8))) H ds

“E N T(t Mmtr )) ||

ii<t
t 'n

5 M II ªo || +Nf/O m(SW/(|| “x(S) II + ll u)(ª(5)) ||)d8+ EMM-
i=1

Denotando por m(t) o lado direito da desigualdade anterior, temos

JCW) S Mm(t)W(2-'ri(t)), (4-6)

pois W(-) é não decrescente e a(t) 5 t para todo t e I. Segue de (4.6) e da hipótese que

21x“) OO ds)S2M/0Tm( s)ds < _,ÁmmdsW(5 e W(S)

o que nos permite concluir que o conjunto de funções [x) : A 6 (0,1)) é limitado em
C([O,T] : X) e, consequentemente, que o conjunto [u) : u) : Fu), A E (0, I)) é limitado
em 'PC'([0,T] : X), pois || uA(t) IIS aa(t) para todo t 6 [O, T].

Mostramos agora que para todo B C PC limitado, o conjunto FB : [Fu : u 6 B)
é relativamente compacto em PC. Para isto, dado r > 0 íixamos B., : BT(0,'PC) e
consideramos a decomposição [' : Fl + F2, onde

F1u(t) : t)u0 + ZH(t — t) t)) (4.7)

F2u(t) : /: T(t — s)f(s,u(s),u(a(s)))ds. (4.8)

Usando o Teorema 23, mostramos a seguir que os conjuntos [')-(BT), i = 1, 2, são relativa—
mente compactos em 'PC'. Estudamos cada caso separadamente.
Caso 1 O conjunto F1(BT) é relativamente compacto em 'PC.

Vejamos para começar a equicontinuidade dos conjuntos F1(BT), F1(BT). Sejam & > 0,
t & IXít1,...,tn]> e 51 > O tal que [t1,...,tn]— 0 [t — 61,75 + 51] = (0. Como o conjunto
Í=11i(BT(0,X)) é relativamente compacto em X e (T(t))t20 é fortemente contínuo,
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pelo Lema 5 existe
0 < 62 < 61 tal que

"W)—Tente)" < Zi, w6U1i(Br(07X)), (4.9)

(4.10)

quando | t — s |< 52. Nestas condições, para 0 < h < 62 e u 6 BT temos

ll Tinhª “ h) - IHU“) ||

5 || (Tu — h) — Tamo || + I! Em — h — ti) — T(t — tam-(uw) n

ii<t
€

< "2“ +2 || (TU ” h _ ti) _ TU * ii))ÍiWUi» "

ti<t

<
6
+

n
6

— e
2 271 _ '

i=l

o que mostra a equicontinuidade de FIBT à esquerda em t # ti. A equicontinuidade de
FIBT à direita em t # ti é provada de forma similar.

Seja agora t : ti e fixemos & > O tal que [t,- : j 7ª i] O [tz- — õ, ti + 6] = (0 e (4.9)—(4.10)
sejam satisfeitas. Da definição de P, para u E B,

Pium) : TUÚUO + ÍTW “ tj)Ij(U(tj))

e então para 0 < h < 6

|| F1U(ti- h) * num) II 5 || (T(ti — h) - T(ti))uO H

+2 || (Tm — h — tj) — Tm — tnt-(uam ||

<E+6—e22“
e portanto FlBT é equicontínuo à esquerda em t : ti.
NMostramos agora & equicontinuidade de PlBr à direita em t : ti. Pela definição de
Flu, para u 6 BT

Fam—> = Tenue + Em — tnt-(uam.

Fixemos 6 > O tal que [i,- :j # i] 0 [ii — 6,731 + 5] = (2) e (4.9 )—(4.10 ) sejam válidas. Para
uGBTe0<h<õvemosque

n fat-m ião-> n 5 n <T<ti+h> Jet-»na "

+ H Z(T(ti + h _ tj) “ T(ti — t,—))Ij(u(tj)) |!



o que mostra EBT é equicontínuo à direita em t : ti.
Isso mostra que FIBT verifica a condições (I)), (c) do Teorema 23.

Mostramos agora que FlBr(t) e EEG) são relativamente compactos para todo t 6
[O,T]. Como os operadores Ii são completamente contínuos, para cada 5 e I o conjunto
U(s,r) : [T(s)li(ac) :“ ar “5 ni : 1,2,...,n) é relativamente compacto em X. Se

t76ti, i6]N,eu€B,

RB,—(t) Ç iT(t)Uol +l ETH _ mídiª) ill º? IIS Ti
ti<t

g [T(t)uº] +Z U(t — ti, 1"),
ti<t

o que prova que FIBTU) é relativamente compacto em X para t # ti, i : 1, 2, ..., n.
Estudemos agora o caso t : ti. Como

1—1

F1U(ti) : T(ti)'u,o + 27102 — tj)lj(u(tj)) e
j=1

íam) = T(ti)Uo +Em —tj>1j(u<tj»,
j=1

vemos que para u 6 Br

FlBrÚÍi) º [TU,-)Uo) + lí: U(ti _ tj, T) e
j=1

FlBr(tz-) g [Ta,-m) + É: U(t,— — tj, r),

o que implica que FIB(tz-) e [Tl/301) são relativamente compactos em X.
Pelo Teorema 23 concluímos que 'leT é relativamente compacto em PC([0, T] : X)

Portanto % é um operador completamente contínuo.
Caso 2: O conjunto F2(BT) é relativamente compacto em PC ([O, T] : X).

Como F2(BT) é um conjunto de funções contínuas, podemos usar o clássico Teorema
de Áscoli—Arzelá para mostrar a propriedade. Estudamos primeiro a equicontinuidade de
P2(BT). Sejam & > 0 e 15 < t' < T. Por hipótese, sabemos que existe um compacto U(õ, r)
tal que [T(õ)f(s,x,y) : s e [O,T],:r,y e BT(O,X)) C U(õ,r). Usando a continuidade de
m() e o Lema 5, escolhemos 6 > O tal que

I

[ m(s)ds < m,|l(T(5)—T(S'))mll < 511727“
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se s,s'6le|s—s'|<õ. Assim,paraueBreteltalque0<t'—t<õtemosque
“ PQN“) _ F2u(t')

t—õ

|| 5 /O “ (T(t — s — õ) * T(t' - 8 _ 5))T(5)f(5, “(5)7u(ª(5))) ll ds

+ /i—5 ll (T(t — 8) _ T(t' " 8))f(57 ª(s), “(ª(s))l II dª

+/t || T(t' — s)f(s,u(8),U(a(S)) || dª

g ]
—

glledsHM Lamar/(u a(s) || + “ u<a<s» u>ds

+M
t

m(S)W(ll “(S) || + || “(ª(sl) ||)d5

< aªa—&+MMWMÁ;mMà+MWQ)th%
< e,

o que mostra que FgBT é equicontínuo à esquerda em t' e (0, T]. A equicontinuidade a di-
reita em t' 6 [O, T) é provada usando argumentos análogos. Isto completa a demonstração
da equicontinuidade de PQBT.

Estudamos agora a compacidade do conjunto FgBr (t) Como FZBT (0) = [0], somente
mostramos que F2B7(t) é relativamente compacto para todo t 76 0. Sejam 0 < € < t _<_ T
e U(e, r) C X compacto tal que [T(c)f(s,a:, y) : 5 € [O,T], 310,3; 6 B,(0,X)) C U(e,r).
Usando as considerações anteriores e o Teorema do Valor Médio para Integral de Bochner,
veja Martin [15] pp. 25,temos que para u & Br

!

F2u(t) : Á—E T(t — s — 6)T(e)f(s, a(s), u(a(s)ds + T(t — s)f(s, a(s), u(a(s)))ds
t—e

6 (t — e)con'u(€T(s)x;z € U(e,r), s 6 [O,TH) + Cl,

onde conv(B) é a envolvente convexa de B e 01 C X é tal que diam(01) < M ft; m(s)ds.
Isto prova que FZBT é um conjunto totalmente limitado em X e portanto relativamente
compacto em X, completando a prova de que F? é completamente contínuo.

É claro agora que F verifica as condições do Teorema 21. Portanto F possui um
ponto leO em PC e consequentemente existe uma solução fraca do problema impulsivo
(4.1)—(4.3). .

Quando as funções li são Lipschitz, o seguinte resultado é válido:

Theorem 25. Assuma que a condição (Hz) do Teorema 24 se verifica. Suponha ainda
que a seguinte propriedade e' satisfeita:

(H3) Existem constantes positivas Li, i = 1, ...,n, tais que

|| MI) — My) IIS Li II ªº - y ll, WºW/) € Xz-

2 T
Se M 2321 L1. + Mlim inf W( 7")

r—mo 7'

problema impulsivo (4.1)-(4.3).

m(s)ds < 1, então existe uma solução fraca do
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Demonstração. Seja [' : PC([0, T] : X) —> 'PC([O, T] : X) a função deHnida em (4.5) e
considere a decomposição F : ['I + F2 introduzida em (4.7)—(4.8). Aârmamos que existe
r > O tal que P(Br(0,'PC)) C BT(0,PC) e Fi(B,(0,PC)) C B,,(OfPC'), para i = 1,2.
De fato, se a afirmação é falsa, para cada r > 0 existe xr & BT : BT(0,7?C') tal que
|| Parr ||T> r. Então

7" <H Fªir HTS M II “0 H +MZUI Ii(-Tr) — Mº) H + H Mº) H) + MW(27")/0 m(8)ds,
i=1

de onde segue que

n T
1 5 MZLi+Mliminf W(2T)/ m(s)ds,

oi=1
r—àoo 'I'

o que é absurdo. Isto prova que existe r > O tal que P(BT) C Br. Mais ainda, é fácil
observar das estimativas que r pode ser escolhido tal que FAET) Ç BT, i = 1, 2.

Mostramos agora que F : Fl + P2 : B,, ——> BT verifica as hipóteses do Teorema 22.
Pela prova do Teorema 24, o operador Fg : Br —> Br é completamente contínuo. Usando
(H3) vemos que para 37, y 6 BT

“ me) — me) " 5 Z MLÍ " me) — ye» "

s (ÉMLz-Hlx—yIIT

eentão

unas—mls s (ÉMLiHlºª—yllr,

o que mostra que Fl : BT H Br é uma contração.
Portanto [“ : Fl + P2 é um operador condensante em BT e pelo Teorema 22, [' possui

um ponto fixo em BT. Este ponto lixo é uma solução fraca do problema (4.1)-(4.3). Agora
a prova do teorema está completa. .

O próximo resultado é uma consequência direta do Teorema 25 e por isto omitimos a
demonstração.

Corollary & Suponha que a condição (Hz) do Teorema 24 se verifica e que cada função
li e' uma transformação linear contínua em X.

Se
W(2r)

,,.

" T
MZ )] 1,- nux) +M 113ng [) m(s)ds < 1,

i=1

então existe uma solução fraco de (4.1)—(4.3).
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4.1.2 Existência de soluções globais

Nesta parte do trabalho estudamos a existência de soluções globais para O problema
impulsivo

a(t) : Au(t) + f(t,u(t),u(a(t))), t > o, (4.11)
a(O) : ao (4.12)

Alta,") : [i(u(ti)) 0 < tl < tg < < tn < (4.13)

onde A é o gerador de um semigrupo fortemente contínuo (T(t))t20 em X , (mz-GN é uma
sequência crescente e não limitada de números reais positivos e f : [O, 00) >< X º —> X é
uma função contínua.

Para estudar existência de solução para (4.11)—(4.13), fixemos g : [O, 00) —+ IR positiva,
contínua, não decrescente, com g(O) : 1 e tal que g(t) ——> 00 quando t —+ 00 e usamos as
notações PC([O, oo) : X), C;)(X) e ('PC)3(X) para os espaços:

PC([0,oo) :X) : (sc : [O,oo) —> X : z “me PC([O,T] : X), V T, T # t,.)

o _ _ ,. I|$(t)H_cºm _ [rGC([0,w).X).tªr&—W——O],

0 _ 00. .i llªf(t)ll=(PC)9(X) _ íxencqo, ).X).tl_gª————g(t) ol,
munidos das normas

&: :s
H sc «foo:

Sªlo)
|| me) ||, n :: ||g= sg W) e || 1 npg= gg gm ,

respectivamente. É fácil mostrar que esses espaços são espaços de Banach. Além disso,o
seguinte resultado é válido:

Theorem 26. Um conjunto B C Cg(X) e' relativamente compacto se, e somente se:

(a) B e' eqvlcontínao;

(b) "€£$—;" ——> 0 uniformemente para x e B quando t —> 00;

(c) B(t) : [x(t) : ar e B] é relativamente compacto em X para todo t 2 0.

Para B C (PC)3(X) e T > 0 com T # ti, usaremos a notação BT para o conjunto
BT : [UT : u )“),le a E B). Observe que BT C PC([0,T] : X).

Para mostrar a existência de soluções para O problema (4.11)-(4.13), usaremos o Teo—

rema 21. Por esta razão consideramos o seguinte resultado:

Theorem 27. Um conjunto B C (PC)2(X) e' relativamente compacto se, e somente se:
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(a) BT é relativamente compacto em 'PC' ([O, T] : X) para todo T > 0;

(b) L—"Zêiill —> O uniformemente para as 6 B, quando t —> 00.

Demonstração. Suponha que B C (PC)3(X ) é relativamente compacto. A propriedade
(a) é clara, pois iT : ('PC)3(X) —+ 'PC([0,T] : X),u H uT, é contínua. Se a condição (b)
é falsa, então existe e > O tal que para cada n & IN existem se" 6 B e S,, 2 n tais que
“lªlªlª Z 6. Usando a compacidade de B, podemos assumir, passando por subseqiiências
se necessário, que (mn)€1N converge a uma função a: E (PC)2(X ) Em particular, existe
N6 6 ]N tal que

&

“ mn _ 37 llP9<
"2—7

quando n 2 NE. Então para n > Nf temos

|| x(sn) ||
>

|| wn(sn) ll

_
ll x(sn) - %(Sn) ||

> 6_ f _ _
g(sn) g(sn) g(sn) 2 2

e portanto

hmm—__ll x(tn ) ll>
_

o que é absurdo, pois m 6 (PC)2(X ) Isto prova que a condição (b) é satisfeita.
Suponha agora que as condições (a), (b) são verificadas. Seja (%),,Em uma sequência

em B. Como para todo T > O o conjunto BT é relativamente compacto em 'PC ([O, T] : X ),
podemos, usando um processo de diagonalização, achar uma subseqiiência de (mn)nem, que
para evitar notações excessivas continuamos denotando do mesmo modo, e uma função
a: € 'PC([0,oo) : X) tais que (mnh— —+ xT em 'PC([0,T] :X) para todo T > 0. Afirmamos
que x e (PC)2(X ) e que (m,,)nelN converge a m em (PC)2(X ) Mostramos primeiro
que (L' E ('PC)3(X). Seja e > 0 e fixemos T > O tal que % < %, n e B, quando
t > T. Como x,, —-> se uniformemente em compactos, para cada t 2 O existe Nt,E tal que
|| x,, (t) —— x(t) "< e para todo n 2 N“. Nestas condições, para t > T

II W) [|
<

H x(t) —wm,e(t) II

+
H wmª“) ||

g(t) ' g(t) W)

5 n me) - me) I|++“——º”——”*(;gº
“

< e.

ASS“
|| x(t) “

g(t) <e, para t>T
e portanto se & (PC)2(X). Mostramos agora a convergência. Sejam e > O e T1 > 0 tais
que

supímjªgw: n,€IN t>Tl)< (4.14)N) N) lxllm
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Usando que (%%1 —> IT] em 'PC([0, T1] : X), escolhemos NE e ]N tal que

supm x(t) _ xn(t) “: t e [ar], n 2 Nf) < % (4.15)

Segue de (4.14) e (4.15) que para n > NE

“ ao —w<t> “
u

n me —z<t> “
_up[ “() :t€[0,T1])+s p[

g(t) .tZTl)

s supam > —x(t> “: t e [em +;—

<e,

ll mn -ír||1>g É

o que mostra que mn —> x em (”PC)3(X) Como (ªnthem é arbitrária, concluímos que B
é relativamente compacto em (PC) g(X) A prova do teorema está completa. .

Apresentamos agora um primeiro resultado de existência de soluções globais.

Theorem 28. Suponha que as seguintes propriedades são verificadas:

(fil) As funções li, 2" 6 ]N, são completamente contínuas, limitadas eZ Ni < 00, onde
i=1

Ni : sup“) Ii(x) ||: x 6 X);
(1:12) Para todo t > 0 e r > 0 o conjunto (T(t)f(s,x, y) : s e [O, t], 33,3; 6 B,(0,X)) e'

relativamente compacto em X ;
t

(H4) Para todo K > 0, alt—)] m(s)W(Kg(s))ds ——> 0 quando t + 00.
()

ds, então existe uma
00

Sejac=M||x0||+MZN-. SeZM/oºo m(s)ds</
C

solução fraca do problema (4.111)- (4. 13).
2W(s)

Demonstração. Para uma função u & ('PC')2(X) definimos Fu e (PC)([0, oo) : X) por

Fu(t) : T(t)u0 + foi T(t —— 3)f(5, a(s), u(a(s)))ds + ZT(t — ti)Ii(u(t,-)). (4.16)
tí<t

Usando que || u(t) HSH u “9 g(t), da definição de 'yu vemos que

nru(t>u |___>T(t>uO|| m “ MS &

gm 5 —g——( gig/s wa <s>||+|| «»|»d
+—Z»Tlt —ti>nNi

M _[ img “ 5 “ as 5
_1_VJ_

._ gm gm/ (>w<n |tg<>+|| ngg«»>d+gmêm
Mlluoll & tms u 5 s _Aíºº

_

_ T» um] <>W<2n |>99<»d+gaéwu
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|| FW) II

900
(PC)2(X) e portanto F define uma função de (PC)3(X) em (PC)2(X).

Para provar que 7 possui um ponto lixo, mostramos que F verifica as hipóteses do
Teorema 21. Vejamos inicialmente a continuidade. Sejam (xanax; uma seqiiência em
(PC)2(X) e a: e (PC)3(X) tais que scn _) x em (PC)2(X). Para e > 0, fixemos L > O tal
que

o que implica por (H4) que —> 0 quando t —> oo. Isso mostra que Fu 6

º_(t)M)/m(()Z——S)W(2Kgs)ds+?;ZN <% tZL, (4.17)
=].

onde K : supíll xn Hg, || a: “9: n 6 IN] Como f é contínua, do Teorema da convergência
dominada de Lebesgue e de (A2), temos que existe N61 6 lN tal que para todo n 2 Ne1

L L

fº n f(s,xn<s>,xn<a<s»>ds — ] f(s,m(s>,x(a(s»> (| ds. <——3M (4.18)

Usando agora a continuidade das funções li e o fato de que mn —> x uniformemente em
compactos de [O, oo+), escolhemos Nf tal que para todo n > Nf

2 n uma») — fmz—)) (|< 3%”. (4.19)
tiSL

Usando (4.18) e (4.19) segue que para n 2 Nf : maxíNel, Nãl e t 6 [O, L],M ªt sxsxas—— xswas sg(t) S
+01] ||)(f(, n( ), n( ( ))) f(t, (), ( ()))) Hd

%ZMHÍWJD W((z'))|l
)ti<L

e portanto
|| Fmt) — FW) ||

_Sªpl g(t)

Por outro lado, de (4.17), (4.18) e (4.19) temos que para 13 2 L e n 2 NE

|| Pilºn“) " Pªª(t) II

e [O,L], n 2 N?) 5 e. (4.20)

W)
1 L

5 E] || To: — S)(f(8,mn(8),ívn(ª(8))) — f(s,x(s>,z<a(s»» || ds

+i%)] || Tu — s><f<s, xn(s>,a:n(a(s»> — f(s,z(s>,x<a(s»» “ ds

%anxnm) ))g—(—||+1t)Z2MN

g %/m(s) W((2Kgss))ds+ (1)12>%2MN+3

< 6
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e assim

SUMMJ > L, n > Nª) 5 e. (4.21)
g(t)

Segue agora de (4.20) e (4.21) que || Fxn — Fa: “95 e, quando n 2 N? o que mostra que
7 é contínua.

Mostramos agora que 7 é completamente contínua usando o Teorema 27. Sejam 7“ > 0
e B, : BT(0, (PC)2(X )) Usando as mesmas idéias e estimativas da demonstração do
Teorema 24 vemos que P(BT)T é relativamente compacto em 'PC([0,T] : X) para todo
T > 0, T 76 vi,—. Mais ainda, como para a: € BT

uma)“ M___l_|u0l| m“ m &ª_ººN“W 5 %] W<2|| Ilgg(s))d (;segue de (H4) que "%%%& —> O uniformemente para a: 6 B,. quando t —> 00. Assim fy(BT)
verifica as hipóteses do Teorema 27 e portanto é relativamente compacto em (PC)3(X )
Isto prova que 7 é completamente contínua, pois 7" é arbitrário.

Mostramos agora que o conjunto U : (ZL) € (PC)3(X) : Allam : (EA,/x e (0,1)] é
limitado em (PC)2(X). Se as; e U, para 75 Z 0 temos

um)“ ; ||Tt>uo ||+]m< mun—|_“ mas» l|)ds+ZMNi

S M H gco ||
+Nf/0)

m(8)W(H MS) II + Il wx(ª(8)) ll d8+MZNz=
i=1

Denotando por uà(t) o lado direito da última desigualdade, obtemos que

me) 5 Mm<t>W(2ul(t>)

e portanto que

2uA(t) 1 i
( )

00 1
ds 5 2M/ m 5 ds < / ds. 4.22fw)“ W<s> o º me ( )

Como % e A são arbitrários, é consequência de (4.22) que o conjunto (UA; A 6 (0,1)) é
limitado em C([0, oo) : X), o que implica que U é limitado em (PC)3(X).

Isso mostra que 7 veriâca as hipóteses do Teorema 27 e prova que existe uma solução
fraca do problema (4.11)-(4.13). A prova está completa. .
Theorem 29. Suponha que as condições (Éz) e (H4) são verificadas. Suponha ainda
que

(1:13) Pam cada 2' G IN existe Li > O tal que

|| Ml”) — My) IIS Li ll ª? *3/ ||, V (x,y) € X2;
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Se

t W(2r9(5))M L- + limsup M m 5 —————ds < 1, 4.23; |(tr)|—+oo o
( )

T9(5)
( )

então existe uma solução fraca do problema (All)-(4.13).

Demonstração. Para u & (PC)3(X) definimos F : (PC)2(X) ——> (PC)([0,oo) : X),
onde

Fu(t) : T(t)u0 + [O T(t— s)f(s,u(s),u(a(s)))ds+ZTU, —t,-)Ii(u(ti)).
ti<t

Da prova do Teorema 28 sabemos que Fu e ('PC)2(X) e que F : ('PC)2(X) ——> (PC)3(X)
é contínua. Considere a decomposição F : Fl + F2, onde

F1u(t)—— T(t)u0 + EN 73 — t (u(t— )).
ti<t

Seja BT : Br(0, ('PC)2(X)). Aiirmamos que existe r > O tal que FB, C BT e Iªi-BT C
B,, 2” = 1, 2. De fato, se a nossa afirmação é falsa então para cada 7" > 0 existem so,. e BT
e tr > O tais que 7" < |! Fx,(tr) |]. Logo

|| maº") || M II no |!

(Nº) É 90”) gAa/mMWM$W+MMMWW
ZWLH%IHHWW9“) > <"

MWM|3£|QS rss-WWJ _ª íwo+mmf “W“““+gm Zª
Z||I(>|0
ti (f,"

g(tMr)

Dependendo de o conjunto u : [tr : 7“ > O) ser limitado ou não, da desigualdade anterior
obtemos

1 5 M E;; Li, se U é limitado
. t1 5 M ZZ; Li + hm supmnlàm Mfo m(s))f—grãgªds, se U não é limitado,

o que é absurdo. Isto prova que existe ro tal que FBTo C Bro. Mais ainda, a mesma
estimativa mostra que é possível assumir que ['BTD C Brº, (' = 1, 2.

Usando a prova do Teorema 28, vemos que 72 é completamente contínua em Brº. Além
disso, 71 é uma contração em Brº. De fato, se :::, y 6 Br temos

|| Fix“) '“ Fly“) “

_——9(6—— É

%%
|| L ||||(ªªi _!!(ti) “

É %zgªi )z'llL “Hx—yllg
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e então

ll Fix — Fly llgí M 221 II Li |l|| 9: — y llg- (4-25)

Segue agora de (4.23) e (4.25) que 71 é uma contração em Brº.
Das considerações anteriores, deduzimos que 7 uma uma função condensante em Brº.

A existência de uma solução fraca do problema (4.11)—(4.13) é agora consequência do
Teorema 22. A prova está completa. .
Theorem 30. Suponha que as condições (Éz) e (H4) são verificadas. Assuma também
que:
(1:1'1) Cada função L- e' um operador linear contínuo;

(H5) Para cada 3 Z 0, f(s, ) : L(s, ) + h(s), onde L(s, ) é um operador linear limitado
e h(-) 6 uma função contínua tal que g—(lã fºi h(s)ds —> 0 quando t —> 00.

Se MZLi + Msup—/ [| L(s) || g(s)ds < 1, então existe uma única solução
i=1 ego g(t) 0

fraca do problema (4.11)-(4.13).

Demonstração. Seja F : (”PC)3(X) —> (PC)([0,oo) : X) a função definida na demon-
stração do Teorema 28, veja (4.16). Sabemos da prova do Teorema 28 que [' é uma
função bem definida , contínua e com valores em ('PC)2(X ) Mostramos agora que 7 é
uma contração em ('PC)2(X). Fixemos a:, 3; e (PC)3(X). Se t 2 0 temos

|| me)—Pym "
< £[9“)

-

_ gw lehllllx(ti)—y(ti)ll+/ ||L(s>||||m<s)—y(s>ndsl
ti<t

Mg(ti)
' 17— SC— & t

8 5 8W) ;IILIIII yug+n ynggm ] ||L<>||g<>d

s [MZIILIHM/o |lL(s)|ldsJIIw—yllg

e portanto
00 M t

|| Pªº — Fy llg S (ME:; || Ii || +W/0 || L(S) Il g(8)d8) || w— y llg,

0 que implica que F é uma contração.
Pelo teorema de ponto fixo para contrações, 7 possui um único ponto fixo ac €

(PC)2(X). Este ponto fixo é a única solução fraca do problema (4.11)-(4.13). A pro-
va está completa. .

O resultado seguinte é uma consequência óbvia do teorema anterior.

Corollary 9. Assuma que se verificam as condições 1:1'1,I:12,H4,H5. Se

ºº oo

MZLMLM/ || L(s) “ ds < 1,
i=1 º

então existe uma única solução fraca do problema (4.11)—(4.13).
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4.1.3 Um exemplo: A equação do calor com impulsos.

Para finalizar esta seção, consideramos brevemente a equação do calor corn impulsos.
Seja X : L2([0,7r]) munido da norma usual que denotaremos [[ . "2, e A o operador
Aa: : a:” com domínio

D(A) == tf € Lº([0,7fl) : f"(') 6 L2([º,7fl), f(º) = f(7f) = ºl-
Nestas condições, A é o gerador de um C'o-semigrupo compacto, (T(t))t20, em X. Mais
ainda, A tem espectro discreto, os autovalores são —nº, n e ]N, com correspondentes

2 . .. , .autovetores zn(€) :: (—)1/ºsen(n€) e as seguintes propriedades sao valrdas:
vr

(a) (Zn : n 6 IN] é uma base ortonorrnal de X,

(b) Se f e D(A) então A(f) : —Ín2(f,zn)zn,

00

(c) Para cada f e X, T(t)f : Ze“"2t(f,zn)zn. Mais ainda, segue das expressões
n=l

anteriores que ||T(t)|| 5 e”t 5 1 para todo 75 Z 0.

(d) O operador (—A)1/2 é dado por

PAV/ºf = Zn < 12% > zn, (4.26)
n=1

com domínio D((—A)1/2) = [f() 6 X : Zn < f, Zn > zn 6 X]. Mais ainda
n:]

H (40% “= 1

Consideremos agora o problema impulsivo,

gum) = ;;;—Zum + F<g,t,w<s,t),w<s,a<t»), (4.27)

w(0,t) : w(7r,t) : 0, t e I, (4.28)
w(E,tz-) = Pi(w('ati))(€)r € 6 [ºn?], (429)

onde0<t1<t2<....<tn<7re
(1) A função F : [O, 7r] >< [ >< IR2 —> IR verifica as seguintes propriedades:

(a) F(£,t, -) : IR2 —> IR é contínua q.t.p. em (5,16) E [O, 7r] >< ].
(b) Para todo wl, wz e IR, a função F(-,w1, wz) : [O, 7r] x IR ——> IR é integrável.
(c) Existe uma função integrável e positiva 77(-), definida sobre [0,7] >< IR tal que

IF(€,t,w1,w2) lí n(€,t)(lw1|+lw2l)
para todo wl, 1.02 6 [R
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(2) As funções Pi : X —> X são completamente contínuas. Assumimos ainda que para
cada r > O existem constantes a” > 0 tais que [|B-($)H2 5 ai,. Exemplos de
operadores com essas propriedades podem ser encontrados em [15].

Seja f : [O,T] x X2 —+ X o operador definido por f(t,x,y)(f) : F(€,t,x(€),y(f)).
Nessas condições, para a:, y 6 X, “ r “2, “ y “25 r, temos

"mmm 5 (fl “um “Mºda)
A

[A (]"nºm (1 me) | + | ye) nª dê)
ª

5 uma,” (“ z uz + || y nz).

onde n(-, S)o,« = Sºpoemm] o(9, 8)-

Theorem 31. Suponha que as condições anteriores são satisfeitas. Se

T—ãºº
2M/0T77(-, )st + liminfz1—air < 1, (4.30)

onde 77(-,s)0,,, : Sªpºeiºnr] 77(0, 5), então existe uma solução fraca do problema impulsivo
(wo-(4.29)-
Demonstração. Seja F : PC —> PC o operador definido em (4.5). Afirmamos que existe
r > O tal que P(BT) C B,, onde BT : BT(O,PC'). Se a propriedade a falsa, para cada
r > 0 podemos escolher xr e BT tal que r <“ Forr “. Assim

«Hran g ||m0||+2r/tn(', s)0,rds+Zaz-T

portanto
T

. .
" 1

1 5 2/0 77(-, s)0,,rds + llªgif ;: ;Maiv“

o que é absurdo.
As mesmas idéias da demonstração do Teorema 24 mostram que P é completamente

contínuo em BT. Agora a existência de soluções para (4.27)—(4.29) é consequência do do
Teorema de ponto fixo de Schauder, veja [15] pp. . A prova está completa. .
4.2 Existência de Soluções para Equações impulsivas

do Tipo Neutro com Retardamento não Limitado

Neste seção estabelecemos dois resultados de existência de soluções para uma classe
de equações do tipo neutro com retardamento não limitado modeladas na forma

%(m(t) + G(t, sei)) : Azr(t) + F(t, srt), t 6 I = [O, a], (4.31)

xo = <p 6 B, (4.32)
Arm-) : [i(xti) (4.33)
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onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo de operadores
lineares limitados em um espaço de Banach X; 0 < tl < tz < < tn < a são pontos
fixos; F(-), G(-), [,(-),i = 1, 2, ..n, são funções apropriadas; e a notação [Sat,-) representa
o impulso de uma função f(-) no ponto ti, é dizer Af(t,—) : f(tf) — f(tí).

Em geral os resultados são obtidos usando alguns teorema de ponto fixo para oper-
adores condensantes em espaços de Banach.

Recentemente varios artigos que estudam a existência de soluções fracas para proble—

mas do tipo neutro com retardamento, veja por exemplo [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] tem aparecido
na literatura. Em todos esses trabalhos, e con a finalidade de usar o Teorema de ponto
fixo de Leray Schaaders, os autores usarão uma hipótese técnica a qual é válida somente
se 0 espaço X é de dimensão finita. Este fato é relevante pois nestas condições não é
possível o estudo de equações diferenciais parciais do tipo neutro, o que era o objetivo
desses trabalhos. De fato, os autores assumieron a seguinte hipótese técnica.

Hipótese: “ A is the infinitesimal generator of a compact analytic semigroup of
bounded linear operators (T(t)),zo on X and there erist positive constants M1,M2
such that

H T(t) HS Mr and H AT“) HS Mz,

for every t 6 [O, a].

Sabemos do Teorema 11 que a condição de limitação sobre a familia de operadores AT(t)
implica que A é um operador limitado e portanto que a função t ——> £(X ); t —) T(t) é
contínua em [O,a], veja Teorema 4. As observações anteriores e o fato que cada T(t),
t > 0, e compacto implicam que T (0) : Id é compacto e consequentemente que X é de
dimensão finita.

Equações de tipo neutro aparecem em muitas areas das matemáticas aplicadas e estas
tem recevido muita atenção nos últimos anos. Um livro clássico a este respeito é [10]. O
trabalho de pesquisa em equações diferenciais parcias do tipo neutro corn retardamento
não limitado fue iniciado por Hernández & Henríquez em [11, 12]. Em essos artigos
Hernández & Henríquez mostraron existência de soluções fracas, fortes e periódicas para
o modelo neutro

ªnos) + G(t,a:t)) = Ax(t) + F(t, xt), t 2 º,
zo : (pelª,

sendo A 0 gerador infinitesimal de um semigrupo analítico em X e B é um espaço de
fase definido de maneira axiomática. Em geral os resultados nesses trabalhos são obtidos
usando o Teorema de ponto de Sadovskii ( veja [18]).

Para estudar o problema impulsivo (4.31)—(4.33) adotamos as notações, definições e
resultados técnicos da seção 4.1.

Como mencionamos previamente, para estudar o problema (4.31)-(4.33) assumiremos
que os espaço das historias, o espaço de fase, esta definido de maneira axiomática de
forma similar a o feito por Hale and Kato em [9]. Assim neste trabalho, B espaço linear
formado por funções definidas sobre (—oo, O] e com valores em X , verificando os seguintes
axromas.

(A) Se a: : (—oo,a) —-> X, a > 0, é tal que x(-)|[o,a] 6 'PC e 330 e B, então para todo
t e [O, a] as seguintes propriedades são verificadas.
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(l) 11% E B.

(ii) || % HBS K(tlsupll| :º(S) “10 S 8 S tl + M“) ll wo IIB,

sendo K,M : [0,oo) —> [0,00), K é continua, M é localmente limitada e K,M
independentes de x(-.)

(A1) Se :r() é a função em (A), então a função [O, a] ——> B, t —% xt é contínua.

(B) O espaço 8 é completo.

4.2.1 Existência de soluções.

Nesta seção estudamos existência de soluções para o problema neutro (4.31)-(4.33).
Nesta parte do trabalho, sempre A : D(A) —> X é o gerador infinitesimal de um semigrupo
analítico uniformemente limitado, (T(t))tzo, de operadores lineares em X con 0 E p(A) e
tal que “ T(t) IIS M para todo t 2 0. Do capitulo 2, sabemos que em estas condições é
possível definir as potências fracionarias (—A)ª, 0 < (1 5 1, de —A, como sendo operadores
lineares fechados em X com domínio D(—A)ª denso em X. Mais ainda, sabemos que a
expressão || x ||a=|| (—A)ª:r || define uma norma em D(—A)ª e que Xa : (D(—A)ª, || - ||a)
é um espaço de Banach. Lembramos que no capítulo 2 deste trabalho é feito um estudo
detalhado a respeito de potências fracionarias. Uma refêrencia complementaria é o livro
de Pazy [17].

Para comenzar introduzimos o conceito de solução fraca.

Definition 20. Uma função a: : (—oo,a] —> X é uma solução fraca do problema de
Cauchy abstrato (4,31)—(4.33) se: arº : <p; a:(-)|[o,a] 6 PC; para todo 0 5 t < a a função
3 ——> AT(t — s)G'(s, 303) é integrable sobre [O, t) e

x(t) = T(t)(<p(0)+G(0,Lp))—G(t,wt)— [) AT(t—s)G(s,xs)ds

+ /£ T(t — s)F(s,x5)ds +XT“ _ ML.““), t 6 [.
ti<t

Observation 5. É importante observar que nossa definição de solução fraca é diferente
a aquela introduzida em [7] Lamentavelmente, o conceito adotado por Benchohra esta
errado. Em relação com isto veja [14] e [16].

t
Observation 6. Se a;() é uma solução fraco de (4.31)-(4.33), da relaçãoA/ T(s)mds :o
T(t):c — 93, temos que

x(t) : T(t)(<p(0) +G(0,<p) _ Gam) — /0 AT(t _ s)G(s,rs)ds

+f AT(t _ seu, mas + ji Tu: — s>F(s, wds

+ZT(t-ti)1i(afti), te ].
ti <t
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No restante deste capítulo, consideraremos as seguintes condições técnicas.

HI A função F : 1 x 6 >< X —> X verifica as seguintes propriedades de tipo Caratheodory:

(i) Para todo t 6 I, a função F(t, -) : B x X —> X é contínua.

(ii) Para todo #) e B a função F(-,1/)) : I ——> X é fortemente mensuravel.

Hz Existem constantes positivas 0 < 6 < 1, cl, Cg tais que G é XB valuada, (—A)BG :

[ >< B —> X é contínua e

II (—A)ªG(t,w) || 5 cl H zl) Ils +cz, (W) e [ >< B.

H3 Existe uma função contínua mp : I —> [O, 00) e uma função contínua e não decres—

cente WF : [O, 00) —> (0,00) tal que

|| NMD) II S mr(t)WF(ll w “B); (W) € 1 >< B.

G<p Seja <p E B, y : (—00, a] —> X a única extensão de <p tal que y(t) : T(t)<p(0) em
I e S(a) : «[x : (—oo,a] —+ X : zo : 0; z e 'PC(I : X)] munido da métrica da
convergência uniforme sobre [ . Diremos que condição GW é verificada se o conjunto
de funções [t ——> G(t,$t + yz) : x e Q] é equicontinuo sobre ] para todo conjunto
limitado Q C S(a).

Estamos agora em condições de mostrar o principal resultado deste trabalho.

Theorem 32. Seja (p e B e assuma que HI — H3 e G<p são verificados. Suponha, mais
ainda, que as as seguintes propriedades são satisfeitas.

(a) Para cada 7” > O e todo e > 0, existem conjuntos compactos Wi C X tais que
T(e)(—A)ºG(s,w) € Wªre T(e)F(s,1/1) 6 W2 para todo (3,111) E I >< B (0, 8).

(b) As funções ] são completamente continuas e existem constantes c7 i = 17 2, ..n,j :
1,2 tais que || I (w) “5 cz1 || w ”8 +ci, para todo 11) E 8.

Se

,;__c_1a5+01_
KGM /º /ºº 1

=Kac+———— e— m sds< ———ds“ [1 M;“ l—uo F“
e me)

sendo

1 " " E GBCI_B '-
n

2”rr; (Ma+M<Kac1+H>)nwnB+Ka c2(M+||<—A> |I+T)+MZci ,

i=1

então existe pelo menos uma solução fraca do problema impulsivo (4.31)-(4.33).
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Demonstração: Sejam y(), 5 (a) como em condição Gv, e F : S(a) ——> S(a) a função
definida por

T(t)G'(0,<p) —- G(t,xt + yt) — fotATU — s)G(s, xs + ys)ds
i

Tªc“) : +] T(t — 8)F(s,ms + ys)d5 + ET“ “' ti)1i(ª7ti+ yti>ª t É 17
0 ti<t

0, t 5 0

Das hipóteses, sabemos que as funções 8 —> (——A)BG(5,3Es + ys) e s —> G(s,xs + ys) são
integraveis. Mais ainda, como T(-) é analítico ( veja Teorema 10 ), a função [O, t) ——> £(X );
s —> AT(t — 5) é contínua 0 que da estimativa

01430156
“ emm _ s>G(s,ws + gs) n=n <—A>1-ªT(t— s>(—A>ºG(ª, ªªs + ºs) " ª—(t_ s>f—'º'

e o teorema Bochnerªs permite mostrar que s —>|| AT(t — s)G(s,x5 + ys) “ é integravel
sobre [O, t). É claro agora que F esta corretamente definida e tem valores em S (a).

Seja (x")n uma sequência em S (a) convergente a z(-.) Dos axiomas do espaço de fase
B, temos que o conjunto U : (m? + ys, xs + ys : 3 & [O,a], n e IN) é relativamente
compacto em B o que implica que (—A)BG(—) é uniformemente contínua sobre U e por
tanto que

G(t,xf+yt) —> G(t,xt+yt),
/t(—A)1_BT(t — S)(-—A)BG(S, a:? + ys)ds —-> /t(—A)1“BT(t — 8)(—A)BG(S, ms + ys)ds

uniformemente sobre [O,a] quando n —> 00. O argumento anterior e o Teorema da con-
vergência dominada de Lebesgue mostram que P(x") ——> P(az) em S (a) quando n —> 00.
Por tanto, F é contínua.

Para provar a existência de soluções mostraremos que F verifica as hipóteses do Teore-
ma 21. Com esta finalidade, inicialmente faremos estimativas a priori para as soluções da
equação integral cc : Al'x, A E (O, 1). Sejam A 6 (0,1) e íL'A() uma solução de :L' : Al'x.
Fazendo uso de Hl-Hg, da notação vÃ(t) := Ma || 90 “B +KaM || <p(0) || +Ka || m* “t e o
fato que [[ act + yº HBS nª(t) sobre [, vemos que

|| JCA(É) II S M N G(0:Sº) II + ll (—A)*º || 02+ || (—A)“º |I m*(t)
t 'UÃ(S) C1_5C2TB ,. t

A+01_561Á st+—B—+M/O mp(s)WF(v (s))ds

“3202? || ZI(t) “B +03)—

iíít
Da definição de DAC) temos que

(160143

6
)|| Wi) ll £ Ma H <p || +Ka [M |I <p(0) Il +M || ª(ºvw) I|+02(I| (—A)º H+

t n
+;w)“(t) + KQM/ mF(s)WF(vª(s))ds + KGM2 of,

o i=1
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e portanto que

” ” 0
và(t) É

1
É
#
[(Ma + M(Kacl + H)) || <P “B +Kac2(M+ " (—A)5 H +3%__g)]

fªll/0 “WWW/“SW +%; cf.

Se notamos por ,Bª(t) ao lado direito da ultima desigualdade, obtemos que

umsfímwmmm)
e então que

00mwds KM/t(w—— É “ mp s 5 < ——ds,
Mº) WF(5) 1 _ “ o me) WF(5)

o que mostra que as funções ,6)“(-) são uniformemente limitadas sobre ] . Isto prova que
as funções x'“(-) são uniformemente limitadas sobre [ .

Mostramos agora que a função F é completamente contínua. Para este fim, usando a
4

observação (6) reescrevemos F na forma F =z Fi sendo Fiz : 0 on (—00, 0], i = 1, 2, ...4,
i=l

e

1Hx“) : T“) (G“): (10) '— G(t9 xt + %))»

P2x(t) : —/ AT(t — 3)G(s,xs +ys)ds,
t t

F3x(t) : / T(t —— s)F(s,a:5 + ys)ds + / AT(t — S)G(t,$t + yaris,
() o

F4x(t) : ETO? “ ti)Ii(—Tt,- + yu),
ti<t

para t e I . Na continuação mostramos que cada operador F,— é completamente contínuo.
No que resta da demonstração, BT : Br(0, S (a)). Para iniciar, observamos que

p :: Kar + Ma [| (,O H,; +KaMH || aa(º) IIZII ªrt + % “E

quando (t,a:) E ] >< Br-

Step 1. ['I é completamente continuo
Estudemos primeiramente a equicontinuidade do conjunto FlBr. Seja 0 < 6 < to <

t 5 a e Wir, o conjunto compacto da hipóteses (a). Usando a condição GW e que o
conjunto de funções [5 —> T(3)a: : z & Wªr,) é uniformemente equicontinuo sobre [O, a],
veja Lema 2.17 em Nogueira [16], podemos escolher 0 < 6 < e tal que

|| T(s + h):r — T(s)a: || < e, s 6 [, x 6 1/ij“,
|] G(t,mt + yi) — G(t0,xto + yin) || < e, a: E Br,
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quando 0 < h < 6 e | 15 — to |< õ. Nestas condições temos que

“ F127050) — Dr(t) H 5 || (T(t0) — T(t))G(07<P) H

+ “ TUO) ““ Gªmma; + yto) “' G(t>$t + yz) H

+ H (“A)B(T(to _ 6) * T(t “ €))T(E)(_A)—BG(t,$t + yz) ||

“ (TUC) * T(t))G(º>90) ll +(ll T(to) H + || (“A)—B “)6

quando | t — to |< õ
, o que mostra que F1(B,) é equicontinuo pela direita no ponto to. A

equicontinuidad pela isquerda no ponto to 2 0 é provada em forma análoga e omitiremos
detalhes.

É claro que F1(Br)(0) é compacto. Mais ainda, da continuidade de (—-A)"ª e a relação

F1(B+)(t) = iT(t)G(0><P) +T(t — 6)(MA)—BU )(—A'3)G(t,xt + yi) : ªº 6 Brl
C T(t)G(0,<p) +T(t — e)(—A) ”Wei,

para 0 < 6 < t, inferimos que F1(Br)(t) é relativamente compacto em X. Portanto, Fl é
completamente contínuo.

Step 2. A função Fg é completamente contínua
Mostremos para começar que FQBT é equicontinuo. Seja 0 < 6 < to < a e Wâ Ti o

21

conjunto compacto em (a). Como 5 —> (—A)1—5T(s) é contínua sobre (0, a] na topologia
uniforme de operadores limitados, temos que o conjunto de funções ( s —> (—A)1“BT(s)m
x 6 Wíl ,“ ] é uniformemente equicontínuo sobre [É, a]. Fixemos 0 < 5 < e tal que2,

|| (—A)1_'3T(s)x — (—A)1“BT(5')JS ||< &, x 6 Wªl,"

quandoãgs,s'gae|s—s'|< õ. Se0<t—t0<õ<e, então

ll Em“) 133%) ||

5 ||]tºª< (Te — s>— Teo — s»<—A>BG(s,xs + mais n

+]_ “ T<t — to) — 1 un (—A)1“BT(tº— s>(—A>ªG<s,+—s + gs) || ds

+] |1<—Arºn —s>(—A)ºG<s,ms+ys>nds

s ]“ n<—A>1ªmt—s—5)—T<to—s—;>1T<g)(—A)ªc<s,xs+ys) “ ds

+2MCI (cr* +c2)(66+(t—_M)” 1
5 B

'

[3
+ e

5 (to — €)6 + 4MCI_B(C1T* + 02)í,

o que implica que F2(Br) é equicontinuo a direita no ponto to. Similarmente é possivel
mostrar a equicontinuidade de F2(BT) a esquerda no ponto to. Assim, podemos concluir
que FAB,") é equicontinuo sobre [O, a].
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Mostramos agora que P2(B,)(t) é relativamente compact para todo t 6 I . Ocaso
t = 0 é trivial. Seja 0 < 6 < 75 5 a e Wªr““ sendo o conjunto compacto da condição (a).
Usando que (—A)ºT(-) é fortemente continua sobre [É, a], deduzimos usando os mesmos
argumentos da prova do Lema 2.17 em [16], que o conjunto WE : [(—A)1—BT(S)J; : s &

[%, a], x e WEl ,. ] é relativamente compacto em X. Do teorema do valor medio para a
21

integral de Bochner, veja [15] lema 2.1.3, vemos que

Fgm“) : [) —6(—A)1“5T(t—s—%)T(%)(—A)5G(s,xs+ys)ds

+ /t (_A)1”5T(t _ s)(—A)ºG(s, mg + ysldª

e (t — e)conv(WE) + Ce

sendo c0(W€) a envolvente convexa de W€ e diam(C€) 5 2C1_,3(c1r* + 09%, o que nos
permite concluir das observações anteriores que T2(BT)(t) é totalmente limitado e portanto
relativamente compacto em X . Por tanto, P2 é completamente contínuo.

Procedendo como no passo 2, inferimos que Fg é completamente contínuo. Nos omiti—

mos os detalhes desta parte da demonstração.

Step 3 O operador R, é completamente contínuo.
Para mostrar esta propriedade, usaremos o Teorema 23. É claro que ['48, (t) é rel-

ativamente compacto para cada t 76 t,, i = 1,2, ....n Mais ainda, como os conjuntos
U(t,, tj,r*) : [T(t,— —tj)Ij(B,.(0, X))), t, 5< tj, são relativamente compactos em X, das
expressoes

N[PAi-Thai) : ZTW” _ tj) Í(jxt +ytj )+ ficºu + yti) É ZU(ti7tjiT*)zi 2 17:17 É Br;
j: 1

[F4xli(ti+l) : ZT(ti+1— tj)]j(f13tj + ytj) €;U( ti+1,tj,7'*), ZZ 0, (L' E BT,

Ninferimos que os conjuntos [F4B,]i(t) são relativamente em X para todo i = 0, 1, 2, ...n
Agora mostramos que cada conjunto [F4B,]i, z' = 1, 2, 3, ..n — 1, é equicontinuou sobre

[t,—,t,+1]. Usando que UL, IAB,—) é relativamente compacto; par e > O fixamos 6 > O tal
que

|| (T<s> —T<s'»z IIS W x e gira >

when | 5 — s' |< 5. Agora, distinguimos três casos.

1. Quando t & (t,-,tiH) fixamos 0 < 61 < 6 tal que [t— õl,t+õl]C(t,-,ti+1). Se cc G B,
e 0 < h < 61 vemos que

Mía-(Hm— [rTx1-<t<>n=u2u<r (t+h—tj)—T(t—tj))lj(wzj+yzj)llíe,

No que mosra que [F4](BT) é equicontinuo em t.
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2. Se t : ti, para 0 < h < miníti+1—ti,ô)e cr & BT temos que

|| [EEM + n) — iriam» “: É " (Tm + h — tj) — Tai — tintos. + gt,.) IIS e.

NPortanto, [F4](BT) é equicontinuo a direita em ti.

3. Se É : ti.“ e 0 < h < minítiH — 13,35] então

u Úi(ti+1—h>—wíãi(ti+l) “=2 || (Tm-+]—h—tj>—T(ti+1—tj»1j(xtjam,.) IIS e,

para todo a; € BT. Consequentemente, [F4]i(Br) .is equicontinuo a esquerda em ti“.
Do anterior segue que [HL-(B,) é relativamente compacto em O([ti,ti+1] : X) para

cada 2" = 1,2, ...n. Similarmente, podemos mostrar que [F4]0(Br) e [I“4]n(B,) são relati—

vamente compactos em C([0,t1] : X) e O([tma] : X) respectivamente. Portanto, R; é
completamente contínuo.

Finalmente, o Teorema de Leray Schauder, veja Teorema 21 garante a existência de
um ponto fixo para P. Claramente este ponto lixo é uma solução fraca do problema (4.31).

.
No próximo resultado usamos o Teorema de ponto fixo de Sadovskii ( veja [18]), para

mostrar a existência de soluções para o sistema (4.31)-(4.33).

Theorem 33. Sejam Lp & B, y() como em condição GLp e assuma que as condições
(H1)-(H3) valem. Suponha, mais ainda, que as seguintes propriedades são verificadas.

(a) Para cada r > 0 e todo e > O existe um compacto WW C X tal que T(e)F(s,'L/)) E
WW para todo 3 e [, 1D e BT[0,B].

(b) Existem constantes positivas Lg, Lj, j = 1, 2, ...n tais que

ll Íj(1/º1)— 110%) H 5 Lj || % — % II, 1%- G B,
“ (“A)BG(Í,Ú1) — (_A)BG(t7 %) " É LG “ 2h *- ?!)2 “5, (tnh) e ] X 8.

5 ,,
n “

312333“ MEL-Ka + liminf/ mF(s)WF(Kar+ |I ys Ils
i=1

T—)OO 0

)ds < 1, então existe uma soluçõa fraca de (4.31)—(4.33).

Se Lam" (—A)“ª II +

Demonstração: Seja F : S (a) —> S(a) a função definida na prova do Teorema 32 e
considere a decomposição F : FI + F2 onde Fix : 0 sobre (—00, 0], i = 1,2, e

F1m(t) : T(i)G(0, <p) + [) T(t — s)F(s,a;s + ys)ds,
t

FQÇEU) : —-G(t, CL"! + yt) —/ AT(t _ S)G(S, 335 + ys)d8 + XT“ * ti)Ii(ZIJii + gti),
0 ti<t
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quando t 6 ]. Afirmamos que existe 1" > O tal que [(B(O, S(a )))C B(0 S(a)). Se a
afirmação é falsa, para cada 7“ > 0 existe x 6 B e F E I tal que 1“ <“ Fx (tr) |] e então

7" <li Flv (tr) II S M || G(0 HP) II + II (—A )“º II Lc || wir “B + || GUTA”) ||
,.

Cl—B T+ ] Woe || z, ng + || G(s,ys) nada

+/o mmm—(|| x: “E+ || ,, |!3)ds+MZ((L- || ar?,-

ti<tr
B + H Nye,) H)

C1_5a5
B

M N G(0»<P) II + |! (ªl)—º || LcKar+ Il GGM/tr) || +LcKar
tr C _. G ) S

ª+] l_pll—(Slyªds +/ mF(S)WF(KaT+ “ ys “B)ds
0 (tf — 3)1 ª o

IA

+MZ(L,KJ+ || Mya-) ||)
i=1

e portanto,

C_15 Ka [LC;(H (—A)“º || + 155616) +MZLJ +limianF(Ka T+ || ys “B)/0ª mp(ss)sd
i—l

o qual é um absurdo.
Seja To > O tal que P(Brº) C Bro. Da prova do Teorema 32 sabemos que F1 e

completamente contínuo em Brº. Mais ainda, da estimativa

IIqu—szlla s Ka(LG(Í|(—AA)ª|l+C1_—ªa_)+M;L)Hu—vna,
concluímos que Fg é uma contração em Brº. Portanto, F é um operador condensante em
BTU. A existência de uma solução fraca de (4.31)—(4.33) é agora consequência do Teorema
22. I '

4.2.2 Um Exemplo

Nesta parte final do capítulo apresentamos um exemplo de equação do tipo neutro
com retardamento não limitado, a qual é uma generalização do exemplo em Hernández
& Henriquez [11]. Consideremos o seguinte problema diferencial

“(aêJr/LO/Mstª"15)u(3,n)dnds]'= %
+ fj a(s — t)u(s,f)ds + J(t,€), (4.34)

u(t, 0) : u(t, 7r) : 0, t 2 0, (4.35)
a(T, ) = MT, ), T 5 0, 0 5 € 5 vr. (4.36)

[,(u,,)(5) : _l (z,-(s - t,)u(s, )ds.
'

(4.37)



Para estudar este problema devemos introduzir todo um esquema técnico que nos per—

mita que o problema seja modelado como o problema neutro (4.31)-(4.33). Consideremos
o espaço de fase B := Lº(g; X). Seja g : [O, 00) —> IR positiva, contínua, não decrescente,
com g(O) : 1 e tal que g(t) ——> 0 quando t —> 00. Definimos o espaço 8 := L2(g; X) como

0

o espaço das funções mensuráveis, <p : (—oo, 0] —> X tais que / g(â) H <p(0) II2 dB < oo.
—00

No que segue assumiremos que g() verifica as mesmas condições técnicas do exemplo em
[11]. Em particular, assumiremos que existe uma função não negativa, integrável e local—

mente limitada fy() definida sobre (—00, O] tal que g(ê + 0) 5 'y(€)g(0), para todo & 5 O e
todo 0 & (—oo, ORNE sendo Ng Q (—00, 0] um conjunto de medida zero. Nestas condições
o espaço B verifica os axiomas A, A1 e B. Mais ainda, temos que M(t) : 'y(—t)% e que

o a
K(t) = 1 + (] g(r)dr) para todo t 2 0.

—t

Usando os operadores de substituição

G(tú)(€) == / 0 W

fo b(s, n, sms, n)dnds,
0

Fone) == /_ a(s>w(s,5)ds,

f(t) :: J(t7')a

W) = [_ ai(s)w<s,f>ds,

o problema (4.34)—(4.37) pode ser modelado na forma

gicª“) + g(t, cm)) : A:c(t) + F(t, ºu) + f(t),
ÍL'o : W€B7

ACIM) : Ii(zti),

Theorem 34. Suponha que todas as condições técnicas descritas anteriormente são ver-
ifcadas. Assuma, mais ainda, que as seguintes propriedades são validos.

(a) b(77, Ç, s),
—8—

b(r],Ç, 5), são funções integrá'ueis, b(n,7r, s) : b(n,0, s) = O.
BC

O %

(b) A função a(') é integrável e N1 := ([m agiª) dº) < 00.

º ªª(º)
l
5

(c) As funções ai(-) são integráveis e Li := <] dº) < 00 para cadai = 17 2, ..n.
_00 a(º)

Seja go E B e assuma que

NKª(1+27r%)+KGZLi+N17r < 1. (4.38)
i=1
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sendo

NZSZÉÉl/o/L /(,_s)(1 (“ª“)”ªzdºdÇdS/ÃL [%“(L—b";» dndçds).

Então existe uma solução fraca do problema impulsivo (4.34)—(4.37).

Demonstração: Fazendo uso de (a), (b),((:) e da desigualdade de Hõlder, segue que
F(t, ), G(t, ), li são operadores lineares continuous e que [I F(t, -) IIS NI, || Ii(-) IIS Li e
H G(t, ) "5 Nª. Por outro lado, usando (a) e (4.26) temos que G() assume valores em
D(—A)1/2 e que || (——A)1/2G(t, ) “5 Nª. Agora a existência de uma solução fraca para o
problema neutro (4.34)—(4.37) é consequência direta de 4.38 e do Teorema de Existência
33.
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