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Resumo

Estas notas tem por finalidade introduzir ao aluno nos conceitos e resultados
basicos da teoria de semigrupos de operadores lineares Limitados em espagos de
Banach. Aplicagoes a equagdes funcionais do tipo impulsivo sao apresentados.
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Capitulo 1

Semigrupos de operadores Lineares

1.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos conceitos e propriedades bésicas da teoria de semigrupos
de operadores lineares limitados em espacos de Banach. Os principales resultados do
capitulo sao o Teorema 2 e o clasico Teorema de geracao de Hille-Yosida, Teorema, 5.

1.2 Semigrupos de operadores lineares

Definition 1. Uma familia de operadores limitados (T'(t));>0 em L(X) é um semigrupo
de operadores se

(i) T(0) = 1o,

(ii) T(¢t+s) =T ()T (s), t,s > 0.
Definition 2. Um semigrupo de operadores lineares limitados (T'(t))i>0 € chamado de
fortemente continuo se para todo x € X a funcdo t — T(t)x é continua em zero. O

semigrupo é chamado uniformemente continuo se a funcdo [0,00) = L(X); t = T(t) é
continua em zero.

Observation 1. Um semigrupo de operadores lineares limitados em X serd chamado
simplesmente um Cy-semigrupo.

Definition 3. Sejam (T'(t))i>0 um semigrupo de operadores lineares limitados em X e
D(A) o conjunto

T(t)x —
D(A) = {z €X: limﬁg—v——f exz'ste} :
40 t

O operador linear A : D(A) C X — X definido por

. Tt)z—-=z dt
Az = ltli%l—t_ = EZT(t)xh:O, z € D(A),

é chamado o gerador infinitesimal do semigrupo (T (t))s>o-
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Os semigrupos fortemente continuos possuin a importante propriedade de serem ex-
ponencialmente limitados como mostra o seguinte resultado.

Theorem 1. Seja (T(t))e>0 um Co-semigrupo de operadores lineares. Entdo eristem
constantes w > 0 e M > 1 tais que || T(¢) ||< Me“*, para todo t > 0.

Demonstracao: Seja n > 0. Como (T'(t)):>0 é um Cy—semigrupo, o conjunto {T'(t)z :
t € [0,7)} é compacto e portanto limitado para todo z € X. Logo, pelo teorema da
limitagdo uniforme existe M > 1 tal que || T'(s) ||< M para todo s € [0,7]. Set > n, ¢
pode ser escrito na forma ¢ = nn 4+ d onde ¢ € [0,7]. Assim

I T@) =1 TET ()" I M™ < MM7 = Me*,

onde w = Lln M. A prova esta completa. m
No seguinte resultado sao resumidas algumas propriedades basicas relativas a semi-
grupos fortemente continuos as que nos auxiliaram nos capitulos posteriores.

Theorem 2. Sejam (T'(t))i>0 um semigrupo fortemente continuo de operadores linear-
es limitados em X e A seu gerador infinitesimal. Entdo as sequintes propriedades sdo
verificadas.

() Para todot >0 e todo x € X, lims_,; T(s)x = T(t)x. Mais ainda se o semigrupo €
uniformemente continuo entdo lim,_,, T(s) = T(t) em L(X).

1 t+h
(b) Para todo x € X e todot > 0, lim —/ T(s)z ds = T(t)z.
=0 h J,

t t

(c) Para todo z € X e todot > 0, / T(s)z ds € D(A) e A/ T(s)x ds = T(t)r — x.
0 0

(d) Para todo z € D(A) e todo t >0, T(t)z € D(A) e £T(t)z = AT (t)z = T(t)Az.

(e) Para todo x € D(A), T(t)x — T(s)z = /tT(r)A:zdr = /t AT (r)z dr.

Demonstragao: Mostraremos cada propriedade em forma separada.

(a) Sejam z € X, ¢t > 0ee > 0. Como o semigrupo é fortemente continuo, existem
nimeros positivos M e d tais que || T'(s) |< M para s € [0,t+ 1] e || T(s)z —z ||< &
quando 0 < s < 4. Nestas condicoes, para 0 < t — s < § temos que

I T(s)z =Tz || < [ T(s) Nz -T(t—s)zds|<e

Usando um argumento analogo é possivel mostrar a continuidade a direita de ¢. Isto prova
(a).

(b) Do item (a), existe 6 > 0 tal que || T(s)z — T(t)z ||< € quando | s — ¢t |< 6.
Conseqiientemente, para 0 < h < ¢ temos que

t+h t+h
1) Teeds-T@l = ;[ @6)-Tw ds)
t+h
<z / | T(s)z — T(t)s | ds
< €.



O limite isquerdo, para o caso t > 0, é provado em forma analoga. Isto mostra a pro-

priedade.
(c) Sejam z € X e h > 0. Como os operadores T'(s) sdo continuos vemos que

T—(}%—_—I-/O T(s)zds = %/0 (T(s+h)x —T(s)z) ds

1 t+h 1 h
- = ds — = .
h»/t T(s)z ds h/o T(s)z ds

Usando agora (b) obtemos que

lm ﬂ’%’—l /0 T(s)x = T(t) - =.
Por tanto /t&’(s)xds € D(A) e A/tT(s)mds =T(t)z — z.

0 0
(d) Sejam z € D(A) et > 0. Como para h > 0

T(t+h)z—T@t)z  T(h)—1I B T(h) - I
h = ———h—T(t)x =T(t) (—h—> T,

da continuidade de T'(t) deduzimos que

‘“25““’ — AT(Y)z = T(t) Ax. (1.1)
Por outro lado, se 0 < h < ¢
| TERe =T gy, |
< 7e-m (THE=2) “ 1)
< 7= (FEEZE g} )+ T - mas - T4z )
< 17— I TEZ2 o4 T - maz - T A,
0 que permite concluir que
dﬁgi’f)“’ — T(t)Az. (1.2)

A propriedade é agora conseqiiéncia de (1.1) e (1.2).
(e) Se z € D(A), pelo item (d) temos que

Ttz - T(s)z = / t dT;:)“’ dr = / tT(r)Ax dr = / t AT(r)z dr.

Isto prova (e) e completa a prova do teorema. ®
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Theorem 3. Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de
operadores lineares limitados (T(t))e>0 em X, entdo A € linear, fechado e D(A) = X.

Demonstracao: A linearidade de A é evidente. Se z € X, pelo Teorema 2 sabemos

t t
que t“l/ T(s)x ds € D(A) e que t‘l/ T(s)x ds — z quando t | 0, o que mostra que
0 0

D(A) = X. Mostremos agora que A ¢é fechado. Suponha que (z,)nemw € uma seqiiéncia
em D(A) e que z,y € X sdo tais que z, — = e Az, — y. Das propriedades (b), (d) em
Teorema 2 sabemos que

t
Tz, — z, = / T(s)Az, ds,
0

o que da limitagdo em compactos de (T'(t))¢>¢ permite concluir que

Ttz ~—z = /0 T(s)yds, (1.3)

3 dtT(t)x ]
e entao que % |t=o=y. Portanto z € D(A) e Az = y o que mostra que A é fechado.

A prova estd completa. m
O préximo teorema caracteriza o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformente
continuo.

Theorem 4. Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniforme-
mente continuo se e somente se A é limitado.

Demonstragao: Seja A um operador linear limitado. Para ¢ > 0 definimos o operador

oo t n
T(t) = et = Z ( :') . Como A é um operador limitado
n=0 ’

o0 tn n
17 < S LA <o
n=0 ’

o que mostra que T'(t) é um operador linear limitado. Afirmamos que a familia (T(f)):>0
é um semigrupo uniformemente continuo e que A é o seu gerador infinitesimal. O fato de
(T'(t))¢>0 ser um semigrupo é um longo e conhecido jogo algébrico, pelo que omitiremos
esta parte da prova. Por outro lado, segue facilmente da definicao de T'(t) que || T'(¢)—1T ||<
t]) A |l el para t > 0 o que mostra que o semigrupo é uniformemente continuo. Mais

ainda, como

T(t) - I

I — Al AMT®@ =1,

concluimos que A ¢ o gerador de (T'(t))¢>o-
Reciprocamente, suponha que (T'(t));>¢ é um semigrupo uniformemente continuo em

1 t
X. Como 7 / T(s)ds converge uniformemente para 7'(0) = I quando ¢ — 0, segue que
0
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1 (" .
para ¢ suficientemente pequeno 7 / T(s)ds é invertivel se 0 < t' < §. Pelo Teorema 2
0
sabemos que paraz € X e0 < h <0

A o),

o que das observagoes anteriores implica que

Th) -1 [ 1
T(A T(s)ds)™ 'z = Az

quando 0 < h < 4. Portanto, A é limitado em X. A prova estd completa. m

1.3 O Teorema de Hille Yosida para semigrupos de
contracoes

Nesta subsecdo mostramos o famoso teorema de Hille Yosida. Este resultado car-
acteriza quando um operador linear fechado é o gerador infinitesimal de um semigrupo
fortemente continuo de operadores lineares em um espaco de Banach, o que tem impor-
tantes implicagoes respeito da teoria nas suas aplicagbes a problemas de evolucio em
derivadas parciais. Mencionamos que mostraremos uma versao mas restrita do resultado,
a que é valida para semigrupos de contracoes.

Definition 4. Um Cy-semigrupo (T (t))i>0 em X € é chamado semigrupo de contragées
se || T(t) ||I< 1 para todo t > 0.

Definition 5. Seja A : D(A) C X — X um operador linear. O conjunto resolvente de
A, notado p(A), e o conjunto

p(A) ={\ € IN: (A — A)™' emiste e R(\: A) := (\[ — A)7! € L(X)}.

Para mostrar o Teorema de Hille-Yosida, veja Teorema 5, precisamos do seguinte
resultado.

Proposition 1. Seja A : D(A) C X — X operador linear, fechado tal que D(A) = X

1
e assuma that || R(\ : A) ||< B para todo A > 0. Entdo as seguintes propriedades sao

verificadas.

(a) /\lim R(A: A)z = z para todo x € X
—00
(b) Se Az = MAR(X: A) — A, entao /\lim Axz =z para todo x € D(A).

(c) Para cada X > 0, A\ € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdo
(Tx(t))e>0 em X. Mais ainda,

I Ttz - Tu@)x |[<t)| Az - Apz |, z€X, Aut>0. (1.4)



Demonstragao: Mostraremos cada item em forma separada.
(a) Se z € D(A), da desigualdade

| ARO: Az~ 2 =l AR : A)z 1< 1 1) Az |

segue que AR()\ : A)z — z quando A — co. Sejam agora z € X, € > 0 e (Z,)nen uma
seqiiéncia com valores em D(A) convergente a z. Seja ne € IN tal que || z — z, ||< §
para todo n > n, e fixemos L > 1 tal que || AR(X : A)zy,, — 2y, ||[< § quando A > L. Nas

condi¢oes anteriores temos que para A > L

| AR(A: A)z —z | I AR - A) | Zn, — 2z || + || AR(A)Zn, — Zn, ||
1
X ” 'Tne -z “ + “ A}Z()\ . A)x'ne - xne ”

)

ININ A

o0 que prova (a).

Mostremos agora a condig¢ao (b). Se z € D(A), da equagao Az = (AN2R(\ : A) —
M)z = AR() : A)Az, e o item (a) vemos que Az — Az quando A — oco.

Vejamos finalmente a propriedade (c). E 6bvio da sua definicao, que A, é um oper-
ador linear limitado e portanto é o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente
continuo (T3(t)):>0 dado por Th(t) = e'», veja Teorema 4. Mais ainda, das hipéteses
temos que

[T | = || X FxDe |
e~ ” et)\'*’R(,\:A) ”S 1,

o que mostra que (73)¢>0 € um semigrupo de contracdo. Um extenso jogo algébrico, que
obviaremos, mostra que AyA, = A, A, para A, u > 0 ou que juntamente com o fato que
t — Thz ¢ diferenciavelque e o item (c) do Teorema 2, permite ver que

I Ti)e = T02 | = || [ D@L - )alds |

1
= || /0 tANTA(t5)T,(t(1 — s))x — tTa(ts)AL T, (¢(1 — s))zds ||

1
< [ N T) T~ 5))ds [l Avz — Ay |
0
<t “ AA"L‘ - Aux “7

o que finalmente mostra (1.4). A prova do Teorema esta agora completa. m
Agora, estabelecemos e mostramos o resultado mais importante deste Capitulo.

Theorem 5. (Hille-Yosida) Um operador linear A : D(A) C X — X é o gerador in-
finitesimal de um Cy-semigrupo de contracdo se e somente se,

(i) A é um operador fechado e D(A) = X,

(ii) p(A) D (0,00) e || RO : A) ||< % A>0.
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Demonstragao: Suponha que A é o gerador de um semigrupo de contracao (7'(t));>o
em X. A condicdo (i) é consequéncia direta do Teorema 3. Mostramos agora (ii); para
A > 0 definimos o operador
o0
RNz :/ e MT(t)zdt, =€ X. (1.5)
0
Como (T'(t))i>0 é um semigrupo de contragao, da estimativa

||/ e MT (t)zdt || 5/ e ™| x| dt:”—ij, z € X,
0 0

concluimos que R(A) € L£(X) e que || R(}) |lzx)< & para todo A > 0. Mais ainda,
R()\) = R(XA: A) para A > 0. De fato, se z € X e h > 0 temos que

T =Tpye = L / e—AST(s+h)xdt'—7ll— / e T (s)zdt
0 0

h h
o [e¢]
- -}1;/ e A=W P(5)zds — %/ e MT(s)zxds
h 0
1 rh \ e h o=X(s—h)
= AN (5)zds — — T
+h/0 e (s)zds n . 7 (s)zds
Y oo PYS
= ¢ 1/ e_’\ST(s)xds—e—~/ e T (s)zds,
h 0 h Jo

de onde se concluimos que AR(M\)z = AR(A\)z — z e coseqliéntemente que R(\)z € D(A).
Por tanto,

(M — AR\ =1. (1.6)
Por outro lado, usando que A é fechado, vemos que para z € D(A)
o0
R(MN)Az = / e T (s)Azds
0
= A / e T (s)zds,
0
e entao que

R(M)Az = AR(N)z, A >0,z € D(A). (1.7)

Segue agora (1.6) e (1.7), que R()\) = R(A : A), para A > 0. Isto prova a condigao (ii).
Suponha agora que as condigdes (i), (ii) sdo verificadas. Sejam (7(t))¢>0 € A como
na Proposicao 1. Da desigualdade

| i)z - Tu()z [[< t ] Axz — Auz < ]| Axz — Az || + || Auz — Az ||, z € D(4),

e da Proposigao 1, segue que (7\(t)z) é convergente se A — oco. Mais ainda, como cada
(TA(t)x)e>0, A > 0, é de contragio e D(A) é denso em X, segue que T'(t)z := /\lim Ta(t)z

—>00
existe para todo z € X, que T'(t) define um operador linear e que || T'(¢) ||< 1, para
todo t > 0. Afirmamos que (7'(t)):>o é um Cy-semigrupo de contragio e que A é o seu
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gerador infinitesimal. O fato que (T'(¢))s>0 € um semigrupo de contracdo segue de ter
que /\lim Ty(t)z = T(t)z é uniformemente em compactos de ¢t. Vejamos agora que A e o
—00

gerador infinitesimal de (T'(t))¢>0. Seja B o gerador infinitesimal de (T'(t)):>o e fixemos
z € D(A). Sabemos que a convergéncia Ty(s)Axz — T(s)Az é uniforme em compactos
de s, o que juntamente com

T(h)z ~ =z . Th(h)z—=z
T
1 h
= /\132.»—};/0 Ty(s)Axzds
1
= —/ T(s)Axds,
h Jo

e o Teorema 2 nos permite concluir que z € D(B) e que Bz = Az. Assim D(A) C D(B).
Finalmente, como 1 € D(B) N D(A) temos que (I — B)™'D(A) = (I - A)"'D(A) = X, o
que implica que A = B. Por tanto, A é o gerador infinitesimal de (T'(t)):>0. A prova esta
completa. =

Usando os argumentos do inicio da prova do Teorema 5 é possivel mostrar o seguinte
resultado.

Corollary 1. Se A: D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de
contragdo (T(t))>0 em X, entdo p(A) D U = {X € IN : Re(A\) > 0}. Mais ainda, para

1
: = At : <
todo A € U, R()\: A) /0 eMT(t)dt e || R(A: A) ||< 200

Corollary 2. Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo (T'(t))e>0 verificando que || T(t) [|[< e*t, t > 0, se e somente se,

(a) A é um operador fechado e D(A) = X,

1
A—w’

(b) p(A4) D (w,0) e|| R(A: A) ||< A>w.

Demonstragao: Suponha que A é gerador do Cy-semigrupo (T'(t))eso- E fazil mostrar
que A —wl é o gerador do Cy-semigrupo de contragao (e “T'(t)):>o € por tanto que A —w/
satizfaz as propriedades (i), (ii) do Teorema 5. Isto mostra que (a), (b) sao validas.
Reciprocamente se (a), (b) sdo verificadas, entdo A +w cumpre as condicdes (i), (ii)
do Teoremea 5. Assim, A + w é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo de contragao
(S(t))e>. Nestas condigoes A é o gerador infinitesimal de semigrupo T'(t) = e“S(t). A
prova estd completa. m
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Capitulo 2

Semigrupos Especiais e Poténcias
Fracionarias de Operadores Fechados

2.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos alguns tipos especiais de semigrupos. Especificamente,
estamos interessados nos semigrupos compactos, diferenciaveis e analiticos. Na secao trés
deste capitulo consideraremos com algum detalhe poténcias fraccionarias associadas com
o gerador de um semigrupo andlitico.

2.2 Semigrupo de Operadores Compactos

Definition 6. Um Cy-semigrupo, (T(t)):>0, de operadores lineares limitados é compacto

para t > to, se para todo t > to o operador T(t) é compacto. O semigrupo (T(t))i>o €
chamado compacto, se € compacto para todo ty > 0.

Observation 2. Note que se X € um espaco de dimensdo finita entdo todo Cy-semigrupo
de operadores lineares é compacto. Mais ainda, um Cy-semigrupo (T(t))i>o € tal que T(2)
é compacto para t > 0 se e somente se X é de dimensdo finita.

Theorem 6. Seja (T(t))i>0 um Co-semigrupo de operadores lineares em X. Se T(t) é
compacto para t > ty, entdo a fungdo (tg,00) — L(X); t — T(t) € continua.

Demonstracao: Fixemos t > tp, 0 < e < te M > 0 ta que || T(s) ||< M para todo
s € [0,1]. Como o conjunto Uy = {T'(t)z :|| z ||< 1} é relativamente compacto em X,
existem pontos z,, ..., T, tais que

mcUB@m%ﬂﬁ%ﬁ) (2.1)

i=1
Fixemos agora 0 < § < 1 tal que

€ .
I T+ Ry =Tz, <5, G=1....m, (2.2)
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quando |h| < 4.
Seja0 <h <d ez € X com | z|<1. Das escolhas anteriores existe 7 € {1,2,...,n}

tal que T'(t)z € B (T(t)xi, m) de onde segue que

| Tt+R)z-TH)z ] < (TR TRz —TH)z; || + || T@#)z; — T(t)= ||
+ | T +h)z; = T(t)z; ||

Me € €
d(M+1) 41 2

€
= — (M —_ =
Mtz =e

o que mostra que || T'(t + h) — T(t) [|z(x)< €. A prova esta completa. m
O préximo teorema caracteriza quando um Cy— semigrupo é compacto.

Theorem 7. Seja (T'(t))e>0 Co-semigrupo de operadores lineares limitados em X e A seu
gerador infinitesimal. Entdo (T(t))i>0 € compacto se e somente se a fungdo (0,00) —
L(X);t— T(t) é continua e R(\: A) é compacto para todo A € p(A).

Demonstragao: Suponha que (T'(t));>o é compacto e fixemos w, M > 0 tal que || T'(t) ||<
Me“t, 0 < t. A continuidade de ¢t — T'(t) segue do Teorema 6. Vejamos agora a compaci-
dade de R()\, A) para A € p(A). Sabemos da demonstragio do Teorema 5 que

R(\: A) = / ” e T (s)zds. (2.3)

para A € p(A)[)(w,o00™). Como o espago dos operadores lineares compactos é fechado
em L(X), segue que R,(A, A) = / e MT(s)zds, A € (w,00") é compacto, o que por
0
sua vez implica que a R(A, A) é um operador compacto. Usando agora a identidade
RO\ A) = R(u: A) = (- VRO : AR(u: A), A pe p(A),

concluimos R{u : A) é compacto para todo p € p(A4).

Assuma agora R() : A) é compacto para A € p(A) e que (0,00") = L(X), t — T(t)
é continua. Para mostrar que T'(¢), ¢ > 0, é compacto, provaremos que T'(t) ¢ limite
em L£(X) de uma sequéncia de operadores lineares compactos. Usando (2.3); para )\ €
(w,00%),t >0 e d > 0 temos que

AR : AT -T@®) | = |l )\/Ooo e M (T (t + s)dt — T(t))ds ||

< /0 6 Ae M| Tt +s)—T(t) || ds

+ / e || T(t+ ) = T(t) || ds
d

< sup ” T(t + S) — T(t) ” +2A(A — w)—lMew(t_Hj)e_J()‘)’

s€[0,4)
de onde segue que
lim (| AR\ AYT() = T(2) 1< sup | T(t+35) = T() | - (2.4)
—00

s€(0,6)
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Finalmente, usando a continuidade de t — T'(t), a desigualdade (2.4) e o fato de & ser
arbitrério, concluimos que AR(A : A)T(t) — T(t) em L(X) quando A — co 0 que mostra
que para t > 0, o operador T'(¢) é compacto pois cada AR(\ : A)T'(t) é compacto. A prova
esta agora completa. =

2.3 Semigrupos Diferenciaveis

Definition 7. Um Cy-semigrupo, (T(t))i>0, de operadores lineares limitados em X é
diferenciavel para t > ty, se para cada x € X a fungdo s = T(s)x € diferenciavel em cada
t > tg. O semigrupo é chamado diferenciavel se € diferenciavel para todo ty > 0.

Observation 3. Se X € de dimensao finita entdo todo Cy-semigrupo de operadores lin-
eares ¢ diferenciavel, mais ainda, de clase C*°. Por outro lado, se A ¢ limitado, ¢é claro
que o semigrupo gerado por A, e dizer T'(t) = e, é C™ e por tanto diferenciavel.

Theorem 8. Suponha que A é o gerador infinitesimal de um semigrupo (T (t))e>0 em X.
Se (T(t))i>0 € diferencidvel para t > ty, entdo as sequintes proprieades sdo verificadas.

(a) T(t){X) € D(A™) para todot > 0 en € IN tais que t > nty.

(b) A fungdo (nty,00) — X; s — T(s)z é n-vezes diferenciavel e T (t)x = AT (t)x
para todo x € X. Mais ainda, T (t) AT (t) € L(X)

(b) A fungio (nty,00) = L(X); s = T™1(s) é continua.

Demonstragao. E claro que (b) implica (a), pelo que demonstraremos (b) em primer
lugar. Como o semigrupo é diferenciavel para t > tg, a fungdo (tp,00) = X; s — T'(s)x
é de clase C' e T'(t)x = AT (t)z. Como AT(t) é fechado com dominio X, do teorema do
grafico fechado temos que AT'(t) € L(X). Suponha agora que a propriedade é vilida para
n € IN e fixemos t > (n + 1)t5. Se s > nty é tal que t — s > tp, da hipotese de inducao

Vemos que
TM(t)z = T(t — s) AT (s)zds. (2.5)

Como t — s > 1y, o lado direito (2.5) é diferencidvel e entdao TV (t)r = AT(t —
s)A™T(s)z = A" T(t — s)T(s)x = A™T'(s)z. Como z é arbitario, o anterior implica
que T+ = A"*1T'(¢) é um operador linear, fechado com dominio X o que nos permite
concluir que A™T(t) € L(X). A prova de (b) esta completa.

Sety<t; <ty <ty +1el T(s)||< M sobre [0,t; + 1]; para x € X temos que

/t2 AT (s)zds

t

| T(t2)x = T(t1)z ||

IN

to

[ 1T =0yl AT ) ds,
ty

< Mty —th) [| AT (%) ],

o que pelo item (a) mostra que

I T(t2) =T(0) | < M(tz —ta) | AT(t2) ], (2.6)
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e por tanto a continuidade no caso n = 1. Similarmente, se (n + 1)ty < t; < tg < t1 + 1;
para z € X temos que

]
[ TO () — Ttz | = | / TE+) (5)zds |
t

I

t2
| [ A™T(s)zds ||
ty

IA

/ N T(s = 1) I AT ()2 | ds,

ty

< Mt —t1) | AT (1) |,
de onde concluimos que
I T () =T () | < Mt —t) || AT(4) |-
Por tanto (c) é verificada. A prova do teorema esta completa. m

Corollary 3. Assuma que as condi¢ées do Teorema 8 sdo verificadas. Entdo a funcado
((n 4 1)tg,00) = L(X); s = T(s)x é n-vezes diferenciavel e T (t) = AT (t).

Demonstragao: Seja 0 < k < n. Do teorema anterior sabemos que a fungdo (nty, co0) —
L(X), s = T*=1(s) = A*~1T(s) é continua, por tanto para t > nt, temos que
t+h
TED (¢ + h) — TED(t) = / AFT(s)ds, (2.7)
t

0 que mostra o resultado. m

Corollary 4. Suponha que (T'(t)):> € um Co-semigrupo diferencidvel. Entdo
(a) A fungdo (0,00) — L(X);t — T(t) é de clase C™;

b) Para cadan € IN e todot >0

T (1) = (AT(%))n - (T’(%))n. (2.8)

Demonstragao: A propridade (a) é conseqiiéncia do Corolario 3. Para mostrar (b)
usaremos indugdo. Do Teorema 8 vemos que a formula (2.8) é vélida. Suponha que (2.8)
vale para cada 0 < k < n, onde n € IN é fixo. Sabemos pela hipoteses de indugdo que
parat > s

n t n S n
TM(t) = (AT(-))" =T(t ~ s)(AT(-))",
pelo que diferenciando respeito de t teremos que

T (t) = AT(t — s) (AT(%)Y

Finalmente, usando s = na ultima igualdade, temos que

n+
TN = AT - ") (AT(EE))
t ¢
= AT(—)AT(=),

o que completa a prova do Corolario. m
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2.4 Semigrupos Analiticos

Em esta segao estabelecemos as principales proprieades dos semigrupos analiticos.
Estamos especialmente interesados em um resultado que caracterize tal classe de semi-
grupos, ou seja, de um resultado que nos forneca de condigdes suficientes para garantir que
um determinado operador é o gerador de um semigrupo andlitico. Nesta se¢ao, sempre
A: D(A) € X — X é um operador linear fechado com dominio D(A) denso em X. Mais
ainda, em esta segao diremos que A verifica a condigdao A, onde 0 < ¢ < 7, se a seguinte
propriedade é verificada.

Condigao A; : Diremos que o operador A verifica a Condicao Aj; se

>, = {reWN:largrl < 5+ 51\ {0} € p(4) (2.9)

e se para cada 0 < &' < § existe Mg > 1 tal que

. MJ' ~
| R(A: A) ||< DR Ae Zy, A #0. (2.10)

Para comezar o estudo dos semigrupos analiticos, consideremos a seguiente defini¢ao.

Definition 8. Seja A = {z € IN: ¢ < arg(z) < ¢2, $1 <0 < ¢2}. Uma familia de
operadores lineares limitados (T(2)).ea em X € um semigrupo analitico em A, se as
seguintes condi¢des sao verificadas.

(i) A fungéo z — T(z) € analitica em A;

(ii)) T(0) =1 ¢ lin(l)T(z)x =z, para todo € X,
z—>

(iii) T'(z1 + 22) = T(21)T(23), para todo z, z3 € A.

Da teoria da transformada de Laplace, sabemos que se A : IR"™ — IR™ é um operador
o

linear e u(-) e solucdo da equacao diferencial z'(t) = Az(t) entdo u(t) = / est(I —
Al
A)~'ds. Considerando isto, para r > 0 definimos a familia de operadores (S(z))ey, como

se indica a continuacgao.
1

-—/ e R(u : A)dp, z€Y.y, 06 <4,
v(r,6")

S(z)={ 2mi (2.11)
Id1 z = O)

onde y(r,8") = v1(r,8") Uye(r, 8"y U ys(r,8') é a curva C* por partes definida por
nir) = {pee2) . pe fr,00)},
Yo(r,8') ={re?: —n/2-8 <0< 71/2+8'}, (2.12)
1(rd) = {p ) pe fr,00)}.

Antes de mais nada mostraremos que a familia (S(z))es, esta corretamente definida.
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Lemma 1. Se A verifica ¢ Condigdo A; entdo cada operador S(z), z € ) ;, esta
corretamente definido € linear e continuo em X.

Demonstragao: Seja z € ) 5 onde 0 < ¢’ < 0. Estudemos inicialmente a convergencia
da integral em (2.11) sobre a curva y(r,8' — €) onde r = 117' e €= 55‘2—‘5' Estimemos

| e#*R(u : A) || para p € y(r,8' —¢€). Se p € i(r,d' —€) entdo pz =| pz | el@rem)+aniz) ¢

3
g + € < arg(p) + arg(z) < -2£ —€ (2.13)

pois | arg(u) |= 5 +6 —¢, |arg(z) |[< § + 6 e 6 < §. Usando agora (2.13) vemos que

Re(uz) = |pz| Re(ei(arg(#)+arg(2)))
= | pz | cos(arg(k) + arg(2))
71- -
< |pz cos(z + €) = — | pz | sin(e),
e por tanto que
Re(pz) = — | pz|sin(e), p € 1(r, 8" —e). (2.14)

Similarmente, se 4 € y3(r,d' — €) temos que

Re(uz) = —|upz|sin(e), p € y3(r, 8 —e). (2.15)
E claro agora de (2.14) e (2.15) que

| et? | < e luzbsin(e) p € vi(r,d' —e), i=1,3. (2.16)

Usando agora a desigualdade (2.16) vemos que

3

1 ez .
| S(z) | < ;Z}/vi(r,dr_e) | e R(p - A) || du

* - |z]sin(e) " ezl 1 s 1
< P My _dp + || eT R(+—¢" : A) || d6
L - l z l ‘ z I
l2] |
+_l_ e-p|2|8in(€)M6/_gdp
2m i
2My_e [ ;
< __6_/ e—psm(E)dp + 2reMy _,
2m 1
e entao que
S oL e—sin(e) 5
< (—— + , 2.1
1S@ 1 < My rome), ze X, (217)

o que prova que o operador S(z) e beim sobre (r,d' — €) e que es um operador linear
continuo.

Vejamos agora que a definigdo de S(z) é independente da curva y(r, §) sempre que
2 € )5 Sejam 0 <& <4 <4, 0<m <mpeze 25,1225, Como a fungdo
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p — €**R(p, A) e analitica em ) _;, para mostrar que a defini¢do de S(z) é independente
da curva y(r;, 6;), 1 = 1, 2, é suficiente observar

02
||/ e R(u: A)dp ||g/ e? ) dp — 0,
¥(p)

61

quando p — co onde y(p) é a curva que descreve o conjunto {pe® : § € [41,02]}. A prova
esta agora completa. m

Observation 4. Se A verifica a Condicao A, da demonstragio do Lema 1 e da analati-
cidade da fun¢do p — e**R(p, A) sobre ) ;, inferimos que para cada z € )

1
27

S(z) = / ¢4 R(u : A)dp, (2.18)

y
para toda curva, y C Y5, de classe C* por partes “unindo ” ocoe "3%%) com ocoelF+9),

No seguinte resultado mostraremos que a familia de operadores definida em (2.14) é
um semigrupo analitico de operadores lineares em X.

Theorem 9. Suponha que A wverifica a Condigdo A;. Se (S(2)).ex, o familia de
operadores definida em (2.14) entdo as sequintes as seguintes propriedades sdo verificadas.

(i) Para cada 0 < &' < § o conjunto {S(z):z € > 5} € limitado em L(X).
(ii) A aplicacio z — S(z) € analitica em ) ;.
(iii) S(21 + 22) = S(21)S(22) para todo 21,2, € > 5.
(iv) Para todo (8',z) € (0,0) x X, a fungdo Y 5 — X; z = S(2)z € continua.

Demonstragao: Mostraremos cada item em forma separada. A propriedade (i) segue

diretamente da estimativa (2.17). Lembramos que para € = ‘5—‘2‘5—

e~ sin(e)

< (e .
| S(2) | < 2Ms_( () + 27e), z € ZJ_E

(ii) A analiticidade é conseqiiéncia direta da analiticidade de p — e**R(u; A) em > ; e
do Teorema de Fubbini. Os detalhes serao obviados.

(iii) Sejam 2,2, € Y 5, 0 < 8’ <6 e ¥(1,6"),v(1 + ¢,8"), ¢ > 0, curvas de classe C! por
partes definidas como em (2.12). Fazendo uso do Teorema de Fubinni, da identidade

R(p: A)R(N: A) = Rlp:4) = RO : 4) e do fato que

A—p
1 el‘zl
— du = 0, A€ y(l+¢d),
2m Sy A — 1
1 AZ‘;
- ¢ dx = e, M e 'Y(la 51)’

2% Sy A — W
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vemos que

1
S(2)S(2) = (%)2 / R 4) / o RO A
(4 ,y c !
— / / e,uzl AZQ ( ° A) - R(/\ : A))d/\dl.ll
27”’ 1(1,6") Jy(14c,0') A=

un R A)( ! / e dz\) d
= _— [ 1 u, /J:
27rz Y(L,8) 271 Jypeqy A — 1

Hz1
L A2 R(\ : A)( ! / ¢ d;L)d)\

271 Y(1+¢,8") 2 +(1,8") A— H
1
— 5 e”zl+“z2R(u - A)dp,
Tt Jy(1,8)
e por tanto que
1
S(21)S(22) = / etEt) Ry Aydp = S(zy + 22),
27TZ (1 é)

quando z; € ) 5. Isto prova (iii).

Mostremos agora (iv). Seja 0 < ¢’ < 6. Como a familia de operadores (S(2)).ex, é
uniformemente limitada em ), é suficiente mostrar a propriedade para x € D(A). Seja
z € D(A). Da identidade R(u : A)Az = pR(p : A)z — z e da representagao de S(z),
z € )5, temos que

1 1
S —z = — e*R(u: A) — =)zdu
) 2m1 '7(1,5’)( H
1
= — e"*R{p - A)Azdy.
271 ¥(1,8") ( )

Resulta evidente que e**R(p: A)z — R(u: A) se z — 0. Mais ainda, como

et* M
1+e) |z,
E e |z

pelo.teorema da convergencia domminada concluimos que

R(p:A)Az | <

1 R(u: A)A
lim (S(z)z—z)= ——/ Mdu. (2.19)
ZE€Y 51,20 2m1 7(1,8") i
. R(u: A) - .
Obsevamos agora que da analiticidade de p — -—T na regiao a direita de y(1,0) e
do fato que
CA
lim E(“——-)Axdu 50,
r—0 C, )’

quando r — oo, onde

C,={re?:0¢ (%”m',gw')}

20



obtemos que

R(pu:A
1 , _________(M )Axd,u =0,
2m Jygy M

o que por (2.19) mostra a propriedade. A prova do Teorema esta agora completa. =
Sebemos do Teorema (9) que a famila (S(z)).ex, definida em (2.11) é um semigrupo
analitico em ) ;. Mais ainda, veremos no proximo resultado que A é o gerador de

(5(2))ze5;-

Proposition 2. Suponha que A verifica a Condigao Aj e seja (S(2)):ex, a familia
de operadores definida em (2.14). Entdo (S(z)).cxy, € um semigrupo analitico em ) ; e
A: D(A) C X — X € seu gerador infinitesimal.

Demonstragao: Do Teorema (9), é claro que (S(2)).ex, é um semigrupo analitico em
Y 5. Por tanto so resta mostrar que A é seu gerador infinitesimal. Seja B o gerador

(S(2))zex,- Sabemos do Corolario 1, que R(A : B) = / eMS(t)dt para todo A > w onde

0
w é o exponente garantido pelo Teorema 1. Seja A > w e r < A. Da representaciao de
S(z), veja (2.14), e as observagdes anteriores temos que

R(A:B)z = /00 e MS(t)zdt

o0
= —L e (/ e Riu : A)d,u) dt
2me 0 7(r,5)

= L R(p: Az (/ e(““’\)tdt) du
2m ¥(r,8") 0

_ L/ R(p - A)xdu,
21 Sy (B—A)

por tanto

g - 1 Ry : A)

Sejam agora p > 1 e A(p,d"), v(p,7,&') as curvas de classe C' por partes descritas na
forma A(p,d') = {pe?? : —w/2 -8 <O <7w/2+ 8}, v(p,7,8") = UL, v(p,7,6) onde

n(p,r,8) = {se"/2) s r,pl},
T2(p, 7, 8") = {rew c —wf2 -0 <0< 7/2+ 5'},

’73(p; T, 6,) = {se—i(w/2+6,) P € [T7 :0]} ’

orientadas de manera que A(p, ') seja descrita no sentido antihorario. Pelo Teorema de
Cauchy Remman, sabemos que para I'(p, r, ") = v(p,r,90") U A(p, ")

1 R(p: A)
ROA:A)z = — / A
( ) 2m Jrgp, ey (B —A)

1 / R(u: A) 1 / R(u: A)
= 5= —dp+ o ———=du,
211 Sy (10— A) 218 Jargy (0= A)
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o que do fato que

Riu: 4) My
/w Iy Hew < /, ot a2 0

quando p — oo e (2.20) permite concluir que R(A: B) = R(\ : A) para todo A > w. Isto
prova que A = B. A prova esta completa. m

Antes de enuciar o proximo Teorema precissamos de um lema técnico. A prova do
seguinte resulado é simples e em geral limitada a procedimentos algebricos, e por esta
razao serd omitida, para detalhes, veja [21].

Lemma 2. Seja B : D(B) C X — X um operador linear. Entdo as seguintes pro-
priedades sao vdlidas.

(i) Para todo A\, p € p(A), R(A: A) — R(p: A) = (p — AN)R(A: A)R(u : A).
(ii) Para todo \, u € p(A), R(A: A)R(p: A) = R(ps: A)R(A : A).

(iii) Sep € p(A) e|A—p| || R(p: A) ||< 1, entdo A € p(A) e R(X : A) Z(# A)"R(u
A)n+1-

d"R(\: A)

(iv) A fungdo p(A) — L(X); X = R() : A) € analitica e <

Ay,

= (=1)"n!R()

No préximo resultado, o principal desta secao, sao estabelecidas condi¢bes nessesarias
e suficientes para que um operador fechado A seja o gerador de um semigrupo analitico.

Theorem 10. Suponha que A : D(A) C X — X ¢é o gerador infinitesimal de um semsi-
grupo uniformemente limitado (T'(t))i>0 € que 0 € p(A). Entdo as seguintes condigdes
sao equivalentes.

(a) O semigrupo (T'(t))i>0 pode ser extendido a uma regido I's = {z : |argz| < 6} tal
que (T(2))zer, € uniformemente limitado em T'y para todo 0 < &' < 6.

(b) Eziste C > 0 tal que para todo o > 0 e T # 0,

| Rlo +ir: A) < !% (2.21)

(c) Eziste 0 < 6 < % tal que A verifica a Condigao Aj.

(d) O semigrupo (T'(t));>0 € diferencidvel e existe C > 0 tal que || AT(t) ||< € para
todo t > 0.

Demonstracao: Vejamos primeiro que (a) implica (b). Sem perda de generalidade, nos
assumiremos que 0 < § < 7. Seja 0 < ¢’ < d e Cy > 0 tal que || T(z) ||[< Cy para todo
2 € I'y. Estudemos inicialmente o caso A = o + i1, 7 < 0. Sabemos do Corolario 1 que

R(\: Az = / e T (t)zdt, z € X.
0
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Para r > 0 definimos a curva C* por partes A, = U3_; Al onde

Al = {pe‘i‘s' ipE [O,r]},
A2 = {re™™: 0€(0,},
A = {t :te]o,r]},

as que sdo orientadas de modo que A? seja descrita no horario. Usando que p — e*T(u)
¢ analitica em I'y e o fato que

& ,
[ e Taanl < ¢ [ feenne g
A2 ]
6'
< Cl/ e—r(acos(e)—sin(a))d0
0
6’
< 01/ erTsin(B)d97
0
temos que
I [ T o,
AZ
quando r — 0 o que implica que
R(A:A) = / e T (u)dp (2.22)
Ty
onde ['}; = {pe=*" : p > 0}. Usando agora a representacio (2.22) vemos que
1RO | = [ 1T ) s
6,

00
< Cl / e—p(o cos(8’)—1 sin(J’)dp
0

&
o cos(6') + 7sin(d')’

e entao que

C
| Rlo +i7:a) ||I< —, o>0,7<0, (2.23)

onde C é independente de 7 e 0.
Usando as mesmas ideas anteriores e possivel mostrar que paraoc > 0e7 > 0

R(o+1ir: A) = / T (p)dp
s

onde [’y = {pe™™ : p > 0} o que permite mostrar que

‘\IQI

|| R(o +iT :a) ||< —, oc>0,7>0, (2.24)
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sendo C uma constante independente de 7 e 0. Agora (2.21) é conseqiiéncia de (2.23) e
(2.24).
Mostremos agora que (b) =>(c). Pelo Corolario 1, sabemos que existe M; > 0 tal que

M . : :
| R(c +47) ||[< — quando o > 0. Isto, juntamente com (2.21) nos permite concluir
existe M > 0, independente de 7 e o, tal que

M

R it A) || ——m—
I Blo+ir: A)I< T,

o>0,7#0. (2.25)
Seja z = o +147 com o > 0. Como A — R() : A) é andliticaem U = {z € IN : Re(z) > 0}
do Lema 2 se deduz que existe uma vizinhanca U de z tal que para todo A em este aberto

[e9]
R(M: Az = Z R(o +ir : A" (o +ir — )™ (2.26)
n=0
Se A = Re()) + ir, sabemos que a serie (2.26) converge para A tal que | R(o + 17 : A) ||
0—Re(A) |[<k <1,ouse|o—Re(\) |< =5 kTl bara algum 0 < k < 1, onde C é a constante
m (2.21). Como o >0ek € (0,1) sdo arbltrarlos das observagdes anteriores concluimos
que

T 1
U Ulk) = U {A € IN | arg(}) |< 9 + karCta‘n(E)} = Zarctaﬂ(‘é‘v),
k€(0,1) ke(0,1)

o que prova (2.9).
Em relagdo a (2.10), sejam z = 0 + i1, 0 > 0, e A = Re(A) + iT e suponha que
| o — Re()) |< =7 Hrl onde k € (0, 1) Nestas condigbes, que sao as que definen

arctan( )7
vemos que
I RA: Az || = || Y R(o+ir: A" o+ir—\)"|
n=0
< Y Il Rlo+ir: A) "o — Re(\) |
k=0
>, C k||
< n+1 n
< X}HQ (=)
k=0
C o0
< kn+1
S
C
< ——_——)
T 1=k ||
e entao que
VCT+1 1
IR : Az || < R (2.27)

1-k A

Do anterior concluimos que para ¢’ = k arctan(é), existe Mg > 0 tal que

MJ'
< —
I ROV 4) i< 5 XeY L A#0

24



o que completa a prova de (b) =(c).

Vejamos agora que (c) =>(d). Pelo Teorema 9 sabemos que a familia de operadores
(S(2)):exy, definida em (2.11) é um semigrupo analitico em ) ;. Mais ainda, da definigao
de S(z) temos que para t > 0

1
Sit) = — e R(u : A)dp, (2.28)
2mi ¥(r,6")
onde (r, d') é a curva de classe C' por partes descrita em (2.12). Como pela Proposigao
2, A é o gerador infinitesimal de (S(2)).ey,, temos que (S(z)).ex>, é uma extensao de
(T'(t))e>0 € em particular que

1
= — ut : .
T(t) 5 [r(r’y)e R(p: A)du

Como o operador u — u{!) é fechado no espaco de funcdes continuas, e o nimero r, da
defini¢do de T'(z), é erbitario; para mostrar a diferenciabilidade de t — T'(t) é suficiente
provar que a integral

1
— pe! R(p : A)dp, (2.29)
21 7(1,8")

é convergente em L£(X). Diretamente da definicdo de curva (1, "), vemos que

[ e R )| du
(')
0o 00 )
< M,;l(/ eptcos(-§+6’)dp+/ eptcos(—(%+6’))dp+/
1 1 -

o0 us c c
< M‘;/(Q/ eptcos(%-ky)dp_,_/ et(1+0)dg) < 2
— _ t t )
1

-7

et cos(8) d9)
d'l

onde My é a constante em (2.10) e ¢;, ¢+ = 1, 2, sdo independentes de ¢t > 0. Do anterior
concluimos que

C
/ | ne*Rp: A) ldp <
¥(r,d")

onde ¢ > 0 é uma constante indepedente de ¢ > 0. A ultima estimativa mostra que
s — T'(s) é diferenciavel em t > 0 e que

T'(t) = / pet R(p : A)dp,
¥(r.,8")

o que completa a demonstracao desta parte do Teorema.
Finalmente, vejamos que (d) = (a). Como (T'(t));>o é diferenciable, sabemos do Coro-
lario 4 que a funcgdo t — L(X); t — T(t) é de clase C*® e que T™(t) = (T"({))" =

(AT (L))" para todo t > 0 e todo n € IN. Fixemos t > 0. Usando que QT < e" temos que
n!
T™(¢) n 1 vty im n
i R ] EdC Y P
1,Cn,, n
< H(T) lz—1|
eC n
< (T |z—1t])
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de onde deduzimos que a serie

%0 p(n)
T(z)=T()+ Y )

n!

(z—t)™ (2.30)

t
é convergente para z € IN tal que | z — ¢ |< o Para algum k € (0,1). Assim a familia
e
1
T(z) é beim definida na regiao F_Cl_ ={z € IN | arg(2) |< arg(az)}.

Mostraremos agora que (7'(z)).ex, é um semigrupo analitico em I's onde § = arg(a)

e k € (0,1), o que completard a prova do teorema, pois é evidente que (7'(2)),er, é
uma extensao de (T'(t));>o. O fato que a fungdo z — T(z) é analitica é claro, pois
da representagao (2.9) temos que a funcdo e localmente analitica. Vejamos agora que
T(z1+22) = T(z1)+T(22) para z1, z; € I's. Sejat > 0 e definamos a fungdo F : I's — L(X)
por F(z) = T(t)T(z)—T(t+2). E claro que F(-) é uma fungio analitica e que F' = O'sobre
[0,00) 0 que nos permite concluir que F = 0 sobre I's. Por tanto T(t)T(z) = T(t + 2)
para todo t > 0 e todo z € I';. Usando o mesmo argumento anterior, definimos a fungao
G :Ts = X por G(2) =T(21)T(z) —~T(z,+ 2) onde z; € I's é fixo. Sabemos pelo anterior
G = 0 sobre [0,00) o que pela analiticidade de G nos permite concluir que G = 0, e por
tanto que T'(z; + z2) = T(21) + T(22) para todo 2z, 22 € 5.

Vejamos finalmente a limitagdo do semigrupo em I'y. Da definicao de [y, para z € T's

kt
et>0talque|t—z|<g5vemosque

i (n)
176G 1 < 17e )+ O
k=0 ’
< 1T 1+
k=0

< | T@ I +D K
k=0

o que implica que || T(2) ||<|| T(¢) || +3 = M, para z € 'y, mostrando assim a
limitagdo em ['y. A demonstracao do Teorema esta completa. =

O proximo Teorema é um interesante resultado que nos auxiliara no capitulo trés
quando estudemos o problema da existéncia de solugdes para o problema impulsivo (4.31)-
(4.33).

Theorem 11. Seja (T'(t))i>0 um semigrupo diferenciavel parat > 0. Se

1
limsupt || AT(t) ||< =,
t—0 €

entido A € limitado em X e (T(t));>0 pode ser extendido a um semigrupo analitico em IN.

Demonstracao: Pelas hipoteses sabemos que existem k¥ € IN e 6 > 0 tais que ||
AT (%) |l< 12 para todon > k e cada ¢ € [0,1]. Sejat € [0, 1] e definamos a serie

. T(n)
T =3 oW, gy

n!
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n

Como T (t) = (AT(L))", veja Corolario 4, e % < " quando n € IN; vemos que

e ¢]

z—t]|" n
It < Y ES reg)
n=0 )
k 00
Z—tr to 2—t] too
< YLy g+ 3 '—T;—'—n (AT(H) |
n=0 ) n=k+1 ’
k
z—t|" % z— 1
< Y pardyr sy BT L
n=0 n=k+1
Iz_tln n
S C1+ Z (S) ’
n=k+1

-1
o que implica que 7'(z) esta bem definido quando 2 ; |(1 —d) <k<1lparake(0,1).

Por tanto, e possivel definir uma extencao analitica de (T(t));>o na regiao

Z U{zEIN|z—t|<( 6)}

te(0,1]

Como 0 é um ponto interior de Y, T(z) é analitico em 0 e por tanto que a funcio
> — L(X); z = T(z) é continua em zero. Finalmente pelo Teorema 4 concluimos que A
é um operador limitado e que T'(z) pode ser definido para todo z € IN usando a expressao
T(z) =>4 (A: A prova do Teorema estd completa. m

2.5 Poténcias Fracionarias de Operadores Lineares
Fechados

Nesta secao estudaremos poténcias fracionarias associadas com um operador A :
D(A) ¢ X — X tal que —A é o gerador infinitesimal de um semigrupo andlitico de
operadores em X. Com este objetivo, em toda esta secao sempre assumiremos que a
seguinte condigdo técnica é verificada.

Condigao A, ,. A:D(A)C X — X ¢é um operador linear fechado com dominio
denso em X tal que

ADY = (AelN:w<|ag(\) |<TIUV
€
M
A <
| R(A:A) || < e AGZW,

. vis
onde V' € uma vizinhanga de zero e 0 < w < 5
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Nas condigbes anteriores, deduzimos do Teorema 2 que —A é o gerador infinitesimal
de um semigrupo analitico que notaremos (7'(z)). Mais ainda, é fazil deduzir que para
6 > 0 suficientemente pequeno —A + 61 € o gerador infinitesimal do semigrupo analitico
S(t) = e’*T'(t). Do anterior e Teorema 10 temos que as seguintes estimativas sdo validadas.

IT@) ) < Me™ (2.31)
|AT@) | < e (2.32)
| A"T() || < %’le“‘”. (2.33)

Da teoria de func¢oes em variavel complexa sabemos que para o =n € IN,

-n
= — d
2 Cr,u—zu

2" ! a

onde C, é uma circunferencia centrada em zero e de raio r >| z |, orientada no sentido
antihorario. Em forma similar ao feito na teoria de funcoes de variavel complexa temos

que
1
A" = — A - uly) M
2t Jo P (A — plg) " dp
é a inversa do operador A". O anterior e a analiticidade da funcdo z — (4 — z[;)~! em
p(A), motiva a seguinte defini¢ao.
Definition 9. Para a > 0, A™* € o operador definido por
1
AT = — 27%(A - 20)"'dz (2.34
218 Joy(r0) )
onde (r,0) € a curva descrita em (2.12) e § > 0,7 > 0 sdo tais que y(r,8) C 3_,_ .

Lemma 3. Para cada o > 0, A= € L(X). Mais ainda, se o € (0,1) entdo

Ao = T /00 s7(A+ sI)"ds, (2.35)
T 0
e
Ao 1 / ” 517 (5)ds. (2.36)
I'(@) Jo

Demonstragao: Primeiramente observamos que sobre a curva y!(r, §),

” / Z—a(A _ zI)““dz ” < / ” 6~a(logs+i6)(A . Seid)—leié H ds
7 (r,d) u
o ,—alogs
/ ¢ ds
, l+s
r+1 ds © s
< st +1
T s« r+1 s

(r 4+ 1) — 7l 1
-« afr+ 1)

IA
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O mesmo tipo de estimativa feito sobre a curva v!(r,d), nos permite concluir que

1)i-e 1
I (A -z2D)dz || < P+

< ) i=1,3. (2.37
i(r,6) l-«a a(r + 1)« )

Por outro lado,

e—a(logr+i0) (A _ Tei0)—1,m~ei9d0 H

I wea-anaz) =
7%(r,0)

¢
-4
§ —alogr
€ T
< [ S w

-4 1 +7r
é
< / rdg,
-5
assim
Il /2( 5 A -2z || < 2@l (2.38)
’y T)

o que juntamente com a estimativa (2.37) nos permite concluir que A=* € L(X).

Seja o € (0,1). Para mostrar que a representagdo (2.35) é valida, observamos in-
cialmente que como consequéncia do Teorema da convergencia limitada de Lebesgue, a
analiticidade do integrando na regido ), e a estimativa (2.38) temos que

1

A—a = -
271 7(8)

27%(A = 2I)dz (2.39)

onde () = v'(8) UY*(d) e
’)/l ((5) {pei(w/2+6) D p > 0} ,
72(5) — {p—i(’ll’/2+5) D p> 0}

estdo orientadas no sentido da orientagao das curvas ¥i(r,4),7 = 1,3. Se a € (0, 1), temos
que

H

1 o0 . . .
A% = 53 zZ*(A-2)"Mdz = 5 roeite (A— re“s)_le“sdr
) ™ Jo
" 1 o0 . . .
90 r‘“e_z‘s"(A - re"s)_le““sdr.
i J,

Fazendo agora 6 — 7 e usando a analiticidade do integrando, da equacao anterior temos
que

AT = —apime( A -1 —Ddr — — —apTIma( A -1l7

2m.0re(+r)()r 27ri0Te (A+7)""(-1)dr
1 [ 4 .

= 5= i (e — ™) (A + 1) tdr

= ——1—— r~*2isin(ma) (A + ) tdr
21 Jo
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i 0



ou seja

A0 = Slnsrm) / r=*(A+r) " dr. (2.40)
0

o que prova (2.35). Usando (2.40) e que (tI + A)~! = / e 'T(s)ds, t > 0, ( veja
0

Corolario 1) vemos que

A = Si“(:o‘) /0 e ( /0 ) e‘"T(s)ds) dr
- Smsrm) /0 " 1(s) ( /0 N r-“e‘"dr) ds
- sl (") (o)

on temos usado a mudanca de variavel u = st. Finalmente da defini¢cdo de funcao I
obtemos que

1 oo
A7 = ———/ s* (s ds,
I'(a) Jo (s)

o que completa a prova do lema. m
No que segue usaremos (2.36) como definigdo de (—A%).

Definition 10. Para o > 0 definimos o operador A* por

1 * a—1
— T(s)d
ae={ T /0 s (s)ds, a >0,
Id, a=0.

O proximo teorema resume algumas importantes propiedades dos operadores A™%, o >
0, as que serao importantes no capitulo 3.

Theorem 12. As seguintes propriedades sio vdlidas.
(a) Sea,B >0 entio A~(@+P) = A—aA~B

(b) O conjunto {A~*: a € (0,1)} € limitado em L(X).
(c) l[iﬁ)l A% = x para todo x € X.

(d) A~® € injetor para cada a > 0.

Demonstragao: Mostraremos cada item em forma separada.
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(a) Da defini¢do dos operadores A™” vemos que

ATCA7P = _a%_ﬁ_) / / >~ PAT (¢ + s)dtds

- _J)lr—/ g 1/ )P \T () dudt
= Ta)}f'(_ﬂj/o (/0 t* Yu — )P~ 1dt) T(u)du

1

= — lv"‘_l — )P~y . oou"‘ A1T(u)du
= T ), e [ T

— 1 0 a+8-1
_—F(a+ﬂ)/(, u T(u)du,

t r !
onde a mudanga de variavel v = ~ea identidade Dor +va) = / w1 — u) 2 du
0

) I'(v1)I(v2)
fueron usadas. E claro agora que A—*A~F = A~(a+h)
(b) Claramente A~1, A° sdo limitados. Por outro lado para, a € (0,1) vemos que

|4~ | < 'S‘“ '/ £ || (¢ + A)7Y || dt + 'S‘”a”/ £ || (¢ + A7 || dt

< M|sm7ra)|/ t_adt+M|sm7ra I/ dt
| sin((1 — a)7) | 4 M| sin(ma) |,
(1—a)r am

M

. . . ~ sin(t) , .. .
0 que permite mostrar a propriedade, pois a fungado ¢t — t( ) é limitada sobre (0,1). A

prova de (b) esta agora completa. m

(c) Como pelo item anterior o conjunto {47 : a € (0,1)} ¢ limitado em L(X), é
suficiente mostrar a propriedade para z € D(A). Seja z € D(A) e fixemos y € X tal que
x = A™'y. Como a fungdo # — I'(#) é continua, crescente e I'(1) = 1; para t > 1 temos

1]

que < t. O anterior, em conjunto com o Corolario 1 implica que

I'l+a)

| Az —z|| = | A0y Ay
1 o0 o0
= —_— t*T(ydt — T(t)ydt
HFO+QLA )y A ()ydt |

o0 ta
[ -1[irewna

k [oe)

ta

M S e dt + M / te % dt
/OF(1+a) |yl ; e |yl

S Il(k, C\f) + ]2(/6)

IN

onde hemos usado desigualdade (2.31). E facil mostar que I»(k) — 0 quando k — oo e
que para k fixo I;(k,a) — 0 se @« — 1 pois ['(1) = 1. Isto prova a propriedade.
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(d) Como pelas hipoteses A™! é injetor, cada A™", n € IN também é injetor. Se A=%z = 0
enc INetal quen>aentao A"z = A" A%z = () 0 que implica que z = 0 e entdo
que A™® é injetor. A prova do Teorema esta agora completa. m

Pelo item (d) do teorema anterior é possivel introducir a seguinte definicao.

Definition 11. Para o > 0 definimos A* = (A=)t : D(A%) € X — X com dominio
D(A*) = R(A™®) onde R(A™*) = {A™*z: 2z € X }.

Theorem 13. Nas condigcdes anteriores, as sequintes propriedades sio verificadas.

(a) A% € um operador fechado.

(b) Se a > B> 0 entdo D(A*) C D(AP).
(¢) D(A%) = X para todo a > 0.
(d) Se a,B >0 entio A**P = A*APz para x € D(A") e v = max(a, B, a + B).

Demonstracao:
(a) Como A™“ é continua, tem-se que 0 € p(A™%) e por tanto que A* é fechado.
(b) A propriedade é evidente pois pelo Teorema 12 sabemos que A=¢ = A8 A=(e=F),
(c) A propriedade é conseqiiéncia direta da propriedade (b) e do Teorema 8.
(d) A prova é obtida, facilmente, usando os resultados anteriores. m

Em condigdes mas restrictivas é possivel obter uma formiila explicita para A%, o > 0,
este é o objetivo do préximo resultado.

Theorem 14. Se a € (0,1) e x € D(A) entdo
A%g = ﬁg—o‘l /Ooo t* At + A)dt (2.42)
Demonstracgao: Pelo Lema 3 sabemos que
Az = ﬁfﬁf}'—‘—) [oo t* (¢ + A)'zdt.
0

Como A é um operador fechado e a fungdo t — t* 1A(tI + A)~'z é continua, para
completar a prova é suficiente mostrar que esta funcdo € integravel sobre [0, 00). Usando
o0

que R(a: A) = / e~ *T(t)dt, veja Corolario 1, e (2.31) temos que
0
|t AT + A) 'z || = | t"‘—1/ e *'T(s)Azds ||
0
< Mt>! / e~ || Ag || dt
0
1

< M A

e entao que

IA

o] o0 a—1
/ [ s°TAGsI + A)lz ||ds < M || Az H/  _ds
0 0 + 6

s

M || Az || /1 1ds+/mld < 00
s

0651—01 1 g2-a ’
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o que finalmente mostra o resultado. m
Finalizamos este capitulo com um resultado que resume algumas propriedades dos
operadores A*T'(t) onde (T'(t))>0 é o semigrupo andlitico gerado por A

Theorem 15. Nas condigies e notagoes anteriores sio verificadas as sequintes sao vali-
das.

(a) T(t)(X) C D(A*) para todot >0, > 0.
(b) T(t)A%x = A*T'(t)x para todo t > 0 e todo x € D(A%).
(c) Parat >0 ea >0, A*T(t) é limitado e existe M, > 0 tal que

| A°T(t) || < Mot~ (2.43)

d) Para cada a € (0,1] existe C, > 0 tal que
(d) q
| T(t)z —z ||< Cat® || A%z ||,
para todo x € D(A®) e todo t > 0.

Demonstragao: Como T'(t) é um semigrupo analitico, do Teorema 8 sabemos que para
t>0etodon e IN, T(t)(X) Cc D(A"). A condi¢do (a) e agora conseqiiéncia do item
(b) do Teorema 13.

Vejamos agora (b). Da definicdo de A™®, para z € D(A®) e x = A™%y temos que

Ttz = T(t)A %y

T0) (g [ o T
1

= oos"‘_lT s)T'(t)yds
L e T
= ATT(t)y
AT (t) A%z,
por tanto que A°T'(t)x = T(t)A%z. Isto prova (b).
Pelo item (a), A°T(t) é um operador fechado e definido em todo X. Assim A“T(t)

é limitado como consequéncia do teorema do grafico fechado. Mais ainda, se a > 0 e
n € IN sao tais que n — 1 < a < n, de 2.33 temos que

| A*T(@) || = | A*"A™T () |
1 [o 0]
< n—a—1 AnT
< ———F(n_a)/o 57 | AT (¢ + 5) | ds
M oo
< " n—-a-—1 —n ,—06(t+s)
< F(n—a)/o 3 (t+s)"e ds
Mpe~Stt—a [
< n n—oa—1 —-n
S Tmoa) /0 u (1+u)"du
Mae—dt
< )
< wa
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onde M, é uma constante independente de ¢ > 0 e a mudanca s = wut foi usada. Isto
prova (c).

Mostremos para finalizar (d). Usando a propriedade em (c) e o Teorema 2; para
z € D(A™®) vemos que

1Tz -] = | / AT(s)ds |

IN

t
/0 | AT (s) ||| A% || ds

t

< Cio || A%z H/ s ds
0
Ci-a || A% || t*

— ’

(07

o que prova (d) e completa a demonstra¢ao do Teorema. m
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Capitulo 3

O problema de Cauchy abstrato nao
homogéneo

Neste capitulo estudamos o problema semilinear

at) = Au(t) + ft,u(t), O0<t<T, (3.1)
w(0) = uo, (3.2)

onde A : D(A) C X — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo
de operadores lineares limitados (T'(t))i>0 em X e f : [0,7] x X — X é uma fungdo
apropriada.

3.1 O problema de valor inicial nao homogéneo

Nesta primeira se¢do consideramos o modelo diferencial mais simples

u(t) = Au(t) + f(¢), 0<t<T, (3.3)
u(0) = wo, (3.4)

que nos auxiliard no estudo do problema (3.1)-(3.2).

Definition 12. Uma fungdo u : [0,T] = X € uma solugdo cldssica do problema (3.3)-
(8.4) seuwe C([0,T): X)NCY(0,T) : X); u(t) € D(A) para todot € (0,T) e (3.3)-(3.4)

sao verificadas.

Se u(-) é uma solugao classica de (3.3)-(3.4) e f € L*([0,7T] : X), entdao para 0 < s <
t < T temos

L@ - spuls)] = ~AT( — s)u(s) +T(t ~ 5)(Au(s) + £(5))

de onde segue que t
u(t) =T(t)x + / T(t— s)f(s)ds.
0

Isso mostra o seguinte resultado:
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Proposition 3. Se f € L'([0,T) : X) entdo o problema (8.3)-(3.4) tem no mdzrimo uma
solugdo cldssica. Além disso, se u(-) é solugdo cldssica entdo

u(t) = T(t)x + /OtT(t ~s)f(s)ds, te€[0,T).

Motivados pela Proposigdo 3 e pelo fato de que em geral D(A) # X, consideramos a
seguinte definicao:
Definition 13. Uma fungio v € C([0,T] : X) é uma solugdo fraca do problema (3.3)-
(3.4) se

u(t) = T(t)up + /OtT(t — s)f(s)ds, t€[0,T].

E importante observar que em geral a solugio fraca de (3.3)-(3.4) ndo é uma solugao
cldssica. Por exemplo, assuma que z ¢ D(A) e que T(to)z ¢ D(A) para algum t, > 0.
Considere o problema,

u(t) = Au(t) +T(t)z, t>0,
u(0) =0.

A solugdo fraca de (3.6) é dada por

u(t) = /0 T(t - 5)f(s)ds = T (1)

Como T'(t)z nao é diferencidvel, (3.6) nao possui solugao cldssica.
Nos préximos resultados estudamos condigoes sob as quais o problema (3.3)-(3.4)
possui solucao classica.

Theorem 16. Sejam ug € D(A) e f € L}([0,T] : X)NC((0,T}; X) e definamos a funcdo
v:[0,T] = X por

(3.6)

v(t) = /OtT(t — 5)f(s)ds, 0<t<T. (3.7)
O problema (3.3)-(3.4) tem uma solugdo cldssica u(-) sobre [0,T) se alguma das sequintes
condigoes € verificada:
(1) v(t) € continuamente diferencidvel em (0,T);
(it) v(t) € D(A) para todo 0 <t <T e Av(-) € continua em (0,7).
Se u(-) € uma solugdo cldssica de (8.8)-(3.4) sobre [0,T), entao v(-) satisfaz (i) e (ii).
Demonstragéo. Da defini¢ao de v(-) temos que parat € (0,7) e h >0

Z(i%_—_[v(t) = T(h+{/OT(t—s)f(s) ds
_ %/(;T(t—l-h—s)f(s) ds—%/OT(t—s)f(s) ds
_ %(/0 T(t+h~s)f(s)ds—/0T(t—s)f(s) ds)

| =

t+h
/t T(t+h—s)f(s)ds.
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Assim

——(t) = vit+h) —v(®) 1 /tt+ T(t+ h—s)f(s)ds. (3.8)

h h

Se v(-) é diferencidvel em (0, T), da continuidade de f e de (3.8) segue que v(t) € D(A)
para cada t € (0,T) e que Av(t) = 0(t) — f(t). Mais ainda, como v(0) = 0 concluimos que
u(t) = T(t)uo + v(t) é a solugdo classica de (3.3)-(3.4). Portanto se vale (i), o problema
(3.3)-(3.4) possui uma solugao cléssica.

Suponha agora valida a condigao (ii). Como v(t) € D(A) para todo t € (0,T), segue
da continuidade de f e de (3.8) que v(t) é diferencidvel & direita em ¢t € (0,7) e que
u(t) = Av(t) + f(t). Mais ainda, %v(t) é continua em (0,7") pois Av(-) é continua.
Isto implica que v(-) é continuamente diferenciavel e que v(t) = Av(t) + f(t). Portanto
u(t) = T(t)up + v(t) é solugao classica de (3.3)-(3.4).

Se u(-) é a solugdo classica de (3.3)-(3.4), segue facilmente da continuidade de f(-) e
de (3.8) que as condigoes (i) e (ii) sdo verificadas e por isso omitiremos os detalhes desta
parte da demostragao. A prova estd completa. W

Corollary 5. Se ug € D(A) e f(-) € C*([0,T)] : X), entdo o problema (3.8)-(3.4) possui
uma solugédo cldssica sobre [0,T).

Demonstragao. Pelo Teorema 16 é suficiente provar que a fungéo v(-) definida em (3.7)
é continuamente diferencidvel em (0,7). Sejam t € (0,T) e h > 0 tal que t + h € (0,7T).
Da defini¢ao de v(-), temos

v(t + h})l —u(t) _ /0+ T(t+h — s)f(s)ds — %/0 T(t—s)f(s)ds

h t
- %/0 T(t+h—s)f(s)ds+%/0T(t—s)f(s+h)ds

—%/ T(t —s)f(s)ds

— %/OhOT(H—h—s)f(s)ds+/0tT(t~s) [f(s+h)_f(s)]ds

h
e assim

v(t+h)—v(t) 1
h " h

/OhT(t +h— s)f(s)ds + /OtT(t _s) [f(s + h})L - f(s)} ds. (3.9)

Como f € C*([0,T] : X), segue de (3.9) que

V(1) = T(1)F(0) + / T(t - ) f/(s)ds,

para todo t € [0,T). Portanto v(-) é continuamente diferencidvel em (0,7). W

Corollary 6. Se up € D(A) e f € C([0,T] : [D(A)]), entdo o problema (3.3)-(3.4) tem
uma dnica solugdo cldssica.
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Demonstragio. Seja v(-) a fungio definida em (3.7). E Fécil ver que v(t) € D(A) e que

Av(t) = /0 T(t —s)Af(s)ds

para todo t € [0,T]. Agora a propriedade é conseqiiéncia da condicdo (ii) do Teorema
16. W

Definition 14. Uma fungdo u € C([0,T] : X) € uma solugdo forte do problema (3.3)-
(3.4) se u' € L}[0,T] : X), u(0) = ug e a equagdo (3.8) é satisfeita para quase todo
t€[0,7).

E 6bvio que a solugao classica de (3.3)-(3.4) é uma solugio forte. Entretanto se A = 0
t

e fe L}0,T]: X), mas f ¢ C([0,7] : X), a fungdo u(t) = a:+/ f(s)ds, z € X, é uma
' 0

solugdo forte de (3.3)-(3.4), mas nao é cléssica.
Como no caso de solugées classicas, estudamos a seguir condigdes suficientes para que
uma solucdo fraca seja uma solugao forte.

Theorem 17. Sejam ug € D(A), f € LY([0,T)] : X) e v(-) a fungdo definida em [0,T)
por

v(t) = /OtT(t —5)f(s)ds.
O problema (8.3)-(3.4) tem solugdo forte se alguma das sequintes condigdes € satisfeita:
(i) v(t) € diferencidvel g.t.p em [0,T] e v(t) € L*([0,T] : X);
ii) v(t) € D(A) q.t.p em [0,T) e Av(-) € L}([0,T] : X).

Mais ainda, se u € C([0,T): X) € uma solugdo forte de (3.3)-(3.4) entio v(-) satisfaz as
condi¢ies (i) e (ii).

Demonstracao. A demonstragao se faz usando as mesmas idéias da prova do Teorema
16. Apenas observamos que como f € L'([0,T] : X) o termo ; tHh T(t+h — s)f(s)ds
em (3.8) converge a f(t) g.t.p sobre [0,T].

3.2 O problema quase linear

Estudamos nesta se¢ao o problema semilinear

aw(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t e (0,7), (3.10)
U(O) = uyeUCJK, (311)

onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de operadores
lineares limitados (7'(¢))i>0 em X, U C X é aberto e f : [0,T] x U — X é uma fungao
continua.

Por analogia ao problema de Cauchy (3.3)-(3.4), adotamos as seguintes definigoes:
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Definition 15. Uma funcdo v € C([0,T]: U) € uma solugdo fraca do problema de Cauchy
(5.10)-(3.11) se

u(t) = T(t)uo + /OtT(t —5)f(s,u(s))ds, t € [0,T].

Definition 16. Uma func¢do u : [0,T] - X € uma solugdo cldssica do problema (3.10)-
(3.11) se w € C([0,T] : X) N CY(0,T) : X), u(t) € D(A) para todo t € (0,T) e u(t)
satisfaz (8.10)-(3.11).

Definition 17. Uma funcio u € C([0,T] : X) é uma solugdo forte do problema (3.10)-
(3.11) se v’ € L*([0,T] : X), u(0) = up e a equagdo (3.10) € satisfeita para quase todo
te[0,7].

Usando o principio de contragao, apresentamos a seguir um resultado de existéncia e
unicidade de solugdo fraca para o problema (3.10)-(3.11).

Theorem 18. Sejamug € X e f € C([0,T] x X : X) e suponha que existe L > 0 tal que

I fz) - fEy < Lilz—yl,

para todo xz,y € X. Entdo existe uma unica solugdo fraca u(-,up) do problema de Cauchy
(8.10)-(8.11). Mais ainda, a aplicagéo T : X — C([0,T] : X) definida por Tup = u(-, ug)
€ Lipschitz.

Demonstragao. No espaco C([0,T] : X) munido da norma da convergéncia uniforme,
Il - |, definimos o operador F : C([0,T]: X) — C([0,T] : X) por

Fu(t) = T(t)uo + /t T(t - s)f(s,u(s))ds, te[0,T].

Mostramos a seguir que F' é uma contragido em C([0,T]: X). Seja M = sup || T(t) || e
t€[0,T))
fixemos u,v € C([0,T] : X). Da definicdo de F', temos que para ¢ € [0, 7]

I Fu(t) — Fo(t) ||

IN

ML / u(s) - v(s) |l ds,
< MLt||u—-vlr.

Similarmente,
t
I FPu(t) = F2u(t) || < / M || f(s, Fu(s)) — f(s, Fu(s)) || ds
0
. .
< / ML || Fu(s) — Fu(s) || ds
0
t
< / M*L*s || u—v || ds
0 .
< M2L2—2" H u—-v ”Tv
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€ assim
t2
| Fu — F?v ||lr < Mﬁ?EHu—vM.

E f4cil mostrar que em geral
tn—l

| F*=uf) = ) || < M e fu

0 que implica que
(MLT)™

| F*u— F™ |7 -

| u—vlr.

n . ’
Como % — 0 quando n — oo, vemos que para n suficientemente grande F™ é

contragdo e portanto F(-) tem um ponto fixo u(-,up) € C([0,T] : X). Claramente este
ponto fixo é uma solugdo fraca do problema (3.10)-(3.11).

Estudamos agora a aplicacdo ug — u(-,up). Sejam up, vy € X e u = u(-,zg),v =
v(-,zp). Para t € [0,T] temos

lu®) = o) | < 1T~ T(Ouw [+ [ 1 T~ )/ u(s)) = £(5,0(5) Il s
< Mllu vl +ML [ [lu(s) = o(s) | ds,

o que pela desigualdade de Gronwall-Bellman implica que
Tu(®) —o) | < MM | up—u ||
e portanto
fu—vlr < MM |lug—v |-

Isso mostra que a aplicacdo up — u(-, up) é Lipschitz e que a solucao fraca de (3.10)-(3.11)
é tinica. A prova do teorema agora estd completa. B

A demonstracao do préximo resultado é analoga a do Teorema 18 e por esta razao
serd omtitida.

Corollary 7. Seja g € C([0,T] : X) e suponha que se verificam as condigies do Teorema
18. Entdo o equacdo integral

w(t) = g(t) + /0 T(t - s)f(s,w(s))ds, t e (0,7,

tem uma tdnica solugdo w € C([0,T] : X).
Para mostrar o préoximo teorema, precisamos do seguinte lema:
Lemma 4. Sejam ug € D(A) e f € C([0,T] x X : X) e assuma que eziste L > 0 tal que
I f(t2) = flsp) ISL(t=s|+llz—yl),
para todo z,y € X e todo s,t € [0,T]. Entdo a solugcdo fraca do problema (3.10)-(8.11) é
Lipschitz em [0, T).
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Demonstragao. Sejam u(-) = u(-,ug) a solugao fraca de (3.10)-(3.11), M = sup ||
te(0,T]

T(t) |l e N= sup || f(t,u(t)) || e fixemos ¢; > 0 tal que
t€[0,T]

| T(t + h)up — T(t)uo ||< crh,
para todo ¢ € [0,T]. Da definicdo de solugao fraca temos

[u+h)—u@) | < |TE+h)uo —T(t)uo |l +/0 I T(t+h—s)f(s,u(s)) || ds

+ / I T(t = 8)(£(s + b u(s + h) = £(5,u(s))) | ds
0 t
< ch+ MNh+ M/ Lib+ || uls + h) — u(s) [|Jds

tw
< (c1+MN + LTM)h + ML/ I u(s + h) — u(s) | ds.
0

Assim pela desigualdade de Gronwall-Bellman
| u(t+h) —u(t) ||< (e + MN + LTM)eM Th,

0 que prova o resultado. B

Como no caso do problema homogéneo, uma solugao fraca nao necessariamente é
uma solucgao classica. O teorema a seguir estabelece condigoes sob as quais uma solugao
fraca é uma solugao classica. No préximo resultado, para uma funcgao diferencidvel f :
[0,T] x X — X introduzimos a decomposi¢do

ft+sz+y)—flt,z) = (Dif@t, ), Dof(E2)(s,9)+ || (5,9) || Rt z,5,9),
onde R(t,z,s,y) — 0se (s,y) = 0.

Theorem 19. Sejauy € D(A) e assuma que f(-) verifica as condi¢des do Lema 4. Se além
disso f(-) é continuamente diferencidvel em (0,T), entéo a solugcdo fraca u(-) = u(-, ug)
de (3.10)-(3.11) é uma solugio cldssica.

Demonstragao. Seja v € C([0,T]: X) tal que

v(t) = T(t)Auo+ T(t)f(0,uo) + /Ot T(t — s)D1f(s,u(s))ds (3.14)

+/(; T(t — s) [Daof (s, u(s))] (v(s)), ds
v(0) = Aup+ f(0,up). 1)

A existéncia e unicidade de solugao para a equagao integral (3.14)-(3.15) segue diretamente

do Corolério 7, pois a fungdo s — Dy f(s,u(s)) € C([0,T]: L(X)). Mostramos agora que

v () = v(-). Sejam M = sup || T(t) || e N = sup || D2f(s,u(s)) ||. Parao e > 0,
te(0,T7] s€[0,T]

fixemos ¢ > 0 tal que

T(h) -1
() ’U,()—‘A'U,()” < L

I
I T(R)f(0,u(0) = f(O,uo) | < 5=
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Da defini¢do de solugio fraca, para0 < h < d et € [0,T) temos || ult ¥ hl)z —ult) u(t) ||

I )

= /0 I T[T (h — 5)f(5,u(s)) = £(0,u(0)] || ds

N / p g Lot Ruls ,’:” — IS _ b s, u(s)) = Daf(s,u(s))(w(s)) | ds
u(s + h) — u(s)
h

IN

e M/O Il [D2f (s, u(s)} ool —v(s) [l ds

Y /0 | hyu(s + }f;) — u(s) || | R(s,u(s), b, u(s + h) — u(s)) || ds,

o que pelo Lema 4 implica que

N0 o< Ty [ D g

+M(1 +C) /0 Il Rs,u(s), b, u(s + h) — u(s)) || ds,

onde C' é a constante Lipschitz de u(-). Como R(s, u(s), h, u(s+h)—u(s)) é uniformemente
limitada para s € [0,T] e || R(s,u(s), h,u(s + h) — u(s)) ||— 0 quando h — 0, para cada
s € [0,T], podemos reescrever a iltima desigualdade na forma

u(t + h) — u(t) u(s + h) — u(s)

DO oy < S emn [ MO g g

onde &(h) — 0 se h — 0. Assim por Gronwall-Bellman temos

)20 i < B emye,

o que mostra que u'(-) existe em {0,7") e que %/(-) = v(-). Com estimativas similares se
prova que u'(T) existe. Isso mostra que u' € C([0,7T] : X).

Para concluir a prova, somente resta mostrar que u(t) € D(A) para todo t € [0,T].
Pelo item (i) do Teorema 16, sabemos que o problema de valor inicial

w'(t) = Aw(t)+ f{t,u(?)), t €[0,T],
w(0) = wup

possui uma unica solugdo classica w(-), pois f(t, u(t)) é continuamente diferencisvel sobre
[0,T] e up € D(A). Claramente, w(-) = u(-), pelo que em particular u(t) € D(A) para
todo t € [0,7]. Portanto u(-) é uma solugdo cldsica de (3.10)-(3.11). A prova estd
completa. W

Estudamos a seguir a existéncia de solugoes fracas para (3.10)-(3.11) usando o clasico
Teorema de ponto fixo de Schauder, veja Martin [15], Corolério 2.3.1. Introduzimos para
comegar a seguinte defini¢ao:
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Definition 18. Um Cy-semigrupo operadores lineares limitados (T'(t));>o em X € com-
pacto para to > 0 se T(t) € compacto para todo t > ty. Dizemos que (T'(t))i>0 € compacto
se € compacto para t > 0.

Note que se T'(t) é compacto para t > 0 entdo, em particular, o operador identidade é
compacto, o que somente é possivel se X é de dimensao finita. Como este caso é de pouco
interesse, assumiremos que 7'(t) é compacto para t > 0.

Para mostrar nosso préximo resultado precisamos do seguinte lema:

Lemma 5. Sejam (T'(t))e>0 um Cy-semigrupo de operadores lineares em X e K C X rel-
ativamente compacto. Entdo o conjunto de funcées U = {T(-)x : z € K} € relativamente
compacto em C([0,T] : X).

Demonstragio. Para mostrar o resultado, usamos o Teorema de Ascoli-Arzel4. E claro
que para cada t € [0,7] o conjunto {T(t)z : £ € X} é relativamente compacto em X,
pois T'(t) é continuo. Mostramos agora que o conjunto de fungdes {T(-)z : = € K}
é equicontinuo em ¢t = 0. Se a propriedade é falsa, entdo existem ¢ > 0 e seqiiéncias
(Zn)new em X e (Bn)new em IR, com 0 < h, < L1 tais que || T(hn)zn — 20 ||> ¢,
para todo n € IN. Usando a compacidade de K, sabemos que existe uma subseqiiéncia
(n;)njen de (Tn)nem convergente a um ponto r € K. Nessas condigdes temos

€ < || T(hn;)@n; = Zn; | SN T(hny) Il 2 — 2 || + || T(hnj)z — 2 || + || £ — 20 3.16)

o que é absurdo, pois o lado direito da desigualdade (3.16) converge a zero se n; — 0o,
pois (T'(t))¢>0 é uniformemente limitado em [0, 1]. Portanto o conjunto U é equicontinuo
em t = 0. Usando agora as propriedades do semigrupo (7'(t))¢>0 € facil concluir que
{T()z : © € K}, é equicontinuo para todo ¢ > 0. Portanto, por Ascoli-Arzels {T(-)z :
z € K} é relativamente compacto. W

Theorem 20. Sejam U C X aberto, up € U e f € C([0,T] x U : X) e assuma que o
semigrupo (T(t)):>0 € compacto. Entdo existe uma solugdo fraca de (8.10)-(3.11) definida
em [0,t;] para algum 0 < t; <T.

Demonstragao. Seja M > 0 tal que || T(t) ||< M para todo t € [0,7]. Usando
a continuidade de f(-), fixamos ndmeros positivos §, N > 0 tais que Bj(ug,X) C U e
|| f(t,z) ||< N para todo (¢,z) € [0,6] x Bs(up, X). Fixemos agora 0 < §; < d tal que

” T(t)’lt() — Up ” < , 0<t<éy, (317)

MN§, < (3.18)

N[N

Sobre o espago P = {u € C([0,81] : X) : u(0) = ug , || u(t) —uo [|[< 6,V € [0,81]},
definimos o operador F': P — C([0,6,] : X) por

Fu(t) = T(t)uo+ /Ot T(t—s)f(s,u(s))ds, te][0,d]

Se F' tem um ponto fixo, entdo o problema (3.10)-(3.11) tem uma solu¢ao fraca em
C([0,6;) : X). Para mostrar que F' tem um ponto fixo em P, usaremos o classico Teorema
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de ponto fixo de Schauder, veja [15] Coroldrio 2.3.1 ) . Por isso, a seguir mostraremos que
F ¢ um operador continuo com valores em F(P), que F(P) = {Fu;u € P} é equicontinuo
em [0, 4] e que o conjunto FP(t) = {Fu(t);u € P} é relativamente compacto em X para
todo t € [0,4,]. Estudamos cada uma dessas propriedades de forma separada.

(a) A fungdo F é continua e F(P) C P.

Sejam (up)nen uma seqiiéncia com valores em P e u € P tais que u, — u em P.
Como f ¢ limitada em [0, 6] x By, (ug, X ), segue diretamente do Teorema da convergéncia
dominada de Lebesgue que

0
/0 I (s, un(s)) = £(5,u(s)) || ds = 0

se n — 00, 0 que implica a continuidade de F'. Por outro lado, se u € P e t € [0, 4], da
definigdo de F e de (3.17), (3.18) temos

| Fu(t) —uo || < I T(H)uo—uo || + |l /0 T(t - s)f(s,u(s)) || ds

)
< §+MN61,

o que mostra que Fu € P e portanto F(P) C P.
(b) FP(t) é relativamente compacto em X para todo t € [0, &,].

Se t = 0 a propriedade é 6bvia. Sejam ¢t > 0e 0 <e < t. Se u € P, da definicao de F
vemos que

Fu(t) = T(t)up+ /0 h T(t — s)f(s,u(s))ds + [_ T(t — s)f(s,u(s))ds
= T(t)up + T(e)/0 - T(t—s—e€)f(s,u(s))ds+ /tj T(t — s)f(s,u(s))ds.(3.19)

Como
| T(t—s—e€)f(s,u(s)) |l MN,

| ITe=9s6u ) < M

A

N

para s € [0, 1], segue de (3.19) que
Fu(t) € {T(t)uo} + T(€) (Buna (0, X)) + C,

onde C, C X e diam(C,) < 2M Ne. O anterior implica que FP(t) é um conjunto total-
mente limitado em X, pois T'(¢) é compacto, e conseqiientemente F P(t) é relativamente
compacto em X, uma vez que X é métrico.

(c¢) O conjunto FP = {Fu:u € P} é equicontinuo em [0, &,].
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Sejam t' € [0,81], 0 < e < t' e € = %. Usando que T(¢')By(0, X) é compacto, pelo
Lema 5 fixamos 0 < p < §; tal que

oMN < i,
| T(h)zo —zo || < 21—6]\47’ O0<h<p
| (T(s) -T(sNz || < ﬁ([-.

quando z € T'(e')By(0,X) e s, € [0,T] séo tais que | s — s’ |< p. Nestas condigoes, para
0<t <t<é;,comt—t < p, temos

| Fu) = Fu(®) | < | TE) Il o = T = #)uo |

+ A M| T —s—~¢€)=T{t—s—€)T () f(s,u(s)) || ds

¢ t
+/ 2MNds+/ MNds
t'—e t

€ € ,
de onde concluimos que || Fu(t') — Fu(t) ||< ¢, para todo u € Petodo 0 <t —t < p,
0 que mostra que F'P ¢é equicontinuo a direita em t. A equicontinuidade & esquerda em
t € (0, 6,] é provada usando as mesmas idéias e estimativas. Portanto F'B é equicontinuo
sobre [0, 6;].

Segue do teorema de Ascoli-Arzeld e de (a), (b), (¢), que F(P) é relativamente com-
pacto em C([0, 4] : X) e conseqlientemente que F' é completamente continuo. Pelo Teo-
rema de Schauder, veja [15] Corolario 2.3.1, F' tem um ponto fixo u(-) em P. Obviamente
u(-) é uma solucdo fraca de (3.10)-(3.11), o que completa a prova. M
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Capitulo 4

Aplicacoes

O interesse no estudo de equacgdes diferenciais com impulsos tem crescido muito nos
ultimos anos e a pesquisa nesta direcao tem produzido um nimero considerivel de pub-
licagGes bem recentes. Entre as referéncias fundamentais neste tema encontram-se Lak-
shmikanthan & Bainov [60], Bainov [5]. Os problemas impulsivos descrevem processos
de evolugao que sofrem variagoes de estado de curta duracdo e que podem ser consider-
adas instantaneas. Este fendmeno, também conhecido como agao impulsiva, corresponde
as descontinuidades de primeira espécie das solugoes. Os modelos impulsivos estudados
ainda sao simples e envolvem, na sua maioria, impulsos pré-fixados onde os momentos
de impulsos sd3o conhecidos de antemao. Neste capitulo estudaremos um par de modelos
diferencias de grande interesse e que em geral generalizam boa parte da literatura exis-
tente a este respeito, veja por exemplo Liu [14], Benchohra [5] e especialmente o survey
Rogovchenko [20].

4.1 Existéncia de Solucoes para uma Equacao Fun-
cional Impulsiva

Iniciamos o estudo de equagdes impulsivas estudando a existéncia de solugées para
uma, classe de equagoes funcionais impulsivas modeladas na forma

a(t) = Au®) + f(t,u(t),u(a(),  tel=(0,T), (4.1)
u(0) = uy, (4.2)

onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de operadores
lineares limitados (7'(t));>o definido sobre um espaco de Banach X, 0 < t; <t < ... <
to, <T, f:IxX*— X, I: X+ X sao fungdes apropriadas e a notagao Au(t;) é
definida por Au(t;) = u(t}) — u(t;)-

O problema diferencial (4.1)-(4.3) foi estudado recentemente por Liu em [14], para o
caso a(t) = t, t € [0,T]. Nesse trabalho, Liu mostra a existéncia de solugoes fracas e
cléssicas para (4.1)-(4.3) usando o teorema de ponto fixo para contra¢des e o Teorema
6.1.5 em Pazy [17], veja pp.187, a respeito de regularidade de solugodes fracas.
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Nesta se¢do apresentaremos novos resultados de existéncia de solugoes fracas, tanto
locais como globais, para o problema (4.1)-(4.3). A diferenca com o trabalho de Liu [14]
é que nossos resultados serao provados usando critérios de ponto fixo para operadores
condensantes, especificamente Leray-Schauder e Sadovskii, veja Teoremas 21 e 22.

4.1.1 Existéncia de solugoes fracas

Como ja mencionado, nossos resultados serao obtidos usando alguns classicos resulta-
dos de ponto fixo para operadores condensantes, os quais incluimos a seguir.

Theorem 21. (Leray - Schauder) Seja D C X convezo tal que 0 € D. Se F: D — D ¢
uma funcdo completamente continua, entdo F possui um ponto fito em D ou o conjunto
{z € D:x=AF(z), 0< )\ <1} € néo limitado em X. :

Theorem 22. (Sadouvskii) Seja D C X convezo, limitado e fechado. Se F': D — D é
uma fung¢ao condensante, entdo F' tem um ponto fizo em D.

No que se segue, PC = PC([0,T] : X) serd o espago

we C([0,t] : X)NC((ti, tig1] : X) } ,

PC=PC(0,T]: X) = {u H0, T = X e u(t;) existe, Vi=1,..n—1

munido da norma da convergéncia uniforme || - ||z.
Para u € PC([0,T] : X), usaremos a notacgdo @ para a fungdo definida por:

. u t), t:,éti
) = { U(ti—); t=t

e para B € PC([0,T] : X), B denotara o conjunto B = {4 : u € B}.

Como o dominio do operador A pode ser diferente de X, é natural pensar em um
conceito mais fraco de solugdo para o problema (4.1)-(4.3). Se u € PC([0,T] : X) é
solugao do problema (4.1)-(4.3), é facil mostrar que para t € [0,T], com t # ¢;,

t
u(t) = T(t)up + / T(t - 5) (s, u(s), u(a(s))ds + 3" T(t - ) L (uts).
0 ti<t
Isto motiva a seguinte definicao:
Definition 19. Uma fun¢do u € PC([0,T] : X) € uma solugdo fraca do problema impul-
swo (4.1)-(4.3) se

u(t) = T(t)ug +/0 T(t - s)f(s,u(s), u(a(s)))ds + Z T(t—t):(u(t)), tel0,T).

t;i <t

Como estaremos interessados em mostrar existéncia de solugoes fracas para (4.1)-
(4.3) usando teoremas de ponto fixo para fungoes condensantes, consideramos o seguinte

48



resultado do tipo Ascoli-Arzeld em PC([0,T] : X). No préximo resultado, para u € B e
i€ {1,2,....,n — 1} definimos as fungdes 4y € C([0,t;] : X) e 4; € C([t;, ti+1] : X) por

up(t) = wult) para t € [0, ],

~ u(t), para te (ti, ti+1],
u(tf), parat=t,.

Mais ainda, B;, i =0,1,2,..n — 1, serd o conjunto B; = {@; : u € B}.

Theorem 23. Um conjunto B C PC([0,T] : X) € relativamente compacto se, e somente
se, as sequintes propriedades se verificam:

(a) Para todo t € I, os conjuntos B(t) = {u(t) : w € B} e B(t) = {a(t) : u € B} séo
relativamente compactos em X;

(b) O conjunto B é equicontinuo d esquerda em cada t € I;
(c) O conjunto B é equicontinuo & direita em cada t € I.

Demonstragio. Suponha que as condi¢des (a), (b) e (c) sdo verificadas. E con-
seqiiéncia direta das hipdteses e do cldssico Teorema de Ascoli-Arzela que 0s conjuntos
By e B;, i = 1,2,...n, sio relativamente compactos em C([0,t,] : X) e C([ts, tis1] : X),
respectivamente. Seja (u*)iev uma seqiiéncia em B. Das consideragoes anteriores, existe
uma subseqiiéncia de (u*)remn, que denotamos (u*')i e, tal que (@), e é conver-
gente a uma funcio v; € C([0,¢] : X). Similarmente, a seqiiéncia (u*')y, e possui
uma subseqiiéncia, que denotamos (u*?)i,cm, tal que (ﬁ’gz)kzem converge a uma funcio
vy € C([t1,t2] : X). Continuando com esse raciocinio, concluimos que existe uma sub-
seqiiéncia de (u*"-1)x__ <N, que denotamos (u**);, N, tal que (%), o converge a uma
fungdo v, € C([tn-1,ts] : X). E claro que a subseqiiéncia (u*"); v converge para
u € PC, onde u ¢é a funcao tal que %; = v; para cada ¢ = 1,2...,n. Isto prova que B é
relativamente compacto em PC.

Suponha agora que B C PC é relativamente compacto. Por Ascoli-Arzeld vemos
facilmente que, para t # t;, B(t) e B(t) sdo relativamente compactos e B é equicontinuo
em t. Para estudar o caso t = t;, mostramos inicialmente que para cada z = 1,2,...n, a
fungao 1; : PC — X onde v;(u) = u(t}) é continua. Sejam ¢ > 0 e u € PC. Para todo
v € Be(u, PC) existe 6, > 0 tal que || v(t]) — v(t; + h) ||< § quando 0 < h < §,. Com
estas escolhas, para v € Bg(u, PC) e 0 < h <6 = min{dy,d,} temos

N u@h) —vE) | < Nut) —ult+h) || + 1 w(ts + h) ~v(t: + h) ||
+ |l v(ts + h) — v(t]) ||< e,

0 que prova que 1; é continua e portanto que B(t;) é relativamente compacto em X.
Mostramos agora a equicontinuidade de B a direita em ¢ = ¢; raciocinando por absurdo.
Suponha que existem € > 0 e seqiiéncias (u*)rew em PC e (Ay)new em IR, com 0 < A, <
%, tais que

| uf () — uF(t + hy) ||> €

1
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Como B é relativamente compacto em PC, existem uma subseqiiéncia de (u*)icp, que
continuamos denotando por (u*)rem, € u € PC tais que u* — u € PC quando n — oo.
Da continuidade de %; podemos fixar N, € IN tal que

lu(t?) —u @) I <

Wl mw|m

| v —ulpec <

para todo n > N,. Nestas condigoes, para n > N, temos

I uth) —ulti +ha) | > = ultl) — o @) | + | o () — v + ha) |
— || u¥(t; + hn) — ult; + hy) ||
7 73Ty

o que é um absurdo pois u € PC. Isso mostra que B é equicontinuo A direita em cada t;.
A prova do teorema esta agora completa.

Para estudar o problema (4.1)-(4.3), assumiremos que as seguintes condig¢des sao ver-
ificadas:

(A1) A fungdo a: I — I é continua e a(t) <t para todo ¢t € [0, T},
(A2) A funcdo f: I x X2 — X verifica a seguintes condicdes do tipo Caratheodory:

(a) f(t,-) : X — X é continua para quase todo ¢t € [0,T];
(b) f(-,z): I+~ X é integravel para todo z € X

(c) Existem fungées continuas m : [0,T] — [0,00) e W : [0,00) — (0,00), com
W (-) ndo decrescente, tais que

I f&z. ) ISm@OWA z )+ 1y ),
para todot € I e todo z,y € X.
Theorem 24. Seja ug € X e suponha que as sequintes propriedades sdo vdlidas:

(H;) Os operadores I;, i =1,...,n, sdo completamente continuos e limitados em X. Seja

N; = sup{|| Li(z) ||: z € X},

(Hz) Para todot € [0,T] er > 0 o conjunto {T(t)f(s,z,y) : s€0,t], [z I<n [|v]<
r} € relativamente compacto em X .

T © s n
Se QM/O m(s)ds < /; W(s) onde c M || up || + ;:1 MN,) e M sup ||

T(t) ||, entdo o problema (4.1)-(4.3) tem pelo menos uma solugdo fraca.
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Demonstragao. Seja I': PC([0,T] : X) — PC([0,T] : X) a fungao definida por

Fu(t):T(t)uo—k/OtT(t—s)f( u(s),u(a(s))ds + 3 T(¢ — t)L(ult)), tel. (4.5)

t; <t

A funcdo I' estd bem definida e pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue é
facil mostrar que I" é continua. Como um ponto fixo de I' é uma solugao fraca de (4.1)-
(4.3), no que vem a seguir mostramos que I' verifica as hipéteses do Teorema 21. Primeiro
provamos que o conjunto {u € PC : \T'u = u, X € (0,1)} é limitado em PC([0,T] : X).
Seja A € (0,1) e assuma que uy € PC é tal que \['uy = uy. Diretamente da definicdo de
I' temos

fua@) Il < ANTE) NI o ll +A/ | T(t = s)f(s,ua(s), uala(s))) || ds
XY | T - ) L(uats)) ||

ti<t

t n
< Mol +M/O m(s)W (| ur(s) | + || ua(a(s)) ds + > MN;.
i=1
Denotando por z,(t) o lado direito da desigualdade anterior, temos

z)\(t) < Mm(t)W (224(2)), (4.6)

pois W (-) é nao decrescente e a(t) <t para todo t € I. Segue de (4.6) e da hipé6tese que

2z (t) o0 ds
2M/ s)ds < —_—
/213‘(0) Wi(s c Wi(s)
0 que nos permite concluir que o conjunto de fungdes {z) : A € (0,1)} é limitado em
C([0,T] : X) e, conseqiientemente, que o conjunto {u, : uy = Fuy, A € (0,1)} é limitado
em PC([0,T] : X), pois || ux(t) ||< za(t) para todo t € [0, T.
Mostramos agora que para todo B C PC limitado, o conjunto I'B = {T'u : v € B}

é relativamente compacto em PC. Para isto, dado r > 0 fixamos B, = B,(0,PC) e
consideramos a decomposi¢ao I' = I'y + 'y, onde

Tu(t) = T(t)uo+ ZTt—t (t:)), (4.7)
Fou(t) = /0T(t—s)f(s,u(s),u(a(s)))ds. (4.8)

Usando o Teorema 23, mostramos a seguir que os conjuntos I';(B;), ¢ = 1,2, sdo relativa-
mente compactos em PC. Estudamos cada caso separadamente.
Caso 1 O conjunto I';(B,) ¢ relativamente compacto em PC.

N

Vejamos para comegar a equicontinuidade dos conjuntos I'y (B, ), I';(B;). Sejam € > 0,
t € I\{t,....,tn} e 61 > O tal que {¢t1,...,t,} N[t — 61,t + &) = 0. Como o conjunto
i1 1i(B,(0, X)) é relativamente compacto em X e (T'(t))>o é fortemente continuo,
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pelo Lema 5 existe
0 < 85 < 4 tal que

H(T® -TENEE | < 5 ze|JL(B0,X), (49)

(4.10)

quando | t — s |< d2. Nestas condigdes, para 0 < h < §; e u € B, temos
|| Tiu(t — k) — Thu(?) ||
< T =R =T@))uo l| + | Y (T(t — h—t:) = T(t — t:)) E(u(t)) |

t; <t
€
< 5t DN (T —h—t:) = T(t —t:)) Lu(ts)) |
t;<t
< Sy S
2 &~om 7

o que mostra a equicontinuidade de I'; B, a esquerda em t # t;. A equicontinuidade de

I'y B, a direita em t # t; é provada de forma similar.
Seja agora t = t; e fixemos 6 > 0 tal que {t; : j #¢} N [t; — d,t; + 8] = 0 e (4.9)-(4.10)
sejam satisfeitas. Da definicdo de I, para u € B,

Tyu(ts) = T(t:)uo + zz_:T(ti — t;)1;(u(t;))

eentdo para0 < h < ¢
| Tyu(ti —h) = Thu(t) | < | (T'( = h) = T(t:))wo |

+ YN~ 1) = T~ ) (u(t) |

<6+6—e
2 2

e portanto ') B, é equicontinuo a esquerda em t = ;.
__Mostramos agora a equicontinuidade de I'; B, a direita em ¢t = ¢;. Pela definicao de
I'yu, para u € B,

Dru(ts) =T(t)uo + Y _T(t: — 1)) 15(u(t;))-

Fixemos 6 > 0 tal que {t; : j #i}N[t; —4,t; + 5] =0 e (4.9 )-(4.10 ) sejam véalidas. Para
u € B, e 0 < h <¢ vemos que

| Thu(t + h) = Tra(t) | < | (T(+h) — T(t:))uo |

+ 1D (Tt + h—t5) = Tt = t;)) [ (u())) |l



o que mostra I'; B, é equicontinuo a direita em ¢ = ¢;.

Isso mostra que I'y B, verifica a condigbes (b), (c) do Teorema 23.

Mostramos agora que I'1 B.(t) e Ifl\]i(t) sao relativamente compactos para todo t €
[0,T]. Como os operadores I; sio completamente continuos, para cada s € I o conjunto
U(s,r) = {T(s)li(z) :|| = ||< 7,7 = 1,2,...,n} é relativamente compacto em X. Se
t#t,1€IN,eu€ B,

DB(t) C© {T®ue} +{ D T(t—t)i(z) :[ = < 7}

:;<t

C {T(t)u}+ ) Ult—t;,r),

ti<t

o que prova que I'y B,(t) é relativamente compacto em X parat #t;,1=1,2,..,n.
Estudemos agora o caso t = t;. Como

i—1
Pl?.L(ti) = T(ti)’u,o -+ ZT(ti has tJ)IJ(’LL(tJ)) e
j=1
Pru(t) = T(tJuo+ ) Tl - ) L(u(ty),
Jj=1
vemos que para u € B,

FlBr(ti) g {T(ti)UO} + Zz—: U(ti - tj, 1") e

————

1B, (t;) € {T(t:)ue} + i: Ut — tj, 1),

o que implica que I'y B(t;) e I'B (t;) sdo relativamente compactos em X.

Pelo Teorema 23 concluimos que 7, B, é relativamente compacto em PC([0,T) : X).
Portanto 7; é um operador completamente continuo.

Caso 2: O conjunto I'y(B;) é relativamente compacto em PC([0,T] : X).

Como T'y(B;) é um conjunto de fungdes continuas, podemos usar o cldssico Teorema
de Ascoli-Arzeld para mostrar a propriedade. Estudamos primeiro a equicontinuidade de
I'y(B;). Sejam e > 0 et <t <T. Por hipétese, sabemos que existe um compacto U(4, )
tal que {T'(8)f(s,z,y):s € [0,T),z,y € B.(0,X)} C U(4,7). Usando a continuidade de
m(-) e o Lema 5, escolhemos § > 0 tal que

’

/s m(s)ds < ___—6MW(27")’

HT) = TN < g5
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ses,s €le|s—s|<d. Assim, parau € B, et €I tal que 0 <t —t < 4 temos que
” F2u(t) — Fz'll(t,)

t—0
| < / | (T(t — 5 — 6) — T( — s — 8)T(5) (s, u(s), ula(s)) || ds
¥ / | (T(t = 5) = T(t' - 5))f(s, u(s), u(a(s))) | ds
t—4
i / | T(E — 5)f(s,uls), ula(s)) | ds

< [ s+ 2 [ mW () 1+ 1 alale)) s
+M t m(s)W (|| u(s) || + || u(a(s)) [)ds

< ol 6) + 2MW (2r) /t_ém(s)ds—i-MW(Zr) [ ms)ds

< €

o que mostra que ', B, é equicontinuo & esquerda em ' € (0, 7). A equicontinuidade & di-
reita em t' € [0,T) é provada usando argumentos andlogos. Isto completa a demonstragao
da equicontinuidade de ['3B,.

Estudamos agora a compacidade do conjunto I'2 B, (t). Como I';B,(0) = {0}, somente
mostramos que [, B,(t) é relativamente compacto para todo t #0. Sejam 0 <e <t < T
e U(e,r) C X compacto tal que {T'(¢) f(s,z,y) : s € [0,T], z,y € B.(0,X)} C Ule,r).
Usando as consideracoes anteriores e o Teorema do Valor Médio para Integral de Bochner,
veja Martin [15] pp. 25,temos que para u € B,

Lau(t) = /0 B T(t—s—e)T(e) f(s,u(s), ula(s)ds + Tt — s)f(s,u(s),u(a(s)))ds

t—e

€ (t—e)conv({T(s)z;z € Ule,r),5 € [0,T)}) + C),

onde conu(B) é a envolvente convexa de B e C; C X é tal que diam(C;) < M ftt_E m(s)ds.
Isto prova que I'; B, é um conjunto totalmente limitado em X e portanto relativamente
compacto em X, completando a prova de que I's é completamente continuo.

E claro agora que I' verifica as condi¢bes do Teorema 21. Portanto I' possui um
ponto fixo em PC e conseqiientemente existe uma solucao fraca do problema impulsivo
(4.1)-(4.3). =

Quando as fungoes I; sao Lipschitz, o seguinte resultado é vélido:

Theorem 25. Assuma que a condicdo (Ha) do Teorema 24 se verifica. Suponha ainda
que a sequinte propriedade € satisfeita:

(Hs) Ewxistem constantes positivas L;, © = 1,...,n, tais que

I L) ~ L) IS Lills =y,  V(z,y) € X"

n o W(er) [T S i
Se MY ", Li + M liminf m(s)ds < 1, entio eziste uma solugdo fraca do
0

00 T

problema impulsivo ({.1)-(4.3).
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Demonstracao. Seja I' : PC([0,T]: X) — PC([0,T] : X) a fungao definida em (4.5) e
considere a decomposi¢ao I' = I'y + I'; introduzida em (4.7)-(4.8). Afirmamos que existe
r > 0 tal que I'(B,(0,PC)) C B,.(0,PC) e I';(B.(0,PC)) C B,(0,PC), para i = 1,2.
De fato, se a afirmacado é falsa, para cada r > 0 existe z, € B, = B,(0,PC) tal que
|| Tz, ||7> r. Entéo

r <|| Tz, llr< M || wo I} +M D (Il Iler) = L) || + 1| K(O) |)) + MVV(QT)/0 m(s)ds,

i=1

de onde segue que

n T
1 < M) L+ Mliminf W (2r) / m(s)ds,
o que é absurdo. Isto prova que existe 7 > 0 tal que I'(B,) C B,. Mais ainda, é facil
observar das estimativas que r pode ser escolhido tal que I';(B,) C B,, i =1,2.
Mostramos agora que I' = I'y + T’y : B, — B, verifica as hipéteses do Teorema 22.
Pela prova do Teorema 24, o operador I'; : B, — B, é completamente continuo. Usando
(H3) vemos que para z,y € B,

I a(e) ~ Pag(0) | < Z ML, | a(t) - (t) |
< (iMLi) o~y
e entao
I~ Ty e < (ilMLo eyl

o que mostra que I'; : B, — B, é uma contracao.

Portanto I' = I'; 4+ I'; é um operador condensante em B, e pelo Teorema 22, I' possui
um ponto fixo em B,. Este ponto fixo é uma solugao fraca do problema (4.1)-(4.3). Agora
a prova do teorema estd completa. B

O proximo resultado é uma conseqiiéncia direta do Teorema 25 e por isto omitimos a
demonstracao.

Corollary 8. Suponha que a condi¢cdo (Hz) do Teorema 24 se verifica e que cada fungao
I; € uma transformacgao linear continua em X.
Se

MZ H I; ”L(X) +M lim inf ( T) / m(s)ds <1,
r—00 0

- T
1=1

entdo existe uma solucdo fraca de (4.1)-(4.3).
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4.1.2 Existéncia de solugoes globais

Nesta parte do trabalho estudamos a existéncia de solugoes globais para o problema
impulsivo

at) = Ault)+ f(t,ut), u(a(t)), £>0, (4.11)
u(0) = wuo (4.12)
A’U,(tz) = Iz(U(t,)) I<hi<typ<..<t, < ... (413)

onde A é o gerador de um semigrupo fortemente continuo (7'(t))i>o em X, (t;)ien € uma
seqiiéncia crescente e ndo limitada de ndmeros reais positivos e f : [0,00) x X? — X é
uma funcgao continua.

Para estudar existéncia de solugao para (4.11)-(4.13), fixemos g : [0, c0) — IR positiva,
continua, ndo decrescente, com g(0) = 1 e tal que g(t) — oo quando t — co e usamos as
notagdes PC([0,00) : X), CHX) e (PC)3(X) para os espagos:

PC([0,00) : X) = {z:[0,00) > X :z |pom€ PC([0,T]: X), VT, T #t;}

0 _ Dy e @I
GX) = {ze0(0,00): X) : Jim T nt =0},

0 _ o) XY - L 1EON _
(PC)YUX) = {xePC’([O, ).X).tl_)xg————g(t) o},

munidos das normas

z(®) |

_ _ x o
HwHoo—st;ng(t) ll, Hxllg—st;g a(0) e Hzllpg—igg O

respectivamente. E facil mostrar que esses espacos sdo espagos de Banach. Além disso,0
seguinte resultado é valido:

Theorem 26. Um conjunto B C C;’(X) ¢ relativamente compacto se, e somente se:
(a) B € equicontinuo;
(b) ”—;‘"8—;” — 0 uniformemente para x € B quando t — o0;
(c) B(t) ={z(t) : ¢ € B} é relativamente compacto em X para todo t > 0.

Para B C (PC))(X) e T > 0 com T # t;, usaremos a notagao Br para o conjunto
Br = {up = u |p,7): u € B}. Observe que By C PC([0,T] : X).

Para mostrar a existéncia de solugoes para o problema (4.11)-(4.13), usaremos o Teo-
rema 21. Por esta razao consideramos o seguinte resultado:

Theorem 27. Um conjunto B C (PC)j(X) ¢ relativamente compacto se, e somente se:
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(a) Br é relativamente compacto em PC([0,T] : X) para todo T > 0;

(b) ﬂg%ﬂ — 0 uniformemente para x € B, quando t — oo.
Demonstracao. Suponha que B C (PC)g(X ) é relativamente compacto. A propriedade
(a) é clara, pois it : (PC)Y(X) = PC([0,T]: X),u > ur, é continua. Se a condigao (b)
é falsa, entdo existe ¢ > 0 tal que para cada n € IN existem z, € B e s, > n tais que

“L;((Sin)lﬂ > ¢. Usando a compacidade de B, podemos assumir, passando por subseqiiéncias

se necessario, que (z,)e converge a uma funcéo z € (PC)J(X). Em particular, existe
N, € IN tal que

€
| Zn =z lpg< 3

27
quando n > N.. Entao para n > N, temos
|| z(sn) | > | Za(sn) | I z(s0) — Ta(sa) || Se_fo
9(5n) 9(sn) 9(sn) 2
e portanto
| z(ta) | €

e g C 2

o que é absurdo, pois z € (PC))(X). Isto prova que a condi¢ao (b) é satisfeita.

Suponha agora que as condigoes (a), (b) sao verificadas. Seja (z,)ncN uma seqiiéncia
em B. Como para todo 7" > 0 o conjunto Br é relativamente compacto em PC([0,T] : X),
podemos, usando um processo de diagonalizacdo, achar uma subseqiiéncia de (2, )nemv, que
para evitar notacgdes excessivas continuamos denotando do mesmo modo, e uma fungao
z € PC([0,00) : X) tais que (z,)r = zr em PC([0,T] : X) para todo T > 0. Afirmamos
que £ € (PC))(X) e que (Zn)nemw converge a & em (PC)H(X). Mostramos primeiro
que z € (PC)J(X). Seja € > 0 e fixemos T > 0 tal que % < %, u € B, quando
t > T. Como z, — z uniformemente em compactos, para cada t > 0 existe NV, tal que
|| zn(t) — z(t) ||< € para todo n > IV, .. Nestas condicées, para ¢ > T

le@® ] _ Ho®) —ane® | 1l zm(® |
o 0

< Nl 2(t) —zw,, (2) ||+ﬂf%%ﬂ
< €

Assim )]
o <Pt

e portanto z € (PC))(X). Mostramos agora a convergéncia. Sejam ¢ > 0 e 77 > 0 tais
que

ap LN U201 o 7}

PORM0) <3 (4.14)
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Usando que (z,)7, = 21, em PC([0, T3] : X), escolhemos N, € IN tal que

sup{]| z(t) — za(t) - t € [0,T], n> N.} < % (4.15)

Segue de (4.14) e (4.15) que para n > N,

[zn(t) —2(®) | [ zn(t) — () I
| 2, —z|lpg < sup{ o0 :t € [0,Th]} + sup{ o0 1> T}
< sup{| a(t) ~2(t) |-t € 0, i} + 5
< g

0 que mostra que z, — = em (’PC)g(X ). Como (z,)nemv € arbitraria, concluimos que B

é relativamente compacto em (PC),(X). A prova do teorema estd completa. W
Apresentamos agora um primeiro resultado de existéncia de solugdes globais.

Theorem 28. Suponha que as sequintes propriedades sdo verificadas:

o0
(Hy) As fungées I;, i € IN, sio completamente continuas, limitadas e Z N; < o0, onde
=1

N; =sup{|| Li(z) || z € X};

(Hp) Para todot > 0 er > 0 o conjunto {T(t)f(s,z,y) : s € [0,¢], z,y € B.(0,X)} ¢
relativamente compacto em X;

t
(H4) Para todo K > 0, 5—(115—)/ m(s)W (Kg(s))ds — 0 quando t — co.
0

oo
1 . .
Sejac=M || zo || +MZ N;. Se 2M/ m(s)ds < /C mds, entdo existe uma
solugdo fraca do problema (4 11) (4.13).
Demonstragao. Para uma fungao u € (PC)%(X) definimos I'u € (PC)([0,00) : X) por
t
Lu(t) = T(t)uo+ / T(t — 5)f(s, u(s), u(a(s)))ds + 3 T(t - t)Ii(u(t:)). (4.16)
0 ti<t
Usando que || u(t) ||<|| u ||y g(t), da defini¢do de yu vemos que

ITu@ll o NTCull M

] /0 m(s)W (|| u(s) || + || u(a(s)) ||)ds

9(t) - g(t) g(t
+_Z | Tt —:) || N;
M || ug ” t S U s U a(s ] ‘]‘V{‘ 3
S T g(t)/O (Wl lg 9()+ 11w lls glals))ds + —os tZaN
Miwll M [ MSN
G g(t)/o W Il o()ds + o5 3N
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I Tu?) i

9(t)
(PC)5(X) e portanto I' define uma fungdo de (PC)J(X) em (PC)J(X).

Para provar que -y possui um ponto fixo, mostramos que I' verifica as hipéteses do
Teorema 21. Vejamos inicialmente a continuidade. Sejam (Z,)n,en uma seqiiéncia em
(PC)Y(X) ez € (PC))(X) tais que z, — z em (PC))(X). Para € > 0, fixemos L > 0 tal
que

o que implica por (H4) que — 0 quando t — oco. Isso mostra que I'u €

o /ms)W(ZKg 5)) ds+ Z <52l (4.17)
=1

onde K = sup{|| z, ||, || = |lg: » € IN}. Como f é continua, do Teorema da convergéncia
dominada de Lebesgue e de (Az), temos que existe N} € IN tal que para todo n > N!

L L
| 1S mata@ds = [ fsatezeo) lds< 5. (@9

Usando agora a continuidade das fungdes I; e o fato de que z,, — z uniformemente em
compactos de [0, cot), escolhemos N? tal que para todo n > N2

> Il Elea(t:)) - L=(t)) II< 577 (4.19)

<L
Usando (4.18) e (4.19) segue que paran > N2 = max{N}, N2} et € [0, L],
ITza(t) ~T=(®) Il S / D (5, Za(s), 2ala(s))) — £(t2(5), x(a(s)))) || ds

g(t)
ZMIII (2 (t:)) — Li((2:)) |

t<L

e portanto

| Tz, (t) — Tz(t) || tel0,L], n> NS} <e. (4.20)

Por outro lado, de (4.17), (4.18) e (4.19) temos que parat > L e n > N3
| Tza(t) ~ Tz(?) ||

g(t)
1 L
< / I Tt = 5)(f(5, 2n(5), 2n(a(s))) — £(s,2(5), z(a(s)))) || ds
+i f 1Tt~ $)(F (5, 2a(s), 2a(a(s))) — £(5,2(s), (a(s)))) || ds
Z[]I (zn(t:)) — ||+ ZQMN
< g+ /m W (2K g( ))ds+g( §2MN+—
< €
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e assim

| Pzn(8) — Tz(?) || 3
sup{ o0 t>L, n>N’} < e (4.21)

Segue agora de (4.20) e (4.21) que || 'z, — 'z ||4< ¢, quando n > N2 o que mostra que
v é continua.

Mostramos agora que 7y é completamente continua usando o Teorema 27. Sejam r > 0
e B, = B,(0,(PC)J(X)). Usando as mesmas idéias e estimativas da demonstragao do
Teorema 24 vemos que I'(B,)r é relativamente compacto em PC([0,7T] : X) para todo
T >0, T # t;. Mais ainda, como para = € B,

Tz(t M
LI < bl 25 [ mowezl =l st + 253N,

segue de (Hy) que ”F“z(;)” — 0 uniformemente para z € B, quando t — oco. Assim v(B,)

verifica as hipéteses do Teorema 27 e portanto é relativamente compacto em (PC)J(X).
Isto prova que <y é completamente continua, pois r é arbitrario.

Mostramos agora que o conjunto U = {zx € (PC))(X) : A\Tzy = z,,A € (0,1)} é
limitado em (PC)J(X). Se z» € U, para t > 0 temos

loa@® | < I Tuo |l + / (W (I 22(5) | + 1| z2(a(s)) IDds + 3 M

< Mz || +M/O m(s)W (Il zx(s) || + || @x(a(s)) || ds + M Y N

i=1
Denotando por u,(t) o lado direito da ultima desigualdade, obtemos que
ua(t) < Mm(t)W (2ua(t))

e portanto que

2u () 1 t ( ) o] 1
ds < QM/ m(s)ds < / ds. 4.22
Lo om0 : . W) (422)

Como z, e A sao arbitrarios, é conseqiiéncia de (4.22) que o conjunto {u; A € (0,1)} é
limitado em C([0, 00) : X), o que implica que U ¢ limitado em (PC)3(X).

Isso mostra que +y verifica as hipoteses do Teorema 27 e prova que existe uma solu¢do
fraca do problema (4.11)-(4.13). A prova estd completa. B

Theorem 29. Suponha que as condi¢ies (Hz) e (Hy) sdo verificadas. Suponha ainda
que

(Hs) Para cada i € IN existe L; > 0 tal que

| Li(z) = Li(y) |1< Li ||z —y |l, V (z,y) € X%
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Se

Lo\ W (2rg(s))
M L;+ limsup M | m(s)—————ds < 1, 4.23
ZZ; [(t,r)| 00 0 (s) rg(s) ( )

entdo existe uma solugio fraca do problema (4.11)-(4.13).

Demonstragao. Para u € (PC)J(X) definimos T : (PC)J(X) — (PC)([0,0) : X),
onde

Tut) = T(t)uo + /0 T(t — 5)f(s, u(s), u(a(s)))ds + 3" Tt — t)Ii(u(t)).
Da prova do Teorema 28 sabemos que T'u € (PC)g(X) e que I' : (PC)J(X) — (PC)J(X)

é continua. Considere a decomposi¢ao I' =T'; + I'y, onde

Tyut) = T(H)uo + Y Tt — t:)Li(ults)).

t; <t

Seja B, = B,(0,(PC)J(X)). Afirmamos que existe 7 > 0 tal que I'B, C B, e I';B, C
B,, i = 1,2. De fato, se a nossa afirmagao é falsa entao para cada r > 0 existem z, € B,
et” >0 tais que r < || T'z,.(¢") ||. Logo

[Tz () I o M| uo |

5 [ mOW i) 1+ 12 (6o s

9(t") B g(t’)
r) Z Li || z-(t:) | + 1| L(0) 1)
Mg'(' t’f)" “ + g?t{ ) / m(s)W (2rg(s))ds + Lr9t) Tg (t:) Z L:
t,) Z I 1:(0) |

Dependendo de o conjunto v = {¢" : 7 > 0} ser limitado ou ndo, da desigualdade anterior
obtemos

1 <M>", L seU ¢élimitado
. t - T
1 <M3Y72, L+ limsupy om0 M [y m(s)%sﬁds, se U nao é limitado,
o que é absurdo. Isto prova que existe 7y tal que I'B,, C B,,. Mais ainda, a mesma
estimativa mostra que é possivel assumir que I';B;, C B,,, t = 1,2.
Usando a prova do Teorema 28, vemos que -y, é completamente continua em B,,. Além
disso, 7; € uma contracao em B, . De fato, se z,y € B, temos

IDw(t) ~Tw®) | _ M
o) < )thuLnnx )=yt |

Zg VI Lilllz =yl

t<t

IN
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e entao
[T =Ty ll,< M2 I Lillllz—y - (4.25)

Segue agora de (4.23) e (4.25) que 7, é uma contragdo em B,,.

Das consideragoes anteriores, deduzimos que v uma uma funcao condensante em B,,.
A existéncia de uma solugao fraca do problema (4.11)-(4.13) é agora conseqiiéncia do
Teorema 22. A prova esta completa. B

Theorem 30. Suponha que as condigoes (ﬁz) e (Hy) sdo verificadas. Assuma também
que:

(I:I’l) Cada fungdo I; € um operador linear continuo;

(Hs) Para cada s > 0, f(s,-) = L(s,-) + h(s), onde L(s,-) é um operador linear limitado
e h(:) € uma fungdo continua tal que 9—(15 fot h(s)ds — 0 quando t — oc.

Se MZLi + Msup——/ | L(s) || g(s)ds < 1, entdo eziste uma inica solugdo
p— >0 9(t) Jo

fraca do problema (4.11)-(4.13).
Demonstragdo. Seja I' : (PC)J(X) — (PC)([0,00) : X) a fungdo definida na demon-
stracao do Teorema 28, veja (4.16). Sabemos da prova do Teorema 28 que I' é uma

fungdo bem definida , continua e com valores em (PC)%(X). Mostramos agora que -y é
uma contraggo em (PC)J(X). Fixemos z,y € (PC)3(X). Se t > 0 temos

| Tz() —Ty@ | . M
g(t) T g9(t)

SO Nl 2(t) — () || + / I L(s) lll 2(s) ~ y(s) | ds}

t; <t

Mg(tl) ; xr — T — % t S S)as
i o syl 2=yl o / I L(s) || 9(s)d
< [MZHMHM/O uL(s)udsJ lz -yl

e portanto

oo M t
Tz =Ty, < (M; 12l +m/0 1 L(s) | 9(8)d8) Iz =y llg,

o que implica que I' é uma contragao.

Pelo teorema de ponto fixo para contracoes, y possui um tnico ponto fixo z €
(PC)a(X). Este ponto fixo é a tinica solugdo fraca do problema (4.11)-(4.13). A pro-
va estd completa. B

O resultado seguinte ¢ uma conseqiiéncia ébvia do teorema anterior.

Corollary 9. Assuma que se verificam as condigées IjI’l,I:Iz, H4, Hs. Se
0 00
MZLNLM/ | L(s) || ds <1,
i=1 0
entdo existe uma tunica solugcdo fraca do problema (4.11)-(4.13).
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4.1.3 Um exemplo: A equagao do calor com impulsos.

Para finalizar esta se¢ao, consideramos brevemente a equacao do calor com impulsos.
Seja X = L*([0,7]) munido da norma usual que denotaremos || - ||2, ¢ A o operador
Az = 2" com dominio

D(A) = {f € L*([0,7]) : f"(-) € L*([0,7]), f(0) = f(m) = 0}.

Nestas condigoes, A é o gerador de um Cp-semigrupo compacto, (T'(t))¢>0, em X. Mais
ainda, A tem espectro discreto, os autovalores sao —n?, n € IN, com correspondentes

2 . e
autovetores z,(£) := (=)?sen(né) e as seguintes propriedades sio validas:
™

(a) {z,:n € IN} é uma base ortonormal de X,

(b) Se f € D(A) entdao A(f) = —inz(f, Zn)Zn,

o

(c) Para cada f € X, T(t)f = Ze‘"zt(f, Zn)zn. Mais ainda, segue das expressoes
n=1
anteriores que ||T(¢)|| < e * <1 para todo ¢t > 0.

(d) O operador (—A)'/2 é dado por

(A f = "n< fzm >z, (4.26)

n=1

com dominio D((—A4)Y?) = {f(:) € X : Zn < f,zn > 2z, € X}. Mais ainda

n=1
I (~4)% ||I=1
Consideremos agora o problema impulsivo,
QuED) = Lpule) + F(E L w(E B, u(E a(0), (1.27)
w(0,t) = w(mt) =0, tel, (4.28)
wé, ) = Piw(,t:))(), § € [0,7], (4.29)

onde0<ti<tba<..<t, <me

(1) A funcdo F :[0,7] x I x IR® — IR verifica as seguintes propriedades:
(a) F(&t,-) : IR* - IR é continua g.t.p. em (£,t) € [0, 7] x I.
(b) Para todo w;,w, € IR, a funcdo F(-,w;,ws) : [0,7] x IR — IR é integravel.
(c) Existe uma funcao integravel e positiva 7(-), definida sobre [0, 7] x IR tal que

| F(§: 8wy, w) [ (&, ) (| wr | + | w2 )

para todo w;,wy € IR.
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(2) As fungGes P; : X — X s@o completamente continuas. Assumimos ainda que para
cada 7 > 0 existem constantes a;, > 0 tais que [|P;(z)|2 < a;,. Exemplos de
operadores com essas propriedades podem ser encontrados em [15].

Seja f : [0,T] x X? - X o operador definido por f(t,z,y)(§) = F(&,t,z(£),y(£)).
Nessas condigoes, para z,y € X, || z ||2, || ¥ ll2< 7, temos

160l < ([ 1PEn@, ())l?df)

l

( / "0 (1 2(6) | + 1 4(E) ) dg) :
< 0l Don(lzl+ 1y ll)-

onde 7(+, $)o,r = SUPgefo,n M(0, 5)-
Theorem 31. Suponha que as condigdes anteriores sao satisfeitas. Se

AN

T—00

2M/ 8)o.#ds + lim 1an —a;, < 1, (4.30)

onde n(-,8)or = SUPge(o,) n(f, s), entdo eziste uma solugdo fraca do problema impulsivo
(4.27)-(4.29).

Demonstragio. Seja I' : PC — PC o operador definido em (4.5). Afirmamos que existe
r > 0 tal que I'(B,) C B,, onde B, = B,.(0,PC). Se a propriedade & falsa, para cada
r > 0 podemos escolher z,. € B, tal que r <|| I'z, ||. Assim

P Ta | < | o | +2r/ Mds-!—Za”
portanto

T—r00

T
1§2/ n(:, s)g,rds+hmmfz ~May,,

o que ¢é absurdo.

As mesmas idéias da demonstracdo do Teorema 24 mostram que I' é completamente
continuo em B,. Agora a existéncia de solugbes para (4.27)-(4.29) é consequéncia do do
Teorema de ponto fixo de Schauder, veja [15] pp. . A prova estd completa. W

4.2 Existéncia de Solucoes para Equacoes impulsivas
do Tipo Neutro com Retardamento nao Limitado

Neste secao estabelecemos dois resultados de existéncia de solugoes para uma classe
de equacoes do tipo neutro com retardamento nao limitado modeladas na forma

%(m(t) +G(t,zy)) = Az(t)+ F(t,z¢), tel=][0,qa], (4.31)
o = @€DB, (4.32)
Al‘(t,‘) = Ii(xti) (433)
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onde A é o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo de operadores
lineares limitados em um espago de Banach X; 0 < t; < t, < ... < t, < a sdo pontos
fixos; F(-),G(:), Li(+),i = 1,2, ..n, sdo fungdes apropriadas; e a notagdo A¢(t;) representa
o impulso de uma fungao £(-) no ponto t;, é dizer AE(¢;) = &(t]) — £(¢]).

Em geral os resultados sdo obtidos usando alguns teorema de ponto fixo para oper-
adores condensantes em espacos de Banach.

Recentemente varios artigos que estudam a existéncia de solucoes fracas para proble-
mas do tipo neutro com retardamento, veja por exemplo (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7] tem aparecido
na literatura. Em todos esses trabalhos, e con a finalidade de usar o Teorema de ponto
fixo de Leray Schaaders, os autores usarao uma hipétese técnica a qual é valida somente
se o espaco X ¢é de dimensao finita. Este fato é relevante pois nestas condi¢oes nao é
possivel o estudo de equacoes diferenciais parciais do tipo neutro, o que era o objetivo
desses trabalhos. De fato, os autores assumieron a seguinte hipotese técnica.

Hipotese: “ A is the infinitesimal generator of a compact analytic semigroup of
bounded linear operators (T (t))i>0 on X and there exist positive constants My, M,
such that

IT@) IS My and || AT(t) ||< Mo,

for every t € [0, al.

Sabemos do Teorema 11 que a condigdo de limitacao sobre a familia de operadores AT'(t)
implica que A é um operador limitado e portanto que a fungdo t — L(X); t — T(¢) é
continua em [0, a], veja Teorema 4. As observagoes anteriores e o fato que cada T'(t),
t > 0, e compacto implicam que T(0) = I; é compacto e conseqgiientemente que X é de
dimensao finita.

Equagoes de tipo neutro aparecem em muitas areas das matemadticas aplicadas e estas
tem recevido muita atencdo nos tltimos anos. Um livro cléssico a este respeito é [10]. O
trabalho de pesquisa em equagoes diferenciais parcias do tipo neutro com retardamento
nao limitado fue iniciado por Herndndez & Henriquez em [11, 12]. Em essos artigos
Hernandez & Henriquez mostraron existéncia de solugoes fracas, fortes e periédicas para
o modelo neutro

St +Gltm) = Asl)+Flz),  t20,

o = WGB,

sendo A o gerador infinitesimal de um semigrupo analitico em X e B é um espaco de
fase definido de maneira axioméatica. Em geral os resultados nesses trabalhos sao obtidos
usando o Teorema de ponto de Sadovskii ( veja [18]).

Para estudar o problema impulsivo (4.31)-(4.33) adotamos as notagdes, defini¢des e
resultados técnicos da segao 4.1.

Como mencionamos previamente, para estudar o problema (4.31)-(4.33) assumiremos
que os espago das historias, o espaco de fase, esta definido de maneira axiomatica de
forma similar a o feito por Hale and Kato em [9]. Assim neste trabalho, B espago linear
formado por funcoes definidas sobre (—o0, 0] e com valores em X, verificando os seguintes
axiomas.

(A) Sexz : (—o0,a) = X, a > 0, é tal que z(-)|jo,q) € PC e xy € B, entdo para todo
t € [0, a] as seguintes propriedades sao verificadas.
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(l) T € B.
(i) || 2 ls< K(t) sup{|| z(s) [|: 0 < s <t} + M(2) || 7o |[5,

sendo K, M : [0,00) — [0,00), K ¢ continua, M é localmente limitada e K, M
independentes de x(-).

(A1) Se z(-) é a fungdo em (A), entdo a funcio [0,a] — B, t — z; é continua.

(B) O espago B é completo.
4.2.1 Existéncia de solugoes.

Nesta se¢do estudamos existéncia de solugOes para o problema neutro (4.31)-(4.33).
Nesta parte do trabalho, sempre A : D(A) — X é o gerador infinitesimal de um semigrupo
analitico uniformemente limitado, (T'(¢)):>0, de operadores lineares em X con 0 € p(A) e
tal que || T'(t) ||< M para todo t > 0. Do capitulo 2, sabemos que em estas condigdes é
possivel definir as poténcias fracionarias (—A4)%, 0 < a < 1, de — A, como sendo operadores
lineares fechados em X com dominio D(—A)"‘ denso em X . Mais ainda, sabemos que a
expressdo || z |la=|| (—A)*z || define uma norma em D(—A)* e que X, = (D(—A4)%, || - |la)
é um espago de Banach. Lembramos que no capitulo 2 deste trabalho é feito um estudo
detalhado a respeito de poténcias fracionarias. Uma reférencia complementaria é o livro
de Pazy [17].

Para comenzar introduzimos o conceito de solucgao fraca.

Definition 20. Uma fun¢do z : (—oo,a] — X € uma solugdo fraca do problema de
Cauchy abstrato ({.81)-(4.33) se: o = ¢; (-)|j0,q] € PC; para todo 0 < t < a a fungdo
s = AT(t — 5)G(s, zs) € integrable sobre [0,t) e

2t) = T@)(@(0)+ G0, ) — Glt,z2) — / AT(t — 5)G(s, z,)ds

/T(t—s)F(s:Es)ds+ZTt—t)I(a:,) tel

ti<t

Observation 5. E importante observar que nossa definicdo de solugdo fraca € diferente
a aquela introduzida em [7]. Lamentavelmente, o conceito adotado por Benchohra esta
errado. Em relagdo com isto veja [14] e [16].

t
Observation 6. Se z(-) € uma solu¢do fraca de ({.31)-(4.33), da relagdo A/ T(s)zds =
0

T(t)x — x, temos que
2) = TW)(0(0)+ G0, ) — G(t,z2)) — /O AT(t — 5)G(s, 3,)ds

/ AT (t — 8)G(t, z)ds + /tT(t — 8)F(s,z,)ds
+Y Tt - ti)Li(ze,), tel

t; <t
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No restante deste capitulo, consideraremos as seguintes condigdes técnicas.

H, A funcdo F: IxBxX — X verifica as seguintes propriedades de tipo Caratheodory:

(i) Para todo t € I, a fungdo F'(t,-) : B x X — X é continua.
(ii) Para todo ¢ € B a fungdo F(-,¢) : I — X é fortemente mensuravel.

H, Existem constantes positivas 0 < 8 < 1, ¢1, ¢ tais que G é Xj valuada, (—A)PG :
I x B— X é continua e

| (=APGEY) | < all¥ s +e, (t,¥) eI x B.

H; Existe uma fungao continua mg : I — [0,00) e uma funcao continua e nio decres-
cente Wr : [0,00) — (0, 00) tal que

I F&Y) I < me@WE(| ¥ ls), (t,9) € I x B.

G, Seja ¢ € B, y : (—oo0,a] = X a tnica extensdo de ¢ tal que y(¢) = T(t)¢(0) em
IeS(a)={z:(—00,a] X : g =0; z € PC(I : X)} munido da métrica da
convergéncia uniforme sobre /. Diremos que condigdo G, é verificada se o conjunto
de fungdes {t - G(t,z, + ) : * € Q} é equicontinuo sobre I para todo conjunto
limitado Q C S(a).

Estamos agora em condigoes de mostrar o principal resultado deste trabalho.

Theorem 32. Seja ¢ € B e assuma que H, — Hz e G, sdo verificadas. Suponha, mais
ainda, que as as seguintes propriedades sdo satisfeitas.

(a) Para cada r > 0 e todo € > 0, existem conjuntos compactos Wj’, C X tais que
T(e)(—A)PG(s, ) € W), e T(e)F(s, %) € W2, para todo (s,v) € I x B,(0, B).

(b) As fungdes I; sGo completamente continuas e existem constantes cf, 1=1,2,.n,j =
1,2 tais que | L) < ¢} | ¥ |ls +¢2, para todo ¢ € B.

Se
Cy_pcrdf K.M /t /°° 1
=Kjaco+———+M)» ¢g|<l e —— | mp(s)ds< —ds,
p= Koo+ =5 ;] ) A A /A
sendo
1 - y 1 +%C8) L S
=1 (Mg + M(Koc1 + H)) || ¢ |lg +Kq [ca(M+ || (=4) | +T)+Mzci ,
=1

entdo existe pelo menos uma solugdo fraca do problema impulsivo (4.31)-(4.33).
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Demonstragao: Sejam y(-), S(a) como em condi¢do G, e I' : S(a) — S(a) a fungdo
definida por

( t
T(H)G(0,0) — G(t, 70 + 1) ~ /0 AT(t = $)G(5, 7, + y,)ds

t

Iz(t) = J +/ T(t = $)F(s, 25 + ys)ds + ) T(t = t) il +w),  tel,
0 ti<t

0, t<0

\

Das hipéteses, sabemos que as fungdes s — (—A)PG(s,z, + y;) e s = G(s, T + ys) sdo
integraveis. Mais ainda, como T'(-) é analitico ( veja Teorema 10 ), a funcao [0,t) — L(X);
s — AT (t — s) é continua o que da estimativa

CI_BC'te

| (ATt = 5)G (s 3 + ) =] (- A) PTG = ) AV Clsm +u) | < G55

e o teorema Bochner’s permite mostrar que s —|| AT (t — s)G(s,zs + ys) || é integravel
sobre [0,t). E claro agora que I esta corretamente definida e tem valores em S(a).

Seja (z™), uma seqiiéncia em S(a) convergente a z(-). Dos axiomas do espago de fase
B, temos que o conjunto U = {z? + y,;, zs + ys : s € [0,a], n € IN} é relativamente
compacto em B o que implica que (—A)?G(-) é uniformemente continua sobre U e por
tanto que

G, z} +y) — G(t,zi + ),

/t(—A)l_ﬂT(t — 8)(—A)PG(s,z" + y,)ds — /t(—A)l“ﬂT(t — 8)(—A)VG(s,z, + y5)ds

uniformemente sobre [0, a] quando n — oco. O argumento anterior e o Teorema da con-
vergéncia dominada de Lebesgue mostram que I'(z") — I'(z) em S(a) quando n — co.
Por tanto, I' é continua.

Para provar a existéncia de solugoes mostraremos que I' verifica as hipéteses do Teore-
ma 21. Com esta finalidade, inicialmente faremos estimativas a prior: para as solugoes da
equacdo integral z = Al'z, A € (0,1). Sejam )\ € (0,1) e z*(-) uma solugdo de z = AI'z.
Fazendo uso de H;-Hgs, da notagéo v*(t) := M, || ¢ |l +K.M || 9(0) || +K, || z* ||; e o
fato que || z, + y; {|[5< v*(¢) sobre I, vemos que

I2*@) 1 < MUGO,0) | + 1| (=4 | et || (=A) P || exv?(2)

t ’U'\(S) Cl_ﬂC2Tﬁ ~ t
+Cl_‘561‘/0‘ '(*t—:s_)l_EdS-‘l— —ﬁ_ + M/O mp(s)Wp(v)‘(s))ds

+M Y (e} || v(e) Iz +¢F).

t; <t

Da definicdo de v*(-) temos que

2| < Malloll +K, [M 100 | +M || G(0, ) || +ea(ll (=A)° [| +—F=

t n
+u(t) + K,IM/ mp(s)We(v*(s))ds + K, M Z c?,
0

1=1
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e portanto que

y ~ B
V() < 1—i,; [(Ma + M(Koer + H)) || @ l5 +Koca( M+ || (-4)° || + 2222 (;H’)}
KM [ MK, &
T “/0 mp(s)We(v*(s))ds + . ?:1 2.

Se notamos por $*(t) ao lado direito da ultima desigualdade, obtemos que

BB < 125 me () We(5:(0)

e entao que

< =2 mp(s)ds < ———ds,
B(0) Wr(s) 1—pJy #(s) B(0) WF(S)

o que mostra que as funcdes B8*(-) sao uniformemente limitadas sobre I. Isto prova que
as funcdes z*(-) sao uniformemente limitadas sobre I.

Mostramos agora que a funcdo I' é completamente continua. Para este fim, usando a
4

observacao (6) reescrevemos I' na forma I’ = Z I'; sendoI'iz = 0 on (—00,0],7=1,2,...4,

=1
e

le(t) = T(t) (G(01 (,0) - G(t’ It + yt)))
Doz(t) = — / AT(t — s)G(s, zs + ys)ds,

t t
Dz(t) = / T(t — s)F(s,zs +ys)ds + / AT(t — s)G(t, zs + yr)ds,
0 0

Luz(t) = Y T(t—t)L(zy + 1),
ti<t
para t € I. Na continuacao mostramos que cada operador I'; é completamente continuo.
No que resta da demonstracdo, B, = B,(0, S(a)). Para iniciar, observamos que
= Kot + M, || @ |l +KMH || 9(0) [|2]] 2¢ + e ||
quando (t,z) € I x B,.

Step 1. I'; é completamente continuo

Estudemos primeiramente a equicontinuidade do conjunto I';B,. Seja 0 < € < #p, <
t<ae Wel’,, o conjunto compacto da hipéteses (a). Usando a condi¢do G, e que o
conjunto de fungdes {s — T(s)z : z € W/},.} é uniformemente equicontinuo sobre [0, a],
veja Lema 2.17 em Nogueira [16], podemos escolher 0 < ¢ < € tal que

N T(s+h)x—T(s)z| < ¢ sel, zeWl,.,
| G(t,z¢ + yi) — Glto, Tty +us,) || < 6 z € By,
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quando 0 < h < d e |t —tp |< 0. Nestas condicoes temos que

| Thz(te) ~Twz(®) || < || (T(t) —T()G(0,¢) |
+ 1 T(to) 1l G(to, T2o + Y1) — Gt 20 + 32) ||
+ || (AP (T(to — €) = T(t — €))T(e)(—A)PC(t,z +u1) ||
| (T(te) = T®))G(0, ) || +(Il T(to) | + | (=4)7" e

quando | £ — tg |< 4, 0 que mostra que I'y(B,) é equicontinuo pela direita no ponto t5. A
equicontinuidad pela isquerda no ponto ¢, > 0 é provada em forma ansloga e omitiremos
detalhes.
E claro que 'y (B, )(0) é compacto. Mais ainda, da continuidade de (—A)~# e a relagao
Di(B.)(t) = {T{)G(0,9) +T(t — )(-=A)T(e)(~A°)G(t, 2 + 1) : x € B, }
C TA)G0, )+ T(t—e)(—A) W]

para 0 < € < t, inferimos que I';(B,)(t) ¢ relativamente compacto em X. Portanto, I'; é
completamente continuo.

Step 2. A funcao I'; é completamente continua
Mostremos para comegar que I';B, é equicontinuo. Seja 0 < e <ty <ae W! . o
21
conjunto compacto em (a). Como s — (—A)!7PT(s) é continua sobre (0, a] na topologia
uniforme de operadores limitados, temos que o conjunto de fungdes { s — (—A)'PT(s)x
z € Wi .} é uniformemente equicontinuo sobre [£,a]. Fixemos 0 < & < ¢ tal que
2,

| (=AY PT(s)z — (A PT(s")z ||< ¢, z € W%l,r*,
quando § <s5,5'<ae|[s—s"|<d. Se0<t—1t) <d<eg entdo
|| T2z(t) — Tax(to) ||
<[ AP 9 = Tt~ NAPGs 2. + i)ds |

# [ NTE 0 = L) (AT~ 4Gz +v2) | ds

/ | (= ATt — $)(= AP G5, 0 +3.) | ds
< /0 | (=AY P[T(t — s — %) ~T(to—s— %)]T(%)(_A)ﬁc;(s’xs_'_ys) | ds
+2MC (ar*+c )(fﬁ T (t—to) U= t)
1-8 1 2 3 B —
< (to— €)e + 4MCy_g(cyr* +02)§

o que implica que I's(B,) é equicontinuo a direita no ponto tp. Similarmente é possivel
mostrar a equicontinuidade de I';(B,) a esquerda no ponto t;. Assim, podemos concluir
que I'y(B,) é equicontinuo sobre [0, a].
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Mostramos agora que ['3(B;)(t) é relativamente compact para todo t € I. O caso
t=0¢trivial. Sejal<e<t<ae W;},T* sendo o conjunto compacto da condicao (a).

Usando que (—A)PT(-) é fortemente continua sobre [, a], deduzimos usando os mesmos

argumentos da prova do Lema 2.17 em [16], que o conjunto W, = {(=A)}PT(s)z : s €

(5,0], 7 € W .} é relativamente compacto em X. Do teorema do valor medio para a
21

integral de Bochner, veja [15] lema 2.1.3, vemos que

Taz(t) = /0 _e(—A)I‘ﬂT(t—s—-;—)T(%)(—A)"G(s,zs+ys)ds

+f (=)Lt — 5)(=AYC(s, . +3,)ds
€ (t— €)conv(W,) + C.

sendo co(W,) a envolvente convexa de W, e diam(C.) < 2C_g(cir* + cz)%, 0 que nos
permite concluir das observacgoes anteriores que I's (B, )(¢) é totalmente limitado e portanto
relativamente compacto em X. Por tanto, I'; é completamente continuo.

Procedendo como no passo 2, inferimos que I'; é completamente continuo. Nos omiti-
mos os detalhes desta parte da demonstracao.

Step 3 O operador 'y é completamente continuo.

Para mostrar esta propriedade, usaremos o Teorema 23. E claro que T4 B, (t) é rel-
ativamente compacto para cada t # t;,7 = 1,2,..n. Mais ainda, como 0s conjuntos
U(ti, tj,r*) = {T(t: — t;)1;(B- (0, X))}, t: << t;, sdo relativamente compactos em X, das
expressoes

———

[F4$]i(ti) = ZT t - t xt +yt ) + Ii(wti + yti) € ZU(ti7tj)T*)ai Z 17517 € Br:
j=1

[F4x]i(ti+l) = ZT(ti+1 ])I Tt; + yt ZU H.l,t],’l" 1> 0, T e BT,

—

inferimos que os conjuntos [['4B,};(t) sdo relativamente em X para todo i =0,1,2, ..n.

Agora mostramos que cada conjunto [I'4B,};, ¢ = 1,2,3,..n — 1, é equicontinuou sobre
[ti, tiy1]. Usando que J~_, J;(B,+) € relativamente compacto; par ¢ > 0 fixamos 6 > 0 tal
que

176 =T l< 2 v e B

when | s — s’ |< 4. Agora, distinguimos trés casos.

1. Quando t € (t;,t;41) fixamos 0 < &; < 4 tal que [t —&;,¢t+61] C (Li,tiy1). Se x € B,
e 0 < h < 6, vemos que

| [Taz), (¢ + k) — [Daz)i(t I—HZH (t+h—t;) = T(t = t;));(z, + ) < €,

—

o que mosra que [['4](B,) é equicontinuo em ¢.
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2. Set=t; para 0 < h < min{t;y; — t;,0} e z € B, temos que

| Caal(ts + h) = Dazle(t:) 1= 301 (T +h— 1) = Tt~ 1) o, +3,) 1< e

e

Portanto, [I'4](B;) é equicontinuo a direita em ¢,.

3. Set= tiy1 € 0<h< min{tﬂ_l — 1, (5} entao

| Caal,(tisn=h)=azl(tin) l1= D I (T (ten—h—t;)=Tltema—t) (o +ue) 1< 6

para todo x € B,. Conseqiientemente, [I'y),(B,).is equicontinuo a esquerda em ¢;;.

Do anterior segue que [I'4].(B;) é relativamente compacto em C([t;,t;+1] : X) para
cada ¢ = 1,2,..n. Similarmente, podemos mostrar que [I'y],(B;) e [['4], (B;) sdo relati-
vamente compactos em C([0,%;] : X) e C([t,,a] : X) respectivamente. Portanto, I'y é
completamente continuo.

Finalmente, o Teorema de Leray Schauder, veja Teorema 21 garante a existéncia de
um ponto fixo para I'. Claramente este ponto fixo é uma solugao fraca do problema (4.31).
[

No préximo resultado usamos o Teorema de ponto fixo de Sadovskii ( veja [18]), para
mostrar a existéncia de solugdes para o sistema (4.31)-(4.33).

Theorem 33. Sejam ¢ € B, y(-) como em condigio G, e assuma que as condigies
(H;)-(H3) valem. Suponha, mais ainda, que as sequintes propriedades sao verificadas.

(a) Para cada T > 0 e todo € > 0 existe um compacto W, C X tal que T(€)F(s,v) €
W, para todo s € I, ¢ € B;[0, B].

(b) FEzistem constantes positivas Lg, L;, 3 = 1,2, ...n tais que

I (%) = L) | < Ly [l oy — 2 |l i € B,
I (=APG(E ) — (A Gt 42) | < Lo [l 91 — 2 I, (t,¢3) € I x B.

C)__Baﬂ
B -
)ds < 1, entao existe uma solugéa fraca de (4.31)-(4.33).

Se LeK.(| (—A)™F || +

00

) + MZL,-Ka + Iiminf/ mp(s)Wr(Kor+ || ys |5
— 0

Demonstragao: Seja I' : S(a) — S(a) a fungdo definida na prova do Teorema 32 e
considere a decomposi¢do I' = I'y + I'; onde I';jz = 0 sobre (—00,0],7=1,2,

Iz(t) = TE)G(,p)+ /0 T(t — s)F(s,zs + ys)ds,

t
sz(t) = —-G(t, Ty + yt) — / AT(t - S)G(S, T + ys)ds + ZT(t — ti)Ii(mti + yti),
0

t; <t
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quando ¢ € I. Afirmamos que existe r > 0 tal que I'(B,(0, S(a))) C B:(0,S(a)). Se a
afirmacao é falsa, para cada 7 > 0 existe 2" € B, e t" € I tal que r <|| I'z"(¢") || e entéo

r<|Ta" (@) | < M GO,9) | + 1 (=A)? Il Le | afr lls + 1| G, yer) |

r

Cl—ﬂ r
+ / oo %% s+ 11 Gls,3a) 1s)ds

/ meWr(l 2 s + | s ls)ds + 3 3 (L | 2,

t; <t"

s+ Liye:) 1))

Cl_ga
B

M| GO,0) | + | (A || LeKar+ | G(t, yer) || +LaKar

¢ C - G yJS ¢
+/ 1-8 ” (s_y) ”dS +/ mF(s)WF(KaT+ ” Ys HB)dS
0 (tr —s)t=F 0

[N

+M Y (LiKor+ || Liw) |l)

=1

e portanto,

C
1<K, [LG(” (—A)P || + 1;“ _,_MZL} +hm1anF(K T+ || ys ||B)/ mp(s)ds
i=1

o qual é um absurdo.
Seja 7o > 0 tal que I'(B,,) C B,,. Da prova do Teorema 32 sabemos que I'; é
completamente continuo em B,,. Mais ainda, da estimativa

[Tou—Tavlle < Ka<LG<“(_ ),3”+C )+MZL)|Iu—v||m

concluimos que I's € uma contracao em B,,. Portanto, I' € um operador condensante em
B,,. A existéncia de uma solugado fraca de (4.31)-(4.33) é agora conseqiiéncia do Teorema,
22. m '

4.2.2 Um Exemplo

Nesta parte final do capitulo apresentamos um exemplo de equacao do tipo neutro
com retardamento nao limitado, a qual é uma generalizacao do exemplo em Hernindez
& Henriquez [11]. Consideremos o seguinte problema diferencial

uber / / —t,1,&)u(s, n)dnds] = %

+ /_l a(s — t)u(s,&)ds + J(t, &), (4.34)

u(t,0) = u(t,7) =0, t>0, (4.35)
u(r, &) = (1,8), 7<0, 0<&< . (4.36)
Ku)©) = [ ails—tuls,e)ds (430)
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Para estudar este problema devemos introduzir todo um esquema técnico que nos per-
mita que o problema seja modelado como o problema neutro (4.31)-(4.33). Consideremos
o espago de fase B := L?(g; X). Seja g : [0,00) — IR positiva, continua, ndo decrescente,

com g(0) = 1 e tal que g(t) — 0 quando ¢t — co. Definimos o espago B := L?(g; X) como
0

o espago das fung¢Ges mensurdveis, ¢ : (—oo, 0] = X tais que / 9(0) || ©(6) 11> df < oo.
—00
No que segue assumiremos que g(-) verifica as mesmas condigoes técnicas do exemplo em

[11]. Em particular, assumiremos que existe uma fun¢do nao negativa, integravel e local-
mente limitada «y(-) definida sobre (—oo, 0] tal que g(& + 6) < v(£) (), para todo & < 0Oe
todo 6 € (—o0, 0]\ N sendo Vg C (—o0, 0] um conjunto de medida zero. Nestas condigoes
o espago B verifica os axiomas A, A; e B. Mais ainda, temos que M(t) = y(—t)% e que

0 3

K(t) =1+ (/ g(r)dr) para todo t > 0.

-t
Usando os operadores de substituicao

6w = |

0 T
/0 b(s, m, €)(s, n)dnds,
0

F(t,)(€) = / a(s)w(s, €)ds,

f(t) = J(t7')7
L) = / 0:(s)$ (s, €)ds,

o problema (4.34)-(4.37) pode ser modelado na forma

gz("’(t) +G(t,z)) = Az(t)+ F(t,z) + f(2),
To = @ €DB,
Azy) = Llze),

Theorem 34. Suponha que todas as condi¢oes técnicas descritas anteriormente sdo ver-
ificadas. Assuma, mais ainda, que as sequintes propriedades sao validas.

9

ac b(n,(, s), s@o fungées integrdavess, b(n,m, s) = b(n,0,s) = 0.

(a) b(n,¢, ),

0 az(g) %
(b) A fungdo a(-) € integrdvel e Ny := </ d0> < 00.

—o0 9(0)

0 2 0 2
(c) As fungdes a;(-) sdo integrdveis e L; := (/ %—((6—))d9) < oo para cadat = 1,2,..n.

Seja p € B e assuma que

NK,(1+217) + K, > Li+ Nyw < 1. (4.38)
=1
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sendo

v s (LI dncoronse [ [ [ 5 (562 ans)
sel0,m

Entao existe uma solugdo fraca do problema impulsivo (4.34)-(4.37).

Demonstragao: Fazendo uso de (a), (b),(c) e da desigualdade de Holder, segue que
F(t,-), G(t,), I; sao operadores lineares continuous e que || F((¢,-) |< Ny, || L(:) ||[€ L; e
| G(t,) I< Nz. Por outro lado, usando (a) e (4.26) temos que G(-) assume valores em
D(=A)Y2 e que || (~A)Y?G(t,-) ||< Nz. Agora a existéncia de uma solucao fraca para o
problema neutro (4.34)-(4.37) é conseqiiéncia direta de 4.38 e do Teorema de Existéncia
33.
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