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Prefacio

Este documento apresenta notas sobre solugdo numérica de equagdes diferenciais a derivadas
parciais utilizando o método de diferengas finitas.
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CaApriTULO

1

Contextualizacdo

A formulag@o matematica da maioria dos problemas envolvendo taxas de variacao de duas
ou mais varidveis independentes, geralmente representando tempo, comprimento e angulo,
conduz a uma Equagéo Diferencial Parcial (EDP) ou a um conjunto de tais equagdes
[9]. Fundamentalmente trés abordagens podem ser utilizadas independentemente, ou
conjuntamente, para a solucdo de problemas modelos por essas equagbes, a saber: a
experimental, a analitica e a computacional [2, 4].

Na abordagem experimental, um modelo fisico deve ser construido de forma a de-
senvolver estudos do problema sob andlise por meio da medigdo direta dos parametros
determinantes o problema, cuidando-se de efetuar adequada andlise dimensional, dire-
cionada a preservar a homogeneidade dimensional das equagdes que exprimem leis ou
processos fisicos.A abordagem experimental tem a capacidade de produzir as mais real-
istas respostas para problemas de escoamento de fluidos, contudo tem custo elevado e
diariamente crescente.

Na abordagem analitica, simplificacées tedricas sdo adotadas objetivando-se tornar
os problemas complexos trataveis, e se possivel construir uma solugao fechada para o
problema. A precisdo da solugdo analitica pode ser grandemente elevada e é dependente
da precisdo e da eficicia das simplificacGes efetuadas no modelo matemético. Ela é uma
abordagem 1til em projeto, projecdes, simulagdes e design preliminar, referenciando-se
razodveis solugdes em um espaco de tempo relativamente curto.

Na abordagem computacional, um niimero limitado de simplifica¢ées no modelo mateméa-
tico é adotado, proporcionando a elaboragdo de um modelo computacional consistente a
ser resolvido com técnicas de modelagem e simulagdo numérica. Neste modelo com-
putacional, aplica-se entdo, um método de discretizagdo do continuo, para se obter aprox-

imagoes numeéricas das EDPs via computador. No caso particular destas notas, as derivadas



nas EDPs sdo aproximadas por diferencas finitas em cada ponto de uma malha de dis-
cretizagdo do continuo, gerando um sistema de equacgoes para as varidveis discretas.

A simulagao computacional apresenta, em relagao a4 abordagem experimental, a liber-
dade de limitagoes de ordem dimensional, de ordem fisica e espacial e outras especificas
da modelagem fisica, para andlise do problema em foco. A auséncia de limitagoes relati-
vamente aos procedimentos experimentais e analiticos indica ser a abordagem computa-
cional a de maior potencial evolutivo. A andlise computacional necessita de precisdo na
prevengao de erros numeéricos relacionados a andlise do problema, & modelagem e ao desen-
volvimento e implantacao do algoritmo de solugéo, cuidando-se de incorporar técnicas de
estabilidade e de convergéncia do processo de solugdo. Tais técnicas garantem a preciséo
na obtengao da solugao.



CAPITULO

2

Equacées Modelos e a Técnica de Diferencas

Finitas

Muitos problemas em fisica e em engenharia requerendo solu¢ao numeérica envolvem casos
especificos da EDP
o’ L P ¢ 0

a6x2+b8:1:8 +c 6 +d8 +e a—+f¢+g 0, (2.1)

em que a, b,e,c,e, f e g podem ser fungoes das varidveis independentes = e y e da variavel
dependente ¢, a qual é definida dentro de alguma regido R do plano zy.
Notacao:

% & _
8(1} ¢$ 3 _6——2 ¢:1:1: y e

Exemplo: Equagdes de Navier—Stokes

o o
a—z + V- (¥0) = =Vp + uV3*i + f, (2.2)

em que ¥ = (u(z,y, 2,t),v(z,y, 2,t),w(x,y, 2,t)) é o vetor velocidade, p = p(z,y, z,t) é a
pressdo, u é a viscosidade e f sao forgas externas. Essas equagdes modelam o escoamento

de fluidos.
Note que esse sistema contém trés equagdes e quatro incégnitas (u,v,w e p). Para

fechar esse sistema acopla-se a equagao da conservacao de massa:
V-9=0 (2.3)

Encontrar solugoes analiticas para EDPs pode ser uma tarefa muito dificil, ou até



mesmo invidvel, como no caso das equagoes exemplificadas acima. O método de diferengas
finitas fornece solugdes aproximadas, efetuando diretamente a substituicao das derivadas
da funcdo/varidvel dependente, por diferencas finitas, obtidas pela expanséo em série de
Taylor e truncamento a nivel da ordem de erro desejada.

2.1 Condigoes Auxiliares

Em geral, as EDPs que modelam sistemas fisicos (como, por exemplo, escoamento de
fluidos) tém usualmente muitas solugbes. Para selecionar uma fungdo que representa a
solugdo para o problema fisico, deve-se impor certas condigoes auxiliares que caracterizam

o sistema em questao. Estas condigoes auxiliares sdo divididas em duas categorias:

1. Condigbes de contorno (fronteira):

Sao condigdes que devem ser impostas em todos os pontos do contorno (na fronteira)
da regido na qual a EDP estd definida.

Dominio da EDP

Figura 2.1: Ilustracao do dominio de defini¢do de uma EDP e de sua fronteira.

Por exemplo, sendo U a solugdo do problema e g uma fung¢éo conhecida,
(a) condicdo de Dirichlet: U = g;

3}
(b) condicdo de Neumann: ou =g;

on
- . oU
(c) condicdo de Robin: al + ﬂ% =g;

em que « e 3 sao constantes e n é o vetor normal a superficie apontando para fora.

2. Condigao inicial

Sao condicoes que devem ser satisfeitas em todo o dominio da EDP e no instante

em que o sistema fisico se inicia.

2.2 Problema Bem Posto

As condigOes iniciais e de contorno, juntamente com as fungoes coeficientes e os termos
nao homogéneos em uma EDP corréspondem aos dados do problema modelado pela EDP.
A solugdo depende continuamente dos dados do problema se mudancgas pequenas nesses
dados acarretam, correspondentemente, variagbes pequenas na solugao.
No sentido de Hadamard, um problema é bem posto se:



2.2 Problema Bem Posto

1. a solucao da EDP existe;

2. a solugao é unica;

3. a solugdo depende continuamente dos dados.

Se uma das condigdes 1),2) ou 3) néo estd satisfeita, o problema é dito mal-posto.
2.3 Classificacao
Segue da equagdo geral (2.1) que A = b* — 4ac. Desta forma,

e se A < 0 entdo a equagdo é dita eliptica;

e se A =0 entdo a equagao é dita parabdlica,

e se A > 0 entao a equacgao é dita hiperbdlica;

2.4 Equacgoes Modelo

Nestas notas os métodos numéricos apresentados serdo aplicados a equagdes modelos de
cada uma das trés sub-areas de EDPs. Sdo elas:

e parabdlica:

0 0%u .
5% + ké—z—z =0 que é a equagao do calor em 1D
e hiperbdlica:
Ou _ ac’)u ue é a equagdo da onda
ot Oz d qnag
o eliptica:
Oy 0%u , . .
— + = =k, kconstante, que é a equagédo de Laplace/Poisson
x?  Oy?

2.5 A malha computacional

Considere U, uma funcdo de duas varidveis independentes z e t, isto é, U = Ul(z,1t).
Subdividindo-se o plano zt em conjuntos de retangulos iguais de lados §z = h, §t = k,
por linhas igualmente espagadas paralelas ao eixo ¢, definidas por z; = zo+th,i =0,1,2, ...
e igualmente espagadas e paralelas ao eixo r, definidas por t; = to + jk,7 = 0,1,2,....
Uma malha no plano zt é o conjunto do pontos (x;,t;) = (z¢ + ¢h,ty + jk), onde i e j
sdo inteiros e (zg,t9) € um ponto de referéncia, como ilustra a Figura 2.2, sem perda de
generalidade considera-se (o, %) = (0,0).

Os pontos (z;,t;) sdo chamados de pontos de malha e os nimeros positivos h e k sdo,

respectivamente, os espacamentos da malha nas direcoes x e t. Se h e k sdo constantes, a

5



2.5 A malha computacional

(% .4)

ik

h

Figura 2.2: Exemplo de malha. O ponto (z;,t;) localiza-se nas posicdes ih e jk da malha
considerando (2o, yo) = (0,0)

malha é dita uniforme. Deseja-se obter a solu¢do numérica do problema fisico, u(z;,t;),
isto é, encontrar a solugdo numérica nos pontos (z;,t;) da malha.

2.6 Método de Diferencas Finitas

Para se obter uma solucdo de (2.1), pela técnica de diferengas finitas, a regifo Q é coberta
por uma malha com h e k sendo os espagamentos nas diregbes x e y respectivamente,
como ilustrado na Figura 2.3, e aproximamos as derivadas presentes na EDP em um

ponto genérico da malha (z;,¢;) por uma aproximagao de derivadas.

t

|
i ~

A ~N

\
\
l

A

{

0

/
K\

Figura 2.3: Iustracdo de uma regido coberta por uma malha.

Considere uma fungédo U = U(z) continua e de derivadas continuas, entio é possivel

expandir U em série de Taylor da seguinte maneira

Uz + k) = U(z) + hU'(z) + %th”(x) + 31—'h3U”’(:c) +o. (2.4)
e
Uz — h) = Ulz) — hU'(z) + %th”(:v) - %lﬁU”’(m) +o. (2.5)



2.6 Método de Diferengas Finitas

1 1
Desprezando-se o termo éhZU” (z) + §Th3U’” (z) + ... na equagdo (2.4), obtém-se:

U(z+ h) = U(z) + hU'(z) (2.6)
o Uz +h) - U
U(e) » L2220 1)
que é a aproximagao progressiva (ou para frente) para a primeira derivada.
O erro de truncamento, ET, nesta aproximacao é dado por
h " h2 "
ET = §U (z) + EI_U (z) + ... (2.8)

Admitindo-se U"(z), U"(z), ... limitadas e h — 0, entdo ET — 0.

Defini¢do 1 Uma fungdo f = f(h) € de ordem de magnitude de uma fungio g = g(h),
quando h — 0, se

lim ——= = constante
Notacgdo: f(h) = O(g(h))

A aproximagéo progressiva para a primeira derivada é de primeira ordem, isto é, O(h).
Usualmente, estamos muito mais interessados na ordem do ET do que em sua expressao

propriamente dita.
Analogamente, desprezando-se os termos de O(h?) na equagio (2.5), obtém-se:

U(z —h) = U(z) — hU'(x) (2.9)
o U(z) - Uz — h
U(z) ~ L8 = . (z—h) (2.10)
que é chamada aproximacio regressiva (ou para trds) para a primeira derivada, cuja ordem
é O(h).
Por outro lado, somando-se as expressdes (2.4) e (2.5), tem-se:
Rt
Uz +h) + Uz — h) = 2U(z) + B*U"(z) + TQU(W)(x) + ... (2.11)
R .
Desprezando-se os termos EU () (z) + ..., obtém-se:
Uz + h) + Uz — h) = 2U(z) + R*U" () (2.12)
o Uz +h) — 2U(z) + Uz ~ h

h2



2.6 Método de Diferencgas Finitas

h: < o
em que ET = U @)(g) + ... = O(h?). Essa expressao é chamada de aproximacio por
diferencas centrais para a segunda derivada.
Finalmente, subtraindo-se (2.4) de (2.5), tem-se:

Uz +h) —U(z — h) = 2U(z) + h*U"(2) + i‘3-3-U’”(a:) + ... (2.14)

Desprezando-se os termos de ordem maior ou igual a 3, obtém-se:

U(z+h)—U(z—h)
2h

U'(z) ~ (2.15)

que é chamada diferenca central para a primeira derivada. Nesse caso, tem-se que
2

ET = % U (z) + .. = O(h?). Se as derivadas de U forem limitadas entdo
ET — 0 quando h — 0.

2.6.1 Notacdo para Funcoes de Varias Variaveis

Considere agora U uma funcdo de duas varidveis independentes z e ¢, ouseja, U = U(z,t).
Subdividindo o plano xt em conjuntos de retingulos iguais de lados dx = h, 6t = k, por
linhas igualmente espacgadas paralelas a Oy, definidas por z; = 2o + ¢h,i = 0,£1,+£2, ...
e igualmente espagadas e paralelas a Oz, definidas por t; = tp + jk,7 = 0,1,2,..., como

ilustra a Figura 2.4.

i,j+]

P(ih,jk)
i1 | i+,

ik

i,j-1

{1 > ih X

h
Figura 2.4: Exemplo de malha. O ponto P(ih,jk) localiza-se nas posigoes th e jk da

malha considerando (zo, yo) = (0, 0)

Considerando-se (zq,¥) = (0,0) e denotando-se o valor de U no ponto da malha
P(ih, jk) por

entdo pela equagéo (2.7), tem-se:

v
or?

U

O*U| UG+ 1)h, jk) — 2U(ih, jk) + U((i = L)k, jk)
p oz,

= (2.17)

Y



2.6 Método de Diferengas Finitas

ou seja, ,
8U Ui+1j—2U¢j+Ui—lj
~ - : . 2.1
Ox? h? (2.18)
com um erro local induzido de ordem de A2.
Analogamente,
o ~ Ui,j+1 — 2U¢,j + Uz',j—l (2 19)

ot? k?

com um erro local induzido de ordem de k2.
~ o . . oUu )
Usando-se esta notagdo, a aproximagdo de diferencas progressivas para — em P é

ot
dada por:

oU U — Ui
ot k (2:20)
com um erro induzido de O(k).

O leitor interessado em maiores detalhes da discretizagdo de derivadas em diferengas

finitas pode consultar Anderson et al., 1997 [2].



CAPITULO

3

Equacées Parabdlicas

Considere a equagio parabdlica modelo 1D, dada pela equagéo do calor:

ou o*U
— =k— (3.1)
ot Ox?
onde k é uma constante. Essa equagdo fornece a distribuigdo da temperatura U = f(x)
ao longo de uma barra de comprimento L e de espessura 8, com § << L.
As condigoes auxiliares para a solugdo desta equagdo sdo: em ¢t = 0, U é conhecida ao

longo da barra, e as temperaturas nos extremos da barra pode, ser derivadas.

3.1 Processo de Adimensionalizacao

Pode -se resolver uma variedade de problemas por meio de uma EDP. Isto pode ser feito
expressando a EDP em termos de varidveis adimensionais.
No caso da equagdo de calor (3.1), tem-se que U é a temperatura, t é o tempo e z é o

comprimento. Para essas varidveis, considera-se a seguinte transformacéo linear:

T
o x*=—=>1=Lx*

L

U
U= U=UUr
. t*=%=>t=L2k‘1t*

onde as quantidades marcadas com o asterisco (*) sdo adimensionais, e Uy é a temperatura

de referéncia.

10



3.1 Processo de Adimensionalizacdo

Substituindo-se essas transformagGes na equagéo (3.1), obtém-se:

o _ o
ot Ox?
(U, U?) _ ok 0 (B(UOU*)>
O(L2k-1t*) O(Lz*) \ O(Lz*) (32)
Up 0OU* U, 8*U*
k1ot~ L2 0z”
ou* oU*
ot~ 9z
que estd na forma adimensional.
Fazendo-se um abuso de notaco, a equagao acima pode ser escrita como:
ou  oU
—8—[ = —8—1':7 (3.3)

3.2 Método explicito

Deseja-se avaliar as derivadas presentes na equagdo (3.3) usando diferencgas finitas e um

esquema explicito. Para tanto, substitui-se as expressdes (2.18) e (2.20) em (3.3), resul-

tando em:
Uije1 = Ui U — 2Ui5 + U1 5 (3.4)
k h? '
ou
Ui j+1 = TUi41,5 + (1 - 27")11,7;’]' + TU;—1,5 (35)

~ . k .
onde u é a solugao exata da equagdo de diferencas, e r = 72 ¢é a relagdo entre a malha
nas diregoes z e t.

3.2.1 Exemplo

Como um exemplo numérico, deseja-se resolver a equagéo (3.2) usando o método descrito

pela equagdo (3.5) e considerando as seguintes condigdes iniciais:

(a) U =2z, <z <

1
0 5

. 2 (3.6)
(b) U =2(1- z), 3 1

e as seguintes condigOes de contorno

(¢ U=0, z=0, t>0
(d U=0, z=1, t>0

11



3.2 Método explicito

A solucéo analitica da equagdo (3.2) satisfazendo essas condigdes é dada por:

8

U=7r2

1,1
E m(sinimrx)exp(—-nzﬁt) (3.8)
n=1

Pretende-se, portanto, resolver numericamente a equagdo (3.2) e comparar os resul-
tados obtidos com os resultados fornecidos pela equagado 3.8. Para tanto, utiliza-se trés

valores distintos para r, a saber: r = 0.01, r = 0.5 e r = 0.51.

Caso 1: r=0.1

1 1 1
Tomando-se h= —ek=——,temsequer = — = —
) .10 1000° . h? . i
A Figura 3.1 ilustra uma comparagdo qualitativa entre as solugdes obtidas:
Camp entre as soll litica ¢ numerica r=0.1
035 — — — -
numenca —+~—
analitica -
03r T
025
02
=}
0.15
ul A e
005 F /1 T —t—
, . . R
0 02 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.1: Comparagdo entre as solugbes analitica e numérica, nos tempos ¢t = 0.01,
t =0.02 e t = 0.03. Neste caso, tem-se r = 0.1.

Uma comparagio da solugdo obtida pelo método das diferencas finitas com a solucéo
analitica dada pela equagédo (3.8), em z = 0.3, é ilustrada na Tabela 3.1. A porcentagem
do erro é calculada como:

lUnume'rica - Uanalitica| % 1 00

Uanalitica

t Solugao obtida Solugao | Percentual do
por Diferengas Finitas | Analitica Erro
0.005 0.5971 0.5966 0.08
0.01 0.5822 0.5799 0.4
0.02 0.5373 0.5334 0.7
0.10 0.2472 0.2444 1.1

Tabela 3.1: Comparacdo entre as solugoes numérica e analitica obtida em uma malha de
10 passos na diregcao z e 1000 passos na diregao ¢, com r = 0.1.

Caso 2: r=0.5

12



3.2 Método explicito

Comparacao entre as sotucoes analitica e numerica <------ > r=0.5
0.35 T T

-
numerica —+—
analitica - J

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
b3

Figura 3.2: Comparagdo entre as solugoes analitica e numérica, nos tempos ¢t = 0.01,
t =0.02 e t = 0.03. Neste caso, tem-se r = 0.5.

1 1 5
Torr%ando-gei?=16ek=§66,tem~seque.rf.;ﬁ=—- ) |
A Figura 3.2 ilustra uma comparagao qualitativa entre as soluc¢ées obtidas:

Uma comparacio da solugdo obtida pelo método das diferencas finitas com a solucéo

analitica dada pela equagio (3.8), em z = 0.3, é ilustrada na Tabela 3.2.

t Solucgao obtida Solucao | Percentual
por Diferencas Finitas | Analitica| do Erro
0.005 0.6000 0.5966 0.57
0.01 0.6000 0.5799 3.5
0.02 0.5500 0.5334 3.1
0.10 0.2484 0.2444 1.6

Tabela 3.2: Comparacao entre as solugdes numeérica e analitica obtida em uma malha de
10 passos na diregdo x e 1000 passos na diregdo t, com r = 0.5.

Pode-se observar que esta solugdo obtida por diferengas finitas néo é tdo boa quanto

a obtida no exemplo anterior.

Caso 3: r = 0.512821

Tomando-se h = % ek= —2-(1%, tem se que r = 7= 1—50

A Figura 3.3 ilustra uma comparagao qualitativa entre as solugdes obtidas:

Pode-se observar o carater oscilatéorio da solugdo numeérica obtida pelo método das
diferencas finitas, considerando-se r = 0.5128. Uma comparacdo da solu¢do numérica
com a solugao analitica, em z = 0.3 é ilustrada na Tabela 3.3. Em outras simulagdes,
considerando-se valores maiores de r, nota-se que a amplitude das oscilagoes torna-se cada
vez maior.

Pode-se observar que a solugdo numeérica encontrada neste caso ndo é uma boa aprox-
imagdo para a solugdo analitica.

Estes trés casos claramente indicam que o valor de r é importante e serd mostrado que

este método explicito é valido somente para 0 < r < %

13



3.3 Método de Crank-Nicolson

Comp entre as soll litica e numerica <-----> r=0.512
0.35 T —_

T
numerica —+—
analitica

Figura 3.3: Comparagdo entre as solugbes analitica e numérica, nos tempos ¢t = 0.01,
t =0.02 e t = 0.03. Neste caso, tem-se r = 0.512.

t Solugao obtida Solucao | Percentual do
por Diferengas Finitas | Analitica Erro
0.005 0.6000 0.5966 0.62
0.01 0.6000 0.5799 3.66
0.02 0.5500 0.5334 3.64
0.10 0.2484 0.2444 6.16

Tabela 3.3: Comparagdo entre as solugdes numérica e analitica obtida em uma malha de
10 passos na dire¢do x e 1000 passos na direcdo ¢, com r = 0.52821.

3.3 Método de Crank-Nicolson

Embora o método explicito seja computacionalmente simples, ele apresenta uma séria
desvantagem. O passo no tempo 4t = k deve ser necessariamente muito pequeno para ser
convergente, uma vez que o processo é vélido somente para 0 < k/h? < 1, isto é k < 1h%.

Crank e Nicolson (1947) propuseram um método que reduz o volume total de célculo
e é valido (consistente e estavel) para todo valor finito de r. Eles consideraram a EDP
sendo satisfeita no ponto (ih, G+ %)k), e substituiram a derivada %}% pela média de suas

aproximagdes de diferencas finitas nos niveis de tempo j e j + 1.

i i+l

Em outras palavras, eles aproximaram a equagao:

oU

oul  _oU
ot -

Oxz?

(3.9)

ij+3 ij+3

14



3.3 Método de Crank-Nicolson

oU 1 {0%U o*U
By 2\, o (10
t i T 0i5 T i+
por
u. . — u. . 1
JJ—ﬂE——Z—’J- = 5m (Uig141 = 2Uigan + ica i + Usgr; — 205 + Uiy 5) - (3.11)
Chamando r = %,
—TU—1,541 + 2(1 + T)ui,j.;,] = TUi41,541 = TU—1,5 — 2(1 - r)ui,j + TUit1,5 (312)

Em geral, o lado esquerdo da equagdo (3.12) contém trés incégnitas e o direito, trés
valores conhecidos de u. Se hd N pontos internos na malha ao longo de cada coluna no
tempo, entdo, para j =0ei=1,..., N a equagio (3.12) fornece N equagdes simultineas
para as N incégnitas ao longo da primeira linha no tempo em termos dos valores iniciais
e de fronteira. Analogamente, j = 1 expressa N incdgnitas de u ao longo da segunda
linha calculados em termos dos valores da primeira linha, etc. Essa é uma caracteristica
de métodos implicitos.

Vantagens do método:

1. O(h?% K?%);

2. Resolver Az = b para cada j;

3. Valido (consistente e estavel) para “todo” r.

Desvantagens do método:
1. Resolver Ax = b se A for mal condicionada;

2. Comportamento oscilatério nas vizinhancas de descontinuidades.

3.3.1 Exemplo

Usar o0 método de Crank-Nicolson para resolver a equagéo (3.2) e considerando as seguintes

condigdes iniciais:

1

2 (3.13)
1

e as seguintes condigoes de contorno

(c) U
U (3.14)

0, z=0, t>0
(d) 0

, z=1 t>0

Tomando h = 0.1 e k = 0.01 teremos r = 1. Entéo a equagdo (3.12) é escrita como:

—Ui—1,5+1 T Uiy ~ Uig1 541 = Uim1j + Uil 5 (3.15)

15



3.3 Método de Crank-Nicolson

Caso 1: r=05

1 1 L1
Tomando-se h = — e k = temsequer = £ =L
10 200’ 5= 5
A Figura 3.4 ilustra uma comparagio qualitativa entre as solugdes obtidas:
Comp entre as sol litica € numerica <------> r=0.5
0.35 , . -
numerica —+—
analitica -
o »»»»»» "
025
02 r
=}
015 |
01
0.05 +
0 - s N —
0 02 0.4 08 " 1

Figura 3.4: Comparagdo entre as solugdes analitica e numérica, obtida pelo método de
Crank-Nicolson, nos tempos t = 0.01, ¢ = 0.02 e ¢t = 0.03. Neste caso, tem-se r = 0.5.

Caso 2: r=1
T d h 1 k 1 . 5
omandao-se n = —e k= —, temseque r = — = —,
10 100’ q =10
A Figura 3.5 ilustra uma comparacio qualitativa entre as solucdes obtidas:
Comp entre as sol litica ¢ numerica <eers> rel
0.35 — :
numerica —+——
analitica -
03 T
0.25 i i >
0.2 ’»
-
045 }
01}
005 -‘
0 . - L -
0 02 0.4 0.6 08 \

X

Figura 3.5: Comparacao entre as solugdes analitica e numérica, obtida pelo método de
Crank-Nicolson, nos tempos £ = 0.01, t = 0.02 e ¢t = 0.03. Neste caso, tem-se r = (0.5.

Caso 3: r=10

1 1 5
Tomando-se h = T ek= 300 tem se que r = 2= 10

A Figura 3.6 ilustra uma comparagfio qualitativa entre as solugtes obtidas:

Apesar de o método de Crank-Nicolson ser vélido para todo 7, pode-se observar que
a solugdo numérica obtida pelo método das diferengas finitas, considerando-se r = 10
apresenta um carater oscilatério bastante ampliado nas vizinhangas da descontinuidade.
Em outras simulagdes, considerando-se valores ainda maiores de r, nota-se que a amplitude

das oscilagoes torna-se cada vez maior.
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3.4 Condi¢ées de Contorno do tipo Neumann

Comparacao entre as solucoes analitica ¢ numerica <------> r=10

0.35 T — — T
nmernca —+—
analitica -

0 0.2 04 0.6 0.8

Figura 3.6: Comparagdo entre as solugdes analitica e numérica, obtida pelo método de
Crank-Nicolson nos tempos ¢t = 0.01, £ = 0.02 e t = 0.03. Neste caso, tem-se r = 10.

3.4 Condicoes de Contorno do tipo Neumann

Condigoes de contorno expressas em termos de derivadas parciais ocorrem com freqiiéncia,

e sdo denominadas condigoes de contorno do tipo Newmann.

Considere, por exemplo, uma haste delgada que é termicamente isolada ao longo de

seu comprimento e que irradia calor da extremidade x = 0. A temperatura nesse extremo

no tempo ¢ é agora desconhecida e sua determinagdo requer uma equaciao adicional. Essa

equagio é tomada como a condigdo de contorno quando um esquema de diferenca pro-

gressiva é usado para avaliar —.

ox
3.4.1 Exemplo

Resolva a equacgao
oUW

Bt 0a?

satisfazendo a seguinte condi¢ao inicial:
U=1 0<z<1, t=0

e as seguintes condi¢des de contorno

oU

(C) %—U, z=0, t>0
ou

(d) E;——U, z=1, t>0

(3.16)

(3.17)

(3.18)

usando um método explicito e empregando diferencgas centrais para as condicoes de con-

torno.
Solugao Deseja-se avaliar

ou o*U

_c'ﬁ—m.: oz? i

)

17



3.4 Condigées de Contorno do tipo Neumann

usando diferencas progressivas no tempo e centrais no espago. Assim,

Uijp1 = Uij _ Uigly = 25 + Ui
k h?

ou

'U”,;,j+1 = ru,-+1,j + (1 - 27‘)’[1,1"3' + ru,-_l,j

onde r = k/h%.
Em z = 0, tem-se ¢ = 0, entéo

Ug,j+1 = T, + (1 - 2’)")'&0’]' + 7'u_1,j (319)

Discretizando-se U, = U em x = 0 por diferencas centrais,

g—g- 9 = Up; => U = D1y Z oty ;hu_l’j (3.20)
Combinando-se (3.19) e (3.19), obtém-se
Ug i1 = Yoy + 2r(u1; — (1 + h)ug ;) (3.21)
Analogamente, para a fronteira z = 1, obtém-se:
Unj+1 = Unj + T(Un-1; — 2Un; + Uni1 ;) (3.22)
Discretizando-se U, = U em x = 1 por diferengas centrais, tem-se
Z—Z N = Uy = Uy = ——————U"H’j;hu"—l'j (3.23)

-

Combinando-se as equagdes (3.22) e (3.23), para eliminar o valor ficticio ,1,;, obtém-se

Un,j+1 = ’U,n’j -+ 27‘(11,”_1,]' - (1 + h)un,j) (324)
Em resumo,
Up,j+1 = Uo,y + 27'(’1.1:1‘3‘ - (1 + h)UO,j), t=0
Uijpr = TUipr; + (1 —2r)us; +ruimyy, 1<i<n-—1 (3.25)
Un,j+1 = Upyj + QT(un—l,j -~ (1 + h)un,j), 1=7n

Neste caso, o método é valido para r < ST
A seguir sdo apresentadas duas solugdes da equacao (3.16) sujeita as condigdes inicial

(3.17) e de contorno (3.18), obtidas usando o método descrito pela equagio (3.25).
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3.4 Condigées de Contorno do tipo Neumann

Caso 1: r=0.25

1 1
Tomando-se h = — e k = 700’ tem se que r = mET
A Figura 3.7 ilustra uma comparag@o qualitativa entre as solugdes obtidas:

Comparacao entre as solucoes analitica e numerica <------> 1=0.25

I T —r ——
0.9
08
07
0.6 r
05+
04}

03
0.2 '._—___'_____.___,_'._—---n——-—-——i———w-n-———..§,,,___‘__‘__“_'_‘:

0.1 A L " L
0 02 04 0.6 0.8 1

X

Figura 3.7: Comparagdo entre as solugdes analitica e numeérica, obtida pelo método
explicito, nos tempos t = 0.1, t = 0.5 e t = 1. Neste caso, tem-se r = 0.25.

Observa-se a concordancia entre as solugoes analitica e numérica, e isso ocorre porque
1 e

=5 esta satisfeita.

2+h

Caso 2: r=10.5

a condigao r <

1 1 1
Tomando-se h=— ek = —-, temse que r = — = —.
an '~ 10 200’ O PN T= 49 = 9 o
A Figura 3.8 ilustra uma comparacéo qualitativa entre as solugoes obtidas:
Comp entre as sol litica & numerica <---—; > ={).5

1
0.9
0.8
%A
06 |

5> 05
04§ ™
03}
pa b
ol

0 s n .

Figura 3.8: Comparagdo entre as solugdes analitica e numérica, obtida pelo método
explicito, nos tempos ¢ = 0.1, ¢ = 0.5 e t = 1. Neste caso, tem-se r = 0.5.

As oscilagdes presentes na solugdo numérica podem ser explicadas devido ao fato de

r = 0.5 nao satisfazer a condi¢ao de estabilidade r < TR

3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

3.5.1 Erro de Truncamento Local

Considere u a solugéo da equagdo de diferencas finitas e U a solugdo da EDP. Seja F; ;(u) =
0 uma fungéo que aproxima a EDP no ponto (%, j) da malha. Por exemplo, para o método
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3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

explicito,
Uijl — Uij _ Uigry = 2Uij + Uiy

k h?

Foo(g) = Yt T Wi Uiy = 2yt Uic1g g
i5(u) = A - 72 =

(3.26)

Substituindo em (3.26) u por U, o valor de F; ;(U) é chamado de Erro de Truncamento

Local, ET; ;, no ponto (3, 7).
3.5.1.1 Exemplo:

Vamos calcular o ET no ponto (i, j) para o método de Crank-Nicolson.

Resolugao

F(U) =

Uijr1 = Ui Uiy = 2Uij + Uicrj + Uigr i1 — 2Ui 541 + Uiy

k 2h?
onde U; ; = U(ih, jk).

Lembrando que:
Uz +h) = U(z) + hU'(z) + BU"(z) + ...
Ulz+ h,y+ k) =U(z,y) + hU,(z,y) + kU, (z,y)+

2!
1

n!

ou
azn—ly

naU n n-1
[h" (2 9) + (1)h k

1
57 (H2Uia(2,y) + 2hkUsy (2,) + K2y (3, 1)) + .+

, OU
(z,y)+..+k —aﬁ(x,y)] + ...

Tem-se:

z,j

k? k3
ET; = (U+kUt+_2TUtt+§Uttt+---—U>

- 2R?

hz

l
k
1 h? h3
U+ hU, + gUzw + ?}TUZ‘M’ + .. ] =-2U+ (U - hUz + —2—"Umm —

1

k2 k?
—2 (U +kU: + 5 Use + 5y Ve + ) +

+ (U — hU, + kU, + % (h?Uyq — 2hkU, + K2Uy) + ) }

donde
h? k? 9 19
ET; = _12U:m::c:c - ‘4—sztt = O(h*, k )

20

i,

h3

31

Uews + ) +

(3.27)

(3.28)



3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

3.5.1.2 Exemplo

Calcule o erro de truncamento local do método explicito

_ Yigtn — Wi Uirly — 2Uij + Ui

Fj(u)

\ k. h2
usado para aproximar a equagao
ou 0°U
I =l (3:29)

no ponto (4, 7).
Solugao Tem-se que:

Uje1 = Uiy Uiprj — 2U; 5 + Uiy,
k h2

T.; = F;{U) =

Por expanséo em Série de Taylor:

1 kz /C3
Ti,j =7 (U + kU, + aUtt + —=Upy + ... — U)

E 3 )
2y
1 h? h3
ST h T Sy Vax e )
o (U+ Us+ 37 Use + 37 Uses + ) 530)
[2¥]
h? h3
_2Ui,j + <U — hU, + —QTUM" — §V—szm + >
1,5
donde
k k2 h?
L;=U+ ‘2‘Utt + EUttt — Uz — '1_2'Ua:m:z:m + O(h*, k®)
k k? h?
= §Utt + —6—Uttt - EUmxmx + 0(h4, k3) (331)
= O(k,h?)

Note que este método apresenta baixa ordem na discretizacdo temporal. Além disso,

a parte principal de T; ; na equagdo (3.29) é

k 2
“Utt h

assim, é possivel aumentar ordem de T; ;. De fato:

ST T e aar U .
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3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

Entdo a parte principal é a parte principal de T; ; na equagao (3.29) é

k h?
o 140 TTTT 34
( Lt 2) U (3:34)
Portanto
7v=f—ﬁ.U + O(h*, k?) (3.35)
v 2 12 TTTT ) .
2 k
Desta forma, tem-se que se v 0, isto é, r = il entdo, T} ; = 0(h4,ll§2). ?
vantagem dessa condi¢@o é o aumento da ordem do método, entretanto, fazer r = — = —

h? 6
impde restrigdes severas sobre a malha, e para h pequenos, r torna-se muito pequeno e

aumenta-se demasiadamente a quantidade de calculos para se avangar ao longo do tempo.

3.5.2 Consisténcia

Seja F; j(u) = 0 a equagdo que aproxima a solugdo exata da EDP por diferengas finitas
no ponto (%,j) da malha. O erro de truncamento local T;; no ponto (i,j) da malha é
definido por:

T:;(U) = Fi;(u) (3.36)

Definicao 2 Uma equacdo de diferencas finitas € consistente com uma EDP se:
T,;(U) -0 quando h—0 e k—0

Desta forma, analisando-se o Exemplo 3.5.1.2, e admitindo-se que as derivadas pre-

sentes na equagéo (3.29) existem e sdo limitadas, entdo:
lim T;; = .
m, T, 0 (3.37)

Nesta situacdo, o método explicito é consistente com a EDP

o _ o _
ot  dz?
3.5.2.1 Exemplo
A equagao \
ou oU
5 9 0 (3.38)

é aproximada no ponto (7, j) pelo esquema de diferengas finitas:

Uijrtr = Uij—1 Uity — 20041 + (1= Ouiy o] + w1y
2k h?

=0 (3.39)
onde 8 é um parametro entre 0 e 1. Estude a consisténcia desse esquema.
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3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

Resolugao:
Tem-se que:

—2[0U; j41 + (1 — O)VU; j1] + Usr 5

h2 =0

T;; = F;;(U) = dfracU; j+1 — U; j—12k — Uit

Por expansao em Série de Taylor:
1 k3 k? K3 4
T%,j Qk U + kUt + Utt + Uttt + O(k’ ) U + k?Ut - ‘2“"Utt + ﬁUttt - O(k )
! ! i

h? h3 k? K3
~33 {U + hU, + Um + — al —Usas + O(R*) — 20 (U + kU, + ETU“ + g,—Um + O(k“)) +

h3

k 4

—2(1-96) (U + kU + — K Un + Um + O(k‘*)) +U - hU Um -

1,3

2h*
4t

1

= — 6
% Uszazz + O(h®)

k3 2k5 1
1,j

k3 2
—(40 - 2)kUt — sztt - (40 - 2)—6—Uttt - Zk)4Utttt + O(kS)}

1 k? k3
=U; —~ Uy + ﬁ(49 - Z)ICUt + 72 —Uy + = 6 (kz (49 - 2)m> Ui+
h? k* k4
12Uxa:a:z + 19h2 73 Ve + Uttttt + 0 (ﬁ’ k* h4)
k? h? 2k k? K3
=U; — Uy + EUM - TZ-UMM + }—15(29 - 1)U + ﬁUu +0 (Ei, k* h4)

(3.40)
H4 dois casos a analisar, quando k = rk e quando k = rh?.

Caso 1: k=rh
Nesse caso,
r2h? h? 2r 44 14
T, = Ut—Um+TUttt— g Ysees + 7 (20 — 1)U+ r*Uy + O(rh, R, h*) (3.41)

Quando h — 0 e k — 0, tem-se:

2r

Ti;=U,— U”+h
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3.5 Erro de Truncamento Local e Consisténcia

1 , o 1 .
Se 0 # 50 terceiro termo tende ao infinito, e se § = 1 entao

r2h? .
Tm‘ = _é'_Uttt +r Utt (343)
e, portanto,
T,; — Uy (3.44)

Portanto, o esquema numérico (3.38) é sempre inconsistente com a EDP (3.39),

quando k = rh?.

Caso 2: k =rh?
Nesse caso,
[T — r_2h_4 _ll_z _ 212 374 434 14
Tm =U,~U,.+ 6 Ui 12Um,m+27"(29 l)Ut-H” h Utt+O(T h*,r*h*, h ) (3.45)

Quando h — 0 e k — 0, tem-se:

Se 8 = %, entao
T;; —0 (3.47)

e 0 esquema (3.39) é consistente com a equagio (3.38). Caso contrério,
T;;,j = Ut — U;m; + 27’(20 — ].)Ut (348)
e o0 esquema (3.39) néo é consistente com a equagao (3.38), mas sim com a equagio:

Nesse caso, o esquema numérico (3.38) nao é consistente com a EDP (3.39).

3.6 Convergéncia e Estabilidade

Quais condi¢des devem ser satisfeitas para que a solucio da equagéo de diferencgas finitas

seja uma boa aproximagao para a solu¢ao da EDP parabdlica ou hiperbdlica?

3.6.1 Convergéncia

Em geral, a equagao de diferencas (ou a equagdo discretizada) é dita ser convergente se o
erro de discretizacdo tende a zero quando as malhas h — 0 e kK — 0.
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

Na verdade, o minimo que se deseja, apds ter sido gasto um tempo escrevendo um
programa de computador para resolver uma EDP, é que sejamos capazes de obter alguma
solugdo, o que s6 serd possivel se tivermos um esquema estéavel, isto é, capaz de impedir
o crescimento de erros provenientes de arredondamento, truncamento e outros enganos.

O problema de convergéncia é dificil de ser resolvido pois a expressao final do erro de
discretizagdo é usualmente conhecida em fungdo de derivadas incégnitas, para as quais
nenhum limitante pode ser estimado. Felizmente, no caso linear, o teorema de equivaléncia

de Lax é capaz de nos auxiliar nesse ponto.

Teorema 1 (da Equivaléncia de Lax) Para um problema linear de valor inicial e de
contorno bem posto e um esquema de diferencas finitas que satisfaz a condigdo de con-

sisténcia, uma condi¢do necessdria e suficiente para a convergéncia € a estabilidade numérica.
Podemos exprimir o teorema de Lax no famoso slogan :

convergéncia = consisténcia + estabilidade

3.6.2 Estabilidade
3.6.2.1 Motivacao

Seja 0 esquema de diferencas finitas:
Ynsl = Ty + by (3.49)

onde a é uma constante e g é dado.

Seja Yo = To + € com £ uma perturbagéo no dado inicial zg. Assim,

y1 = ayo + bp = a(xo + &) + by = azo + by + ag) =z, + ae
Y2 = ay; + by = a(x1 + ag) + by = ax; + by + a’c) = x5 + a’e

(3.50)
Ynt1 = Tnp1 + 0" e
Assim,
Ynt1 — Tng| = [a" e < a7 fe] (3.51)
donde
|Ensa] < [0 Je] (3.52)

Assim, se |a™*!| < 1 entdo |E,+1| — 0 e caso, contrério, o erro cresce infinitamente.
Estabilidade no contexto acima se refere ao crescimento ou decaimento dos erros decor-

rentes das varias operagoes aritméticas associadas com a solucao das equagdes algébricas.
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

Em tese, estas relagoes algébricas admitem uma solugdo; entretanto, esquemas instaveis
podem impedir sua obtencdo por ndo convergirem.

Deve ficar claro que o teorema de equivaléncia de Lax é extremamente importante,
pois ele nos indica que a solucdo a ser encontrada serd a correta, desde que algumas

condicbes sejam satisfeitas (consisténcia e estabilidade).
3.6.2.2 Norma de Matrizes

Dado um vetor z € R", z* = (21,3, ..., Z,) define-se a norma de z a funcéo:

HEE
(3.53)

z — ||zl
Sao validas as seguintes propriedades:
o |lz]| >0e|z]| =0 2=0;
o llezl| = | ll|;
o llz+yll < llzll + llyll

Dentre as normas mais conhecidas, tem-se:

n
o llzfly = lail;
i=1

o llalloo = max {Jail} ;

* lalla = (Zj ml?) ;

O conjunto das matrizes de ordem n com as operagbes de soma e produto por um
escalar forma um espaco vetorial £ de dimensdo n x n. Para uma matriz A de ordem n,

sdo validas as seguintes propriedades:
o Al 20ellAl =05 A=0;
o llcAll = Ic| |Al);
o |A+ Bl < ||A]l + [IBI;
o [|AB| < [l AltIIBI

Dentre as normas mais conhecidas, tem-se:
n

o [|A4]: = X {E;Iaijl} ;
1=
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

n
¢ ||Alleo = max {Zlazﬂ} ;

J=1

n 7
o |Allp = (Z ,aij|2> ;
i=1
o ||Allz = max {|\l|}, \i: autovalores de A.
1<i<n
Notagao: ||A)|2 = p(A), raio espectral.
3.6.2.3 Um condicdo necessdria e suficiente para a estabilidade
Seja a equagdo de diferencas

bic1Ui—1 41 + bty 1 + bip1%i1 j41 = Cio1Uio1j + Ciij + Cipi1Uigy

para resolver uma EDP no retdngulo da Figura 3.9:

J T
3 5
B
el u conhecido
3
=
bt
0 h 1

Figura 3.9: Tem-se z; = ih, y; = jk, No=1e Jk=T.
Assim,

¢ =1 =bouo,j+1 + brus,j11 + batig j11 = Colo,; + Cruy; + CoUz,j

i =2 = biuy g + baugjpr + b3us 1 = crur; + couoj + caus,; (3.54)

Sejam os vetores U4, U; e d definidos por:

[ wen ) ug ) [ cotio; — botiojr1 )
U2,5+1 U2,j
U3,j+1 Uz j+1 0
uj+1 . ’U,j = . d = . (355)
UN-2j+1 UN-2,j 0
k UN-1,j+1 \ UN-1,5 \ en N = bnvun )
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

e as matrizes B e C, dadas por:

[ b1 b2 1 [ C1 € |
by by b3 et ¢ C3
b b b c c c
2 3 4 C= | 2 | 3 | 4 (3.56)
bn_3 by-2 bn-1 CN-3 CN-2 CN-1
| by-2 bn-1 ] | CN—2 CN-1 |
Entao
3g-1
BUjy1 = CU;j+d; &
. = -1 . -1 .
j
= AU; + F; j=1,2,..
Aplicando-se recursivamente a equagio (3.57), obtém-se
U; = AjU() + Aj—lfo + Aj~2f1 + ...+ fia (358)
Seja U uma perturbacao de U, entdo
Ur =AU + AT o+ A2+ + fi (3.59)
Lembrando que e; = U} — Uj, entéo, fazendo (3.59) - (3.58), obtém-se:
€ = U; - Uj = AJ(U(; - Uo) = Aje() (360)
entao,
llejll < 1A7[[lleoll < [[A[17fleoll (3.61)

Segue que a condigdo de estabilidade de Lax-Richtmyer € satisfeita se
Al <1

Esta é uma condicdo necessaria e suficiente para a estabilidade das equagdes de

diferencas quando a solu¢do da EDP néo aumenta quando ¢ aumenta.

3.6.2.3.1 Método Explicito

Considere o classico esquema explicito,

Ui g1 = Uit + (1= 2r)uij + Tt
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

para o qual a matriz A, de dimensdo (N — 1) x (N —1) é

[ (1-2r) r W
r (1-2r) T

.r (1 — 2r) ‘r (3.62)

T (1-2r) r

| T (1-2r) |

onde r = fg > 0, e assume-se que os valores de contorno sao conhecidos.

Norma 1:

Tem-se que ||A||; = |r| +|1 = 2r| + |r| = 2r + |1 — 2r|. Impondo ||A]| < 1,

N =

r+|l-2r|<l1=r<

e, portanto, o método explicito é estavel para r < %
Quando a expressao da equagdo de diferencgas,

’le=Uj—8j

é substituida no esquema de diferencas finitas, conclui-se que o erro e; também satisfaz tal
equacdo. Na literatura aparece também a seguinte definigdo para estabilidade: “Estabil-
idade consiste em encontrar condigbes sob as quais o erro e; permanece limitado quando
J — o0”.

Tem-se que para a matriz de amplificagdo A, o método sera estével se ||A|| < 1. Desta
forma, sendo p(A) o raio espectral, A; os autovalores e z; os autovalores associados de A,

tem se:

ACL'.i = )\,-a:i

Assim,
Pilllzill = [|Az:|| < |Aflflzall i=1,...,n

Al < 1Al

Em particular, max{)\;, \; = autovalor} < || Al e como p(A) = max;{\;, \; = autovalor},
entdo p(A) < [|A]].
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

Propriedade: Se a matriz A de ordem n é da forma:

r -

a b
a
c a b
e R (3:63)
c a b
L. c a -

entdo os autovalores de A sdo dados por A\, = a + 2v/bc cos (ns: 1).

Assim, os autovalores da matriz em (3.61) sdo da forma:
Ao = (1= 2r) + 2¢/77 cos (8—75> —1-2r (1 — cos (fﬁ))
n n
g

Lembrando que sen?( 5)

_1- cos(f)

, entdo A\, = 1 — 4r sen? (ﬂr-) , 1,..n—-1
2 2n

Norma 2:

Tem-se que [|All2 = p(A) = |As|. Impondo ||A|| < 1, tem-se:

Quando r — 0 ou, equivalentemente, n — 0o, e em particular, para s = n—1, tem -se

1
r<
sen? ___(n — U
2n
Como,
-1 —1
lim senz—-———(n I _ sen’r lim (n=1)_ sen” <E) =1
n—00 2n n—oo 2n 2
entao,
r < 1
-2

Portanto, conclui-se que o método explicito é estavel para r < %, ou seja, este método
é condicionalmente estavel.

3.6.2.3.2 Método de Crank-Nicolson

O método de Crank-Nicolson é consistente e além disso tem-se que:

1~ 2rsen’® (£)

1+ 2rsen? (&)

|Allz = p(A) = max
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

ou seja, o método ¢é incondicionalmente estdvel. Logo pelo Teorema da Equivaléncia de

Lax, o método é convergente.

3.6.3 Critérios de Estabilidade
3.6.3.1 Critério da Matriz

Consideremos o método explicito u;;; = Au; + b; com condigdes de contorno conhecidas,

onde

(1-2r) r

T (1-2r) r

A= (3.64)

r (1-—2r) T
r (1-2r)

- -

Conforme mostrado pela equagéo (3.61), se o vetor de valores iniciais ug for perturbado
para ug, e se nenhuma perturbagdo adicional ou erros forem introduzidos nos cdlculos

subseqiientes, o vetor de perturbagio:
e=u"—u

sera propagado nos tempos seguintes de acordo com a equagao:
ej = Aleg

Para malhas de comprimentos 4 e k fixos, as equagdes de diferencas seréo estéveis se e;
permanece limitado conforme j cresce indefinidamente. Isto pode ser investigado expres-
sando o vetor das perturbagoes iniciais em termos de autovetores de A, que permanecem
fixos conforme j cresce.

Se A é nio defectiva, isto é, tem n — 1 autovetores linearmente independentes, entio
podemos expressar eg como uma combinagao linear deles, a saber

n—1
€y = E ;; «; constantes
i=1
A perturbacdo no nivel k£ = 1, resultante da perturbacéo inicial é:
n—1 n—1 n—1
€y = Aeo =A E U ) = E O{iA'Ui = E ai/\ivi
i=1 i=1 i=1

Analogamente,

n—1
— § : J
€j = a,-/\,-vi
i=1
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

Portanto, asa perturbagbes ndo crescerao exponencialmente com j se

p(A) = max{|\|, A\ =autovalor} <1 ¢=1,..,n-1

3.6.3.2 Critério de Estabilidade para Condi¢coes de Contorno tipo Newmann

Considere a equagao )
ou 0°U
%o (3.65)

e as seguintes condigdes de contorno

a—I{:hl(U—Ul), Z‘=0, tZO
Oz (3.66)

oUu
—=-hU-v), z=1 t>0
o 2( 1)2) 2
onde hq, hg, vy € vy sd0 constantes, hy, hy > 0.
. oUu . U . .
Aproximando — por diferengas para frente, — por diferencas para trés e
Ox z=0 Oz z=1

U; = U, pelo método e;cph’cito em 0 < z < 1, a matriz de amplificagéo é

[1- 2r(1+ hydx) r
r (1-2r) r
A= (3.67)
r (1-2r) r

r 1 —2r(1 4 hydz)

Impondo ||Alle < 1, tem-se para a primeira linha que:

1
1—2r(1+ hyd r<l=2r< ——
| (14 hydz)| + |2r| < r"2+h15x

1 . . 1
Para as linhas intermediarias, r < ~ e para a ultima linha, r < —m8m—.
2 2 + hadzx

1 1 1 }
2+ hydz’ 2+ hidz’ 24 holx

r = min{

3.6.3.3 Critério de Von Newmann ou Método de Fourier

O critério de matriz visto anteriormente ¢ de pouco uso na pratica. O critério de Von
Newmann € simples e bastante utilizado na determinacdo da estabilidade de um esquema
numérico. Ele é baseado no principio da superposicao, isto é, o erro global é a somo de
erros mais simples, também conhecidos por harménicos.

Nesse método, é de interesse a estabilidade de uma equagao de diferengas no tempo
0<t<T=Jk, com T finito, quando dz = h — 0 e dy = k — 0, isto é, quando J — oo.
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

O método de Fourier, também conhecido como método de Von Newmann, expressa os
valores iniciais nos pontos da malha ao longo de ¢ = 0 em termos de uma série finita de
Fourier, e entdo considera o crescimento do erro global de uma fungdo que se reduz para
essa séria em ¢ = 0, por um método de separacdo de varidveis idéntico aos comumente
usados para resolver equagoes diferenciais parciais.

A série de Fourier pode ser expressa em termos de senos e cossenos, e também em
termos de exponencial complexa, o que facilita os célculos, ou seja, Y a, cos(nmwz/l) ou
Y- bnsen(nmz/l) sdo substituidos equivalentemente por Y A,e"™%/! onde i = v/~1 é a
unidade imagindria e [ é o intervalo em z no qual a funcdo é definida. Claramente, a

notagéo usual u; ; deve ser substituida por u, 4 = u(ph,gk). Em termos dessa notagao,

Z Aneinwz/l - ZAneimrph/Nh — z Aneiﬁnph

onde B, = nw/Nhe Nl = h.
Os valores iniciais nos pontos da malha ao longo de t = 0 sdo definidos como;,

N
Upo = u(ph,0) = 3~ Aue**, p=0,1,..N (3.68)

Esta equagdo constitui em um sistema de N + 1 equagdes lineares a N + 1 incégnitas
Ay, Ay, ..., Ay (Az = b) cuja matriz dos coeficientes é do tipo Vandermond e, portanto,
nao singular. Isto mostra que os valores iniciais pode de fato ser expressos na forma da
equagdo (3.68). Desta forma, é possivel investigar a propagagdo de um inico valor inicial
(ou um tnico harménico) do tipo ePPh,

Para investigar a propagacao deste termos, quando ¢ cresce, faz-se:

Upg = ez‘ﬁm eat — eiﬁph eaqk - eiﬁph( eak)q
Chamando £ = e®* o fator de amplificagao,
¥
Upg = efrhea  § = /<1

Pela defini¢ao de Lax e Ritchmyer, a equacéo de diferenca é estavel se |u, 4| permanece
limitado Vg < J quando h,k — 0. Desta forma, a condic@o para a estabilidade é |£] < 1.

3.6.3.3.1 Exemplo: Investigue a estabilidade do esquema:

1 1
—(Upgt1 — Upg) = ‘E(UP*I,QH = 2upg41 + Uptig+1)
k h

para resolver a equagao U; = U,,.
Resolugao:
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

Tem-se que u, , = ePPh¢9, entdo

l iBphgeq+l __ LiBpheqy — i_ iB(p—1)heqtl _ o iBpheq+l iB(p+1)h g+l
(gt _ ishga) = L (o-DhgrHl _ ggibahgatl 4 iflptDhatd)

h2
eiﬁph 5 q

_ eiﬂphgq

(e7#h¢ — 26 + e¥PPhg)
£ —1=r&(e Ph — 2 + iPPh)
(3.69)
€ —1=r&(2cos(Bh) — 2)
¢ ~ 1= 2ré(2sen?(£))

1

= <1
1+ 4frsen2(ﬁ2—h) -

£

e, portanto, o método é incondicionalmente estavel.

3.6.3.3.2 Exemplo: Investigue a estabilidade do esquema

1 a
A (up,q+1 - up,q) = h2 (Up-1,4 — 2Upg + Upt1,4) + bup,q

para resolver a equagdo U; = alU,, + bU.
Resolugao:
Temos que
%(5 -1)= %(e‘i‘”‘ —2+¢ePh) 4 b

Assim,

€ = ar(eP +e P —2) 4+ kb+1
= ar(2cos(Bh) —2) + kb+1

= 1-— 4arsen? (%) + kb.
Impondo |£| < 1, obtemos
€| = 11 — 4arsen? (%—h) +ka < Jl — 4arsen® (%—h>l + kb.
Se |1 — 4arsen? (£%)| < 1, temos
~1<1—4arsen?® (%) <1

Conclusao: O método é estavel se r < 1/2a e se, além disso, ele for consistente com
Us = aU,, + bU entéo sera convergente pelo teorema de Lax.

34



3.6 Convergéncia e Estabilidade

3.6.3.3.3 Exemplo: A equagio aU,+bU;+c é aproximada pelo esquema de Crank-Nicolson:

k
(b + ap)uiy1jr1 + (b — ap)uij1 — (b — ap)uiy1; — (b +ap)uij —2kc =0, p= B
Analise sua estabilidade. Resolugao: Temos que

(b+ ap)e™é + (b — ap)¢ — (b— ap)e™ — (b + ap) — 2ke = 0.

Dali,
[(b+ ap)e”™ + (b— ap)] € = (b — ap)e™ + (b + ap) + 2ke,
ou seja,
¢ (b — ap)eh + (b+ ap) + 2kc
(b+ ap)ett + (b — ap)
iBh ih
- b(e:(ejﬁ_hlz-—l)af(z;(ei;hlz41_)2160  2ke
Logo, . .
€l < ”“f("e{';hli})“_’:(j:;;hﬁf’“ + Ok),

onde Ok) = grmm 1) ikfzp(eiﬂh =—))

Devemos verificar , ,
b(eh 4 1) — ap(e — 1) + 2kc

b(efh + 1) + ap(eh — 1)

Sabemos que

e®h 41 = 1+ cos(Bh) + isen(Bh) = 2 cos? (%) + isen(Bh)

= 2 cos’ %@) + 2isen (%ﬁ)
= 2 cos (%}E) [cos <%) + isen (%ﬁ)} = 2 cos ([;_h) T
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3.6 Convergéncia e Estabilidade

e?h —1 = cos(Bh)+isen(Bh) — 1 = —(1 — cos(Bh)) + isen(Sh)
= -2 sen’ (%) + i sen(Bh)

= 2 (2 [ (2) 4100 (2)]
= 2o (2) s (2) i[5 —iom (2]}

2 sen (@) z’eig_h.

2

Entao, Va, p, b, temos

2b cos (82) €% — 2apsen () ie'?"

iBh
2
2 cos (&) e ‘Z + 2apsen (2r) 2|

2bcos (&%) ~ 2apsen (&) i

2bcos (%) + 2apsen ('B‘Q—h) i -

Rl R
IA
[y

Logo, observa-se que o método é incondicionalmente estével.

3.7 Exercicios

1. Implementar o método explicito da Secdo 3.2.1 para resolver a equacdo do calor

U; = U,, sujeita as seguintes condic¢des iniciais e de contorno
U=2z, 0<z<05, t=0

U=21-2), 05<z<1, t=0
U=0, =0, t>0

U=0, z=1, t>0

usando:

(a) r=0.01;
(b) r=0.1;
(¢) 7=

(d) r=

e comparar com a solugéo analitica dada pela equagédo (3.8).

2. Implementar o método de Crank-Nicolson da Segao 3.3.1, aplicando-o & equagdo do

calor U; = Uy, sujeita as seguintes condices iniciais e de contorno
U=2z, 0<2<05, t=0
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3.7 Exercicios

U=2(1-z), 05<z<1, t=0
U=0, z=0, t>0
U=0, z=1, t>0

usando:

e compare com a solugéo analitica dada pela equagéo (3.8).

ou o*U .
3. Resolva a equagdo iy satisfazendo as seguintes condigdes iniciais e de

contorno:
U=1, 0<z<1, t=0

_a_l_sz, z=0, t>0
dzr
a—U=—-U, r=1 t>0
dz

usando um método explicito e empregando diferengas centrais para as condigoes de

contorno. Considere:

(a) r=0.25;
(b) r=0.5;

4. A equagdo U; — U,, = 0 é aproximada no ponto (ih, jk) pela equacio de diferenca:

i+l — Ui ij — Wii— 1
0<—————“’J“2k“*’ 1) +(1-0) (————u” ku” ‘) — 2305t =0

onde 6:3 = U415 — 2u;; +u;—1,;. Mostre que o erro de truncamento local neste ponto
1 1
édado por T} ; = —§k(l — Uy — ﬁh2Umm + O(k, h?) e encontre o valor de 8 que

reduz esse erro para O(k?, h?).

5. Mostre que o erro de truncamento local no ponto (zh, jk) da aproximacao de Crank-Nicolson
para U; = Uy, é O(h?,k?).

6. A equagio aU; + U, — f(z,t) = 0, a constante, é aproximada no ponto (ih, jk) no
plano zt pelo esquema de diferengas finitas:

o Uit1,j + Ui1,5 Uit1,j — Ui-1,j
E[umﬂ“ . ]2 J]-ﬁ-( ad th J)—fi,j=0
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3.7 Exercicios

Investigue a consisténcia desse esquema para:

(a) k=rh;
(b) k = rh?

com 7 > 0 constante.

7. Aequagdo Uy = aU,, —BU, 0<z <1, t>0, ondeae [ sio constantes reais
positivas, é aproximada no ponto (ih, jk) pelo esquema de diferengas explicito

1 a
Py = 500 — Bui,

Dado que U tem valores iniciais continuos ao longo do intervalo 0 < z < 1, quadt =
0, valores de contorno conhecidos em z = 0 e x = 1 e que Nh = 1, encontre um
limitante para r = hl% de estabilidade.

8. A equagdo Uy = aly,, 0<z <1, t>0, ondea > 0, é aproximada no ponto
(th, jk) pelo esquema de diferengas regressivas completamente implicito (backward
Euler):

Uijr1 — Uiy = r@(Uim1j41 — 2Uj 41 + Ui1,j4+1)

onde r = Ekf e Nh = 1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno séao

conhecidos, prove que:

(a) o esquema é incondicionalmente estavel;

(b) o erro de truncamento local é O(k, h?).

9. Aequagdo Uy = U, 0 <z <1, t>0,éaproximada no ponto (zh,jk) pelo
esquema

Uijp1 — Ui = T[O(U—1 541 — 21 + Uigrje1) + (1= O) (U1 j — 2us5 + Uigj)

onde r = h—k?’ 0< @ <1e Nh=1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno

sao conhecidos, prove que:
(a) o esquema é incondicionalmente estdvel no sentido de Lax-Ritchmyer para
1
0.5 <8 <1 eestavel para 0 < 8 < 0.5 quando r < ———;
Sv5 Ve para Tt = U= Bo quAaneo T = o — 2y
(b) o método de Von Neumann fornece o mesmo resultado.

10. Use o método de série de Fourier para provar que:

(a) A aproximagcio progressiva explicita

Up,g+1 — Up,g = T(Up-1,4 — 2upg + up+1,q)
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3.7 Exercicios

1
para a equacdo U; = U, é estavel para r < 5;

(b) A aproximagdo central explicita (Método de Richardson)
Up g+t — Upg—1 = 27 (Up-1,¢ = 2Upg + Up41,q)

para a equagao U; = U,, ¢é instavel para r > 0;

(c) A aproximagdo implicita

1
Up g+1— 2Upg T Up g1 = '2‘7"2 [(up—l,q ~2Upg+Up+1,0) +(Up—1,g-1—2Up g1+ Upy1,4-1)]

para a equagao hiperbdlica Uy = U,, é estavel parar >0, r=

o

11. A equagdo Uy = Uye + 2U;, 0<z <1, t>0éaproximada no ponto (ph, gk)
pela equacdo de diferengas
1 1 1
EAt“p,q = ﬁ‘siup,q + %H(Awup,qvw“p,q)
use 0 método de Von Neumann para mostrar que as equacgoes de diferencas séo
estaveis para x > 0 quando
k 2

< ——
h? — 4+ p!
Em z = 0, avalie esta equagdo dado que U, = 0em z =0, ¢t > 0 e U é constante
emz = 1.
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CAPITULO

4

Equacgoes Hiperbolicas

A equagéo hiperbdlica principal (nosso modelo) é a equagdo unidimensional da onda:

?U_ v

onde U = U(z, t).
Para se ter um problema bem definido, devemos prescrever condi¢Ges iniciais. Por
exemplo: U(z,0) = f e Uy(z,0) = g.

g §
g 2
£ &
3 b =y
E )
3 8

cond. iniciais

Figura 4.1:

Note que, agora sao necessdrias duas condigGes iniciais, ao passo que no modelo das
equagbes parabdlicas (equagdo do calor) uma condi¢éo era suficiente.

Podemos fatorar o operador

02 0% 15] 0 0 0
(éﬁ‘@)“(&‘%)(&*%)””
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Figura 4.2: Uy, = U,, descreve as vibragdes de uma corda sendo que neste caso, U =
U(z,t) é o deslocamento a partir do repouso.

Isto nos leva a considerar um modelo ainda mais simples, isto é,

ou oU
_é_t— = % ou Ut = Ux

Esta equagdo é o modelo mais simples de sistemas hiperbdlicos.

A EDP U; = U, com a seguinte condi¢do inicial U(z,0) = f(z) tem como solucdo
U(z,t) = f(z,t). Defato, U, =2 = f e Uy =2 = f".

Suponhamos por exemplo que f(17) = 3.

t

/— x+t=17

dominio de influencia

v/"\ dominio de dependencia
17\ X

Figura 4.3:

Olhando para todos os pontos do plano (z,t) para os quais u(z,t) = 3. Desde que,
u(z,t) = f(z,t), temos z + ¢t = 17 que é chamada equagdo caracteristica. Note que, a
solugio em todos os pontos (x,t) para os quais  + ¢t = 17 depende somente do valor
inicial x = 17. E, o ponto z = 17 é chamado dominio de dependéncia.

Da mesma forma, podemos notar que o valor do dado inicial f em z = 17 influencia
a solucdo em todos os pontos ao longo da caracteristica, o qual é chamado de dominio de
influéncia.

Vamos agora relacionar a equagdo da onda Uy = U,, com sistema hiperbdlicos.

Sejam Uy = Uy, U, = Uy e U, = Uz, entao

(1)~ () = () = () = () - ()= (0 0 ().

Portanto,



A equacdo da onda pode ser escrita na forma

—U-')t=A_(7z onde A=<0 1).
10

Se os auto-valores de A sdo reais e A pode ser transformada na forma diagonal (dia-
gonalizada), isto é, existe uma matriz diagonal A tal que A = TAT'. Entéo diz-se que
_(7t = Aﬁx é um sistema hiperbdlico.

A solugao do problema

Uit = Upe
U(z,0) = f(z) “shape”
Uy(z,0) = g(z) “velocity”

pode ser escrita como:
U(z,t) = F(z,t) + G(z — t)

onde F e G séo fungbes diferencidveis arbitrarias. De fato,

Uy=F -G U, =F +G
Uy, =F"+G" Uy = F" +G"

Para obter F' e G usamos os dados iniciais, isto é

U(z,0) = F(z)+G(z) = f(z) (4.1)
Ui(z,0) = F'(z) - G'(z) = g(z). (4.2)

Da equacéo (4.2), obtemos que
F(z) - G(z) = /0 “g(t)dt +c. (4.3)

Fazendo (4.1)+(4.3), chegamos que

2F(z) = f(z) + /0 " g(t) dt +c. (4.4)
Agora, fazendo (4.1)-(4.3), obtemos

26(z) = f(z) - /0 " o(t)dt — c. (4.5)

De (4.4), t
QF(x+1) = flz+1) +/0 o(€)dt + ¢
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e, de (4.5), By
26(z —t) = f(z—t) - / g€ —c.

Somando-as, temos que

o+t
20F(z+t)+ Gz —t)) = flz+¢t) — flz—t) + /_t g(é)d¢
ou seja, out
Fz+1t)+ Gz —t) = f(”t);f(“’—t) +%/_t g(£)de.
Portanto,

Uz, t) = g(£)d¢

flz+t)—flz—t) 1 /“’t
+ _
2 2 -t
conhecida como Férmula de D’Alembert.
A partir da férmula de D’Alembert, voltamos ao conceito de dominio de dependéncia

e caracteristica.

P(x;,t)
X—t7 N\ AN X+t
A B X
Figura 4.4:

O valor da solugéo no ponto (z,, ty) depende dos dados iniciais no eixo Oz entre A e
B. As linhas x + ¢t = constante sdo as caracteristicas da equagao da onda e o tridngulo
PAB é o dominio de dependéncia.

Nota: Na discretizacdo por diferencas finitas de equagdes hiperbdlicas, devemos ter
cuidado. Por exemplo, discretizando a derivada temporal por diferencas para frente e a

derivada espacial por diferengas centrais no ponto (7, j) da malha, obtemos:

Ui j+1 — Ui Uit1,; — Ui—1,5
W =uy| = W= ) el
(5.9) (i) k 2h
Logo,
k
Uigrt = Uig + (Ui —Uimy), 7= o
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Aplicando o critério de estabilidade de von Neumann:

§ = 1+ r(ewh - e_wh)
= 14 1i2r sen(Bh).

Assim, |£]2 = 12 + 4r? sen?(Bh) > 1. Portanto, o método é instavel.

4.1 Equacoes de primeira ordem quase-lineares e carac-

teristicas

De forma mais geral, considere o modelo

ou . oU
a% + b'g}; =c, (46)
onde a = a(x,y,t,U), b = b(z,y,t,U) e c = ¢(z,y,t,U) sdo quase lineares.
Se denotarmos

W _w
8"1: 9 q — 8y ]
entdo a equagdo (4.6) se torna
ap+bg=c. (4.7)

A andlise a seguir mostra que em cada ponto do dominio de solugdo da equagédo (4.7)
existe um dire¢do ao longo da qual a integracdo de (4.7) reduz-se & integracio de uma
Equacéo Diferencial Ordinéaria.

Suponhamos que conhecemos a solugdo U de (4.7) em cada ponto de uma curva C no

plano zy, onde C nao coincide com a condigéo inicial.

Uma questao interessante que se coloca é a seguinte: E possivel determinar os valores
de p e q sobre C dados os valores de U sobre C tais que eles satisfacam (4.7)?
Vejamos, consideremos a curva

C: C(z(t),y(t)) t € (a,b)

Temos que U = U(z(t),y(t)). Assim,

v _oUdz oUdy  dz dy
dt oz dt  oydt Tat Tt
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4.1 Equagbes de primeira ordem quase-lineares e caracteristicas

ou,
dU = pdz + qdy (4.8)

As equagdes (4.7) e (4.8) constituem um sistema de duas equagdes a duas incdgnitas

peq
pdx + qdy =dU
pg+gb=c

Entao,
_c—qgb

p
a

glady — bdz) + cdx —adU = 0. (4.9)

A equagéo (4.9) ndo depende explicitamente de p e para que ndo dependa também de

q devemos ter

ady—bdr=0 ou — = — (equagio caracteristica) (4.10)

dy _ b
dr a

esta equacao diferencial ordindria para a curva C' é chamada curva caracteristica.
Também das equagdes (4.9) e (4.10) temos que
c
cdr —adU =0 ou —_— = -
a

que define a solugdo U sobre a curva caracteristica C.
Essas equagtes sao faceis de lembrar porque elas podem ser escritas como:

dr _dy_dU
a b ¢
4.1.1 Exemplo
Considere a equagao: 5 5
U U

onde a solugéo analitica U = U(z,y) é conhecida no segmento

'={(z,y) eR}0<z<1,y=0}

A equagdo diferencial da familia das curvas caracteristicas é dada por

1
ZSydy=dr=>1=A+ ¢ (4.12)

dr _dy
y 1 2
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4.1 Equagbes de primeira ordem quase-lineares e caracteristicas

y2=2(x—1]

(=]

S

onde A é a constante de integragdo. Para a caracteristica passando em R = (z,,0),

A = zg. Entdo a equagdo desta caracteristica particular é y? = 2(z — zR).
A solugéo ao longo das caracteristicas é:
dy dU

onde B é a constante de integracdo. Ao longo de y? = 2(z — zg), U = 2y + U, pois
U=Ugem R = (z,,0) e entdo B = Uk.

Como os valores iniciais de U sdo conhecidos somente no segmento de reta OF, onde
0 < zr < 1, conforme ilustra a Figura 4.1.1, segue que a solugédo é definida somente na
regido limitada pelas caracteristicas y? = 2z e y? = 2(x — 1), e inclusive. Nesta regido, a
solucdo é claramente unica e fora da regido a solugéo é indefinida.

4.1.2 Meétodo de Lax-Wendroff

Na teoria de escoamentos de fluidos, as equagbes da continuidade, da quantidade de

movimento e da energia podem ser combinadas em uma equagdo de conservagio da forma.:

ou + OF(U)
ot or
onde U e F sao vetores com trés componentes. O método de Lax-Wendroff, como ilustrado

0 (4.14)

a seguir para uma equacgéo de uma varidvel dependente, pode ser usado para aproximar
(4.14) por uma equagdo de diferengas explicita de segunda ordem de preciséo.

Considere a equagao
ou ou

—(97+a5;—

onde a é uma constante positiva. Por expansao em série de Taylor,

0 (4.15)

oU 1, (08U
Ui,j+l = U(.’L‘i,tj + k) = Ui,j -+ k (5{)1-’]- + §k (3—t2)i)j + .

onde z; =thet; = jkcomi=0,%1,£2,--- ej=0,1,2,---.

A equagao diferencial pode agora ser utilizada para eliminar as derivadas de t. Note
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4.1 Equagbes de primeira ordem quase-lineares e caracteristicas

que:

9 __,9
ot Oz

Uz’j_,.l = Um ka (-5;)1 ' + §k a ('51;—2- g +

]

entao

Finalmente, substituindo as derivadas de x por diferengas centrais:

Uit1j = Usj
2h

Ui+1,j - 2Ui,j + U’—l,j
h2

Umli,j = szli,j =

entdo, tem-se o seguinte esquema de diferengas explicito:

ka k%a?
Uijat = Ui~ oo Uiy = biorg) + o (Uivry = 2035 + Uim1)

ou
a a
Ujjp1 = gp(l + ap)ui_1,; + (1 — a®pPluy; — Ep'(l — ap)Uis1
onde p = k/h.

A substituicio de u,, = €’P*¢? na equacio (4.17) conduz a

¢ = (1 - 2a%p? se;ﬁ(%ﬂh)) —2iap, sen(%ﬂh) cos(—;-ﬂh)

(4.16)

(4.17)

Portanto |£]2 = (1 — 4a?p?(1 — a?p?) sen*(Bh)). Para que os erros nio crescam expo-
nencialmente com j, |£|? < 1, isto é 0 < 4a?p?(1 — a?p?) < 1, fornecendo 0 < ap < 1.

Além disso, pode ser mostrado que o erro de truncamento local é

k? ah?
I = —6—Uttt + —G—Uxm +-e

Portanto, o método é convergente pelo teorema de Lax.

4.2 A Condicao CFL para Equacoes de Primeira Ordem

Assuma que uma equagdo diferencial hiperbdlica de primeira ordem seja aproximada pela

-equagdo de diferengas da forma:

Uijpy = QUi + bl + CUiyy

Entédo, conforme ilustra a Figura 4.2, u, depende de valores de u nos pontos A, B

e C da malha. Assuma agora que a curva caracteristica passando por P da equacéo

hiperbdlica cruza a reta AC' em D e considere AC como um segmento inicial. Se os

valores iniciais ao longo de AC sao alterados, entdo o valor da solugdo em P da equacéo

de diferengas finitas mudard, mas essas alteracdes nao afetarao o valor da solugdo em P da
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4.2 A Condigcdo CFL para Equacées de Primeira Ordem

j+l

D\,A B C

caracteristica passando por P

equagdo diferencial, que depende do valor inicial em D. Neste caso, u, pode néo convergir
para U, conforme h, k — 0. Para a convergéncia, D deve estar entre A e C.

Considere, por exemplo, a aproximacdo de Lax-Wendroff (4.17). A inclinagéo dt/dx
da caracteristica de equagdo diferencial correspondente é dada por:

dt _do

1 a
Para a convergéncia da equacéo de diferencas, a inclinagdo de PD deve ser maior ou igual
& inclinacéo de PA, ou seja,
>

Q|
> &

fornecendo
ap <1

o que coincide com a condi¢éo de estabilidade
O<ap<1

visto que a,p > 0.
. h,k—0 - e )
Em conclusdo, para que u, — U, a condicdo CFL ap < 1 deve ser satisfeita. Além
disso, a condigdo CFL diz que o dominio numérico deve conter o dominio de dependéncia

analitico.

4.3 Equacgdes Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda
Ordem

Considere a equagdo diferencial parcial de segunda ordem:

U OV | U
“ozz " "ozdy ' “op?

+e=0 (4.18)

onde a, b, c e e podem ser fungdes de z, y, U, U, e U, mas ndo dependem de U,,, U,, e
U,y Tal equagao € dita quase-linear.
Serd mostrado que em cada ponto do dominio de solugéo existem duas diregdes ao

longo das quais a integragao da equagéo diferencial parcial é transformada na integracio
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4.3 Equagdes Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda Ordem

de uma equagio que envolve apenas derivadas totais. Em outras palavras, nessas direcoes
a equacao a ser integrada ndo é complicada pela presenga de derivadas parciais em outras

direcoes.

Figura 4.5: Curva C no plano zy sdo conhecidos os valores da solugao U.

Denotando as derivadas parciais por

_ag— ?_U_——— Qiq—-fr 82U—S e ?fg-—t
oz 7 oy P 2T " Brzoy -

e seja C a curva no plano zy sdo conhecidos os valores da solu¢do U da equagao (4.18),

juntamente com os valores de p e g relacionados a U pela equagéo:

ou oU
dU = %da)%— bzdy =pdzr + qdy

onde dy/dz é a inclinagio da reta tangente a C. (A curva C ndo é a curva inicial na qual
os valores de U, p e ¢ s@o especificados). Uma interessante questdo que se coloca é: E

possivel encontrar valores para r, s e t sobre C que satisfazem a equagao diferencial:
ar +bs+ct+e=0 (4.19)

Como 7, s e t sobre C' devem satisfazer as equagoes:

_Op op,
dp = axdx + aydy =rdz+ sdy (4.20)
© dg, . 0
) Ny =
dg = azdz + aydy sdr +tdy (4.21)

pode-se observar que as equagdes (4.19), (4.20) e (4.21) sdo trés equagdes para as varidveis
r, s e t. Isolando r e s nas equagdes (4.20) e (4.21), respectivamente, e substituindo na

equacgdo (4.19), tem-se:

a c
a(dp—sdy)+bs+ d—y(dq—sdx)+e— 0
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4.3 Equagées Hiperbdlicas Quase~Lineares de Segunda Ordem

Multiplicando-se essa equagdo por dy/dz, obtém-se:

dy\? dy dpdy | dg dy| _
S [a (@) - (E) +C} — [aadm +CE +€£ =0 (422)
onde dy/dz é a inclinagdo da reta tangente & C.
Por hipétese a equagéo (4.19) é quase-linear, entéo a, b, c e e sdo independentes de

r, s e t. Portanto, a equagdo (4.22) é independente de r e t. Essa equagdo pode ainda
ser independente de s se C for escolhida de modo que a reta tangente & C' em cada ponto

. (%)z w(%) te=0 (4.23)

Tomando A = b? — 4ac na equagio (4.23), tem-se que:

seja raiz da equagdo:

e Se A > 0, o sistema é hiperbdlico;
e Se A = 0, o sistema é parabdlico;
e Se A < 0, o sistema é eliptico.

Além disso, pelas equagdes (4.23) e (4.22) segue que ao longo das dire¢des tangenciais
a C a partir dos pontos de C:
dp dy dq dy

+c—+

Tz T T = (424)

Portanto, foi mostrado que em cada ponto do dominio de solu¢do hd duas diregoes,
dadas pelas raizes de (4.23), ao longo das quais hé relagGes entre as derivadas totais dp
e dq, dadas pela equagdo (4.24), que sdo independentes das derivadas parciais em outras
direcdes. As diregdes dadas pelas raizes da equagdo (4.23) sdo chamadas de diregdes

caracteristicas.

4.3.1 Meétodos Explicitos e a Condicao CFL

Considere a equagdo da onda:

2 _ v

922 = W’ t>0 (425)

oU
onde, inicialmente U(z,0) = f(z) e E(az,O) = g(z).
Pela equagdo (4.23), as inclinagbes dt/dzx das curvas caracteristicas sdo dadas por

d 2
(_m) =1
dt
pois, nestecasoa =1, b=0ec= —1.
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4.3 Equacgdes Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda Ordem

Entéo as caracteristicas passando por P(z,,1,), como ilustrado na Figura 4.6 sdo retas
t —t, = +(z — xp), visto que £ = +1, que encontram o eixo-z nos pontos D(z, —t,,0) e
E(zp + t,,0).

Dix4.0) A B ExH.0 x

Figura 4.6: Caracteristicas passando por P(z,,t,).

A solugéo da equagdo (4.25) satisfazendo as condigdes iniciais dadas é:

T+t

Utat) = 3 | o+ )= =0+ [ atepas]

—t
e, portanto, a solugdo em P(z,,t,) é

Zp+tp

Zp—tp

1

U(mp’ tp) = ‘2' [f(xp + tp) - f(xp - tp) + / g(f)df:l

que mostra que a solugdo é dependente dos valores de f(z) em D e E, e dos valores de
g(x) em cada ponto do intervalo fechado DE, isto é, depende dos dados iniciais ao longo
do intervalo de dependéncia DE. O triangulo PDE é chamando dominio de dependéncia
do ponto P. Uma aproximagdo central de diferencas finitas para a equagdo (4.25) nos
pontos (z;,t;) = (ih, jk) em uma malha retangular cobrindo o dominio de solugdo é:

Uip1j — 2Uij + Ui1,5  Uig1 — 2Uij + Ui

h? k?

isto é
Ui j+1 = 7"211,1'_1,_7' + 2(1 — r2)ui,j + 7‘2’U,i+1,j — Usj,5-1 (426)

onde r = k/h. Esta é uma aproximagao explicita.

No caso j = 0, tem-se:
2 2 2
w1 = ui10 + 2(1 — ) uio + U010 — Ui -1

U1 = T2f'i—l + 2(1 — 7"2)f-,; + 7'2f1;+1 — U; 1
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4.3 Equagdes Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda Ordem

D . . oU
e uma aproximacao de diferencas centrais para Sl = i, fornece:
i0

Ui—1 = Ui1 — 2kgip

Entao
U1 = T2fi—1 + 2(1 - Tz)fz’ + Tzfi+1 - (ui,l - 2k9¢,0)

ou seja,
1
Ui = 5 [7‘2fi_1 + 2(1 d ’I‘z)fi + ’I'zfi+1 + 2’69,;’0)] (4.27)

As equagdes (4.26) e (4.27) mostram que u, no ponto P da malha depende dos valores
u;,; nos pontos da malha marcados, como ilustra na Figura 4.6. Este conjunto de pontos
da malha é chamado de dominio de dependéncia numérico do ponto P, e as retas PA e
PB sao freqlientemente chamadas de caracteristicas numéricas.

Assuma agora que as condigbes iniciais ao longo de DA e BE foram mudadas. Essas
mudancas afetardo a solugdo analitica da equagdo diferencial em P, mas ndo modificaré a
solu¢do numérica dada pelas equagdes (4.26) e (4.27). Neste caso, u, pode ndo convergir
para U, com h,k — 0 e r permanecendo constante. Ao contrario, quando as caracteristicas
numeéricas PA e PB estao fora do dominio de dependéncia PDE, tem-se que o efeito dos
dados iniciais ao longo de DA e BE sobre a solugdo em P da equagio de diferencas finitas
tende a zero conforme h,k — 0, com r permanecendo constante e P fixo [9].

A condicdo CFL para a convergéncia diz que o dominio numérico de dependéncia
da equagdo de diferencas deve incluir o dominio de dependéncia da equacdo diferencial.
Usando essa condigdo, é claro que a equagdo de diferengas (4.26) é convergente para
0<r<1.

4.3.2 Métodos Implicitos

Métodos implicitos ndo podem ser utilizados sem suposigoes simplificadoras para resolver

problemas puramente de valores iniciais porque eles fornecem um infinito nimero de

equacoes simultaneas. Eles podem, entretanto, ser utilizados efetivamente para problemas

de valor de contorno quando, por exemplo, condicoes iniciais sobre 0 < z < 1 e condic¢Ges

de fronteira sobre £ = 0 e x = 1 sdo dadas. A convergéncia é garantida via teorema de

Lax.

Um esquema satisfatério aproximando a equacdo da onda (4.25) no ponto (ih, jk) é

1

2 _
=0 u;; =

kZ

1

1 1 1
ﬁ (Zéf:ui,jH + §6§ui,j + Zégui,j—l) (4-28)

onde qum- = u;;41 — 2u4; + Ui j1, etc. Este esquema fornece um sistema tridiagonal de

. - .y . k
equagdes e pode ser mostrado que é incondicionalmente estavel para todo r = 7 > 0.
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4.3 Equagées Hiperbdlicas Quase—Lineares de Segunda Ordem

O Erro de truncamento local é:

1 orU

12 oz* 720

Ozb

6
Tij=h | —=r’+ )= - —h2(13r +15r% + 1)0 u + - }
iJ

que tende a zero para r finito com A — 0. Portanto, o esquema é convergente.

Um esquema mais geral expande U; j41 e U; j_1 em série de Taylor sobre o ponto (3, 5)

e obtém: PU
Uigsr + Uijor = 2Ui5 + K 5|,
Se U é solugao de
U _ oy
ot2 ~ 9x2
entéao 52 92
o2 ~ Ox?
e, portanto,
otU _ oMU oU
ott ij ozt i T Ot i
Assim,
80U
Ujir —2Uij + Ui jor = k2 = )
Como

U 1 [, .
9z B2 (5“*_5‘5”” 90 *

segue, das diferencas de ordem quatro, que

62

z

82U 1
2 h?

U 8 (0%
Ot 9z2 \ 9z

= %6
Oz ij

B o
12 91t |,

U

, ete.

k* o'U
12 Ozt

(4.29)

——56 )U
64
B')

64U

T e

Substituindo essas expresses em (4.29), tem-se que para essa ordem de precisdo,

1
Uz',j_,_l - 2Ui,j + Ui,j—l =7 l:l +

onde r = k/k. Operando ambos os lados dessa equagdo por [1 + %(r

12(

1)53.] 82U; ; (4.30)

1
2-1)82] 77 e ex-

pandindo cada operador até termos em §% por expansdo binomial, obtém-se a seguinte
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4.3 Equagdes Hiperbdlicas Quase—-Lineares de Segunda Ordem

aproximacdo implicita para a equagdo da onda:

1 1
’u,i’j+1 - 2’U/i,j + ui,j_l = -271(7‘2 — 1)(5§ui,j+1 + (52'114,3‘_1) + 1—2(117“2 + 1)6fcui,j+
1 1
+ @(rz - 1)(9r% — 1)05ui; — @(72 — 1)2(05us j41 + Gpui 1)

(4.31)
Analogamente, se ambos os lados da equagao (4.30) for operados por [1 + 115(7*2 - 1)52] _1,
a equacgdo de diferencas correspondente é

1 1
Usj4+1 — 2’U,i,j + ui,j_l = E(’I‘2 - 1)(6:11@'7]'4.1 + 6‘,12:’U,i’j_1) + —(57'2 + 1)53’(111,3‘{'
(4.32)

1
+ m(rz — 1) 205w, — (05541 + Oattij-1)]

Essas equagOes de diferencgas de alta ordem seriam complicadas de implementar na

pratica por causa das dificuldades associadas com as condigoes de fronteira.

4.4 Esquemas Upwind

A equagao de onda é relacionada & equagdo de advecgdo, que em uma dimensio tem a

forma:
ou Ou

ot oz
Esta equagéo modela o transporte passivo por advecgdo de algum campo escalar u(z,t)

(4.33)

carregado longitudinalmente por um escoamento de velocidade constante v.

O esquema de Crank-Nicholson representa um método numérico eficiente e preciso
para resolver uma equagdo de advecgdo. Este é certamente o caso, se o problema estiver
restrito a ondas suaves. Infelizmente, o esquema de Crank-Nicholson faz um trabalho
muito pobre em transportar ondas por advecgdo que apresentam descontinuidades. Isto
é ilustrado na Figura 4.7, que mostra um célculo em que o esquema de Crank-Nicholson
é usado para transportar uma onda de pulso quadrado.

Pode-se notar que as oscilagles sdo geradas nas bordas, o que mostra que esquemas
centrados para resolver a equacao de advecgao sofrem de um problema similar.

A tnica maneira conhecida para suprimir oscilagées nas bordas de uma onda com
quinas é adotar um esquema de diferenciacdo upwind. Em tal esquema, as diferencas
espaciais sdo aproximadas no sentido upwind: isto é, o sentido de que o fluxo advectado

surge, vem. Assim, a versao upwind do esquema explicito simples 4.33 é escrita como:

Uiger = Uiy _ _ Uij — Uizt

— V= (4.34)
ou

i = tig — Cluig — tiag) | (4.35)
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4.4 Esquemas Upwind

1.5 e

| B CEE S S B

0 02 04 08 08 1
x—vt

Y. 3) S——

Figura 4.7: Advecgdo de um pulso 1D quadrado. Os célculos numéricos foram realizados
utilizando-se v = 1, 6t = 2.49 x 1073, e N = 200. A curva pontilhada mostra a condigio
inicial em t = 0.0, enquanto que a curva continua mostra a solu¢do numérica em ¢t = 0.1

Note que este esquema é somente de primeira ordem no espago. Uma andlise da

estabilidade de von Neumann do esquema acima resulta:
A=1-C[1- cos(kdz) — i C sen(kdz)] (4.36)

Note que
lA]|2 =1 -2C(1 - C)[1 — cos(kdz)] (4.37)

Segue que ||A|| < 1 contanto que C' < 1. Assim, o esquema diferencas upwind é
estavel contanto que a condi¢do de CFL seja satisfeita. A Figura 4.7 mostra um célculo
em que o esquema acima é usado ao transportar um pulso quadrado. N&o hé agora
nenhuma oscilagdo gerada nas bordas da onda. Por outro lado, a forma da onda mostra
a evidéncia de dispersdo. Certamente, o esquema de diferencas upwind sofre do mesmo
tipo de problema da dispersdo que o esquema de Lax.

Infelizmente, ndo hd nenhum esquema de diferencas que é nado-dispersivo e capaz
de tratar bem situagdes como as “quinas” das ondas. Na verdade, cédigos sofisticados
que resolvem a equacdo de advecgdo (ou a equagéo da onda) empregam geralmente um
esquema upwind nas regides perto das quinas, ou choques, e um esquema nao-dispersivo

maijs preciso nas outras partes.

4.5 Exercicios

1. A funcao U satisfaz a equagdo U; + U, =0, 0 <z < oo, t> 0 com condigdes

de fronteira e iniciais dadas por:

U(0,t)=2t, t>0
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4.5 Exercicios
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Figura 4.8: Advecgéo de um pulso 1D quadrado. Os calculos numéricos foram realizados
utilizando-se v = 1, §t = 2.49 x 1073, e N = 200. A curva pontilhada mostra a condicdo
inicial em t = 0.0, enquanto que a curva continua mostra a solugdo numérica em ¢t = 0.1

Uz,0)=z(z—2), 0<z<2
U(z,0) =2(x—2), z2>2
Calcule:

(a) uma solugdo analitica;

(b) uma solugdo numérica usando o esquema explicito de Lax—Wendroff.

2. (a) Use o método de Von Neumann para mostrar que o método de Lax—Wendroff

é estavel para 0 < ap < 1.
k? ah?
"6_U tit + TU:B:D:Z:
(c) Prove que a solugdo de U; = al,, com a constante, é a solugio da aproximacao

de Lax-Wendroff quando § = 2.

(b) Mostre que a parte principal do erro de truncamento local ¢ T; ; =
i’j
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CAPITULO

5

Sistemas Elipticos

5.1 Motivacao
Consideremos o escoamento hidrodindmico desenvolvido (estaciondrio) de um fluido

L

ow \ _outﬂow
fluido

i
5 VY

O escoamento em regime “laminar” e permanente (ndo transiente) de um fluido é

regido pelas equagdes de Navier-Stokes:

u?y_ + 'U% = __02 + y2 @ + _6_2_11‘
Oz oy Oz oz?  Oy?
v Ov o (v O
bl = = £ —_— 5.1
Yoz +U3y Oy v (8302 + Oy? (5.1)
o o
oxr Oy

Apb6s um certo comprimento L, que depende da natureza do escoamento, verifica-se

que o perfil de velocidades nao se altera mais. Entao

Ju Ov
— =0 e op = constante

5:E+ oz oz

o7



5.1 Motivagdo

Pela equacao da conservagao de massa,

Ov

—=0=>v=0

oy v
Entao, as equacoes tornam-se

Pu  10p .

oy2  vor

que é a equagao de Poisson unidimensional. Neste caso, o maior problema é a fronteira.

Equacoes diferenciais do tipo eliptico aparecem com muita freqiiéncia em problemas
de equilibrio, isto é, problemas em que a solugdo da EDP é requerida em um dominio
fechado sujeito a certas condicdes de contorno.

Na terminologia matemaética, esses problemas sdo conhecidos como problemas de valor
de contorno. Na literatura inglesa, esses problemas sdo chamados de “jury problems”.
Esse nome é devido ao fato de que a solugdo da EDP em todo o dominio depende
das condigbes de contorno pré-estabelecidas. Usualmente, a solu¢io de um problema
de equilibrio maximiza ou minimiza uma integral representando a energia de sistema. As
equagdes mais comuns sa0:

u 0%

Viu = a2 + R = f(zy) equacdo de Poisson

V2u =0 equacio de Laplace

O dominio de integragdo de uma equagao eliptica em 2D é sempre uma érea limitada
pela fronteira 0§2. As condicOes de contorno usualmente especificam os valores da funcéo
ou os valores de sua derivada normal ao longo do contorno 92, ou uma mistura de ambos.

Tém-se entdo os trés problemas famosos:
i. Problema de Dirichlet (u € conhecida em 92),
ii. Problema de Neumann (% ¢ conhecida em 92);

iii. Problema de Robin (ou + ,Bg—:‘.l- é conhecida em 90Q);

Teorema 2 Se o problema i) tem solugdo, entdo ela € inica.

5.2 Exemplos
5.2.1 Problema de Dirichlet

Considere a equagao de Laplace

0%y  Pu

3—:1:2 -5y—2 =0 (5.2)
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5.2 Exemplos

definida em um dominio = {(z,y) € R,0 <z < a, 0 < z < b} e com u = g no contorno.

a
Considerando dx = h = N ¢ oy =k= N com N; = N, = 4, podemos aproximar
x y
as derivadas da equagéo por diferengas centrais, e obter:

%(uiJrl,j — 2 + Ui—15) + %(Ui’j_{.l —2u;;+uij-1)=0 (5.3)
comi,j =123

b
7 |8 |9
4 5 6
1 2 3

y
0x a

Para o ponto 1, conforme o ilustrado na Figura 5.2.1, tem-se que 4, j = 1, entéo:

1 1

TLE(U2’1 — 2U1,1 + Uo,l) + EE(ULQ - 2’U,1,1 + ulyo) =0
1 1 1 1
}{i(u“ - 2uy,) + B;(Um - 2uy,) = ~7z%1 T 12910

Sem perda de generalidade, suponha que a = b = 1, entdo h = k, assim
—duy )+ ure + U2y = —(go1 + 91,0)
Para o ponto 2, ou seja i =2 e 5 = 1, tem-se:
1 1
—f—L—z-(u3_1 - 211,2,1 + ’U:l,l) + ﬁ(’dz,z — 2’U,2,1 + u2’0) =90

u31) ~ dug1 + Use + U1 = goo

e assim por diante para os pontos 3, 4, ..., 9, conforme ilustrado na Figura 5.2.1.
No caso de N, = 4 e N, = 3, a forma matricial resultante dessas equagdes é dada por:

( 4 -1 0 <1 0 0 |[uw] !— 901 + 910
-1 0 -1 4 -1 0 Usg 92,0
O 0 0 -1 4 -1 us { _ 33,0 (5.4)
-1 4 -1 0 0 O Uy 940
O -1 4 -1 0 1 Us 95,0
| 0 0 -1 0 -1 4 || us| | 9331 92 |
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5.2 Exemplos

5.2.2 Problema de Neumann no Retangulo

Considere a equacgdo de Laplace

O%u  O%u
Fy) + —3;2- =0 (5.5)

definida em um dominio = {(z,y) e R,0< 2z < 1,0 <z <1} e com % = g(z,y) no

contorno.
Pode-se mostrar que o problema de Neumann (5.5) tem solugdo / g(z,y)dL = 0,

L
onde L é o perimetro. A solugdo serd tnica, a menos de uma constante. A unicidade de
U requer que U seja especificada em algum ponto do dominio.

Como exemplo, sejam h = k = 1. A Figura (5.2.2) ilustra os pontos do dominio onde

deseja-se encontrar a solugao.

prrs—

No contorno z = 0, tem-se:

ou 1

B o =9(0,7) = ﬁ(U_l,j —U;)=go; = U_1;=2hgy;+Us;)
No contorno z = 1, tem-se:
ou ] 1
By, 90,5) = U —Ui)=g2; = Us;=2hgs;+U1,)
No contorno y = 0, tem-se:
%[yi w0 =g(:,0) = %(Ui,q —Uin) =00 = Ui_1=2kgio+U,)

No contorno y = 1, tem-se:

oUu

. 1
By = 9(2, 2) = '—(Ui,S - Ui,l) =02 = Ui,3 = 2kgi,3 + Ui,l)

2k

40
Para o ponto interior, tomando-se ¢ = 0 e 7 = 0, obtém-se:

1

1
W3 (UI,O —2Upp + U_l,o) + E(Uo’l - 2UO,O + UO,—l)
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5.2 Exemplos

—4Upp + 2U1,0 + 2Up1 = —4hgop

Observa-se que para o problema (5.5) que apresenta apenas um ponto interior, h4 nove
equagoes que devem ser resolvidas.

O sistema resultante é dado por:

4 -2 0 -2 0 O O O O Uy 2g1
-1 4 -1 0 -2 0 0 0 O Ug g2
0O -2 4 0 0 -2 0 0 O U3 293
-1 0 0 4 -2 0 -1 0 O N g4
0 -1 0 -1 4 -1 0 -1 O us | =2h 1 0 (5.6)
o 0 -1 0 -2 4 0 0 -1 Ug Je
O 0 0 -2 0 0 4 -2 0 Uz g7
0O 0 0 0 -2 0 -1 4 -1 Ug g8
| 0 0 0 0 0 -2 0 -2 4 | | uo | | 299 |
Multiplicando a primeira, a segunda, ..., a nona linha por 3, 1, 1,1, 1,1, 1, 1 e}
respectivamente, obtemos uma matriz simétrica:
1 -1 0 -3 o 0o 0o 0 07 [w]
-z 2 -1 0 -1 0 0 0 O Vs
0 -3 1.0 0 -3 0 0 O vs
-3 0 0 2 -1 0 -1 0 0 N
o -1 0 -1 4 -1 0 -1 0 =1 v (5.7)
0 o —% 0o -1 2 0 0 —% Vs
0o 0 0 -3 0 0 1 -3 0 vy
o 0 0 0 -1 0 -} 2 -1 vg
| 0 0 0 0 O —% 0 —% 1 ] | v |
9 9

Pode-se notar que Z v, =0= Z a;v; = 0 == os vetores v; sdo 1.d. Logo det(A) =
i=1 i=1
0, ou seja, a matriz é singular.

Em conseqiiéncia, o problema numérico pode nao ter solugdes ou tem infinitas solugdes.
Para obter uma unica solugao, é necessario especificar o valor de U em algum ponto do

dominio.

5.3 Exercicios

1. A funcéo U satisfaz a equacdo Uy, + Uy, — 32U = 0 em cada ponto dentro do
quadrado z + 1 e y + 1 e estd sujeita as condicdes de fronteira:

U=0emy=1, -1<z<1
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5.3 Exercicios

Us

1
Um=§Uemac=—1, -1<y<1

1
—EU emz =1,

-1<y<1

Tome h =k = ‘—11 e mostre que é possivel escrever as equagOes resultantes na forma

de um sistema linear Au = b onde u é um vetor coluna do tipo 35 x 1 e b é um
vetor 35 x 1 cujo vetor transposto é b* = (0,0, ...,0,—-1,~1,—-1,-1,—-1)* e A é uma

matriz que pode ser escrita na forma particionada

onde

[ B
I

I
B
I

~ o~
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CAPITULO

6

Aplicacdo: Equacdo de Navier-Stokes

Nesse capitulo é calculada a solugdo numeérica das equagoes de Navier-Stokes e da con-
tinuidade, em escoamentos isotérmicos confinados e incompressiveis, utilizando-se o método
MAC. Dois problemas cldssicos sdo implementados, o problema da cavidade (lid-driven
cavity-flow) e o escoamento sobre um degrau (backward-facing step), ambos em regime

transiente.

6.1 Introducao

O método Marker-and-Cell, ou simplesmente MAC, foi desenvolvido por Harlow e Welch
em 1965 [6], para a simulagdo de escoamentos incompressiveis envolvendo fluidos newto-
nianos em superficies livres, onde particulas marcadoras (markers) definem a posigdo da
superficie livre do fluido. Entretanto, a auséncia de superficies livres néo restringe a sua
utilizacdo, de modo que tal método é uma das formulagdes explicitas mais aplicadas para
a solucao numérica das equactes de Navier-Stokes e da continuidade.

O método é caracterizado pela utilizagdo de uma malha deslocada (staggered grid) e
originalmente, a solu¢do de uma equacgdo de Poisson foi empregada para o avango tem-
poral da pressdo no dominio do problema. Para os problemas estudados nesse trabalho,
entretanto, opta-se por uma abordagem alternativa, a iteragdo da pressdo, desenvolvida
por Chorin [3], e utilizada por Hirt e Cook [7] na solu¢gdo numérica de escoamentos
tri-dimensionais.

Embora as técnicas aqui utilizadas datam da década de 1970, o método MAC passou
por diversos avancgos, dentre os quais a generalizagao do método para fluidos newtonianos
generalizados, 0 método GENSMAC [10].
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6.2 Técnicas Basicas

6.2 Técnicas Basicas

6.2.1 Equagoes Governantes

Escoamentos incompressiveis bi-dimensionais envolvendo fluidos newtonianos em regime

isotérmico sao governados pelas equagoes de Navier-Stokes

ou o ow_ o (Pu O
ot 0z 0oy @ Oz ox? = Oy? (6.1)
o o 0 O (% T '
ot oz ' By Oy ox?  Oy?
e a equagdo da continuidade
ou Ov
%4—3—3}:0’ (6.2)

onde p é a pressdo a densidade constante, no S. I. medida em m?/s?, u e v sdo respectiva-
mente as velocidades do escoamento em, no S. I. em m/s nas diregdes z e y do dominio
fisico do problema, notando que (6.1) e (6.2) estdo representadas em um sistema de co-
ordenadas cartesianas. v é a viscosidade cinematica do fluido newtoniano em estudo, no
S. I. medida em m?/s. Nesse caso, sdo ignoradas as forcas de campo, como, por exemplo,
a atracdo gravitacional.

6.2.2 Adimensionalizagao

As equagbes sao adimensionalizadas por meio das relagoes lineares

z=1z"L y=y'L u=u*U v =v"Uy p=7p'U? t= t*él_’ (6.3)
0
que transformam (6.1) em
ou* N O(u*)? . dutvt  Bp* L1 o%ur N o%u*
ot* oz* Oy*  Oz*  Re\O(z*)?  O(y*)? (6.4)
ov*  Ovtu* N G N 1 (P + o%v* '
ot Or* Oy*  Oy*  Re\O(z*)? 0O(y*)?)

A equagdo da continuidade (6.2) se mantém da mesma forma, a menos das varidveis, que

passam a ser adimensionais:

ou* ov*
! — + —=0. 6.5
oz*  Oy* (6:5)
As grandezas L e Uj séo, respectivamente, o comprimento e a velocidade caracteristicos

do problema (escalares). Re = Qgé é o nimero de Reynolds e z*, y*, u*, v*, p* e t* sdo

varidveis adimensionalizadas. A partir desse ponto, serdo omitidos os asteriscos, para

simplificagdo da notacao.
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6.2 Técnicas Bdsicas

6.2.3 Diferencas finitas

No método MAC, o dominio computacional é dividido em um conjunto finito de células
retangulares, cada uma com dimensoes dz e dy, formando uma malha uniforme. Cada
célula é indexada por sua posicdo (Z,7) em relagdo a uma célula de referéncia, geralmente
adjacente & origem do sistema de coordenadas do problema. No presente trabalho, essa
célula é tal que a origem corresponde ao seu canto superior direito, de modo que as
coordenadas do centro (3, j) de cada célula é dado por (3, 7) =((i—1/2)dz, (j—1/2)dy). As
células correspondentes ao interior do dominio computacional sdo numeradas de 1 a V; na
direcdio = e de 1 a N; na diregéo y, sendo que as disposigdes das células nos dois problemas
estudados sdo mostradas nas figuras 6.1 e 6.2. As componentes horizontal e vertical da
velocidade do escoamento sdo calculadas, respectivamente, nas faces horizontal e vertical
de cada célula, e a press@o em seu centro, caracterizando a malha deslocada, como descrito
na figura 6.3. A opcao pela malha deslocada em relagdo a malha co-localizada deve-se
ao desacoplamento das equagdes e a conseqiiente geragdo de campos oscilatérios para a
pressdo presente na segunda, além do fato de que o esquema originado desta é fisicamente

incoerente, conforme descrito por Fortuna [5].

V.
Ni U A i

Uo

MY

N
I
AN

A %%
N; Niya

O
i=0 U

=01

Do \78
%\\

Figura 6.1: Dominio computacional do problema da cavidade. Adaptado de Fortuna [5]

A solugao é calculada por meio do avango das varidveis do escoamento em pequenos
intervalos de tempo de durag@o d¢, sendo tais intervalos suficientemente pequenos para
respeitar as condigdes de estabilidades a serem vistas na se¢do 6.2.6. O avanco é feito em

duas etapas:

e Inicialmente, atualizam-se as componentes da velocidade em todas as células (¢, 7)
do dominio, exceto aquelas especificadas por condigoes de fronteira. No MAC, esse

calculo é explicito, sendo tal avango baseado na solug¢éo obtida no tempo anterior.
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6.2 Técnicas Basicas

Nie A A A A A A 0
Nj V/A—’ 2 7
/ na 7
7= ¢ Z
-an ds 7
7 7
97,77 7

2 7
N 777/ HENINENIEEEN
RN %7 %% %% 4% % %%
i=01 2 N; N1

Figura 6.2: Dominio computacional do problema do degrau. Adaptado de Fortuna [5]

T Vi j+1/2

u._l 2,5 P U, 1/2.4
(Sy 4 / J .pva Uny / v

Vi,j—1/2
_—————

ox

Figura 6.3: Célula (7, j) do método Marker-and-Cell

e As velocidades obtidas na primeira etapa ndo-necessariamente satisfazem a equacéo

da continuidade (6.2). Nessa etapa, portanto, as velocidades sdo ajustadas de modo
a garantir a conservagdo de massa. Tal corregao é feita por meio da atualizagao da
pressdo em cada célula (i, 7).

Originalmente, Harlow e Welch [6] obtiveram a pressdo da segunda etapa por meio da
solucdo de uma equacao de Poisson. Uma alternativa é realizar iteragdes nos campos de
velocidades e de pressao simultaneamente, até que a conservagao de massa se estabelega.
Essa técnica, desenvolvida por Chorin [3] e descrita por Hirt e Cook [7], é denominada
iteragdo da pressdo.

As duas etapas descritas acima sao executadas como segue:

Inicialmente, as componentes u e v da velocidade em cada célula (7, j) sdo estimadas
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6.2 Técnicas Bdsicas

na primeira etapa pelas seguintes equagdes de diferenca finita:

1 P =Dl
1,(0 n i+1, 1,
u::l/;]) = u::z_'_l/z’j + (5t <— CONV?+1/2’]' + EEVISCi+l/2’j - —_ﬁ—‘?

1
Re

8 Py =P
UZ;LH(/?) = Vijy1/2 Ot (— CONVijsyat VISCZJ'+1/2“-H—£>,

oy

onde os termos convectivos sdo dados por

CONV™ . . = (vu)y1,; — (Wu)i; n (“”)?+1/2,j+1/2 - (u”)?+1/2,j—1/2
i+1/2,5 ox 5y
(U“)?+1/2,j+1/2 - (v“)?—1/2,j+1/2 n (W)Zjﬂ — (vv)};

ox 0y

CONVII;J_'_]_/z =

€ 08 ViScosos por

n 9N n n _oan n
Uiy3/2,5 2ui+1/2,j+ui—1/2,j+ui+1/2,j+1 2ui+1/2,j+ui—1/2,j—1

VISC? _ U?+1,j+1/2 - 2”21+1/2 +U?—1,j+1/2 + U2j+3/2 - 2”2j+1/2 +U2j—1/2
i,j+1/2 — ox2 5y2 :

6.2.3.1 Termos Convectivos

Os termos convectivos envolvem componentes de velocidade em pontos onde estas néo

estdao definidas na discretizagdo. O calculo de tais termos é feito por meio da expressao

(wu)fyry = ()i _ w00, — U0y (6.7)

Sz oz ’

considerando-se 0 primeiro termo convectivo da equa¢do de momento na dire¢io z, e
assim por diante para os demais termos. Os valores de u7,, ; e U7, sdo aproximadas pela
média aritmética de valores de u em pontos vizinhos, em que estes estdo definidos na
discretizacdo, e os valores de uj,; ; e u; sdo obtidos por meio do uso de esquemas de
convecgao.

Esse tratamento distinto tem base fisica. Seja o termo (uu):‘J Tal termo representa
o transporte da propriedade u pela velocidade de convec¢do u no centro da célula (3, 7).
Em outras palavras, de acordo com tal produto, a propriedade u estd sendo transportada
com velocidade u. Tal fato torna-se evidente quando se considera a equag@ao de momento

na dire¢do z sob a forma nao-conservativa, dada por

a-i-u—a—x— v@_~%+ﬁ
N et
CONV

Ou Ou Ou  Op 1 @ N @
oz oy?)’

67



6.2 Técnicas Bdsicas

Pela expressdo acima, observa-se por meio dos termos convectivos o transporte da pro-
priedade u ao longo das dire¢des = e y com velocidade u e v, respectivamente.

A separagio do produto (uu)}; na forma uf 47 ; é também uma maneira de linearizar
as equagdes de diferenga finita, pois o produto u;;u; é linear com relagdo a u;.

Hirt e Cook consideram u}; = u;;, ou seja, fazem uso exclusivo da média aritmética
das velocidades dos pontos vizinhos, porém esclarecendo que as equacgOes resultantes séo
estaveis desde que viscosidade suficiente seja aplicada, ou seja, os resultados numéricos
obtidos s@o plausiveis apenas a valores baixos do nimero de Reynolds. Um trabalho
recente de Kaibara et al. [8] confirma o fato constatado pelos dois pesquisadores, desta-
cando que esquemas numeéricos cléssicos de diferengas finitas para aproximar derivadas
espaciais em geral levam a resultados desastrosos em processos dominados por convecgao.
Com base em tais fatos, nesse trabalho utiliza-se o recente esquema CUBISTA [1] para a
aproximagao dos termos convectivos.

Considerando-se o termo (uu)};, procede-se como segue:

Seja o termo u7;, dado pela expressdo

n n
—n Uinia T UL

% = . (6.8)
e Se u; > 0, define-se
R ) — . .n
Up = Uit1/2, Uu = Ui_1/2 UR = Ui_3/2,;
T
I
]
I
T [ I | o
PUilsre; U172 Uita/2,5
i
|
1
ur.

2.2

Figura 6.4: Esquema CUBISTA quando u;; > 0.
e Se u7; <0, define-se

_..n . _.n
UD = U;_1/9,5 Uy = U1/, UR = U1 3/25

D, U e R indicam, respectivamente, o ponto imediatamente para onde segue o escoamento
(downstream); o ponto imediatamente na direcdo de onde vem o escoamento (upstream);

e o ponto imediatamente depois, nessa mesma diregio (remote upstream).
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3

[ M [ IT1Q
{ Yit1/2,5 Uit3/2,5

IS
- -
.

i1/

| - -

£
&,

Figura 6.5: Esquema CUBISTA quando %; < 0.

A Uy — UR -
Seja 4 = . Entao
Up — UR
(1 ~ 3
Z(7UU_3'U'R), sed<u< g

. $Bup +6uy —ug), sed<a<?

; 1 3 _ -
1(8up + uy), se 3y <u<1
uy, caso contrario.

\

O célculo de ufy, ; é feito de maneira andloga, e assim por diante para as demais compo-

nentes dos termos convectivos.

6.2.4 Iteracdo de Pressao

n+1,(0) n+1,(0)

Estimadas as componentes u, ', J2,j € Vs jy1/2 bara todas as células, passa-se para a segunda

etapa, onde se ajusta tais componentes por meio da iteragdo da pressdo, como segue:
Para um passo k da iteragédo, a partir de k£ = 0, calcula-se a dilatagdo DZ ;-H’(k) em

cada célula (i, j), definida como

n+l,(k) __ n+l,(k) n+1,(k) n+1,(k)

prte) _ Yir1/2g T Y2 +”m‘+1/2 i,j—1/2
i oz 5y '

A dilatagédo é proporcional ao fluxo de massa em cada célula, de modo que se a dilatagao
for nula em todas as células, a equagdo da continuidade (6.2) - cujo segundo termo da
equagdo acima representa sua discretizagao em diferencas finitas - esta satisfeita em todo
o dominio e o escoamento é incompressivel. Para tal verificag@o, considera-se a dilatagio

méxima obtida no dominio. Caso

1,(k
max [ D7) > ¢,

z!]
em que € é uma precisao definida, o escoamento nao deve ser considerado incompressivel
e ajustes sdo necesséarios. Em geral, ¢ = o1/N, onde N é o niimero de células do dominio
computacional. Nesse trabalho, toma-se o; = 1077.

Os ajustes sdo feitos da seguinte maneira:
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Em primeiro lugar, ajusta-se a pressao em cada célula, por meio da expressdo

netl,(k+1) _ pn+1 ® 4 5p®)

pz,] 1 ] b
onde _ ,BO n+1 (k)
e ———
, 25t(6z2 5'y2)
e pfjl 0 = pt;. Bo é um fator de relaxagéo, 0 < fp < 2. E usado nesse trabalho Bo = 1.

As componentes da velocidade - exceto aquelas especificadas em pontos de fronteira -

sdo entao ajustadas por meio das expressoes

L (k1/2) LK) 0t (k)
Uiy1/2,5 = Uipq)24 5z
ntL (k1) nl(k1/2) ﬁ sp®)
i—1/2,5 — Y1724 S Thd
nHL(kHL/2) L (k) ot e
YVij+1/2 = Ypie T 5“5
ndl,(k+1)  _ ntl(k+1/2) O ¢ (k)
ig-172 = Yij-172 5y5p Wi

Nesse processo de percorrimento das células, as componentes da velocidade séo atualizadas
duas vezes - exceto obviamente as especificadas por condigdes de fronteira, e aquelas nos
extremos do dominio computacional. Portanto a primeira corregdo leva uma componente
ao nivel (k + 1/2) presente nas equagbes acima, sendo a definitiva a que leva ao passo
(k + 1). Para tal, supde-se que o processo é feito incrementando-se sucessivamente i e
j, isto é, percorrendo-se as células da esquerda para a direita e de baixo para cima -
procedimento adotado neste projeto - ou vice-versa.

Apés a atualizagdo da pressao e das velocidades em cada célula, incrementa-se k,

repetindo-se o processo, até que

max
,J

Dn+1 (k)] <

para um certo valor de k. Supondo que tal condicao esteja satisfeita para uma iteracao
(k) = (K), a segunda etapa esté concluida, e entao

n+1 n+1,(K) n+1 _ . n+L(K) n+1 n+1 (K)

Uir1/e,5 = Yir1)/2,5 Y;

ij+1/2 = Yij+1/2 Pij =Dij

Quando o processo de iteracdo de pressdo estd concluido, todas as varidveis do sis-
tema foram avangadas no tempo, e entdo passa-se ao préximo passo na escala temporal,
incrementando-se n.

O processo deve ser repetido até que se atinja o estado estacionario. Tal condi¢do
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pode ser verificada por meio do célculo do residuo RES™"!. Caso

RES™! — Z zj: (

n+1

n
Uit1/2,g “i+1/2,j‘ +

n+1 .
Vi j+1/2 vi,j+1/2D <¢,

onde ¢ é uma precisdo definida, a simulagio esté concluida. Em geral £ = 05/N, onde N

é o nuimero de células do dominio computacional. Neste trabalho, adota-se o, = 1075.

6.2.5 Condicoes de Contorno

Admitindo-se que células computacionais sdo adjacentes as fronteiras do dominio com-
putacional, como nos dois problemas abordados neste trabalho - ver figuras 6.1 € 6.2 - as

condigoes de contorno sdo tratadas como segue:

o Paredes rigidas ndo-escorregadias: Em tais paredes, a velocidade tangencial deve ser
nula, pela condi¢do de nao-escorregamento. Ou seja, na parede, vy = 0. No método
MAC, as componentes da velocidade tangenciais as paredes ndo estdao definidas em
pontos adjacentes a estas, de modo que se considera

’UtIExt = —’Ut|Int, (6-9)

onde Int e Ext designam pontos nas células adjacentes & fronteira dentro e fora do
dominio, respectivamente, onde v; é definida. Desta forma, durante o célculo dos

termos convectivos, tem-se uma expressdo andloga a equagio (6.8), dada por

Vet + Vt|Ex
-ﬁtlparede = tlI t_; tlE E = O’ (610)

e a condigdo se satisfaz, pois ndo hd convecgdo nesse ponto.

A parede é considerada impermedavel, e portanto a velocidade normal adjacente a

esta é nula, e tem-se v,|parede = 0.

U, I parede

‘} — Ut'lnt

> ﬁt'arede
// ///vt;t
"™

Figura 6.6: Velocidades normal e tangencial em paredes rigidas.

e Paredes rigidas escorregadias ou méveis: no caso de paredes rigidas que se deslocam
com uma certa velocidade vy ou em paredes escorregadias em que o fluido em contato
se desloca com tal velocidade, tem-se v; = vg, de modo que se aplica a condi¢éo

UtIExt = 2vp — Utllnt-
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Dessa forma,

_ Vet + Vi|Ext
'Utlparede = —5_—' =

A velocidade normal é nula como no caso anterior.

Regioes de entrada de fluido: em geral, as velocidades normal e tangencial as inter-
faces de entrada sao conhecidas, dadas por

Unlentrada = ft 6t|entrada = Ggt,

onde f; e g; séo perfis conhecidos de velocidades, em geral func¢ées da dire¢do tan-
gencial a regido de entrada, podendo ser constantes, como admite-se no caso da
regido de entrada do problema do degrau neste trabalho. Em geral, admite-se que
o fluido entra na dire¢do normal a parede, considerando-se g; = 0 e adotando-se a
equagdo (6.10) para a velocidade tangencial.

vt | entrada
%"' Un | entrada
2 1
%/"' Un | entrada
2 1
// > t Unp, |entra.da

Figura 6.7: Velocidades normal e tangencial em regides de entrada de fluido.

RegiGes de saida de fluido: existem diversas formas de tratar a solu¢io numérica em
tais regiGes. Em geral nestas regites assume-se que nédo h4 variacéao das componentes
da velocidade na direcdo normal a saida, isto é,

8'Ut c%n

- = 0 - = 0

on on

safda saida

Desta forma, aplica-se as condicGes
vt,Int = UtIIInt 'Unlsal’da = Unllnt,

onde tais velocidades sdo representadas como na figura 6.8.

6.2.6 Condigcoes de Estabilidade

A natureza explicita do método MAC o sujeita a certas restrigdes com relagdo ao valor

de 6t:
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Un IInt Unp, |sa1’da

%
%

tt/%%
t”i%

(4 |IInt Ut |Int

Figura 6.8: Velocidades normal e tangencial em regides de saida de fluido.

e O escoamento ndo deve cruzar mais de uma célula em qualquer diregao a cada etapa

de tempo, o que resulta na restri¢ao

§t, < min (-‘5L _@__) (6.11)

?
|wlmax " [|max

Tal restri¢do se deve ao fato de que as aproximacgdes convectivas assumem variagdes
apenas entre células adjacentes. Tal restricido é conhecida como condi¢do CFL,

devido a trabalho de Courant, Friedrichs e Lewy.

e O termo difusivo presente nas equagoes de momento exige que

Ref 1 1\7!

e Hirt e Cook também destacam por meio de anélise linear que

2

00 < Reman(ulfme o) (619
Portanto, 0t satisfaz as restrigdes (6.11), (6.12) e (6.13) se
6t < min (8t1, 8ty, 8t3).
Neste trabalho, atualiza-se dt a cada passo de tempo por meio da expressao
6t = 7 min (8ty, 8ts, 6t3), (6.14)

com 0 < 7 < 1, e 8ty, 0tz t3 dados através das restrigoes (6.11)-(6.13) convertidas em

igualdades. As simulacoes sdo executadas com 7 = 0.5.

6.3 Simulacoes

Os dois problemas s@o dados como segue:

o Cavidade
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Nesse problema, um fluido inicialmente em repouso com viscosidade cinematica v
estd contido numa cavidade quadrada de lado L, preenchendo-a por completo. In-
stantaneamente, a tampa superior desta passa a se deslocar com velocidade Uy,
conforme figura 6.9. As paredes sdo todas rigidas e impermedveis, sendo as pare-
des laterais e inferior nao-escorregadias, e a superior mdvel nao-escorregadia, sendo
tratada como escorregadia onde o fluido se desloca com velocidade Uy. O ntmero

de Reynolds caracteristico de tal problema é dado por Re = %k,

P
i

Uo

L

Figura 6.9: Problema da cavidade.

e Degrau

Inicialmente, o fluido de viscosidade cinematica v em repouso preenche uma regiio
de comprimento L constituida de um degrau de comprimento ¢, mostrada na figura
6.10. Instantaneamente a entrada deste é liberada, e o fluido passa a entrar com
velocidade Uy em uma regiao de entrada de sec@o transversal hA. A incompressibili-
dade forga a mesma quantidade de fluido que entra por essa regido deixé-la por uma
regido de saida de segdo transversal H. O escoamento do fluido no interior desta
regido é afetado pelo degrau, de maneira que ao deixar a regido acima do degrau,
o fluido tende a ocupar toda a area de segao H além deste, criando uma zona de
recirculagdo nas proximidades de sua parede lateral. Admite-se neste projeto que
a razdo o = ¢/L é dada por @ = 1/4, e que h/H = 1/2, de modo que o degrau
ocupe metade da altura da regido, e um quarto de seu comprimento. O nimero de

Reynolds caracteristico é dado por Re = —Uﬂﬁ

A implementagao de ambos os problemas é feita em linguagem C utilizando-se o com-
pilador gcc. No problema da cavidade utiliza-se uma malha composta de 25 x 25 células
computacionais, totalizando 625 células ao todo. No problema do degrau a malha é
composta de 80 x 40 células, a um total de 3200 células.
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Uo

|

“l

Figura 6.10: Problema do degrau.

6.3.1 Resultados

No caso do problema da cavidade, sdo realizadas simula¢es para nimero de Reynolds 1,
10 e 100. O estado estacionério é atingido apds, respectivamente, 17501, 18219 e 4493
iteracGes, sendo que o decaimento dos residuos em func¢do do nimero de iteragoes para
Re =1 e Re = 10 apresenta o mesmo comportamento, conforme figura 6.11.

J4 no caso do problema do degrau, as simulagbes foram executadas para os mesmos val-
ores do nimero de Reynolds, e ao contrario do ocorrido anteriormente, pequenas variacdes
ocorrem no niimero de iteragdes com a variacdo do nimero de Reynolds. Entretanto, ha
maior sensibilidade quanto ao comportamento do residuo, e valores de Reynolds acima
de 100 podem causar instabilidade numérica. Uma maneira de contornar tal situacio é
refinar a malha utilizada, o que forga um nimero maior de passos no processo de iteracao
de pressdo. Outra maneira é reduzir o fator 7 na equagao (6.14) para valores menores
que o utilizado. O estado estacionario é atingido ap6s 5400, 5898 e 3447 passos de tempo,
para Re =1, 10 e 100, respectivamente. Novamente, o decaimento do residuo apresenta
comportamento semelhante para Reynolds 1 e 10 (figura 6.12).

As figuras 6.13 a 6.20 ilustram os resultados obtidos pelas simulagées.
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10 T T
, i« Re=1.0
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Figura 6.11: Evolugao do residuo no problema da cavidade.
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Figura 6.12: Evolugao do residuo no problema do degrau.

Re = 1.0, campo da diregdo do escoamento

Re = 100.0, campo da diregdo do escoamento
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(a)

(b)

Figura 6.13: Campos de direcdo do escoamento no problema da cavidade.

(a) Re = 1.0. (b) Re =100.0
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Fle e 1.0, velocidada u Ra-imveb\ﬁawu

(b)
Figura 6.14: Componente u da velocidade no problema da cavidade.
(a) Re =1.0. (b) Re = 100.0

e = 1.0, velocidade v Ro @ 100.0, velocidade v 10

L L L L EEGIEE

e
rEEERRc g
GRANED L sa 2. E 1 K4
i e2 21 1.7 13-
SHARER

ERxE Tvity

IR &

o1 oz 03

(b)
Figura 6.15: Componente v da velocidade no problema da cavidade.
(a) Re =1.0. (b) Re =100.0

e a2 100.0, pressdo x 10"

(b)
Figura 6.16: Taxa de pressdo a densidade constante p na cavidade. Os valores referem-se
a pressao relativa em relagao a pressao inicial.

(a) Re = 1.0. (b) Re = 100.0
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Ra = 10.0, campo de diregllo do esocaments Re a 100, campo de dire¢éo do esocamenta

045 048

03 — 03

0, s =0,

fi
i

.

08 08 (2] o7 o8 o9 1

@ (b)
Figura 6.17: Campos de diregdo do escoamento no problema do degrau.
(a) Re = 10.0. (b) Re = 100.0

(@ (b)
Figura 6.18: Componente u da velocidade no problema do degrau.
(a) Re =10.0. (b) Re = 100.0

Re = 100.0. velockiads v

(b)
Figura 6.19: Componente v da velocidade no problema do degrau.
(a) Re =10.0. (b) Re =100.0
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Re u 10.0, pressio

(@) (b)
Figura 6.20: Taxa de pressao a densidade constante p no problema do degrau. Os valores
referem-se & presséo relativa em relagdo a pressdo inicial.
(a) Re = 10.0. (b) Re = 100.0
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APENDICE

A

Resolucao dos Exercicios

A.1 Equagoes Parabdlicas

4. A equagdo U; — U, = 0 é aproximada no ponto (ih, jk) pela equagéo de diferenga:

Ui j+1 — Ui -1 Ui 5 — Ui -1 2
9 (————Qk-——) +(1-06) <4k_a_) hzdzu”

onde 62 = u;1; — 2u; ;+u;—1,;. Mostre que o erro de truncamento local neste ponto
1
é dado por T; j = —=k(1 — 0)Uy — Ethmm + O(k, h?) e encontre o valor de 6 que

reduz esse erro para O(k?, h%).

Resolugao:

_ pYigs1 = Ui ~ Ui U1y = 2Us5 + Uiy
Ly=0—"p ko 2

Expanda cada termo por série de Taylor sobre o ponto (ih, jk) para obter

(1 )

1 82U 26 U,J 2 14
Ti,j-—-—2-k(1—6) 8t2 _Eh e + O(k*, h*)
Onde
U _ o
ot Ox?
e, portanto,
FU _ 3
otz Ozt
Logo

1
7oy = (50~ 0) - 1) 2+ 0w,
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Assim,
isto é,
fornece o resultado procurado.

5. Mostre que o erro de truncamento local no ponto (ih, jk) da aproximagio de Crank-Nicolson
para U; = Uy, é O(h% k?).

Resolugao:

-Uy; 1
k 2h?
Expanda cada termo por série de Taylor sobre o ponto (ih, jk) para obter

2 1 2 4
Ti,j = [‘w a—U] + Ek% [a—U a_g} _lp (Q_Q ) + O(k?, b4, kh?)
y g

(82U; j41 — 62U 5)

ot Ox2 i ot  0z2 12 ozt Y
2
Onde %—IZ - %}g = 0, 0 que mostra o resultado.

6. A equagdo aU; + U, — f(z,t) = 0, a constante, é aproximada no ponto (ih, jk) no
plano zt pelo esquema de diferencgas finitas:

o Uiy1,; T Ui-1,5 Wit1,5 — Ui-1,5

Investigue a consisténcia desse esquema para:

1. k=rh;
2. k = rh?

com r > 0 constante.

Resolugao:

Uirry + Uinry] | (Ui — Uiy
T%,j — -Fz,J(U) — [Ui,j+l _ +1,7 LJ:I + ( +1,j I,J) _ fi,j

2 2h

Expanda cada termo por série de Taylor sobre o ponto (ih, jk) para obter

k k2 h2 h2
ﬂ,j = %Utt + %Uttt - _C—;_k—U:E:B + EUxmx + O(k3, h4)
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e Se k =rh entao

arh arh? ah? 2
T; = 5 Uy + 6 Uat — ~2'r_hUm + Ewam + Ok, h%)

Se h — 0 entdo T; ; — 0 e o esquema é consistente.
e Se k = rh? entdo

arh? ar’h? ah? h?
T; = 5 U + 6 Uiir — ___2rh2Um + 3

Uszz + O(K3, h*)

- a . p . ~
Se h — 0 entdo T;; — 2 isto é, o esquema é consistente com a equagao
r

U, + U, — <

2rUm — f =0 e ndo com a equagio alU; + U, — f = 0.

7. Aequagio Uy =alU,, —BU, 0<z <1, t>0,ondeaesioconstantes reais
positivas, é aproximada no ponto (ih, jk) pelo esquema de diferengas explicito

1 a

kAtui,j = E&i — ﬁum-

Dado que U tem valores iniciais continuos ao longo do intervalo 0 < z < 1, quadt =
0, valores de contorno conhecidos em z = 0 e z = 1 e que Nh = 1, encontre um

limitante para r = % de estabilidade.

Resolugao:
i1 = Uij = Tty — 2uij + Uitr,;) ThBus,

Ui j4+1 = TAU; 1 5 + (1 — 2ra — kﬂ)ui,j + 7'0[’11/,;4_1,]‘)
Temos entdo que u;y1 = Au; + b; onde

-1—2ra—k,6 ra
ro 1-2ra—kB8 ra

raa 1—2ra—k@3 ra
L ra 1—27‘a—kﬁj

e b; é um vetor coluna de valores conhecidos.

As equagOes serdo estéveis se ||A]| < 1. Como A é real e simétrica,

[1All2 = p(A) = max |1 — kB — 4rasen®( e

ﬁ)l, S=1,"',N—1.
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O maior valor de r é dado por

N-Dr
_1<1—7h28_ 2(_____
1<1-rh*8 — 4rasen®( 5N )

que 1mphca que r S m

8. Aequagio U; = alU,;,, 0<z <1, ¢t >0, ondea >0, ¢éaproximada no ponto
(ih, jk) pelo esquema de diferengas regressivas completamemte implicito (backward
Euler):

Uija1 = Ui = TA(Ui1 41 — 2Uij41 + Yit1541)

onde r = ,—1’% e Nh = 1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno sio
conhecidos, prove que:

1. 0 esquema ¢ incondicionalmente estavel;

2. o erro de truncamento local é O(k, h?).

Resolugao:

a) Mostre que ujy1 = (I —raTy_1)"‘u; + b; onde

Tnoy =

A matriz A = (I —raTy_,)"! é real e simétrica e entéo,

1
Alls = p(A) = 1
1412 = p(4) 1 + 4rasen®(3%) <

para todo r > 0.
b)

1 1 1 1
T;l,j =k (iUtt - anxt) - EahZ(szmx)i,j + k2 (aUttt - §aUxxtt)ij + -

v

9. Aequagio Uy = U;, 0 <z <1, t >0, éaproximada no ponto (ih,jk) pelo
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A.1 Equagbes Parabdlicas

esquema
Uijer — Uij = T[0(Uiz1j41 — 2501 + Usgr 1) + (1= 0)(wis1; — 2055 + vy )]

onde r = %, 0<60<1eNh=1. Assumindo que os valores iniciais e de contorno
sao conhecidos, prove que:

1. o esquema ¢ incondicionalmente estdvel no sentido de Lax-Ritchmyer para

5<h< svel <60 S sy
0.5 <0< 1 eestave para0_0_05quand07"—2(1_29)’

2. 0 método de Von Neumann fornece o mesmo resultado.
Resolugao:

a) A matriz A das equagdes é ([ —r0Ty_;) [T +7r(1—0)Ty_1]. Como (I—rfTy_;)
e [I +7(1 —0)Tn_1] sdo ambas simétricas e comutam, a matriz A é simétrica.

Portanto a sua norma-2 é igual ao raio espectral. As equacbes serdo estdveis

quando
_ _ 2( sm
1< 1 —4r(1 —0)sen’(3%) <1
T 1-drfsen?(3%)

A desigualdade da direita é automaticamente satisfeita parar >0, 0 < 6 < 1.
A desigualdade da esquerda fornece 2r(1 — 26) < 1, que é o resultado.

b) Substituindo u,, por e’P"¢9 segue que

_ 1—-4r(1-6) sen(%ﬁ)

; 1+ 4r6 sen(‘%)

Como u, 4, néo cresce exponencialmente com g, a condigdo para estabilidade é
|€] < 1, que é exatamente o mesmo resultado do item a).

10. Use o método de série de Fourier para provar que:

1. A aproximagao progessiva explicita
Upg+1 — Upg = T(Up-1,4 — 2Upg + Upt1,9)

1
para a equagdo U; = U,, é estavel para r < 5;

2. A aproximagéo central explicita (Método de Richardson)
Upg+1 = Up,g-1 = 27 (Up-1,4 — 2Upg + Upt1,9)
para a equagao U; = U,, é instavel para r > 0;
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A.1 Equagées Parabdlicas

11.

3. A aproximagao implicita
1,
Up,g+1—2UpgtUpgi1 = 5"' [(up—1,4—2upq FUpt1,g)+(Up-1,g-1—2Up g1 +Upi1,g-1)]

para a equagdo hiperbdlica Uy = Uy, é estavel parar >0, r=

>

Resolugao:

a) Tem-se que £ = 172r(1 — cos(Bh)) = 1 — 4r? senz(%). Impondo |¢| < 1 segue
quer < 2

b) Tem-se que &2 + 8résen?(2) — 1 = 0, entdo & = ——é e & + & = —8rsen?( ).
Para que se tenha estabilidade |§;] < 1 e & < 1. Quando |&) < 1, tem-se

|é2] > 1 gerando instabilidade. Quando & = 1, & = —1 entdo & + & = 0,
fornecendo r = 0.

c) Tem-se que £2 — 2A£+1 = 0, onde A =

< 1. Portanto £ =
1+ 272 senz(%) ¢

A+ —i(1 — A?)3, fornecendo |£| < 1 para todos os valores reais de 7.

A equagdo Uy = Uy + %Uz, 0<z<1, t>0éaproximada no ponto (ph,qk)
pela equacdo de diferencas

1
2
—Aup g = 6 Upg +

1
k p2'® > (BatipgVatp,g)

2zh

use o método de Von Neumann para mostrar que as equacoes de diferencas sdo
estaveis para x > 0 quando

k 2

—_ <

h? = 4+ p?
Em z = 0, avalie esta equacdo dado que U, = 0em z =0, t > 0 e U é constante
emzx = 1.
Resolugao:

Substituindo u,, por ePh¢9 segue que
h
E=1- 4rsen2(%—) +is sen(fh), r=—=,p>1
p
Como £ é imaginagio faz- se

£ =1+ 1602 sen4(ﬁ—2h-) — 4rsen?(Gh) (2 - 550032(%}2))
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A.1 Equagbes Parabdlicas

Desta forma, |¢| < 1 se 4r sen?(3h) ( - cos:'(%)) > 16r2sen(&), fornecendo

2

r< T
4+F

U.
Vamos agora avaliar U; = U, + f em z = 0.

Tem-se que, em z = 0,

donde

x 1

Ut = 22Uz,

que pode ser aproximada pela equagéo

uO,tH-l - uovq — 2u—11q - 2u0:q + ul;q
k h?

Como U, = 0 em z = 0, podemos aproximar essa derivada por diferencas centrais e

obter u_j 4 = uy,q.

Assim,

Uog+1 = (1 — 4r)ugq + 4ruy 4

Na forma matricial, tem-se

uq+1 = AUQ + Cq,

onde ¢, é um vetor coluna de constantes e

1—4r
(t-Yr

4r
(1—2r) (1+%)r
(1—%)?‘ (1-2r) (1+;11-)r

(1 _ %) r (1 —.27")

(1+2—1p)r

(l—m.l:ﬁ)r (1-2r)

Quando r < % a soma dos méludos dos termos ao longo de cada linha é menor ou

igual a um, ou seja || Alleo <1
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A.2 Equagées Hiperbdlicas

A.2 Equacoes Hiperbdlicas

1. A funcdo U satisfaz a equagdo U; + U, =0, 0<z <00, t>0 com condicdes de

fronteira e iniciais dadas por:
U0,t)=2t, t>0
Uz,0) =z(x—2), 0<z<2
U(z,0)=2(z—-2), z>2
Calcule:

1. uma solugdo analitica,

2. uma solugdo numérica usando o esquema explicito de Lax—~Wendroff.

Resolugao:
~ . t dx
a) Para uma equagdo do tipo alU; + bU, = c tem -se — =
d d
Como, neste caso, a = b =1, entdo E = —lf
dr=dt=t=x+ const
~ . LdU  dz
A solugdo ao longo da caracteristica, para alU;+bU, = cé — = 7 Nesse caso,

¢ =0, logo dU = 0, e portanto, U é constante ao longo dacreta t=x+ const.
Portanto a equagdo caracteristica de R(zg,0) ét = z = zg, ese U(z,0) = ¢(z)
entdo a solugdo ao longo desta caracteristica é U(z,t) = @(zr) = p(x — t).
Similarmente, se U(0,t) = (t), entdo a solugdo ao longo da caracteristica
t—tsg =z de S(0,ts) é U(z,t) = ¥(t — z). Portanto as condicdes do problema

fornecem a solug¢do mostrada na figura:

t
U=2(t-x)
u=2t U=(x—t)(x—t-2) U=2(x—t-2)
0 y=x(x-2) 2.0) U=2(x-2) x

b) O esquema explicito de Lax-Wendroff, para a equagdo U; + Uz = 0 é dado por

ap a
Uij41 = 7(1 + ap)u;_1j + (1 — a®p®)u;; — ?p(l — ap) Uit j
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A.2 Equagies Hiperbdlicas

onde p=k/hea=1. Tomandoh=1}ek =3, tem-sep= 7. Assim

Uijr1 = gUi-15 F FUij = gUitlj

2. 1. Use o método de Von Neumann para mostrar que o método de Lax—Wendroff é
estavel para 0 < ap < 1.
o , k? ah?
2. Mostre que a parte principal do erro de truncamento local € T; ; = EUm + TUmz

]
3. Prove que a solugao de U; = al,, com a constante, é a solugdo da aproximacgao

de Lax~Wendroff quando £ = 1.

Resolugao:

1. Substituindo u,, por €PP*£7 segue que

€ = ~2apisen( ) cos( ) — 2077 sen?(0) + 1

Como £ é imagindrio, deseja-se que J¢[2 < 1.

h
6 =1~ 405%(1 — a*p?) sen*( ")

Para que |¢|? < 1, segue que 4a%p?(1 — a2p2)sen4(%) > 0j ou seja, 0,ap < 1.

2. Tem- se que
ap a,
T:;(U) = Usjpr — ?(1 +ap)Uir; — (1 — a®pP)U;; + 71)(1 — ap)Uita 5

Expandindo-se U;_; ; e U;41,; em série de Taylor e fazendo-se as simplificagoes,

obtém-se:
T, =U +alU; + ‘Z‘(Utt — 0*Usg) + Efﬁilezm + %Q‘Uttt +-e
Como U; + alU, = 0 e Uy, — a?U,,, segue que
Ti; = @szz + %zUttt +o

ko1
3. Quando — = —, tem- se que
h a

T, ;(U) = Ui jy1 — Uisaj

89



A.2 Equagées Hiperbdlicas

Como
Ut = _“Ua:; Utt = U:c:m Uttt = _U:cz:c,

segue que, expandindo U; ;41 e U;_1; em séries de Taylor,

Ti; =0

A.3 Equacoes Elipticas

1. A funcao U satisfaz a equagdo U, + Uy, —32U = 0 em cada ponto dentro do quadrado
z+1ey+1 e estd sujeita as condigdes de fronteira:

U=0emy=1 -1<z<1

U=lemy=-1, -1<z<1

1
Ux=—§Uemz=1, -1<y<1

1
UzzaUemxz—l, -1<y<1

Tome h =k = % e mostre que € possivel escrever as equagdes resultantes na forma
de um sistema linear Au = b onde u é um vetor coluna do tipo 35 x 1 € b é um
vetor 35 x 1 cujo vetor transposto é b* = (0,0, ...,0,~1,-1,-1,~1,-1) ¢ A é uma

matriz que pode ser escrita na forma particionada

(B I
I B I
I B I
I B I (A.1)
I B I
I B I
| I B |
onde
-6 2 1 [ 1 1
1 -6 1 1
B = 1 -6 1 e I= 1 (A.2)
1 -6 1 1
I 2 -2 ! 1]
Resolugao
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A.3 Equagdes Elipticas

<
L
U=0.5U

20 127 {28 129 [30

31 32 133 134 |35

y=—I
x=~1 x=0 x=1

U=1

Note que U é simétrico com relagdo a z = 0, entdo U, = 0 em z = 0. Vamos

aproximar U, e Uy por diferencas centrais, lembrando que k = h = %:

Uit + Wigr1 + Uimr; + Uiy — OBus; =0

Esta equagéo pode ser convenientemente representada pelos niimeros:

Para o Ponto 1, uy + 0+ ug + ug — 6u; =0
Para o Ponto 2, us + 0 + uy + u7 — 6ug =0
Para o Ponto 3, ug + 0 + uy + ug — 6uz =0
Para o Ponto 4, us + 0 + uz + ug — 6ugs =0

4 — 25
Para o Ponto 5, u_s+0+4+us+uig—6us =0 e % = %, entio 2u4—-—4—u5+u10 =

0
Para o Ponto 6, us 4+ uq + uy + u;; — 6ug =0
Para o Ponto 7, ug + ug + ug + u1p — 6u7 =0
Para o Ponto 8, ug + us + u7 + u33 — 6ug = 0
Para o Ponto 9, ujg + u4 + ug + u14 — 6ug =0
Ug — U_g

Para o Ponto 10, u_g + ug + ug + u15 — 6uip =0 e —oh = 1‘;, entao 2ug + us —

—uyp +us =0

4
E assim por diante.
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A.3 Equagées Elipticas

Na forma matricial, tem-se:

[ -6 2 0

1 -6 1

0 1 -6

0 0 1
A=19 0 o0
1 0 0

0 1 0

O O O O

= N O O O = O

que pode ser escrita na forma particionada

onde

B
I

~ o~

~ oo~
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S O O = O

~ o~

~ o~

O O = O

~ o~
o~

- 35x35

(A.4)



