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Capitulo 1

Introducao

O objetivo destas notas é ser um texto de apoio para a disciplina SMA308 Andlise II que trata em uma
primeira parte de conceitos relacionados com a integral de Riemann e Riemann-Stieltjes de funges de
uma varidvel real a valores reais ou a valores vetoriais, propriedades das mesmas, relages entre estas
e aplicagdes.

Em uma segunda etapa serdo estudados tépicos relacionados com sequéncia e séries de fungbes;
estudo da convergéncia pontual ou uniforme, propriedades e aplicagdes.

Em uma terceira etapa trataremos da continuidade, diferenciabilidade de fungbes de vérias varidveis
reais a valores reais ou vetoriais, propriedades e aplicagbes.

Finalizando com enunciaremos, provaremos e aplicaremos os Teoremas da fungdo implicita e da
fungdo inversa para fungdes de vérias varidveis reais a valores reais ou vetoriais.

Iniciaremos fixando a notagdo dos elementos que serdo utilizados ao longo das notas.

Notagao 1.0.1

N={1,2,3,.--} (conjunto dos numeros naturais)
Z={--,3-2,-1,0,1,2,3,---} (conjunto dos numeros inteiros)
Q= {E 'PyqEZ, q#0} (conjunto dos numeros racionais)
Q={x# %,Vp, q€Z,q#0} (conjunto dos numeros irracionats)
R=QUI (conjunto dos ndmeros reais)
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Capitulo 2

A Integral de Riemann-Stieltjes

Neste capitulo introduziremos a integral de Riemann-Stieltjes de uma fungéo definida em um intervalo
fechado e limitado a valores reais.

Para isto relembraremos o conceito de supremo e infimo e algumas propriedades relacionadas com
estes conceitos.

2.1 Supremo e infimo de subconjuntos de R

Comegaremos pelos importantes conceitos estudados no curso de Andlise I: supremo de infimo de
certos subconjuntos de R.

Definigao 2.1.1 Diremos que o subconjunto E C R ¢ limitado superiormente em R se existir
B € R tal que

e<p, VeeetL.

Neste caso B serd dito limitante superior de E.
De modo semelhante, diremos que o subconjunto F C R € limitado inferiormente em R se
ezistir x € R tal que

ax<f, VviekF

Neste caso o« serd dito limitante inferior de F.

Diremos que o subconjunto A C R ¢ limitado em R se for limitado superiormente e inferi-
ormente, isto é,

Notemos que

Proposigao 2.1.1 Seja E C R.
O conjunto t serd limitado em R se, e somente se, existe vy € R tal que

—y<e<vy, Vec€cet.

Demonstragao:
Foi vista no curso de Andlise I e serd deixada como exercicio para o leitor.

Temos os:

Exemplo 2.1.1 Seja E =[2,00) CR.
Bntdo E € limitado inferiormente (pois, o < 2 serd um limitante inferior do conjunto E)
mas nao € himitado superiormente em R.
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Exemplo 2.1.2 Seja E = (—00,vV2)NQ C R.
Entdo E € limitado superiormente (pois, p > V2 é um limitante superior do conjunto t)
mas nao é limitado inferiormente em R.

Exemplo 2.1.3 Seja E = (—1,v2) CR.

Entdo E € limitado em R.

De fato, E ¢ limitado superiormente (pois, B > V2 é um limitante superior do conjunto E )
e € limitado inferiormente em R (pois, o < —1 é um limitante inferior do conjunto E).

Com isto podemos introduzir a:

Definigao 2.1.2 Seja E C R, ndo vazio e limitado superiormente, ndo vazio, de R.
Suponhamos gue ezrista x € R que tém as sequintes propriedades:

1. o € um limitante supertor de E;
2. se y < « entdo y ndo serd limitante superior de E.

Neste caso diremos que « é o supremo do conjunto E, e serd denotado por sup(E), isto &,

sup(E) = o.

Observagao 2.1.1 A definigdo acima nos diz que x € o menor limitante superior do conjunto
E (se existir).

De modo semelhante temos a:

Definigao 2.1.3 Seja F C R, ndo vazio e limitado inferiormente, ndo vazio, de R.
Suponhamos que ezista p € R que tém as seguintes propriedades:

1. B é um limitante inferior de F;
2. se 'y > P entdo vy ndo serd limitante inferior de F.

Neste caso diremos que € o infimo do conjunto F, e serd denotado por inf(F), isto é,

inf(F) = p.

Observagao 2.1.2 A definigdo acima nos diz que 3 é o maior limitante inferior do conjunto F
(se existir).

Exemplo 2.1.4 Seja E = (0,1] CR.
Entdo
sup(E) =1 e inf(E})=0.

Resolugao:
Notemos que o conjunto formado por todos os limitantes superiores seré:

LS = [1, 00),

assim o menor limitante superior serd 1, ou seja, sup(E) = 1.
Por outro lado, o conjunto formado por todos os limitantes inferiores sera:

LI = (—OO, 0])

assim o maior limitante inferior serd O, ou seja, inf(E) = 0.
Temos um modo equivalente a definigdo de supremo que é dada pelo:
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Teorema 2.1.1 Seja E C R limitado superiormente, ndo vazio, de R.
Entdo o = sup(E) se, e somente se,

1’ & é imitante superior de E;

2’ dado ¢ > 0 existe e € E tal que
x—e<e<u

Demonstragao:
Foi vista no curso de Anélise I e serd deixada como exercicio para o leitor.

Temos o andlogo para o inifimo:

Teorema 2.1.2 Seja F C R limitado inferiormente, , ndo vazio, de R.
Entdo B = inf(F) se, e somente se,

1’ B € limitante inferior de F;

2’ dado € > 0 existe f € F tal que
BL<f<PB+e.

Demonstragao:
Foi vista no curso de Andlise I e serd deixada como exercicio para o leitor.

|
Antes de prosseguir temos o seguinte resultado sobre a existéncia do supremo (respectivamente,
inifimo):

Teorema 2.1.3 Todo subconjunto de R limitado superiormente (respectivamente, inferiormente),
ndo vazio, de R possut supremo (respectivamente, infimo) em R.

Demonstragao:
A demonstragdo deste resultado pode ser encontrada em [?] pagina 8.

Como consequéncia temos o
Coroldrio 2.1.1 Todo subconjunto de R limitado possui supremo e infimo em R.

Para finalizar esta segdo temos o seguinte resulatado importante relacionado com a operagdes de
supremo ¢ infimo de subconjuntos de R:

Teorema 2.1.4 Sejam ¢ € R, Eq,Ey C R subconjuntos limitados superiormente, ndo vazios, de
R e F1,F2 C R subconjuntos limitados inferiormente, nao vazios, de R. Entdo:

1. Se E1 C E; entdo
sup(Ey) < sup(Ez).

2. Se Fy CF; entdo
inf(Fqy) > inf(F,).

3. B +E; € limitado superiormente em R e

sup(E1) +sup(Ez) > sup(Ey + E).
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4. Fi +F, € limitado inferiormente em R e
inf(Fy) + inf(F;) < inf(Fy + F,).
5. Se Eq,E; C [0,00) entdo E1.E; € limitado superiormente em RS e
sup(E1.E2) = sup(Ey). sup(E3).
6. Se F1,F2 C [0,00) entdo Fy.F; € limitado superiormente em RS e
inf(Fy.F;) = inf(Fy).inf(F;).
7. Se ¢ > 0 entdo c.Ey € limitado superiormente em R e
sup(c.Ey) = c.sup(Ey).
8. Se c <0 entdo c.Ey é limitado infertormente em R e
inf(c.Eq) = c.sup(E,).
9. Se ¢ > 0 entdo c.Fy € limitado inferiormente em R e
inf(c.F1) = c.inf(Fy).
10. Se ¢ < 0 entdo c.Fy é limitado superiormente em R e
sup(c.Fy) = c.inf(Fy).

Demonstragao:
Foi vista no curso de Andlise I e serd deixada como exercicio para o leitor.

O
Como consequéncia temos o

Corolario 2.1.2 Seja A C R subconjunto limitado ndo vazio de R. Entdo —A também é um
subconjunto limitado de R e
sup(—A) = —inf(A).

2.2 A integral de Riemann-Stieltjes

Para introduzir a integral de Riemann-Sieltjes de uma fungdo real limitada definida em um intervalo
limitado e fechado de R precisaremos da:

Definigao 2.2.1 Consideremos [a,b] C R o intervalo limitado e fechado de R.
Sejam
Xo=0<X <X<: <Xp_1<Xp=Db.

O congunto
P i{xm"' )xn}
serd dito partigao do intervalo [a,b].
Para cada i€ {1, -+ ,n} denotaremos o comprimento do intervalo [xi_1,xi] por:

AX; = X — Xi_1- (2.1)



2.2. A INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 11

Temos também a

Definigao 2.2.2 Seja f:[a,b] —» R uma fungdo limitada.

Dada uma particdo P ={xq, -+ ,xn} do intervalo [a,b], para cada i€ {1, - ,n}, definamos
Mi= sup f(x), (2.2)
X€E[xi—1,x1]
my = inf f(x) (2.3)
XEXi—1,xi]

(como a fungdo f € limitada em [a,b] seque que exzistem os supremos e infimos acima) e

U(P,f) = i Mi Axi, (2.4)
i=1

L(P,f) = ) midx, (2.5)
i=1

denominadas soma superior, respectivamente, inferior, sobre a partigdo P associada & fungdo
f.

Observacgao 2.2.1 Notemos que:
1. Como m; < M; para todo i € {1, ,n}, seque que

L(P,f) < U(P, f). (2.6)

2. Denotemos por P a colecdo formada por todas as partigées do intervalo [a,b].

3. Se

= inf f 2.7
m xel?ti,b] (X) ( )

entdo N

n m<m;<M; em cada [x{_1,xi]
m (b-a) =Y max < > Miax =U(P, 1),
n i=] i='
=)_{ 8%
ou seja,

m(b—a) < U(P,f), (2.8)
Logo podemos concluir que o subconjunto de R:
{u(p, ) : P e B}
é limitado inferiormente em R, logo possut infimo, ou seja, eriste
inf U(P,f
Jnf (P, f)

4. Se

M = sup f(x) (2.9)
x€[a,b]
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entdo
n mi<M; em cada [xi_1,5] M;<MVig(l, - n} 2
L(P,f) =) miax < > M < > M
i=1 i=1 i=1
n
= MZ Axi = M(b — a),
=1
o
=b-—a
ou seja,

L(P,f),< M(b— a) (2.10)
Logo podemos concluir que o subconjunto de R:
{L(P,f): P P}
é limitado superiormente em R, logo possui supremo, ou seja, ezxiste

sup L{P,f)
PeP

Com isto temos a:

Definigao 2.2.3 Na situagdo acima, definimos a integral superior de Riemann da fungdo f
N
no intervalo [a,b], que serd indicada porJ f(x) dx, com o sendo:
a

b
J flx) dx = faf U(P, ) (2.11)

a

e definimos a integral inferior de Riemann da fung¢do f no intervalo [a,b], que serd indicada

b
por J f(x) dx, com o sendo:
a

b
J f(x) dx = sup L(P,f). (2.12)
a PP .

Se

be(x) dx = be(x) dx

a [¢]

diremos que a fungdo f é Riemann integrivel em [a,b] e o valor comum acima serd dito
b

integral de Riemann da fungdo f no intervalo [a,b] e serd indicada por J f(x) dx, ou seja,
a

Jb f(x) dx = Ff(x) dx = be(x) dx. (2.13)

a a a

Denotaremos por R([a,b]), ou stmplesmente por R, o conjunto formado por todas as fungdes
a valores reais que sdo Riemann integrdveis no intervalo {a,b].

Observacgao 2.2.2
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Questdo: se f:[a,b] = R é uma fung¢do limitada entdo f € R([a,b])?
A resposta a esta questdo € negativa.
Para ver isto, notemos que a fungdo f:[0,1] = R dada por

1c(x)i{o, xeQnlo,1]
1, xelIn(o,1]

¢ uma fungdo limitada em [0,1] mas ndo € uma fungdo Riemann integrdvel em [0,1].

Deizaremos a verifcagdo destes fatos como ezercicio para o leitor.

Na verdade trataremos de situagdes mais gerais, mais especificamente, temos:

Seja ot : [a,b] — R uma fungio monétona crescente em [a, b}, isto é,
x(x) < afy) para x <y, x,y € [a,bl.
Observemos que sendo a fungdo « mondtona crescente deveremos ter
—oc0 < afa) < afx) < a(b) < 00, x€[a,b],

ou seja, a fungio « serd limitada em [a,b].

Dada a partigdo P = {xq, -+ ,xn} do intervalo [a, b], para cada i € {1, -

Ao = (x3) — oe(xi-1).
Notemos que a funcio « monétona crescente segue que
Aoy >0, Vie{l,---,nkL

Dada a fungdo limitada f: [a,b] — R definamos

U(P, f, «) = Z_M Ax;,

L(P,f, ) ZmIAcxl,

,n}, definamos

onde, para i € {1,---,n}, My, m; sdo dados pot (2.2) e (2.3), respectivamente.

Observagao 2.2.3
1. Notemos que, na situacdo acima, teremos:
uep, f,«) > L(P,f, )
U(P,f, o) > mla(b) — «(a))
L(P,f, «) < Mla(b) — «(a)],

onde m, M sdo dados por (2.7) e (2.9), respectivamente.

Estas desigualdades seqguem do fato que, para todo i€ {1,---,n}, teremos:

m<m <M <M
e que

Z Acx; = a(b) — o(a).

13

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)
(2.18)
(2.19)
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2. De (2.18) seque que o conjunto
{U(P,f,a) : P € P}
é limitado inferiormente em R logo admite infimo, isto €, eziste

71grelfmll(P,f, o). (2.20)

3. De modo semelhante, de (2.19) segue que o conjunto
{L(P,f,a) : P € P} (2.21)
€ limitado superiormente em R logo admite supremo, isto €, existe

sup L(P, f, x).
PeP

Definigao 2.2.4 Na siutagdo acima, (2.20) serd denominado integral superior de Riemann-

b
Stieltjes da fungdo f em [a,b], relativamente & fungdo x e serd denotada porJ fdo, ou seja,
a

)
Jafdoc = %rexfm u(», f, o). (2.22)

De modo andlogo, (2.21) serd denominado integral inferior de Riemann-Stieltjes da fung¢do
b

f em [a,b], relativamente & fungdo o e serd denotada porJ fdx, ou seja,
a

b
J fda = sup L(P, f, o). (2.23)
da PeP

Se

b b
deoc=J f de,

a Ja
diremos que a fungdo f é Riemann-Stieltjes integravel em [a,b], relativamente & fungdo x e o

valor comum das integrais acima serd denominado integral de Riemann-Stieltjes da fungdo
b
f em [a,b], relativamente & fungdo o e indicada porj fdx, isto é,

a

b n b
J fdaijfdazjfda. (2.24)

a a a

Observagao 2.2.4

1. Também poderemos utilizar as seguintes notagées para as integrais de Riemann-Stieltjes:

)

J f(x)do(x) = | fdo . (2.25)
: ¢
J f(x) do(x) = | fdo (2.26)
Y e
J f(x)deo(x) = | fdo. (2.27)
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2. Observemos que, de (2.17) seque que:

b b
deocsj fde

a a

3. Denotaremos o conjunto formado por todas as fungdes a valores reais, limitadas definidas
no intervalo [a,b]l que sdo Riemann-Stieltjes integrdveis relativamente d fung¢do x por

R(a).

4. Se a:[a,b] 2 R € dada por
a{x) =x, x € la,bl,

seque que a integral de Riemann-Stieltjes relativamente & fungdo x coincide com a integral
de Riemann, ou sejaq, . .
J fdoc=J f(x) dx.
a a
5. Notemos que a fungdo « : [a,b] — R sé precisa ser mondtona crescente em [a,b] para
podermos definir a integral de Riemann-Stieltjes relativamente d fungdo «.

6. Vamos supor, daqui em diante, que x(b) > x(a), pois caso contrdrio a fungdo a seria
constante em [a,b] e pouco serviria para o estudo da integral de Riemann-Stieltjes de uma
funcgdo a valores reais, limitada e definida em um intervalo [a,b].

A seguir passaremos a investigar em que situagdes existe a integral de Riemann-Stieltjes relativa-
mente A fung¢do o para uma fungdo limitada, a valores reais f definida no intervalo [a, b].
Para isto precisaremos da:

Definicao 2.2.5 Sejam P, P* duas parti¢des do intervalo [a,b] (isto € P, P* € P).
Diremos que a particdo P* é um refinamento da partigao P se P C P*, ou seja, todo ponto
da partigdo P € ponto da partigdo P*.

Observagao 2.2.5 Sejam Pi, P; duas parti¢ées do intervalo [a,b] (isto é, P, P, € P).
Definamos
P =P UP;. (2.28)
Entdo P* serd um refinamento de ambas as particées Py e P;, e serd denominada refinamento comum
das partigées Py e P;.

Com isto temos o

Proposigdo 2.2.1 Sejam P e P* parti¢cées do intervalo [a,b] onde a partigdo P* é um refina-
mento da particdo P. Entdo valem:

L(P,f,«) < L(P*f, &) (2.29)
U(P* f,«) < U(P, f, o). (2.30)
Demonstragao:
Suponhamos que
P ={a=x%0,%1, "+ yXn-1y%Xn = b}, (2'31)

P={a=x%x5,X7, " ,Xm—1)Xm = b}. (2.32)
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Notemos que se P* = P nada teremos a fazer e, neste caso, as desigualdades acima serdo igualdades.
Logo podemos supor que P C P* e existe

x* € P*\P. (2.33)
Consideremos, primeiramente, o caso que
P =PuU{x}.
Logo, de (2.33), segue que existe i, € {1,---,n} tal que
Xig—1 < X* < Xig,
ou seja, para j € {1,--- ,n+ 1} teremos:
Xj, j<io—1

X =% =l (2.34)

Xj~1, io+1<j

Xig—2 =X{ 2 Xig—1 = X{y_1 x* =x7, Xig = Xig 41 Xig+1 =X{y 42
Para cada j € {1,--+ ,n + 1}, denotemos por (veja figura acima)
Aoc; = oc(x;") - oc(xj*_]), (2.35)
my = inf f(x). (2.36)
xE[xi*_],x;]

Notemos que j € {1, -+ ,n+ 1} teremos

my, j<i,—1

inf  f{x), j=1o

m]* _ XE[?(io—l,X*] o (2.37)
inf f(x), j=1io+1
XEx* xi,]

M1, io’*'ZSj

Aw, j<ip—1 ou i,+2<j
Axt = a(x*) — &(xiy—1)y, j=1o (2.38)

a(xi,) —(x*), j=1io+]1
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Observemos também que (veja figura acima):

PR gy (el TP S
my, = inf  f(x) < inf  f(x)=m!, (2.39)
X€EXiy—15Xi0] xe[x’{o_‘ ’x:“)] o
[X;O )X;(,.H ]glxio-—l axio]
mi, = inf  f(x) < inf  f(x) =m} ,q, (2.40)
)x*

x€{Xip—11%i0] xE[X} X}, 41

Logo

n+l n

L(P*f,a) — L(P,f,a) = ) mfAc — ) miAx
j=1 i=1

n+1 n
* * * * * *
= E Tl'l.J A“] + mioAtxiD + +mio+1Atxio+1 - E mi{ Aoy
j=1,j#l0,l0+1 v i=1

(2.37)
= m; ou My

=m{ Ao +m{ G Axf .y — Ao,
=m{ [x(x*) — ax(xio—1] +mf 4 qloxiy) — a(x*)] — my, [oxi, ) — o(xi,-1)]

= !mfo - miol [x(x*) — at(xig—1)] +\[mfo+1 - mi°1 [x(xi,) — x(x™)] >0,

~~
(2.39) ® 6 mon, cresc., e x‘zxio_l (2.40) x 6 mon. cresc. e xiOZx‘

>0 > 0 >0 > 0

ou seja,
L(P*> f» 0‘) - L(P> f) O() _>_ 0)

completando a demonstragdo de (2.29).
Se a partigdo P* possui mais pontos (um nimero finito) repetimos o argumento acima um nimero
finito de vezes para obter (2.29).
A demonstragdo da desigualdade (2.30) é andloga e sua elaboragdo serd deixada como exercicio
para o leitor.
a

Como consequéncia segue o:

Teorema 2.2.1 Seja f:[a,b] = R uma fungdo limitada em [a,b]. Entdo

b ")
decxsj fda. (2.41)

a a

Demonstragao:

Sejam Pp,P; duas partigbes do intervalo [a,b] € P* o refinamento comum a estas duas particdes
(isto &, P* =Py U Py).

Da Proposigdo acima segue que

PICP* e (2.29) (2.17)

L(P y o) < L(P*) f,a) < U(P*a f, “)
P2CP* e (2.30)
<

U(PZ)f) OC),

ou seja,
I—(Pl)f) OC) < U(Plafy OC)-

Portanto U(P,, f, «) é um limitante superior para o conjunto {L(Ps,f, x); P € LR}.
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Logo
sup L(Pl y f) 0‘) < U(PZ) f) (X,).
PeP
Da desigualdade acima segue que sup L(P,f, «) é um limitante inferior do conjunto {U(P, f, ); P; €
Prep
B}
Logo
sup [-(Pl ) f) 06) < inf U(PZ) f) 0(.),
PP P2eP
=[5f d =[°f da
ou seja,

<

b
deaﬁjfdoc,

a a

completando a demonstragdo do teorema.
O
Com este resultado podemos obter uma outra caracterizagdo equivalente para os elementos de
R(x) em [a, b], mais precisamente:

Coroldrio 2.2.1 Seja f:[a,b] = R uma fungdo limitada em [a,b].
f € R{x) em [a,b] se, e somente se, dado ¢ > 0, existe uma particdo P € B tal que

0 < Up,f,a) - L(P,f,x) < e. (2.42)

Demonstracgao:
Suponhamos que (2.42) ocorre e mostremos que f € R(x).
Observemos que se P € B entdo

; b Teor. acima [P
L(P,f, ) < sup L(P,f,oc)=deoc < dea
Plep a a

= ggfmU(P’,f, o) < U(P,f, o). (2.43)
Logo dado € > 0, por hipétese, existe uma partigdo P € P tal que

b n (2.43) Hipétese
OSJ fdoc—J fdo < WP, f,a) —L(P,f,a) < ¢, (2.44)

a

ou seja,

para todo € > 0, mostrando que

b N b b
deoc—deoc=0 = deoc=deoc,
Ja

a a a

isto é, a fungio f ¢ Riemann-Stieltjes integravel em [a, b] relativamente & fungdo x, ou ainda, f € R(w).
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Por outro lado, se f € :(«x), dado € > 0, existem partigGes Py, P; € P tais que

Teor. 1.. s b £
(’Pz,f D() J 5 J fda+ E,
'I‘eor 2. £ b £
L(Py, £, ) J 5= raa-,
o que implicard em:
b £
0 < U(Py,f,a) < J fda+ 3, (2.45)
a
b €
0< J fdo< £ +L(Pf, 00 (2.46)
a

Seja P o refinamento comum das particGes Py e P; (isto &, P = Py U P,).
Com isto teremos

(2.30 (2.45) b ¢
UP,f,a) < UPyfa) < demz
a

(2.46) re e (2.29)
< [E +L(P,f, cx)] +i=LP ) +e < LP o)+,

o que implicard em (2.42), completando a demonstragéo do resultado.
Temos alguns outros resultados semelhantes que sdo dados pelo:

Teorema 2.2.2 Temos que:

1. Se (2.42) ocorrer para uma partigio P € P e para € > 0 entdo (2.42) também ocorrerd
trocando-se a parti¢éo P por uma outra que € refinamento da mesma (com o mesmo
e>0).

2. Se (2.42) ocorrer para a partigdo

P ={a=x%¢,%1, "+ yXn-1,Xn}
e se para cada i € {1, .- ,n} temos si, t; € [xi—1,%] entdo
n
> 1f(si) — f(t)l Ao < €. (2.47)
i=1
3. Se f € R(«) em [a,bl, a partigdo P é como no item acima e para cada i € {1,--- ,n} se

t; € [xi_1,xil entdo
n b

Z f(t;) Aoy — J fda| < e. (2.48)
i=1 a
Demonstracgao:
Suponhamos que vale (2.42) para a partigdo P € P.
Del.:

Se a partigdo P* é um refinamento da partigdo P entdo, de (2.29) e (2.30), segue que

u(P*, f,«) < WP, f,a) e L(P,f, ) <L(Pf, a)
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0 que implicard em

U(P*, f,0) — L(P*, f, @) < U(P,f,00 —L(P,f,) < e,

completando a demonstragdo do item 1. .
De 2.:
Sabemos que, para cada i € {1,---,n}, se si,t; € [xi—1,%;] teremos f(s;), f(t;) € [my, My], 0 que
implicard em
[f(si) — f(t:)l < My —m,.

Portanto

n

Zlf(sl) — (1) Aoy < Z (M —my) Ax; = ZM Aoy — Z_'ronc1

i=1 i=1 i=1

215 2.16) (2.42)
“’);[ WP, f,0) —L(P,f,a) < e, (2.49)

completando a demonstragdo do item 2. .
De 3.:
Como f € R(«), do Coroldrio (2.2.1) segue que, dado ¢ > 0, existe uma particdo P € P tal que

u(p, f,o) - L(P, f,x) < (2.50)

Nlm

Sabemos que, para cada i € {1,---,n}, se t; € [xi_1,xi] teremos f(t;) € [m;, My}, o que implicard
em

m,‘<f(t{

thl AO(,l S 'ZMiAo‘i

Pfoc Zmleq

216 (2.50
B9 yp, 1, 0) P2 LR, f o) + -
em particular,

n
L(P,f,«) — % <L(P,f,a) < Z f(t) Aoy < L(P, f, &) + %
i=1

ou seja,
n

> f(t) Aoy — L(P, f, )| <

i=1

(2.51)

Nlm

Por outro lado, da definigdo

b
(25
fd(x=J fdo < U(P,f, o) < L(’P f,o) +
a

L(P,f, o) — = < L(P,f,a) < deoc j + =,
2 . 7

a

em particular,
b

<L(P,f,x) < J fdo < L(P,f, ) +

a

€
L(P) f) 0(.) - 2
ou seja, )

‘L('P, f, ) —J fdoc’ < =. (2.52)
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Portanto

b
L(P, 1, oc)—J fdo
a

D f(t)Aw — L(P,f,«)

. o I
M (2.52)

2.51 £

( 2 )E <’

< +

D f(t)A ~ J fde

+ = =k, (2.53)

completando a demonstragdo do item 3. .

Com estes resultados podemos demonstrar o:
Teorema 2.2.3 C([a,b];R) C R(x) em [a,b].

Demonstragao:
Lembremos que estamos supondo que o(b) > (a).
Dado € > 0 escolhamos 11 > 0 tal que

Se f € C([a,b];R) entdo a fungdo f serd uniformemente continua em (a,b] (pois [a,b] é um
subconjunto compacto de R).
Logo existird & = (¢} > 0 tal que se

x,t € [a,b], (x—t| <& entdo teremos |f(x)— f(t)] <n. (2.55)

Consideremos uma partigdo P = {a = Xo,X1, '+ ,Xn—1,%n = b} do intervalo [a,b] de modo que,
para cada i € {1, - - ,n} tenhamos
Ax; = |x; — xi—1] < b (2.56)

Notemos que, para cada i € {1,--- ,n}, como a fungdo f é continua em [a,b] (em particular, em
[xi—1,%i] que é compacto) segue que existem s;, t; € [xi_1,xi] tal que

flt) =m; e fsi) =M, (2.57)

ou seja, a fungdo f assume o maximo e o minimo absolutos em [x;_j, x{], para cada i € {1,--- ,n}
Com isto teremos

(2.56) o
Jsi—til<Ixi—xi—1] < b e (2.55)

IMi — myl = [f(si) — f(ti)l < M. (2.58)

Assim teremos

n n n
U(P,fa) —L(P,f,a) = ) MiAoi— ) midai=) (Mi—m) Ax
i=1 i=1

=1 (2.58)
=Mij—mil < 'q

<1 Ax; = 1 [a(b) — (a)] < €. (2.59)
i=Z1 —~

(2.54)

< £

x(b)—ax(a)

Portanto pelo Coroldrio (2.2.1) segue que f € R(a), completando a demonstragio.

Temos também o:
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Teorema 2.2.4 Suponhamos que a fungdo f: [a,b] - R € mondtona em [a,b] e que a funcgdo
o:la,b] - R seja mondtona crescente e continua em [a,b].
Entdo f € R(x) em [a,b].

Demonstragao:
Lembremos, uma vez mais que que estamos supondo que x(b) > o(a).
Vamos exibir a demonstragéo para o caso em que a fungdo f ser mondtona crescente em [a, b].
Podemos supor, sem perda de generalidade, que

f(a) < f(b),

caso contrario a fungdo f serd constante (logo continua em [a,b]) e, do Teorema anterior teremos que
f € R(x).

A demonstragdo para o caso em que a fungdo f é mondtona decrescente em [a,b] é semelhante e
serd deixada como exercicio para o leitor.

Dado ¢ > 0, para cada N € N, escolhamos uma particio Py = {a = o, ,Xn = b} do intervalo
[a, b], de modo que

a(b) — a(a)

[f(b) — f(a)] <N, (2.60)

x(b) — o{a)
Aoy = (%) — &(xi—1) < — N
Notemos que a 1iltima condigo é possivel pois a fungdo x é uma fungio continua em [a,b], em

particular, em [x;_,x;], para cadaie {1,---,n}
Observemos também que

(2.61)

x(xo) < axfxg) + I — () (2.62)
=afa) =u(a) N
Além disso, temos que
(N-TNux(a) < (N=1a(b) = No(a)— x(a) < Na(b) — x(b)
= Nafa) + a{b) — a{a) < Na(b)
= o(a)+ ————-—“(b) ; x(a) < a[b),
que juntamente com (2.62) implicard em
x(0) < afxo) + =Y _ oy, (2.63)

Logo como a fungio « é continua em [a, b], segue do Teorema do Valor Intermedidrio, que existe
um menor x; € [a,b] tal que

a(b) — afa)
= _— 2.64
x(x1) = xo )+ N ( )
=a
Como a fungio o é monétona crescente em [a,b] segue que a =x, < x3 < b.
Com isto teremos
ofa) = ofxo) < ex(x1) < x(b). (2.65)
Se x1 = b nada mais temos a fazer, caso contrdrio, isto é, se x, < x1 < b, notamos que
a(b) — a(a
a(x) < ox(xy) + -L() (2.66)

N
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e
S a(xy) -+ x(b) T; (a) > a(b), (2.67)
consideraremos
x3 = b
e com isto, de (2.67), teremos
(267) () — ()

4.8
a(xz) — a(x1) = afb) — x(x1) < N )
e concluimos a construgao da partigdo P do intervalo [a, b] satisfazendo (2.61).

Caso contrario, isto &, se

a(b) — a(a)

o(x1) < afxy) + N

< «(b), (2.68)
como a funcio o é continua em [x;,bl], segue, novamente, do Teorema do Valor Intermedidrio, que
existe um menor x; € [x, b] tal que

a(b) — a(a)

o(x2) = o{x3) + N

Como a fungio « é mondtona crescente em [a, b] segue que a = x, < x; <x2 < b.
Com isto teremos
(%) < a(xy) < x(x2) < x(b). (2.69)

Repetindo o argumento acima um niimero finito de vezes (devido a compacidade do intervalo [a, b]

b)) —
e o fato que () — () > 0) obteremos a parti¢do P satisfazendo (2.61).
Como a fungdo f € mondtona crescente segue que, para cada i € {1, -- ,n} teremos
m; =f(xi_1) e Mg =1(x). (2.70)
Deste modo teremos
n n
WP, f,a) — L(P, f, o) = Z M; A— Z Jni, Ao
= fx) =1 fxiy)
n n
o(b) — a(a
D O O NI
i=1 <o¢(b)—-o<(ﬂ) \1=] )
= N ~
=f(b)—f{a)
b) — x(a) (2.60)
< [f(b) — f(an L= a) 22 (2.71)

N

Portanto pelo Coroldrio (2.2.1) segue que f € R(«), completando a demonstragio.

Um outro resultado interessante é dado pela

Teorema 2.2.5 Sejam f: [a.b] = R uma fungdo limitada em [a,b] que tem um nidmero finito
de pontos de descontinuidade e « : [a,b] — R uma fungdo mondtona crescente que é continua
em todos os pontos onde a fungdo f € descontinua.

Entdo f € R(x) em [a,b].
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Demonstracgao:

Seja E C {a,b] o conjunto formado por todos os pontos onde a fungdo f é descontinua (E é finito
por hipotese).

Como a fungdo f € limitada em [q, b] existe

M = sup [f(x).
XE[G,b]

Dado ¢ > 0, como E é um conjunto finito e a fungdo « é continua em cada um dos pontos de
E, podemos cobrir o conjunto E com um nimero finito de intervalos disjuntos, que denotaremos por
u,v) € [a,b], j €{1,--,m}, de modo que

[oe(v) — ()] < ﬁ. (2.72)

j=1
De fato, suponhamos que (figura abaixo)
E ={U1) e )ym} g [a)b])

com yj—y < yj paraj € {l,---,m}

a fungdo f é desconinua

Vamos considerar o caso em que a < y; <y < b.
Os outros caso serdo deixados como exercicio para o leitor.

Observemos que, para cada j € {1, -, m}, como a fungéo x é continua em cada y;, existe &; > 0
tal que se
3
Ix —y;l < 8; deveremos ter Jo(x) — a(yj)l < M (2.73)
Seja
8 Yy — Y- —a b-— .
5£min{?],yJ 49)1,9126) Zym’]=1’)m}>o
Consideremos
Ujﬁy]‘—-5 e Vjﬁy]‘+5. (2.74)
Notemos que
55!2'4‘_3& _ +
2 1 2 Wi<y2 Yz +4yz
yi+2 < yr+ 2 291 =4 zy D %:xﬂ,

ou seja,
vi=y1+6<yr—5d=mu,
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De modo andlogo, podemos mostrar que (deixaremos a elaboragdo do mesmo como exercicio para
o leitor)

Vj<ujyr, j=1,---,m—=1, ousea, a<u<vi<uy <vy1<b, j=1, - m~1,

logo, para j =1,---,m—1, os intervalos [u;,v;] C [a, b] sdo disjuntos.
Notemos que para cada j € {1,--- ,m} teremos:

on

vi—yil =y —yl =8 < 2 < &,

N

o que implicard, por (2.73), que

D la(vy) — axlw)l = 3 [x(vy) — syl + Y lexlyy) — ()]
j=1

3
<m t M = T (2.75)

mostrando (2.72).
Observemos também que, para cada j € {1,---, m} temos que yj € [u;,v;] e assim teremos:

3

EC (J(u,v)
j=1

m
Além disso temos que o conjunto K ={a,b] \ | }

):
Dessas duas observagdes segue que a restricdo da fungdo f ao conjunto K serd uniformemente

continua, assim, existird n > O tal que se

uj,Vj) serd um subconjunto compacto de [a, b].

—

4

s,t €K, [s—tl<mn deveremos ter [f(s)—f(t)| < 2[a(d) — x(a)]”

(2.76)

Vale observar que nao temos, necessariamente:
Vi — Uiy < 0.

Devido a este fato, precisaremos considerar uma particdo P = {a = Xo,X1 " ,Xn_1,Xn = b}
construida da seguinte forma (veja figura abaixo):

(i) paracadaj€({1,---,m}temos que y; € P,
(ii) para cadaj€ {1, -, m} temos que v; € P;
(ili) paracadaj€{1,---,m} temos que (u;,v;) NP =0,

(iv) se xi—1 # u; para todo j € {1, -, m} entdo Ax; < b.
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pode ser maior que &

a=x, Xig = Uy Y1 Xig+1 =V1  Xig+2 b=xn

-———
<8

a funglo f é desconinua

Notemos que para cada i € {1,--- ,n} teremos
[xi—1, % € K.
Para cada i€ {1, .- ,n}, denotemos por:

my= inf f(x) e My= sup f(x).

x€[xXi—1,xi] XE[Xi—1,xi

Como, para cada i € {1, --,n}, a funglo f é continua em [x;_1,x;i] segue que existem s;,t; €
fxi_1,xi) tais que
f(ty)=m; e f(si)=M;. (277)

Além disso, para cada i € {1,--- ,n} teremos:

Mi—m;= sup f(x)— inf f(x)<2 sup f(x)=2M,

x€[xi_1,x4] x€xi—1,%i] x€la,b]
ou seja,
Mi —m; < 2M, (2.78)
Lembremos que, de (iv), se x;—1 # u; para todo j € {1,--- ,m} teremos Ax; < .

Nestes casos, da continuidade uniforme da fungdo f em [xi_1,x;] C K, do fato que s;, t; € [xi—1, xil

e de Ax; < 9, segue que .

C—ms = f(s:) — f(ts _ 2.79
My = my = (1) = f(t) < 3oy (2.79)
Logo
n n n
u(p, f,a) — L(P,f,x) = Z_ M; Ao — Z mi Aoy = Z(M1 — ) Ao
= Z [Ml — mi) A(Xi + Z (M1 - mi) A“i
SNS—— i S—~—
Xi—1=Uj para algum j (2.78) xi—l#‘-"j)vj (2.79) .
< 2M < Tate)-afa)l
£
< Ak o Ao
sy As oy 2 A
Xi—1=u; para algum j —ou(x;)—a{xi_1) xi—17u;, V)
m
S N S T (S Z Act
x<vj e xj_ 1=y v (2.72) =u(b)—-ala)
< alvi)—a(u;) < zxp
£ € £ £
My =z4:= 2.80
< Mg+ srarey ey ) el =5+ 5 =, (2.80)
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Portanto pelo Corolério (2.2.1) segue que f € R(a), completando a demonstragao.

Temos também o
Teorema 2.2.6 Suponhamos que f € R(x) em [a,b],
m<f(x) <M, €la,b],

e ¢:[m,M] =R € uma fungdo continua em [m, M].
Consideremos h:[a,b] = R a fung¢do dada por

h(x) = (b of)(x), x€ [a,b].
Entdo h € R(x) em [a,b].

Demonstragao:

27

Se a fungdo ¢ for identidamente nula nada teremos a fazer, logo podemos supor, sem perda de

generalidade, que a fungdo ¢ n#o é identicamente nula em [m, M].

Dado € > 0, como a fungio ¢ é continua em [m, M), que é compacto em R, segue que ela serd uma

fungdo limitada e uniformemente continua em [m, M], ou seja, existird

K= sup |d(y)l>0.

yemM]
e exitird 6 > 0, com
0<bé< :
a(b) —ofa) +1’
tal que se
s,t € [m,M], [s—1t| <& deveremos ter |Pp(s)— d(t)| < «(b) — fx(a) +1°

Como f € R(«), existird uma partigdo P = {a = x¢, X1, - ,Xn—_1,Xn = b} tal que
2

&
U(P,f, o) — L{P,f,a) < TR

Para cada i € {1,- - ,n}, denotemos, por:

my= inf f(x} e My= sup F(x),

x€[xi-1,%] X€E€Xi—1,x1]

mix = inf h(x) e M{= sup h(x),
X€Xi—1,x4] X€[xi_1,xil
Ai{i€{1,~--,n};Mi—mi<6}
B={ie{l,--,n}; My—m; > 8}.

Notemos que AN B = 0.
Se i€ A teremos

. my <F(x) <My, se xE[xi_1,xi]
Mf= sup h(x)= sup &(f(x) < sup  d(y)

x€[x1_1,xil X€[xi—1,xil yelm;,My)
m; <f(x) <M, se x€lxi_1,x{]

mi= inf h(x)= inf ¢(f(x)) > inf  o(y),

X€Xi-1,%4) X€Exi—1,xil yelmi,M;]

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)
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logo segue que

M{—-mi{< sup ¢(y)— inf o(y).
yem,M{] y€[m;,My]

Por outro aldo, se y,z € [m;, Mi], como M; — m; < & (pois i € A) segue que

. . E E
ly—zl<6, e (2.83)implicard — OISR $ly) - d(z) < a(®) ~a(a) £ 1"

Tomando-se o supremo, para y € [my, My], e o infimo, para z € [my, My}, na deisgualdade acima,

obteremos:
€ 3

- <Mf—mf< )
N T F R S e g Py o L (2:85)
para i € A.
Por outro lado, se i € B teremos
M{ —m{ <K+K=2K| (2.86)
logo
i€B = 5<Mi—my i i
& Z Ao < Z(Mi - mi)Ax; < Z MiAw; — Z miAx;
i€B icB i=1 i=1
(2.84) §2
= U(P) f) (X) - L(P) f, OC) < R)
ou seja,
6
i€B
Portanto
n n n n
U(P,h,0) - L(P,h,a) =) MiAxi— Y miAxi=) (M{—mAxi—) (M—m})Ax
i=1 i=1 i=1 i=1
=Y (Mi-mi) Aw— Y (M} —mi)Ax;
€A (5 g5y . ieB (2.86)
< amI—afa)l <
€
< Y Awi +2K) Ax
a(b) —afa) +1 icA ieB
S——— S—
<S5 Awg @.87) 5
2K
n
3 5 elo(b) — «x(a)]
= Aoy +2K— = + 5
a(b) —o(a) +1 ; i+ 2K a(b) —oafa) + 1 ~—
= (2.82)

—a(b)~x(a) a{b)—a(a)+1

-"—'5)

Portanto pelo Coroldrio (2.2.1) segue que h € R(«), completando a demonstragéo.



2.3. PROPRIEDADES DA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 29

2.3 Propriedades da integral de Riemann-Stieltjes

Temos as seguintes propriedades bésicas da integral de Riemann-Stieltjes em un intervalo [a, bl:

Proposigao 2.3.1 Sejam f,g: [a,b] = R fun¢bes limitadas em [a,b], o, B : [a,b] = R fungébes
mondtonas crescentes em [a,b]. Com isto teremos:
1. Se f,g € R(x) em [a,b] entdo (f + g) € R() em [a,b].

Além disso .

Jb(f+ g)doc=rfdoc+J g do.

a a ¢}
2. SeceR efeR(x) em [a,b] entdo (cf) € R(x) em [a,b].
Além disso
b b
J (cf) do = cJ f da.

a 2}

3. f,g € R(«x) em [a,b] € tal que

entdo
b b
J fda < J g do.

a a

4. SefeR(x) em [a,b] e c € (a,b) entdo f € R(x) em [a,c] e em [c,b].

b c b
J fdoc:J fdcx+J fda.

a a [

Além disso

5. Se feR(x) em [a,b] e
Fx)I <M, x¢€la,b]
entao

b
J fdoc' < Mla(b) — o(a)]l.

a

f. SefeR(a) e feR(P) em [a,b] entdo f € R{a+ B) em [a,b].

Além disso

b b

fdcx+J fdp.

a

bed(cx-{—ﬁ):J

a a

7. SefeR{a) ec>0 entdo f € R(ca) em [a,b].
Além disso
b b
J fd{cex) = CJ f de.

a a

Demonstragao:
De 1.:
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Denotemos por

mi= inf f(x), Mi= sup f(x),
XEXi_1,xi] XE€[xqi-1,xil

ng= inf g(x), Ni= sup g(x).
x€[xi—1,xil x€[xi—1,xil

mi = inf (f+g)(x), M{= sup (f+ g)(x).
X€E[xi—1,xi] X€ [xi—1,xi]

Observemos que

m{= inf (f+g)(x)> inf f(x)+ inf gx)=mi+ny (2.88)
X€[Xi-1,xi) XEX—1,xil XENX_1,x4]

M= sup (f+g)(x)< sup f(x)+ inf g(x)=M;+N; (2.89)
X€E[xi—1,x4 X€E [x¢_1,Xi) XEXi—1,Xi)

Observemos que dado € > 0, como f,g € R(a) em [a, b], segue que existem particdes Pr, Py € P
do intervalo [a, b] tais que

U(Pe, f,) — L(Pr, f,a) < 3, (2.90)
£
U(Pg)g)“) “‘L(Pg)g)o‘) < E (2.91)
Notemos que se P ={a = Xq, X1, " ,Xn_1,%n = b} uma particdo do intervalo [a, b] entdo
L(P,f,«} + L(P, g, ZmlAm-’r—anAoq Zm1+n\
(2. 88] n
< ) miAa=LP,f+g,x), (2.92)
i=1
U(P,f,«) + U(P, g, ZM Aoc1+Z_N Ao = Z M+ N;) Ay
i=1
(2.89) &
> 3 MiAx =U(P,f+g,a) (2.93)

i=1
Seja P* o refinamento comum das partigdes Pr e Py do intervalo [a, b] (ou seja, P* = Pr U Py).
Logo

(2.93) e (2.92)
U(P*,f+g,a) —L(P*, f+g,) < (WP, f,«) + WP, g,x)] — [L(P*, f, x) + L(P*, g, )]

= [U(P*, f, «) — L(P*, f, o] + [U(P*, g, ) — L(P*, g, x]]
P, PgCP*,(2.29) e (2.30)

< [U(Ps, f, ) — L(Px, T, oc)]/+£U(’Pg, g,«) — L(Py, g, a)l
(zgg)% (25)%
= i + z = E.

Portanto pelo Coroldrio (2.2.1) segue que (f + g) € R(w).
Como f,g € R{«) em [a,b], segue da definigdo de infimo que, podemos encontrar duas partigdes
P, Py € B tais que
b €
U(Pg, f, ) < J fda+ -,
a 2
b

3
U(Py, g, x) < J gda + 7"
a
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Considerando o refinamento comum a estas duas particGes, isto &, P* = Pr U P,, teremos
9

PrCP*,(2.30)) b €
UP ) < U < J fdut 3, (2.94)
PgCP*,(2.30)) b e
UP ga) < UPy g a) < J gda+s, (2.95)
a
Logo
b (2.93)
J (f+g)da < U(P*,f+g,x) < U(P*,f, )+ U(P" g,)
(2.94) e (2.95) /(b € b e b b
< decx—!—— + J gdo+ = =J fdoc+J gdo + ¢,
a 2 a 2 a a
para todo € > 0, assim deveremos ter
b b b
J (f+g)doc_<_J fdoc+J gda. (2.96)
a a a

Por outro lado, como f, g € R(x) em [a, b], segue da definigdo de supremo que, podemos encontrar
duas partigdes Py, Py € B tais que

b b

fdoc—% e L(Pg,g,a)>J gdoc-—% (2.97)

Q

L(Ps, f, ) >J

a

Considerando o refinamento comum a estas duas partigdes, isto é, P* = Pr U Pg, teremos

(2.29) (2.97) (b £
L(P* f,a) > L(Ps,f,a) > de“—i’ (2.98)
a
(2.29) (2.97) [P £
L(P*g,) > L(Pg9,a) > Jgdoc—i, (2.99)
a

Logo

b (2.92)
j(f+g)dazup*,(f+g),a) ST UP*f ) £ L(P", g, )

a
2.98) e (2.99 b b
( );( )<J fdoc—E)+<J gdcx—£>
a 2 a 2

b b
=J fdfx—I-J gdo. (2.100)

a a

Portanto de (2.96) e (2.100) segue que

b b b
J (f+g)dcx=J fdcx+J g de,

a a a

completando a demonstragdo do item 1. .

Deixaremos a elaboragdo das demonstragbes dos itens 2., 3., 4., 5., 6. e 7. como exercicio para o
leitor. O

Como consequéncia temos o:

Corolério 2.3.1 Se f,g € R(x) em [a,b] entdo:
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1. f.g € R(a) em [a,bl;

2. |fl e R{x) em [a,b] e
b
SJ If] dex. (2.101)

a

b
deoc
a

Demonstragao:
Del.:
Consideremos ¢ : R — R a fungdo dada por

Como a fungdo ¢ é continua em R e f € R(«) em [a, b] segue, do Teorema (2.2.6) que a fungdo
h:[a,b] — R dada por
h(x) = (p o f)(x), x€ [a,b]
N o

2(x)
estd em R(x) em [q, b], ou seja, 2 € R(«) em [a, b]. (*)
Observemos que
1
fg=g[(f+g—(F—g?]. (2.102)

Como f,g € R(«) em [a, b], segue da Proposi¢do acima que (f + g), (f — g) € R(«) em [a,b].

Logo, de (*) segue que (f + g)?, (f — g)? € R(«) em [a,b] e novamente da Proposigio acima e de
(2.102), teremos que f.g € R(«) em [a,b], completando a demonstragio do item 1. .

De 2.:

Consideremos ¢ : R — R a fungdo dada por

() =ltl, teR.

Como a fungdo ¢ é continua em R e f € R(«) em [a,b] segue, do Teorema (2.2.6) que a fungio
h:{a,b] — R dada por
h(x) = (¢ of)(x), x € [a,b]
N ——r
=|f(x)|
estd em R(«) em [a, b], ou seja, |f| € R() em [a,b].
Além disso, se considerarmos ¢ = 1 ou ¢ = —1 de modo que

b
CJ fdo >0,
a

segue que

b b . b
] £ dO(., _ CJ fda Prop. (2;_%_;1) item 2. J' (cf) dee
a a a
cf<|fl e Prop. (2.3.1) item 3. J‘b

<

[f] dex,

a

completando a demonstragdo do item 2. .

A seguir consideraremos um exemplo importante, a saber:
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Definigao 2.3.1 A fungdo 1: R — R dada por

I(x)ﬁ{o, x <0

1, x>0

serd denominada funcao degrau unitario.

Com isto temos a

Proposigao 2.3.2 Sejam s € (a,b) e f:[a,bl = R uma fungdo limitada em [a,b] e continua em
s.

Consideremos a fun¢do «: R — R dada por
oafx) =I{x—s), xekR, (2.103)
onde a fungdo 1 € a fungdo degrau unitdrio .
Entdo f € R(a) em [a,b] e
beda=f(s). (2.104)

a

Demonstragao:
A figura abaixo nos fornece a representagdo geométrica do gréfico da fungéo o
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Consideremos P, = {a = xq, X1,%2,X3 = b}, a seguinte parti¢do do intervalo [a, b]:

Xo=a, x3=s, Xx3=b e x2€(x,x3)=(s,b).

Xo = Q Xy =S x2 x3 =b
Para cada i € {1, 2, 3}, definamos
mi= inf f(x}) e My= sup f(x)
XE[Xi~1,x4] XE[Xi—1,xi]

Logo

U(Po, f, x) ZM Do

= M1 [ox( X ) — fx(\xg/)] + Ma[a(xz) — oc(gg_/)] + Ms[vc(\lc;_) — a{x2)]

=S =a =S =b
= My[a(s) — a(a)] + Malo{xz) — &(s)] + Ms[o(b) — ox(x2)]
N % T % 3
=M;= sup f(x). (2.105)
X€([x7,x2]

De modo semelhante, teremos:

L(Po, f, o) Z__'mIAO(1

=myla( x1 )= xo )]+ maloe(x) — o %1 )]+ mzla( x3 ) — x(x7)]
=s =a =5 =b
= my[a(s) — x(a)] + mala(x2) — a{s)] + m3lee(b) — x(x7)]
> % M R
=my= inf f(x). (2.106)
x€{xy,x2]

Como a fungio f é continua em s, segue que (a verificagdo deste fato serd deixada como exercicio
para o leitor) quando

X2 = s=x;, segueque M;= sup f(x), my= inf f(x) — f(s). (2.107)
xe[x1, x3] xe[x1, %3]
N S——
=[s,x3) =ls,x2]
Logo
(2.17)
my = L(P,, f,x) < sup L(P,f,x) < inf U(P,f, o) < U(P,, f, x} = My, (2.108)
N, o’ Pem N’
(2.006) — h"v—’ (2.105), ,
- =[P¢dat =[P d 2
ou ainda,
b (2.108) (2.108)
inf f(x)=my =J fda < J fdo < My= sup f(x), (2.109)
xelx1, %] Ja a xellx1, X2
ls,x3) “
= S,XZ

=[s,x3}
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para todo x; € (x7,%3)

35
= (s,b).
Fazendo x; — s nas desigualdades acima e utilizando (2.107) obteremos
b N
f(s) SJ fdocSJ fdo < f(s),
Ja a
assim
b n)
f(s) =J fdazJ fdo,
Ja a
mostrando que f € R(«) em [a,

e (2.104), completando a demonstragdo
Como consequéncia temos o

Corolario 2.3.2 Suponhamos que cn, > 0 e sy
Snat, para n € {1, ,Ns},

(a,b), para n € {1
Constderemos «: R = R a fung¢do dada por

N} satisfazendo sy <

N
xréﬁzcnﬂx—SM,
n=1

Se, para cadan € {1

x € R.
o
la,b] e além disso

(2.110)
N}, a fungdo f: [a,b] — R é uma fungdo continua em s, entdo f € R(x)

b
J fda = Z cnf(sn).
Demonstragao

n=1

(2.111)
n e {1, --.,N} fixado, que

Observemos que a fungo « é monétona crescente em R, pois se x; < x; teremos, para cada

I(x1 — sn) < I(x2 — sn)
logo

n=1

0<cn N
Z cnl(x1 —sn) < Z_ cnl(x2 — sn) = a(x;)
n=1

Logo, para completar a demonstragio basta aplicar a Proposigéo (2.3.1) itens 1. e 2. e a Proposigéo
acima a cada uma das parcelas e assim obteremos que f € RR(«) em [a,b] e

J fdoc—J ch .— Sn)

N
Prop (2.3.1) itens 1. e 2. Z

o
3
fa]

I

17
3

o
o)

n=

Ne——_—
= Z cnf(sn

completando a demonstragéo

(2.112)
Podemos estender esse resultado, como afirma a
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o0
Proposigao 2.3.3 Suponhamos que ¢, > 0 para n € N é tal que a série numérica ch é

n=1
convergente em R e (sn)nen € uma sequéncia crescente de pontos distintos em (a,b).

Consideremos o: R — R a fungdo dada por
ox) EchI(x-—sn), x € R. (2.113)
n=1
Se f:[a,b] - R € uma fungdo continua em [a,b] entdo f € R(x) em [a,b] e além disso

beda= icnf(sn). (2.114)

a n=1
Demonstragao:

Podemos supor, sem perda de generalidade, que f # 0, caso contrario (isto é, se f = 0) o resultado
segue trivialmente.

Notemos que para cada x € R temos

lenI(x —sp)l<cny, meN

o
e como a série numérica Z cn € convergente em R segue que a fung@o « estd bem definida em R, (na

n=1

oo
verdade, do Teste M de Weierstrass, segue que a série de fungdes Z cn I(x—s,} converge uniformente
n=1

em R).
Observemos que a funcgio o é mondtona crescente em R, pois se x; < x; teremos, paracadan € N
fixado, que
I(x) — sn) < I(x2 — sn),

logo
oo 0<cn oo
x(x1) = Z cnl(xy —sn) < Z cnl(xz —sp) = fxz).
n=1 n=1
Seja
M= sup [fo)] ™™ max [f(x) > o. (2.115)
x€la,b) x€la,b)

o0
Logo, dado € > 0, como a série numérica Z cn € convergente em R, podemos encontrar N, € N

n=1

tal que
i €
> < - (2.116)
n=Ng+1
Definamos «1, ; : R — R dadas por
No %]
o (x) ﬁch I[x—sn) & o= Z cnl(x—sn), x€eR. (2.117)
n=1 n=Ng+1
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Notemos que:

o
ala)=) cn Ila—sn) =0,
"=l 0, pois a<sn,VneN
o0 o0
ab)=) cn Ib=sa) =) cn. (2.118)
n=1 S~ n=1

=1, pois sp<b,VneN

Como a fungfo f é continua em [a,b] e as fungles «; e o sdo mondtonas crescentes em [a, b]
segue do Teorema (2.2.3) segue que f € R(oy) NR{xz) em [a, b).
Além disso,, do Coroldrio acima segue que

b n ey No
J fdog "= Y caf(sn). (2.119)
a n=1
Notemos que
o0
az(b) — a;(a) =o0yb)= ) cn  Ib—sn)
n=No+1 R
=Z$1°=No+l n I(a — Sn) =0 =1, pois sn<b,YneN

=0 pois a<sn,VneN

X 2117 e

= ) o < Ve (2.120)
n=Ngy+]

Por outro lado, como f € R(«;) segue, da Proposigdo (2.3.1) item 5., que

b (2.120) Py
J fday| < sup [f(x)l[xz(b) —oa(a)]l < M= =e. (2.121)
a x€[a,b] M
——
=M
Mas
o= o + &2,
logo, da Proposigdo (2.3.1) item 6., segue que
b No b b Ny
J fdor = cnflsn)| = J fdey +J fdoag — ) cnf(sn)
Eo— i=1 &L a i=1
Prop. ('«).3,=1) item 8. fz fd“]+f2fd“2 (Z.=I9)Z{\,=o1 Cn'f(Sn]
b (2121
= J fdop! < g (2.122)
a
[eS) b
mostrando que a série Z cnf(sy) é convergente e sua soma serd J f do, completando a demonstragio.
a

n=I1

a

A seguir temos um resultado que relaciona a integral de Riemann com a integral de Riemann-
Stieltjes, a saber:
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Teorema 2.3.1 Sejam f,«: [a,b] fungées definidas em [a,b] tais que a fungdo f é uma fungdo
limitada em [a,b] e a fungdo o é mondtona crescente, diferencidvel em [a,b] e além disso o’ é
uma fungdo Riemann integrdvel em [a,bl (ou seja, o’ € R em [a,b]).

Entdo f € R(x) em [a,b] se, e somente se, fx’ € R em [a,b].

Neste caso teremos:

b b
J fdcx=J f(x)oc(x) dx. (2.123)
a a
Demonstracao:
Seja
M = sup [f(x). (2.124)
x€[a,b}

Dado ¢ > 0, como o’ € R, do Coroldrio (2.2.1) (tomado-se naquele resultado x(x) =x, x € [a,b] e
utilizando a Observagio (2.2.4) item 4.), segue que existe uma partigdo P = {xo = a, X1, ** yXn—1,%n =
b} do intervalo [a, b] tal que

0 < UP,a') - L(P, &) < ﬁ (2.125)
Definamos, para cada i€ {1, -+ ,n}
Mi= sup f(x),
X€EXi—1,%4]
M! = sup (fa')(x). (2.126)
x€Xi—1xi]

Observemos que a fungio «’ estd definida em [a, b], logo a fungdo « deverd ser continua em [a, b].
Para cada i€ {1, --,n}, aplicando-se 0 Teorema do Valor Médio & fungio « no intervalo [xi_1,xil,
obteremos t; € (xi_1,x{) de modo que

Teor. Valor Médio

Axi = axi) — a(xi-1) o’ (1) (xi — xi1) = &' (1) Axy. (2.127)

Temos também que, para cada i € {1,---,n}, se s; € [xi-1,%;] segue, de (2.125) e do Teorema
(2.2.2) item 2. (tomando-se naquele «(x) = x, x € [a,b]), que

n
D la'(s3) — o/ (t)ldxg < KE/T (2.128)
i=1

Portanto

n

D f(si) [Aoq — &'(51) A%

i f(si)Ax; — i f(si) o’ (s1)Ax;.

i=1 i=1
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Em particular, teremos:

n T
Z f(si)Ay < Z_ f(si)e'(s:) Axi+ ¢
i=1 i=1 M
SsquE[xi_l ,xi](f“,)(x)=Mi*

n
<) MiAxi+e=UP,fa) +¢, (2.129)

i=1

n n

Z f(si)ed(si)Ax; < Z f(si) Axi + €
i=1 i=1 —~
SsuPxgx;_q,x;) FX)=My

n
<) MiAai+e=U(P,fa) +e. (2.130)

i=1
Para cada i € {1,---,n}, tomando-se, no lado esquerdo de (2.129), o supremo para s € [xi_1,Xi,

obteremos n
sup  f(si)Aoy < U(P,fa') + ¢,
i=1 xE[xi_l,Xil
=51y Mida=U(P,f,)
ou seja,

u(P,f, o) < U(P,fa') + e. (2.131)
De modo semelhante, para cadai € {1, - ,n}, tomando-se, no lado esquerdo de (2.130), o supremo

para s €€ [xi_1,xil, obteremos

n
sup  f(si)a'(si)Ax; < U(P,f,x) + ¢,

i=1 x€fxi—1,xi

i=
N

=31 MIAx=U(P fx’)

ou seja,
U(P, fo') < U(P, f, &) + ¢. (2.132)

Portanto de (2.131) e (2.132) segue que
U(P, fa') —e < U(P,f, &) < UW(P,fa') + ¢ (2.133)

Notemos também que (2.125) ocorrerd se trocarmos a partigdo P do intervalo [a,b] por uma
partigdo que é um refinamento da mesma, implicando que (2.133) também ocorrera se trocarmos a
partigdo P do intervalo [a,b] por uma outra partigdo que é um refinamento da mesma.

Logo tomando-se o infimo em (2.133) sobre todas as partigbes P do intervalo [a, b] obteremos:

) b b
J f(x)o!(x) dx < J' fda < J f(x)o!(x) dx + ¢, (2.134)

a
ou seja, para todo ¢ > 0 teremos

be do — rf(x)(x'(x) dx

a a

<,

mostrando que

b b
J fd:xzj f(x)o'(x) dx. (2.135)
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De modo semelhante mostra-se que (exercicio para o leitor)

b b
J fdo = J f(x)a'(x) dx. (2.136)

Za La

Finalmente, notamos que

b b 6 [®
feR(x) em [a,b] & J fdoc=J Fdo G0 J

a a a

b
f(x)a'(x) dx = J f(x)o!(x) dx

a

& (fa') € Rem [a,b]. (2.137)

Além disso, neste caso, teremos a validade de (2.124), completando a demonstragdo do resultado.

O

Temos também um resultado que trata da mudanga de varidveis na integral de Riemann-Stieltjes,
mas precisamente:

Teorema 2.3.2 Seja ¢ : [A,B] — [a,b] uma fungdo continua e estritamente crescente em [a,b].
Suponhamos que a fun¢do « : [a,b] —» R seja mondtona crescente em [a,b] e a fungdo

f:[a,b] = R seja Riemann-Stieltjes integrdvel em [a,b], relativamente & fungdo w.
Consideremos as fungdo B,g:[A,B] —» R dadas por

gly) =f(d(y)), Bly) =a(dly)), yelA,BL (2.138)
Entdo g € R(B) e

Jj gdp = E fda. (2.139)

Demonstragao:

Notemos que a fungéo ¢ serd bijetora e assim, do Teorema da Continuidade da Fungdo Inversa,
segue que a fungdo ¢ admitird fungdo inversa &' : [a,b] — [A,B] que também serd uma fungio
estritamente crescente e continua em [a, b].

Como as fungdes o é monétona crescente em [a, b} e a fungdo ¢ é monédtona crescente em [A, B],
segue que a fungdo P = x o ¢ também serd mondétona crescente em_[A, Bl.

Além disso, como a fungdo f é limitada em [a,b] e a fungdo ¢ é continua em [A, B], que é um
compacto de R (logo ¢([A, B] é limitado), segue que a fungéo g serd limitada em [A, B].

Notemos que se

P é{X'O = 0,X1y " yXn-1,%Xn =b}
é uma partigdo do intervalo [a, b], como a fungdo ¢ € estritamente crescente em [A, B, seguird que
Q={yo =97 (a)=A,y1 =67 (x1), ,Yno1 =7 (xn1),yn = 671 (b) =B} C [A,B]  (2.140)

serd uma partigio do intervalo [A, B] e reciprocamente, ou seja, a cada partigdo do intervalo [a,b]
corresponderd uma partigdo do intevalo [A, B], por meio da fungdo (bijetora estritamente crescente

em [a,b]) ¢ e reciprocamente.
Notemos que para cadai€{1,---,n},

s € [yi—1,yil se, e somente, se t = ¢(s) € [xi—1,xi].
Com isto teremos

U(ngaﬁ) =U(P,f, ), (2.141)
L(Q,9,B) =L(P,f, x). (2.142)
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Dado ¢ > 0, como f € R(«) em [a, b], pelo Coroldrio (2.2.1), segue que existe uma parti¢do P do
intervalo [a,b] tal que

0 <UP,fa) —L(P,f,a) < &. (2.143)

Logo, tomando-se a partigdo Q = ¢(P) do intervalo [A, B] (como em (2.140)), de (2.141) e (2.142),
teremos

0<U(Q,9,8)—L(Q,9,B) <, (2.144)
—_— S
U(P,f,x) L(Pfa)

que, pelo Coroldrio (2.2.1), implicard g € R(B) em [A, Bl.
Além disso, tomando-se o infimo no lado esquerdo de (2.141) sobre todas as partigdes de [a,b] e
no lado direito de (2.141) sobre todas as partigdes de [A, B] obteremos:

b B b B
decx:Jgdﬁ = deoc:J gdp,
a A

=fPfda =fBgap

mostrando (2.139) e completando a demonstragéo do resultado.

Observagao 2.3.1 Notemos que se a fungdo «:[a,b] = R € dada por
afx) =x, x€la,b]
entdo tomando-se a fungdo B :[A,B] = R dada por

Bly) = dly), yelA,B]

P

teremos que se a fungdo & : [A,B] — [a,b] € estritamente crescente, diferencidvel em [A,B] e
¢’ € R em [A,B] entdo o resultado acima juntamente com o Teorema (2.3.1) implicardo em:

b B
| foax={ oo ay,
a A
que é um resultado tmportante do Cdlculo 1 e nos diz como fazer para mudar de varidveis na
integral definida (ou seja, na integral de Riemann em intervalos fechados e limitados).

De fato,

b 2 o = [® 2.139) (B
J f(X) dx Teor. (:,.3.1”)__c m x(x) xJ deL( _1_=3 ) J g df.))
a a A

-1 -
g=d)of,{3=¢xA=ﬂ’_:—‘(u)’B=¢_] (b) J‘b (b) (fod)dd Teor, (2.3,.I)éom af{x)=d(x) Jd’ l((b))
¢~ '(a

(fod)(x)d'(x) dx,
o~ 1(a)

mostrando a tdentidade actma.

2.4 Relagoes ente integracao e diferenciacgao

Comegaremos com o Teorema Fundamental do Calculo, a saber:
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Teorema 2.4.1 Seja f € R em [a,b].
Consideremos a fungdo F: [a,b] = R dada por

X
F(x) ij f(t)dt, xe€l[a,bl. (2.145)
a
Bntdo a funcdo F € uniformemente continua em [a,b].
Além disso, se a fungdo f for continua em x, € [a,b] entdo a funcdo F serd diferencidvel em
Xo € [a,b] e além disso
F'(x0) = (o). (2.146)

Demonstragao:
Como f € R em [a, b] segue que a fungdo f é limitada em [a, b], logo existe M > 0 tal que

If(t)l <M, tela,bl

Notemos que, para cada a < x < y < b, da Proposigdo (2.3.1) item 4., segue que f € R em [a, x]
e em [a,yl, logo a fungdo F estd bem definida e além disso teremos:

y x rop. 3. y b
IF(y) — F(x)] = J f(t) dt—J f(t) at| TP J £(t) dt’ SJ F(1)] dt
a a x a S~~~
<M
< Mpy ~x|. (2.147)
Logo, dado ¢ >, seja
5= % > 0. (2.148)

Assim, se

(2.147) 2.148
ly—x| <& teremos, por (2.147), que [F(y)—F(x)] < Mly—xIMb (2148 1 & _ €,
T M

<d

mostrando que a fungio F & uniformemente continua em [a, b].
Se a fungido f for continua em x, € [a, b] entdo, dado € > 0, existird & = 5(x,, €) > O tal que se

[t —xol < & teremos [f(t)—f(xo)| <e¢.

Suponhamos que x, < t < x5 + 6.
Com isto teremos:

t t t
Prop. (2.3.1) Lo f(s) ds J f(xo) ds J [f(s) — f{xo)] ds

't"'—x,o t"_xO t_xo

1t 1
< j If(s) = F(xo)]  ds < ——e(t—xo) = &,
t— %o Jx, —_—— t
<g, pois |s—xo|<|t—xo|<d
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ou seja,
F(t)—F
tim T Fo) gy,
t—xd t—xo
mostrando que a fungio F é diferencidvel a direita de x, € (a, b].
De modo semelhante podemos mostrar (serd deixado como exercicio para o leitor) que
. F(t) —F(x
lim T =)
t—xg t—Xo
mostrando que a fungfo F é diferencidvel a esquera de x, € [a,b) que juntamente como o que fizemos
acima mostrard que a fungfo F é diferencidvel em [a, b] e que vale (2.146), completando a demonstragéo

do resultado.
O

Como consequéncia temos o (também conhecido como Teorema Fundamental do Célculo):
Teorema 2.4.2 Seja f € R em [a,b] e F:[a,b] = R uma fung¢do diferencidvel em [a,b] tal que

F'(x) =f(x), xE€la,b].

Entdo N
J f(x) dx = F(b) — F(a). (2.149)
a
Demonstragao:

Dado € > 0 como f € R em [a,b], do Teorema (2.2.2) item 3. (e da Observagio (2.2.4) item 4.),
segue que existe uma partigdo P do intervalo [a,b] tal que se, para cada i € {1,--- ,n}, escolhermos
ti € [xi_1,x;] teremos

n b
Z_f(ti) Axy —-J f(x) dx| < e.
i=1 a

Por outro lado, como a fungdo F é diferencidvel em [a, b] seguird que ela serd uma fungdo (uniforme-
mente) continua em [a, b].

Para cada i € {1,--- ,n}, do Teorema do Valor Médio aplicado ao intervalo [x;_i,xil, segue que
existird t; € (xi—1,x4), tal que

F(xi) — Flxim1) = F/(t1) (% — xi01) = (i) Ax;. (2.150)
N N’
=f(t;) =Ax;
Assim teremos
e (2.150) i Soma telescépica
Y A = Y (R —Flao)] o = P F(b) ~ Fla). (2.151)
i=1 i=1
Assim teremos
b n b

‘[F(b) ~ F(a)] —j flx) dx

a

<k, (2.152)

como € > 0 é arbitrério, segue que
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mostrando que identidade (2.149) e completando a demonstragio do resultado.
O

Podemos mostrar um resultado relacionado com a integragdo por partes para integrias de Riemann,
mais precisamente:

Teorema 2.4.3 Suponhamos que as fungées F: G : [a,b] - R sdo continuamente diferencidveis
em [a,b] e que as fungbes f,g: [a,b] = R sdo dadas por

f(x) =F'(x), g¢(x)=G(x}), xe€la,bl.

Jb F(x)g(x) dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — K f(x)G(x) dx, (2.153)
ou seja,
b rb
I F(x) G’'(x) dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) — | F'(x) G(x) dx, (2.154)
Demonstragao:

Como as fungdes F, G sio continuamente diferencidveis em [a, b] segue que as fungdes f, g serdo
fungdes continuas em [a, b], logo as fungbes Fg e fG serdo fungbes continuas em [a,b] e assim, pelo
Teorema (2.2.3), elas serdo fungdes Riemann integréveis em [a, b].

Consideremos a fungdo H: {a,b] — R dada por

H(x) = F(x) G(x), x € l[a,b]

que serd continuamente diferenciavel em [a, b].
Temos que H € R em [a, b] (pois é, em particular, uma fungdo continua em [a, b]) e como

H/(x) =F(x) G(x) + F(x) G'(x), x€R

e F/, G’ sdo fungdes continuas em [a, b] segue que H’ € R em [a, b].
Logo do Teorema (2.4.2) segue que

r H’(x) dx = H(b) — H(a) = F(b) G(b) — F(a) G(a).

Mas
b b b b
J H'(x) dx = J [F'(x) G(x) + F(x) G'(x)] dx = J f(x)G(x) dx + J F(x)g(x) dx,
a a \vJ \,—/ a a
=f(x) =g(x)
ou seja,

b b
f(x)G(x) dx +J F(x)g(x) dx,

a

F(b)G(b) — F(a)G(a) = J

a

de onde podemos obter (2.154), completando a demonstragdo do resultado.
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2.5 Integracao de funcoes vetoriais
Comegaremos com a

Definigdo 2.5.1 Consideremos a fungdo vetorial f: [a,b) = R* cujas fungées componentes sdo
as fungdes fj: [a,b] = R, para j € {1,---,n}, e a fungdo «: [a,b] — R mondtona crescente em
[a,b].

Diremos que a func¢do vetorial f é Riemann-Stieltjes integrdvel em [a,b], indicando por
f € R(x) em [a,b] se, e somente se, para cada j € {1,---,n}, fj € R(a) em [a,b].

Neste caso, definiremos a integral de Riemann-Stieltjes da fun¢ao f em [a,b], indicada

b
por[ fdx, como sendo a k-upla:
a

b ) b
J fdo = (J fyde, - ,J fa doc) € Rk (2.155)
a a a

Observagao 2.5.1

1. A definigdo acima nos diz que uma fungdo definida no intervalo [a,b] a valores vetoriais
serd Riemann-Stieltjes integrdvel em [a,b], relativamente & fungdo «, se, e somente se,
cada fungdo componente associada ¢ mesma for uma fungdo Riemann-Stieltjes integrdvel
em [a,b], relativamente ¢ fungdo .

Neste caso a integral de Riemann-Stieltjes da fungdo vetorial no intervalo [a,b] serd obtida
integrando-se cada uma das fung¢bes componentes associadas & mesma.

2. Diremos que a fung¢do vetorial f: [a,b] — R* é uma funcdo limitada em [a,b] se ezistir
M > 0 tal que

1) <M, x € [a, bl

onde ||.]| denota a norma usual de R¥, isto é,
I(ar, -+, an)ll = y/af + -+ a2

3. Seja f : [a,b] — R* ¢ uma fungdo vetorial, cujas fungdes componentes sdo as fungdes
fj:la,b] > R, paraj€{l,---,n}, e x, € (a,b).
Diremos gue a fungdo f é diferencidvel em x, se para cada j € {1,--- ,n} a fungdo com-
ponente f; é uma fungdo diferencidvel em x,.

Neste caso definimos a derivada da fungao f em x,, que serd indicada por f'(x,), como
sendo

f’(xo) = (f{(xo)) e )frll(xo)) S Rk-
Com isto temos a:
Proposigao 2.5.1

1. Se f,g:[a,b] = R¥ fungdes vetoriais, o: [a,b] = R é uma fungdo mondtona crescente em
[a,b] com f,g € R(x} em [a,b] entdo (f + g) € R(a) em [a,b] e

b b b
J (f+g)do¢=J fdoc+J g dux;

a a a
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. Se f:[a,b] = R¥ fungdo vetorial, « : [a,b] — R é uma fungdo mondtona crescente em

[a,b] com f € R(x) em [a,b] e c € R entdo (cf) € R{x) em [a,b] e

Jb(cf) do = crfdoc;

a 2}

. Se f:[a,b] = R¥ fungdo vetorial, « : [a,b] — R é uma fung¢do mondtona crescente em

[a,b] com f € R(«) em [a,b] e c € [a,b] entdo f € R(«x) em [a,c] e em [c,b] e

b c b
J fdoc=J fdoc+J fde

a a [

. Se as fungbes 1,2 : [a,b] = R sdo mondtonas crescentes em [a,b] e a fungdo vetorial

f:[a,b] = R¥ satisfaz f € R(o) N € R(xy) em [a,b] entdo f € R(x; + ) em [a,b] e

b b

fdoy +J f dogy;

a

bed(oq + o) =J

a a

. Se o: [a,b] = R é mondtona crescente em [a,b), a fungdo vetorial f: [a,b] — R¥ satisfaz

feR(n) em [a,b] e c >0 entdo f € R(ca) em [a,b] e

,[b fd(ca) = cr fdo;

a a

. Sejam o: [a,b] — R € diferencidvel e mondtona crescente em [a,b] tal que &’ € R em [a, bl

e f: [a,b] = R* uma fungdo vetorial limitada em [a,b].
Entdo f € R(x) em [a,b] se, e somente se, fo’ € R em [a,b].
Neste caso teremos b b

J fda = J f(x)a'(x) dex.

a a

. Sejam « :[a,b] —» R é mondtona crescente em [a,b] e f: [a,b] — R* uma fungdo vetorial

tal que f € R() em [a,b] e definamos a fungdo F: [a,b] — R* por
b
F(x) ﬁf f(t)dt, x € {a,Db].

Entdo a fungdo vetorial F serd continua em [a,b].
Além disso, se a fungdo f vetorial for continua em x, € [a,b] entdo a fungdo vetorial E
serd diferencidvel em x, € [a,b] e

F'(xo) = f(xo).

. Sejam o : [a,b] — R é mondtona crescente em [a,b] e f: [a,b] = R* uma fungdo tal que

f € R(«) em [a,b] e exista uma fungdo F:[a,b] — R* diferencidvel em [a,b] tal que

F'(x) = f(x), x¢€la,b].

Entéo
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Demonstragao:

Para demonstrar os itens 1. até 5. basta aplicar os itens 1., 2., 4., 6.e 7. da Proposigdo (2.3.1) a
cada uma das componentes das fungdes vetoriais envolvidas e a Definigdo (2.5.1).

Para demonstrar o item 6. basta aplicar o Teorema (2.3.1) a cada uma das componentes das
fungdes vetoriais envolvidas e a Definigdo (2.5.1).

Para demonstrar os itens 7. e 8. basta aplicar, respectivamente, os Teoremas (2.4.1) e (2.4.2),
a cada uma das componentes das fungdes vetoriais envolvidas e a Definigdo (2.5.1), completando a
demonstragdo do resultado.

d
Um outro resultado interessante é dado pela:

Proposigio 2.5.2 Sejam «:[a,b] - R € uma fungdo mondtona crescente em [a,b] e f: [a,b] —
R* fungdo vetorial tal que f € R(e) em [a,b].
Entédo ||f|| € R em [a,b] e
b
J fdoa
a

onde ||.| denota a norma usual de R* (veja Observagdo (2.5.1) item 2.).

b
< [ il as, (2.156)

a

Demonstragao:
Observemos que se as fungdes componentes da fungdo vetorial f sdo as fungdes fj; [a, b] — R, para
je{l,---,n}entdo

100l = 16002 + -+ [ 001, x € [a, b,

Notemos que para cada j € {1, - ,n} temos que fjve R(«) em [a,b], logo do Coroldrio (2.3.1)
item 1., segue que sz € R(«) em [a,b].

n

Logo para Proposigdo (2.3.1) item 1., segue que F = Z sz € R(a) em [a, b].
j=1

Consideremos ¢ : [0,00) — R a funcio dada por

db(t) =Vvt, tel(0,00).

Notemos que
IOl = VF(x) = (¢ o F}{x), x € [a,b].

Como a fungdo ¢ é continua em [0,00) e F € JM(x) segue, do Teorema (2.2.6) que a fungdo

h: [a,b] — R dada por
h(x) = (poF)(x), x€la,b]
——
=||F(x)]]

pertencerd a R(«) em [a, b], ou seja, ||fl] € R(x) em [a, bl, como afirmamos.

Para cada j € {1, - ,n}, definamos

b b
yjéj fjdu€eR e y—%J fdo € R,

a «

Observemos que

n n b . b n
P L (2.3.10) 1t 1l.e2.
lul* =) v}=> vy (J f; da) rop. (2:31) tens 1. ¢ J ( yjf,.) do. (2.157)
j=1 j=1 a a j=t
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Para cada t € [a,b], aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz s k-uplas (yi,---,yx) €
(fi(t), -+, fic(t)), segue que

n

3 yht) < \J >y J D G2 =yl IF)].
j=1 =1

j=1

Logo, da Proposigdo (2.3.1) item 3., segue que

b = b Prop. (2.3.1) itens 2. b
iy | de< |Gyl do ™ CE Py [ aa
a \j= a a
Susbstituindo-se em (2.157) obteremos
) b
Iyl <yl |l dec (2.158)
a

Temos duas possibilidades:

b
(i) Se |ly]l =0 (ou seja, J fda = 0) segue que (2.156) vale trivialmente.

a

(ii) Por outro lado, se ||y|| # 0, dividindo-se (2.158) por |ly|| > 0 obteremos

b b b
i, <[ iax = [ ras < [yl e,
~ a a a
iz ee]

como queriamos demonstrar, completando a demonstragdo do resultado.

2.6 Curvas retificaveis

Comegaremos introduzindo alguns conceitos bésicos e mais adiante entraremos no que nos interessa
propriamente, a saber, o comprimento de uma curva "bem comportada” do R¥, k € N.

Definigao 2.6.1 Uma fungdo v : [a,b] = R¥ conttnua em [a,b] serd dita curva parametrizada
em Rk,

O conjunto y([a,b]) C R¥ serd dito trago da curva parmetrizada v.

Se a curva parametrizada v : [a,b] — R* for injetora (isto €, y(s) #v(t) se t,s € [a,b], t #5)
diremos que a curva parametrizada é simples.

Se a curva parametrizada v : [a,b] — R* € tal que

v(a) = v(b),

diremos que a curva parametrizada € fechada.
Se a curva parametrizada vy : [a,b] — R¥ for injetora em (a,b) e y(a) =y(b), diremos que a
curva parametrizada é fechada e simples.
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Observacao 2.6.1 Duas curvas parametrizadas distintas podem ter o mesmo trago.

1
Para ilustrar consideremos y;:{0,1] - R eyy: [0, i] — R dadas por

1
vit)=t, telo,1] e vyas) =2s, 56[0,2].

As curvas parmetrizadas sdo distintas mas teém o mesmo trago (que € o intervalo [0,1] C R,
verifique!).

Sejam v : [a.b] — R¥ uma curva parametrizada em R* e P = {t, = a,t1,** ,tn_1,tn = b} uma
partigdo do intervalo [a,b] e definamos

APY) = D~ Ilv(t) = y(ta)|l-
i=1

Observemos que, para cada i € {1,--- ,n}, |[y(ti)—y(ti—1)|| nos fornece a distancia do ponto y(ti_1)
ao ponto y(t;).

Logo A(P,vy) nos d4 o comprimento de uma poligonal que tem como vértices os pontos y(t;), para
1€{0,---,n} (veja figura abaixo).

y{ts) = y(b)

vi{ts)

y{to) = v(a)

to = a 1 ts i3 t4 tg=b t

Em principio, quanto maior o nimero de pontos da particdo P mais perto A(P,y) ficara do valor
do comprimento do trago da curva <y (se este exisitr!).
Devido a este fato, empirico, introduziremos a

Definigao 2.6.2 Na situagdo acima, definiremos o comprimento da curva parametrizada v,
denotado por A{y), como sendo

Aly) = sup A(P, ). (2.159)
Pep

Diremos que a curva parametrizada 'y € retificdvel se A(y) < oco.

Em certos casos, o comprimento da curva parametrizada vy serd dado por uma integral de Riemann,
como mostra o:
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Teorema 2.6.1 Sejavy:[a.b] — R* uma curva parametrizada que é continuamente diferencidvel
em [a,bl.
Entdo v € uma curva retificdvel e

b
AWY) =j ()] dt. (2.160)

a

Demonstragao:

Notemos que v’ : [a,b] — R* é uma fungio continua em [a, b, logo a fungdo ||v/|| : [a,b] — R
também serd uma fungdo continua em [a, b] (pois a norma é uma fungdo continua), portanto a integral
de Riemann do lado direito de (2.160) existira.

Observemos também que se P = {t, = a,t1, - ,tn—1,tn = b} é uma parti¢do do intervalo {a,b]
teremos
51) i i Prop. (2.5.1) item 8. [t
Prop. (2.5.1) item 8.
() — vty From B2 e j Y'(s) ds < J [Y'(s)]| ds. (2.161)
ti—1 i—1
Assim teremos
n (161 X rt ,
AP =Y v —vul < Y [ v as
i=1 i=1 Ytli—1
b
=J [[v'(s)]| ds. (2.162)
a

Tomando-se o0 supremo sobre todas as partigdes do intervalor [a, b], obteremos

@16 o
AN =swp AP S | (sl ds. (2.163)
PP a

Por outro lado, dado ¢ > 0, como a fungdo v’ é continua em [a, b], que é compacto, segue que a
fungio vy’ é uniformemente continua em [a, b].
Logo existe & = &(e} > 0 tal que se

£

s,t€la,b] e [s—tl€d deveremoster |v'(s)—v'(t)] < Ay (2.164)
Seja P ={t, = a,t;, -+ ,tn_1,tn = b} é uma particdo do intervalo [a,b] tal que
Aty =t —ti1 < 6. (2.165)

Notemos que, para cada i € {a,---,n}, se t € [ti_1,ti] segue que

13
! BT Y i -
2]y’ (W=l (el
ou seja,

V@O < Il + 50— (2.166)
2(b—a)
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Logo, para cada i € {a,---,n}, teremos

t (2.166) [t
[ on e (mn+ g ) @

ti i-1

€
- . — ——
ﬂ'Y(tl)”(tt i ]l+2(b— (1) (tl i 1)
fy(t) (=t Aty
ti
= ! ") -y (1]} d
[ trm oo - v} a gt s
t ' H / / €
= t)dt — t)+ t dt“+ Aty
Re J V') + /(1] ) + 5= A
Des. triangul t t ¢
S B R L E | O
ti— Ptl-—'l "
Prop. (2,(;1) item S‘Y(ti)—Y(t{—l) Prop. éz.b.z) ::_] ||-yl(t)+vl(ti)“ dt
t; €
< () —y(t-0)l + J Oy E] et gy A
ticy S S 4
<e por (2.168), pois Jti—ti—1]<8
€ €
Y — vt At At
< |ly(td =yt + AU T R
€
= O —v(ti_ At 2.167
lly(t) —v(ti-o)ll + b—a) ti ( )

Logo

b ti
[Cvenee=3 [ o

i=1 Yt

(2167 & t) (ti) € At
<3 (It =i+ i o)
n ¢ n
= ; ly(t:) — vt + o—a) ; Aty
1= . 1=
=A(P,y) =b—a
€
= A(P,v) + (b—a)
N —t {(b—a)
<suppegp A(P,Y)=AlY)
<AY) +e

para todo € > 0, ou seja,
b
| vwinar < am),
a

que juntamente com (2.163) mostram que (2.160) ocorrerd, completando a prova do resultado.

2.7 Exercicios
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Capitulo 3

Sequéncia e Séries de Funcoes

Neste capitulo trataremos da convergéncia pontual e uniforme das sequéncias e das séries de fungdes
e algumas aplicagdes.
Comegaremos com a convergéncia pontual das sequéncias e das séries de fungdes.

3.1 Convergéncia pontual de sequéncias e séries de fungoes

Definicao 3.1.1 Sejam E C R ndo vazio, f : E = A uma fungdo e (fi)nen uma sequéncia de
fungbes, onde para cadan € N a fungdo f: E > A, onde A=R ou A =C.

Diremos que a sequéncia de fungdes (fn)neny converge pontualmente (ou ponto a ponto)
para a fungédo f em E se, para cada x € E fizado, a sequéncia numeérica (fn(x)Inen for conver-
gente para T(x), isto é, dado € > 0 podemos encontrar Ny, = Ny(e,%x) € N tal que se

n >Ny deveremos ter [fa(x)—f(x)] < ¢. (3.1)
Neste caso escreveremos:

f(x) = lim fa(x), x €E, ou fu 5 ouainda f, . (3.2)
n-—oo

Com isto podemos introduzir a

Definicao 3.1.2 Sejam E C R ndo vazio, f: E — A uma fungdo e (fy)neny uma sequéncia de
fungdes, onde para cada n € N temos que fp:E = A, onde A=R ou A=C..
(o]

Diremos que a série de fungdes an converge pontualmente (ou ponto a ponto) para
n=1

oo
a funcao f em E se, para cada x € E fizado, a série numérica an(x) for convergente para
. . . n=]
f(x), ou seja, a sequéncia das somas parcias (Sy)nen for convergente pontualmente para a fungdo
f em E, onde, para cada n € N, temos que:

Sa(x) =Y fi(x), xeE. (3.3)
i=1
Neste caso escrevemos o
f(x) =) falx), x€E (3.4)
n=1
o0

e diremos que o fung¢do f € a soma da série de fungoes an.

n=1

53
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Observagao 3.1.1
1. Algumas questdes podem ser colocadas:

E . ) . . L
(a) Se fn = f e, para cada n € N, a fungdo fn for continua em x, € E isto implicard,
necessariamente, que a fungdo f serd continua em x,?

E o . .. . . .
(b) Se fn = f e, para cada n € N, a fung¢do fn for diferencidvel em x, € E isto tmplicard,
necessariamente, gque a fungdo f serd diferencidvel em x,?

b . . . . .
(c) Se fn [‘1_)1 f e, para cada n € N, a fungdo f, for Riemann integrdvel em [a,b] isto
implicard, necessariamente, que a fungdo f serd diferencidvel em [a,b]?

oo
2. Podemos colocar as questdes andlogas as acima para a série de fungdes an.

n=1

3. Antes de responder as questdes acima lembremos que uma fungdo f € continua em x, se,
e somente se,

lim f(x) = f(xo).

X—Xo

4. Sob este ponto de vista, a resposta para o questdo (a) actma pode ser colocada da seguinte
forma:

Por um lado teremos:

tim £(x) "= lim (nm fn(x)), (3.5)

X—Xo X—Xo \n—oo

por outro, deveremos ter

E
lim f(x) f éconé em Xo f(Xo) fn=—>f lim fn(Xo)

X—¥Xo n—oo
fn € corl_g_. em Xo lim (11111 fn(x)> ) (36)
n—00 \ XX,

Comparando (3.5) como (8.6) seque que deveremos ter
Jim (i, n00) = Jim (i 00 @)
ou seja, precisamos saber se a “troca” dos limites actma é sempre possivel, se fy 51
5. Veremos em alguns exemplos a seguir que tsto em geral ndo pode ser feito.

Exemplo 3.1.1 Para cade myn € N consideremos

m
m+n

Smn = , mmneN,
Pergunta-se:
lim (nm sm,n) = lim ( lim Smpn) ?

m—o0 \Nn—oo n—o0 \Mm—0oo
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Resolugao:
Notemos que, para cada m € N fixado, teremos:

nh—>nolo Sm’n = nlggo m+n -
Logo
lim (lim Smpn) =0.

m—o0 \n—00

Por outro lado

. . m
lim Spn= lim =1
m—oo ! m—oo M+ N

Logo
lim (lim Smn)=1#0= lim (lim Smn)-.

Nn—00 \m—oo m—0o0 \n—oo0

Um outro exemplo é dado por:

Exemplo 3.1.2 Para cada n € N consideremos a fungdo f, : R — R dada por

2

n
) X
fu(x) = (———] +x2) , x€R

o
e consideremos a série de fungdes an.

n=1

[}
Afirmamos que an = f, pontualmente em R, onde a fungdo f: R —» R ¢ dada por
n=1

0, x=0
f(x) = 5 , x€R. (3.8)
T4+x5, x#0
Caso isto seja verdade, notamos que, para cada n € N fizado, a fungdo f,, é continua em R
mas a funcdo f nao € continua em x =0 (pois lir% f(x) x20 1in(1)(1 +x2)=1#£0= (0} ).
X~ x—

Resolugao:
Notemos que, para cada n € N, teremos

2 n 0
w0 = (755) =0 = f0=3 m0 =0
n=1

Por outro lado, se x # 0, como, para cada x € R fixado, temos

x2

0< ——
1+ x2

<1,

segue que a série numérica

haid &0 2 ™ Série geom. de ragio —X 2

X g T 1 1+x
Zfﬁ(x)zz<]+x2) = v X2 =]+;_x2=1+xz)
n=l Ll v

n=1

o0
mostrando que a série de fungbes Z fn converge para a fungdo f dada por (3.8).

n:]
Temos também o
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Exercicio 3.1.1 Para cada m € N fizado consideremos a fungéo f, : [0,1] = R dada por

f(x) = nh_,ngo [cos(mimx)1*™,  x € [0,1]. (3.9)

Afirmamos que fn, 5 f onde a fungdo f:[0,1] - R € dada por

f(X)i{o, x &1
1, xe€Q.

Notemos que, para cada m € N fizado, temos que fy, € R em [0,1] mas f &€ R em [0,1]
(verifique!).

Resolugao:
Observemos que

(i) Se m!x € Z teremos

cos(mlxm) =+1 = [cos(mxm)’=1 = fu(x)= Tl11_%)1o [cos(mlmx)]*™ = 1.

Neste caso
f(x) =1.

(ii) Se mlx & Z segue que

221 = fn(x)= lim [cos(mlmx)*" = 0.
n—oeo

-1 <cos(mlxm) <1 = [cos(m!xm)]

Neste caso

Para finalizar, notemos que

(i') Se x € Q entdo m!x € Z, para m € N suficientemente grande.
De fato, seerentéox:%parap,q € Z com q # 0.

Seja m € N tal que m > q.

Entédo
m!x=m!% = [m(m—=1).- .(g=1)q.(q+1). - .2.1]%
= (m(m—=1).--.(q=1).(q+1).--- 2.1 .p € Z.

Logo do item 1. acima, segue que f(x) = 1.
(ii’) Se x € I entdo m!x ¢ Z (verifique!), logo do item 2. acima, segue que f(x} = 0.

Com isto teremos que fim 2 fem [0,1].
Temos também o:



3.1. CONVERGENCIA PONTUAL DE SEQUENCIAS E SERIES DE FUNCOES 57

Exemplo 3.1.3 Para cada n € N fizado, consideremos a fungdo f, : R - R dada por

sen(nx)

\/‘T{ ¥

Afirmamos que i 2 f em R, onde a fungdo f:R — R é dada por

fn(x) = x € R.

f(x)=0, xeR.

Resolugao:
De fato, para cada x € R fixado temos que

lim f(x) = lim SR
n—oo n—0o0 n

=0 = f(x).

Observemos que, para cada n € N fixado, a fungédo f;, é diferencidvel em R e

fal) = 2

Em particular, a sequéncia de fung¢des (f/ )nen ndo é convegente para a fungio f/, pois, por exemplo
fn(0) = /1 = 00 quando 1. — 0.
Para finalizar temos o

mn =+/ncos(nx), x¢€R.

Exercicio 3.1.2 Para cada n € N fizado, consideremos a fungdo fy : [0,1] — R dada por
fa(x) =n2x(1 —=x)", xe€[0,1].
Afirmamos que fn B f em [0,1], onde a fungdo f: R — R é dada por
f(x)=0, xe€l0,1].

Resolugao:
Observemos que:

(i) Notemos que para todo n € N temos

fn(0) =0—>0=1F(0), quando T — oo.
(ii) se x € (0,1] teremos

nli_’nolofn(x) = lim [nzx(l —xz)n] =x lim [nz(l —xz)“]

n—oo n-—od
Clim |1y (3.10)
n—oo | (1 —x2)n ) ’

Como
0< (1—x3)2 <1,

se mostrarmos que

. n
lim ———— =0, (3.11)

segurird de (3.10), que
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Para mostrar (3.12), mostraremos

T

n11_’11(;10(—1W=0, para v>0 ep€eR. (3.12)

Notemos que se p € R e n € N estéd fixado, teremos

(1 +p)n Binémiog_e Newton i ( m )pk]n_k > ( n )Pk

k k
k=0

M-’ ~ Kl P (3.13)

para todo k € {0, -+ ,n}.

Consideremos 1 € N tal que (lembremos que n — o)

T < E-1-1
2
e seja k € N tal que
ke (r,%+1).
Com isto teremos K
n.(n—]).---.(n—k+1)>(%) . (3.14)

De fato, pois

0<k<%+1¢) 0<2k<n+2 & 0<n—2k+2

k
S n<n—2k+2 & (%) <n—k+1.

Em particular, vale (3.14).
Lodo de (3.13) e (3.14), teremos, para k € N fixado com 2k < n + 2, que:

S (L n’ 2kk! —x
(T+p)" > 5—p & 0< — < = n" =0 quando n — oo, (3.15)
2k k! (1+p) P

n.o real fixado
pois T —k < 0.
Em particular, (3.12) ocorreré.
Conclusio: fn, & f em [0, 1].
Notemos que, para cada n € N, teremos:
2

1 1
Exercici n
L fo(x) dx = L n2x(1 — x3)™ dx “XEe m — o0 quando n — oo.
Por outro lado,
1
J f(x)dx =0,
0

ou seja, 1 ] :
lim J falx)dx =00 #0 = J f(x) dx =J im f,(x) dx.
n—oo 0 0 0 n—o0

Deixaremos a cargo do leitor a resolugdo do:



3.2. CONVERGENCIA UNIFORME DE SEQUENCIAS E SERIES DE FUNCOES 59

Exercicio 3.1.3 Para cada n € N fizado, constderemos a fungdo f, : (0,1 = R dada por
fo(x) =nx(1 —x)",  x€[0,1).
Entdo fm 5 f em [0,1], onde a fungdo f: R — R é dada por
flx)=0, x€][0,1].
Além disso | ] ] ,
lim J fu(x) dx = 3 #0= J f(x)dx = J lim fn(x)dx !

n—oo 0 0 0 n-—oo

3.2 Convergéncia uniforme de sequéncias e séries de fungoes

Nesta segdo trataremos de outro tipo de convergéncia de sequéncias e séries de fungbes que nos forne-
cerd vdrias propriedades as quais a convergéncia pontual néo pode nos garantir.
Comegaremos com a

Definicao 3.2.1 Sejam E C R ndo vazio, f: E — A uma fungdo e para cada n € N consideremos
a fungdo fn:E - A, onde A=R ou A=C.

Diremos que a sequéncia de fungbes (fn)neny converge uniformemente para a fungao f em
E, se dado € > 0 podemos encontrar N, = Ny(e) € N, tal que se

n> N, deveremos ter [fn(x)—f(x)|<e, paratodo xé€E. (3.16)

u
Neste caso escrevermos: f, — f em E.

Observagao 3.2.1 Na sttuag¢do acima temos que se a sequéncia de fungdes (fnlneny converge
uniformemente para a fungdo f em E entdo ela serd convergente pontualmente para f em E.
A rectiproca € falsa, como veremos em ezemplos mais adiante.

Com isto podemos introduzir a
Definicao 3.2.2 Sejam E C R ndo vazio, f: E — A uma fun¢do e para cada n € N consideremos
a fungdo f,:E = A, onde A=R ou A=C.
oo

Diremos que a série de fungdbes Z fn converge uniformemente para a fungao f em E, se
n=1 .
a sequéncia de fungdes das somas parciais (Sp)nen converge uniformemente para a fungdo f em

E, onde, para cada n € N temos

Sn(s) =) filx), xe€E. (3.17)

A seguir exibiremos alguns resultados relacionados com a convergéncua uniforme de sequéncias de
fungGes.

Comegaremos pelo Critério de Cauchy para a convergéncia uniforme de uma sequéncia de
fungGes:

Teorema 3.2.1 Sejam E C R ndo vazio, f: E — A uma fungdo e para cada n € N consideremos
a fungdo fn :E = A, onde A=R ou A =C.

A sequéncia (fn)nen converge uniformemente para a fungdo f em E se, e somente se, dado
e > 0 eziste Ng = Ny(¢) € N tal que se:

m,n > N, deveremos ter |[fim(x)—fn(x)| <e€, paratodo x€E. (3.18)
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Demonstracao:
Suponhamos que a sequéncia (fn)nen converge uniformemente para a fungio f em E.
Logo dado € > 0 existe Ny = Ny(e) € N tal que se:

n > N, deveremos ter |f,{x)—f(x)| < %, para todo x € E. (3.19)

Portanto, se m,n > N, teremos, para x € E, que:

[fm(x) — fu(x)] = [fm(x) — F(x]] + [f(x) — fa (x)]i

£
< () — I+ [F) — (X} < 5 + 5
(3.19), (3.19)
3 <

£
- =g,

£

N

mostrando que (3.18) ocorrerd.

Por outro lado, se dado ¢ > 0 existe Ny = Ny(¢) € N tal que (3.18) ocorre, entdo para cada
x € E segue que a sequéncia numérica (fn(x))nen serd uma sequéncia numérica de Cauchy em A, onde
A=RouA=C.

Mas A, munido da métrica usual (isto é, |.|) é completo, logo existe f(x) € A tal que

fa(x) — f(x) quando mn — oo,

para cada x € E.
Seja Ny, € N como em (3.18) e consideremos m,n > Nj.
Entao
[fm(x) — fu(x)l < &, paratodo xe€E.

Passando o limite na desigualdade acima quando m — oo, utilizando o fato que a funcio |.| é
continua e que f,,(x) — f(x) para x € E, seguird que

{f(x) — fn(x)l < e, paratodo x¢€E,

mostrando que a sequéncia (f,)nen converge uniformemente para a fungdo f em E, completando a
demonstragdo do resultado.
d

Observagao 3.2.2

1. Quando (3.18) ocorre diremos que a sequéncia se fungbes (fn)neNn € uma sequéncia
uniformemente de Cauchy em E.

2. Podemos substituir E C R por um subconjunto de um espago métrico (X, d) que a conclusdo
do resultado permanecerd vdlida.

Deizaremos a verifagdo deste fato como ezercicio para o leitor.

Proposigao 3.2.1 Sejam E C R ndo vazio, f: E = A uma fungdo e para cada n € N considere-
mos a fungdo fn :E — A, onde A=R ou A=C.
Para cada n € N, consideremos

My = sup[fa(x) — f(x)l.
x€E

- u n—oo
Entdo f, — f em E se, e somente se, M, — 0.
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Demonstragao:
Notemos que f, — f em E se, e somente se, dado ¢ > 0 podemos encontrar N, = Ny(e) € N tal
que se n > N, deveremos ter

[fa(x) —f(x)| < e, paratodo x€E,
que € equivalente a escrever

suplfn(x) —f(x)I<e & 0<Mn<eg se n> N,
x€E

J

=Mn

ou ainda, que M, "= 0, completando a demonstragéo do resultado.
O

Para a convergéncia uniforme de séries de fungbes temos o Teste M. de Weierstrass:

Teorema 3.2.2 Sejam E C R ndo vazio, f: E — A uma fungdo e para cada n € N consideremos
a fungdo fn:E— A, onde A=R ou A =C.

Suponhamos que eziste uma sequéncia numérica (Mn)nen formada por numeros reais ndo
negativos tal que, para cada n € N tenhamos

fn(x)] < My, paratodo =x€E. (3.20)
x [o ¢}

Se a série numérica Z M, for convergente entGo a série de fungdes an serd uniforme-
n=] n=1

mente convergente em E para alguma fungdo definida em E.

Demonstragao:

o0
Dado ¢ > 0, como a série numérica Z M., é convergente, segue que a sequéncia das somas parciais
n=1
desta série, que indicaremos por (sn)nen, deverd ser uma sequéncia numeérica de Cauchy, isto é, devera
existe Ny € N tal que, se

m>n>N,, deveremoster | s, — sp [<c¢
~~ ~—~—
oMo T M
=Zi";n+lMi
m m
=2 |) Mij<e= Y Mi<e (3.21)
i=n+1 >0 i=n+1
~————
Z{ln#—l M;
o0

Afirmamos que a sequéncia das somas parciais da série de fungGes Z fn, isto é, a sequéncia de
n=1
fungdes (Sn)nen (dada por (3.17)), é uma sequéncia uniformemente de Cauchy em E.
De fato, se m > n > N, teremos

1Sm(x) = Sa(x)| =

> i) = Y filx)
i=1

i=1

bl il s (3.21)
=1 ) f¥)[< D X< D> M < g
i=n+1 i=n+l (3.20) i=n+1
< M
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mostrando a afirmacgéo.
Logo, do Teorema (3.2.1) segue que a a sequéncia de fungdes (Sn)nen é uniformemente convergente
o0

em E, ou ainda, a série de fungdes Z fn, serd uniformemente convergente em E para alguma fungio
’n:]
definida em E, completando a demonstragdo do resultado.
O

Observagao 3.2.3 O Teste M. de Weierstrass nos fornece uma condi¢do suficiente para que
o0

uma série de fungdes an seja uniformemente convergente em E.

n=1
o0

Pode-se mostrar que esta condigdo nao é necessaria para que uma série de fungées Z_ fn

n=1

seja uniformemente convergente em E.
Deizaremos a cargo do leitor encontrar um contra-ezemplo para esta situagdo.

3.2.1 Convergéncia uniforme e continuidade

A seguir exibiremos alguns consequéncias da convergéncia uniforme entre estas destaca-se a que nos
diz, como veremos, que a convergéncia uniforme preserva continuidade.
Comegaremos pelo

Teorema 3.2.3 Sejam E C R ndo vazio, f: E — A uma fungdo e para cada n € N constderemos
a fungdo f,:E—5 A, onde A=R ou A=C.
Suponhamos a sequéncia de fungdes (fn)nen converge uniformemente para a fungdo f em E.
Seja x, € E (o feche do conjunto E em R) tal que, para cada n € N tenhamos

Ln = lim fo(x) € A. (3.22)
X—Xo
Entdo eriste L € R tal que
Lha— L, gquando n — oo, (3.23)
existe lim f(x) e além disso
X—Xo
XILIQ f(x) =1L, (3.24)
ou seja,
lim | lim fulx)] = lim [lim fn(x)}.
X—Xo Ln—o0 n—oo [ x—5x%e
Demonstragao:

Dado ¢ > 0, como a sequéncia de fungdes (fy)nen converge uniformemente para a fungdo f em E,
do Teorema (3.2.1), segue que existe N, = Ny(e) € N tal que se

m,n > N, deveremos ter |fm(x)—fn(x)| <e¢, paratodo x € E. (3.25)

Fazendo x — X, na desigualdade acima (utilizando-se o fato que a fungédo |.| é continua em A e
li)m fx(x) = L), obteremos
X—¥Xo
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ou seja, a sequéncia numérica (Ln)nen é uma sequéncia numérica de Cauchy em A, que é uma espago
métrico completo.
Logo existe L € A tal que
L= lim L,. (3.26)

n—oe

Notemos que para todon € N et € E teremos

[f(x) — Ll = |[f(x) = fa(x)] + [fn(x) = Ll < 1{x) = fn(x)] + [fa{x) — L|
= [f(x) — fn(x)| + [[fn(x) — Ln] + (Lo — LI
< H(x) = fo(x)] +fn(x) = Lol + Ly — L] (3.27)

Como a sequéncia de fungdes {fn)nen converge uniformemente para a fungdo f em E, existe Ny =
Ni(e) € N tal que se

n > N; deveremos ter |[fn(x) —f(x)] < %, para todo x € E. (3.28)

Por outro lado, de (3.26), segue que existe Ny = Nj(¢) € N tal que se
n > N; deveremos ter L, ~L| < g— (3.29)
Por fim, de (3.22), para cada n € N fixado, existe 4 > 0 tal que se

X € (xo —8,%x0 + ) NE deveremos ter |f(x) — Lyl < % (3.30)

Portanto se t € (xo — 8,%, + 8) N E e n > max{Ny, N3}, de (3.27), (3.28), (3.29) e (3.30), teremos

(3.27) [ R
Fx) - < [Hx) =+ -+ |ln—L< s+ 3+ =¢

_— — ~—— 3 3 3
(3.28) (3.30) (3.29)
< 3 < 3 < 3

para todo ¢ > 0, mostrando (3.24) e completando a demonstragdo do resultado.

a
Observagao 3.2.4 Podemos reescrever a conclusdo do resultado acima da sequinte forma:
xllgi, f(x) = | LL =111Lng° L (3.31)
= lim fn(x) 8 Dn = lim fu(x)
isto é,
lim [nm fn(x)] = lim [lim fn(x)}, (3.32)
X—¥Xo Ln—o0 n—oo | x—xe

ou seja, o resultado acima nos fornece condigées suficientes para que possamos trocar a ordem
dos limites no duplo limite que estamos interessados em calcular.

Como consequéncia do resultado acima temos o

Corolario 3.2.1 Sejam E C R intervalo aberto, f : E — A uma fungdo e para cada n € N
consideremos a fun¢do f : E — A, que vamos supor ser continua em x, € E, , onde A =R ou
A=C.
Suponhamos a sequéncia de fungdes (fn)nen converge uniformemente para a fungdo f em E.
Entdo a fun¢do f serd continua em x,.
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Demonstragao:
Como, para cada n € N, a fungdo f,, é continua em x, teremos

x]i)rfclo fn(x) = fu(xo),
ou seja, podemos considerar L,, = f(xo)-
Logo, do Teorema acima teremos

fnof ) faDf

lim f(x) L= lim L, = lim fn(xo
X—Xo n—oo n—oo

£(xo), (3.33)

mostrando que a fungdo f é continua em x,, completando a demonstragdo do resultado.

Observagao 3.2.5
1. A hipdsete da convergéncia uniforme no resultado acima € necessaria para obtermos a
conclusdo do mesmo.
Para ver isto basta ver o Ezercicio (3.1.1).
2. Em geral, nao vale a rectproca do Coroldrio acima, mais precisamente, ezistem sequéncias

de fungdes continuas em [a,b] que convergem para uma fungdo em continua [a,b] sem que
a convergéncia da sequéncia de fungdes seja uniforme em [a,b].

Deizaremos como ezercicio para o leitor a construg¢do de um exemplo que tenha essas
propriedades.

3. Diremos que K C R é um conjunto compacto se o conjunto K for fechado e limitado em
R.

Um resultado interessante que relaciona convergéncia pontual com convergéncia uniforme de
sequéncias de fungdes ¢ dado pelo:

Teorema 3.2.4 Sejam K C R um compacto de R, f: K = R uma fungdo e (fn)nen uma sequéncia
de funcdes definidas em K.
Suponhamos que:

(i) para cadan € N a fungdo f,: K = R seja continua em K;
(ii) £, B f em K;
(iit) a fungdo f seja continua em K;

(w) a sequéncia de fungdes (fn)nen € uma sequéncia mondtona decrescente em K, isto €, se

x € K temos
fni1(x) < fu(x), m €N (3.34)

Entdo f, > f em K.

Demonstragao:
Para cada n € N, consideremos a fungdo g, : K — R dada por

gn(x) = fa(x) — f(x), x€K. (3.35)



3.2. CONVERGENCIA UNIFORME DE SEQUENCIAS E SERIES DE FUNGCOES 65

Como a fungéo f, para cada n € N, a fungdo f, também € continua em K segue que a fungéo gn
serd continua em K.
Notemos também que, da hipdtese (ii), segue que

gn D0, emK. (3.36)

Da hipétese (iv) segue que a sequéncia de fungdes (gn)necn € uma sequéncia monétona decrescente
em K.
Mostremos que
gn—0, emK (3.37)

Para isto, dado ¢ > 0, consideremos
Kn = {x € K; gn(x) 2 €} C K. (3.38)
Como, para cada n € N, a fungo g, seré continua em K e
Kn = g3 ([¢, 00)),

segue que Ky, é um subconjunto fechado de K, logo também serd um subconjunto compacto de R (pois
é um subconjunto fechado e como estd contido em K que € limitado, também serd limitado em R).

Por outro lado, como a sequéncia de fungdes (gn)nen € uma sequéncia mondétona decrescente em
K, para cada n € N, teremos

(gn)nend
X €EKnyt = £<gnni(x) < gn(x) = x €Ky,

ou seja,
Knpt C Kn. (3.39)
Seja x € K fixado.
De (3.36) teremos
gn(x) "0

logo existird N, € N tal que se

. (gn)nenl e gn{x)—0
n > N, devemos ter: |gn(x)} < ¢, em particular, 0 < gn(x) < g,

ou seja,
x € Ky, para n > N,. (3.40)

Em particular
x€ (1Ko = () Ka=0 = [|Ku=0.
n>No n>No nenN
Logo temos que, a sequéncia de conjuntos (K,)nen € uma sequéncia decrescente de subconjuntos
compactos de K, cuja intersecgdo de todos é vazia.
Logo do Coroldrio do Teorema 2.36 do Rudin, pagina 38, segue que existe Ny € N tal que a
intersecgdo finita

Ny
Ki+1 CKi
0= nKn Y= lKN])
n=1
ou seja,
Kn, =0
1 )



66 CAPITULO 3. SEQUENCIA E SERIES DE FUNGOES

ou ainda, da definigdo de Ky, segue que
0<gn,(x)<e paratodo xeXK. (3.41)

Para finalizar, notemos que se n > N, teremos

(gninenl (3.41)

0<gnlx) < gnI(x) < & paratodo x€K,

ou seja, (3.37) ocorrerd, e portanto f, - f em K, completando a demonstragio.

a

Observagao 3.2.6 Notemos que a compacidade do conjunto K é condi¢do necessdria para a
conclusdo do resultado acima, como mostra o seguinte ezemplo:
Para cada n € N consideremos a fungéo fn : [0,1) —» R dada por

falx) =x", x€[0,1)
e a fungdo f:[0,1) —» R dada por
f(x) =0, x€l0,1).

Para cada x € [0,1) temos que

fr(x) = xn 280,

Notemos também que se m>n ex € [0,1), entdo

n<m e x€[0,1)
fn(x) =x™ < x" = fn(x),

ou seja, a sequéncia de fungbes (fn)nen € uma sequéncia de fungdes decrescente em [0,1).
Apesar disso a sequéncia de fungbes (fn)nen N80 converge uniformemente para a funcgdo f
em [0,1) (veja figura abaizo).

A verificagdo deste fato serd deizada como ezxercicio para o leitor.

A seguir estudaremos de um modo mais profundo o conjunto formado por todas as fungdes a
valores reais continuas e limitadas definidas em um espago (X, d).
Comegaremos introduzindo a:
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Definicao 3.2.3 Sejam (X, d) um espago métrico e A =R (ou C) munido da métrica usual (isto
¢, induzida pelo |-|).
Definiremos

Co(X;A) ={f: X —> A; a fungdo f € continua e limitada em X}.
Observagao 3.2.7

1. (Cy(X;A),+,.) € um espago vetorial sobre A, onde + indica a adi¢do usual de fungées e .
denotard a multiplicagdo de elementos de A por fungdes.

A verificagdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor.
2. Com isto podemos definir a fungdo ||.||v : Co(X;A) = R dada por

[Ifllo = sup If(x)!. (3.42)
x€X

Notemos gque:

(i) se f € Cy(X;A) entdo a fungdo f serd limitada em X, logo eziste sup|f(x)| € [0,00), ou
x€X
seja a fungdo ||.|ly estd bem definida;

(it) se f € Cy(X;A) teremos
Iflly = sup[f(x)] > 0;
xex\gs“

(1i1) se f € Cy(X;A) entdo

0=(flly =suplf(x)) & HKx)=0¥xeX & f=0.
XEX =~~~

>0

(iv) se f € Cp(X;A) e A € A teremos

[Aflls = sup (Af) ()} = suplIAl £ 22 || sup If(x)]
x€X xeX xeX

= A Ifllv;
(v) sef,g e Cy(X;A) teremos

If <|f
£+ gllo = sup(f + g)(x)] = supl(x) + g(x) " # LN g pie) + 1g(x)l
x€X xEX x€X

< ité})zlf(X)I +i2§|9(x), = [Iflls + llglle,
ou seja, ||.|[v € uma norma no espago vetorial sobre A, (Cy(X;A), +,.).
3. Na situagdo actma temos que a fungdo d: Cy(X;A) X Co{X;A) = R dada por
dp(f,g) = |If —glle, f,9 € Cp(X;A), (3.43)

serd uma métrica em Cy(X;A), que serd denominada de métrica da convergéncia uniforme
em Cy(X;A).
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4. A Proposigdo (3.2.1) afirma que:

fnyfemX & fn”ﬂ)bf
5. Seja A C Cp(X;A).

Entédo o fecho de A, seqgundo a métrica dy, isto é A, serd denominado fecho uniforme do
conjunto A e A serd dito uniformemente fechado em Cy(X;A).

Podemos agora demonstrar o:

Teorema 3.2.5 O espago vetorial (Cy(X;A),+,.) quando munido da métrica dy, (dada por (3.45))
€ um espago métrico completo, ou seja, toda sequéncia de Cauchy seqgundo a métrica dy deverd
ser convergente em Cy(X;A), relativamente a métrica dy.

Demonstragao:
Consideremos (fn)nen uma sequéncia de Cauchy em Cy(X; A), relativamente & métrica dy, ou seja,
dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N tal que se

m>n>N, teremos dy(fm,fn) <& ouainda |fm(x)—Tfn(x) <e, paratodo xe€X.
N—_——

(fm—fnll

Logo, do Teorema (3.2.1) juntamente com o Coroldrio (3.2.1), segue que existe uma fungdo f : X —

A continua em X tal que f, — f em X, que pela Proposigdo (3.2.1) implicar4 que fy &+,
Falta mostrar que a fungéo f é uma fungdo limitada em X.
Para isto observemos que como fy X fem X, dado € = 1, podemos encontrar N; = N;(¢) € N tal
que
If—fn,ll <e=1 & If(x) —fn, (X)| <1, paratodo xe€ X,
2[F(x)l=ifn, (X))

que implicard
flx)l <1+ Ifn, (%) <1+R, paratodo xe€X,
N——
<R, pois fy, é limitada em X

mostrando que g fungdo f é uma fungdo limitada em X, completando a demonstragdo do resultado.
]

3.2.2 Convergéncia uniforme e integracao

O resultado principal desta subsegédo é o:

Teorema 3.2.6 Sejam o : [a,b] — R wma fungdo mondtona crescente em [a,b], A = R ou
A=C, f:[a,b] = A uma fungdo e, para cada n € N, consideremos a fungdo fn:[a,b] = A que
pertence a R{a) em [a,b].

Suponhamos que f, — f em [a,b].

Entdo f € R(x) em [a,b] e além disso

b b
J fdo = lim J fn do. (3.44)
n—oo

a a
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Demonstragao:

Podemos supor, sem perda de generalidade, que, para cada n € N, tenhamos f,, : [a,b] = R, ou
seja, é uma funcgdo a valores reais.

Isto se deve ao fato que se a fungdo f, for a valores complexos podemos escrevé-la como f, =
R(fn) + 13(fn) e podemos aplicar as idéias da demonstragdo do caso real & parte real e & parte
imagindria da mesma (que sdo fungdes a valores reais) e com isto obter a identidade (3.44) para o caso
em que a fungdo f é uma fungdo a valores complexos.

Notemos que as fungdes f, sio limitadas em [a,b] e que f,, — f em [a, b], assim a fungio f também
serd uma fungdo limitada em [a, b] (isso foi provado no final da demonstragdo do Teorema (3.2.5)).

Para cada n € N, consideremos

En = sup [f(x) —fa(x}| > 0. (3.45)
x€la,b]

Com isto teremos que, para todo x € [a, bl:

[f(x) — fa(x)] < en & —en < f(x) — fnlx

) <e
& falx) —en <f(x) < fn

(x) + €n. (3.46)

Logo

b b b
fnda—enJ doc=J (fn — €n) do

a a

b
J f doc— enloe(b) — a(a)] = J
(3.46) —_—

fn—En < fefélimitada [P b
< fda < | fdox

a a

(3.46)
f < fate b

b
,fnER
< J (fn+eq) dac ™ E:‘“)J (fn + £n) dot

a a

b b b
= J fn do + an da = J fndo + enla(b) — x(a)], (3.47)

a a a

ou seja,

b b b b
0< J fda ~ J fda < (J fodo + enlo(b) — oc(a)]) — (J fnda — enlo(b) — oc(a)])

a Qa a a

= 2enfax(b) — a(a)] "0,

pois fn = f em [a, b], logo (3.45) implicard que e, — 0 quando n — oo (ver Proposigio (3.2.1)).

Logo
b b
J fdoczj fdo,

a a

mostrando que f € R(«x) em [q, b].
Além disso, de (3.47), segue que

b b
fda < J fr doc+ enla(b) — x(a)],

a

Jb fn do — enfa(b) — a(a)] < J

a a

ou se€ja,




70 CAPITULO 3. SEQUENCIA E SERIES DE FUNGOES

pois f, = f em [a, b], ou seja,
b b
J fn do "0 J fda,

a a
mostrando (3.44) e completando a demonstragéo do resultado.
g

Observagao 3.2.8 Na situagdo acima a conclusGo do resultado acima pode ser reescrita como:

b b b
nll»nolo L foda = L f da= L nll)ngo fr, dex.

lim f,
n—oo

Como consequéncia temos o
Corolario 3.2.2 Sejam « : [a,b] = R uma fungdo mondtona crescente em [a,b], A = R ou

A=C, f:[a,b] & A uma fungdo e, para cada n € N, consideremos a fungdo fn, : [a,b] = A que
pertence a R{a) em [a, b].

o0
Suponhamos que a série de fungdes an seja convergente uniformemente para a fungdo f
n=1
em [a,b].
Entdo f € R(a) em [a,b] e além disso

Jb fda = i r fr dex. (3.48)

a n=1 a

Demonstragao:

o0
Como a série de fungdes Z fn seja convergente uniformemente para a fungio f em [a,b] temos

n=1
o0

que a sequéncia das somas parciais da série de fungdes Z fa, isto é, a sequéncia de fungdes (S, )nen,
n=1
¢ uniformemente convergente para a f em [a, b}, onde, para cada n € N, temos:

Snlx) = Z fi(x), x € [a,bl.
i=1

Como para cada n € N, f, € R(«x) em [a, b], segue que que S;; € R(x) em [a, b].
Como S, — f em [qa, b], do resultado acima segue que f € R(x) e

b (344) b soma finita .. = [® — (°
J fda = limJ Sn, daTE™? lim ZJ fidcx:ZJ fn da,
a n—=oo j, M~~~ n—o0 o7 Ja e

completando a demonstragio do resultado.
O

Observagao 3.2.9 Na situagdo actma a conclusdo do resultado acima pode ser reescrita como:

b b
fnda=J f doc:J > fade
a ) @ n=1

e

n=1

X b

>

n=1"va%
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3.2.3 Convergéncia uniforme e diferenciagao

O resultado principal desta subsegédo é o:

Teorema 3.2.7 Sejam A = R ou A = C, g : [a,b] - A uma fungdo e, para cada n € N,
consideremos a fungdo f, : [a,b]l = A que vamos supor ser diferencidvel em [a,b].
Suponhamos que a sequéncia numérica (fn(xo))nen s€ja convergente em A e f,, Bt g em [a,b].
Entdo a sequéncia de fungdes (fn)neny converge uniformente para uma fungdo f, onde a
fungdo f: [a,b] = A € diferencidvel em [a,b] e

f'(x) =g(x), x¢€la,bl.

Demonstragao:
Dado ¢ > 0, como a sequéncia numérica (fn(xo))nen converge em R segue que ela serd uma
sequéncia de Cauchy em R, logo poderemos encontrar N; = Ny(g,%,) € N tal que se

m>n>N; teremos [fm(xo) — fnlxo)| < % (3.49)

Por outro lado, como a sequéncia de fungdes (f;)nen converge uniformemente para a fungdo g em
[a, b], segue, do Teorema (3.2.1), que ela serd uma sequéncia de fungbes que é uniformente de Cauchy
em [a,b], ou seja, podemos encontrar N; = N;(¢) € N tal que se

£

m>n>N; teremos [fi(t)—fL(t)l < 2b-a)

(3.50)

para todo t € [a, b].
Seja
No = max{N1,N2} € N.
Com isto, se m > n > N, para t,x € [a,b], x < t, segue do, Teorema do valor Médio aplicado a
fungdo h: [x,t] — R dada por
h(s) = fm(s) —fuls), s€[x,tl

, que existe s, € [x,t] C [a, b] tal que:

(%) = Fn(x)] = [ (1) — £ (£)]] T VRIEMEdORR g y(x — 1))
= [fr(s0) = Filso)l [x — ] <
— e ——— ——

No2Nz, e (2:50) <b-a
< 2b—a)

(b—a) = <. (3.51)

€
2(b—aqa)

Logo se m > n > N > N, segue que

[fm(x) — fr(x)| = [[frm(x) — fr(x)] — [fm(xo) = fn(xo)] + [fm{xo) — fr(xo)l
< l[fm(x) — fn(x)] = [fm(xo) — fn(xo)]l'i"fn(xo) - fm(xo)l <§g,

e
(321)5 (329)%

L

para todo x € [a,b], ou seja, a sequéncia de fungdes (fn)nen é uma sequéncia de fungdes que é
uniformente de Cauchy em [a, b].

Logo segue, do Teorema (3.2.1), que a sequéncia de fungdes (fn)nen € uma sequéncia de fungdes
uniformemente convergente para uma fungio f em {a, b).
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Para cada x € [a,b] e n € N fixados, consideremos as fungdes ¢, ¢, : [a,b] \ {x} = R dadas por

puly 2 I 2Tl gy MO 2T,

Notemos qu,e para cada n € N, a fungdo f,, é diferencidvel em {a,b] logo

t € [a,b] \ {x}. (3.52)

lim (bn(t) = lim fn(t) - fn(x) Def. degerivada
t—x

!
o R—— fulx). (3.53)
Por outro, se m > n > N,, teremos, para todo t € [a, b], que:

= |fmt) = fin(d) _ fu(t) = fn(x)
- t—x t—x

lom(x) — dn(x)

- h—‘— i (t) — Fi 0] = [Fn(t) = F (X)]
—x
1

= T 1[fm(t) — fr(x)] = [fm(t) — F ()]l

como em (3.51)
£
<7rp—ay (It

< —]- 5 [t—x| = L
[t —-x| 2(b—a) 2(b—a)’
ou seja, a sequéncia de fungbes (Pn)nen é uma sequéncia de fungbes que é uniformente de Cauchy em
[a,b]\ {x}.
Logo segue, do Teorema (3.2.1), que a sequéncia de fungdes (¢n)nen € uma sequéncia de fungdes
uniformemente convergente para uma fungdo em [a, b] \ {x}.
Como f, — f em [a, b], segue, de (3.52), que dn — ¢ em [a,b] \ {x}.
Aplicando o Teorema (3.2.3) a sequéncia de fungGes (dn)nen segue que, para cada x € {a, b} fixado,
teremos:

(3.54)

Ly = lim ¢ (t) = fT,'L(X)
/(1) = lim $(t) R lim Ly = lim f/(t),

t—x n—oco n—eco n

ou seja, a funglo f é diferencidvel em [a,b] e f = g em [a,b], completando a demonstragdo do
resultado.
O

Observacgao 3.2.10 Na situacdo acima a conclusdo do resultado acima pode ser reescrita como:

lim £,(x) = g(x) = /(x) = ( lim fn)l(x), x € [a, bl.

n—oo n—oo

Como consequéncia temos o

Corolario 3.2.3 Sejam A = R ou A = C, g : [a,b] = A uma fungdo e, para cada n € N,
consideremos a func¢do fy : [a,b] = A que vamos supor ser diferencidvel em [a,b].
o0

Suponhamos que a séria numérica an(xo) seja convergente em A e a série de fungées

n=1
00

Zf,’1 seja uniformemente convergente para a fungdo g em [a,b].

n=1
oo

Entdo a série de fungdes an converge uniformente para uma fungdo f, onde a fungdo
n=1
f:la,b] = A é diferencidvel em [a,b] e

'(x) = g(x), x¢€la,bl.
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Demonstragao:
[ 0] o 0]
Como a série numérica Z fn(xo) € convergente em A e a série de fungdes Z f/ converge unifor-
n=1 n=l

memente para uma fungéo g em [a, b], temos que a sequéncia numérica (Sn(xo))nen converge em A e
a sequéncia de fungdes (S, )nen € uniformemente convergente para uma g em [a, b], onde, para cada

n € N, temos:
n

Sn(x) =) fi(x), x€la,bl.
i=1
Como para cada n € N, a fungéo f, é diferencidvel em [a, b], segue que a fungdo S, também serd
diferencidvel em [a,b] (pois é soma finita de fungdes diferencidveis em [a, b}).
Logo do resultado acima segue que a sequéncia de fungdes (Sy)nen converge uniformente para uma
funcgfo f, onde a fungdo f: [a,b] — A é diferencidvel em [a,b] e

f'(x) = g(x), x¢€la,b],

completando a demonstragdo do resultado.

O

Observacao 3.2.11 Na situagdo acima a conclusao do resultado acima pode ser reescrita como:
—f = =T’ = — f € bl.
; T fa(x) =g(x) =1'(x) = - fl:, n(x), x€la,bl

A seguir exibiremos um exemplo de uma fungio continua em R que nfo é diferencidvel em nenhum
ponto de R.

Teorema 3.2.8 Eziste uma fungdo f: R — R que € continua em R que nao € diferencidvel em
nenhum ponto de R.

Demonstragao:
Consideremos a fungéo ¢ : [—1,1] — R dada por

ot) =1tl, tel-1,11 ox+2)=¢(x), x€R,

ou seja, a extensdo 2-periddica da fungdo médulo definida no intervalo {—1,1] (veja figura abaixo)
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Notemos que se s,t € [—1, 1] entdo

es. triangular

D
i(s) — d(t)l = Ils| — It < s — tl. (3.55)
Como a fungéo ¢ é 2-periddica segue que
lp(s) — d(t) < s —t. (3.56)

vale para s,t € R.
De fato, notemos que:

1. seft—s| <2 existemk€Zes,te[-1,1] tais que

s=5+2k e t=t+2k
Com isto segue que

0(s) — I <16 — oI < <l 5~ EI=ls—2k)— (t—2K)| = |s—tl.

=s~2k =t-2k

(e

2. se|t—s| > 2, existem k,m e Zes5,te[-1,1] tais que
s=5+2k, t=%t4+2m.

Logo

siel-1,1] e (3.55)

lb(s) — d(t)] < 16(3) — o(R)] < B—-t<2<s—tl
completando a demonstragédo de (3.56).

De (3.56) que a fungéo ¢ é uma fungdo continua em R (na verdade uniformemente continua em
R).
Podemos agora definir a fungdo f: R — R por

fx) =) (%)n d(4™x), xeR. (3.57)
n=0

Notemos que para todo x € R e cada n € N fixado teremos
3\" 3\" 3\"
et x| = = 4" < = .
()" o]~ () e )
<1

00 n
. - . L s £ 3
Como a série numérica E (Z) é convergente (é uma série geométrica de razdo 2 < 1) segue,

n=0

0 n
3
do Teste M de Weierstrass, que a série de fungdes Z (Z) ¢ (4™x) converge uniformemente para a
n=0
funcéo f.
Observemos que também que, para cada n € N fixado, definido-se a fungéo f, : R — R dada por

3

e = (3) e, <k
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segue que a mesma serd continua em R.

Logo do Corolario (3.2.1) segue que a fungdo f serd uma fungéo continua em R.

Para finalizar, mostraremos que a fungdo f nao é diferencidvel em nenhum x € R.

Para isto mostraremos que, para cada x € R fixado, podemos encontrar uma sequéncia numérica
(8m)men de modo que, quando m — oo, teremos

f(x + 8m) — f(x)
bm

dm — 0 mas — 00,
mostrando que a fungdo f ndo é diferencidvel em x € [a,b], ou seja, ndo é diferencidvel em nenhum
pornto de R.

Seja x € R.

Para cada m € N escolhamos :
61—,1 ﬁ i§4—m,

onde o sinal + deverd ser escolhido de modo que néo existe nenhum inteiro no intervalo aberto (veja
figura abaixo):
=4"‘x+%
o i
(4™x,4™(x + 6mm)), para &m >0
ou no intervalo aberto
(4™(x + bm),4™x), para dm, < 0.
N—

=qmy_1
=4Mx—3

4™ x — 4™y 4™x 4 3

N—

<1

Podemos fazer a escolha acima pois se existir um interiro k € Z tal que
1
k€ <4mx,4mx+ z) S(k=1) € (4mx— 1,4™x — %) &S(k—-1) ¢ <4mx— %,4"‘)() .

1
De modo semelhante se k € (4“‘x - z,4"‘x) mostra-se (semelhante ao caso acima) que (k—1) ¢

4™Mx, 4™y + %— .
Para cada m € N e n € N fixados definamos
L I+ Bl — (™) _ b (4™ +4%5m) — b (4"X) (3.58)

n,m o S

Notemos que se n > m segue que existe k € N tal que

4N = 2k

De fato, pois
>0

11 qgn—m
46 ] = 4™ (——) - ¢ par!,

4m 2 2
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mostrando a afirmagdo acima (notemos também que caso contrario, isto é, se 0 < n < m, tal niimero

nao serd par).

Neste caso teremos

¢’ 4" + 4n5m> b é 2—r§riédica cb(4“x),
2k

implicando que se

n>m =  Ynm=0. (3.59)

Por outro lado, se 0 < n < m teremos

n n _ n 1
el = | LTI Z O L (a4 475) — 6 (47

(3.56) 1 1
< = (™%X +4"0) — 47x| = — 40| = 4T,
16ml 5l

ou seja, se 0 £ n < m teremos:

hnml < 4™ (3.60)

Observemos também que, no caso acima 4™6,, nao serd par, e existird k € N tal que

t=4™x +4™by, s =4™x € (2k,2k + 1), se 4Mby = 15
‘ 1
t=4™x +4™6, s =4™x € (2k—1,2k), se 4™, = ~3
0 que implicard em
=:t%
b | 4mx + 360 | — ¢ (amx)| OO (gmo 1 gmp ) — amx) = 4m5).
Logo, se 0 < n < m teremos também:
=:t%
—~
G| 4™ +4™6m | — ¢ (4™x)
1
= — 4™ o = 4™, 3.61

h’m,ml o o] |&m ( )
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Portanto
o o0 3 n
f(x+f>g: (x) _% y_() S (x + 5r)] — %(Z) (7 (x)
e 3" [ Ol (x + Em)] — d(4™ (%)
-l (3) ()
n=0 ~—
(3.58)
= Yn,m

Yn=0 se n>m

£ () e

£ @)

=0 n=0
3 m—1 3 n m~1 3 n
= (Z) 'Ym,m+Z (Z) Ynm| 2 4mw Z (Z) Yn,m
n=0 (3.61) n=0
2'qm
m—1 3 n m—1 3 n
=3 _ Z (Z) Ynml| 2 3m— Z (Z) |'Yn,m|
n=0 n=0 (3.60)
< 4n
m-—1
1 — 3m-! 1—-3m
m __ n__am — 3m
>3 gs 3 —5— =3+ —
™ 1 3m
=3 - =—3M+ 1) > —.
3 7 +2 2(3 +1)> 7
3m

1 f om)—TF
Portanto, quando m — oo temos que 8, = iiT —0m (x+ ;) (x)
m

que a fungdo f ndo é diferencidvel em x € R, para qualquer x € R, completando a demonstragéo.

— 00, mostrando

a

3.3 Famdilia de fungoes equicontinuas

A seguir introduziremos alguns conceitos que nos fornecerdo condicles suficientes para que a con-
vergéncia pontual de uma sequéncia de fungdes implique na existéncia de uma subsequéncia que seja
uniformemente convergente.

Para isto precisaremos, entre outras, da:

Definigao 3.3.1 Sejam E C R e para cada n € N consideremos fn : E — R uma fungdo.
Diremos que a sequéncia (fn)neny € pontualmente limitada em E se ezistir uma fungdo
¢:E = [0,00) tal que

Ifn(x) < ¢(x), x€E (3.62)

Diremos que a sequéncia (fn)neny € uniformente limitada em E se ezistir M > 0 tal que

Ifn(x)| <M, xe€E. (3.63)

Observacao 3.3.1 Na situagdo aicma, uma sequéncia (fy)nen que € pontualmente limitada erd
uniformemente limitada se a fungdo ¢ for limitada em E.
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Com isto temos a:

Proposigao 3.3.1 Sejam E C R e para cada n € N consideremos fn : E — R uma fungdo.
Suponhamos que a sequéncia (fy), .y € pontualmente limitada em E e que By C E é um
subconjunto enumerdvel.
Entdo eriste uma subsequéncia (f“k)nkEN da sequéncia de fungdes (fn), .y que € pontualmente
convergente em E;.

Demonstracao:
Seja

F—] i{X])XZ)"'}g E.

Por hipétese temos que a sequéncia numeérica (f,(x1)), oy é limitada em R.

Logo, do curso de Anadlise I, segue que existe uma subsequéncia (fnk, (x1)) N da sequéncia
Nk, €

numeérica (fn(Xx1))nen que serd convergente para a; em R.

Mas a sequéncia numérica (fnk‘ (xz)) N também é limitada em R, logo pelo mesmo motivo
Nk, €

acima, existird uma subsequéncia (fnk (x;_)) da sequéncia numérica (fnk (x1]> que serd
2 Tk, €N ! T, €N
convergente a; em R.

Notemos que

fr, (1) = aj, quando mny, — oo,

fr, (x2) = a2, quando my, — oo,

Prosseguindo no processo acima, encontramos uma subsequéncia (f“kj) N da sequéncia de
Ng. €
]

fungdes (fn)nen tal que para cada i € N teremos que a sequéncia numérica (fnki (xi)> N que serd
k. €

convergente para a; em R, mostrando que existe uma subsequéncia (f,, )nk en da sequéncia de fungdes
(fn)nen Que é pontualmente convergente em E,, completando a demonstragdo do resultado.
a

Observacao 3.3.2 Sejam K C R compacto e para cada n € N constderemos f, : K = R uma
fungdo continua em K.

Notemos que mesmo que a sequéncia de fungdes (fn), oy Seja uniformemente limitada em K,
pode nao ezistir uma subsequéncia da sequéncia de fungbes (fy), cy convegindo pontualmente
para alguma fungdo definida em K, como mostra o ezemplo a seguir.

Exemplo 3.3.1 Para cada n € N fizado, consideremos a fungdo fr :[0,271] — R dada por
fo(x) = sen(nx), x € [0,2n].

Afirmamos que néo exite wuma subsequéncia da sequéncia de fungdes (fn),cy convegindo
pontualmente para alguma fungdo em [0,2m].

Resolugao:

Notemos que neste caso o compacto K = [0, 27].

Suponhamos, por absurdo, que exite uma subsequéncia (fnk)leeN da sequéncia de fungdes (fn), cn
convegindo pontualmente para alguma fungéo f definida [0, 27].
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Neste caso teremos

klim [fr (%) = frer (X)] = kli)m [sen(ryx) — sen(nyy1x)] =0, x € [0,2n]

= klim [sen(nyx) — sen(nx)> =0, x¢€ [0, 271]. (3.64)
—00

Mas

27 . p2n
lim J [sen(nyx) — sen(myq1x))? dx Exegicwj lim [sen(ngx) — sen(mnyyix)]? dx
k—o0 Jo 0 k—o0

=0. (3.65)

Por outro lado, observemos que:

27t 27
J [sen(nyx) — sen(nyx)]? dx =J

[sen2 (nix) — 2 sen(myx) sen(mny41x) - sen’ (nk+;x)] dx.
0 0

Mas
2 usngx=ydu=ny dx 2 _]_ Exercicio _1__ _ sen{2u)
Jsen (ngx) dx = Jsen (u)nk du "= T [u —
_ 1 T — sen (2nyx)
T | ¢ 2 ’
logo

2 1 sen(2mx) ] - 27
Jo sen?(nyx) dx = I [nkx— -——2——] Ii;%" = I =17

De modo semelhante teremos

n 2 Exercicio
sen“(mx)dx =
0

Finalmente
sen( (1) sen(b)zcos(a—b) cos{a+b)
J sen(nyx) sen(mny1x) dx = ? 3 [cos(ngx — Ny41x) — cos(Myex + Nyq1x)] dx
1 [ sen(ngx — Mpx)  sen{ngx + My ix)
2 My — Tt Mg + TNt 1
assim .
J sen(nygx) sen(nypix) dx =0,
0
ou seja,

2n
J [sen(mnygx) — sen(r1k+1>c)]2 dx = 27 # 0,
0

contrariando (3.65), o que nos mostra que ndo poderd existir uma subsequéncia da sequéncia de
fungbes (fn),cn convegindo pontualmente para alguma fungdo f definida [0, 27.

Observagao 3.3.3 Uma outra questdo importante € saber se uma sequéncia de fungdes (fn)nen,
gque € pontualmente convergente, pode conter uma subsequéncia que seja uniformemente con-
vergente.

O prézimo ezemplo mostra que isto, em geral, pode nao ocorrer, mesmo que a convergéncia
pontual da sequéncia de fungdes seja em um compacto.
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Exemplo 3.3.2 Para cada n € N consideremos a fungdo f, : [0,1] — R dada por

2

fr(x) = x

=m, X € [O,]].

Afirmamos que nao exite uma subsequéncia da sequéncia de fungées (fn), oy convegindo
uniformemente para alguma fungdo em [0, 1].

Demonstragao:
Notemos que, para cada n € N teremos:

e X¥x+(1-mx)?=0 & x=0 e X=

X+ (1 =nx)? > x

logo x2 + (1 —nx)? # 0 assim, para cada n € N, a fung8o f, est4 bem definida.

Além disso
XZ x2+(1—nx)2>x2

S — <

ou seja, a sequéncia de fungbes (fn)nen € uniformemente limitada em [0, 1].
Como
x? + (1 —nx)? = 00 quando n — oo,

segue
fa — 0, pontualmente em [0, 1].

Por outro lado

(1) = (&) 1. (3.66)
o ),

Portanto nenhuma subsequéncia da sequéncia de fungdes (fn), .y poderd convergir uniformemente
para alguma fungfo em [0, 1], caso contrério se f, — O em [0, 1] deverfamos, em particular, ter:

1 1
——=0 =2 f, (—) — 0,
n n
S —
(3.66),

. 0 que seria um absurdo.
Vamos agora introduzir a

Definicao 8.3.2 Sejam (X, d) um espago métrico, EC X eA=R ou A=C.
Uma familia § formada por fungées f: E — A serd dita equicontinua em E se dado ¢ > 0
podemos encontrar 6 = (¢} > 0 tal que se

x,y € E tal que d(x,y) <§, devemos ter If(x) —f(y)l<e, paratoda feF. (3.67)

Observagao 3.3.4 Notemos que se a familia § € equicontinua em E e f € § entdo a fungdo f
serd uniformemente continua em E.

Com isto temos o
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Teorema 3.3.1 Sejam (X,d) um espago métrico, E C X subconjunto enumerdvel e A = R ou
A=C.

Consideremos (fn)neny uma sequéncia de fungées definidas em E tomando valores em A, que
é pontualmente limitada em E.

Entdo a sequéncia (fn)nen possut uma subsequéncia que converge pontualmente em E.

Demonstragao:
Seja

E={x,x2, -} S X.

Como a sequéncia numeérica (fn(x1}),cny € limitada em A, segue que existe uma subsequéncia

(fnk (xl)) convegente para a; em A.
1 le] €N

Notemos que a sequéncia numeérica (‘r'n,q (xz)> N é limitada em A, logo existe uma subsequéncia
n

(fnkz (Xz))nk o convegente para az em A.
2

Com isto teremos que

fn, (x1) = a1, quando My, — oo,

fry, (x2) — az, quando my, — oo,

Prosseguindo no processo acima, encontramos uma subsequéncia (fnkj) N da sequéncia de
Ny, €
3

fungbes (fn)nen tal que para cada i € N teremos que a sequéncia numérica (f“kj (xi)) N que serd
Nk, €

convergente para a; em R, mostrando que existe uma subsequéncia (fnk)nkkeN da sequéncia de fungdes
(fn)nen que é pontualmente convergente para cada x € E, completando a demonstragéo do resultado.
d

Podemos agora enunciar € demonstrar o

Teorema 3.3.2 Sejam (X, d) um espago métrico, K C X subconjunto compacto, A=R ou A=C
e para cada n € N consideremos f,f, € C(K;A).

Suponhamos que a sequéncia de fungbes (fn)nen € uma sequéncia uniformemente convergente
para o funcdo f em K.

Bntdo a familia § = {fn : n € N} serd uma familia equicontinua em K.

Demonstragao:

Dado & > 0, como fn, — f em K ento existe Ny = Ny () € N tal que se

n >N, deveremos ter |fn—fn, | < (3.68)

£
g,
onde

llgll = suplg(x)I.
x€eK

Como a fungéo fy, € continua em K, que é compacto em (X, d), segue que a fungdo fn, serd
uniformemente continua em K (visto em Anélise I), ou seja, podemos encontrar § = §(¢) > 0 tal quese

x,y € K, satisfaz d(x,y) < b, segue que [fn,(x)—fn,(y)l < % (3.69)
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Logo, se n > N, e x,y € K sdo tais que d(x,y) < §, teremos

[fn(x) = fa(y)l = [fa(x) — fuly) — i, (x) + g (x) — T, (U) + g (Y)
< fal(x) = g 0D + I, () = g (Y] + g (Y) — fn(y)l
< I = N [ + [N, (%) — g (W) + [, — Ful

(3.68) (3.69) (3.68)
< ' <% < '£
< £ + [ + [
— —_ — = ¢
3 3 3 !

mostrando que a familia § € equicontinua em K, completando a demonstragio do resultado.
d

Observagao 3.3.5 Para o resultado que vem a seguir precisaremos da caracterizagdo de con-
junto compacto em um espago métrico (X,d) que é a seguinte:

Diremos que um subconjunto K de um espago métrico (X,d) é compacto em X se para toda
familia {Op; A € A}, onde para cada A € A temos que O, € um subconjunto aberto de (X, d),
satisfazendo K C U Oa, podemos encontrar iy, - ,iN € N tais que

AEA

N
KC U Oij)
j=1

ou seja, toda cobertura aberta de K possui uma subcobertura finita, que atnda cobre K.

Podemos agora enunciar e demonstrar o seguinte importante resultado, conhecido como Teorema
de Arzela-Ascoli:

Teorema 3.3.3 Sejam A = R ou A = C, (X,d) um espago méirico, K C X um subconjuto
compacto e para cada n € N tenhamos f, € C(K;A).

Suponhamos que a sequéncia de fungdes (fn)nen € pontualmente limitada e equicontinua em
K.

Entao:

1. a sequéncia de fungdes (fn)nen € uniformente limitada em K;

2. a sequéncia de fungdes (fn)nen possut uma subsequéncia que € uniformemente convergente
em K.

Demonstragao:
De 1.:

Dado € > 0, como a familia § = {f, : n € N} é equicontinua em K segue que existe 5 = 6(¢) > 0
tal que se

3
x,y € K tal que d(x,y) <d, devemos ter: [fn(x)—fn(y)l < 3 para todo mneN. (3.70)
Para a € X e r > 0, denotaremos por B(a;r) a bola aberta de centro em a e raio r em (X, d), ou
seja:
B(a;r) ={x € X:d(x,a) < 7}
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Como K C X é um subconjunto compacto de (X,d) e

No
K C U B(x;8), segue que existirdo py,:--,pn, € K tais que: K C U B(pi; 8). (3.71)
xeK i=1

Por outro lado, como a sequéncia de fungdes (fn)nen é pontualmente limitada em K, segue que,
para cada i € {1,---, N}, existe M; > 0 tal que

[fn(pi)l < M;, paratodo neN. (3.72)
Seja
M =max{M;;i=1,--- ,No}L
Notemos que para x € K, de (3.71), segue que existe i, € {1, -, No} tal que

x € B(py,;5), (3.73)
assim, para cada n € N, teremos:

Ifn ()] = Ifn(x) = fu(piy) + fu(Pi )l < Falx) = falpi)l  + Ifulpi)l
N e N’
(3.73) (3.72)
d[x,mo) < "6 logo (3.70) < MiOSM
< 5

€
< 3 +M,
mostrando que a sequéncia de fungdes (fn)nen € uniformente limitada em K, completando a demons-
tragéo de 1. .
De 2.:
Para demonstrarmos 2., notemos que, para cada m € N temos que:

K C UB(x;l—:—l)

xeK
e assim, da compacidade do conjunto K, para cada m € N, segue que existirdo x;,, - ,xi, € K tais
que
Nm 1
K C U B (xim;;—l) :
im=1
Consideremos

E={x;, :meN}CK.

Deste modo segue que E serd uma subconjunto enumeravel e denso em X (ou seja, E = K).
De fato, pois se x € K, dado n > 0, podemos escolher m € N tal que

! <

—_—

Assim
Nim 1
x € KC U B (xi"‘;a) ,
im=1
e, . 1 . .
o que implicard que x € B { im, ; ) para algum im, € {1,---,Nm}, ou seja,

1
d[X,Ximo) < ;‘1 <,
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logo, x € E.

Logo, do Teorema (3.3.1), segue que existe uma subsequéncia (fn, )n,en da sequéncia de fungdes
(fn)nen que converge pontualmente em E, ou seja, a sequéncia numérica (fn, (x))n, en converge em A,
para cada x € E.

Para cada k € N, definamos a fungdo gi : K — A dada por

gk(x) =fr, (x), x€K.

Afirmamos que a sequéncia de fungdes (gx)xen converge uniformente em K, o que completard a
demonstragdo de 2. (pois a sequéncia (gi)xen € a subsequéncia (fn, )n,en)-
De fato, sem perda de generalidade podemos escrever

Erﬁ{Xj:jE N}.

Consideremos & = 6(¢) > 0 como em (3.70) (obtido do fato que a familia {f, : n € N} é equi-
continua).
Notemos que se x € K, como E = K, temos que x € B(x;, ; 8) para algum j, € N, assim

K |JB(x; ) = B3 ),

x€K jEN

e como K é compacto em (X, d) segue que

N
K< [JBx; 8),
k=1

renomeando, se necessdrio, os elementos do conjunto E.
Para cada j € {1,---,N}, como a sequéncia numérica (gx(x;)) oy é convergente em A, segue que
ela serd uma sequéncia numérica de Cauchy, logo exitird N; = N;(e) € N tal que se

. ~ £
L,k >Nj entdo [gi(x;) — g(x5)l < 3

Assim, se
N =max{N;;j=1,---,N} €N,

da desigualdade acima, teremos
i,k >N, implicard [gi(x;) — ge(x;)l < g, paratodo je{l,---,N}L (3.74)

Logo se x € K teremos que x € B(x;,, ), para algum j, € {1,---, N}, assim segue que

(3.70))
d(x,x;,) <& e, por (3.70), segue |gi(x)— gi(xj, )| = |fn,(x) — fr; (x5, <
o

fr (X)) fny(x5,)

;:;’ VieN. (3.75)
Portanto se i,k > N teremos

gi(xj)] + [gr(xi,) — gi(xi,)Il
g (Xio )| + |9k (xis) — gi(x)]

lgi(x) — gr(x)| = l[gi(x) — gu(x)] + [gi(x;

o) -
< gilx) — gilxj, ) + lgi(x5,) —

d(x.xj°)<5 e (3,75) k>N e (3.74) d(x,xjo)<8 e (3.75) .
€ £ £
< 3 < 3 < 3
£ £
= = + + 5 = E)

333
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ou seja, a sequéncia (gn), ¢y serd uniformemente de Cauchy em K.

Logo do Teorema (3.2.1) (na verdade do item 2. da Observagdo (3.2.2)) segue que a sequéncia
(9n)nen serd uniformemente convergente em K, ou seja, existe uma subsequéncia (fn, Jn, en da sequéncia
de fungGes (fn)nen que converge uniformemente em K, completando a demonstragio do item 2. e por-

tanto do resultado.
a

3.4 O teorema de Stone-Weierstrass

O Teorema de Stone-Weierstrass nos diz que o conjunto formado pelos polindémios com coefici-
entes complexos é denso nas fungdes continuas definidas em um intervalo fechado e limitado a valores
complexos, com a métrica da convergéncia uniforme, mais especificamente:

Teorema 3.4.1 Seja f € C([a,b];C).
Entdo eziste uma sequéncia (pn)nen formada por polinémios (com coeficientes complezos)
de modo que
pn—5f, em [a,bl.

Se f € C{[a,bl;R) entdo a sequéncia (pnlnen pode ser escolhida com coeficientes reais.

Demonstragao:
Comegaremos mostrando as seguintes afirmagées:

1. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que
[a,b] =[0,1].
De fato, suponhamos que para g € C({0,1};C) exista uma sequéncia (qn)}nen formada por po-
lindmios (com coeficientes complexos) de modo que

qni)g, em [0,1].

Se f € C([a, b];C) consideremos a fungdo g: [0,1] — C dada por:

g(x) = fla+x(b—a)l, xe€[0,1]. (3.76)
Com isto teremos que g € C([0,1];C), logo existird uma sequéncia (qn)nen formada por po-
lindmios (com coeficientes complexos) de modo que

gn — g, em [0,1].

Para cada n € N, considerando-se a fungdo pn : [a,b] — C dada por

X —

Pn(x)iqn (b_2>) XE [a)b])

segue que a fungéo p, serd uma fungdo polinomial definida em [a, b].

Com isto teremos que

P =an (572 ) "o (35 ) Lt [+ (325) -0 =0, xetan,

ou seja,

pn—f, em [a,b],

mostrando que a afirmagdo 1. é verdadeira.
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2. Também podemos supor, sem perda de generalidade, que

f(0) =f(1) =0.

De fato, suponhamos que para g € C([0, 1};C) satisfazendo
g9(0) = g(1) =0,

exista uma sequéncia (qn)nen formada por polindmios (com coeficientes complexos) de modo
que
Gn— g, em [0,1].

Dada f € C([0,1];C), se considerarmos a fungdo g: [0, 1] — C dada por
g(x) = f(x) — f(0) —x[f(1) = £(0)], x€[0,1],
segue que g € C([0,1];C) e além disso
(0) —£(0) — 0.[f(1) — £(0)] = 0,
—£(0) — 1.[f(1) — f(0)] = 0.

Notemos que, neste caso, teremos:

f(x) = g(x) + f(0) +x[f(1) — £(0)], x € (0,1]. (3.77)

Logo se existir uma sequéncia (qn)nen formada por polinémios (com coeficientes complexos) de
modo que
qn =g, em [0,1],

para cada n € N, considerando-se a fungéo pn : [0,1} — C (que serd uma fungio polinomial)
dada por
pr(x) = gnlx) +F(0) + x[f(1) = f(0)], x € (0,1],

teremos »
Pr(x) = qn(x) + £(0) + x[f(1) — £(0)] "7 g(x) + F(0) + x[f(1) — f(0)] "= f(x), x € [0,1],

ou seja,
Pn o f, em [0,1],

mostrando que a afirmacdo 2. é verdadeira.

Resumindo as duas afirmagdes acima: sem perda de generalidade, podemos supor que f € C([0, 1];C)

satisfaz

Com isto, podemos estender a fungdo f, continuamente, a reta toda, do seguinte modo (indicaremos

a extensdo da mesma também por f):

.{ﬁﬂ, x € [0,1]
f{x) =
0, x€l0,1]¢=(—00,0)U(1,00)

Com isto a fungdo f serd uniformemente continua em R.
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Para cada . € N consideremos a fungdo gy : [-1,1] — R dada por

qn = Cn“ _x2)n’ X € [—]a”a

onde ¢, € (0,00) € tal que
r] gn(x)dx = 1. (3.78)
Notemos também que para x € [O, ﬁ] , pelo Binémio de Newton temos:
2yn Bin. Newton = (n n—k(__.2\k . n! k. 2k
(1—x2) = g<k>] (—x2) =ém(—1)x
=1—nx?+ iz (n—_%m(—l)kxz" > 1 —nx2. (3.79)
= % _

Por outro lado, observemos que, para cada n € N, teremos:
A 1 — 1
VAT 1 \/‘ES] T (3.79) T
(1=x%)Z & par ZJ (1—=xH)"dx > ZJ\/—U—XZ)“dx > ZJW(1—nx2)dx
0 0

1
J (1 —xH)™dx =
-1 S—_——
>0
X3\ x=-k 1 n 4 1
=2{x—m= )| " =2 —~ =—>— .
(x n3)|x_0 1733 R T (3.80)
=1
3nZ
o que implicard em
1
Cni~]——————<ﬁ, neN.
J (1 —x*)"™dx
-1
Se0<d<le
F<xl<1 = &< = 1-xI<1-8<(1-8)
assim, se
2 2
S<XI<T = 0<qn(x) = cn (I =x)" < /N (1 -5)™ (3.81)
<ym <1-82
Mas
2\n 1 2\n S 2yn\ ™ nopo
V(1 — 8™ =n3(1 —52) =(n2n(1—6)> 20, (3.82)
pois
nmm =em B2 o (18" "0 (pois 0 < 6 < 1).

Logo, de (3.82) e (3.81), segue que
gn(x) "0 para 5<|x/<1.
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Para cada n € N, considermos a fungio py, : [0;1] — C dada por

1
pn(x)ﬁj flx+ )qn(t) dt, x € [0, 11.
—1

Como, para cada n € N, as fungdes f e g, sdo fungbes continuas em [—1, 1] segue que a fungéo p,
estd bem definida.

Notemos que para cada x € [0, 1], como f =0 em {—o0,0] U [1, 00), segue que para

te[-1,—x] = t+xex—1,01C (—00,0}] = f{x+1t)=0 (3.83)
tell—x,1] = t+xe[1,1+x C{1,00) = f(x+1)=0. (3.84)

Logo

1

Pa(x) = L fx + £)qn(t) dt
1

f(x +t)gn(t) dt + J f{x + t)gn(t) dt

1—x

1—x

J—x £(x + ) qn(t) dt+J

-1 —X
/ ~ v/
N\

.83 .
(3.83) (3234)0

u=x+t = du=dt
t=—x = u=0

1—x t=1—x =2 u=1 !
J F(x + t)qn(t) dt - L f(w)qn (1 = x) du.

Observemos que, para cada n € N, o lado direito da igualdade acima é um polinémio na varidvel
X, ou seja, a sequéncia de funcdes (pn)nen é uma sequéncia de fungbes polinomiais (que serdo reais se
a fungéo f for real).

Dado ¢ > 0, como a fun¢io f é uniformemente continua, existe 6 = 5(¢) > 0 tal que se
ly—x <& teremos |f(y)—f(x) < % (3.85)

Seja

M = sup [f(x)| (=suplf(x)]). (3.86)
x€[0,1] x€R
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Com isto teremos, para cada x € [0,1] e n € N, que:

rl 1
Pad) = F0l = | [ F0x + D)qa(t) dt — (x) j gu(t) dt
J-1 -1
(3.78),
-1 R
[ e+ 1) — ) |j fx+ 1) — £l gu(t) dt
- eyl

-5
= | o 0 = ) ante )dt+J [fx+t) ZfOl - anlt)at
—1 S— ~d S

029 1 P27 pois [(x+t)—x|=lti<5
rl

+ | [f(x+1t) — f(x) qn(t) dt
J \-——‘,———-/
8 (3.86)

<

-5 1 e [
<2M J gn(t) dt +J qn(t) dt) + 3 J—s gn(t) dt
( )
( )+

(32 ) (1-82)n (32‘)\/_1 §2)n
VAl < VAl <11, ant0 220
[ £ £
<2M [2vR(1 = 8] 8 _+= < 4MyR(1 - 8" + 2
< 2M (2vn( )", : +5 < 4MVn 3
<
de (3.82), existe N € N tal que se n > N segue que g £
< z + z =g,

mostrando que
pnof em [0,1],

completando a demonstragéo do resultado.
Como consequéncia temos o
Coroldrio 3.4.1 Para cada a > 0 fizado, consideremos a fungdo f:[{—a,a] = R dada por
f(x) =|x|, x€[—a,aqal.
Entdo existe uma sequéncia de fungdes polinomiais (pn)nen tal que

pn(o) =0

pn—f em [—a,al

Demonstragao:
Como f € C([—a,al;R) segue do Teorema de Stone-Weierstrass que existe uma sequéncia de
fungdes polinomiais (p})nen tal que

prof em [—a,al. (3.87)
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Em particular, teremos
pr(0) "= £(0) = 0. (3.88)

Para cada n € N, consideremos a fungdo p, : R — R dada por
pnlx) =pr(x) —pn(0), x€R.

De (3.87) e (3.88) segue que

Pn= ph —pL(0) = f em [—a,q]
S~
X -0

Pn(0) = p1(0) = pr(0) =0,

completando a demonstracio do resultado.

Temos a

Definigao 3.4.1 Seja E C R.
Diremos que A C F(E;C) ={f; f:E — C € fungdo } é uma dlgebra em F(E;C) se:

(i) se f,g € A entdo f+ g€ A;
(ii) se f,g € A entdo f.g€ A;
(wi) seceC e fe A entdo cf € A
Se as fungdes consideradas forem a valores reais no item (iit) consideraremos apenas c € R.

Na situagdo acima, podemos introduszir a:

Definicao 3.4.2 Diremos que uma dlgebra A C F(E;C) é uniformemente fechada se dada uma
sequéncia (fn)nen em A tal que fn 5 f em E implicar f € A.

Observagdo 3.4.1 O conjunto B formado por todas as fungbes de F(E;C) que sdo limites uni-
formes de sequéncias de fungdes (fn)nen de A serd dito fecho uniforme de A, e serd indicado
por A.

Como exemplo temos o
Exemplo 3.4.1 Sejam E=[a,b] CR e
A={p;p:la,b] = C € fungdo polinomial}.

Entdo A é uma dlgebra em C([a,b];R) (deizaremos como exercicio para o leitor a verificagdo
deste fato) e o Teorema de Stone-Weierstrass garante que

A = C(la,b;R).

Para o préximo resultado precisaremos do seguinte exercicio (cuja resolugéo serd deixada par o
leitor):
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Exercicio 3.4.1 Sejam ECR e
A={f;f:E—> C € fungdo limitada)}.
Mostre que A é uma dlgebra em F(E;C).
Com isto temos o
Teorema 3.4.2 Consideremos € e A como no Ezercicio acima e consideremos
B=A.
Entdo B é uma dlgebra uniformente fechada.

Demonstragao:
Mostremos que B é uma 4dlgebra.
Para isto:

1. se f,g € B segue que existem sequéncias (f;)nen € (gn)nen em A tais que

faof e gn—og. (3.89)

Como A é uma &lgebra e, para cada n € N, fy, gn € A entéo f + gn € A.

Além disso, de (3.89), segue que
funtgn > f+g,

ou seja, f+ g € B.

2. De modo semelhante, se c € C, f € B segue que existe sequéncia (fn)neny em A tal que

U

fr S F. (3.90)

Como A é uma 4lgebra e, para cadan € N, cf, € A entdo cf, € A.

Além disso, de (3.90), segue que
cfn = cf,

ou seja, cf € B
3. se f, g € B segue que existem sequéncias (fn)nen € (gn)nen em A tais que

fnof e gnog. (3.91)

Como A é uma 4lgebra e, para cada n € N, fn, gn € A entdo fy.gn € A.
Além disso, de (3.91), segue que
fn.gn — f.g.

De fato, pois, para cada n € N teremos

fn(x)gn(x) — f(x)g(x)}| = [[fn(x)gn(x) — f(x).g(x)] + {frn(x)g(x) — fn(x).g(x)l
< [Fa(x)[gn(x) = g(x)] + [fa(x) — f(x)1g(x)]
< O Hgn(x) — g3 + Ifn(x) — f(x)] Ig( N—0
N
<N 5M

quando n — oo, para todo x € E,
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J )
"n.g'n —) '.g,

ou ainda, f.g € B,

mostrando que B é uma 4lgebra.
Assim, por construgdo, B é uma algebra uniformente fechada.

Nosso objetivo, no que segue, é estender o Teorema de Stone-Weierstrass.
Para isto precisaremos introduzir alguns conceitos, entre eles, a:

Definigao 3.4.3 Sejam ECR, A=R ou A=C e F(E;A) ={f; f:E — A € fungdo}.
Diremos que A C F(E;A) é uma familia que separa pontos de E se para cada x1,x2 € E
com

x1 #x2 existe feA, tal que f(x1)# f(x2).

Por outro lado, diremos que a familia A néo se anula em nenhum ponto de E se para
cada x, € E,

eziste g€ A, tal que g(xo) #O0.
Como exemplo destes dois tipos de familias temos o:

Exemplo 3.4.2 Seja A={p;p:R — R € fungdo polinomial} C F(E;A).
Entdo A é uma dlgebra que separa pontos e ndo se anula em nenhum ponto de R.

Resolugao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que A é uma &lgebra em F(E;A).

Notemos que se x1,x; € R e x; # x; entdo considerando-se a fungdo polinomial p: R — R (ou
seja, p € A) dada por

segue que
p(x1) =x1 # x2 = plx2),
mostrando que 4 é uma dlgebra em F(E;A) que separa pontos de R.
Notemos que para x, € R, considerando-se a fungio polinomial q : R — R (ou seja, q € A) dada
por
qt)=1, teR,

segue que
q{xe) =1#0,

ou seja, a algebra .4 € uma édlgebra em F(E; A) que ndo se anula em nenhum ponto de R.

Exemplo 3.4.3 Seja
A={p;p:R >R € fungdo polinomial par} C F(R;R)

(ou seja, se p € A deveremos ter p(—t) =p(t), t e R).
Entdo A é uma dlgebra em F(R;R) e que nado separa pontos de R que ndo se anula em
nenhum ponto de R.
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Resolugao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que A é uma élgebra em F(R;R).

Notemos que se x; € R com x; # 0 teremos que x; # x; = —x; e para todo p € A4, como a fungdo
P ¢ uma fungéo par segue que

é fi 40 pa
plxz) =p(—x1) P T E P p(x)

)

mostrando que a 4lgebra A nao em F(R;R) separa pontos de R.
Notemos que para x, € R, considerando-se a fungdo polinomial q : R — R dada por

qt)=1, teR,

segueque g € Ae
q(xe) =1#0,
ou seja, a dlgebra A em F(R;R) que ndo se anula em nenhum ponto de R.

Observagao 3.4.2 Notemos que se
A={p;p:R - R € fungdo polinomial fmpar}

(ou seja, se p € A deveremos ter p(—t) = —p(t), t € R entdo A € ndo é uma dlgebra em F(R;R)
(pois produto de duas fungdes impares é uma fungdo par).

Com isto temos o:

Proposigaoc 3.4.1 Sejam EC R, A=R ou A =C e A uma dlgebra em F(E;A) que separa pontos
e ndo se anula em nenhum ponto de E.
Consideremos x1,x; € E tais que x1 #x3 e ¢1,¢3 € A.
Entao existe f € A tal que
f(x1) = Cj e f(Xz) = C3. (3.92)

Demonstragao:
Como x1 # x3 e a dlgebra A em F(E;A) que separa pontos e nio se anula em nenhum ponto de
E, segue que existem g, h,k € A tais que

g(x1) # g(x2), h{x1) #0 e k(xz) #0. (3.93)

Consideremos as fungdes 1,v: E — A dadas por
u(x) = g(x)k(x) — g(x1)k(x], (3.94)
v(x) = g(x)h(x) — g(xz)h(x), x€E. (3.95)

Como A é uma algebra em F(E;A) e g,h,k € A teremos que u,v € A.
Notemos que

u(x1) = glxi)k(x1) — g(x1)k(x1) =0, (3.96)

u(x2) = g(x2)k(x2) — g(x1)k(x2) = lg(x2) — g(x1)] k(x2) # 0, (3.97)
(3;3)0 {3.93)

v(x2) = g(x2)h(x2) — g(x2)h(x2) =0, (3.98)

v(x1) = g(x1)h{x1) — g(x2)h{x1) = [g(x1) — g(x2)] h(x1) # 0. (3.99)

(3.93) (3.93}
# 0
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Para finalizar, consideremos a funcdo f: E — A dada por

f(x) = v(x) + uf{x), xe€kE. 3.100
CDAAET S (3100)
N~~~ S——’
(3.99) (3.97)
0 # 0

Como A é uma 4lgebra em F(E;A) e u,v € A teremos que f € A e, além disso,

(3.96)

flx1) = S vla) + s W) =
f0a) = = via) +—2=uba) = o,

<

(x1) =~ u(xz)
(3£8)0

completando a demonstragdo do resultado.

Podemos agora enuciar e demonstrar o Teorema de Stone, a saber:

Teorema 3.4.3 Sejam K C R conjunto compacto de R e A C C(K;R) uma digebra em F(K;R)
que separa pontos e ndo se anula em nenhum ponto de K.
Entdo
A = C(K;R). (3.101)

Demonstragao:

Notemos que, como A é uma 4dlgebra em F(E;A), se f € A teremos que |f| € A.

De fato, como K é um subconjunto compacto de R e a fungdo f é continua em K segue que ela serd
uma fungdo limitada em K, ou seja, existe

a = sup [f(x)|.
x€K
Dado ¢ > 0, do Coroldrio (3.4.1), segue que existem c;,---,cn € R tais que (para cada n € N,
n

Pn = Pnly) é um polindmio tal que p,(0) = 0, para todo n € N, ou seja, pnly) = Z ciy', y € R,
i=1

para alguns ci,--- ,cn € R):
n
D> cyi~hli<e yel-aal (3.102)

i=1

Definamos g : R — R dada por
n .
gly) =) cfi(y), yeR.
i=1

Como A é uma 4lgebra em F(E; A) que contém a élgebra A e f € A, segue que g € A.
Mas

n ; (3.102)
lg(x) — [f(x)ll = i=Zlci fx) e 1T <e xeK,

=yi€l-a,a] =y€l—a,d]

Como A é uniformemente fechada e g € A, segue que |f| € A, como afirmamos.
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Afirmamos também que se f, g € A entdo as fungdes h,s: K — R dadas por
h(x) = max{f(x),g(x)} e s(x)=min{f(x},g(x)}, x€K

satisfazem h,s € A.
De fato, pois, para cada x € K temos que:

(i) se
max{f(x), g(x)} = f(x)

entdo
min{f(x}, g(x)} = g(x)

f(x) w; g(x) + f(x) ; g(x)l 2900 f(x) 42- g9(x) + f(x) ; 9(x) _ f(x) = max{f(x), g(x)}
e

f(x) 45 glx)  If(x) ; 9(x)l 290 f(x) w; glx)  f(x) ; g(x) _ o(x) = min{f(x), g(x)}
ou seja,

() +9(x) | If(x) — g(x)|

h(x) = max{f(x), g(x)} = -

2 p) ’
s(x) = min{f(x), g(x)} = 22 * g(x) _ If(x) = 90

(ii) de modo semelhante, se
max{f(x), g(x)} = g(x)

entdo
min{f(x), g(x)} = f(x)
f) +9(x) | IF(x) = gl etazta Fx) +9(x) _ f(x)
2 2 h 2

o

fx)+9(x) _ If(x) = g(x)l 902600 f(x) + 9(x) _ f(x) —g(x) _

2 2 7 7
ou seja,
h(x) = max{f(x), g(x)} = f(x) '+2' g(x) n If(x) ‘2- g(x)l)
s(x) = minff(x), gx)} = 1 ; g(x) _ If(x) - g(x)I
Portanto, se x € K teremos
€A 6114
h(x) = max{f(x), g(x)} = f(x) “2' g(x) + [f{x) ‘; Q(X)|)
5(x) = min{f(x), g(x)} = ) '; g(x) _If(x) = 90x)l
€4 P
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mostrando, em particular, que h,s € 4, com afirmamos acima.
Afirmamos também que, se f € C(K;R) e x, € K, dado € > 0, existe g, € A tal que

Oxo (X0) = f(x0) € f(t) —e< gy (t), tekK (3.103)

De fato, notemos que, como K é um subconjunto compacto de R segue que a algebra .4 é uma
dlgebra de fungbes limitadas, logo do Teorema (3.4.2), segue que A serd uma algebra (que serd unifor-
memente fechada) que contém a dlgebra A, que separa pontos e que nio se anula em nenhum ponto
de K, segue que a algebra 4 também terd essas propriedades.

Logo para cada y € K, y # x,, da Proposicdo (3.4.1) (tomando-se x) = x,, x2 =y, ¢1 = f(x,) €
c2 = f(y)), segue que existe hy € A tal que

hy(xo) =f(xo) e hy(y) = f(y). (3.104)
Como as fungbes hy, f sdo continuas em K e hy(y) = f(y), existe 5, >0 de modoquesete€Ke
€
ly—tl <&, segueque [hy(t)—Ff(y)l< s,
€

If(t) — fly)l <

assim, se t € K e [y —t| < 6, teremos

€
[hy () — F(£)] = Ihy (t) — F(Y)] + [Fly) = FOI1 < [hy () = FY)[+ [fy) — O] < 5 + 5 =,
<3 <%
& —e < hy(t) —f(t) <g,
em particular, se Jy = (y — &,y + &) N K teremos
flt) —e <hylt), te]y. (3.105)
Deste modo teremos K C U Jy e como K é um conjunto compacto em R (e J, sdo subconjuntos
yek

abertos de R), segue que existem yi,--- ,yn, € K tal que

No
K<y
i=1
Para cada x, € K definamos a fungio gx, : K — R dada por
Ox, (t) = max{hy, (t), - ,hy, (1)}, teK

Como, para cada i € {1,---,N,} temos hy, € A segue que gy, € A.
Notemos que se t € K segue que existe i, € {1, -, No} tal que

(3.105)

te i, = hy, (t) > f(t) —e. (3.106)
Assim teremos
Oxo (X0) = max{ hy, (xo) , - s Nyng (%0)} = f(xo), (3.107)
3 14(x0) 3-19%¢xo)
(3.108)

Oxo (1) = max{hy, (1), - hy, (1) 2 hi (1) > f(t) —¢, (3.108)
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completando a prova da afirmagéo.
Como, para cada x, € K, temos f, g, € C(X;R), segue que existe dx, > 0 tal que se t € K sdo tais
que

€
It —xol < 8%, segue que |9y, (t) — gx, (Xo)l < 7 ¢© (3.109)
€
[f(xo) — f(t)] < 3 (3.110)
assim se t € K e satisfaz
B 1,
———
It — %ol < 8x, teremos gy, (t) — f(t)] = llgxe (t) — gxo(xo)] + [ gxo (x0) —F(t)]]
£ €
< lgxo (t) - gxo(xo)J"f'if(xo) - f(t)ll < '2‘ + '2’ =E,
(3.1<O9)% [3.1<10)%
= —e < ge () —f(t) <,
em particular, segue que se t € K satisfaz
t —xo| < 8x,, teremos: f(t) —e < gy, (t) < f(t) +e. (3.111)
Mas K C U B{x; 64), como K é um subconjunto compacto de R, segue que existem x, -+ ,xn, € K
x€K
tal que
N
K < (JB(xi; 8x)- (3.112)
i=1
Consideremos a fungdo h; K — R dada por
h(x) = min{gx, (x)," -, gxy, (x)}, x€K.
Como gy, € A, parai=1,--- N, segue que h € A.
Além disso, para t € K, teremos
. Existe i; € {1,.-- N} tal que (3.103)
h(t) = min{gy, (£), 5 Gen, (1} 0 ST gy, () > ()~
‘ (3.112)=1€B(xi,,0i,) para alum i, €{1,-,} (3.111)
h(t) = mln{gxl (t)) Ty gXN, (t)} < gXio (t) < f(t) + €,
ou seja
h(x) —f(t)] < &, paratodo t €K,
completando a demonstragio do resultado.
O

Observagao 3.4.3

1. O Teorema de Stone s6 é valido para dlgebras contidas nas fungdes continuas definidas
em compactos a valores reais, isto €, o Teorema de Stone nao é valido para dlgebras
contidas nas fungbes continuas a valores complezos (ver Ezercicio 21 pdgina 169).



98 CAPITULO 3. SEQUENCIA E SERIES DE FUNCOES

2. O Teorema de Stone serd vdlido para dlgebras contidas nas fungées continuas em com-
pactos a valores complezos se acrescentarmos a hipdtese da dlgebra A ser auto-adjunta,
isto é, se

fe A, implicar fe A,

onde se f: K — C entdo definimos a fungdo f: K — C como sendo

f{x) =f(x), xe€kK,

sendo que Z denota o conjugado do numero complezo z.

Mazis precisamente, temos o:

Corolério 3.4.2 Sejam K C R conjunto compacto de R e A C C(K;C) uma dlgebra auto-adjunta
em K gque separa pontos e ndo se anula em nenhum ponto de K.
Bntdo

A = C(K;C). (3.113)

Demonstragao:
Consideremos

Agr = {f € A; f é uma fungio a valores reais}.

Notemos que Ar é uma 4lgebra real (deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o
leitor).
Notemos que se f € A entdo podemos escrever

f(x) = ulx) +iv(x), x €K,

onde u,v: K — R sdo fungdes a valores reais.
Neste caso teremos _
we FEf
7
Como A é uma algebra auto-adjunta em K segue que, f € A e assim (3.114) implicard que u € Ag.
Notemos também que se x;,x; € K sdo tais que x # x; entdo, como a dlgebra A separa pontos de
K, segue, da Proposigdo (3.4.1), que existe f € A tal que

(3.114)

f(xl) =1 e f(X2) =0.

Isto implicard que
u(xi)=1 e ux)=0,

ou seja, a dlgebra Ag separa pontos de K.
Por outro lado, se x, € K, como a &lgebra A ndo se anula em nenhum ponto de K, segue, da
Proposigdo (3.4.1), que existe g € A tal que

g(xo) # 0.

Seja A = g(xo).
Neste caso teremos que
Ag(xo) =1g(xo) I > 0.
S~
#0
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Consideremos a fungédo f : K — C dada por
f(x) =Ag(x), x€K
e sejam u,v: K — R as fungbes a valores reais tais que
f=u+iw

Neste caso teremos
u(xe) = fJﬁ{[f(xo)] =R 7\9(Xo) =1 Q(Xo)' >0,
\N——/ w—/

=19(xo)! #0
r

ou seja, a algebra Ag néo se anula em nenhum ponto de K.

Logo do Teorema de Stone (isto é, Teorema (3.4.3)) segue que Ag = C(K;R).

Por fim, notemos temos que se f € C(K;C) segue que f = u+ iv, onde u,v € C(K;R) = Ag, ou
seja, C(K;C) = A, completando a demonstragio.

‘ O

Para finalizar temos o
Coroldrio 3.4.3 Toda fungdo continua e 27m-periddica a valores reais pode ser uniformemente
aprozimada por um polindmio trigonométrico em R, isto €, por uma fungdo g: R — R do tipo

N
g(t) = Z [Acos(nt) + Bsen(nt)], teR.
n=0
Demonstragao:
Denotemos por

Con(R;R) = {f; f é uma fungio continua e 2n-periédica a valore reias definidas R}.

Consideremos

N
A= {g; g{t) = Z [a, cos(nt) + by sen(nt)], an,bn € R,n=0,---,N, te ]R} .
n=0
Pode-se mostrar que .4 € uma &lgebra que separa pontos e que ndo se anula em nenhum ponto de
[—m,m] (a verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor).
Logo, do Teorema de Stone segue que A = C,(R;R), como queriamos demonstrar.
[

Observagao 3.4.4 O resultado acima permanece vdlido se considerarmos fungdes continuas e
2m-periédicas a valores complezos, mais precisamente, se denotarmos por

Con(R;C) ={f; f € uma fungdo continua e 2m-periddicaa valores complezos definida em R}.

N

A= {g, g(t) = Z Cneint) cn€lCn=0,- - ,N,tGR},
n=-N

pode-se mostrar que A € uma dlgebra, auto-adjunta, que separa pontos e mdo se anula em

nenhum ponto de [—m, 7] (a verificagdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor) e

assim, do Coroldrio (3.4.2) seque que A = Cy:(R;C), como querfamos demonstrar.

3.5 Exercicios
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Capitulo 4

Séries de Poténcias e de Fourier

Comegaremos este capftulo trantando das séries de poténcias e mais adiante trataremos das séries de
Fourier.

4.1 Séries de poténcias

Sejam A C R um aberto de Re f: A C R — R uma fungdo.
Nesta segio consideraremos fungdes f, como acima, que podem ser representadas por uma série de
funcdes, denominada série de poténcias, do tipo

f_ cnXx", x€(-5,9) (4.1)
=0

ou mais geralmente
[oo]
Y cenlx—a)", x€(a—8a+3) (4.2)
n=0

denominada série de poténcias centrada em x = a.

Observagao 4.1.1

1. Se a fungdo f tém a propriedade que em cada ponto a € A eziste 64 > 0 tal que a série de
poténcias (4.2) converge para a fungdo f no intervalo (a — 6y,a + 84) C A diremos que a
fungdo f é uma fungao analitica em A.

2. Se eziste R € (0,00] tal que a série de fungdes (4.1) converge em (—R,R) para a fungdo f,
diremos que o fung¢do f possui uma expansao em série de poténcias em torno de x = 0.

3. De modo semelhante, se eziste R € (0,00] tal que a série de fungbes (4.2) converge em
(a—R,a+R) para a fungdo f, diremos que a fungdo f possui uma expansao em série de
poténcias em torno de x = a.

4. Nosso estudo comegard considerando-se a = 0, ou seja, estudando a série de poténcias
(4.1).
Depotis trataremos a série de poténcias (4{.2) que, como veremos, serd um caso particular
da série de poténcias (4.1).

Com isto temos o

101
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Proposigao 4.1.1 Sejam x,,x1 # 0.

Entado,
o0 o0
1. se a série numérica Z enXg for convergente entdo a série de fungdes Z cnX" serd abso-
n=0 n=0
lutamente pontualmente convergente para x € (—|x,l, [Xol).
(o o] o0
2. se a série numérica Z cnX)" for divergente entdo a série de fungdes Z cnx™ serd diver-
n=0 n=0
gente para x € (—oo — Ix7|) U (|x1], 00).
Demonstragao:
De 1.
o0
Sabemos que a série numérica Z cnXg € convergente e x, # O logo, do Cirtério da DivergEncia
n=0

para séries numéricas, segue que

. no_
lim cpxgy =0.
n-00

Assim a seqiiéncia numérica (cnxy),cy € limitada, ou seja existe M € R tal que
|Cnx2| <M,

para todon € N,
Se x € (—|xol, IXol), Ou seja, Ix] < |xo|, teremos

X070
lenx™ b |Cnx2| n
X
o

X

para todon € N, onde r = < 1, pois x| < |xol.

Xo

Como 0 < r < 1 segue que a série numérica Z Mr" = MZr“ é convergente (pois é uma série
n=0 n=0
geométrica de razdo r, que é menor do que 1).

Logo, do Critério da Comparagao para séries numérica (cujos termos sdo ndo-negativos), segue que
[e o)

para cada x € (—[xol, [Xo|)} a série numeérica Z lcnx™| serd convergente, portanto a série de poténcias

n=0
o
Z cnx™ serd absolutamente convergente para x € (—|xol, [Xol)-
n=0
De 2.;
o0
Sabemos que a série numérica Z cnx7 € divergente.
n=0
o0
Suponhamos, por absurdo, que para algum x; € (—oo — |x1{) U (|x1], 00), a série numérica Z CnXy
n=0
seja convergente.
o0
Entdo do item 1. seguird que a série numérica Z cnX" serd convergente x € (—|xal,[x2l), 0 que é
n=0

o0

um absurdo, pois x; pertence a esse intervalo (pois |x2| > [x1]) mas a série Z cnxy € divergente.
n=0
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oo
Portanto a série de poténcias Z cax™ serd divergente para x € (—oo — Ix1) U (Ix1], 00). g

n=0
A seguir consideraremos alguns exemplos, a saber:

X n
. . x . L. .
Exemplo 4.1.1 A série de poténcias E o é convergente em X, = 1, pois a série numérica
n=0
= 1
E o é convergente.
n=0

© .n
Logo da Proposigdo (4.1.1) item 1., seque que a série de poténcias Z % serd absolutamente

n=0
convergente para x| < |xo| =1 (veja figura abaizo).

converge em x = 1

/

-1 [ 1

convergird se |x| < 1

o0
Exemplo 4.1.2 A série de poténcias Z(—])“XZ“ é convergente para x € {—1,1), pois para

n=0
o0

0<x, <1, a série numérica Z(—])"xﬁ“ serd convergente.
n=0

De fato,
n, 2 2 .
(=)™ < x5 =7 <1
o0
e a série numérica Z_r“ é convergente, pois € uma série geométrica de razdo r menor que 1.

n=0
Logo, do Teorema da Comparagdo para séries numérica (cujos termos sGo ndo-negativos)
[o o]

seque que a série numérica Z(—U“xﬁ“ € convergente.
n=0
>0
Assim, da Proposigdo (4.1.1) item 1., seque que a série de poténcias Z(—U“XZ“ serd ab-

n=0
solutamente convergente para x € (—xo,%o) para todo x, € (0,1), isto & serd absolutamente

convergente para x € (—1,1).

convergird se fx| < 1
co

Por outro lado a série de poténcias Z(—l I 6 divergente em xy = 1 (pois a série numérica

n=0
0o

Z(——] )" € divergente).

n=0
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2

(s,
Logo, da Proposigdo (4.1.1) item 2., segue que a a série de poténcias Z(-—l )"x" ¢ divergente
n=0
para x € (—oo,—1}U (1,00) (veja figura abaizo).

Além disso € fdcil de ver (serd deizado como ezercicio para o leitor) que a série de poténcias

o0
Z(—])“xzn é divergente em x; = —1.
n=0
diverge em x = 1
AN - O
N—— N——
divergird se |x| > 1
Com isto temos a seguinte situagdo:
converge para [x) < 1
————
-1 [ 1
\W_/\ N——
diverge para |x| >
Em geral temos a seguinte situagéo:
oo
Teorema 4.1.1 Dada a série de poténcias Z cnx™ uma, e somente uma, das situagdes abairo
n=0
ocorre:

1. a série de poténcias s6é converge em x =0,
2. a série de poténcias converge absolutamente em toda a reta R;

3. eziste R > 0 tal que a série de poténcias é absolutamente convergente para x € (—R,R) e
divergente para x € (—oo,—R) U (R, 00).

Demonstracgao:
Se o item 1. ocorrer, 2. e 3. ndo ocorrerao.

o0
Vamos super que o item 1. ndo ocorre, ou seja existe x, # 0 tal que a série numérica Z CnXg S€ja
n=0
convergente.
(o]
Logo do item 1. da Proposigdo (4.1.1), segue que a série de poténcias Z_ cnx™ convergird absolu-
n=0
tamente para x € (—|xol, [xo) = (—1,7), onde r = |xo| > 0.
Seja S o conjunto formado por todos os v > O que tém a propriedade acima, isto €, a série de
o0

poténcias Z cnx™ converge absolutamente para x € (—r,1).

n=0
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O conjunto S é ndo vazio (pois T = [xo| > 0 estd em S).

Se S nfo for limitado entdo o item 2. ocorrerd, ou seja, a série de poténcias convergird em toda a
reta R.

Se S for limitado afirmamos que o item 3. ocorrera.

De fato, se S é limitado, como ele é ndo vazio, entdo existe 0 < R =sup§S.

Afirmamos que R satisfaz o item 3.

De fato, sejar € S tal que 0 < r < R e x, € R tal que [xo| < T.

o0

Como r € S e |xo] < T temos que a série numeérica Z cnXg converge, logo, da Proposigdo (4.1.1)

n=0
oo
item 1., a série de poténcias Z cnx™ converge absolutamente para x € (—r,71).
n=0

o0
Se |x;] > R afirmamos que a série numeérica Z cnxy é divergente.

n=0

(o o]
De fato, suponhamos, por absurdo, que a série numérica Z caX] é convergente.
n=0
x
Entdo, pela Proposigdo (4.1.1) item 1., a série de poténcias Z cnx™ serd convergente para x €
n=0

(=Ix1], Ix11), ou seja, |x1] € S, 0 que € um absurdo pois terfamos |x;| > R =supS$S e |x;] € S.
[» o]
Portanto a série de poténcia Z cnx™ diverge para x € (—oo, —R)U(R, 0o}, mostrando que R satisfaz

=0
2., completando a demonstragéc? do resultado.
O

Observacao 4.1.2
1. O Teorema acima nos diz que uma, e somente uma, das possibilidades abaizo, para uma
oC

série de poténcias _;_ cnX™, ocorrerd:
n=0

(i) R=0:

36 converge em x = 0

/

0

(i) R = oo0:

converge emn toda a reta R

0

(#) 0 <R < oo:

converge se |x} < R

e e,

NAAAAAAARD— A
—R 0 R

—— N —

diverge se |x| > R
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Neste ultimo caso, poderd ocorrer todo tipo de situagdo em relagdo a convergéncia da
série de poténcias nos pontos x = —R e x = R como veremos em ezemplos a seguir.

2. O 0 < R < oo obtido nos itens 2. e 3. do Teorema acima terd uma importdncia muito
grande no estudo das séries de poténcias, como veremos.

Assim teremos a sequinte defini¢do:

o0
Definicao 4.1.1 Definiremos raio de convergéncia da série de poténcias Z cax™ como sendo

n=0

R € [0,00] obtido no Teorema acima.
oo}

O conjunto formado por todos os x € R onde a série de poténcias Z_cnx“ converge serd

n=0
o0

dito intervalo de convergéncia da série de poténcias Z cnx™.

n=0

Observagao 4.1.3

1. Segue do Teorema acima que toda série de poténcias tem um (unico) raio de convergéncia
e portanto um (dnico) intervalo de convergéncia.

2. O raio de convergéncia de uma série de poténcias pode ser O, isto €, podemos ter R =0.

Neste caso o intervalo de convergéncia da série de poténcias serd I = {0} (o conjunto

formado por um ponto, que na verdade ndo é um intervalo), como mostra o seguinte

ezemplo:
oo
Consideremos a série de poténcias Zn“x“.
n=0
[s. o}
Observemos que para todo x; > 0 fizado temos que a série numérica Z n"xy € divergente.
n=0

De fato, como
. 1 .
lim (N™x)» = lim nx; =00 > 1,
n-—-—o0 n—oo
do Critério da Raiz para Séries Numéricas (cujos termos sGo ndo-negativos) seque que a
o0

série numérica Z n"x} é divergente.

n=0
[o o]
Assim, seque da Proposigdo (4.1.1) item 2., que a série de poténcias }___n"x“ s6 converge

n=0
quando x = 0, isto é, R =0 e o intervalo de convergéncia da série de poténcias é 1 ={0}.

36 converge em x = 0

/

0

3. O raio de convergéncia R pode ser infinito e portanto o intervalo de convergéncia associado
a correspondente série de poténcias serd 1 =R, como mostra o seguinte ezemplo:
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. . =X
Consideremos a série de poténcias Z o
n=0
o0 Xn
Observemos que para todo x, > 0 fizado que a série numérica Z ;"' € convergente.

n=0
De fato, como
n+1
Xo
. n+1)! . Xo
lim L—n—)= lim —— =0<1,
n—oo Xo n—oo N + 1
nl
do Critério da Razdo para Séries Numéricas (cujos termos sdo ndo-negativso) seque que
O on
o . Xo .
a série numérica Z ;"' € convergente se xo, > C.
n=0
o0 Xn
Assim, da Proposig¢do (4.1.1) item 1., seque que a série de poténcias Z ;"' converge em
n=0

R, isto é, R =00 e o intervalo de convergéncia da série de poténcias € I =R.

converge em toda a reta R

4. Se 0 < R < o0, a priori, nenhuma conclus@o podemos tirar sobre o comportamento da série
o0

de poténcia Z—_ cnXx™ nos pontos x =—R e x =R,
n=1
[o o]
Podemos ter situagdes, como veremos, que a Série de poténcias Z cnXx™ converge em um
n=1
dos pontos e diverge no outro, ou diverge nos dois ou ainda converge nos dois.

(="

x™,

o0
Um ezemplo de um desses casos € a série de poténcias Z
n=0

X
. . . . . (=nm
Observemos gque a série de poténcias converge em xo, = 1, pois a série numérica E

n

n=0

¢é convergente (série harmédnica alternada).

(="

n

oo
Logo, da Proposigdo (4.1.1) item 1., seque que a série de poténcias Z x™ converge
=0

para x| < 1.

e

o0
Por outro lado, a série de poténcias Z —(—_n—

n=0

x" diverge em x1 = —~1, pots a série numérica

oo
] . . .
Z — € divergente (série harménica,).
n=0 n
=n"

x" diverge
n

o0
Logo, da Proposigdo (4.1.1) ttem 2., segue que a série de poténcias Z

n=0

para |x| > 1.
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(_1nn_ 4
x ' serdR=1e

[o o]
Com 1sto temos que o raio de convergéncia da série de poténcias Z

n=0
— (-1
o seu intervalo de convergéncia serd I = (—1,—1], ou seja, a série de poténcias Z x"
n=0

converge em x =R =1 e diverge em x = —R = —1.

converge se x € (—1,1)

— e
-1 0 1
——— N’

diverge se x < —1 oux > 1

Com isto podemos demonstrar o:
oo
Teorema 4.1.2 Se eriste R € (0,00] tal que a série de fungdes Z cnX seja pontualmente con-

n=0
vergente para x € (—R,R) e definamos a fungdo f: (—R,R) —» R dada por

o0
f(x) = Z cnx", x € (—R,R). (4.3)
n=0
o0
Entdo para € € (0,R) a série de funcées Z Cnxn Serd uniformemente em [—R+ ¢, R —¢].

n=0
BEm particular, a fungdo f serd diferencidvel (—R,R) (em particular, continua) e

o0
f'(x) = chnxn_', x € (=R, R), (4.4)
n=|
oo
ou seja, a série de poténcias Z CnXn pode ser derivada termo a termos em (—R,R).
n=0

Demonstracgao:

Convergéncia pontual

R R+ 0 R—¢ R

Convergéncia uniforme

Dado ¢ € (0,R), para |x| < R — ¢, teremos

[cnx™ = lenl X|™ < lcnl (R—¢)", paratodo n €N,

[o.0]
Como R — ¢ € (—R, R) segue, por hipétese, que a série numérica Z lenl(R — €)™ é convergente.
0



4.1. SERIES DE POTENCIAS _ 109

o0
Logo, segue do Teste M de Weierstrass (isto é, Teorema (3.2.2)) que a série de fungdes Z CnXn

n=0
serd uniformemente em [—R + ¢, R — €.
Notemos que do Coroldrio (3.2.3) segue que a fungdo f serd diferencidvel (—R,R) e vale (4.4),

completando a demonstragdo do resultado.
O

Observacao 4.1.4

1. Notemos que:

. n . 1 n(n) L'Hospital] . n T n : n T n
= = im Ynlcyl= lim ¥Yn. lim {/lcy] = lim {/lcq.
lim \/T—l im en = nl—)oo I nl n—oo \/_ n-1—+oo | ‘n! n—o00 l nl

n—oo n-—o0

2. Do item acima temos que, para cada X, € R teremos:
: n — n —_ 1 n
Jim /Incaxol = lim ¥/nlenlixol = lim 3/lcnfxol,

logo, do Critério da Raiz para Séries Numéricas (cujos termos sdo ndo-negativos) seque
>

que, para cada x, € R fizado, a série numérica Z_ lenxg| converge se, e somente se, a série

n=0
o0 o0 o0
numérica Z neax™!| converge, isto €, as séries de poténcias chnx“’] e chx“ tém
n=1 n=1 n=0

0 mesmo raio de convergéncia.

Conclusao: uma série de poténcias pode ser derivada, termo a termo, que a série de
fungdes obtida serd uma série de poténcias cujo raio de convergéncia é o mesmo da série
de poténcias dada inicialmente.

3. Vale notar, como veremos em ezemplos a seguir, que os intervalos de convegéncia das
séries acima podem ser diferentes.

Podemos resumir as observagdes acima no:

Corolario 4.1.1 Nas condigdes do Teorema (4.1.2) temos que f € C®°((—R,R);R) e para todo
k € N teremos

) =) nn—1)- (m—k+Nenx™ %  x€(-RR). (4.5)

n=k

Em particular, deveremos ter f*)(0) = k! ¢y, ou seja,

£lk) (0)
Cx = Kl .

(4.6)

Demonstragao:

Observemos que (4.5) segue da aplicagdo do Teorema (4.1.2) e da Observagio acima {por indugéo
sobre k € N).

Por outro lado, fazendo x = 0 em (4.5) obteremos

oo
f90) =Y nn—1)-m—k+1)e 0" *=k(k—1)--1=cykl,

n=k

completando a demonstragdo do resultado.
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Observacgao 4.1.5

1. Bxzistem fungdes f € CP°(R;R) fais que

X f(n)
f(x) # Z_ f nso)x“, x € R.

n=0

Como por ezemplo a fungdo f: R — R dada por

1
Xz
flx) = e ¥, x#0
0, x=0

Pode-se mostrar (serd deizado como ezercicio para o leitor) que T € C®(R;R) e que para
todo n € NU{0} teremos

M (0) = 0.
Assim, se x # 0 teremos
=0
(n)
o ™) .
n=0

Em particular, a fungdo f nao é uma funcdo analitica em R.

o0
2. Suponhamos que R > 0 e que a série de poténcias Z cnx™ converge em x = R.
n=0
[o.0)
Entdo o Teorema (4.1.2) garante que a fungdo f = Z cnX™ serd continua em (—R,R).
n=0

O que podemos dizer sobre a fungdo f em x = R?

O resultado a seguir, conhecido como Teorema de Abel, afirma gque a fungdo f serd
conttnua em x = R (na verdade trataremos do caso em que R=1).

x

Teorema 4.1.3 Suponhamos que a série numérica ch € convergente e consideremos f :
n=0

{(=1,11 = R a fungdo dada por
(o 0]
f(x) = Z cnxt, x € (=1,1].
n=0

Entao
o0

lim f(x) =) cn=f(1),
=0

x—1-

ou seja, a fungdo f serd continua em x = 1.
Em particular, f € C((—1,1;R).
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Demonstracao:
Consideremos a sequéncia numeérica (sn)nenuj—1,0) onde, para cada n € NuU{~1,0}, temos que

.| = 0,

mn
Sp = ch.

k=0
Com isto, mostra-se, por indugdo sobre n € NU{0}, que
Cn = Sn — Sn-1, N € NU{0}.

Logo, para cada x € R e m € N fixados, teremos:

m m
Z Cnx" = Z(S“ — Sn—1)x™.
n=0 n=0
Como
k=n+1
m—1 m—1 m-1 .
(1 —x) Z SnX"t 4 spx™ = Z spx™t — Z spx™ 45 x™
n=0 =0 n=0
m m
e 3 et
n=0 k=1
e ——
~31=0
L oo Sn—1x™t
m
= Z(sn — sp-1)x",
n=0 =Cn
ou seja,
m m—1
Z X =(1-x) Z_ snx™ + smx™, x €R,
n=0 n=0

Logo, se |x|] < 1, tomando-se o limite, quando m — oo, na identidade acima obteremos

oo o0 [o.o]
f(x) = nz_ocnxn =(1—x) T{V__’Osnx“ + lim sm lim x™ = (1~-x) %snx“. (4.7)

EEoeneR sty

Se
o
s = lim sm=cheR,

m—oo
n=0

dado ¢ > 0, podemos encontrar N, = Ny(e) € N tal que se

n >N, teremos |[s—sn< % (4.8)

Por outro lado, se |x| < 1 teremos

x

(1—-%) ) x"=1. (4.9)

n=0
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De fato, pois para cada m € N fixado, temos que

(=X tx+ o+ x™) =T+ x+ o +x™) = (x+ %+ x™ 4 x™H)
=1—x™""" 50 quando m — oo, pois |x|< 1.

Com isto, para |x| < 1, teremos

Y o0 o0 o0
[#x) = s “PE N1 =) Y st —s(1=x) Y XM =11 =l |3 (sn— )"
n=0 n=0 n=0
xe(=1,1) e - =
=7 (0=x) ) (sa—sX" < (T=%) D Ilsn—sX"=(1=%) D lsn—sllx"
n=0 n=0 n=0
No 00
=(1=x) | lsn—sl K"+ ) lsn—s| k"
M~ S——
=0 < n=Np+1 (4.8,
L <2
Ho 3 hod 1—x ¢
) _
<(1=x) Z|sn—s;+E > i 5M(1—x)+]_—lx|i. (4.10)
=0 n=Ne+1
| =M <o WS |

Notemos que se M = 0, a desigualdade acima implicard que

1—x ¢
Logo se x — 1~ podemos supor, sem perda de generalidade que, 0 < x < 1, o que implicaria
1—|x|=1—-x, assim
1l—x ¢ 1—xc¢

£
) =sl< 737377

ou seja, f(x)=s, paraxe{l1—-25,1)

e portanto
lim f(x) =s = f(1},

x—1-
mostrando que a fungfo f é continua em x = 1.
Por outro lado, se M > 0 consideremos
3

5 :mm{z—’\—/t—,

boo

1
2 —x<5—1 e M>0 8< 551

<
0 < 1—-35<x<1 teremos M(1—x) < MO+ =-1)]=Ms <

No| s

o) —sl< S =X £yt
eSS I T T K 272727 °
—~
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ou seja,
lim =s = f(1),

x—1-

mostrando que a fungdo f é continua em x = 1, completando a demonstragédo do resultado.

Como consequéncia temos o

x o0 x>
Corolario 4.1.2 Sejam Z Qn, an e Z cn Séries numéricas convergentes com somas A, B

n=0 n=0 n=0
e C, respectivamente, onde, para cada n € NU{0} temos:

n
Cn = Gobn + Qrbnog o+ An1by + anbp = ) axby g (4.11)
k=0

Entao
C=A" B.

Demonstragao:
Consideremos as fungbes f,g,h: [0,1] — R dadas por

=)
)= anx™,

n=0
(x) =) bax",
n=0

x) = chxn, x € [0,1].

n=0

Notemos que as fungbes acima estdo bem definidas pois para cada x, € [0,1), pela Proposigio
xR [=o] o

(4.1.1) item 1. segue que as séries numéricas E anxy, E bnxy, € E cnXxy serdo absolutamente

n=0 n=0 n=0
convergentes e para X, as correspondentes séries numéricas séo convergentes por hxpotese

Logo, para cada, para cada x, € [0, 1), as séries numéricas Z anXg, anxo, e Z cnXg podem
n=0 n=0 n=0
ser multiplicadas (ver Teorema 3.50 pégina 74 do W.Rudin), ou seja,

h(xo) = f(xo) g(x0), %o € [0,1). (4.12)

Pelo Teorema de Abel, as fungbes f, g ¢ h sdo continuas & direita de x = 1 ou seja, se x — 17,
teremos
f(x) = A, g(x)—=B e h(x)—C,

assim, passando o limite, quando x, — 1~ em (4.12), segue que C = AB, completando a demonstragio
do resultado.
O
Temos também o seguinte resultado:

Teorema 4.1.4 Seja {ajj)ijen uma sequéncia de numeros reais e consideremos a sequéncia
numérica (bi)ien, onde para cada i € N temos que:

o0
b= ) lagl € [0,00).

=1
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(o ¢]
Suponhamos que a série numérica Z by € convergente em R.

i=1

Entdo
[ o] [o.0] [e.e] o
Z Z 4y = Z Z ayj. (4.13)
j=1 i=1 i=1 j=1
Demonstragao:
Seja

Ei{xo)XhXZ'“}

um subconjuto enumerdvel de modo que
Xn — X quando mn — oo.

Para cada i € N definamos a fungdo f; : E — R dada por

M

—_

filxo) = ) _ay, - (4.14)

)

filxn) = aj, meN. (4.15)

M

1

}

Notemos que, para cada i € N, a fungdo f; estd bem definida.

De fato, pois em x, ela tem a expressdo de uma série numérica que, por hipétese, é convergente e
em xy, para n € N, ela terd a expressdo de uma soma finita.

Como

[o <] o0
Ifi(xo)l = Z ayj| < ) lagl=1b;
j=1 j=1

o0
¢ a série numeérica Z b; é convergente segue que

i=1

o] o]
D Ifuilxo)l € Y bi < oo
i=1 i=1

Por outro lado, para cada n € N fixado teremos

n n o
Ifilxn)l = Z ajj| < Z lagl < Z lag| = b;. (4.18)
j=1 j=1

j=1

o0
Como a série numérica Zbi é convergente, do Critério da Comparagdo para Séries Numéricas

i=1
(cujos termos sdo ndo-negativos) segue que

o0 o0
Y fixa)l € ) bi < oo,
i=1 i=1

Observemos também que, para cada i € N, a fungéo f; é continua em x,.
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De fato, como x,, — %, segue que

. @15 .. (4.14)
lim fi(xn) = T}LHOIOZ aij=Zaij =" fi(xo).

n—oo

Definamos agora a fun¢do g: E — R dada por
g(x) =) fi(x), x€kE (4.17)
i=1

Notemos que a fungdo g estd bem definida e é continua em x,.
De fato, pois para cada k € N fixado, teremos:

(4.16) 00
[fi(xk)] < by e Zbi<°°'
i1

o0
Logo do Teste M de Weierstrass segue que a série de fungdes g = Z fi converge uniformemente
i=1
em E.

Como, para cada i € N, a fungéo f; é continua em x,, segue que a fungéo g serd continua em x,.
[o ¢]

Por hipétese, temos que a série numérica Z b; é absolutamente convergente, em particular, para
i=1
o0 n
cada n € N temos, a série numérica Z Z aj; | serd convergente e teremos:
i=l \j=I

i i ay | = Z (i %‘) : (4.18)

i=1 \j=1 j=1 \i=1

Portanto

o [e o] (o0 “ “_') 6 ¢
K cont. emxp .
Y Y ay =) filxo) = glxa) =" lim g(xn)

n—eo

[ oo oo n
(4.17) .. (4.18) ..
= Zfi(xﬂ} = 22y

i=1 j=1

(4.18) n oo 00 oo
= r}:ngo Z (Z aij) = Z Qij,

completando a demonstragdo do resultado.

d
Enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Taylor que nos diz:
Teorema 4.1.5 Sejam R € (0,00] o0 rato de convergéncia da série de poténcias chx“ e defi-
n=0

namos a fungdo f: (—R,R) — R dada por

f(x) =) cax", x€(—R,R).

n=0
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Se a € (—R,R) entdo a fungdo f pode ser expandida em uma série de poténcias em torno de
x = a que converge para a fungdo f em Iy = (a— (R—|al]),a+ (R—1a]}) e além disso

X ¢ln)
flx)=)_ (a) (x—a)", x¢€l,. (4.19)

Demonstragao:

Notemos que se x € (—R, R) entéo

f) = Y e = 3 callx—a) =t 2T T Yo [Z () et af“}

n=0 n=0

00 n (1) 00 ©o e o
n=0 Zm=o—= m=0 Zn:m Z l:z Cn (T\-) an—m} (X— a)m’
m

m=0 n=m

que serd a expansdo da fungdo f em série de poténcias em torno de x = a.

Notemos que se a > 0 segue que |a| = a e assim teremos:

—-R<x<R & —R—a<x—a<R—a & —R-laj<x-a<R-—]al

Vale algo semelhante se a < 0 (deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor).

Para terminar precisamos demonstrar a identidade (*).

o0 n
. L L. n _ ,
Para isto afirmamos que, para cada x, € I,, a série numérica E § Cn (m) a" ™ (xe —a)™ é
n=0 m=0

absolutamente convergente.

De fato, pois (ver figura abaixo)

Y e ( ) 0™ (g — a)m' =5 Y ledl ( ) ey — al™
m m
n=0 m==0 n=0 m=0
o0 n n
=3 Jeal Y ( ) e — o™
m
n=0 m=0
N v

v

Bindémio ie Newton(b‘o_aH_lal]n

oo
= lealllxo — al + lal)™

n=0
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Como x, € I, isto €, a — (R—|al) < xo < a+ (R —lal), segue que |x, — al + Ja] < R e portanto a
série numérica acima converge absolutamente, logo (*) segue do Teorema (4.1.4).
Para finalizar, notemos que se

o0
x) = Z do(x—a), x€lg

n=0

entdo, se I = (—R + |a), R — |a|), definindo-se a fungdo g: I, — R dada por

gly) =fly+a) = Zdny , yelg, (4.20)

n=0
teremos que
g™(0) =n!ds, neNU{0}
e como (verifique!)
9™ (0) = f™(a),, neNuU{0}

segue que (
=200 CNU)
n!
e assim o n]
20 n
f(x) = g(x — a) k2 Z ! n(!a) (x—a)", x€lq
n=0
completando a demonstragéo.
A
Para finalizar esta segdo temos o
x> o0
Teorema 4.1.6 Suponhamos que as séries numéricas Z anx™ e Z bnx™ sdo convergentes em
n=0 n=0
L‘R)R)-
Seja

E={xe (- Zanx —anx

n=0 n=0

Se & tem um pontoifde acumulagdo entdo
an =bn, para todo me NU{0}

Em particular, E ="'z‘(.;:—R, R), ou seja, as duas séries de poténcias acima coincidem em (—R,R).



118 CAPITULO 4. SERIES DE POTENCIAS E DE FOURIER

Demonstragao:
Para cada n € NU {0}, seja

e consideremos a fungdo f: (—R,R) — R dada por

f(x) = Z cnXx", x € (—R,R).

n=0

Observemos que x, € E se, e somente se,

00 00 e o
2 amd=) buxg, & 0= 3 awg-) bwxp , & flx)=0.

oo TV
= ) (an —ba)xq =f(xo)
n=0

Seja A C (—R,R) o conjunto formado por todos os pontos de acumulagio de E e B = (—R,R) \ A.

Por hipétese temos que A # () e notemos que se x, € 4, como a fungdo f é continua em (—R,R),
segue que f(xo) =0, ou seja, x, € E, logo A C E.

De fato, notemos que se x, € A, devera existir uma sequéncia numérica (xn)nen que pertence a E
tal que xn — %o.

Xn —X . f é continua em x . Xn EE=>F(xn)=0
flxg) =70 f(hm xn) = ° lim f(xq) =~ = 0.
n—oo n—oo

Notemos que, o conjunto .A contém todos os seus pontos de acumulagdo, ou seja, o conjunto A é
fechado em (—R, R).

Como consequéncia temos que o conjunto B é um subconjunto aberto de (—R, R).

Afirmamos que o conjunto A é um subconjunto aberto em (—R,R).

Para mostrar isto consideremos x, € A & (—R,R).

O Teorema acima garante que

oo
fx) =) dalx—x0)" Ix—Xol < R—lxol-
n=0

Afirmamos que:
dy, =0, paratodo ne NU{0}.

De fato, caso contrario, como f(x,) = 0, existird ko, € N, o menor natural, tal que dy, # 0 e assim
teremos

00 o0
f(x) = Z dn(x ~ Xo)™ m=g—ko . Z dmix, (x — Xo)m+k°

n=Kke n=0

o0
= (x—%) )_ dmsko(x=%0)™, =%l < R—Ixol, (4.21)

n=0

Logo se considerarmos a fungdo g: I, — R dada por

xXd
9(x) = ) dmir, (x— %)™, x € Iy,
n=0
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onde I, = {x € (—R,R); Ix — x| < R —Ix,l}, segue que
f(x) = (x— Xo)k°9(x), [x — Xo| < R—=Ixl.

Observemos que a fungdo g é continua em x, (na verdade g € C*(Iy,;R) pois é dada por uma
série de poténcias convergente) e g(x,) = di, # 0, pela escolha que fizemos acima.
Logo existe € > 0 tal que se

x € B(xo; €) C Iy,, teremos g(x)#0.

Assim se x € B(xg; €) \ {xo} teremos

f(x) =" (x —%x0)* g(x) # 0. (4.22)
R %

Como x, € A, segue que x, é ponto de acumulagdo do conjunto E em (—R, R), ou seja, existe uma
sequéncia numérica (xn)nen, com x, € E para todo n € N, satisfazendo x, — x, quando n — oo.

Assim f(x,,) = 0, para todo n. € N, 0 que mostra que x, € B(x,; ¢}, para n suficientemente grande,
ou seja, f(xn) = 0, para n suficientemente grande, o que contraria (4.22).

Portanto deveremos ter d, = 0, para todo n € NU {0}, ou seja, f(x) = 0 para x € I, , que é uma
vizinhan¢a de x, contida em (—R,R).

Logo I, C E, ou seja, se x, € A entdo todo x € I, deverd pertencer a E, em particular, x serd
ponto de acumulagio de E, ou ainda, que I, C .A, mostrando que o conjunto .4 é um subconjunto
aberto em (—R,R).

Logo teremos

(-R,R) = AUB,

onde A, B sio abertos em (—R, R) e sdo disjuntos.
Como o conjunto (—R,R) é conexo em R e A # 0, segue que B = () (ver Teorema 2.47, pdgina 42
do Rudin), ou seja, A = (—R,R) C E C {—R,R), portanto E = (—R,R).
Logo, teremos f(x) = 0, para todo x € (=R, R), o que implicar4 que (" (0) = 0 para todo n € NU{0}
e assim, do Teorema (4.1.5), segue que ¢, 17 f(_’:)lE_O)_ =0, para todo n € NU {0}, ou ainda a, = by,
para todo . € NU {0}, completando a demonstragéé do resultado.
O

4.2 As funcoes Exponencial e Logaritmo

Nesta segdo, utilizando as séries de poténcias, estudaremos as fungbes logaritmo e exponencial com-
plexas e suas propriedades e aplicagdes.
Comegaremos pela

Definigao 4.2.1 Definamos a fung¢do E:C — C dada por
E(z) = Z —z", ze€C, (4.23)

que serd denominada fungio exponencial (complexa).

A seguir exibiremos algumas propriedades da fung¢io exponencial.
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Observagao 4.2.1

(o o]
1. Para cada z, € C a série numérica compleza E —'z{,‘ serd convergente.
n!
n=0

De fato, notemos que se z, = 0 nada temos a demonstrar.

Por outro lado, se z, # 0 notamos que

Z’S'H )
. M .
fim LDy 2l ) (4.24)
n—oo _Z_o_ n—ocon+ 1
nl

assim, do Critério da Razdo para séries numéricas (cujos termos sdo ndo-negativos) seque
[e o]

. . 1 N . :
que a Ssérie numérica Z o |zo|" serd convergente, o que implicard que a série numérica

n=0
= 1
n
compleza E — Zo serd convergente.
n!
n=0

Em particular, a fungcdo ezponencial estd bem definida.

2. Seze C segue que

3. Se z,w € C teremos

De fato,
Gl = 1
-— n m
BBy = 3 on 3 L
n=0 m=0
n
Def. 3.48 Rudin pdgina 73 v s— \K Binsmio de Newton v |
ef. 3. udin m., n—m Bindmio de Newton N n
opirs 1§ 5 AL gmyon pnini et L
n=0 m=0 n=0

=E(z+w).

4. Em particular, do item acima, segque que, para cada z, € C, teremos
= 1
E(Z'o) ’ E(—Zo) = E[Zo + ("Zo)] = E(O) = Z m o" = ],

n=0

ou seja, o nimero complezo E(z,) € inversivel e seu inverso serd E(—z,), isto €,

[E(zo)]7 = E(—2,).

5. Se xo € [0,00) seque que
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Se xo € (—00,0), do item 3. acitma, segue que

E(xo) = E(—xo) 17" >0,
S —
>0, pots ~xo>0

assim
E(x) >0, paratodo xé€R.

6. Para x € R temos que

nl S~~~
n=0~~" —o0
>0
¢ 1 E(y)
. yé_—x N _ - N lmy-—)oo= Yy}=00
S B0 = i B = &

=1l
“EW)
7. A fungdo E € estritamente crescente em R.

De fato, se 0 < x <y teremos

o0 00

1T . 1
B =) — <) —y"=Ey).
n=0 ~ <yn n=0

Por outro lado se, x <y <0 teremos —x > —y > 0 e assim

E(—y)<E(—x} = E(x)<E(y).
S SN

Os outros casos serdo deizados como exercicio para o leitor.

8. A fungdo E pertence a C=°(C;C) e

E'(z) = E(z), para todo z € C.

De fato, como a fungdo E € dada por uma série de poténcias que converge em C seque, do
Coroldrio (4.1.1), que ela serd uma fungdo que pertencerd a C®(C;C).

Além disso, a série de poténcias que define a fungdo E poderd ser derivada, termo a termo,
em C, ou seja, para todo z € C teremos

, d|le1T 4 —=df1,] &n .
Efl):a{%al}=zaz[az]=2%2 '
= I

=§(n—1)!

1

= 1

Pola mé=n—1 Z ;1_’ z™ = E(z).

n

9. Definamos o nimero de Euler, que serd indicado por e, como sendo

oo}

e£Z%€(O,oo).

n=0
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10. Notemos que se n € N segue que

e =EMN"=EMN)- - EM 22 E1 +..-+1)=E(n).

n fatores n parcelas

11. Sep,q € Z com q # 0 teremos

De fato,
q .
() -£(@)<()) =3 w3 2() -0
q 4/ \d q q q
q fatores q parcelas
iteg 9. ep’
logo

e%:E(E>.
q

Com a fungédo exponencial podemos definir outras fungbes importantes que serdo introduzidas e
estudadas a seguir.
Comecemos pela:

Observagao 4.2.2 Sejam x > 1 ey € R fizados.
Consideremos

P={peQ;p<yk

Com isto afirmamos que o conjunto
{x*;p e P}

serd limitado superiormente.
A verificagdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor.

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 4.2.2 Na situag¢do acima, definiremos

xY = sup xP.
peP
Temos as seguintes observagdes:
Observagao 4.2.3
1. Sex € R, teremos
e* = supeP,
peP

onde
P={peQ;p<x}
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2. Como a fungdo E € continua e mondntona crescente em R seque gque

e =E(x), x€R.

De fato, seja (pn)neN uma sequéncia mondtona crescente de nimeros racionais tais que

Pn<Xx e Pn—X, gquando mn - co.

Entado
E(pn) — E(x), 1isto é, P — E(x),
S——
Obs. (4;2'.__{} item w'e)’n
guando n — oo,
Como a fungdo E € mondtona crescente em R seque que

Pn<x

E(pn) < E(pny) < E(x),
——

=ePn =ePn+1

o que implicard
eP=E(p) <E(x)
e* = sup e? < E(x). (4.25)
peEP

Por outro lado, se (gn)nen uma sequéncia mondtona decrescente de niumeros racionais
tais que
x<(n € qn—X%, quando T — 00,

seque da continuidade da fungdo E em R que

E(dqn) — E(x), ouseja, e - E(x) gquando n — oo.
Obs. (4‘.;2.__1_) item w.e qn

Como a fungdo E € mondtona crescente em R seque que

E(x) < E(qn) = e,
q
—efdn

logo fazendo n — oo, obteremos o que implicard

E(x) < lim e = ¢*. (4.26)

n—oo
Logo de (4.25) e (4.26) segue que e* = E(x), para x € R, como afirmamos.
Com isto introduziremos a

Definigdo 4.2.3 Definimos a fungio exponencial (real), indicada por exp : R — R, como
sendo

exp(x) =¢€*, xeR.
Podemos resumir algumas das propriedades acima bem como outras, no seguinte resultado:

Proposigao 4.2.1
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1. Para x € R teremos

2. A fungdo exponencial pertence a C(R;R), € estritamente cescente emR e malor que zero.
Além disso i

3. Se x,y € R teremos

4. Se

X — 0o, teremos e* — oo,

y — —oco, teremos €Y — 0.

5. Para todo n € N teremos
lim x"e™ =0.
X—00
Demonstragao:
Deixaremos a demonstragdo dos itens ndo tratados na Observagdo anterior como exercicio para o
leitor.
Notemos que a propriedade 5. segue do fato que se x > O teremos

X 1 X xn+1
x_§
¢ _k_ok!x > (m+1)t (4.27)

Logo, se x > 0 teremos

ngex (02 (A 1)!

0 < x"e — 0 quando x — oo,

mostrando o item 5. .

Observagao 4.2.4

1. Como a fungdo E: R — R € estritamente crescente, E(R) = (0,00), diferencidvel em R e
E'(x) > 0 para todo x € R seque, do Teorema da Fungdo Inversa (Andlise I) que eziste sua
fungdo tnversa L: (0,00) — R e esta serd estritamente crescente, diferencidvel em (0,00).

Em particular, teremos

ElLiy)l=y, ye(0,00) e L[EXI=x, x€eR.

Derivando a segunda identidade em relagdo a x e utilizando a Regra da Cadeia, obteremos
1 =U[E(x)] - E/(x) = LIE(x)] - E(x), x€R,

e assim, definindo-se y = E(x), segue, da identidade acima, que
. 1
L'(y)-y=1 ouseja, L'(y)= " y € (0,00).

Notemos que
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2. Integrando-se a tdentidade anterior, em relagdo a Yy, de 1 a y obleremos, pelo Teorema
Fundamental do Cdlculo,

Y
L(y)—L(1)=J lat, ye(=0,00),

ou seja, a fungdo inversa associada a fungdo exponencial € a fungdo L: (0,00) — R dada
por:

Liy) = J? Ldt, y e (~0,00), (4.28)

que € denominada fungdo Logaritmo natural e denotada por ln.

3. Sey € (0,00) segue que existe x € R tal que
y =E(x).

Notemos que se y — o0 seque que x — oo (deizaremos a verificacdo deste fato como
ezercicio para o leitor), ou seja,

Liy)=LEX)]=x—>00 se y— oo.

4. Por outro lado, se y — 01 segue que x — —oo (deizaremos a verificagdo deste fato como
ezercicio para o leitor), ou seja,

Liy) =LEX)]=x—> —oco se y— 0t

5. Observemos que se u,v € (0,00) segue que ezxiste x,y € R tais que

ou seja,

Com 1sto teremos

Obs. (4.2.1) item 2.

L(u-v) = L[ER) - E(y)] LEEx+y)] =x+y="Lu) +Lv)

6. Em particular, se n € N e y € (0,00) segue, por inducdo e a identidade acima, que

Ly =Lly. - .yl =nlL(y).

n—fatores

Logo
y" =E[Ly™)], ye(0,00).

7. Como consequéncia, sey € (0,00), m € N, teremos que x =y™ € (0,00), e assim seque que
. 1
; im =xT 1 ) 1
Lix] =Ly™) ™ =" m Ly) Y2 m-L (xrl\) ou seja, L (x‘v:T) = ;{L(X),

ou ainda:
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8. Dos itens 5. e 6 acima seque que se x € (0,00) e myn € Z, m # 0, teremos

9. Baseado nos itens acima, para x € (0,00) e y € R, € natural definirmos:

x¥ =E[y- L{x)].

10. Deizaremos como ezercicio para o leitor a verificagdo de gque este modo de definir xY
coincide como o que introduzimos anteriormente na Definicdo (4.2.2).
11. Notemos que se y € R, a fungdo f: (0,00) = R dada por
f(x) =xY¥, xe€(0,00),
serd diferencidvel em (0,00) e além disso,

d . _C}_ ) Regar da Cadeia ) 1!
= = g (B Lol = E'ly - L(x)]-y-L'(x)

—Ely 1) s =y, xe (000).

12. Além disso, se y € (0,00) seque que para € € (0,y) e x € (1,00) teremos

* t>1=t1—e<t x
x Y. L(x)=x7"Y J - dt < xY J £ dt

1t 1

<0

E—y
te . xt—1 x*—
x7Y. [—I{;’f} =xY. < —0, se x— oo,
I3 £ 3

ou seja,

lim x7¥-L(x) =0.
X—00

4.3 Funcoes trigonométricas complexas

Nesta secdo, utilizando a fungdo exponencial complexa definida na se¢do anterior, introduziremos as
fungbes trigonométricas complexas e estudaremos suas propriedades bdsicas.
Comegaremos pelas:

Defini¢do 4.3.1 Definiremos as fungées C, S: C — C dadas por

Clz) = = [E(iz) + E(—iz)], (4.29)

I—aNI—‘

S(z) = — [E(iz) — E(—iz)], z€C, (4.30)

1

N

que serdo demominadas fungdes cosseno e seno (complexos), respectivamnte.

A seguir temos algumas propriedades relacionadas com estas duas fungdes.

Observacgao 4.3.1
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1. Notemos que se x € R, utilizando-se a propriedades bdsica da conjugacdo de nidmeros
complezos, teremos:

= % ER) + ECW) | =2 [E(—i0) + E(0)] = Clv),
S~ S 2

=E(—ix) =E[-(—ix)]=E(ix)
ou seja, C(x) € R.

De modo semelhante teremos:

ﬁﬁ:%MM—mmmt%F@Fazmugm
=2 |~ — =2i

=E(—ix) =FE[(—ix)]=E(iz)
ou seja, S(x) € R.

2. Como consequéncia, para x € R, seque que:

C(x) +iS(x) = ! [E(ix) + E(—ix)] + 1{—]—
S~ ~— 2 2i
€R ER

= E(ix))

[E(ix) - E(~ix)1}

ou seja,
REGX)] =C(x) e T[E(x)] =5(x), x€R.

3. Observemos também que, para x € R, teremos:

[E(ix)? = E(ix)-  E(ix) =E(ix)-E(—ix) = E(ix —ix) = E(0) = 1,
et
=E(ix)=E(—ix)

em particular, seque que
E(ix)|=1, x€R.

4. As fungées C e S sdo diferencidveis em C (na verdade pertencem a C®(C;C)) e além disso,
segue que:

C'(z) = diz {% [E(iz) +E(—iz)]} = % {diz [E(iz)] + diz [E(—iz)]}

egra da Cadeia | . . . . 1
Regra da Cad E{E(lz) A+ E(—iz) (-1} = ~5 [E(iz) — E(—1iz)]

=-5(z), zeC.
De modo semelhante, teremos:

§/(2) = c% {le [E(iz) — E(—iz)]} = le {diz [E(iz)] — a(-i; [E(—iz)]}
Regra dé Cadeia %{E(ll) i —E(~iz) - (—1)} = 1

=C(z), zeC.

[E(iz) + E(—iz)]
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5. Notemos que

=] =1
Ei-0)+E(—-1-0)| =1 e S(O)=% E(i-0)—E(—1i-0)| =0.

=1 =1

C(0) = %

6. Eziste x, € (0,00) tal que C{x,) = 0.

De fato, suponhamos, por absurdo, que para todo x > 0 tenhamos C(x) # 0.

Como a fungdo C € continua em C, C(0) = 1 e estamos supondo que C(x) # 0 para
x € (0,00}, seque que C(x) > 0 para todo x € (0, 00).

Mas S’(x) = C(x) > 0 para todo x € R, assim a funcdo S seria estritamente crescente em
{0,00).

Isto, juntamente com o fato que a fungdo S € continua em C e S(0) = 0 segue que S(x) >0
para todo x € (0,00).

Deste modo teriamos, para 0 < x <y, que:

=-C'(t)

Y S(x)<S(t) se te(xy) (Y Y

S(X)(y—x)=f S(x)dt e J S(t) dt:J
X

Teor. F‘ml_z_i Cdlculo _[

[—C'(t)] dt

X X

Cly) — CI < ICYI+ICH)I
COISICOI=RE(NISIEI=!

= b

ou seja,
S(x)(y—x) <2, xe€(0,00).

O que é um absurdo, pois se y — oo, como S(x) > 0 para todo x € (0,00) seque que,

S{x)(y —x) — oo.

Logo podemos concluir gque existe x, € (0,00) tal que C(x,) = 0.

. Seja x, € (0,00) tal que C(xo) =0 e para todo x € (0,%x,) temos que C(x,) # 0 (isto é, xo > 0

serd o primeiro zero da fungdo C).
Notemos que ezxiste tal xo, € (0,00) pois sabemos que o conjunto Z formado pelos zeros de
uma fungdo continua é um conjunto fechado (pois {x > 0; C(x) = 0} = C™'({0}) N[0, 0)) e
| S
fechado fechado

fec;:a.do
como C(0) =1 # 0 segue que x, = min Z > 0.

Com isto podemos definir m € (xo,00) por

= 2Xo.

Notemos que:



4.3. FUNCOES TRIGONOMETRICAS COMPLEXAS 129

8. Observemos também que

1 = [E(ixo)]? = [Clxo)]? + [S(x0)]%,  assim teremos [S(xo)]* =1, ou seja, S(xo) = %1.
=0

Como C(x) > 0 e S/(x) = C(x) > 0 para para x € (0,x,) segue que a fungdo S serd
estritamente crescente em (0,%,).

Mas S(0) =0 logo, da continuidade da fungdo S, seque que

S(x) >0 para x€ (0,%) = (0, g) . (4.31)

Portanto deveremos ter S(x,) = 1.
9. Em particular, teremos
E(ixg) = C(xo) +iS(xo) =0 +1i-1=1,

ou seja,

10. Notemos também que:

E(in) =E(i§+i§) =E(15) -E(iE) —ii=—1,

e portanto
=1

E(z 4+ 2mi) = E(z) /E—(i;:) =E(z), ze€C,
ou seja, a funcdo E € uma fungdo 2mi-periddica.
11. Dos itens 4. e 5. teremos, para x € R, que
C'(x) =—S(x) S'(x)=C(x), C{0)=1 e S(0)=0.
Do curso de Equagbes Diferenciais Ordindrias seque que deveremos ter:
C(x) =cos(x) e S(x)=sen(x), x¢€R,

ou seja, as fungdes C e S sdo extensdes das fungdes trigonométricas reais, para o campo
complezo.

Podemos resumir isto no seguinte resultado:
Proposigao 4.3.1
1. a fungdo E ¢ 2mi-periddica;

2. as fungdes C e S sdo 2mi-periddicas,
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3. as restrigoes das fungdes C e S 4 R sdo funcbes reais e 2m-periddicas;
4. Sete(0,2n) teremos E(it) # 1,
5. sez, € C € tal que |z,| = 1 entdo existird um idnico t, € [0,27) tal que

E(ito) = zo-

Demonstragao:
Do item 1.:
Foi mostrado na Observagdo acima item 8.
Do item 2.:
Foi mostrado na Observagdo acima item 9.
Do item 3.:
Se € R teremos:

Clx +2m) = % {E[i(x 4 2m)] + E[—=i(x + 27)]} = —;- E[ix + 2nil+]i[—ix — 27til

=E(ix) =E(—ix)

= 7 {E(x) + E(~)} = C(), (4.32)

S(x +2m) = —2]—1 {E[i{x + 2m)] — E[—i(x + 2m)]} = 2l1 f_[ix + 27til—3£[—ix — 2mi]

=E(ix) =E(—ix)

= %{E(ix) —E{—ix)} =8{x), x€R, (4.33)

mostrando que as restri¢des das fungdes C e S & R sdo fungdes reais 27-periédicas.

Do item 4.:

Ses e (0,2) e E(is) = x + iy, com x,y € R, como [E(it)] = 1, da Observagdo acima item 8.,
x = C(s),y = S(s) € (0,1), ou seja, x,y € (0,1).

Notemos também que

E(4si) = [E(is)]* = (x + iy)* PFE x* — 62 4y + 4ixy(x? — y2).
Logo, E(4si) € R se, e somente se,
xy(x2—y?) =0 e 2 —y?=0 & *¥*=¢y’=0 & x=zy.
Mas x? +y? = |E(is)| = 1, assim teremos
1= +y?=(zy)?+y’ =5 ¥ =y’ =5

ou seja, E{4si) € R se, e somente se,

2 2
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Portanto se

s € (O, -72.5) , €étalque E(4si) € R, deveremos ter: E(4si)=-1.

Suponhamos, por absurdo, que existe t, € (0,27) tal que E(ity) = 1.
to

3 7t
Como s = 7 € (0, E)’ segue que

E(4si) = E(ito) = 1,

ou seja, E(4si) € R.

131

(4.34)

(4.35)

Logo, de (4.34), segue que E(4si) = —1, o que contraria (4.35), portanto ndo existe t, € (0,27) tal

que E(it) = 1, completando a demonstragdo do item 4. .
Do item 5.:
A unicidade segue do item 4., pois se t;,t; € [0,27) sdo tais que

Bit) =Eit) =20 = S0 g o E(ity) - Bt =1
EGt) [l
=E(—ity)
—E[i(t—t2))

= Elit—t)l=1.

Suponhamos, por absurdo, que t # t2, que podemos supor, sem perda de generalidade que t; < t;.

Logo t; — t; € (0,27), o que contraria o item 4. (pois E[i(t; — t;)] # 1).

Para mostrar a existéncia de t € [0,27) tal que E(it) = z,, escrevemos z, = X, + iy, onde

Xo, Yo € R.
Notemos que [xol, lyol < 1, pois X2 + y2 = |zo]> = 1.
A seguir consideraremos os seguintes casos:

1. Caso que xo,Y, € [0, 1].

T
Observemos que a fungdo C é estritamente decrescente em [0, E] do valor 1 para o valor 0.

Como ela é uma fungdo continua segue, do Teorema do Valor Intermedidrio, que existe t, €

[O, g] tal que
Clto) = xo.

Por outro lado, como

CltP +IS(t)P =1 ¢ S(ts) 2 0, para to€ [0,7],

segue que

020 [C(to ]2 +[S(to)I2=1 e S(to)>0
Yo 20 /1232 = /1 — [Clt, ) ORI T e Sl10020 gy

assim
Zo = Xo +1Yo = Clto) +1S(to) = E(ito)a

completando a demonstragdo para o caso em que x,, Y, € [0, 1].
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I1. Caso que x, € [—1,0) e y, € [0,1].

Neste caso teremos:

—12zg = —i(Xo + 1Uo) = Yo — X0 = Yo +i(\—3_9)

>0 >0

e assim estaremos na situagdo acima.

Logo poderemos encontrar t, € [O, 72—t] tal que
E(i{o) = "“i.Zo.
Portanto
1 T, m, . ™ -
Zo—-_—i-E(lto)—l E(lto)——E(—Z-l) 'E(‘Lto)—E(El—i—l‘to) =E f+t° i

=t, €[ 3,7 Cl0,2m)

III. Caso que x, € (—1,1) e yo € (~1,0).

Nesta situagdo teremos:

—2o = —(Xo + 1Yo) = —%x¢ +i(—Yo),
e(_])]) (0)])

M

e assim podemos aplicar a situagdo acima para obter t, € [0, ) tal que

~

2o =E(ify) = zo=-1 E(if,) =E(in)-E(if,) = E(in+if,) = El( m+ T, )il,
N~
=to €[0,27)

completando a demonstragdo do resultado.

Temos também as seguintes observagdes:

Observacgao 4.3.2

1. Segue do item 5. da ProposigGo acima, e do fato que [E(it)| = 1, que a curva parmetrizada
diferencidvel v : [0,2m) — R? (identificando R? com C) dada por

y(t) = E(it), te€0,27]
serd uma curva fechada simples cuja imagem € a circunferéncia (veja figura abaizo)

X +yt=1.
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w Y{t) = E(it)

¥(0) = y(2n)
X

2. Como d _
V() = Z[E(it)] Regrada Codeia pr(i4y 4 = 1. E(it), te [0,27],
segque e
“ U 27 2n 27
J v/ () dt = J [i-E(it)] dt = J dt = 2n,
0 0 NS~ 0
=R{E(it)|=1

ou seja, o comprimento da curva parametrizada diferenicdvel y € igual ao comprimento
da circunferéncia do plano xOy de centro na origem e raio 1.

3. Se t, € (0,2n], quando t varia de O até ty, Y(t) descreverd uma arco da circunferéncia
(ver figura abaizo).

4. Consideremos o tridngulo de vértices (ver figura abaizo):
21 =0, zZ=v(to) e z3=C(to).
Entdao teremos, da Trigonometria, que
C(to) =cos(t,) e S(to) = sen(t,),
ou seja, como as fungdes envonvidas sdo 27m-periddicas segue que

C(t) =cos(t) e S(t)=sen(t), teR.
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Y

4.4 O Teorema fundamental da Algebra

Nesta segdo trataremos do Teorema Fundamental da Algebra, a saber:

Teorema 4.4.1 Sejamn€ N e a; € C, para i € {0, - - ,n}, com a, #0.
Entdo existe z, € C tal que P(z,) =0, onde

n
P(z) = Z wmz®, ze€C,
k=0
ou seja, todo polinémio de grau n > 1 com coeficientes complezos possui, pelo menos, uma raiz

compleza.

Demonstragao:
Sem perda de generalidade, podemo supor que a, = 1.
De fato, caso contrario consideramos o polinémio Q : C — C dado por

Qz) = aln—P(z), zeC.

Se provarmos que existe z, € C tal que Q(z,) = O isto implicard que aLnP(z) = 0, ou seja,
P(z,) = 0, demonstrando o resultado.
Seja
B= ;g(g [P(z})]
que existe pois |P(z)| > 0 para todo z € C.
Se z € C é tal que |z| = R > 0 teremos

n n—1 n-1
Z_ az® " + Z az®| > |zt — Z lakzkl
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
k k
= |z "= lal Jz2l *=R"—} JadR
k=0
- = ey

=R k=0

=R (1 - lagl R —lay| R — -+ lan1IR7').

an=1

IP(z)| =
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Notemos que quando R — o0, o lado direito da expressdo acima tende a co (pois R~™, R~ ... |
R~! — 0 quando R — o0).
Logo existe R, > O tal que
[P(z) > 1, para |z| > R,

logo
= inf [P(z)] = inf |P
i i?c' (z)] Z1€nBo| (z)l,
onde B, ={z € C; |z| < Ro}.
Como a fungio z — |P(z)| € uma fungdo continua na bola fechada B, = {z € C; |z| < R,} (que é
compacta em R?), segue que ela assume seu valor minimo em B,, ou seja, p = n&n |P{z})], ou ainda,
2&bo

existe z, € B, tal que
IP(zo)l = 1.
Afirmagdo: p=0.
Suponhamos, por absurdo, que P(z,) = p # 0.
Consideremos a fungdo Q : C — C dada por

Q(Z) = P(z+2z,), ze€C.

P(z,)

Notemos que a fungdo Q é uma fungdo polinomial ndo-constante (pois a fungdo P é uma fungéo
polinomial ndo-constante ja que a, = 1, n > 1), que satisfaz:

1

0) = ——P =1
QUO) = 5PO+2) =1,
inf [P i f=l:
o) < Petz)l | ZPErzl PN ey
P(zo)l = P(zo)l {P(zo)l P{zo)l 7
istoé, |Q(z)|>1, zeC. (4.36)
Logo podemos escrever
Qz) =T+bz"+---+bpz", z€C, (4.37)
onde k € {1,---,n} é o menor natural tal que by # 0 (que existe, pois fungéo polinomial Q é néo

constante).

by

Notemos que se considerarmos z = — teremos que |z| = 1.

[byl’
Logo da Proposigao (4.3.1) item 5., segue que existe 8 € R tal que
e—ike _ F_(——1k9) PTOPﬁ.?}J) z = _‘_.ELI : eikabk - —lbkl' (438)
k
. Kk 1 .
Seja r > 0 tal que r* < —, ou seja:
[byl
byl < 1.
Ent&o (4.38) implicard em
™*by)<1

1+ 1 biel® | = ]1 _— 1 —14byl. (4.39)

M
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Assim teremos

’Q (reie)’ = |1+ byrke® 4 by riHTellkrNe Ly p gmeind

< |1+ berkete| + ‘bk+]rk+1 ei(k+l)6} +oet 'bnrnemel
< |14 br®e®®| 4 [y 7t ei(kHJO‘ o g b eme‘
1
< |14 bire®| Hbyp I 4 4 o™
S —
T—rk|by|
(4.39) 5 " .
=" 1—|byJr* + |bk+]|r N N
= 1 - Tk [lbkl - lek+1| = rn_klbnl] . (4'40)

Notemos que se v € (0,00) ¢ suficientemente pequeno, a expressio dentro do colchete acima serd
maior que zero (pois |by| — 1|bys1| — - -+ — T *by| T [by| quando r — 0F).
Assim |Q (ve®)| < 1 para todo T > 0, suficientemente pequeno, o que contraria o fato que
|Q (rei®)| > 1 (ver (4.36)).
Portando p = 0, ou seja, existe z, € C tal que P(z,} = 0, completando a demonstracio do
resultado.
O

4.5 Séries de Fourier

Nesta segdo estudaremos a Série de Fourier associada a uma fungéo peridédica "bem comportada”.
Comegaremos pela:

Definigao 4.5.1 Um polinémio trigonométrico é uma fung¢do f: R — C que pode ser colocada
na seguinte forma:

N
f(x) = 923 + Z [an cos(nx) + by sen(nx)], xe R, (4.41)

n=1

onde a;,b; € C parai€{0,--- ,N} eje{l,--- ,N}L
Observacgao 4.5.1

1. Podemos reescrever (4.41) na forma

N
f(x) = ) cne™, xeR, (4.42)
n=—N
onde
. a ., ap—1ib . Qn +1ib
Co="'223 Ch = ___n__z = € Cn= = 5 Tl) neN, (443)
Basta, para n € Z, substituir
e—inx + e—inx e——inx _ e—inx
cos(nx) = — € sen(nx) = n

em (4.41).

Deizaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
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2. Observemos que todo polindmio trigonométrico € uma fungdo 2m-periddica pois, para cada
n € Z a fungdo x = €™ tem 2m com um periodo.

Deizaremos a verificagdo deste fato como ezercicio para o leitor.

3. Notemos também que se n € Z\ {0} entdo

d einx .
[ :|=emx) YER,

dx | in

mx
ou seja, X + — [ Fooy ] também serd uma fungdo 2m-periddica.

dx
_]_Jﬁ e™ dx = h n=0
271 ) _pn 0, m#0

Deizaremos a verificagdo deste fato como ezercicio para o leitor.

4. Além disso teremos:

5. Notemos que, para cada m € {—N,--- ,N}, multiplicando-se (4.42) por e”'™ e integrando-
se em [—m, 1] obteremos:

7‘ n L N . : N 7r . .
J f(x)em"™ dx = J Z cne™| eT ™ dx = Z an e™ e ™ dx
- 7 ln=—N n=—N -

N LI
= Z Cn J etl=mXax = 2mey,
-7

n=—N
Ezeg{cia 01 m -7-é n
2n, m=n
ou seja,

1 (™ i
Cm = ﬂ J' f(x) e dX, me {_'N) e )N}' (4'44)

6. Notemos também que se funcdo f é dada por (4.42) e |m| > N entédo

1 (™ .
Cm = -—J f(x)e ™ dx = 0.
21 |,

7. Neste caso os coeficientes de (4.41) poderdo ser obtidos da seguinte forma: para cada
nezZt ekeN, teremos

an =~ J':T f(x)cos(nx)dx e by= ~ J:r f(x) sen(kx) dx. (4.45)

8. Por fim notemos que, o polinémio trigonométrico (4.41) serd a valores reais se, e somente
se, ai,bj €R para paraie€{0,--- N} eje{l,--- ,NL

Por sua vez isto serd equivalente a
C.n==Cn, MNEL,

pois

an + by ar=an,bn=bn an + 1'vb_n an — ibp an —iby —
Con = -—2——— = 7 = 7 = 7 = Cn, nez.
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9. Sea fungdo f: [-m,nt] = C € integrdvel em [—m, 7|, os nidmeros complezos ¢, m € Z, dados
por (4.44) estardo bem definidos e serGo denominados coeficientes (complexos) de Fourier
associados a fungao f. ‘

Podemos agora introduzir a:

Definigao 4.5.2 Uma série trigonométrica (ou de Fourier) serd uma série de fungbes que
pode ser colocada na seguinte forma:

m I3
> cae™, xe€R, (4.46)

n=—oo
onde a N-éstma soma parcial desta série de fungdes é dada por ({.42), ou seja

o0 N
Z cpe™ = lim Z cne™, xeR.
N—oco

n=—00 n=—N

Observagao 4.5.2 Temos as seguintes questbes relacionadas com a série de fungbes acima:

1. Quando a série de Fourier associada a uma dada fungdo f 21t que é 2m-periddica converge
(vontualmente ou uniformemente)?

2. Se for convergente, convergird para a fungdo f?

3. Outras questdes interessantes serdo colocadas ao longo desta segédo.

Para comegar a responder a essas questdes precisaremos de alguns resultados que serdo tratados a
seguir.
Antes porém temos a:

Defini¢ido 4.5.3 Constderemos a sequéncia de fungdes (Ppn)nen, onde para cada n € N a fungdo
dn:la,b] 2 Ce

b
[“ont ouixax=0, se m#n,

Qa
m,n € N.
Neste caso diremos que a familia {¢pn; n € N} é um conjunto ortogonal.
Se além disso tivermos

b
j n()Pdx=1, neN,
a

diremos que a familia {¢n; n € N} é um conjunto ortonornal.

Com isto temos o:

Exemplo 4.5.1 Para cada n € N consideremos a fungdo ¢n : [—m,n] — C dada por

1 inx

dn(x) = ﬁe y

Entdo a familia {¢n; n € N} é um conjunto ortonornal.

x € [—m, 7.
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Resolugao:
Deixaremos a verificagio deste fato como exercicio para o leitor.
Temos também o

Exemplo 4.5.2 Consideremos ¢o, &1, ,¥1,%2,- -+ : [-m, 1] = R dadas por:

. cos(x) . sen(x) . cos(2x) sen(2x)

o1 .
$o(x) = Wiy $1(x) = 7 Pi(x) = v $a(x) = 7 P2(x) = =

Entdo a familia {$i, ;i € NU{0}, j € N} é uma conjunto ortonormal.

<X € [—m, 7.

Resolugao:
Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

Observagao 4.5.3 Constderemos f € R em [a,b].
1. Seja {¢on:;n € Z*} um conjunto ortonormal formado por fungdes, a valores complezos,
definidas em [a,bl.

Para cada n € Z* definamos

b
en j () Bult) dt, (4.47)

a

que serd denominado n-ésimo coeficiente (complexo) de Fourier associado a fungao f.

Neste caso poderemos considerar a série de fungdes

Y cndnlx), x€la,b]

n=0

que serd denominada série de Fourier (complexa) associada a funcao f (relativamente
a familia {bn; € Z1}).

2. Nosso objetivo serd estudar a convergéncia da série de Fourier associada a fungdo f dada.

Para isto comegaremos com o:

Teorema 4.5.1 Sejam f € R em [a,b] e {$pn;n € Z*} um conjunto ortonormal formado por
funcgbes, a valores complezos, definidas em [a,b].
Para cada N € Z* consideremos as fungdes sn, tn : [a,b] — C dadas por:

N
sn(x) =) cidilx), (4.48)
i=0
N
tn(x) = ) didk(x), x € la,bl, (4.49)
k=0

onde (4.48) é a N—ésirﬁd soma parcial da série de Fourier associada a fungdo f (ou seja, para
cada n € Z*, o coeficiente cn € dado por (4.47)).
Entdo, teremos
b b
|10 =m0l ax < [ 10x) = tn (o) ax. (4.50)
a a

A igualdade na desigualdade acima ocorrerd se, e somente se, dy = cx, k € {0, - ,N}.



140 CAPITULO 4.

Demonstragao:
Observemos que para cada N € Z* teremos

SERIES DE POTENCIAS E DE FOURIER

=T N5 Ak dx(x)
e

b

s

D didlx

(%

N b

dx:ZJ f(x

k=0""%

) T brlx) dx

)

N b N
=) kj f(x) px(x) dx = ) ey (4.51)
k=0 a k=0
(4__‘37)0,(
Mas
=1L, dj &5(%)
N e
b b =>:k=o di b (x) b N N
[Tinrex= [ W W= (Z & mm) S d5dy(x) | dx
a a a k=0 -_
N N . b N _
—Y 3 ad [ andma =Y o }]dklz (452)
k=0 j=0 a - ) k=0
Conj. ortonormal 1) ] = k
o £k
Logo,
b rb —
J F(x) ~ tn(x)P dx = | [F(x) — tn(x)] - [F(x) — tn(%)] J [f(x) — tn(x -[f(x)—tN(x)] dx
rb o _
= | [FOOFGT = F0IK] — tn(0TB + tu (0] e
b b
= |f0)f? dx—J f(x)tn(x) dx — J x)dx-i—J ItN(x)Izdx
—f fx)tn (%) dx e SZ)Z: o ldxl?
b b v
=J (P dx-'-J )0 dx—J B dx+ Y Il
a \a P \(1 k=0
(4—5”Zk odkck “ SI)Zk o dxcx
b
- | oo =Y Tenm 3 T +3 4
a k=0 k=0

=Z‘:—o di T

[
|

N

[Fx)P dx — D (di e + di
k=0

) + Z |di 2.

(x)? dx — Z dicx — Z diCx + Z |di?

k_O

(4.53)
k=0
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Notemos que

=(dyx—tx) N B B
Z'dk—ck, —Z( de —ci) - (A — o) = ) (dy di — dic T — i Iy + ¢k TX)
k 0 k=0
n N
= Z il = Y (dei+exde) + ) _lel?
k=1 k=0
ou seja,
N N N N
Yl =) (dkT+od) =) lde—al =) lal
k=0 k=0 k=0 k=0
Logo substituindo esta identidade em (4.53) obteremos:
>0
b
["1660 — tuR ax = j R ax+ 3 Ide— eyl — Z e
a k 0
J 1f(x)1> dx — Z lexl?, (4.54)
k=0

e a igualdade na desigualdade acima ocorrera se, e somente se, dx = ¢y para k € {0,---, N}.
Para finalizar observemos que

v =Y N cidilx)

b A vl N N
j lsn (x)2 dx = j sn(x)  sn(x) dx=j Y @(x)} {Z J ¢j(x)} dx
N

N N b
=J I:ZC1¢1 jl lz d) (x) dx:ZZCi-C_j-J d)i(X)d)j(X) dx
j=0

] i=0 j=0 N _

N
S am=) lal (4.55)

j=1 i=0

N
i=0

a Ja
rb

= [f(x)f( ) — F(x)sn (%) — sn(x)F(x)

.va

b rb
[ 106y = s ax = [ 156) = sw - T = swT x = [ 1800 ~ st - [0~ )
f(x) + s

NN dx

. rb b b
- |f(x)|2dx—j fx)SNTx )dx—J SN (x)T(x )dx+[ Jsn ()P dx
' Ja a Qa a
‘ “ SS)ZK-O lexf?
(b b b
=J [£(x)) dx—J f(x)sn(x) dx—J f(x)sn(x) dx+ZlckIZ. (4.56)

\a__.v_._._/ k=0
=j': f(x)sn(x) dx
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»

Notemos que

b Laey (b :
I EYEESE (Zwl x)) de=Y & | 0B ox

4 =0 L

(4.47)
B
;= |? N N
Tt Zc—ici = Z lil? (4.57)
i=0 i=0 v
e que
b_ b N
[ oeTontx ax = “ o) ] S ) = 3 It
a N 2 i=0 i=0

v

(4.57)

= Z\—~o leil?
Logo substituindo esta identidade em (4.56) obteremos:

b
[ 1960 = s ax —J P ax— 3 e — Z|°1|2+Zlc &

1—0 i=0
- J ol dx— 3 e (4.58)
a i=0

Portanto
b 4.54
J If(x)-tN(x)ldx(Izd)J ()2 dx — Zlc 2 2% J [F(x) — sn (x)1? dx,

mostrando (4.50) e, de (4.54), notamos que valerd a igualdade na desigualdade acima ocorrerd se, €
somente se, dx = ¢k, k € {0, - ,n}, completando a demonstracio do resultado.
g

Observacao 4.5.4

1. O resultado acima nos diz que entre todas as fungdes t, = tn(x) do tipo polinémio trigo-
nométrico que utilizarmos para a aprozimar a fungdo f, as fungbes s, = sn(x) sdo aquelas
gue nos fornecerdo as melhores aprozimagdes (na norma acima).

2. Notemos que (4.55) nos diz que, para todo N € N teremos

j n(f 0l dx < 3 lodf.

i=0

Temos também a designaldade de Bessel, a saber:

Teorema 4.5.2 Sejam f € R em [a,b] e e {dn; n € ZT} um conjunto ortonormal formado por
fungdes, a valores complezos, definidas em [a,b).

Entdo ~

b
3 lealt < | 00 8% (4.59)

n=0 a
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onde, para cada n € Zt, o coeficiente cn serd dada por (4.47).
Em particular,
lim cq =0 (4.60)

n—oo

que é conhecido como Lema de Riemann-Lebesgue.

Demonstragao:
Para cada N € N segue, de (4.58), que

b
o< | |f(x)—sN(x)Fdx—j P dx— 3 leal,

a n=0
ou seja,
0< Z‘_;cnﬁ J F(x) 2 dx. (4.61)
n=0
[o o]
Logo fazendo N — oo segue que a série numérica Z lcnl? & convergente (pois a sequéncia das
n=0

somas parciais serd mondtona crescente e limitada em R) e além disso

o<§:|cu|2 [0 ax,

mostrando (4.59).

Como a série numeérica E lenl? é convergente, do Critério da Divergéncia, segue que lim ]cnl2 =0
n—oo
n=0
0 que implicard que lim c, =0, completando a demonstragdo do resultado.
n—oo

D
Como consequéncia temos um resultado anédlogo para as sequéncias (an)nez+ € (bx)xen, dados por
(4.45), a saber:

Corolario 4.5.1 Sejam f € R em [—m, 7).
Entao

° + Z a; + bel < Z_J [£(x)J? dx, (4.62)

n=0 n=0
onde, para cada n € Z*, os coeficientes an,bn serdo dados por (4.43).
Em particular,
lim an = hm bn =0 (4.63)

n—oeo

que € conhecido comé Lema de Riemann-Lebesgue.

Demonstragao:
Notemos que o conjunto {®r; n € Z} formado pelas fungdes ©n, : R — C dadas por

forma um conjunto ortonormal.

W
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Mas, para cada n € Z* temos que

2 ) aZ -I—b2

fen 4

(4.64)
(o]
Como, do Teorema (4.5.2), temos que a série numérica Z lenl? é convergente segue, do Critério

n=0
o)

da Comparagdo para séries numéricas (cujos termos sdo ndo negativos) que as séries numeéricas Z a?

n=0
[e.e]

e Z b2 serio convergentes.

n=0
Além disso, da desigualdade de Bessel, segue que

( +Zan+Zb2> =n f+§(aﬁ+bﬁ)

n=0

o0 ”~
4.64 (4.59) b
Y feal < jlf(x)lzdx.
n=0 a

1 . . ) . i
Observemos que o fator - aparece na desigualdade acima estd relacionado com o fato que ||e'™’|| =

27t (examine a demostragdo do Teorema acima trocando, para cada k € Z, a fungdo ¢y pela fungdo
Dy).

(e ] o0
Como as séries numéricas Z af1 e Z bft sdo convergentes, do Critério da Divergéncia, segue que
n=0 n=0

. 2 2 . . . T _ .
nl}_)ngo ap = nll)ngo b;, = 0 o0 que implicard que nlgglo Qn = nh_)ngo bn = 0, completando a demonstracido do

resultado.
O

4.6 Algumas séries trigonométricas

A seguir exibiremos alguns resultados importantes relacionados com a convergéncia da série de Fourier
associada a uma fungéo f que é 27m-periédica e "bem comportada”.
Comegaremos fazendo as seguintes observagdes:

Observagao 4.6.1 Seja f: R — C uma fungdo 2m-periddica tal que f € R em [—m, 7).

1. Para cada n € Z consideremos

. 1 m —inx
oo Lf(x)e ax, (4.65)

o n-ésimo coeficiente de Fourier associado & fungdo f e
Sn(x) = Sn(f;x) = Z Cn € €R, (4.66)
n=—N
a n-ésima soma parcial da série de Fourier associado d fungdo f, isto €, de

w .
D> cne™, xeR, (4.67)

n=—0o
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Além disso, para cada n € Z, consideremos a fungdo @, : R — C dada por

Op(x) = —=¢e™, x€eR, (4.68)

Com isto, do Exemplo (4.5.1), seque que o conjunto {®n; n € Z} € um conjunto ortonormal
em [—m, .

2. Logo, utilizando-se de (4.55), teremos que (4.61) pode ser reescrita na seguinte forma:

(4.61)) 1

1 n 2 2 jﬂ 2
_— _— < _— . 4,
5 J_NISN x)| dx E leals < 3 _nlf(x)l dx (4.69)

n=-—N

7
O fator i aparece pois J le"™? dx = 2m.
2n o

3. Para cada N € N, consideremos a fungdo Dy : R — C dada por
N .
= Z_ e™, x€eR, (4.70)
n=—N

gque é denominado nicleo de Dirichlet de ordem N.

4. Observemos que para cada N € N e x € R teremos:

N N N
(e 1)DN( ( ) Z e Z ei(n+l)x _ Z einx
n=—N n=—N n=—N
| S— ——_——
kZnd E:_,N“ elkx =Z.E=—N+1 pikx _p—iNx
N+1 N
— Z gikx _ Z ellx __ p—iNx
k=—N+1 n=—N-+1
=Z:E=_N+Iemx+eﬂN+lh
= el(N+1)x __ o—iNx_

Multiplicando-se essa igualdade por e~'2 obteremos

e—i3 (eix _ ]) Dn(x) = e i (ei(N+l)x _ e—iNx) = (Nt )x _ g=i(N+3)x
———

~ )

"

ix X =Zisen[(N+%)x]
=e'2 —e '2
|
=2iaen(§)
ou seja,
| (ve3)
Dn(x) = , NeN, xeR\{km; kelZ}. (4.71)

=1y
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5. Observemos também que, para N € N e x € R teremos

N ‘ N 1 (™ ‘ ' 1 N .
Sn(x) = Z Cn etnX — Z (_J- f(t)e_mt dt) einx — _J f(t) Z el(x—t) dt
n=-—N n=-N Zn - Zn -n n=—
(S —
=DN(X—t)

s=x—1t => ds=-—dt
t=—7 = s=x+T7

1 Jn t=m = s=x—17 1 Jx—n

=5 f(t) Dn(x —t) dt I f(x — s)Dn(s) (—ds)

-7 X+

f,Dn sdo 2m-periddicas 1 n 1 JT[
pid — —s\D = — — . )
7 Jﬂ f(x S) N(S) ds 2 nf(x S)DN(S) ds (4 72)

Agora podemos enunciar e demonstrar um resultado que trata da convergéncia pontual da série
de Fourier (4.67):

Teorema 4.6.1 Seja f: R — C uma fungdo 2n-periédica em R tal que f € R em [—m, 7).
Suponhamos que para cada x, € R fizrado, existam 6,M > 0 tais que se

[t < & implicar |f(xo+1t) —f(xo)] < MIt], (4.73)
entdo
lim Sn(xo) = f(x,), (4.74)
N—oo

isto é, a série de Fourier (4.67) associada a fungdo f convergird, em x,, para f(x,), ou ainda

o0
f(Xo) = Z Cn einxo.

n=—oo

Demonstragao:
Consideremos a fungdo g: R — C dada por

g(t) = sen G) ‘ , ' (4.75)
0, t=0
e g(t+2m) = g(t), para todo t € R.
Notemos que, para cada N € N, teremos
1 (" D _ 1" - inx — 1 . " inx — ]_ _
Z—ﬂj_n w dx = Z‘J—nnzz_Ne dx = ZT,FZ_N J_ﬂe dx = 7 2n=1. (4.76)

=ZN N einx
n=—

{0, n#o0

2m, n=20
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Assim:
(4.76),
r——T-’\————-\
S (o) — flxo) 27 2 J_nf(xo — 5)Dn(s) ds — f(xo) 5= j_ﬂDN(s) ds
=5 | tttxo = 9) ~ o)
[al_zs)g(s) sen($)
(a.71) )
T g sen[<N+%)s} 1 (m .
=7 J_ﬂ g(s)sen (5) - (%) ds = In J_“g(s) sen KN + i) sJ ds
sen[(N+%)s]:sen(Ns);os(%)+sen(%)-cos(Ns) g& Ji‘n [g(s) cos (%)] sen(Ns) ds
+ 2]—7{ Jj [g(s) sen (%)] cos(Ns) ds. (4.77)
Mas
g(s)cos (2] = [Fxo +5) — fxoll 1 g (£ (423) L
oGl 2
1
=2M — (%) <1, (4.78)
s
2
s
E) =1le

para |s| < &, pois lim
s—0

'g[s)sen G—)‘ _ [fxo :;:)(E;I(%)I ‘ n (f)‘ = |f(xo + 5) — f{x0)| < M|s} < M, (4.79)
2

2
ou seja, as fungbes 2n-periddicas

g1 : s — g(s)cos (%) e gz: s~ g(t)sen (%) (4.80)

sdo fungGes limitadas em R e juntamente com o fato que f € R em [—mn, 7] implicardo que as fungdes
acima pertencem a R em [, 7] (deixaremos os detalhes dessa afirmagéo como exercicio para o leitor).
Com isto podemos considerar os coeficientes de Fourier associados a fungéo g1, que serdo indicados
por an,bn, n € Z* (dados por (4.45), trocando-se fungBo f pela fungdo g).
Também podemos considerar os coeficientes de Fourier associados a fungdo g;, que serdo indicados
por An,Bn, n € Z* (dados por (4.45), trocando-se fungdo f pela fungdo gj).
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Logo do Corolario (4.5.1) segue que, an, by, An, BN — 00, quando N — oo, em particular:

4
(4=5)7rbN
.

[[ [9(8) cos (%)] sen(Ns) ds =]n g1(s) sen(Ns)ds — 0

-7

U

Jn [g(s) sen (%)] cos{Ns) ds = gz2(s)cos(Ns)ds - 0, quando N — oo, (4.81)

—T
~ J
-~

(4.45)
= 7

AN

ou seja, de (4.77), teremos
Snixo) ~ f(x0) = 0, quando N — oo,

mostrando (4.74) e completando a demonstragdo do resultado.
a

Observagao 4.6.2 Uma fungdo f que satisfaz a condi¢do (4.73) serd dita fun¢do localmente
Lipschitiziana em x = x,.

Como consequéncia temos o

Coroldrio 4.6.1 Sejam f,g: R — C fungdes 2m-periddicas em R tais que f,g € R em [—m, 7] e
I C R um intervalo aberto de R.

Suponhamos que f(x) =0 para x € L.

EBntdo para cada x € 1 teremos

Sn(x) =0  gquando N — oo. (4.82)
Em particular, se existir 8 > 0 tal que f(x) = g(x) para x € (xo — 8,%, + &) segue que
Sn(fix) —Sn(gix) = Sn(f—g;x) =2 0 quando N — oo, (4.83)
para todo x € R.

Demonstragao:
Como a fungdo ¥ = 0 satisfaz (4.73) para cada x € I, segue do resultado acima que para cada x € I
teremos que (4.74) serd vdlido, implicando que

Sn(x) — f(x) =0, paracada x €],

ou seja, vale (4.82).
Se existir § > 0 tal que f(x) = g(x) para x € (xq — 3,%, + 0) entdo teremos (f — g)(x} = O para
x€1=(xg—8,% +9).
Vale observar que
Sn(f;x) —Snlg;x) = Sn(f—g;x), x€R. (4.84)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo da primeira parte do que provamos e de (4.84), segue (4.83), completando a demonstragéo
do resultado.
O
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Observagao 4.6.3 O resultado acima nos diz que o comportamento da série de Fourier de uma
fungdo f periédica "bem comportada” em um ponto x, depende, em principio, somente, dos
valores da fungdo em alguma vizinhanga de Xo.

Isto nos diz que duas séries de Fourier associadas a duas fungdes diferentes podem coincidir
em um intervalo aberto mas podem diferir em outro intervalo aberto.

Conclusao: o comportamento de uma série de Fourier é bem diferente do comportamento
de uma série de poténcias, que estudamos na Se¢do 1 deste capttulo (ver Teorema (4.1.6)).

Podemos agora enunciar e demonstrar, o assim denominado, Teorema de Stone-Weierstrass
para polindmios trigonométricos, mais precisamente temos o:

Teorema 4.6.2 Seja f:R — C uma fungdo continua e 2nt-periddicas em R.
Entdo dado ¢ > 0 existe um polinémio trigonométrico P = P(x) tal que

|f(x) - P(x)| < e, paratodo xé€R. (4.85)

Demonstragao:

Se "identificarmos” x como x + 27t (por meio de uma relagéo de equivaléncia) podemos identificar
uma fungio 27-periédicas em R com uma fungdo definida na circunferéncia unitdria centrada na
origem, que denotaremos por s'.

Para isto basta considerar a aplicagio x — e™* que leva a reta R em S' e permitira a identificagdo
citada.

Notemos que o conjunto formado por todos os polinédmios trigonométricos formam uma &lgebra A
auto-adjunta, que separa pontos e ndo se anula em nenhum ponto de S'eo conjunto S' é compacto
em R? (deixaremos a verificagdo destes fatos como exercicio para o leitor).

Logo do Coroldrio (3.4.2) segue que A=C(5sh;0), completando a demonstragéo do resultado.

O

Observagao 4.6.4 O resultado acima nos diz que toda fungdo conttnua e 2m-periddica em R
pode ser uniformemente aproximada por uma polinémio trigonométrico em R.

Com isto podemos enunciar e demonstrar a assim denominada Identidada de Parseval, a saber:

Corolario 4.6.2 Sejam f,g: R — C fungdes 2n-periddicas em R tal que f,g € R em [—m, ],
cujos coeficientes de Fourier s@o (cn)nez € (dn)nez, respectivamente.

Para cada N € Z*, consideremos a N-ésima soma parcial da série de Fourier (na forma
compleza,)

N
Sn(fyx) = Z cne™, x€R, (4.86)
n=—N
onde, para cada n € Z, ¢, € o n-ésimo coeficiente de Fourier associado & fungdo f, isto é,
— 1 " —inx
Cn =5~ Ln f(x) e dx. (4.87)
Entao
‘s
lim J I#(x) — S (%) dx = 0, (4.88)
N—oo J_n
T o oo
J fx)g(x)dx = > cndn, (4.89)
A N=—00
7 oo
| torax= ¥ len (4.90)
-7

N=—c0



150 CAPITULO 4. SERIES DE POTENCIAS E DE FOURIER

Demonstragao:
Lembremos que se h € R em [—m, 71] segue, do Coroldrio (2.3.1), que |h|* € R em [—m, 7).
Neste caso denotaremos por

1 (" 2
= | — d
I = 5= | moafax]
Como f € R em [—m, 7], segue, do Exercicio 12 pagina 140, que dado ¢ > 0 existe h € C(R;C) tal
que a fungdo h seja 2m-periddica em R e
3
If~nl2 < 3. (4.91)

Como a fungdo h é continua e 27-periddica em R , do Teorema (4.6.2), segue que existe um
polindmio trigonométrico P = P(x) tal que

|h(x)—-P(x)|<§, para todo x € R, (4.92)
o que implicard em
1
h—P LI LI N A W L £.93
Ih=rle= |5 | o -peol ax] L[ Sad =L (¢.93)
(4.92) 2
<'¢

Seja N, € Z* e, para cada n € {—Njy,--- N} consideremos C,, € C, tais que

No
P(x)= ) Cae™™, x€R, (4.94)

n=—Ng

com C_n, # 0 ou Cn, # 0.
Ent&o aplicando-se o Teorema (4.5.1) a familia do Exemplo (4.5.1) ( (tn)nen como sendo tn(x) =
P(x), x € R e (sNn)nen como sendo sy(x) = Sn(f;x), x € R) segue que (multiplicando-se ambos o

1
membros da desigualdade (4.50) por 7> 0)

4.93

(4.50) (4.93) ¢
lh—=Sn(h)lz € ||h=Pl2 < P para todo N > Ng, (4.95)

assim, da Observagdo (4.5.4) item 2. e do Teorema (4.5.2), segue que

Obs. (4.5.4) item 2. aplicado a fung8o h—f) N ;
lISn(R) = Sn(£)ll2 = ISn(h = f)]l2 < D len—dal
n=-N
ad (4.5%) aplicado a h—f (4.91) ¢
< —d,J? < h—f =. 4.96
s Z lcn — dnl = “ ”2 < 3 ( )

n=-00
Logo se N > N, teremos

If — Sn(f)ll2 = [I[f = h] + [h = Sn(h)] + [Sn(h) — Sn(F)]]]2

£ € £
< Jf =R+ [ = SN+ [Sn(h) = Sw(Blz < S+ 5+ 5 =,
N’ " ~ J

(4491)5 (4.95]£ (436)5
< 3 <3 < 3
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ou seja,
.17 2
lim — | [f(x)=Sn(f;x)[*dx =0,
N—oo 27T -
mostrando (4.88).
Com isto, para cada N € N, teremos
1 n —_— 1 n N i -3 A 1 m in
ELKSN(f,x)g(x) dx = ELR Z cne™ | g(x)dx = Z Cny~ Lne *g(x) dx
n=--N n=-—N
=2 alx) €77 dx
=e—inx
N e N .
= Z Cn 7 J_ﬂ g(x)e~"™x dx = Z Cq dn. (4.97)
n=—N — vl n=—N
=dn
Mas
T — ko — 7T -
J f(x)g(x) dx —J Sn(fyx)g(x) dx| = J [f(x) — Sn{f;x)lg(x) dx
—1t —1TT -7t

<

< j " 116(x) — Sn(F:x)Ig00| dx = J_ (1) = Sn(6 %)l (305 e

=lg(x)|

1
p

[ i - w0 ex U

1

7" Des. Cauchy-Schwarz 2 z
= [ 100 = suirligtax S 190 dx}
—TT

-7
-

(4;?)0 quando N—oo

Logo podemos passar o limite, quando N — oo, em (4.97) e assim obter

I — T — e - 2
7 J_n f(x)g(x) dx = lim 7 Ln Sn(f,x)g(x) dx = t\}1_I’n°°“§_:_]\1 Cndn = n=z—oo Cn dn,
mostrando (4.89).

Fazendo g = f em (4.89) obteremos (4.90), completando a demonstragdo do resultado.

d
Observagao 4.6.5 Podemos fazer um estudo semelhante ao feilo acima para fungdes 2L -periédicas,
bastando, para cada n € Z*, substituir, nas consideragdes acima, a fungdo

1 .
X+ ——=e™
Van
pela fungdo

inmx

X —=e t

V2L

e, de modo semelhante, substituir as fungdes

— — cos{nx), xm— ! (nx)
x \/7_tc x), sen(nx

N

pelas fungoes

xr—)-\}—tcos(?), xv—)isen(rﬁ%

VL1
respectivamente.
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4.7 Exercicios



Capitulo 5

Funcoes de Varias Variaveis Reais

Neste capitulo trataremos das fungdes de vdrias varidveis reais a valores reais (ou complexos).
Serdo abordados assuntos relacionados com a continuidade e a diferenciabilidade de tais fungdes.

5.1 Um pouco de Algebra Linear

Nesta segdo abordaremos alguns tépicos relacionados com transformagdes lineares.

Estamos supondo que o leitor esteja familiarizado com a teoria bésica de Algebra Linear, que
compreende os assuntos relacionados com espagos vetoriais sobre R (ou C), base e dimenséo de espagos
vetoriais sobre R (ou C) que sdo finitamente gerados, transformagdes lineares entre espagos vetoriais
sobre R (ou C) que sdo finitamente gerados entre outros tépicos.

Comegaremos com a:

Observagao 5.1.1

Sejam (X,+,-), (Y,+,:) e (Z,+,-) espagos vetoriais sobre R (ou C).
A verificagdo dos fatos citados abaizo serdo deizadas como exercicio para o leitor.

1. Denotaremos o conjunto formado por todas as transformagdes lineares T: X — Y por

L(X;Y).

2. Notemos que (L(X;Y),+,-) serd um espago vetorial sobre R (ou C) onde + denota a soma
de fungdes e : denota a multiplicagdo de uma fungdo por niumero real (ou complezo).

3. Lembremos também que se T € L(X;Y) e S € L(Y;Z) entdo So T € L(X;Z).

4. Sen € N, denotaremos a norma usual do espago vetortal (R",+,-) por |- ||, ou seja, se

x = (X1, ,xn) € R"™ entdo
Ixl) = /%3 + - + 3.

Com as consideragdes acima temos:

Proposigao 5.1.1 Sejam n,m,k € N. Entdo:

1. Se A € L(R™,R™) entdo existe A > 0 tal que
IAX) < Allxll, para todo x € R™. (5.1)

153
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Em particular, existe
AllL = sup [JA(y)]| < oo (5.2)
lvli<1

e a transformagdo linear A serd uniformemente continua em R";
2. |- lL € uma norma em L(R™;R™);
3. Se A € L(R;R™) e B € L(R™ R¥) entdo

B oAl < [IBflL IAllc. (5.3)

Demonstragao:
De1.:
Seja p ={€y, -, €n} a base candnica de R™, isto ¢,

€i=(0)"'a0, \],-/ ’O>"‘0)) iE{],”’,n}-

i-ésima entrada

n

Consideremos y = Z_ yi € tal que |ly|| < 1.
i=1

Notemos que, para cada i € {1,--- ,n} teremos

il = \/u? < =lull<1 = |yl<1.

Seja
A= JAE- (5.4)
i=1

Com isto segue que

n n
= Aé f. 1 . Des. trlangular
1AWl = A(Zg-ei) e IS i A(E) an
i=1 i=1
=Y Iy IIA@E)] —ZHA )= (5.5)
i=1 S~1

Assim o conjunto {||A(y)|; lly]] < 1} é limitado superiormente por A portando admitird supremo
e, além disso, teremos:
sup ||A(y)ll €A,
i<
mostrando (5.2).
Se x = 0 entdo |[x|| = 0, e como A é uma transformagéo linear, segue que A(x) = 0 e assim (5.1)
ocorrerd trivialmente (pois ambos os lados seréo zero e assim a igualdade ocorrerd).
Por outro lado, se x # 0, considerando-se y = ” “ , segue que ||y|l = 1 e assim, de (5.5) obteremos

AW <r V& HA(”—’;“)USA 5 A <A,
—_———

=m A
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mostrando (5.1).
Se A = 0 segue, trivialmente, que a fungdo A serd uniformemente continua em R™.
Se A > 0, temos que se x,y € R™ segue que

, . (5.1)
A £, 1
IA(x) = Ady)]| * ¢ B A (x — )| < Allx—yll,

mostrando que a fungdo A é Lipschtiziana em R", em particular, uniformemente continua em R"
(basta tomar 5 = E), completando a demonstragdo do item 1. .

A
De 2.:
Notemos que

e Se A € L(R™;R™) entdo ||A|lL > 0.
Além disso

IAlL=0 & ”81”119 HAM)I =0 & [JA(x)]| =0 para |Ix|| <1
x

& A(x) =0 para ||x|| <1 Bxggleio A(x) =0 para x € R™

e SeaxeR (ouC)eA e L(RYR™) entdo

leA L = “s1"1p [l(xA)(x II—”s1”1p{Ioc||lA )i}

| ”swlnllp NAGO = led |AllL;

Ioc|>O

e Se A,B € L(R™;R™) entdo
A +Bl= sup A + Bl(x)|| = sup |A(x) + B(x]]|
x|I< N e’

<HAGHIB)N
< sup {JAG) + BOOI < sup {JA(x)l| + sup IB(x)]|} = |Allt + |IBlIL,
Ix}<1 x|l <1 Ixl<1

mostrando que || - || é uma norma em L(R™; R™), completando a demonstragdo do item 2. .
De 3.:
Observemos que se A € L(R™;R™) entdo, para x # O teremos
Aé transf linear 1
Al = sup 1A > A ()] = LAt
yli<t lixI| [l
I éz_iwrma 1A,
[Pl
ou seja,
IAGI < (1A, x € R™ (5.6)
Notemos que se x € R™ & tal que ||x|| < 1 teremos
(5.6)
(B o A)(x)|l = IBIA(x)] II HBIILHA I < IBIC (AL D -

Tomando-se 0 supremo para ||x|| < 1 obteremos
IBoAllL < lIBlILIAlL,

completando a demonstragdo do item 3. e do resultado.
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Observagao 5.1.2

1. Notemos que se A € L(R™;R™) admite transformagdo inversa seque que m =n.

De fato, se A € L(RY;R™) admaite transformagdo inversa seque que dim[N(A)) =0 e
dim [Z(A)] = m.
Logo de um resultado de Algebra Linear seque que

dim [I(A)l—k dim [NV (A)] =n,

-~
=m =0

ou seja, M =n.

2. Por simplicidade, denotaremos L(R™ R") por L(R™) e um elemento de L{R™) serd denomi-
nado operador linear em R",

Para finalizar esta segdo temos o
Teorema 5.1.1 Seja Q ={A € L(R"); A ¢ inversivel }. Entdo

1. Se AeQ e B e L(R") satisfaz
IB—AlLIA™ L <1 (5.7)

segue que B € Q.
2. Q) é um subconjunto aberto de L(R™) (munido da norma || - ).
3. A aplicagdo T:Q — Q dada por
TA)=A"', AcQ
é uma fungdo continua e bijetora em Q.

Demonstragao:
De 1.:
Notemos que se C € (Q segue que ||C||¢ # 0 (pois caso contrdrio C = 0, e assim ndo seria injetora).
Assim como A € Q temos que A é um operador linear inversivel assim A~' € L(R") e portanto

A" # 0.
Sejam ]
X=——— e =||lB—A L- 5.8
o ¢ BEIB-Al (5:8)
Notemos que
G721
=|lB—Alll <« —— =«, isto§, < o 5.9
ﬁ ” ”L ”A__] “L ) B ( )
Logo para x € R™ teremos
(5.6)
< IATHILIAG
a1 y -1
aflxl| =« [[ATIAC] < A7 A = [AGI
N’

(5___~_8)]

= [I(A = B)(x) + B(x)|| < (A =B)x)[| +[IB(x)I| < ||A =Bl [|xI| + [B(x)Il
N S—_——

(5.8)

(5.6) 8
< NIA-BILlix]l

= BlIx[l + 1B,
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ou seja,
(= B)Ixll < B, xR (5.10)

Como P < o (ver (5.9)) segue que |[B(x)|| # 0 se x # 0, ou seja, o operador linear B é injetor e
como o dominio e o contrd-dominio sio iguais (logo téem mesma dimensédo) implicard que o operador
linear B serd sobrejetor, ou ainda bijetor.

Assim teremos B € O, completando a demonstragdo de 1. .

De 2.:

Dado A € Q, notemos que se B € L(R™) é tal que

IB—AllL <«

de (5.9) e do item 1. segue que B € (), mostrando a bola aberta B(A; ) C Q, ou seja, Q é um
subconjunto aberto de L(R™) (munido da norma || - ||L), completando a demonstragéo de 2. .

De 3.:

SeA,BeQ,yeR"e «,f com em (5.8) trocando-se x por B~'y em (5.10) obteremos

:
(= BIB W < BB Wl =lyll = B W) < P
1

B < — 5.11
1B < o= (5.11)

Logo, se A € Q, da Proposigio (5.1.1) item 3., segue que

Iyl

BUPjyji<t

B'—A7' =B (AAT) - (B7'B)A™' =B/(A—-B)A"’

(5.3)

= B —A7L=|BT(A-B)AT|lL < |[B7IL [IA=BllL JA7" I
S N — NY——

(5.11) (5.8) (5.11)4
< =B ==

= a=p

—_

<

1
lod BB&

5 [B—A T <P
0.4

Portanto, se B W A, isto ¢, se p = IIB— AjlL — 0, segue, de (5.12), que ||[B~' — A~ '|lL —= 0, ou

ainda B~ Il A~! ou seja, a aplicagido T é continua em Q (munido da norma || - ||), completando a
demonstragdo do item 3. e do resultado.
O

5.2 Diferenciabilidade de fungoes de varias varidveis reais a valores
reais (ou complexos)

Nesta segdo trataremos da diferenciabilidade de fun¢des de vérias varidveis a valores reais (ou com-
plexos) e algumas aplicagdes da mesma bem como propriedades associadas.

Antes de introduzir a nogdo de diferenciabilidade para este caso, lembraremos da nogéo andloga
para o caso de fungdes reais de uma varidvel real.

Observagao 5.2.1
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1. Nosso objetivo no que seque € introduzir o conceito de diferenciabilidade em x, € E, onde
E um subconjunto aberto de R™, para uma fungdo f:E — R™,

2. No capitulo anterior tratamos, de modo rdpido, a questdo da diferencibilidade de uma
fungéo vetorial f: (a,b) —» R™,
A seguir fazeremos o estudo da situagdo do item acima de modo mais preciso e depois
trataremos da situagdo geral do item 1. .

3. Seja f:(a,b) = R uma fungdo e x, € (a,b).

Dizemos que a fungdo f € diferenciavel em x, se eriste o seguinte limite

. f(xo +h) — f(xo)
lim "

R. .
lim € (5.13)

Neste caso denotamos o limite acima por f'(x,) e o denominamos de derivada da fungio f no
ponto x,.

4. O limite (5.13) € equivalente a escrever

f(xo + h) = f(xo) + f'(x0)h + r(h), (5.14)
onde
}llii)r%) % =0. (5.15)

5. Por sua vez, a expressao (5.14) pode ser lida da seguinte forma: a diferenga f(xo+h)—7f(x,)
¢ aprozimadamente igual fung¢do linear, h — f'(x,)h, para h suficientemente pequeno, onde
o erro € dado pela fungdo r = r(h).

6. Deste modo f'(x,) pode ser visto, ndo como um nidmero real, mas como associado a um
operador linear definido em R (a saber, h — f'(x,) h).
Lembremos que, do ponto de vista da Algebra Linear, R é isomorfo a L(R) (pois ambos
s@o unidimensionais).

Para o caso de fungGes vetoriais temos a:

Defini¢ao 5.2.1 Sejam f: (a,b) = R™ uma fungdo vetorial e x, € (a,b).
Diremos que a fungdo f € diferencidvel em x, se ezistir y € R™ tal que

. f(xo + h) - f(Xo)
lim =
h—0 h

(5.16)

Neste caso diremos que y € a derivada da funcao f no ponto x,, que serd indicada por
f'(xo0), ou seja

f'{x0) = y.

Diremos que a fungdo f € diferencidvel em (a,b) se ela a fungdo f for diferencidvel em
cada ponto de (a,b).
Com isto podemos considerar a fungdo f':(a,b) —» R™.

Observagao 5.2.2
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. Notemos que o limite acima € considerado na norma de R™, ou seja, dado £ > 0 existird

helr =(=56)\{0} tal que xo +h € (a,b) e

! f(xo +h) —f(x,) _ <.
h
Rm
. Observemos que (5.16) é equivalente a:
: N
lim ) =0 ou, equivalentemente, lim ”—T(——)”“‘—— =0, (5.17)
h—0 h h—0
onde
T(h) =f(xo +h) = f(x0) =y, hel;. (5.18)

. Portanto a fungdo f: (a,b) — R™ serd diferencidvel em x, € (a,b) se, e somente se, existe

y € R™, que serd denotado por '(x,), tal que

lim ”f(xo + h') - f(xo) -y h’”mm
h—0 Ihi

=0. (5.19)

. Notemos também que no caso acima podemos interpretar f'(x,) como sendo associada a

uma transformagdo linear de R em R™ (a saber, h — f'(xo)h), pois R™ ¢é isomorfo a
L(R;R™) (pois ambos téem dimensdo m).

. Na situagdo acima, se Py = {i), -+ ,Un} € a base candnica de R™, temos que para cada

ie{l,---,m}, existe uma fungdo fi : E = R™ tal que
f(x)=(f1(x))"‘ )fm(x))) X € (a)b))

ou seja,

) =Y H(G, xelab).

i=1

. Sejam x, € E, E subconjunto aberto de R™ e f: E — R™ uma func¢do vetorial, cujas fungébes

componentes sdéo f;:E - R, ie{l,---,m}.
Afirmamos que a fungdo f € diferencidvel em x, se, e somente se, para cadaic {1, ---,m}
a fungdo f; € diferencidvel em x,.
Além disso
'(x0) = (f1(%0)y -+, f(X0)) -
De fato, a fungao f € diferencidvel em x, se, e somente se, existe y € R™ tal que

f(xo +h) —f(xo) —yh _

li . .
lim - 0 (5.20)
Seja y = (yla T aym)-
Logo (5.20) ocorrerd se, e somente se, para cada i€ {1,---,m} tivermos

. Tilxo +h) — fixo) —yih _

}1113%) n =0, (5.21)
ou seja, se, e somente se, para cada i € {1,---,m} a fungdo fi for diferencidvel em x, e

yi = f{(xo), como afirmamos acima.
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7. Na situagdo acima, se olharmos f'(x) como uma transformagdo linear de R em R™, isto
é, f'(x) € L(R;R™), a ezpressdo acima nos diz que a matriz da transformagdo linear
h — f'(xo)h em relagdo ds bases canédnicas B1 = {1} e B2 = {ty, - ,Um} de R e R™,
respectivamente, serd dada por

f{(xo)
[f/(x")] BBz .

ﬂn (%o)

A caracterizagdo (5.19) pode ser estendida para fungdes que tém vérias varidveis reais tomando
valores reais, ou seja, temos a:

Definicao 5.2.2 Sejam E C R™ aberto em R", xo € E e f: E 5 R uma fungdo.
Diremos que a fungdo f € diferencidvel em x, se existir y € R" tal que

h—0 ”h”mn

onde o é o produto interno usual do R™
Neste caso diremos que y € a derivada da funcgao f no ponto x,, que serd indicada por
f'(xo), ou seja

'(xo0) = y.
Diremos que a fungdo f é diferencidvel em E se ela a fungdo f for diferencidvel em cada

ponto de E.
Com isto podemos considerar a fungdo f': E — R,

Observacao 5.2.3
1. Observemos que (5.22) € equivalente a

g 00 W) = o) —y ol _ 5.23)

h—0 IRl

2. A defini¢cdo actma pode ser reescrita da sequinte maneira:

A fungdo f é diferencidvel em x, € E se ezistir y € R de modo que dado ¢ > 0 ezistird
8 > 0 tal que se h € R™ satisfaz 0 < ||h|jgn < & teremos xo +h € E e

f(xo + h) — f(xe) —y o h

< e.
(Ml gn
3. Observemos que (5.22) é equivalente a :
. r(h)|
lim =0 5.24
T Y (528
onde
r(h) =f(xo +h) —f(xo) —yeh, heR", [h|. <5 (5.25)

4. Notemos também que no caso acima podemos interpretar f'(x,) como sendo uma trans-
formagdo linear de R™ em R (a saber, h — f'(xo) 1), jd que R™ € isomorfo a L(R™R) (pois
ambos téem dimensdo n).
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Podemos agora considerar a situagdo geral:

Defini¢do 5.2.3 Sejam E subconjunto aberto de R™, xo € E e f: E — R™.
Diremos que a fungdo f € diferencidvel em x, se ezxistir uma transformagdo linear A €
L(R™R™) tal que

14 “f(xo + h') - f(xo) - A(h) ”mm
m
h—0 ”h”nn

=0. (5.26)

Neste caso definimos a derivada da fungao f no ponto x,, que serd indicada por '(x,),
como sendo

/(o) = A. (5.27)

Diremos que a fungdo f € diferencidvel em E se a fungdo f for diferencidvel em cada ponto
de E.

Com isto podemos considerar a fungdo f' : E — L(R™R™) que a cada x € E associard
f'(x) € L(R™ R™).

Observagao 5.2.4

1. Observemos que, como E é um subconjunto aberto de R™ e x, € E eziste n > 0 tal que
B(xq;m) C E.

Assim, o fungao f serd diferencidvel em x, se existir uma transformagdo linear A €

L(R™ R™) tal que dado ¢ > 0, podemos encontrar 6 € (0,1), de modo que se

[f(xo +h) — f(xo) — A(h)]|gm
| Laf] e

0 < ||h|lgn <&, deveremos ter (5.28)

2. Notemos que em (5.26) a norma do numerador € a norma de R™ e a norma do denomi-
nador € a norma de R™.

3. Na situagdo actma consideremos, para cada i € {1,--- ,m} a fun¢do fi : E 2 R, a i-éstma
componente da fungdo f.

Afirmamos que a fungdo f € diferencidvel em x, se, e somente se, para cada i€ {1,---,m}
a fungdo f; € diferencidvel em x,.
Além disso
f1(x0)(h)
f'(xo)(h) = : , heR™
fn(x0) ()

Deizaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

O resultado a seguir garante que se a fungéo for diferencidvel a derivada estard bem definida, isto
€,

Proposigao 5.2.1 Se (5.26) ocorrer com A,B € L(R™;R™) entdo deveremos ter B = A.

Demonstragao:
Seja C=A—B.
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Entdo para h e R", h # 5, de modo que x, + h € A, teremos

ICMN)llem = (A = B)(W)llgm = I| = {[f(xo + ) = f(xo)] — A(M}} + {[f(x0 +T) — £(x0)] = B(h)} }|gm
< fif(xo +h) = flxo) = A(M)[lgm + [[f(x0 +h) = f(x0) = B(M)||gm - (5.29)

Como fungdo f é diferencidvel em x,, de (5.29), segue que

”C(h)unm (S'<2'9) ”f(xo + h) - f(Xo) - A(h)llmm + ”f(xo + h) - f(Xo) - B(h)“ntm
Ihllgn 1381 PN [IFllgn

ou seja,

0< —0 quando h— O,

tim LWl _ o g IEE e

=0, paratodo xeR"™\{O}) 5.30
h——)é “h“Rn t—0 ”'tX”R“ ’ p \{ } ( )

Notemos que parat € R* e x € R™\ {0} teremos

IS )l ¢ 6 tinear 1 COMgm _ HIICEm _ €00 g
Ttxllen Exllen W (Xl

Isto, juntamente com (5.30), implicardo que

C - -
ICMam _ o c gr\ (6,
l1x[lgn

e como x # 0 segue que
C(x)=0, paratodo xeR"\{0} = C(x)=0, xeR",

ou seja, B
A(x)—-B(x)=0, xeR",

mostrando que B = A, completando a demonstragdo do resultado.

Observagao 5.2.5

1. A expressdo (5.26) na Definicdo acima pode ser reescrita da seguinte forma:
Se a funcgdo f for diferencidvel em x, € E entdo a fungdo v:V = B(O;n) \{O} C R* - R™

dada por
r(h) = f(xo +h) — f(xo) —A(h), heV (5.31)
deverd satisfazer
(W) lgm
lim ——2= = 0. 5.32
v (532)

2. Notemos que se a fungdo f € diferencidvel em x, € E seque que ela serd uma fungdo
continua em Xo.
De fato, pots
{5.31),f'(x0)

lim [f(xo + ) — f(xo)l =7 tim [F(xo)h+ T(R)] .
h—-0 h—0
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Da Proposigdo (5.1.1) temos que f'(x,) é continua (pois f'(x,) € L(R™R™)), logo serd
continua em O, asstm ‘

liIn_.‘ fI(XQ)h == O.
h—=0

Por outro lado

A () e [l
lim ||r(W)]l.m = 11m [ B hllgn | = lim LRALLOL LT Ih|jen =0
g Il Ml 0 = 0 g e =0

(S.iz) 0 =0

assim

lim [f(xo +h) — f(xo)] = 0,
h—-0

mostrando que a fungdo f é continua em x, € E.

3. Daqui em diante omitiremos os indices nas normas dos espagos euclideanos que aparecerdo
(ou seja, ||| = - [lrx)-
Em cada caso o lettor € convidado a verificar que a norma gque estaremos utilizando € a
norma usual do correspondente espago euclideano.

A seguir exibiremos umresultado muito importante, a saber:

Proposigao 5.2.2 Seja A € L(R™;R™).
Entdo a fungdo A € diferencidvel em R™ e

A'(xo) =A, paratodo x, € R™

Demonstragao:
Notemos que

—0

i WALt 1) = Alxo) = A A6 tinear - [AGxo) + AN ~ Alxo) =AM _
h—0 thl h—0 ”h” ’

ou seja, a funcio A é diferencidvel em R" e A’(x,) = A, terminando a demonstragio do resultado.

O
Valem as propriedades bésicas de deferenciagdo, a saber:

Proposigao 5.2.3 Sejam E subsconjunto aberto de R™, x, € R, f,g : E — R™ fungdes dife-
rencidveis em xo ¢ A € R.
Entao

1. As fungées (f & q) serdo diferencidveis em x, e
(f+g) (xo) = f'(xo0) 9'(xo).
2. A fungdo (Af) serd diferencidvel em x, e

()\f) (x0) = A f'(x0).
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Demonstracao:
As demonstragdes dos itens acima serdo deixadas como exercicio para o leitor.

|
Temos também o seguinte importante resultado, conhecido como regra da cadeia:

Teorema 5.2.1 Sejam E C R™ e U C R™ subsconjuntos abertos de R™ e R™, respectivamente,
Xo € R™, f: E = R™ funcdo diferencidvel em xo, Yo = f(xo) € W e g: U = R funcdo diferencidvel
em Y.

Entdo a fungdo (gof) serd diferencidvel em x, e além disso

(gof)(xo) = g'[f(x0)] 0 F'(xo). (5.33)

Demonstracao:
Como x4 € E, yo € U, estes sdo subconjuntos abertos de R™ e R™, respectivamente, e a fungido f

é continua em x,, segue que existem ny,n2 > 0 tal que Brn{xo;1m1) C E e se

X € Brn(xg;m1) teremos f(x) € Brm(yo;nz) € U, (5.34)

onde Bgi(z0;1) indica a bola aberta de centro em z, € R! e raio 1 em R'.
Consideremos as fungdes w: Brn(xo;11) = R™ e v: Brm(yo;m2) — R dadas por

u(h) = f(xo + h) — f(x0) = f'(x0)h, N € Brn(xo;m1), (5.35)
v(k) = g(yo + k) — 9(Yo) — 9" (Yo)k, k € Brm(yoin2)- (5.36)
Como as fungdes f e g séo diferencidveis em x, € Yo, respectivamente, segue que
- fluM)ll vl
lim =0, e lim = 0. 5.37
b R Y I R (537)

Logo, dado h € B]Rn((_j,T]]), consideremos

(5.34) ~ .
k=f(xo+h)—"Ff(xo) € Bgrm(O;n2), em particular, f(x,+h)="F(xo) +k=1yo+k. (5.38)
~— S~

€B(xo;11) =Yo
Entio
el 2 0 + h) = FOxo) | 2 1 (xo)h = (R} < I1F (o)l + ()]
T e i+ B g = fre oo+ B g 5.0
Notemos que
(5g8)y°+k =Yo =Yo

— [g'If(xo)] o f'(x0)] (W) = glflxo + W] — glF(xa)] — g'(Flx)IIF' (xo)1]
g(yo+k) 9(Yo) =9’ (Yo)If' (x0) N

T

(gof)(xo+h)—(gof)(xo)

.36
B2y (k) +97 (yo )k

=v(k) + g'(Yo)k — g"(Yo) [f'(xo)h]

9 (Uo)=é linear V(k) + g/(yo)[ k —f'(xo)h]
(5.38)

= "f(xo+h)—f(xo)
=v(k) + g’ (yo) [f(x0 + 1) — f(xo) — ' (xo)1]

C2um

=v(k) + g'(yo)[u(h)].
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Logo
IV lg’ (o) u(h)]
li(g o f)(x0 +1) — (g °f)(x0) — 9" (Yo) ' (xa)Nl _ V() + g'(yo) lu(h)]]
] [Lat
g’(yo) é transf. linear (5.39) , w(h)
< llg’ (o)L 1wt < e Oco )+ i
/—“"A—H

P, fg' (o)l vl T ful
V g yo v ’ w
ST uhu =T I 9 el ey

O [T, fuh)] 1 fu)]
< I {[uf (xol+ L }uhu} g+l L

_ Iv@l { ' [[u(h ||} ' [u(h]

Juath)|)
T

[LI1 N
IRl

Notemos que, da diferenciabilidade da fungdo f em x,, se h — O em R, segue que ————
Logo, de (5.39), segue que k — O em R™,

Como isto, da diferenciabilidade da fungio g em y,, como k — Oem R™, deveremos ter ———

Portanto, fazendo h — O em R", das conclusées acima e de (5.40), segue que

”(gof)(xo +h)_(9°f)(xo)‘_g (Yo) M (x0) ”
[l

ou seja, a fungdo g o f é diferencidvel em x, e além disso
(go f)l(xo) = g'[f(Xo)] o fl(xo))

ou seja, vale (5.33), completando a demonstragdo do resultado.

5.3 Derivadas parciais

Nesta segdo estudaremos algumas propriedades importantes de fungbes diferencidveis definidas em
subconjuntos abertos de R™ e tomando valores em R™.

Antes porém introduziremos alguns conceitos que serdo utilizados no estudo acima.

Para isto sejam E C R™ subsconjunto aberto de R™, x, € E e f: E — R uma fungjo.

Seja p ={€,---,€n} a base candnica de R™.

Com isto podemos introduzir a:

Definigdo 5.3.1 Sejaj {1, - ,n}

Se existir o limite .
. F(xo + t€) — f(xo)
lim

t—0 t ’

teR,

diremos que o mesmo € a derivada parcial da funcao f, em relagao a x;j, no ponto x, e este

.. of .
serd indicado por a(xo) ou 9x,f(xo), isto €,
j

of f(xo + 1&) — f(xo)
— = lim )
0x; (xo) = tL)O t ’

teR. (5.41)
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Observacao 5.3.1

1. Podem ocorrer situagdes em que uma fungdo possui todas as derivadas parciais em um
ponto mas naa ser diferenciduel nesse ponto.

Na verdade, podem ezistir todas as derivadas parciais mas a fungdo em um ponto do
seu dominio e ela nao ser, nem mesmo, continua nesse ponto, como mostra o seguinte
ezemplo:

Consideremos a fungdo f: R* - R dada por

2

f(x,y) = %1_7 (x,y) # (0,0)

0) (X,U) = (0)0)

Observemos que a fungdo f nao é continua em (xq,Yo).
De fato, pots
. 0.,  t-0
= — =0
%1_:}1(1)f(t,0) %I_I% t2+02 7
242 4
. 2 oy O thot T A
P—r»%f(t ot = %1_1’1(1) (t2)? + (12)2 _11_1}‘1) 2t 72 70, (5.42)
logo nao eziste ( l)in%o 0)f(x,y), em particular, a fungdo f ndo € continua em (Xo,Yo) =
x,y)— (0,
(0,0).

Portanto, pela Obervagdo (5.2.5) item 2., seque que a fungdo f ndo poderd ser diferencidvel
em X, = (Xoayo) = (0,0).

Notemos que

t£0_t.0

=f(t,0) =0

[(0,0) +'£{1,0)]— (0,0)
3 _ f((0,0) + t(1,0)] — (0,
lim f(Xo + té1) — f(X,) = lim —— _ 0,

t—0 t t—0 t

=f(0,0' " 2450 -
o (Ko 8 = FXe) O T PP
10 t t—0 t
A ) . .. of . - .,
ou seja, existem as derivadas parctais 6;—(0,0) e a(o, 0) mas a fungde f ndo serd dife-
1 2

rencidvel em (0,0).

2. Se E C R"™ subconjunto aberto de R™, xo € E, A€ R e f,g: E = R sdo fungdes tais que,

para cada j € {1,.--n}, existem as derivadas parciais aT(X") e aTQ(XO) entdo existirdo as
j j
. ..o(fx (A . .
derivadas pariciais ( g)(xo) e (Af) (xo) e além disso
axj an
a(f £ g) of 0g
= — + =2
axj (Xo) aX.j (%0) axj (xo)>
O(Af) ., of
axj (xo) = A axj (xa).

Deizaremos a demonstracdo destes fatos como ezercicio para o leitor.
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3. Como veremos mais adiante, se a fungdo f for diferencidvel em x, entdo existirdo todas
derivadas parciais da fungdo f no ponto x, e poderemos obté-las utlizando-se a derivada
da fungdo f no ponto x,.

4. Consideremos, como acima, E C R™ subsconjunto aberto de R", x, € E e f: E = R™ uma

fungdo.
Sejam Bn = {€1, - ,€n} € Pm = {t, -+ ,Um} as bases candnicas de R" e R™, respectiva-
mente.
Para cada i € {1,---,m}, definamos a fungdo f;i: E — R (a i-ésima componete da fungdo
f) onde:
m
f(x) = (f1(x),, fm(x)) = )_filx) &, x€E.
i=1
Notemos que, para cada i € {1,---,m}, teremos

fi(x) = f(x) o ﬁi)
onde e denota o produto interno usual de R™.

5. Observemos também que, para cada i € {1,---,m} e para cada j € {1,--- ,n}, se ezxistir o
limite

fi(xo + t€) — fi(xo)

lim , teR,
t—0 t
este serd a derivada parcial da i-éstma componente da fungdo f, em relagdo xj, no ponto
Xo, 15t0 €,
ofy ... filxo+ téj) — fi(xo)
— =1 teR. 4
0x; (xo) 50 t ’ € (5.43)

Mantendo a notagio acima, temos o:

Teorema 5.3.1 Sejam E C R"™ subsconjunto aberto de R™, x, € E e f : E = R™ uma fungédo
diferencidvel em x,.

. : ., of; :
Entdo para cada i€ {l,--- ,m}eje{l, ---,n} existe a derivada parcial 5;1(7(0) e além disso
i
Flxo)g = 3 ) i (5.44)
0)€j < axj o) Wi. .
Demonstragao:
Como a fungdo f ¢ diferencidvel em x,, da Observagdo (5.2.4) item 3., segue que as fungdes f; séo
diferencidveis em x,, para todo i € {1,---,m}, ou seja, para cada i € {1,---,m}, teremos:
. filxo +h) —fi(xo) — f{(xo)h
lim =0,
h—0 (Il

que é equivalente a (fazendo k = T heR"™ te R\ {0}):

. fi(xo + tk) - fi(xo) - f{(xo)(tk) _ n =
%E)I(l) — K] =0, onde ke R"\{O}. (5.45)
~——

Itk
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Com isto teremos
o ko +18) = filko) _ . ilo + 1) = fi(x0) — {(x0)(£8)) + f{(x0) (tF)
t—0 t t—0 t

fi'[xo) é linear

£1](x0)(&))

——
— lim fi(xo + t&) — fi(xo) — F{(xo)(t€)) +lim fi(x0) (&)
t—0 t t—0 t
k=&; em (5.45) .t [f(x0)€]
e 0_’_11_1}(1)__1_2__2__—;131(){0)3]’
. . ., Of;
mostrando que existe a derivada parcial a(xo) e
j
of; ; - . )
E;(Xo)=fi(xo)ej» 16{1)"' )m}a ) eﬂ)"' ,Tl}. (546)
j

Como n
f(x)=) fix)d xeE
i=1

e existem as derivadas parciais de cada parcela, da Observagdo (5.3.1) item 4., segue que

L =T, A0 oy L (546) w— Of; .
) =TT Y [R0E] E= Y = (%)
1 )

i=1 i=

completando a demonstragdo do resultado.

Observagao 5.3.2
1. Na situa¢do acima, consideremos By = {€;,--- ,en} e P2 ={t1, -+ ,Um} as bases candnicas
de R™ e R™, respectivamente.

Afirmamos que a matriz da transformagdo linear f'(x,) em relagdo as bases By e B2, de
notada por [f’(xo)]ﬁl s,» Serd dada por:

of ofy
5;1-(7‘0) E(XO)

[fI(XO)]Bth = € Muxn(R). (5.47)
) ()

De fato, do Teorema acima temos que, para cada j € {1,---,n}

m
S of; "
)8 = Y i),
i=1 )

ou seja, a j-ésima coluna da matriz [f/(XO)]BhBZ serd

ofy
an

(%o)

O
a_x,- (%o)

ou seja, a matriz [f’(xo)]ﬁl g, Serd dada por (5.47).
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2. Em particular, se h = (hy,--- ,hy) € R" teremos
oy of,
a—l(xo) K(Xo) hy
[fl(xo)h]ﬁz = [fl(xo)][hﬁz : [h]ﬁl = : :
of. of
ko) oo =R(x)) \n
0x4 0%n

n n m | n
of, 0fm of; -
= ( E a—xj(xo)hj,--- ) E —a:j—(xo)hj) = E -BYJ'(XO)h]] Ui. (5.48)

j=1 i=1 i=1 | j=1

3. Sejam E C R" subconjunto aberto de R™, v : [a,b] — E uma curva parametrizada dife-
rencidvel e f: E = R uma fungdo diferencidvel em E.
Sejam By ={&, -+, €.} a base candnica de R" e, para cada i € {1,---,n}, vi:la,b] 0 R,
ie{l,---,n}, as fungées componentes associadas a fungdo vy, 1sto &,

y(£) = (i), -, valt) =Y _vi(t)&, tela,bl. (5.49)
i=1

Consideremos a fungéo g: [a,b] = R dada por
g(t) =f(y(t)), tela,bl
Do Teorema (5.2.1) segue que a fungdo g € diferencidvel em [a,b] e
g'(t) =f'[y(t)e [y'(t)], tela,bl

Como v'(t) € L(R;R"™) e f'[y(t)] € L(R™;R), seque que g'(t) € L(R;R).
Notemos que L(R;R) é tsomorfo a R (pois ambos téem dimensdo 1), assim podemos iden-
tificar g'(t) com um nimero real.

4. Na situagdo acima, se Bo = {1} e By = {€1,--- ,€n} sdo as bases candnicas de R e R",
respectivamente, temos que a matriz da transformagdo linear v'(t) em relagdo a estas

bases serd uma matriz coluna n x 1 onde, a i-ésima linha da mesma, serd v{(t), ou seja

sam [V "(t)
[y "(t)lg,,8, e : , t€la,bl
Yn /(1)
Por outro lado, a matriz da transformagdo linear f'(x) em relagdo ds bases B1 e P, serd
dada por (ver item 1. desta Observagdo)
of of
I fnend . “ e ———
[F0Ngyp, = (o) ), x€E.

Logo a matriz da transformagdo linear g’(t) em relagdo d base P, serd (via Algeb'ra. Linear)

[0/ (6o o = [FI(] [y (0]]5 5, & 2™ [Fvie]y, . [v /(0]

=(aa_;[y(t)] ﬂ[y(tn)- Co =Y Ly, (550)

Oxn, Xi

para t € [a,b].
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Temos a

Definicao 5.3.2 Sejam E C R™ um subconjunto aberto em R™, x, € E e f : E = R uma func¢do
que possui todas as derivadas parciais em Xx,.
Definimos o vetor gradiente da fungao f em x,, que serd indicado por Vf(x,), como sendo

. ( of of n
Vilx0) = (ol g lra) ) €RY (5:51)
ou
. of o
Vi(xo) = ) =—(x0) &, (5.52)
o7 o
onde B ={&,---,&,} € a base candnica do R".

Observagao 5.3.3

1. Voltando ao item 4. da Observagdo (5.3.2), notamos que se x, = Y(to), to € [a,b], como

n

v'(te) = Zyi "(to) €,

i=1

de (5.50), seque que
5.50) w Of
0'(to) "2V Y - Iy(to)] i (8) = Vily(to)l oy (ko). (5.53)
i=1

2. Notemos que se x, € E, como E é um subconjunto aberto de R™, existird 6 > 0 tal que
B(x,;8) C E.

Logo se i € R™ é um vetor unitdrio (isto é, |||l =1) e considerarmos a curva parametri-
zada y: (—5,8) = E dada por

yt) =%, +ttd, te(-85,8), (5.54)
seque que a curva Yy serd uma curva parametrizada diferencidvel em E e

v'(t) =1, te(-68).

Logo, de (5.53), segue que

g'(0) = Vfly(0) e v (0) = V(xo) » ii. (5.55)

Por outro lado notemos que

g'(0) = lim I =900 _ ;) Flxo 10 — flxo), (5.56)

=0 t t—0 t

Com isto temos a:

Definicao 5.3.8 Na situagdo actma, o limite (5.56) (quando ezistir) serd denominado derivada

o . of
direcional da fungao f em x,, na direcao do vetor u e indicada por ﬁ(xo).
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Observagao 5.3.4

1. Notemos que o vetor il na Defini¢cdo acima deve ser untidrio.

2. Se existirem todas as derivadas parciais da fun¢do f em xo, de (5.55) e (5.56), implicardo
que ezistird a derivada direcional da fungdo f em x, na diregdo de qualquer vetor unitario
U e além disso

of 5.5 5.55 -
5= (%) B2 3100y P27 (x) o 1. (5.57)

3. Na situagdo acima, se VI(xo) # O e considerarmos vetores unitdrios i € R", teremos que

f . . - . ..

ﬁ(xo) atingird seu valor mdzimo guando o vetor i for multiplo positivo do vetor V§(x,),
mais precisamente se

Vi(xo)

IV

De fato, pois se 8 € [0,2n) nos fornece o dngulo entre os vetores i e V{f(x,) seque que

of

o= (x0) = Vi(xo) o = | VF(xo)]| |2 cos(®)

=1
= ||Vf(xo)]l cos(8),

. of . . . -
ou seja, 5—1—1(%) atingird seu valor mdzimo quando © = 0, isto é, quando o vetor U for
maltiplo positivo do vetor Vf(x,), ou seja,

U=AVf(xes), com A>0.

Como
#0
1= ) = IAVH(xo)]| = A VF(xa)]  seque que A= oo
= [iu|l = X, = S e =
’ ol eened AL
ou seja
i= Vi(xo)
HVf(Xo)”

como afirmamos,

of .
Neste caso 5—a(xo) serd igual a |Vf(xo)|.

of L .
4. Por outro lado, Eﬁ(x") atingird seu valor minimo quando

_ Vi(xo)
”vﬁxo)“’

U=

. . of .
pots, neste caso § =1 e assim E(xo) serd igual a —||VF{xo)|l.

A verificagdo deste fato é semelhante ao que fizemos no item acima.

5. Se U € R™ € um vetor unitdrio tal que
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onde f ={€,- - ,€n} € a base candnica do R™ segue, de (5.52), que

2 o) 2 Vf(xg) o = V(o) <ZuL e1>

n
Prop. Produto interno af
E ui | Vi(xo) e € § u1

i=1
(5.52)
aaxfl (XO)

ou seja, a derwada direcional da fungdo f no ponto x, an diregdo do vetor unitdrio i pode
ser obtida por meio das deriwadas parciais da mesma no mesmo ponto, isto é:

=Y o (rohus (5.58)
i=1 "

A seguir enunciaremos alguns resultados importantes que sdo consequéncia da diferenciabilidade
de uma fungdo de vérias varidveis reais tomando valores num espago euclideano.
Comegaremos pela Desigualdade do valor médio, mais precisamente:

Teorema 5.3.2 Suponhamos que a fungdo f: [a,b] — R™ seja continua em [a,b] e diferencidvel
m (a,b).
Entdo existe t, € (a,b) tal que

() — f(a)]| < [If'(to)lI(b— a). (5.59)

Demonstragao:
Seja

z=1f(b) —f(a) e R" (5.60)
e consideremos a fungio ¢ : [a,b] — R dada por
$(t) =zef(t), tela,bl

Como fungdo f é continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b) segue que a fungéo ¢ serd continua
em [a, b] e diferencidvel em (a,b) (usamos o fato que a fungdo x — z e x é diferencidvel em R™, cuja

verificagdo serd deixada como exercicio para o leitor).
Logo pelo Teorema do Valor Médio (visto em Anélise I) segue que existe t, € (a,b) tal que

d(b) — d(a) = ¢'(to)(b— a). (5.61)
Mas (a verificagio deste fato serd deixada como exercicio para o leitor)
¢'(t) =z e f'(t),

logo (5.61) tornar-se-a

d(b) — d(a) = [z e f'(to)] (b—a). (5.62)
Temos também que
d(b) — d(a) =zef(b) —zef(a) =ze |f(b) —f(a)| =zez=|z|f> >0, (5.63)
N e’

(5.60)
=z
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assim

Des. Cauchy-Schwarz
<

173
1212 27 16(6) — () "2 1z o £'(t6)l (b~ a)

llzl | (to) |l (b — a) (5.64)
Sez= 6, isto ¢, f(b) = f(a) nada temos a fazer pois o lado direito de (5.59) sera igual a zero.
Se z # O teremos ||z|| > 0 e (5.64) implicard que
, (5.60)
lzll < If'(t)| (b—a) "=
ou seja, vale (5.59), completando a demonstragéo do resultado.

[£(b) = f(a)ll < [If'(to)ll (b — a),

Para o préximo resultado precisaremos da:

(T—t)x+tyeA,

Definicao 5.3.4 Diremos que o subconjunto A C R™ é convexo em R™ se para quaisquer x,y € E,
para

O
0 segmento que tem extremidades nestes dois pontos estd inteiramente contido em A, ou seja,
t e [0,1].

Como consequéncia temos o

Coroldrio 5.3.1 Sejam E C R™ um subconjunto aberto convero de R"e f: E —» R™ uma fungdo
diferencidvel em E de modo que existe M > O tal que

' X)L @ngm) < M,
Entéo

para todo x € E.
Demonstragao:

If(x) = f(y)ll < Miix -yl

Sejam x,y € E.

(5.65)
para todo x,y € E. (5.66)
Consideremos vy : [0, 1] — R™ a curva parametrizada diferencidvel dada por
vty =(1—-t)x+ty, telo,1]. (5.67)
Observemos que
Y'(t)=y—x, telo,1].
Como o conjunto E é convexo e x,y € E, segue que y(t) € E para todo t € [0, 1].
Definamos a fungéo g: [0,1] — R™ por
g(t) =fly(t)],

te[0,1].
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Notemos que

g(1) =f | v(1) | =f(y), (5.68)
g(0) =1 | y(0) | =1(x), (5.69)
~—~~
RELY

Como as fungdes f e v sdo diferencidveis em E e [0, 1], respectivamente, segue que a fungio g serd
diferencidvel em {0, 1], em particular, serd continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1).
Da Regra da Cadeia, segue que

g'(t) =f lyWIly'(t)) = [y(t) (y —x), telo,1].
e
Logo
lg" Il = If" br(t)] (y =)< I by (O] flummimemy Iy — X

-~

Hipétese
<M

< My —x||. (5.70)

Portanto, aplicando a Desigualdade do Valor Médio (isto é, o Teorema (5.3.2)) & fungdo g, segue
que existe t, € (0,1) tal que

(5.68),(5.69)) Teorema (5.3.2

)
If(y) = =" lg(1) — g(O)]| < g (ta)ll [T =0l = [lg"(to)

obtendo (5.66), completando a demonstragéo do resultado.

(5.70)
< Mlly—x,
O

Observagao 5.3.5 O resultado acima nos diz que se a fungdo f tem derivada uniformemente
limitade em um subconjunto aberto e convezro de R™ entdo ela serd uma fungdo Lipschitziana
em E.

Como consequéncia deste temos o:

Corolério 5.3.2 Sejam E C R™ um subconjunto aberto convero de R™ e f: E — R™ uma fungdo
diferencidvel em E tal que f'(x) = 0 para todo x € E.
Entdo a fungdo f serd constante em E, ou seja, se x, € E teremos

f(x) = f(xo), xe€E.

Demonstragao:
Como f’(x) = 0 para todo x € E segue que

M = |If'(x)|l gngm) =0, paratodo x € E.
Logo, do Corolério (5.3.1), segue que
0 < [If(x) — f(xo0) || < M|Ix —%o|| =0, paratodo xE€E,

ou seja, [|[f(x) —f(xo)|| = 0, ou ainda, f(x) = f(x,), x € E , completando a demonstragdo do resultado.
O
Temos a
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Definicdo 5.3.5 Sejam E C R™ wm subconjunto aberto de R™ e f: E — R™ uma fungdo dife-
rencidvel em E.

Diremos que a fungdo f é continuamente diferencidvel em E se as fungées f e f' : E —
L(R™R™) forem continuas em E, ou seja, para cada x, € E fizado, dado ¢ > 0, podemos encontrar
5> 0 tal que se

X = Xollrn < & teremos |[f(x) — f(xo)llgm> If'(x) — '(%0) | Lrimm) < €. (5.71)

O conjunto formado por todas as fungbes continuamente diferencidvel em E tomando valores
em R™ serd denotado por C'(E;R™).

Observacio 5.3.6 Serd deizado como ezercicio para o leitor mostrar que (C'(E;R™),+,-) é um
espago vetortal sobre R, onde + e : denotam a soma de fungdes e a multiplicagdo de uma fungdo
por um numero real, respectivamente.

Com isto temos a seguinte caracterizagio dos elementos de C'(E;R™):

Teorema 5.3.3 Sejam E C R™ um subconjunto aberto de R™ e f: E — R™ uma fungdo.
Bntdo f € C'(E;R™) se, e somente se, a fungdo f for continua em E e ezistem e sdo continuas
todas as derivadas parciais (de 1.a ordem) da fungdo f em E.

Demonstracgao:
Suponhamos que f € C'(E;R™) e x, € E.
Do Teorema (5.3.1) temos que existem todas as derivadas parciais (de 1.a ordem) da fungio f em

E.
Além disso, para x, € E, se fn ={€1, - - ,€n} € Pm = {{i1, - ,1lim} 880 as bases candnicas de R" e
R™, respectivamente, para cadaj € {1,---,n}, ke{l,--- ,m}e x € E, de (5.44), segue que
m
vzl o o (549 ofi | o
[f'(x)&] e i = [; 7 (x)m} o
m
Prop. produto interno afi - - afk
= —x)( dieudyx )=—(x).
; an . an
_J0,i#k
Li=k
Logo,
of of o
2 (%) = 2 (xo) = [f'(X)§] @i — [F'(x0)E]] @ T = [f/(x)& — ' (x0)E] @ ik,
0% 0%
assim
0k of . . ., , Des. Cauchy Schwarz . . .
2 (x) = 2 (x0)| =1 [F(X)& ~ ' (x0)&)] » Tl < 1F'(x)& — f'(x0)& |l Il
an axj N~

< () = £ (x0)] Gl < (%) — £/ (xo) L mnimm) &l

. = ||fl(x) — fl(xo)”]_(Rn;Rm).

Como, por hipétese,: a fungdo ' : E — L(R™R™) é continua em E segue, da desigualdade acima,
que todas as derivadas parciais (de 1.a ordem) da fungdo f serdo continuas em E.
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Notemos que basta mostrar que a reciproca vale para m = 1.

De fato, pois se para cada i € {1, -, m} a fungdo f;, i-ésima componente da fungdo f, pertence a
C'(E;R) segue que f € C'(E;R™).

Deixaremos a verificagdo desta afirmagdo como exercicio para o leitor.

Suponhamos que todas as derivadas parciais (de 1.a ordem) da fungio f: E — R sejam continuas
em E,

Sejam xo € Eee > 0.

Como o conjunto E é aberto em R™ deverd existir 6 > 0 tal que

B(xo; 8) CE.

of
Por hipétese, para cada j € {1,--- ,n}, a fungéo P é continua em x,.
j
Logo podemos encontrar §; € (0, 8) tal que, se

of of
x € B(xo; 8;), teremos |—(x)——(x0)| < 3.
an an n
Assim, considerando-se
6o = min{é) 6j; ] € {1) ) ,TL}},
segue que, para todo j € {1,---,n}, se
of of 3
X € B(Xo, 50), teremos '5;]‘(7() - 5;2;(7(0) < T—L) (572)
Seja h € R™ tal que ||h|| < &, com
n
h= Z h; &,
i=1
onde Bn ={€1, - ,en} é base candnica de R™.
Notemos que
l(xo + 1) = xol| = |1} < B,
assim xg + h € B(xg; 8,) C E.
Consideremos, para cada k € {1,--- ,n}, o seguintes vetores de R™:
Vo=0 e We=h&+- +hé& =y - ,h,0---,0) € R" (5.73)

Com isto teremos:

f(xo +h) = F(x0) 20 f(xg + V) — F(xo + Vo)

soma telescépica [

f(xo +91) = (%o + Fo )l + [f(o +¥2) = (xo + 1))

=0
+ o [f(xo + Vno1) — (%o + Vin2)] + [f (%o + V) — f(xo0 + Vi )
n
= ) [f{xo +Vj) — f(xo +Vj—1)]. (5.74)
j=1
Para cada k € {1,--- ,n}, notemos que

5.73 |
5 P2 o R+ = <5,
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Como a bola aberta B(x; 8o) € um conjunto convexo de R"™, segue que o segmento de reta de
extremos x, + Vj_1 € X, + Vj estard contido em B(x,; o).
Observemos que, para cada j € {1,--- ,n — 1}, segue que

= (hy,- ")h'] 0,- = (hi,- ",hj..],O,"')'l'(O,"‘,O,hj,O,"')-:\‘;)'__]—!-h]‘é‘j.

Suponhamos que hj > 0 (o caso h;j < 0 é semelhante e serd deixado como exercicio para o leitor)
e consideremos a fungao g : [0,h] — R dada por

gj(t) = f(xq +\-;j_] + téj), te [0, hj].
Notemos que o trago da curva parametrizada

t xo+ Vi +18, telohy

=¥,
é o segmento de reta que liga o ponto x, +Vj_1 +0- € = x, +Vj_1 a0 ponto x, +Vj_1 + hy - € = xo +Vjj
e que estd contido em B(x,; 8,), deste modo a fungdo g serd a restrigdo da fungio f a esse segmento
de reta. -

Observemos também que se t, € (0,h;), teremos:

glt +to) — g(to) fxo + Vi1 + (t + to) &l — f(xo + Vj—1 + t0€j)

lim = lim

t—0 t t—0 t
—1lim fl(xo +\_fj_] + toéj) + téj] —f(xo + \7]'_] + toé})
t—0 t
of
= ko 9101+ to8), (5.75)

ou seja, a fungdo g serd diferencidvel em t, € [0,h;] e
af
g{(to) = (xo + Vi1 + to). (5.76)

Como, por hipétese, as derivadas parciais sdo continuas em E segue que a fungdo g serd continua-
mente diferencidvel em [0, hy].

Assim podemos aplicar o Teorema do Valor Médio & fungdo g no intervalo [0,h;] e assim obter
6]' e [0, hj] tal que

j =1

- Frue
=f(xo+Vj—1 + hjej) =f(xo+Vj—1 + O.Cj)
— ~ ' (5.76) of o o
9;(hy) - 9;(0) =gj(0) 1y =" o (xo + Vi1 + ;) hy,
)
ou seja,
o - of - "
f(xo + V)') - f(xo + Vj—l) = —.-(Xo + Vi1 + Gjej) hj. (577)

0%
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n
af
Z[f(xo-i-v])—fxo-i-v] 1) Z-a—

6.77) | of =
o
= ;TJ(X0+V] |+9]€] Z Xo)
n
- o of
< +Vj_1 + 6;€j) — —(xo) [hy]
- a Xj an N~
= ~ 2 <
Il(x0+v) ]+B ) xoll= ”V] ]+B)2J“<”h"<50 logo (5. 72)
< T\
= ¢ €
< —|lh|l = = ||h|n < g[|h .
> 2l = Sl < el (5.78)
ou seja, se considerarmos a transformagéio linear A : R™ — R dada por
i L
= 0%;
n
onde h = Zh,-é‘j, segue, de (5.78), que
i=1
i 00 1) = ) =AM _
h0 R
mostrando que a fungfo f é diferencidvel em x, € E.
Portanto a fungdo f serd diferencidvel em E e além disso
— of
, — .
f'(x)h =A(h) = g a_x,-(x) h;, (5.79)

j=1
n
onde h =) Mg
i=1
Se to = 0 ou t, = h; teremos algo semelhante trocando-se o limite (5.75) pelos respectivos limites
laterais.

Deixaremos os detalhes destes dois casos como exercicio para o leitor.
Como, por hip6tese, as derivadas parciais da fungéo f sdo continuas em E segue, de (5.79), que a
a fungio f’ serd continua em E, ou seja, f € C'(E;R), completando a demonstragio.

O

5.4 Ponto fixo de uma funcao

Nosso objetivo nesta secdo é exibirmos um resultado que garante a existéncia de um, tnico, ponto
fixo de uma fungio "especial” definida em um espago métrico "especial”.
Para isto comegaremos pela
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Definigao 5.4.1 Sejam X um conjunto ndo vazio, Xo € X e f: X = X uma fungdo.
Diremos que x, € um ponto fixo da fungao f se

f(xg) = Xo-

Para exibir um resultado importante para a existéncia e unicidade de ponto fixo de uma aplicagdo
precisaremos da

Definigao 5.4.2 Sejam (X, d) um espago métrico e f: X — X uma fungdo.
Diremos que a fungdo f € uma contracdo em X se ezistir ¢ € [0,1) tal que

dlf(x), f(y)l < cd(x,y), paratodo x,y e X.

Observagao 5.4.1 Toda contragdo € uma fungdo continua.
A verificagGo deste fato é simples e serd deizada como ezercicio para o leitor.

Com isto temos 0 Teorema do ponto fixo de Banach:

Teorema 5.4.1 Sejam (X, d) € um espago métrico completo e a fungdo f: X — X é um contra¢éo
em X.
Entdo eriste um, e somente um, ponto fizo da fungdo f.

Demonstragao:
Comegaremos provando a unicidade:
Para isto suponhamos que x1,x2 € X sdo pontos fixos da fungdo f, ou seja

f(x1)=x%x1 e f(x3)=x,.

Entdo

f =x7,f(xy= f é contragao
d(xy,x2) CVTRTE gy fxg)] < cd(xnxa) S 0< (1 —c)d(xg,xa) <0
S——
>0
= d{x1,x2) =0 = x =x,

mostrando a unicidade do ponto fixo da fungéo f.
Mostremos agora a existéncia do ponto fixo da fungéo f.
Seja xo € X qualquer.
Para cada n € N fixado, consideremos a sequéncia (xn)nen dada por:

xn = f(xn-1). (5.80)

Notemos que, para n € N, teremos

5.80) f é contragio

d[f(xn), f(xn-1)] ¢ d{xn, Xn-1),

(
d(??n-l—] ) XT‘L)
com isto, por indug8o, podemos mostrar (serd deixado como exercicio para o leitor) que

d(xnt+1,%n) < c™d(x1,%), Mm€EN. (5.81)
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Logo, se m > n segue que

Des. triangular

d(Xm,yXn) < d(XmyXm-1) + d(Xm—1,Xm—2) + - + d( (Xn+1y%n) Z d(xi,Xi—1)
i=n+1
(5.81) 1 1
< (c“ R ) d(x1,%0) = c" (1 et +c“““—‘) d(x1,%o)
d(x1,%o)
— e 2TV 7O
= (5.82)

Como ¢ € [0,1), segue que a sequéncia numérica (c"), oy serd convergente para zero, ou seja, a
sequéncia (Xn)nen Serd um sequéncia de Cauchy em X.
Mas (X, d) é um espago métrico completo, logo existe o limte

x = lim x, € X.
n—00

Como a fungdo f é uma contracdo em X, segue que ela serd uma fungdo continua em X, assim

f(x) =f ( lim xn) fé continua ),y f(xn) = 11m 0 Xnl = X, (5.83)
n—oo Tl—)OOv
=Xn+1

ou seja, f(x) = x, portanto a fungio f tem um tnico ponto fixo em X, completando a demonstragio
do resultado.
O

Observagao 5.4.2 A demonstragdo acima nos fornece um modo de encontrar o ponto fizo da
fungdo f.
Basta escolher x, € X qualquer e encontrar o limite da sequéncia (xn)neny em X, onde

xn =f*(x), neN

notando que:
f"=fo...of.

n—fatores

5.5 O Teorema da funcgao inversa

Nesta segio utizaremos o Teorema do ponto fixo de Banach para provar um resultado sobre a continua
diferenciabilidae da fungdo inversa (local) associada uma fungio continuamente diferencidvel e "bem
comportada”, mais precisamente:

Teorema 5.5.1 Sejam E C R™ um subconjunto aberto de R", x, € E e f € C'(E;R™) tal que
f'(xo) € L(R™) seja um operador linear inversivel e yo, = f(xo).
Entdo

1. existem subconjuntos U = U(x,) C E e V = V(y,) abertos em R", contendo x, e Yo,
respectivamente, tais que f: U — V € bijetora (ou seja, a fungdo f admite uma fung¢do
inversa 7' : V — U, localmente em x,).

2. Além disso temos que f~' € C'(V;R").
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Demonstragao:
De 1.:
Seja

A = f/(xo) € L(RY).

Como f’(x,) € L(R™) é um operador linear inversivel, segue que ||A[| grn) # 0.
Assim podemos considerar

A= L

= > (0. 5.84
2[|A"lymn (5.84)

Como a fungdo f’ é contfnua em x, e o conjunto E é um subconjunto aberto de R™, podemos
encontrar r > 0 tal que B(xo; 1) C E e se

x € B(xo; 1), teremos |If'(x) —f'(xo) [lymn) < A (5.85)
=A

Afirmamos que a fungio f é injetora em U = B(x,; 7).
De fato, para cada y € E fixado, consideremos a fungéo ¢ : E — R™ dada por

y(x) =x+A [y —f(x)], xeE. (5.86)

Notemos que:
existe inico x e U talque y=f(x)
se, e somente se,
existe inico xe€ U talque y-—f(x)= 0,
ou, é equivalente, a
existe inico x €U talque A~ [y—f(x)] =0,
ou ainda,
existe inico x €U talque x+A7 [y—f(x)]=x

ou, equivalentemente,
existe inico x € U tal que @y(x) =x,
ou ainda,
existe inico x € U ponto fixo da fungdo . (5.87)

Portanto a fungéo f € injetora em U se, e somente se, (5.87) ocorre.
Mostremos que (5.87) ocorre.
Para isto, observemos que ¢y € C'(E;R") (pois f,A € C'(E;R™)) e além disso (verifique!)

(p;(x) =1, - A—] o fl(x)) x € E,

onde I, € L(R™) denota ¢ operador identidade em R™.
Logo, da Proposigdo (5.1.1) item 3. (isto é (5.3)), se x € B(x,; 1), segue que

o () llwny = 11— A7 o [f' ()l wny = A7 o [A = /(x)] llLgn)
(5.3 1

53) 1
< A ]|lL(Rn)ﬂJ|A-f'(X)||L(Rnl = A= P

" ———
(5.84) 4 (5.85)
= 7% < A
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Logo se x1,%x; € B(x,; 1), do Corolério (5.3.1), podemos concluir que

1
”(Py(xl) - ‘py(XZ)” < sllxr —xafl. (5.88)
Assim, se y; € B (f(x,); TA), teremos:

l0y(x0) = xoll = Il (xo + A fyr = flxe)]) = xoll = 1A~ Fys = 1(xo)] |

_ 1 1
<Ay = fxa)l| < 537A = 57 (5.89)
A ol =™ =2
(5.84) 1y €B(f(xo)rA)
= Ix < TA

Portanto, se x € B(x,;T), segue que:
oy (x) = %ol = [lloy(x) = @y(x0)] + [Py (X0) — Xol|

11
< loy(x) = @y (%o)l| + |0y (xo) — Xol| < 57+ 7T =T, (5.90)

(5.88)

1 1 (5‘8‘?).|
< HIx —%oll<3r < z7
—_——’

<r

ou seja, (5.90) mostra que ¢y : B(xo; 1) = B(xo; ) € (5.88) que esta fung8o serd uma contragio em
B(xo; T), que é um espago métrico completo (pois um subconjunto fechado de um espago métrico
completo serd um espago métrico completo - verifique!).

Portanto o Teorema de ponto fixo de Banach (isto é, o Teorema (5.4.1)) garante que existe um
tinico ponto fixo da fungdo @y em B(x,; 1), isto é, existe um tnico X € B(x,; ) tal que @y(X) =x.

Sem perda de generalidade podemos supor que X € B(x,; r) (basta aplicar o procedimento acima
para v/ € (0,7), se necessario).

Assim, de (5.87), segue que a fungéo f serd injetora em U.

Com isto temos que f: U — V serd um fungéo bijetora, onde

V= f(U). (5.91)

Logo, para cada y € V, existe um tnico x € U tal que f(x) =y.

Para completar a demonstragdo do item 1., precisamos mostrar que o conjunto V é um subconjunto
aberto em R™.

Para isto, dado y; € V sejam x; € U e v, € (0, 1) tal que B(x1; 15} C U =B(x,; 7).

Afirmamos que se y € R™ & tal que

ly—yill < Aro, entdo deveremos ter y € V. (5.92)

Em particular, teremos que V serd um subconjunto aberto de R™ (pois se y; € V, da desigualdade
acima, teremos que B(y;; roA) C V).

Mostremos a afirmagéo (5.92).

Para isto, suponhamos que y € E satisfaz ||y — y1|| < Aro, ou seja, y € B (yi1;10A).

Notemos que

loy(x1) = x|l = | (m + A [y —f(x )]) —xifl = A" Jy =) | |l
=
1A~ @ISIA e 2l 1 .
< AT [[y—yill < 5570A = 5To. (5.93)
AL R L ALL 2P 2
(5:84) 1 yeB(yjiror)

X < ToA



5.5. O TEOREMA DA FUNGAO INVERSA 183

Assim, se x € B(x;; o), teremos:

oy (x) = x1]l = oy (x) = @y(x1)] + [oy(x1) = x1]])

1 1
< loy(x) — @y(x1)] + loy(x1) = x| < 770+ 570 =To, (5.94)
~ ~ ~ N, msmiiins’
.88) em B(xy ;7o) 93)
G em 2tk — xy [l<dre G,
———

<To

ou seja, de (5.94), podemos concluir que @y : B(x1;15) — B(x1; o).
Assim a fungio acima serd uma contragdo em B(x;; 1), Que é um espago métrico completo.
Logo, do Teorema de Banach, existe um tinico x € B(x1; To) € B(xo; 1) tal que f(x) = y, mostrando
que y € f(U) =V, completando a demonstragdo do item 1. .
De 2.:
Como V é aberto em R", dado y € V existird k € R" \ {0} tal quey+kevVv.
Do item 1., segue que existem x,x, € U tais que

f(x) =y e f(xx)=y+k.

Se considerarmos

h = x, — X,
da identidade acima segue que
fx)=y e f(x+h)=y+k. (5.95)
Logo
=A"1(y)+A" f(x+h)] =AM (y)+A~T[f(x)]
— N\ /—"—&—\
Py(x+h) —@y(x) = (x+h) + A y—flx +h)] p =< x+ A~V fy — f(x)]
[ ]
=h+A7' |[f{x)—f(x+h)| =h-A""(k),
N~ N
=Y =y+k
T
0 que implicard que
loy(x +h) — @y(x)| = [ = AT (K)|| > Ih][ = |A7" (k)] (5.96)
Por outro lado, de (5.88), segue que
x,x+hell, logo (3.88) 1 1
loy(x+h) — oy(x)|l < 0+ 1) = x|l = 5 Ih]. (5.97)

Logo, de (5.96) e (5.97), teremos:

_ 1 _ _ 1
IR~ 1AM < SIMl = (< 20A7T ()] < 2(A fuwn 1K = 511,
N —

(5.84) 1
=%

] .
I < Ill,  ou ainda, (5.98)

1 <1 1 5o
KT = Al (5.99)
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Notemos que
(5.85) 1 (5.84) _

1> S0 = Allyee) "= 2IIA Mmn 1/0x) = Allgn
- 1
JA gy /(%) = Alleny < 5-

Logo, para cada x € U, do Teorema (5.1.1) item 1., segue que, o operador linear f'(x) admite
inversa (ou seja, serd um operador linear inversivel) que, por simplicidade, denotaremos de T (ou
sejam T = [f/(x)] ).

Denotemos a fungdo inversa associada a fungo f: U — V por g (isto é, g =f~').

Como isto teremos:

gy+k) —g(y) ~T(k) =" (x+h)—x=T(k)= h, -T( k)
=T[f'(x)(h)] (sis)f(erh)mf(x)

Té op_.___linear T [f’(x) (h) — f(X +h) + f(x)]

=T [f(x +h) — f(x) — f'(x)(h)] . (5.100)
Logo,
(5.99)] .
S ONTRI
A
(y+k)—gly) = T(K)[| G101 /
gy ||kg|ly [ T [|=T [f(x + ) = £(x) = £ (x) (W] |
IT@N<ITH ) il — f(x) — f'
B LU W) O

Portanto quando k — O, de (5.98), segue que h — O.

Assim, quando k — 0, o lado direito de (5.101) vai para zero, pois a fungio f é diferencidvel em
x, implicando que a fungéo g = f~' serd diferencidvel em y = f(x) € V.

Além disso, de (5.101), segue que

Notemos que a fungéo g é continua em V, pois é uma fungdo diferencidvel em V.

Como, por hipétese, a fungéo ' : U — L(R™) é continua em U e a aplicagic que leva um operador
linear inversivel no seu operador linear inverso ¢ uma aplicagdo continua na norma de L(R™) (ver
Teorema (5.1.1) item 3.), segue que a fungéo g’ serd continua em V, mostrando que f~' = g € C'(V;U),
completando a demonstragio do resultado.

O

Como consequéncia temos o

Coroldrio 5.5.1 Sejam E C R™ um subconjunto aberto de R™, O como no Teorema (5.1.1),
f e C'(E;R") tal que f'(x) € Q, para x € E.

Se W C E € aberto em E entdo f(W) € aberto em R™, ou seja, a aplicagdo f € uma aplicagdo
aberta.

Demonstragao:
Se y € f(W), existe x € W tal que f(x) =y.
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Pelo item 1. do resultado acima existird U = U(x) subconjunto aberto contido em W tal que
y €V =1f(U) Cf(W) com f(U) sendo um subconjunto aberto em R™.
Logo existe & > 0 tal que B(y; 8) C f(U) C f(W), em particular, B(y; &) C f(W), mostrando que
f{(W) é um subconjunto aberto em R", completando a demonstragdo do resultado.
O

5.6 Teorema da fuhgéo implicita

Para finalizar enunciaremos e provaremos o Teorema da fungao implicita.
Antes porém faremos algumas observagbes e introduziremos algumas notagdes:

Observagao 5.6.1

1. Sejam E um subconjunto aberto de R? e f: E — R uma fungdo diferencidvel em E.

Suponhamos que (Xo,Yo) € E € tal que

of

f(xmyo)zo e @(XO)UO)7&O'

Entdo, no curso de Cdculo II, mostrou-se que existem vizinhangas de x, e Yo, que de-
notatemos por U = U(x,), V = V(y,), respectivamente, tal que U x V C E e uma fungdo
y: U -V, diferencidvel em U, de modo que

fix,y(x)] =0, xel,
ou seja, podemos obter na equagdo

f(x,y) =0, (xy)€E,
y como fungdo de x, em um vizinhanga de (Xo,Yo), ou ainda, o grdfico da equagdo acima
pode ser obtido como o grdfico de uma fungdo de x, em um vizinhanga de {xo,Y,), contida

em E.

. of
2. Se a hipdsete @(Xo,yo) # 0 falhar a conclus@o pode ser falsa, como mostra o seguinte
ezemplo:

Consideremos f : R? = R dada por
f,y) =x*+y* -1, (x,y) € R?
Notemos que a fungdo f: E — R uma fungdo diferencidvel em R? e
£(1,0)=0 e 2—;(1,0) =2.0=0

e nao eriste nenhuma vizinhanga de (xo,Yo,) = (1,0) de modo que possamos escrever
y =y(x) em uma vizinhanga do ponto (xo,Yo) = (1,0) (veja figura abaizo)

fix,y(x)] = 0.
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Y

3. Na situagdo do item 1., se (xo,Yo) € E € tal que

of

f(xoyyo)zo € éz(x-myo)#o'

BEntdo, no curso de Cdculo II, mostrou-se que ezistem vizinhangas de X, € Yo, que de-
notatemos por U = U(x,), V = V(yo), respectivamente, tal que U x V C E e uma funcdo
x:V = U, diferencidvel em V de modo que

f[x(y))y] =0, RS V,
ou seja, podemos obter na equagdo
f(xyy) = 0) (X,y) S E)

x como fungdo de y, em um vizinhanga de (x0,Yo) contida em E.

. A seguir exibiremos uma versdo mais geral do resultado acima, apresentado no curso de

Cdlculo II,, bem como sua demonstragdo.

No enunciado e na demonstragdo deste resultado que vird a sequir, utilizaremos a sequinte
notagdo:

Sex=(x;, - ,xn) ER" ey = (y1, -+ ,ym) € R™ entdo
(X)y) = (Xb"' y Xy Y1y )Um) ERn+m'

Se A € L(R""™ R") entdo podemos decompor a transformagdo linear A em duas trans-
formagdes lineares, gue denotaremos por: Ay : R" = R™ e Ay : R™ — R™ dadas por

A.(h) =A(h,0n), heRY, (5.102)
Ay(k) = A(On,k), keR™, (5.103)

onde
On=(0,---,00eR™ e Op=(0,---,0) e R™
De fato, para h € R", k € R™, teremos:

A(h, k) = A [(h, Om) + (On, k)1 * € B797 A (1 0,1) + A(On, k)

= Ay(h) + Ay(K). (5.104)

Deizaremos como ezxercicio para o leitor mostrar que A, € L(R™) e Ay € L{R™ R").
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6. Notemos também que

Ihi|gn
e N
A<l = IA(R, Ol < Al @msmmeny (R Om)flgnem = [|A |Lmmengn) fihl|ge-

7. De modo semelhante temos

Ay () < (AL K Rem

Com isto podemos enunciar e demonstrar um Teorema da fungao implicita para transformagoes
lineares, mais precisamente:

Proposicao 5.6.1 Seja A € L{R™"™ R") tal que A € L(R") é um operador linear inversivel.
Entdo para cada k € R™, existe um tnico h € R"™ tal que

A(h, k) = On. (5.105)

Além disso
h=-A7"[Ay(K)]. (5.106)

Demonstragao:
Observemos que para cada k € R™ temos que

existe AZ! n
Adh) + Ay (k) =0, T Sy AT A ()],

(5-<Lg4)

A(h,k) = On

completando a demonstragdo.

Observagao 5.6.2 O resultado actma nos diz que, para cada k € R™, na equagdo
A(h, k) = On

podemos obter h € R™, de modo tdnico, em fungdo de k, ou seja, h = h(k)}.
Além disso, essa fungdo serd linear em k, como descrita em (5.106).

Podemos agora enuciar e demonstrar um Teorema da fungao implicita que estende o que foi
exibido no cusros de Calculo II, mais precisamente:

Teorema 5.6.1 Sejam E um subconjunto aberto de R™™, (xo,yo) € E, f € C'(E;R™) e A =
f'{%0,Yo) € L(R™™ R™).
Suponhamos que
f(x0yYo) = On

e que Ax € L(R"), dada por (5.102), seja um operador linear inversivel.

Entdo existe subconjunto aberto U = U(xo,yo) de R™™, contendo (xo,Yo), um subconjunto
aberto W = W(y,) C R™, contendo Yo, tal que para todo y € W eziste um, tnico, x € R" de
modo que :

(x,y)eU e f(x,y)=0n, (5.107)

ou seja, existe uma fungdo g: W — R™ satisfazendo:

1. 9{Yo) = %o,
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2. paray € W, temos (gly),y) € U;

3. paray € W temos que
f{g(y),y) = On.

Além disso, g € C'(W;RM) e
a'(yo) =—A;' 0 Ay (5.108)

Demonstragao:
Definamos a fun¢do F: E — R™™ dada por

F(X»y) = (f(X,y%y), (X)‘J) € k. (5'109)

Notemos que
=On

o N,
F(%0,Yo) = (f(X0,Yo)sYo) = (On, Yo).
Como f € C'(E;R") segue que F € C'(E;R™™) (pois suas fungdes componentes sio funcdes
continuamente diferencidveis em E).

Além disso temos que
F'(x0yYo)(h, k) = (A(h, k), k). (5.110)

De fato, notemos que como a fungdo f é diferencidvel em (x,,y,) segue que

=On
lim f(xo + h) Yo + k) - f(XO)yo) _A(h) k)
(hk)(0,0) Il (h, )]
im (et huo+k) — A K)
(h,K)=(0,0) I (h, k)] ’

0=

ou, equivalentemente:
=Or\

Y vantiuamn
f(xo + h, Yo + k) — (X0, Yo) = A(h, k) + 1r(h, k), (5.111)

onde
r(h, k)

lim ——— =0. 5.112
(hk)=(0,0) [ (h, K| ( )

Logo

:On
F(Xo + h)yo + k) - F(XO)UO) = (f(Xo + h)yo + k)))yo + k) - (f(XO)UO))‘JO)
= (f(xo + My Yo + k), k) "2 (A(R, k) + (R, k), k)
= (A(h, k), k) + (r(h, k), Om) . (5.113)

Assim

[[F(xo + My Yo + k) — F(x0,Yo) — (AR, k), K)[Rnem (5113) [|(r(h, k), Om)|lgnsm
(v, %)l [I(h, Kl
_ Ir(hyX)[[ge 5.112)

KR

0,
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quando (h,k) — (0,0).
Portanto vale (5.110).
Notemos que

=(Onyom)
~

k=0mn
0 = FI(XO)yo)(ha k) = (A(h,k),k) = {

On - A(h, Om) — Ax(h) Ax é inyersivel h= On

= (k) =(0n,On) =0,
ou seja, o operador linear F/(x,,Yo) é injetor e portanto bijetor (pois é um operador linear), logo
F/(x0,Yo) € L(R™™) serd um operador linear inversivel.

Logo podemos aplicar o Teorema da fungdo inversa a fungdo F (ver Teorema (5.5.1)) e com isto
poderemos obter um subconjunto aberto U = U(x,,Yo) C R™™ e um subconjunto aberto V =
V(F(x0,Uo)) = V(On,yo) € R™™, de modo que a fungdo F: U — V serd bijetorae F~' € C'(U; V).

Seja

W ={y € R™; (On,y) € V}.

Observemos que y, € W, pois (On,yo) € V.
Além disso W é um subconjunto aberto de R™ pois a fungfo i: R — R™™ dada por

i(y) = (On,y), yeR"

é uma fungdo continua em R™ e como V é um subconjunto aberto de R™™ segue que W = i~1(V)
serd um subconjunto aberto de R™ (onde i~' denota a imagem inversa associada a fungéo i).
Notemos que se y € W segue que existe (x,y) € U tal que

F(X,‘J) = (On)y))

pois a fungdo F: U — V é bijetora.
Mas

(On)y) = F(X>‘J) = (f(xﬂJ)"J) = f(X,y) = On,

ou seja, para cada y € W existe, pelo menos um, x tal que (x,y) € We f(x,y) = O,.
Afirmamos que tal x é tinico.
De fato, suponhamos que (x’,y) € U é tal que

f(x,y) = On = f(x',y).

Logo

F é injetqra em U !

F(x',y) = (f(x,y),y) = (f(x,y),y) = Flx,y) = x' = x.
Com isto podemos concluir que para y € W existe um tnico x = x(y) tal que
f(x(y),y) = On,

completando a demonstragdo da 1.a parte do resultado.
Para a 2.a parte, consideremos a fungdo g: W — R™ dada por

gly) =x, para yew, (5.114)

onde x é o unico elemento em W tal que (x,y) € U e f(x,y) = O, (obtido na 1.a parte).
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Com isto teremos

F(g(y),y) = Fix,y) = (f(x,y),y) = (On,y), yeW.
N —

:On
Se G = F!: V — U entdo, do Teorema da fungio inversa (ver Teorema (5.5.1)), segue que
G e C'(v;u).
Mas :
G=F~
F(g(y),y) =(On,y) "= FIG(On,y)l, yeWw

e como a fungdo F é injetora em U, segue que

(9(y),y) = G(Onyy), yeWw.

Logo se considerarmos as fungdes TT; : R™™ — R™ dada por (¢ uma transformagéo linear, logo
pertence a C'(R™™;R"))
ﬂ;(x,y) = X, (x,y) € Rn%—m’

e H:R™™ — R™™ dada por (¢ uma transformagéo linear, logo pertence a C'(R™™; R™"*™))
H(x,y) = (On,y), (x,y) € R™™,

segue que
Q(U) =[MoGo H](XﬂJ); (X,y) eV

Como G € C'(V; W), TT) € C'(R™™;R™) e H € C'(R™™ R") segue que g € C'(W;R"M).
Para finalizar, precisamos mostrar (5.108).
Para isto, observemos que se considerarmos a fungio ¢ : W — R™™ dada por

e(y) =(g9(y)y), yew
segue que @ € C'(W;R™™) e para y € W teremos (como em (5.110))
¢'(y)(k) = (g'(y)(k),k), keR™
Notemos que, para y = yo, teremos

®(Yo) = (9(Yo),Yo) = (X0, Yo)- (5.115)
—

=Xo

Como
flo(uyl =f(g(y),y) =0n, yew

segue, da Regra da cadeia, que
[f'lo(yle @ (Ylk) =0n keR™ (5.116)

Mas ( |
f'lo(yo)] "= f'(x0,Y0) = A,

e assim, de (5.116), teremos
[Ao (P’(Uo)](k) =0, k€ R™,
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ou seja,
On = A[ <Pl(yo)k ]
=(g'{yo)(k),k)={g’(yo)(k),Om)+(On,k)
A € oL 1RO A 19" (o) (K), Om) + (Ony k)] = A [9/(yo)(K), Om)] + A [(On, k)]
= Ax[g'(yo)k] + Ay(k) = [Ax © Ql(yo) + Ay] (k) = On
iste Ay —
TR gek) =—[AT 0 Ay (0,

mostrando (5.108) e completando a demonstragdo do resultado.
O

Observacao 5.6.3 Em termos das componentes da fungdo f e da fungdo g a expressdo (5.108)
tornar-se-d a seguinte:

Para cadaice{1,---,n} eke{l, ..., m} teremos:
n
aﬂ 691 afi
Z x; xoayo (‘Jo) = azn-d—k (xoayo))

j=1

onde z = (x,y) € R™™,
Para ver isto, basta notar que

Yk
ofy
[A ] = ( t X0y Yo ) )
e Zn+k( Y ) nxm
e assim [ALllg'(yo)] = —[Ayl, que nos fornecerd a expressio acima.

Para finalizar consideremos o seguinte exercicio:
Exercicio 5.6.1 Seja f: R’ = R? a fungdo dada por
f=(fi,12),
onde f,f;: R - R sdo dadas por

fl (XhXZay‘)yZ)yS) = 2eX + X2Y1 “492 + 3)
f2(x1,%2,Y1,Y2,y3) = x2¢08(x1) — 6x1 + 2y1 —y3,  (x1,%2,Y1,Y2,y3)R>.

Observemos que se
Xo=(0,1)€R? e Y,=(3,2,7) € R

entdo

f1(Xo, Yo) = £1(0,1,3,2,7) =2e° + 1.3 -4.2+ 3 =0,
£2(Xo, Yo) = 2(0,1,3,2,7) = 1.cos(0) = 6.0+ 2.3 — 7 = 0,
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ou seja,

f(Xo, Yo) = (f1(Xo, Yo), f2(Xo, Yo)) = (0,0) € R?.
Notemos também que

oyl = (%35 0 5)

2 3 1 —4 o0
[A*]Z(-e 1) ¢ [Ay]z(z 0 ~1>‘

Em particular, a matriz [AL] € inversivel (pois det[A] = 2+18 = 20 # 0) logo, pelo Teorema da
fungdo implicita, ezistem vizinhangas de X, e Yo, que denotaremos por UL =U(X,) e V= V(Y,),
respectivamente, e uma fungdo g:V — U de pertence a C'(V;U), que satisfaz:

g(Yo) =Xo, 1sto €, g(3,2,7) =(0,1),

f(g(y))y)=(0,0), yeu

1

) — _ 4
[gl(Yo)] — —A;]Ay Exegfcw _1_ 1 3 1 4 0 —
6 2 .

8w

20 2 0 -1

viloy W —
|_l

2

—
(@
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