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Capítulo 1

Introdução

O objetivo destas notas e ser um texto de apoio para a disciplina SMA308 Analise II que trata em uma
primeira parte de conceitos relacionados com a integral de Riemann e Riemann—Stieltjes de funções de
uma variável real a valores reais ou a valores vetoriais, propriedades das mesmas, relações entre estas
e aplicações.

Em uma segunda etapa serão estudados tópicos relacionados com sequência e séries de funções;
estudo da convergência pontual ou uniforme, propriedades e aplicações.

Em uma terceira etapa trataremos da continuidade, diferenciabilidade de funções de várias variáveis
reais a valores reais ou vetoriais, propriedades e aplicações.

Finalizando com enunciaremos, provaremos e aplicaremos os Teoremas da função implícita e da
função inversa para funções de várias variáveis reais a valores reais ou vetoriais.

Iniciaremos fixando a notação dos elementos que serão utilizados ao longo das notas.

Notação 1.0.1

N é [1,2,3, - - .) (conjunto dos números naturais)
Z & í- .. ,3, —2,——l,0, 1,2,3, » — -] (conjunto dos números inteiros)
Q & [% :p, q e Z, q # O] (conjunto dos números racionais)

Q & [x 75 %,Vp, q e Z, q 75 O] (conjunto dos números irracionais)
]R & Q U ll (conjunto dos números reais)
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Capítulo 2

A Integral de Riemann—Stieltjes

Neste capítulo introduziremos & integral de Riemann-Stieltjes de uma função definida em um intervalo
fechado e limitado a valores reais.

Para isto relembraremos o conceito de supremo e ínfimo e algumas propriedades relacionadas com
estes conceitos.

2.1 Supremo e ínfimo de subconjuntos de R

Começaremos pelos importantes conceitos estudados no curso de Análise I: supremo de ínfimo de
certos subconjuntos de IR.

Definição 2.1.1 Diremos que o subconjunto E Ç; IR é limitado superiormente em R se existir
[5 E R tal que

egfâ, VeeE.
Neste caso [3 será dito limitante superior de E.
De modo semelhante, diremos que o subconjunto F Ç IR é limitado inferiormente em R se

existir oc & R tal que
ocgf, erF.

Neste caso oc será dito limitante inferior de F.

Diremos que o subconjunto A Q R e' limitado em IR se for limitado superiormente e inferi-
ormente, isto é,

N otemos que

Proposição 2.1.1 Seja E Q R.
O conjunto E será limitado em R se, e somente se, existe Y E R tal que

—y5e5y, VeeE.

Demonstração:
Foi vista no curso de Análise I e será deixada como exercício para o leitor.

Temos os:

Exemplo 2.1.1 Seja E i- [2, 00) Q R.
Então E é limitado inferiormente (pois, oc 5 2 será um limitante inferior do conjunto E)

mas não é limitado superiormente em IR.
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Exemplo 2.1.2 Seja E & (—oo,«/í) no g 1a.

Então E é limitado superiormente (pais, [3 Z x/Í é um limitante superior do conjunto E)
mas não é limitado inferiormente em IR.

Exemplo 2.1.3 Seja E & (an) «; R.
Então E é limitado em R.
De fato, E é limitado superiormente (pais, (3 Z x/Í é um limitante superior do conjunto E)

e é limitado inferiormente em IR (pois, oc 5 —l é um limitante inferior do conjunto E).

Com isto podemos introduzir a:

Definição 2.1.2 Seja E Q R, não vazio e limitado superiormente, não vazio, de R.
Suponhamos que exista oc & IR que têm as seguintes propriedades:

1. oc é um limitante superior de E;

2. se y < oc então y não será limitante superior de E.

Neste caso diremos que cx é o supremo do conjunto E, e será denotado por sup(E), isto e',

sup(E) & oc.

Observação 2.1.1 A definição acima nos diz que oc é o menor limitante superior do conjunto
E (se existir).

De modo semelhante temos a:

Deíinição 2.1.3 Seja F Q R, não vazio e limitado inferiormente, não vazio, de IR.

Suponhamos que exista [5 & IR que têm as seguintes propriedades:

1. [3 é um limitante inferior de F;

2. se v > fã então 7 não será limitante inferior de F.

Neste caso diremos que [3 é o ínfimo do conjunto F, e será denotado por inf(F), isto é,

inf (F) i- (5.

Observação 2.1.2 A definição acima nos diz que [3 é o maior limitante inferior do conjunto F

(se existir),

Exemplo 2.1.4 Seja E à (0, 1] g IR.

Então
sup(E) =l e inf(E) = 0.

Resolução:
Notemos que o conjunto formado por todos os limitantes superiores será:

Lsenm),
assim o menor limitante superior será 1, ou seja, sup(E) = 1.

Por outro lado, o conjunto formado por todos os limitantes inferiores será:

LI & (—00, 01)

assim o maior limitante inferior será 0, ou seja, inf(E) = 0.

Temos um modo equivalente a definição de supremo que é dada pelo:
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Teorema 2.1.1 Seja E Ç R limitado superiormente, não vazio, de IR.

Então vc = sup(E) se, e somente se,

1 ' oc é limitante superior de E;

2' dado & >0 existe e e E tal que
oc—e<e_<_oc.

Demonstração:
Foi vista no curso de Análise I e será deixada como exercício para o leitor.

Temos o análogo para o ínifimo:

Teorema 2.1.2 Seja F Ç IR limitado inferiormente, , não vazio, de IR.

Então (3 = ínf(F) se, e somente se,

1 ' (5 e' limitante inferior de F;

2' dado £>0 emistefEF tal que
Bgf<l3+e

Demonstração:
Foi vista no curso de Análise I e será deixada como exercício para o leitor.

O
Antes de prosseguir temos o seguinte resultado sobre a existência do supremo (respectivamente,

ínííimo):

Teorema 2.1.3 Todo subconjunto de IR limitado superiormente (respectivamente, inferiormente),
não vazio, de IR possui supremo (respectivamente, ínfimo) em R.

Demonstração:
A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [?] página 8.

Como consequência temos o

Corolário 2.1.1 Todo subconjunto de R limitado possui supremo e ínfimo em R.

Para finalizar esta seção temos o seguinte resulatado importante relacionado com a operações de
supremo e ínfimo de subconjuntos de R:

Teorema 2.1.4 Sejam c e IR, E1,E2 Q R subconjuntos limitados superiormente, não vazias, de
IR e FhFZ Q ]R subconjuntos limitados inferiormente, não vazias, de R. Então:

1. Se E] Q É; então
sup(F-1) S sup(F-z).

2. Se F] (_: FZ então
inf(F1) Z inf(F2).

3. E] + E; é limitado superiormente em IR e

SHP(E1)+ 51113052) 2 SUP(EI + Ez)-
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4. E + F; é limitado inferiormente em IR e

inf(F1) +inf(F2) 5 inf(F1 + F;).

5, Se E1,E2 Ç [O,oo) então 151.132 e limitado superiormente em RS e

SUP(E1-E2) = sup(E1)-sup(Ez)-

6. Se F1,Fz g [O,oo) então F1.Fz é limitado superiormente em R$ e

inf(F1.F2) = ínf(F1).inf(F2).'

7. Se c > O então c.E1 é limitado superiormente em IR e

sup(c.F_1) = c.sup(F_,).

8. Se (: < 0 então clã] é limitado inferiormente em R e

inf(c.F_1) : c.sup(E1).
9. Se c > 0 então c.F1 é limitado inferiormente em ]R e

inf(c.F1) : c.inf[F1).

10. Se <: < 0 então c.F1 é limitado superiormente em IR e

sup(c.F1) : c.inf(F1).

Demonstração:
Foi vista no curso de Análise I e será deixada como exercício para o leitor.

[]
Como consequência temos o

Corolário 2.1.2 Seja A Ç IR subconjunto limitado não vazio de IR. Então —A também é um
subconjunto limitado de IR e

sup(—A) = —inf(A).

2.2 A integral de Riemann-Stieltjes
Para introduzir a integral de Riemann-Sieltjes de uma função real limitada definida em um intervalo
limitado e fechado de IR precisaremos da:

Definição 2.2.1 Consideremos [u,b] Q R o intervalo limitado e fechado de R.
Sejam

xºàa<x1<xz<m<xn_1<xnáb.
O conjunto

7) à[,Coa'" )xn]

será dito partição do intervalo [a,b].
Para cada i e (1, - '- ,n] denotaremos o comprimento do intervalo [xi_1,xi] por:

Axi & xi — xi_1. (2.1)
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Temos também a

Definição 2.2.2 Seja f: [a, b] —-> IR uma função limitada.
Dada uma partição P à(xº, - -« ,xn) do intervalo [a,b], para cada i e (1, .. ,n], definamos

Mi = sup f(X), (2-2)
xem-hm]

mi & inf f(x) (23)
xGbCi-hxi]

(como a função f é limitada em [a,b] segue que existem os supremos e inhmos acima) e

U(P,f) 5- Í Mi Axi, (2.4)
í=1

mºnº) eZ mim, (25)
i=l

denominadas soma superior, respectivamente, inferior, sobre a, partição P associada à função
f.

Observação 2.2.1 Notemos que:

1. Como mí 5 Mí para todo 1 e (1, - .. ,n), segue que

L('P,f) 5 U(7º,f). (2.6)

2. Denotemos por 213 a coleção formada por todas as partições do intervalo [a, b].

3. Se
& ' f f 2.7m xelªm] (X) ( )

então
“"' mímiSMi em cada [m-] ,le

m (b_a) :zmAxi 5 ZMiAxi=U('P,f),
“ Í=1 Í=I=Zi=1 Axi

ou seja,
m(b — a) 5 U('P,f], (2.8)

Logo podemos concluir que a subconjunto de R:

(11033279 E “B)

é limitado inferiormente em IR, logo possui ínfimo, ou seja, existe

' f U f7%) (7ª, )

4. Se
Má sup f(x) (2.9)

xE[a,b]
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então

“ miSMi em nada [Xi—117%] “ MÍSMVÍE(1,"',n] “
L('P,f) = Z mÍ Axí 5 Z Mí Axi 5 Z MAxi

i=1 i=1 i=1
Tl

: MZ Axí = M(b— a),
=]Q,;=b—a

ou seja,
L(7º,f), s M(b — a) (2.10)

Logo podemos concluir que o subconjunto de IR:

(L('P,f) : P e 23)

é limitado superiormente em R, logo possui supremo, ou seja, existe

sup LU), f)
Pem

Com isto temos a:

Definição 2.2.3 Na situação acima, definimos a integral superior de Riemann da função f
_b

no intervalo [a,b], que será indicada por-[ f(x) dx, com 0 sendo:
(1

b

( f(x) dx = Tiºgªuwãf) (2.11)
(1

e dejinimos a integral inferior de Riemann da função f no intervalo [a,b], que será indicada
b

por [ f(x) dx, com 0 sendo:
Cl

b

J f(x) dx & sup L('P,f). (2.12)
a 'PE'B

.

Se

be(x) dx = Fax) dx
(1 Q

diremos que a função f é Riemann integrável em [a, b] e o valor comum acima será dito
b

integral de Riemann da função i no intervalo [a, b] e será indicada por J f(x) dx, ou seja,
0

(b f(x) dx : FHx) dx = Fux) dx. (2.13)
Cl ª Cl

Denotaremos por 9%([a,b]), ou simplesmente por Sª, 0 conjunto formado por todas as funções
a valores reais que são Riemann integráveis no intervalo [a, b].

Observação 2.2.2
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Questão: se f : [a, b] —> R é uma. função limitada então f e DR([a,b]) ?

A resposta a esta. questão é negativa..
Para ver isto, notemos que a função f: [0,1] —> IR dada, por

meiº” ern[o,1]
1, ern[o,1]

é uma função limitada em [O, 1] mas não é uma função Riemann integrá'uel em [O, 1].

Deizaremos a verifcação destes fatos como exercício para o leitor.

Na verdade trataremos de situações mais gerais, mais especifrcamente, temos:
Seja oc: [a,b] ——> R uma função monótona crescente em [a,b], isto é,

«(X) 5 «(y) para x 5 9, ny & [a,bl-

Observemos que sendo a função ª monótona crescente deveremos ter

—00 < (x(a) 5 a(x) 5 «(b) < 00, x e [a, b],

ou seja, a função gc será limitada em [a, b].
Dada a partição 73 & [xm - - — ,xn] do intervalo [a, b], para cada i e (1, - ' - ,n), definamos

Aoc, %- oc(x,) — abc,-H). (2.14)

Notemos que a função ª monótona crescente segue que

Aoc-,ZO, Ví€[1,u-,n).
Dada a função limitada f : [a, b] —+ IR definamos

uw), f, oc): E M, Am,, (2.15)

UP, f, oc) =Zm,Aoc,, (2.16)

onde, para 1 e [1,-—- ,n], M,,m, são dados por (2.2) e (2.3), respectivamente.

Observação 2.2.3

1. Notemos que, na situação acima, teremos:

HUN“, ºe) Z L(7º,f, ºº) (217)
U(73,f, oc) Z m[oc(b) — Dr(a)] (2.18)

mºnª, vc) 5 Micah) — a(o)], (2.19)

onde m, M são dados por (2. 7) e (2.9), respectivamente.
Estas desigualdades seguem do fato que, para todo ie (1, . .= ,n), teremos:

m 5 ml 5 Mi S M

e que
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2. De (2.18) segue que o conjunto

WWW,“) : 7ª E 93)

é limitado inferiormente em IR logo admite ínjimo, isto é, existe

ªªumf, oc). (2.20)

3. De modo semelhante, de (2.19) segue que o conjunto

[L(7º,f, ºc) : 7ª 6 ªm (2.21)

é limitado superiormente em IR logo admite supremo, isto é, existe

sup L(7º, f, oc).
Peep

Definição 2.2.4 Na siutação acima, (2.20) será denominado integral superior de Riemann-
_b

Stieltjes da função f em [a,b], relativamente à função ª e será denotada porí fdoc, ou seja,
(1

b

J fdocá inf U(73,f,oc). (2.22)
73633(1

De modo análogo, (2,21 ) será denominado integral inferior de Riemann-Stieltjes da função
b

f em [a, b], relativamente à função ª e será denotada porJ f doc, ou seja,
a

b

J f doc & sup L(P,f, oc). (2.23)
_º 73633

Se
b b

ífda=J fdoc,
a _a

diremos que a função f é Riemann-Stieltjes integrável em [a, b], relativamente à função ª e o
valor comum das integrais acima será denominado integral de Riemann-Stieltjes da função

b
_f em [a, b], relativamente à função 9; e indicada porJ fdoc, isto é,

Cl

b _b b

ífdaàífda=dea. (2.24)
_0_a (1

Observação 2.2.4

1. Também poderemos utilizar as seguintes notações para as integrais de Riemann-Stieltjes:

J f(x) da(x) ij f doc
.

(2.25)
% %

Í f(x) da(x) ij f doc (2.26)

T “Í,

[ f(x) da(x) & [ f doc. (2.27)
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2. Observemos que, de (2.17) segue que:

b b

deocSJ fdoc
Cl Cl

3. Denotaremos o conjunto formado por todas as funções a valores reais, limitadas definidas
no intervalo [a,b] que são Riemann-Stieltjes integráveis relativamente à função ª por
iMac).

4. Se oc: [a,b] —> JR e' dada por
(x(x) & x, x & [a,b],

segue que a integral de Riemann-Stieltjes relativamente à. função gc coincide com a integral
de Riemann, ou seja,

b b

dea=í f(x) dx.
& (l

5. Notemos que a função oc : [a,b] ——> R só precisa ser monótona crescente em [a,b] para
podermos definir a integral de Riemann-Stieltjes relativamente a função ª.

6. Vamos supor, daqui em diante, que (x(b) > «(a), pois caso contrário a função & seria
constante em [a, b] e pouco serviria para o estudo da integral de Riemann-Stieltjes de uma
função a valores reais, limitada e definida em um intervalo [a,b].

A seguir passaremos a investigar em que situações existe a integral de Riemann-Stieltjes relativa-
mente ã função gg para uma função limitada, a valores reais f definida no intervalo [a, b].

Para isto precisaremos da:

Definição 2.2.5 Sejam 73, 'P* duas partições do intervalo [a, b] (isto é, ”P, 73* 6 fp).
Diremos que a partição 'P* é um refinamento da partição P se P Q ”P”“, ou seja, todo ponto

da partição 79 é ponto da partição ”P*.

Observação 2.2.5 Sejam 731, P; duas partições do intervalo [a,b] (isto é, 'P1, P2 e 213).

Dejinamos
'P* E 73] U 731. (2.28)

Então 73* será um refinamento de ambas as partições 'P1 e 732, e será denominada refinamento comum
das partições 731 e 772.

Com isto temos o

Proposição 2.2.1 Sejam ”P e 'P* partições do intervalo [a,b] onde a partição P* é um refina—
mento da partição 73. Então valem:

Loº, f, oc) 5 MP2 f, oc) (2.29)
U(7º*,f, ºc) £ U(7ª,f, ºc)- (2.30)

Demonstração:
Suponhamos que

73=[(1=X0,X1,--ª )xn—hxn=b]y (231)
'P = ía = x;,xªf, - -- ,x;_1,x;1 = b]. (2.32)
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Notemos que se P* = 'P nada teremos a fazer e, neste caso, as desigualdades acima serão igualdades.
Logo podemos supor que P Q 73* e existe

x* e P* XP. (2.33)

Consideremos, primeiramente, o caso que

77“ = 73 U [76].

Logo, de (2.33), segue que existe to 6 [1,——- ,n) tal que

xíc-] < x* < xic,

ou seja, para j e [I, — .. ,n+ 1] teremos:

x), j 5 iº — 1

x] = x*, j = io (2.34)

xH, 10 + 1 < ]

Xia—1 = XL, —z xiv—1 = XL,-1 ** = *a'o Xia = “30 +1 “G+! = xíc +z

Para cada j 6 [1 ,
. - - ,n + 1], denotemos por (veja âgura acima)

Aoc; & a(xi'“) — a(xjíl), (2.35)
mfk & inf f(x). (2.36))

xGÍx;_1,x;]

Notemos que j e U, . .. ,n + 1] teremos

mi, j 5 io — 1

inf f(x), J' = io
# : xªxª—“**! (2.37)
] inf f(x), j=io+1

x€[x*,xiº]

mj—h ío + 2 É j

Aod-, jgio—i ou iº+25j
Aºd = oc(%*) _ “(xíc—l)) Í = ío (138)

“(me) — 0476“), J' = io +]
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Observemos também que (veja úgura acima):

[xzrpxzºlgxirhxiºi
mi., = inf f(x) s inf f(x) = m; , (2,39)

XGlxiº-1,Xio] x€[x'€o_l ,xzº] o

[X;O)X;o+1]ç[XiO—l axio]

mio = inf f(x) 5 inf f(x) = mà)“, (2.40)
3x?xêlxiº_1 .Xiºl XÉÍXÉO iº+1

Logo

n+l n
L(7>*, f, oc) _ mº, f, oc) = Z m; Aoc; -2 mi Aoq

j=l i=l
n+l n
2 * * * * * * 2= m]- AÍXj + míºAaiº + +miº+1A0Líº+1 "' mi Amt

]=1Ú761031-0'F1
(227)

I:]
— m]- ou mi-]

= míºAºcãZ, + mfº+1AºcÍº+1 — maºAºc-io

= mãº lab?) — ºtimº-1] + mío+1lºc(xiº) —— «WH — maº [amº) - cdma-1 )]

= imã, — miºl lºtº?) _ “(Xia—Ú] +lmfº+1 _ miºl labºr,) _ “(VH Z 0»

V ' v V
(2.39) a 6 mon. cresc. e x'zxiº_| (2.40) vc 6 mon. cresc. e xíºZx'“
> 0 > 0 Z 0 > 0

ou seja,
L(7D*>f» ºº) "' L(P> f) OC) 2 0)

completando a demonstração de (2.29).
Se a partição Pª“ possui mais pontos (um número finito) repetimos o argumento acima um número

finito de vezes para obter (2.29).
A demonstração da desigualdade (2.30) é análoga e sua elaboração será deixada como exercício

para o leitor.
EJ

Como consequência segue o:

Teorema 2.2.1 Seja f: [a,b] ——> IR uma função limitada em [a, b]. Então
13 T
ífdocsí fdcx. (2.41)
(1 O

Demonstração:
Sejam 791,732 duas partições do intervalo [a, b] e 77“ o refinamento comum a estas duas partições

(isto é, ”P”“ = 771 LJ'PZ).
Da Proposição acima segue que

7919» e (2.2.9) (3.17)
LUJI ) f) ºº) É L(P*) f) ºº) É U(P*v f) ºº)

'Pz º?" e (2.30)
5 Lu,/32,1% 06),

ou seja,
L(th) OC) 5 U(732,f, ºº'

Portanto U(7ºz, f, oc) é um limitante superior para o conjunto [L('P1 , f, oc);731 e ii].
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Logo

sup l.(731,f, (X) 5 ufpb f) (X')-

771613

Da desigualdade acima segue que sup L('P1 , f, cx) é um limitante inferior do conjunto [U.(Pz, f, oc); Pg 6
PI Em

23]-

Logo

sup LUDI ) f) ºº) É Inf Lu,/32,1% ºc)»
7916913 772633

:LZf doc =Ef dor

ou seja,
O'“b

Ífdangdoc,
Cl. a

completando a demonstração do teorema.
[]

Com este resultado podemos obter uma outra caracterização equivalente para os elementos de
Em“) em [a, b], mais precisamente:

Corolário 2.2.1 Seja f: [a,b] —> IR uma função limitada em [a, b].
f & %(oc) em [a,b] se, e somente se, dado 5 > O, existe uma partição 'P e 93 tal que

0 g U('P,f, oc) —- L('P,f, oc) < €. (2.42)

Demonstração:
Suponhamos que (2.42) ocorre e mostremos que f 6 %(cx).
Observemos que se 'P & QB então

,
b Teor. acima b

L(7º,f,oc)5 sup L(P,f,oc)=deoc 5 ífdoc
'P'Gºp a a

= ' f If <E f . 2.43#nECBUW, ,oc) _ (7ª, »ººl ( )

Logo dado e > O, por hipótese, existe uma partição 7ª e 543 tal que

b “E (2,43) Hipótese
OSJ fdoc—J fdoc 5 U(73,f,oc)—L(P,f,oc) < £, (2.44)

a

ou seja,

para todo & > O, mostrando que

b _b b "É
ítdoc—deoc=0 => deoc=jfdog
_a CI Cl (1

isto é, a função É é Riemann-Stieltjes integrável em [a, b] relativamente à função g, ou ainda, f 6 DR(a).
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Por outro lado, se f & %(oc), dado E > 0, existem partições P1,P2 & 213 tais que

Teor <(2.L +53
b £

U('P2,f, DC) andoc +í—“L de+ ª,
Teor.>2. 5 b

Emºtta) (“Ema -5_jubª,
o que implicará em:

b E
o 5 u(7>2,f, oc) < í fdoc+ ?, (2.45)

C]

b e
o4 fdoc < 5 + L(7º|,f, oc). (2.46)

Cl

Seja ”P o refinamento comum das partições 731 e ”P; (isto é, 'P = 'P1 U 732).

Com isto teremos
(2.539 (245) b

&

U(7D,f, OC) 5 U('P2,f, OC) < JV fdoc+ ªCI

(2.45) e e (2.29)
< [? +L(7)1,f,oc)] + ª = L(731,f,oc) + E 5 L(77,f,oc) + e,

o que implicará em (2.42), completando a demonstração do resultado.

Temos alguns outros resultados semelhantes que são dados pelo:

Teorema 2.2.2 Temos que:

1. Se (2.42) ocorrer para uma partição ”P e 213 e para e > 0 então (2.42) também ocorrerá
trocando-se a partição ”P por uma. outra que é rehnamento da mesma (com o mesmo
e > 0).

2. Se (2.42) ocorrer para a partição

7ª ªla=xo,><1wwxn_1,xnl

e se para cada i E (l,- —- ,a] temas s-Utí € [m-],xi] então
TL

Z |f(si) _ f(tJIAoq < £. (2.47)
i=l

3. Se f 6 ERM) em [a,b], a partição 77 e' como no item acima e para cada 1 & [l,-u ,n] se
ti E [xi_1,xi] então

n b

Z f(ti) Ava —J f doc < 5. (2.48)
i=l ª

Demonstração:
Suponhamos que vale (2.42) para a partição P e 53.
De 1.1

Se a partição 73* é um refinamento da partição 73 então, de (2.29) e (2.30), segue que

U(P*,f,oc) 5 U('P,f,oc) e I_('P,f,oc) 5 L('P*,f, oc),
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o que implicará em

“(Pªº ºª) * Wªit”, cc) 5 U(7º,f, oc) — L(1>,f, oc)
( iª a,

completando a demonstração do item 1. .

_De_2_.:

Sabemos que, para cada 1 € [l,—u ,n), se s,,t, & [x,_,,x,] teremos f(s,),f(t,) e [m,-UM,], o que
implicará em

”(si) _ f(ti)| É Mi _ mi-

Portanto
T1.

EMS,) —f(t,) |Aoc,_< Z((M——m,) Ace,: ZM, Aoc,— Zm,Aoc,
i=l I:] L:]

(ZÁÉÉ) e (Z.) =S) (242)
U('P,f, oc) — L(73,f, oc) < £, (2.49)

completando a demonstração do item 2. .

De 3.:
Como f & %(oc), do Corolário (2.2.1) segue que, dado & > 0, existe uma partição 73 e 543 tal que

U('P,f, oc) —— L('P, f, oc)< (2.50)Nlm

Sabemos que, para cada i e [l, - -- ,n), se t, e [x,_,,x,] teremos f(t,) & [m,, M,], o que implicará
em

m_«f(t)L(,7>f,cx) ªzm,Ao<, zf(t,) Aoc, 'g 'zM,Aa,

(ZL—16)(2':Ú)unam) <' L('P,f,oc)+%,

em particular,
n

L(7º,f, oc) —% < L(P,f, oc) 5 Z f(t,) Aoc, < L('P, f, oc)++ã,
i=l

ou seja,
T1.

z (t,) Ace,—UP f, oc)<
i=l

(2.51)E
2'

Por outro lado, da definição

b b '—
(zm)

L,,SUºfoc) deoc= [fdoc=ífdoc5U('P,f,oc)< L(7ª,,+foc)
(1G (1

Nimmº, 1: oc) — â<

em particular,
b

L(7ª,,foc)—%<L(Pf,oc)< ífdoc<L(7ª,,+foc)
(1

ou seja,

[mª, f, oc) -rfdoc' < % (2.52)
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Portanto
13

+ lL(P,f,oc) —J fdoc
a“___—,...—

(2.52)E
< ?

< [ foam — wº, f, cx)Z f(tJAoq —J f doc

(2.51) :< _

+ — = e, (2.53)

completando a demonstração do item 3. .

Com estes resultados podemos demonstrar o:

Teorema 2.2.3 C([a,b];R) Ç %(oc) em [a, b].

Demonstração:
Lembremos que estamos supondo que (x(b) > a(o).
Dado & > O escolhamos 11 > O tal que

Se f & C([a,b];lR) então a função f será uniformemente continua em [a,b] (pois [a,b] é um
subconjunto compacto de R).

Logo existirá & = õ(e) > O tal que se

x,t € [0,13], lx — tl < 6 então teremos lf(x) — f(t)! < 7]. (2.55)

Consideremos uma partição 'P = (o = xmth ,xn_1,xn = b] do intervalo [a,b] de modo que,
para cada i e [l ,

. « - ,n] tenhamos
Axi = IXÍ — Xi—ll < 5. (2.56)

Notemos que, para cada i e [l, - .. ,n], como a função 1 é contínua em [a,b] (em particular, em
[x,-__],xi] que é compacto) segue que existem Snti e [xi_1,xi] tal que

f(ti) = mi. e f(Sa) = Mi) (2-57)

ou seja, a função f assume o máximo e o mínimo absolutos em [xH , xi], para cada 1 6 [l, . - - ,n].
Com isto teremos

(2.56) ”,5i_tt|S|Xi—Xt—I| < õe (233)
[Mil — mr|=lf(81)— f(till < TI- (258)

Assim teremos
Tt TL 11.

uma, oc) — mºnº, oc) =Z MíAoq — ): masai = Z (Mi — mi) Aºªi
i=1 i=l ª:] (2.53)

:IMi_m—i| < 11

< 1] Aco = n [a(b) —- a(o)] < e. (2.59)ª V(2.54) :< Tum—"_““)

Portanto pelo Corolárío (2.2.1) segue que f 6 %(oc), completando a demonstração.

Temos também o:
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Teorema 2.2.4 Suponhamos que a função f: [a, b] —> IR é monótona, em [a, b] e que a função
oc: [a,b] —> IR seja monótona, crescente e contínua em [a, b].

Então f & %(oc) em [a,b].

Demonstração:
Lembremos, uma vez mais que que estamos supondo que «(b) > O((Cl).

Vamos exibir a demonstração para o caso em que a função f ser monótona crescente em [a, b].
Podemos supor, sem perda de generalidade, que

f(a) < f(b),

caso contrário a função f será constante (logo contínua em [a,b]) e, do Teorema anterior teremos que
f e 9%(oc).

A demonstração para o caso em que a função f é monótona decrescente em [a, b] é semelhante e
será deixada como exercício para o leitor.

Dado & > 0, para cada N e N, escolhamos uma partição PN = [a = xº, - - - ,xn = b) do intervalo
[a,b], de modo que

a(b) — (x(a)
[f(b) _ f(a)] < N, (2.60)

«(b) — a(º)Aººi = “(M) — “(Xi—1) S —N—'
Notemos que a última condição é possível pois a função gc é uma função contínua em [a,b], em

particular, em [x,_1,x,], para cada i E (1, - - . ,n).
Observemos também que

(2.61)

047%) < a(xo) +
“(b) _ “(º) (2.62)

=a(a) =cx(a)
N

Além disso, temos que

[N -— l)lx(a) < (N — l)oc(b) => Noc(a) — «(a) < Noc(b) — a(b)
=> Noda) + (x(b) — «((i) < Noc(b)

=> a(o) + ___oc(b)&
a(o) < “(b),

que juntamente com (2.62) implicará em

a(o) < «(XD) + “(b) _ “(ª) < Mb). (2.63)

Logo como a função ª é contínua em [a, b], segue do Teorema do Valor Intermediário, que existe
um menor x] e [a, b] tal que

a(b) — a(a)= —. 2.64“(M) a(xo)+ N
( )

=o
Como a função ª é monótona crescente em a, b] segue que a = xo < x] 5 b.
Com isto teremos

a(o) = a(xo) < «(m) 5 “(b). (2.65)

Se X] = b nada mais temos a fazer, caso contrário, isto é, se xo < x] < b, notamos que

oc b — oc (1
acho) < a(x1)+ —()_(). (2.66)N
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eS

a(x1)+
oc b)

T;
oc(a)

2 «(b), (2.67)

consideraremos
xz & b

e com isto, de (2.67), teremos

(ªº?) «(b) — aia)“(le _ “(M) = “(b) _ “(XI) S N »

e concluímos a construçao da partição 73 do intervalo [a,b] satisfazendo (2.61).
Caso contrário, isto é, se

a(xi) < a(x1)+ < «(b), (2.68)

como a função ª é contínua em [xhb], segue, novamente, do Teorema do Valor Intermediário, que
existe um menor xz e [xhb] tal que

a(b) —— a(a)«(le = “(M) + N

Como a função ª é monótona crescente em [a,b] segue que a = xo < x] < xz 5 b.
Com isto teremos

“[xo) < a(xl) < “(vez) 5 a(b). (2.69)

Repetindo o argumento acima um número finito de vezes (devido a compacidade do intervalo [a, b]
b _.

e o fato que ªlpi—(xªº > O) obteremos a partição ”P satisfazendo (2.61).
Como a função f é monótona crescente segue que, para cada i e [l, - - — ,n] teremos

mi = f(xi_1) e Mi = f(xi). (2.70)

Deste modo teremos
11 11

uma“) — L(73,f, oc) = Z Mí A— X & Aoqoq
I:] f(xí) I:] f(Xi—l)

TL T1
oc b - oc a= Zum — f(x1_1 )] Aut _

( )N ( ) Zlqu) — f(xH )]

=f(b)—f(a)

oc b — oc a (2.60)
5 [f(b) _ «anª—M < e (2.71)N

Portanto pelo Corolário (2.2.1) segue que f e ERM), completando a demonstração.

Um outro resultado interessante é dado pela

Teorema 2.2.5 Sejam f : [a.b] —> IR uma função limitada, em [a,b] que tem um número finito
de pontos de descontinuidade e oc: [a, b] —> lR uma. função monótona crescente que é contínua
em todos os pontos onde a função f e' descontínua.

Então f & %(oc) em [a,b].
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Demonstração:
Seja E Q [a, b] o conjunto formado por todos os pontos onde a função f é descontínua (E é finito

por hipotese).
Como a função f é limitada em [a,b] existe

Má sup |f(x)l.
XEÍªyb]

Dado & > 0, como E é úm conjunto ânito e a função ª é contínua em cada um dos pontos de
E, podemos cobrir o conjunto E com um número finito de intervalos disjuntos, que denotaremos por
[u,—,vj] g [a,b], ]“ e [1,- .. ,m), de modo que

[a(vj) _ a(ujn < &. (2.72)
1—1

De fato, suponhamos que (figura abaixo)

E =º“) ' ' ' )ym) º [a)bL

comyj_1<yjparaje[1,m,m].

a função I é desconínua

Vamos considerar o caso em que a < 131 < yz < b.
Os outros caso serão deixados como exercício para o leitor.
Observemos que, para cada j e [l, - .. ,m], como a função ª é contínua em cada Ui» existe (Sj > O

tal que se
&

lx — yjl < õj deveremos ter |oc(x) — (x(yj)| <W' (2.73)

Seja
&. '— -_ — b —-

_õàmíníây—J413) I'll—12a»—2ym;]=1,... ,m? > O.

Consideremos
Ujàyj—õ e Vjâgj-l-õ. (2.74)

Notemos que

55222—9l _ +2 1 2 UI<UZ 2 + 2
91+25 S y1+%=% < %:sz,

ouseja,
v1=y1+õ<yz——õ=u2.
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De modo análogo, podemos mostrar que (deixaremos a elaboração do mesmo como exercício para
o leitor)

Vj<uj+], j=1,---,m—l, ouseja, a<uj<vj<uj+1<vj+1<b, j=1,n-,m——1,

logo, paraj = l,." ,m — 1, os intervalos [Ui,Vj] g [a, b] são disjuntos.
Notemos que para cada ) e [l, - — » ,m] teremos:

&

]Vj—Uj]=]uj—yj]=õí ?] <%

0 que implicará, por (2.73), que

Z[oc(vj) —oc(uj)] =Z]a(vj) —cx(y]—)]]]—Z[a(yj) —cx(uj)]
j=1». II _.

(2.73) € (273) E< BMm < ãMm

ª m ª __ª_
8Mm SMm 4M) (2.75)

mostrando (2.72).
Observamos também que, para cada j 6 [l,-n ,m) temos que 9]— e [ªjavi] e assim teremos:

E É (ui,leCa
]Í

Além disso temos que o conjunto K=' [a, b] X Ca (Uj,Vj) será um subconjunto compacto de [a, b].

|] _.)

Dessas duas observações segue que a restrição da função f ao conjunto K será uniformemente
continua, assim, existirá r] > O tal que se

£
3,t & K, ls — t] < T] deveremos ter [f(S] —f(t)l <W” (2.76)

Vale observar que não temos, necessariamente:

—u«j+] < &.

Devido a este fato, precisaremos considerar uma partição 79 = [a = xmxl ,xn_1,xn = b)
construída da seguinte forma (veja figura abaixo):

(i) para cada j € [1 ,
. «« ,m] temos que u,. e 79;

(ii) para cada j e (1 , ' -- ,m] temos que v]- 6 7);

(iii) para cada ) €(1,- - — ,m] temos que (uj,vj] 0 P = 0;

(iv) se xi_1 # 11,— para todo ) e [l, — .. ,m] então Axi < 6.
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pode ser maior que &

<——-——-——_—>

n=xo nº =M! UI Xiº+1=v1 Xupa-2 b=xn
4—-——>

<õ

a função [ é descom'nua

Notemos que para cada i e (1, - . - ,n] teremos

[xi—mºi] Ç K-

Para cada 1 e [1,- —- ,n], denotemos por:

miª» inf f(x) e Mii sup f(x).
XEÍXi-l ,Xa] x€[x;_1,xil

Como, para cada 1 e [1,- .. ,n), a função f é contínua em [x,—_],xí] segue que existem 51,“ 6
[x,-__] ,xi] tais que

“h) = mi e f(Si) = Mi. (2.77)

Além disso, para cada i e U, . - . ,n] teremos:

Mí—mí= sup f(x)— inf f(x)52 sup f(x)=2M,
XG [Xi—1 »Xil x€[x-l_1 ªªi] Xelab]

ou seja,
Mi - mi É ZM, (2.78)

Lembremos que, de (iv), se Xi_] # uj para todo j e [1,« . » ,m] teremos Ayol < 6.

Nestes casos, da continuidade uniforme da função f em [xi_1,xi] (_: K, do fato que Siyti & [prq]
e de Axi < 6, segue que

E
. _ . = - — t. —. 2.79MI ml f(sI) f( t) < zmb) _ a(º)]

( )

Logo
T1. T1. TL

U('P,f, oc) — L('P,f, (x) = Z Mí Aºci “' Z miAoq = Z(Mí — mi) Aªh

: Z [Mi — mí) ADH + Z (Mi. _ mi) Aº“.“W—J - W—lxi_|=ui para algum ] (2.78) xi—I9éu'jyvj (2.79) E< mma—n
8

< A ' m A '- ZM Z
.

vºª +2[oc(b) — a(an Z
.

ºº“

Xi—I=U»i para algum) =“(Xi)—º((xi—l) Xi—Hªujav)

m

5 ZM ;[odxd — am.] )] +(b2_—[ocHZ Aoc-L

HSV,- ª ªªi—I:“j (2. 72) =:x(b)—oc(a)
5 «(vi)—a(uj) < Zª—

E E E E

ZM— ___— = « + -— = 2.804M+2[oc(b)—oc(a)][“() (ª)] 2 z “ ( )
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Portanto pelo Corolário (2.2.1) segue que f & ÍRUX), completando a demonstração.

Temos também o

Teorema 2.2.6 Suponhamos que f & %(oc) em [a, b],

m É f(x) S M) E [0313]!

e (D : [m, M] —> IR é uma, função contínua. em [m, M].
Consideremos h: [a, b] —> ]R a função dada por

Mx) & (d) of)(x), X G [0,13].

Então h & %(oc) em [0,13].

Demonstração:

27

Se a função cb for identidamente nula nada teremos a fazer, logo podemos supor, sem perda de
generalidade, que a função (1) não é identicamente nula em [m, M].

Dado : > 0, como a função 4) é contínua em [m, M], que é compacto em R, segue que ela será uma
função limitada e uniformemente contínua em [m, M], ou seja, existirá

Kª sup no“ >0.
y€[m,M]

e exitirá & > 0, com
0 < 6 < ——£———

oc(b) — «(a) + 1,

tal que se

s,t e [m, Mi, [5 —t| < 5 deveremºs tªr Nº(s) _ “b”“ <W'
Como f & DR(a). existirá uma partição 73 à [a = xº,x1,- . « ,xn_1,xn : b]ta1 que

2&

U(7ª,f, oc) — L(P,f, oc) < ª'
Para cada 1 E [1 ,

- - - ,n], denotemos, por:

mià inf f(x) e Miª sup f(x),
*Em—1 '“] XGÍXi—l ,Xi]

mpk & inf h(x] e Mi* & sup h(x),
Xe[Xi—l axi] XE [xi__1 )xi]

Aà[ie(1,u-,n);Mí—mi<õ]
B ª(íGUr" ,“); Mi—mi Z 5]—

Notemos que A m B = (2).

Se 1 e A teremos

*
miíf(X)SMi, se XEÍXi—i ,inMi: sup h(>c)= sup d>(f(><)) 5 sup da(y)

xGiXi-i )XÍ] XGÍXi—1 ,Xi] UÉÍmhMi]

mi if(x) S Mi, se XG [Xi—1 axtl

mf: inf h(x)= inf d)(f(X)) 2 inf (My],
XEÍXi—i ixi] XÉÍXi—l ,Xi] yêlmnMi]

(2.81)

(2.82)

(2.83)

(2.84)
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logo segue que

MÉ—mí'í sup dº(y)— inf $(y)_
yelmhMi] yE[mí)Mi]

Por outro aldo, se y,z & [mi, Mi], como Mí — mi < 6 (pois i e A) segue que

. o
E —_——————Ely —z! < 6, e (2.83)1mp11cará —W < CMU) '" dª(Z) < a(b) _ (x(a)+1'

Tomando—se o supremo, para 9 6 [mi, Mi], e o ínúmo, para 7. 6 [mi, Mí], na deisgualdade acima,
obteremos:

& £
_ ___—___... < Mí“ _ ? < ___—__ .a(b)—oc(a)+1 - 1 "ª-oc(b)-oc(a)+1* (285)

para 1 e A.

Por outro lado, se 1 e B teremos

MZ“ — mf 5 K + K = ZK, (2.86)

logo

168 # õgMi—mg “ "
5Z AOCÍ É ZUVli — mdAoci 5 Z MÍAOLi -—Z miAoci
teB íeB í=1 a:]

(2.84) 52: U”)» f) (X) _ LU)» f) OC) < &)
ou seja,

6Z Am < &. (2.87)
168

Portanto
TL n T1 11

u('P,h, oc) — L(7>, h, oc) =E MZAoq — 2 mani = Z[Mf — m;)Aocí — Zum; — m;“)Aoci
i=l í=1 í=l a:]

=Z (Mr — mz) Ami —[ (Mr — m:) Aut
íEA (2.85) E

“EB (2.85)
< ; ZKa(b]—a(u)+1

&

teA ieB
“Nx—' &SEL] Aºª'n (2-87) &< R

T1.

e & £[oc(b) — a(o)]: —————-—-— A - 2K— = + 6
“(b)—“(ª)+1 % (xl + 2K a(b)—oc(a)+1 V— (222) E

=<x(b)—oc(a)
a(b)—oc[a)+1

:$)

Portanto pelo Corolárío (2.2.1) segue que h & %(oc), completando a demonstração.
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2.3 Propriedades da integral de Riemann-Stieltjes
Temos as seguintes propriedades básicas da integral de Riemann-Stieltjes em un intervalo [a, b]:

Proposição 2.3.1 Sejam f, g : [a,b] ——> IR funções limitadas em [a, b], cc, [3 : [a, b] —> IR funções
monótonas crescentes em [a,b]. Com isto teremos:

1. Se f, g 6 %(oc) em [a,b] então [f+ g) & ÍRUX) em. [a,b].

Além disso
b

J'b(f+g)doc=rfdoc+í gdcx.
(1 (1 (l

2. Se c e R e f e ERM) em [o,b] então (cf) & %(a) em [a,b].

Além disso
b b

J(cf) doc: CJ fdoc.
(1 Cl

3. f,g 6 %(cx) em [a, b] é tal que

então
b b

J f doc 5 J 9 doc.
Cl Cl

4. Se f & iMac) em [0,13] e C E [a,b) então f 6 %(cx) em [a,c] e em [c,b].

b c b

ífdoc=J fdcx+J fdoc.
Cl (1 C

Além disso

5. Se f 6 %(oc) em [a,b] e
”(X“ 5 M, X € [0,13]

então
b

J fdoc' 5 M[oc(b) — a(o)].
(1

?. Se fe iMac) e fe 9%(6) em [a,b] então fe 93(oc+ (5) em [a,b].
Além disso

b b

fdoc+J fdfõ.
O

bed(oc+f5)=í
U. (1

7. Se f & KRW) e c > O então f & %(coc) em [a,b].
Além disso

b b

de[coc) = Cí fdoc.
O. (1

Demonstração:
De 1.:
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Denotemos por

m,= inf f(x), M,= sup f(x),
XEixi—l ixi] XGlxi-l »Xi]

n,= inf g(x), Niª SUP g(x).
xe[xa_1 ,Xal X€[Xi—l .Xi]

m;= inf (f+g)(x), Míª sup (f+9)(><).
XEÍXi—i ,in Kem—1 yXi]

Observemos que

mf : inf (f + g)(x) Z inf f(x) + inf g(x) = m, + n, (2.88)
x€[Xi_1.Xi) X€[xl—l ,Xi] X€[Xi_i »Xi]

M,“ = sup (f+ g)(x) 5 sup f(x) + inf g(x) = M, + N, (2.89)
x€[x(_1,x(] Kem—l .Xil xe(x-,_1,x,]

Observemos que dado e > 0, como f, g & iMac) em [a, b], segue que existem partições ”Pth 6 33

do intervalo [a,b] tais que

unº,,f, oc) — L(7ºf,f»ºº) < % (2.90)
E

u(7)9)g)cx) “L”)gigiºº) < 2 (2.91)

Notemos que se 73 = (a = x,,,x1, « « - ,x,,_1,x,, : b) uma partição do intervalo [a, b) então

L('P,f,oc)+l_(7J ,g,oc Zm,Ao<,+Zn,Acx, Z(m,+n,)A
(2. 88) T1

< zm; Aoc,=L('P f+g,ococ), (2.92)
i=l

u,(7º f, oc)+U((79, 9,0, =ZM, Aoc,+Z_N-, Lia,-= Z(M,+N,)Aoc,
i=l

(2 89) “
> X (W Ace,: unª, f+ g,(xoc) (2.93)

i=l

Seja P* o refinamento comum das partições Pf e 739 do intervalo (a, b] (ou seja, 77* = Pf U 739).

Logo
(2.93) e (Ls-v")

U(7º*,f+ 9,00 — L(73*,f+ g,“) < [U (V f ºc) +U(7J *º<,g,vc)] —[L (77*,f,º€) +L(7º*,9,ºc)l
=[U[P*,f,ºc)—L(7ª*,f,º<)1+ [U (V)?!» “*)—LU” ,g,oc)]
P,,PgçP*,(z.29) e (2.30)

5 [U(77f, f, oc) — [_(Pf, f, a))+(U(Pg, g, 04) — I_(Pg, 9, vc))
(1%): (L;?)
< _Í < Nlm

— E + ª — 8.

Portanto pelo Corolário (2.2.1) segue que (f + 9) & iMac).
Como f, g & %(oc) em [a,b], segue da definição de ínfimo que, podemos encontrar duas partições

Pf,739 & EB tais que
[1

U(Pf,f, (x) < ( fdoc+ 5,
,, 2
b

&

U('Pg,g,oc) < J gdoc+ —.

a 2
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Considerando o refinamento comum a estas duas arti ões, isto é, 73'“ à Pf U ”P
, teremos9

'Pfgvnmm) b ,;
U(7º*,f,oc) 5 U(7>f,f,oc) < J fdoc+ ª, (2.94)

7ªgÇ7ª'*,(2.30)) b 5
UW, g, oc) s unºg, g,“) < [ g doc+ 5, (2.95)

0.

Logo

b (2.93)
J [f+g)doc5 U(7ª*,f+g,oc) 5 U(P*,f,oc)+U(7ª*,g,oc)

(1.94) e (2.95) b e b e b b

5 deoc+— + ígdoc+— =J fdoc+í gdoc+£,
Q 2 a 2 (1 O.

para todo £ > 0, assim deveremos ter
b b b

J(f+g)doc_<_í fdoc+J gdoc. (2.96)
(l O (1

Por outro lado, como f , g & %(oc) em [a, b], segue da defmíção de supremo que, podemos encontrar
duas partições PHB, & 213 tais que

b b
tda—% e L(Pg,g,a)>J gdoc—ã (2.97)

(1

L(Pf,f,oc) >J
a

Considerando o refinamento comum a estas duas partições, isto é, 73* i- Pf U 799, teremos

(2.29) (2.97) b 5
L(73*,f,oc) Z L(Pf,f,oc) > deoc—í, (2.98)

(1

(2.29) (1.97) *)
e

L(7J*,g)oç) Z L(Pg,g,oc) > [gdoc—í, (2.99)
Cl

Logo

b (2.9.3)

j<f+g)dazr(7>*,(f+g),a) z L(7>*,f,oc)+w>*,g,oc>
(1

2.98 2.99 b b( ); )<J fdoc—E)+<J gdoc—Í)
(1 2 (1 2

b b

=í fdfx+J gdoc. (2.100)
(1 G

Portanto de (2.96) e (2.100) segue que

b b b

J'(f+g)dcx=í fdo<+J gdoc,
(1 (1 &

completando a demonstração do item 1. .

Deixaremos a elaboração das demonstrações dos itens 2., 3., 4., S., 6. e 7. como exercício para o
leitor. (:|

Como consequência temos o:

Corolário 2.3.1 Se f, g & %(oc) em [a, b] então:
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1. f.g E %(oc) em [a,b],“

2. [fl 6 SRM) em [a, b] e
b

SJ Ifldoc. (2.101)
CI.

b

deoc
a

Demonstração:
De 1.:

Consideremos (t) : IR —> ]R a função dada por

Como a função cb é contínua em IR e f e 9%(0c) em [a, b] segue, do Teorema (2.2.6) que a função
h: [a, b] —+ R dada por

h(x) & (d) of)(x), x e [a,b];_v__/fªm

está em 9%(oc) em [a,b], ou seja, 1”2 & iMac) em [a, b]. (*)
Observemos que

1

f.g = E [(f + 9)2 - (f— gy] . (2.102)

Como f, g & %(oc) em [a, b], segue da Proposição acima que (f+ 9), (f— g) e %(oc) em [a,b].
Logo, de (*) segue que (f + g)2, (f — g)2 & DR(cX) em [a,b] e novamente da Proposição acima e de

(2.102), teremos que f.g & %(a) em [a, b], completando a demonstração do item 1. .

%:
Consideremos d) : R —> R a função dada por

Mt) ª ltl, t 6 R-

Como a função (1) é contínua em R e f e %(oc) em [a, b] segue, do Teorema (2.2.6) que a função
h: [a,b] —> IR dada por

MX) ª (dº º “(X), x e [a,b]
x_v._.z

=lf(X)|

está em %(oc) em [a, b], ou seja, If] & %(oc) em [a, b].
Além disso, se considerarmos c = 1 ou c = —l de modo que

b
CJ f doc 2 O,

(1

segue que

b b . b

[ f doc, : Cí f doc Prop. (2,121) item 2.
J' (Cf) doc

a a a
cfslfl e Prop. (2.3,1.) item 3.

J'<
b
|f| doc,

(1

completando a demonstração do item 2. .

A seguir consideraremos um exemplo importante, a saber:
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Definição 2.3.1 A função 1le —> IR dada por

me? xgo
)

1, x>0
será denominada função degrau unitário.

Com isto temos &

Proposição 2.3.2 Sejam s & (a,b) e f: [a, b] —> R uma função limitada em [a,b] e contínua em
s.

Consideremos a. função oc: IR —> IR dada por

«(x) & I(x— 5), x E R, (2.103)

onde a função I é a função degrau unitário .

Então f € %(oc) em [a, b] e

rfda=f(s). (2.104)
O

Demonstração:
A figura abaixo nos fornece a representação geométrica do gráfico da função oc:
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Consideremos 'P'(] = (a = xº,x1,x2,x3 = b), a seguinte partição do intervalo [a, b]:

xeiº, XiªS, Xaªb e X2€(X1,X3)=(Sab)-

xo=u x1=s x2 X3=b

Para cada 1 e (1,2, 3), deúnamos

mí= inf f(x) e Mi= sup f(x)
Kem—1 M] xebci-i Dºi]

Logo

Ll(,7>o,f oc) =ZM— Aoc,

= MdºcQ/rj) — “QE/)] + leºc(><z) — “(ªcl/)] + Malagª) — “(in
:s =(] =S =b

= M1[oc(s) — a(o)] + M2[oc(x2) — a(s)] + M3(oc(b) — a(x2)]
É?)“ “26", =*] É? É?“ ;]

= M; : sup f(x). (2.105)
xe[x;,x2]

De modo semelhante, teremos:

I_(Pº,f, oc) =ZmíAoq

—m1[º£( Xi )— “( Xo )] +mzl (Xz) º€( Xi )] +m3[º€( Xa )—06(X2)1

=s =o =s =b

=m º<( ) ( )]+mz[oc(Xz)—ºc(8)]+m3[oc(b)—ºc(><z)]
?o“ :O ; É?)“ =] :]

= mz = inf f(x). (2.106)
x€[x1,x2]

Como a função f é contínua em 5, segue que (a verificação deste fato será deixada como exercício

para o leitor) quando

xz —> 5 = x], segue que MZ : sup f(x), mz = inf f(x) ——> f(s). (2.107)
xE[X1 , xz] xe [Xi , x2]% WF“

=[s,x2] ªlªvXZ]

Logo

(2.17)
mz = I.('Po,f, cx) < sup I_(P, f, oc) < inf U(P, f, oc) < U(730,f, oc) : MZ, (2.108)_F/ Fem —,_/

(2.136) *—-——v——/ _V—J (2.135)M" mz
=j'_afdoc =r$ fdoc Z

ou ainda,

b (moa) —b' (2,103)
inf f(x) : mz =J fdoc 5 J fdoc 5 M; : sup f(x), (2.109)

del »
XZ] & “ x€[[X1,X2]WJ »... _..J

=[!»le =[s,x2]
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para todo xz €(x1,X3)=(s,b).

35

Fazendo xz —> 5 nas desigualdades acima e utilizando (2.107) obteremos

b "%

f(s) SJ fdagí fdocíf(s),
(1

assim

(1

b 75
f(s)=J fda=J fdoc,

_ a

mostrando que f e %(a) em [a, b] e (2.104), completando a demonstração

Como consequência temos o

Corolário 2.3.2 Suponhamos que c“ > O e s“ & (a,b), para Ti E (1,
5n+lr Pªrª“€(1,“'yN1l'

Consideremos oc : R —> IR a. função dada por

,N) satisfazendo 5“ <

N

a(x) &Z cn I(x— sn), x e R
n:]

(2.110)

Se, para. cada n e [l ,
- -« ,N], afunção f: [a,b] —> IR é uma função contínua em 3“ então f & %(oc)

em [a, b] e além disso
b N

í fdoc = E cnf(sn).
(1

Demonstração:

n:]
(2.111)

Observemos que a função ª é monótona crescente em R, pois se x] 5 xz teremos, para cada
n e [1,--- ,N] fixado, que

I(X1_ Sn) É UM — Sn),

logo

n=l

N O<cn N

(X1)= ): cnIbq — 311) É Z cnI(Xz — 511) = «(le
n=l

acima a cada uma das parcelas e assim obteremos que f & SRM) em [a, b] e

b b N

deoc=J chI(.—sn)d
“ ªn=l

N

OC
Prop. (2.3.1) itens 1. e 2 E

b
' an I(.——sn)doc
n:] ª___—1

N

: Z cnf(5n)w
n=1

Logo, para completar a demonstração basta aplicar a Proposição (2.3.1) itens 1. e 2. e & Proposição

completando a demonstração.

Podemos estender esse resultado, como afirma a
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Proposição 2.3.3 Suponhamos que cT1 Z O para, n 6 N e' tal que a série numérica, Zen é
n:]

00

convergente em R e (sn)neN e' uma sequência crescente de pontos distintos em (a,b).
Consideremos cx : R —9 R a função dada por

00

(x(x) & chHx— 5“), x & IR

n:]
(2.113)

Se f: [a,b] —-> R é uma função contínua em [a, b] então f e %(a) em [a,b] e além disso

b 00

J f doc = Z cms“).
“ n=1

Demonstração:

(2.114)

segue trivialmente.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que f 76 O, caso contrário (isto é, se f = 0) o resultado

Notemos que para cada x & IR temos

ICnHX _ Sn“ 5 ºn)

oo

nGN

em R).

e como a série numérica Z c“ é convergente em R segue que a função ª está bem definida em R, (na
n:]

00

verdade, do Teste M de Weierstrass, segue que a série de funções Z cTL I(x—sn) converge uniformente
n=1

furado, que
Observemos que a função ª é monótona crescente em R, pois se vc] 5 x; teremos, para cada 11 e N

logo

I(X1_ sn) É I(XZ _ sn)»

oo

a(X1)= Z enim — sn
n=1

OSC“ ºº
) 5 Z cnuxz — sn) = «x(xz).

n=1

Seja
f 6 t. ,bM & sup |f(x)| ººª=ºmlª ]

max |f(x)| > 0. (2.115)
xelmb] XEÍªvb]

OO

Logo, dado 5 > 0, como a série numérica Z c11 é convergente em R, podemos encontrar N() e N
“=]

tal que
00

n=Nº+1

Defmamos oq , oq : IR —> IR dadas por

(2.116)

No

oc1(X)â Z cn I(x — sn)
n:]

(2.117)
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Notemos que:

00

«(a) =ch I(a—sn) =o,
“=] :O, pois u<smVnGN
00 00

«(b) =Z cn I(b - sn) =E cn. (2.118)
n:] n:]=] , poís sn<b,VneN

Como a função _f_ é contínua em [a, b] e as funções ª e _ocª são monótonas crescentes em [a, b]

segue do Teorema (2.2.3) segue que f e %(oq) n %(ocz) em [a,b].
Além disso,, do Corolárío acima segue que

b & . . .
No

J fdoq “ª” Z cms“). (2.119)
ª “=]

Notemos que
00

06203) — axa) = º€z(b) = [ cn I(b — sn)V n=N +] M=ZÍÍ=NO+. cn I(a — Sn) =o º =]» Pºlª Sn<an€N
x—FJ=O pois u<sn,VnEN

ºº um 5
= E cn < &' (2.120)

n=No+1

Por outro lado, como f & %(ocz) segue, da Proposição (2.3.1) item B., que

b (2.120) 5
J fdocz 5 sup |f(x)| [ocz(b) — oc2(a)] < M— = e. (2.121)
a xela,b] M

MW—J=M

Mas
oc = ou + 042,

logo' da Proposição (2.3.1) item &, segue que

b No b b No

J fdoc —2 cms“) = I fdoq +j fdocz — Z cum“)
dx,, í=1 ªv., “ i=l

Prop. (2.3.=l) item &. fzfda1+f2fdºcz (Z.=I9)Zªxj=o1 (:“-“S“)
b (2.121)

= í f doq < £, (2.122)
(1

00 b
mostrando que a série Z cnf(sn) é convergente e sua soma será J f doc, completando a demonstração.

(1n=1
[]

A seguir temos um resultado que relaciona a integral de Riemann com a integral de Riemann-
Stieltjes, a saber:
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Teorema 2.3.1 Sejam f,oc: [a, b] funções definidas em [a, b] tais que a. função f é uma função
limitada. em [a, b] e a função ª é monótona crescente, diferenciável em [a,b] e além disso cd é
uma função Riemann integrá'uel em [a, b] (ou seja, OU E Dºt em [a, b] ).

Então f & %(oc) em [a, b] se, e somente se, fºi” & ER em [a, b].
Neste caso teremos:

b b

J fdcx=J f(x)oc'(x)dx. (2.123)
Cl Cl

Demonstração:
Seja

Má sup |f(x). (2.124)
xela,b]

Dado & > 0, como OU E 9%, do Corolário (2.2.1) (tornado-se naquele resultado «(x) = x, x & [a,b] e

utilizando a Observação (2.2.4) ítem ªl.), segue que existe uma partição 7) %- [xo = a, x], — - . ,xn_1 , x“ =
b] do intervalo [a, b] tal que

e
0 5 um), (X') — l_(P, oc') < M“ (2.125)

Deiinamos, para cada i e (l ,
- — - ,n):

Mi & sup f(X),
XGÍXi—hxi]

Mí & sup (fcc/)(x). (2.126)
XElXi-hxil

Observemos que a função oc' está definida em [a, b], logo a função gc deverá ser contínua em [a, b].
Para cada i e (l, ' - . ,n), aplicando-se o Teorema do Valor Médio a função ª no intervalo [XM , xi],

obteremos ti & (x,-_],xi) de modo que

Teor. Vaªzt Médio
Aºªi = “(M) — “(Xi—1) “,(ti) (Xi _ Xi—I) = Cªº/(mAXi- (2-127)

Temos também que, para cada i & [l,-n ,n], se si & [xi_1,xí] segue, de (2.125) e do Teorema
(2.2.2) item 2. (tomando-se naquele a(x) & x, x & [a,bJ), que

Tl

Z lºc'(Si) — “I(tiNAxí < KEÃ (2.128)
i=l

Portanto

Z f(sJAoci — Z f(sí)oc'(si)Axi. = E f(sí) [Aoq —— oc'(si)Axi]
i=l i=l a:]

”ªº“ Z f(sàloc'm) — aa(samxa
i=1

i
l

i - '
a A i5 fªlas)“ lºc (t) ºº (5 )] X

.1524

E

É Mí IOL/(ti) — OCTSÚI Axi < MM
i=l

=E.

(2.128)
E

M
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Em particular, teremos:
T1 T1

Z f(sJAoq < Z “sda/(si) Axi + &

+=] i=l ““'-_)
Ssupxe[xi_| ,xi](fºc,)(x)=Mi*

“
5 ): M;“Axi + e = Ll(7º,foc') + e, (2.129)

i=l
TL Tl

Z ”sda/(Simm < Z f(si) Aoq + E

. V'=] =]1 l Ssupxetxíq »Xi] f(x)=Mi
T1.

5 Z MiAoq + e = uma oc) + 5. (2,130)
i=1

Para cada 1". E (1, - -— ,n], tomando-se, no lado esquerdo de (2.129), o supremo para 3 & [xí_1,xi],
obteremos

“
sup f(sJAoci 5 U['P,foc') + &,

í=1 xe[xi_1,xi]x_“,___._z=ZL, MaAºci=U(P>f,a)

ou seja,
U.(P,f, (x) 5 U('P,foc') + E. (2.131)

De modo semelhante, para cada i e [l, » . — ,n], tomando-se, no lado esquerdo de (2.130), o supremo
para s 66 [m-],xi], obteremos

T1

sup f(si)oc'(si)Axí 5 U(73,f, oc) + &,

i=l Keka-inca]“___—”__;=Z?=1 MzAxí=u('P,foU)

ou seja,
U(73,fcx') 5 U.(73, f, oc) + e. (2.132)

Portanto de (2.131) e (2132) segue que

umha) — e 5 U('P,f,o<] g unam/) + e (2.133)

Notemos também que (2.125) ocorrerá se trocarmos a partição 77 do intervalo [a,b] por uma
partição que é um refinamento da mesma, implicando que (2.133) também ocorrerá se trocarmos a
partição 7> do intervalo [a, b] por uma outra partição que é um refinamento da mesma.

Logo tornando-se o ínfimo em (2.133) sobre todas as partições 'P do intervalo [a, b] obteremos:

b b b

[ f(x)oc'(x) dx < J' fdoc SJ f(x)oc'(x) dx + £, (2.134)
O

Ff doc—Ff(x)oc'(x) dx < &,

mostrando que
b b

í fdoc=J f(x)cx'(x) dx. (2.135)
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De modo semelhante mostra-se que (exercício para o leitor)
b b

[ f doc = [ f(x)oc'(x) dx. (2.136)
.A _ª

Finalmente, notamos que
b b

%.
b

f e woe) em [a,b] (:> ] farm] fdoc ”"má“ ) j
0. a 0.

b
f(x)oc'(x) dx = J f(x)oc'(x) dx

0.

(à (ta') G ZR em [a, b]. (2.137)

Além disso, neste caso, teremos a validade de (2.124), completando a demonstração do resultado.
[]

Temos também um resultado que trata da mudança de variáveis na integral de Riemann-Stieltjes,
mas precisamente:

Teorema 2.3.2 Seja cb : [A,B] —) [a, b] uma função contínua e estritamente crescente em [a, b].
Suponhamos que a função oc : [a, b] —) IR seja monótona. crescente em [a, b] e a função

f : [a, b] —> IR seja Riemann-Stieltjes integrá'uel em [a, b], relativamente à função &.
Consideremos as função (3, g : [A,B] —> R dadas por

903) àf(d>(y))» [My) & a(fbwl), y & [A,B]. (2.138)

Então 9 G %(B) e

E 9 dB = E f doc. (2.139)

Demonstração:
Notemos que a função º será bijetora e assim, do Teorema da Continuidade da Função Inversa,

segue que a função º admitirá função inversa (t)—' : [a, b] —> [A,B] que também será uma função
estritamente crescente e contínua em [a, b].

Como as funções ª é monótona crescente em [a, b] e a função (1) é monótona crescente em [A, B],

segue que a função [3 : cc 0 4) também será monótona crescente em_[A, B].
Além disso, como a função f é limitada em [a,b] e a função º é contínua em [A, B], que é um

compacto de IR (logo d)([A, B] é limitado), segue que a função & será limitada em [A, B].
Notemos que se

73 à[xo = ana,"- ,xn-mcn =bl
é uma partição do intervalo [a, b], como a função º é estritamente crescente em [A, B], seguirá que

o e tv.; e d>*1(a)= Am & d>_'(X1),---,yn-1â <i>-“(xenon & <i>—W) = 81 e [A3] (2.140)

será uma partição do intervalo [A,B] e reciprocamente, ou seja, a cada partição do intervalo [a, b]
corresponderá uma partição do intevalo [A, B], por meio da função (bijetora estritamente crescente
em [a, b]) É e reciprocamente.

Notemos que para cada i e [l ,
- — - ,n],

5 & [y,_1,yí] se, e somente, se t = <I>(s) & [x,_1,x,].

Com isto teremos

u(º)9>6) =U(7),f,0£), (2.141)

HQ, 9, (3) = L(7ª,f,ºc)- (2.142)
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Dado & > 0, como f & %(oc) em [a, b], pelo Corolárío (2.2.1), segue que existe uma partição 73 do
intervalo [a, b] tal que

O 5 U('P,f, oc) — L(73,f, oc) < e. (2.143)

Logo, tomando-se & partição Q à (MP) do intervalo [A, B] (como em (2.140)), de (2.141) e (2.142),
teremos

05U(Q,g,B)—L(Q,g,6) < e, (2.144)wd *—f-——/
uma uma

que, pelo Corolário (2.2,1), implicará g 6 %(B) em [A, B].

Além disso, tornando-se o ínfimo no lado esquerdo de (2.141) sobre todas as partições de [a, b] e
no lado direito de (2.141) sobre todas as partições de [A, B] obteremos:

b b B

[fda=ígd6 => deoc=í gdB,
a A o. A

=I'ãfdºª =IÍ9ªB

mostrando (2.139) e completando a demonstração do resultado.

Observação 2.3.1 Notemos que se a função oc: [a, b] ——> R é dada. por

(x(x) & x, x & [a,b]

então tomando-se a função (5 : [A,B] ——> IR dada por

[My) & (My), 1.4 e [A,Bl,

;teremos que se a função cp : [A,B] —> [a, b] e estritamente crescente, diferenciável em [A, B] e
(D' e 9% em [A, B] então o resultado acima juntamente com o Teorema (2.3.1) implicarão em:

b B

[ f(x)dx=[ flmly)ld>'(y)dy,
a A

que é um resultado importante do Cálculo 1 e nos diz como fazer para mudar de variáveis na
integral definida (ou seja, na integral de Riemann em intervalos fechados e limitados ).

De fato,

b "º o = b 2. “9
B

J f(x) dx
Teor. (“Ei!—_o madar) XJ fdoc( : )í gdf?)

o n A

_ o = = —1 = _] <i>—WW
. : ii)—IU?)

g—d) ms <p,/x ª (uma cb

(mí (“(b)“) Teor. (Margem a(x) «mí (fºcb)(>c)d>'(>c) dx)
<i>—Wa) d>"(a)

mostrando a identidade acima.

2.4 Relações ente integração e diferenciação
Começaremos com o Teorema Fundamental do Cálculo, a saber:
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Teorema 2.4.1 Seja f e É)? em [a,b].
Consideremos a função F : [a,b] —> IR dada por

F(x) i r f(t) dt, x 6 [a, b]. (2.145)

Então a função E é uniformemente contínua em [a, b].
Além disso, se a função f for contínua em xº e [a, b] então a função E será diferenciável em

xo e [a,b] e além disso
F'[xº) = f(xº). (2.146)

Demonstração:
Como f € ER em [a, b] segue que a função f é limitada em [a,b], logo existe M > O tal que

If(t)| 5 M, t e [a, b].

Notemos que, para cada a 5 x < y 5 b, da Proposição (2,3.1) item 4., segue que f & SR em [a,x]
e em [a,y], logo a função E está bem definida e além disso teremos:

X9 9 b
!F(y) _ F(x)| = J f(t) dt— J f(t) dt Prºp'éºª'ª) J f(t) dt, SJ |f[t)| dt

a a x aVSM
5 Mly — x|. (2.147)

Logo, dado e >, seja
6 à & > o. (2.148)

Assim, se

(2.1.4.7) (& 43) 5
lg —x| < 6 teremos, por (2.147), que lF(y) —— F(x)| 5 Mly —x| Mô = M— = e,V M

<a

mostrando que a função E é uniformemente contínua em [a, b].
Se a função f for contínua em xº & [a, b] então, dado e > O, existirá & : õ(xº, &) > O tal que se

It — xº! < 6 teremos |f(t) — f(xo)| < &.

Suponhamos que xº < t < xº + 6.

Com isto teremos:

_ .. El (] __ Xo

t—xo
f(xº)

t—xo t—xº

t t t
[ f(s) ds J f(xo) ds J [f(s) — f(xo)] ds

Prop. (2.3.1) Xo xº xº
t—Xº t_Xo _ t_xro

1 t 1

5 [ If(s) — f(xo)| ds < a(t — xo) = e,t — xo xº “_”-d 1:

<a, pois ls—xºlglt—xokõ
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ou seja,
F t — Flim.—————(] (xº) =f(xº),

t—nd; t _ Xo

mostrando que a função E é diferenciável à direita de x() e (a, b].
De modo semelhante podemos mostrar (será deixado como exercício para o leitor) que

_
F t — F xhm—[) ( º) =f(xo),

tªx; t _ Xo

mostrando que a função E é diferenciável à esquera de xº E [a,b] que juntamente como o que územos
acima mostrará que a função E é diferenciável em [a, b] e que vale (2.146), completando a demonstração
do resultado.

E!

Como consequência temos o (também conhecido como Teorema Fundamental do Cálculo):

Teorema 2.4.2 Seja f E Dºt em [a, b] e F : [a,b] —+ R uma, função diferenciável em [a,b] tal que

F'(x) = f(x), x 6 [a, b].

Então
b

[ f(x) dx = F(b) — F(a). (2.149)
(1

Demonstração:
Dado 5 > 0 como f e 9% em [a, b], do Teorema (2.2.2) item 3. (e da Observação (2.2.4) item 4.),

segue que existe uma partição ”P do intervalo [a, b] tal que se, para cada i e [l, . - . ,n], escolhermos
ti & [xi_1,x-l] teremos

“ b

Edt-JAM —J f(x) dx < e.
17.1 “

Por outro lado, como a função E é diferenciável em [a, b] seguirá que ela será uma função (uniforme-
mente) contínua em [a, b].

Para cada 1 e [l,-—- ,n], do Teorema do Valor Médio aplicado ao intervalo [xi_1,xi], segue que
existirá ti E (x1_1,xi), tal que

Fba) _ “Xi—1) = F'Íti) (Xi. — Xi—i) = “M) Axi- (2150)x.y—zw=f(tí) :AXQ

Assim teremos
n

(2. 50)
n

Soma telescópica[ f(m Axl = Z [um — um)] = Hb) — Fla). (2.151)

Assim teremos

Ilma) —F(a)1 —J f(x) dx
Cl

< e, (2.152)

como E > 0 é arbitrário, segue que
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mostrando que identidade (2.149) e completando a demonstração do resultado.
[1

Podemos mostrar um resultado relacionado com a integração por partes para integrias de Riemann,
mais precisamente:

Teorema 2.4.3 Suponhamos que as funções F : G : [a, b] —) R são continuamente diferenciávez's
em [a, b] e que as funções f, g : [a, b] —) R são dadas por

f(X) & F'lX), g(X) = GTX), X E [a,bl.

Jb F(x)g(x) dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) —í f(x)G(x) dx, (2.153)

ou seja,
b

[ Hx) G'(x) dx = F(b)G(b) — F(a)G(a) —J F'(x) Gbc) dx, (2.154)

Demonstração:
Como as funções F, G são continuamente diferenciáveis em [a, b] segue que as funções f, 9 serão

funções contínuas em [a,b], logo as funções Fg e fG serão funções contínuas em [a,b] e assim, pelo
Teorema (2.2.3), elas serão funções Riemann integráveis em [a, b].

Consideremos a função H : [a, b] ——> IR dada por

H(x) = F(x) Gbc), x & [a,b]

que será continuamente diferenciável em [a, b].
Temos que H 6 91 em [a, b] (pois é, em particular, uma função contínua em [a,b]) e como

H'(x) = F/(x) G(x) + P(x) G'(x), x e R

e F' , G' são funções contínuas em [a, b] segue que H' 6 ZR em [a, b].
Logo do Teorema (24,2) segue que

V H'(x) dx = H(b) — H(a) : P(b) G(b) — F(a) G(a).

Mas

ou seja,
b b

f(x)G(x) dx +J F(x)g(x) dx,
Cl

F(b)G(b) — P(a)G(a) = [
a

de onde podemos obter (2,154), completando a demonstração do resultado.
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2.5 Integração de funções vetoriais
Começaremos com &

Definição 2.5.1 Consideremos a função vetorial f : [a, b] —> Rªº cujas funções componentes são
as funções f,- : [a,b] —> R, para j e U,"- ,n), e a função oc: [a,b] —+ IR monótona crescente em
[a,b].

Diremos que a função vetorial f é Riemann-Stieltjes integrável em [a,b], indicando por
1” € %(a) em [a,b] se, e somente se, para cadaj & [1,- -— ,a], f]— e %(a) em [a, b].

Neste caso, definiremos a integral de Riemann-Stieltjes da função f em [a,b], indicada
b

porí fdoc, como sendo a k—upla:
a

b b b

Í fdocá (í f1doc,u- í tuda) eR'º. (2.155)
(1 O. 0.

Observação 2.5.1

1. A deânição acima nos diz que uma função definida no intervalo [a, b] a valores vetoriais
será Riemann-Stieltjes integrável em [a, b], relativamente à função ª, se, e somente se,
cada função componente associada à mesma for uma função Riemann-Stieltjes integrável
em [a, b], relativamente à função ª.
Neste caso a integral de Riemann-Stieltjes da função vetorial no intervalo [a,b] será obtida
integrando—se cada. uma das funções componentes associadas a mesma.

2. Diremos que a função vetorial f: [a, b] —> Rk é uma função limitada em [a,b] se existir
M > O tal que

"f(X)" S M, X E [Cub],

onde ||.“ denota a norma usual de RK, isto é,

“(ªh"wªrJIIª a%+-——+aã.

3. Seja f : [a, b] —+ Rk é uma função vetorial, cujas funções componentes são as funções
f]- : [a,b] —+ R, para j e[1,--- ,n], e xo € (a,b).
Diremos que a. função f é diferenciável em xº se para cada j 6 (1, - -- ,n) a função com—

ponente fi é uma função diferenciável em xº.
Neste caso definimos a derivada da função f em xº, que será indicada. por f'(xo), como
sendo

f'(xo) & (fi(xo)) ' " ifrll(xo)) € RR-

Com isto temos a:

Proposição 2.5.1

1. Se f, g : [a, b] ——> Rk funções vetoriais, oc: [a, b] ——> R é uma função monótona crescente em
[a, b] com f, g 6 DR(a) em [a,b] então (f+ g) 6 iMac) em [a,b] e

b b b

J(f+g)doc=J fdoc+J gdoc,
O. (1 (l
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. Se f: [a, b] —> RK função vetorial, oc : [a,b] —> IR e' uma função monótona crescente em
[a,b] com f & %(oc) em [a,b] e c e R então (cf) & ERM) em [a,b] e

ramº) doc: cíbfda;
a O.

. Se f : [a, b] —> Rk função vetorial, oc: [a, b] —+ IR é uma função monótona crescente em
[a,b] com f & iMac) em [a,b] e c & [a,b] então 1” & %(oc) em [a,c] e em [c,b] e

b c b

J'fdoc=[ fdoc+J fdoc;
(1 (1 C

. Se as funções achoq : [a, b] ——> R são monótonas crescentes em [a, b] e a função vetorial
f: [a, b] —> RK satisfaz f e %(oq) nf € %(ocz) em [a,b] então f & %(oq + ocz) em [a, b] e

b b

fdoq +J fdoczç
[1

[bfd(oc1+ ocz) =[
O (1

. Se oc: [a, b] —> R é monótona crescente em [a,b], a, função vetorial f: [a, b] —> RK satisfaz
f e %(oc) em [a,b] e c 2 O então f 6 %(coc) em [a, b] e

r f d(coc) : cr fdoc;
Cl (1

. Sejam oc: [a,b] —> R é diferenciável e monótona crescente em [a,b] tal que (X' 6 ZX em [a, b]
e f : [a, b] ——> RK uma função vetorial limitada em [a, b].

Então f & ERM) em [a, b] se, e somente se, foc' & ER em [a, b].

Neste caso teremos
b b

J fdoc = í f(x)oc'(x) doc.
ª (1

. Sejam oc : [a,b] -—> IR é monótona crescente em [a,b] e f: [a, b] —> RK uma função vetorial
tal que f & %(oc) em [a, b] e def-iriamos a função F : [a, b] —+ Rk por

h

F(x) áí f(t) dt, x e [a, b].

Então a função vetorial E será contínua em [a,b].
Além disso, se a função _f vetorial for contínua em xo e [a, b] então a função vetorial E

será diferenciável em xº & [a,b] e

F/(Xo) : f(xo)—

. Sejam oc: [a, b] —> R é monótona crescente em [a, b] e f: [a, b] —) Rk uma função tal que
f e %(oc) em [a, b] e exista uma função F : [a, b] —> IRk diferenciável em [a,b] tal que

F'(x) = f(x), x 6 [a,b].

Então
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Demonstração:
Para demonstrar os itens 1. até 5. basta aplicar os itens 1., 2., 4., 6.e '7. da Proposição (2.3.1) a

cada uma das componentes das funções vetoriais envolvidas e a Definição (2.5.1).
Para demonstrar o item 6. basta aplicar o Teorema (2.3.1) a cada uma das componentes das

funções vetoriais envolvidas e a Definição (2.5.1).
Para demonstrar os itens 7. e 8. basta aplicar, respectivamente, os Teoremas (Mel) e (2.4.2),

a cada uma das componentes das funções vetoriais envolvidas e a Definição (2.5.1), completando a
demonstração do resultado.

E!

Um outro resultado interessante é dado pela:

Proposição 2.5.2 Sejam oc: [a,b] —> R é uma função monótona. crescente em [a,b] e f: [a,b] —+

Rk função vetorial tal que f 6 DR(a) em [a, b].
Então “f“ & Dªi em [a, b] e

b

J f doc
(1

1)

sl um da, (2.156)
(1

onde ||.|| denota a norma. usual de Rk (veja Observação (2.5.1) item 2.)

Demonstração:
Observemos que se as funções componentes da função vetorial Í são as funções fj", [u,b] —> R, para

j & [l,-u ,n] então

Hf(x)|l= [f1(X)]2+'—-+[f1(><)l“, XG[a.b].
Notemos que para cada j e [l, - —- ,nl temos que five %(oc) em [a, b], logo do Corolário (2.3.1)

item 1., segue que fj2 & ERM) em [a, b].
T1

Logo para Proposição (2.3.1) item 1., segue que F & Z fiz 6 DR(a) em [a, b].
j=l

Consideremos d) : [O, oo) —> IR & função dada por

em & x/t, te [O,oo).

Notemos que
"f(XHI = VFM = (<i> ºF)(X), X E [0,19]-

Como a função (I) é contínua em [0,00) e F 6 DR(a) segue, do Teorema (2.2.6) que a função
h: [a,b] —> IR dada por

MX) à (dº º WX), x E [6,13]wu=llf(7<)ll

pertencerá a %(oc) em [a,b], ou seja, ||fl| 6 %(cx) em [a,b], como afirmamos.
Para cadaj & [l ,

. .. ,n), definamos

b b

yjàí fjdocGIR e yeí fdocEIRk.
(1 (1

Observemos que

n 11. b . b “P . 2.3.1 1: 1. 2.IIUHZ=ZUj2=ZUj (J iª,-doc) ”ºp ( >=1ens º J ( gif,.) doc. (2.157)
j=l Í=1 ª El j=1
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Para cada t & [a,b], aplicando a Desigualdade de Cauchy—Schwarz às k—uplas (y],u- ,yk) e
(“Mr -- ,Mtl), segue que

[f,-(t)]2 = llyll “f(t)"-
l

Ti 11.

Z iii-fiu) s
j=l :]

Logo, da Proposição (2.3.1) item B., segue que

b n b
Prop. (2.3.1) itens 2. b

me da s (“yu Ilfll) da = null nf“ dor.
a j=1 o a

Susbstituindo-se em (2.157) obteremos

2
b

"yu s Hull ] ufn da. (2.158)
Cl

Temos duas possibilidades:

b

(i) Se Ilgll = O (ou seja, J fdoc = 0) segue que (2.156) vale trivialmente.
Cl

(ii) Por outro lado, se llyll # O, dividindo-se (2.158) por |!le > O obteremos

b b b
“gn fj Ilflldºc => dea sí Ilflldºc,

V Cl (1 a
llff-fªªll

como queríamos demonstrar, completando a demonstração do resultado.

2.6 Curvas retificáveis

Começaremos introduzindo alguns conceitos básicos e mais adiante entraremos no que nos interessa
propriamente, a saber, o comprimento de uma curva "bem comportada” do Rk, k 6 N.

Definição 2.6.1 Uma função y: [a,b] —> Rk contínua. em [a, b] será dita, curva parametrizada
em Nº.

O conjunto y([a,b]) Ç Rk será dito traço da curva parmetrizada y.
Se a. curva parametrizada. y : [a,b] —+ RK for injetora (isto é, y(s) # y(t) se t, 5 e [a,b], t # s)

diremos que a curva parametrizada é simples.
Se a curva, parametrizada y : [a, b] —> IRk é tal que

if(a) =Y(b)>

diremos que a curva. parametrizada é fechada.
Se a curva parametrizada y: [a,b] —> IRk for injetora em (a,b) e y(a) = y(b), diremos que a

curva parametrizada é fechada e simples.
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Observação 2.6.1 Duas curvas parametrizadas distintas podem ter o mesmo traço.
1

Para ilustrar consideremos % : [0,1] —> IR e W : [O, Í] —-> IR dadas por

1

y](t)àt,te[0,1] e yz(s]â25, Sªki].
As curvas parmetrizadas são distintas mas teêm o mesmo traço (que é o intervalo [O, 1] Q R,

verifique!).

Sejam y : [a.b] —) RK uma curva parametrizada em Nº e 'P & [tº = a,t1, — —— ,tn—1,tn = b] uma
partição do intervalo [a, b] e definamos

Amy) =Z |!th wmou-
i=1

Observemos que, para cada 1 e [1 ,
. — - ,n], ||y(ti)—y(ti_1)|| nos fornece a distância do ponto y(ti_1)

ao ponto y[ti).
Logo A(79,y) nos dá o comprimento de uma poligonal que tem como vértices os pontos ytti), para

i e [O, - -— ,n) (veja figura abaixo).

3415) = YU?)

1/(14)

wo) =7ía)

to=n t] [2 t3 t4 l5=b (

Em princípio, quanto maior o número de pontos da partição 73 mais perto A(79,y) ficará do valor
do comprimento do traço da curva "y (se este exisitrl).

Devido a este fato, empírico, introduziremos &

Definição 2.6.2 Na situação acima, definiremos o comprimento da curva parametrizada y,
denotado por AW), como sendo

AW) & sup A(P,Y)- (2.159)
796213

Diremos que a curva parametrizada y é retificável se AW) < 00.

Em certos casos, o comprimento da curva parametrizada y será dado por uma integral de Riemann,
como mostra o:
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Teorema 2.6.1 Seja y : [a.b] —> Nº uma, curva parametrizada que é continuamente diferenciável
em [a, b].

Então V é uma. curva retijícáuel e

b

Am =J llv'(t)|| dt. (2.160)
a

Demonstração:
Notemos que y' : [a,b] —+ RK é uma função contínua em [a, b], logo a função liv/[| : [a, b] —> IR

também será uma função contínua em [a, b] (pois a norma é uma função contínua), portanto a integral
de Riemann do lado direito de (2.160) existirá.

Observemos também que se 7) = [tº = a,t1,—-- ,tn_1,tn = b) é uma partição do intervalo [a, b]
teremos

Prop. (Zill) item &
Hy'(s)|| ds. (2.161)

Prop. (2.5,1) item 8. ti
Ih/(ti) *— Y(tt—1 ) || 5 JJn y'(s) ds

ti-l ti— 1

Assim teremos

“ (2.151) “ ti
Avºn/)=ZIh/(td—vm—1HI % [[ “Menas

í=1 i=1 1—1

b

: J HMS)“ ds. (2.162)

Tomando-se o supremo sobre todas as partições do íntervalor [a,b], obteremos

(2.162) b
,Am = sup Away) 5 J [lv (s)“ as. (2.163)

79613 a

Por outro lado, dado e > 0, como a função yl é contínua em [a, b], que é compacto, segue que a
função y' é uniformemente contínua em [a, b].

Logo existe 6 : õ[e) > O tal que se

E

i'm. (25164)s,t & [a, b] e Is —t| & & deveremos ter ||y'(s) —y'(t)|| <

Seja 7? = [to = a, t], - - — ,tn_1,tn = b] é uma partição do intervalo [a,b] tal que

Ati É ti '— ti-] < 5. (2.165)

Notemos que, para cada 1 € [a, . - » ,n], se t e [ti_1,ti] segue que

[|Y/(t) —Y/(ti)|l < ZEE—_o),

zllv'hlll—Iiv'hdll

ou seja,
E

HY'U)“ É "WWII +Éa) (2.166)
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Logo, para cada 1 e (a, - - - ,n), teremos

ti (2.366) m E

L II?/(t)“ dt É LM (lh/(ta)“ª'm) dt
1—1

&

= - . —- -_ t - t _IIY(t1)|l(t1 tt 1)+2(b_ a)(1 1 1)

"W“) (“_“—1 )" Ati
ti E

I l I= y (t) + y (t-) -—y (t) dt“ + —————AtiLF] & [ 1 “ 2(b _ a)

_ r f(t) dt r [ f(t) + f(t)] dt“ +
E

At._
ti—I

?
ti—I

y Y 1 2(b _ a) I.

D .t' 1 ti ti E“ sªnª“ Mt) dt + J Mt) +v'(ti)] dt +—— Ati
“_I “_ 2(b — a)

. .
“'

Prop. (Zia—EJ.) ltem 8.Y(ti)—Y(ti—I) Prop
_(—2.

5. 2)
_]Hyh)'+y (ti) “ dt

ti E
S IME) _Y(tí—l)l| + LM llv'(t)+v(t1)ll dt + —-—2(b_ a)

Ati
<$ por (2.l66). pois Ita—tt_1l<õ

& e
. — »_ —-——At' At.< IMtJ M 1)" + 2(b _ a) t+ m _ a) 1

e
= — — t-_ —— At“. 2.167“Yªd 'Y( 1 I)” + (b— a) 1 ( )

Logo

b “ ti
[ “vm“ dt =2 Ilv'(t)ll dt
“ I:] ti“ '

(2. I67 n
t ) (t )

5 At< ;(“Y(1—Y1—I“+ bª) )
= Z ||V(ti)—Y1(ti—)|| +F—MZ Ati

i=1

=A(P,'y) =b—- a

= Amy) + (b — a)

Ssuppgp A(P,Y]=A(Y)

5 AW) + 6,

para todo & > O, ou seja,
b

[ "won dt 5 Am,
O.

que juntamente com (2.163) mostram que (2.160) ocorrerá, completando a prova do resultado.
[]

2.7 Exercícios
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Capítulo 3

Sequência e Séries de Funções

Neste capítulo trataremos da convergência pontual e uniforme das sequências e das séries de funções
e algumas aplicações.

Começaremos com a convergência pontual das sequências e das séries de funções.

3.1 Convergência pontual de sequências e séries de funções
Definição 3.1.1 Sejam E g IR não vazio, f : E —> A uma função e (mºnkeys uma sequência de
funções, onde para cada 11 e N a função f“ : E ——> A, onde A = IR ou A = (C.

Diremos que a sequência de funções (f“)neN converge pontualmente (ou ponto a ponto)
para a função f em E se, para cada x e E jíxado, a sequência numérica (fn(x))neN for conver-
gente para f(x), isto é, dado E > 0 podemos encontrar N(, = No(e,x) E N tal que se

n 2 Nº deveremos ter Ifn(x) — f(x)| < e. (3.1)

Neste caso escreveremos:

f(x) = Jªngo f,,(x), x e E, ou f,, 3» f, ou ainda f,1 3» f. (3.2)

Com isto podemos introduzir &

Definição 3.1.2 Sejam E Q R não vazio, f : E ——> A uma. função e (tnha uma sequência de
funções, onde para cada. n e N temos que f“ : E —+ A, onde A = R ou A = (C..

00

Dtremos que a série de funções an converge pontualmente (ou ponto a ponto) para
n:]

00

a função f em E se, para cada x e É irmão, a série numérica anbc) for convergente para
. . .

“=]
f(x), ou seja, a sequencza das somas parczas (Sn)neN for convergente pontualmente para a função
f em E, onde, para cada n e N, temos que:

Sn(x) & Z fdx), x e E. (3.3)
i=1

Neste caso escrevemos ºo
f(x) =Z tube), x e E (3.4)

n:]
00

e diremos que a função f é a soma da série de funções an.
n=1

53
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Observação 3.1.1

1. Algumas questões podem ser colocadas:
E - , . . . ,(a) Se fTL —> f e, para cada n e N, a funçao t“ for continua em xº & E isto implicara,

necessariamente, que a função f será contínua em xo ?
E .. . . , . . .(b) Se 1ªn —> f e, para cada 11 e N, a funçao fTL for diferenCiavel em xº & E isto implicará,

necessariamente, que a função f será diferenciável em xº ?
,b - . . , .(c) Se tn [lí—)] f e, para cada Ti E N, a funçao fn for Riemann integravel em [a, b] isto

implicará, necessariamente, que a função f será diferenciável em [a,b] ?

00

2. Podemos colocar as questões análogas as acima para a série de funções an.
n:]

3. Antes de responder as questões acima lembremos que uma função f é contínua em xo se,
e somente se,

lim f(x) = f(xº).
x—mº

4. Sob este ponto de vista, a resposta para a questão (a) acima pode ser colocada da seguinte
forma:
Por um lado teremos:

lim f(x) “É” lim (lim g(x)), (3.5)
x—ixo x—nco TI.—)oo

por outro, deveremos ter

E

lim f(x) f ª ”"à ”“º f(xo) “=*” lim fn(xº)
x—mº n—mo

f“ e' carl—t. em. Xo lim (um fnbd) . (3.6)
n—ioo x—Dco

Comparando (3.5) como (3. 6) segue que deveremos ter

33330 (3350an =& (3330 fm) , (ª?)

ou seja, precisamos saber se a, ”troca” dos limites acima e' sempre possível, se f“ ª f.

5. Veremos em alguns exemplos a seguir que isto em geral não pode ser feito.

Exemplo 3.1.1 Para cada m,n & N consideremos

m
m+nSm,“ %-

, 111,71 e N.

Pergunta-se:
lim (um sm,“) = lim (lim sm,“) .?

TTL—+00 n—)oo n—>oo TTI—)OO



3.1. CONVERGÉNCIA PONTUAL DE SEQUÉNCIAS E SÉRIES DE FUNÇÓES 55

Resolução:
Notemos que, para cada m e N fixado, teremos:

“11411010 Smª“ : 111520 m + n :
Logo

lim ( lim sm,“) = o.
TTI—900 Tl—lOO

Por outro lado
. . mhm Smn : hm :]m—wo ' m—mo m + “

Logo
lim (lim sm,n)=1;eo= lim (lim sm,“).
n—voo Tri—Nx) m—áoo n—mo

Um outro exemplo é dado por:

Exemplo 3.1.2 Para. cada n e N consideremos a função 1ªn :]R —> R dada por
2 TI

. xfn(x) = (———1+x2) , x & IR.

00

e consideremos a série de funções an.
n:]

00

Afirmamos que Em = f, pontualmente em R, onde a. função f : R —) IR é dada por
n=1

0, x = 0
f(x) &

2 , x E R. (3.8)l+x, x#0
Caso isto seja, verdade, notamos que, para cada 11 e N fixada, a função fn é contínua em R

mas a função i não é contínua em x = 0 (pois linª) f(x) xªo linª“ + xz) = 1 # 0 = f(0)).
Xr-l X—)

Resolução:
Notemos que, para cada n e N, teremos

2 11 eo

fn(0)=(1—%)=o => f(0)=an(0)=0.

Por outro lado, se x 76 0, como, para cada x e R fixado, temos

2

0<——l+x2 <],
segue que a série numérica

ºº ºº 2 “ Série eom. de razão *2 2x & *_sz 1 1 +x 2an(x)=2 (—-—2) = —_ ——————=l+x,
n:]

] +x _ x2 =] 2_ z
“=] ] .ij +x x

00

mostrando que a série de funções Z 1ªrl converge para a função [ dada por (3.8).
n:]

Temos também o
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Exercício 3.1.1 Para cada. 111 e N fixado consideremos a função fm : [0,1] —> R dada por

fm(x) & nlªtãº[cos(111!7tx)]2“, X 6 [0,1]. (3.9)

Ajírmamos que fm 39 f onde a, função f: [0,1] —) ]R é dada por

“ªªª? xíll
1, XGQ.

Notemos que, para cada m e N facada, temos que fm & % em [0,1] mas f € 9% em [0,1]
(verifique!).

Resolução:
Observemos que

(1) Se m!x & Z teremos

cos(m!x7t)=:i:1 => [cos(m!x7t)]2 =1 => fm(x) : 3320 [cos(m!7tx)]2“= 1.

Neste caso
f(x) = 1.

(íí)_Se m!x & Z segue que

2 < 1 => fm(x) = lim [cos(m!m<)]2“ = 0.
n——)oo

——1 < cos(m!x71) < 1 => [cos(m!x7r)]

Neste caso

Para fmalizar, notemos que

(i') Se x e Q então mlx e Z, para m e N suficientemente grande.

Defato, seerentãox=ãparap,q eZcom q #0.
Seja me N tal que m> q.

Então

m!x =mlã = [m.(m—1).-n .(q—1)q.(q +1)...- 1.11%

=[m.(m-1).... .(q—1).(q+1).—-- .2.1).p€Z.

Logo do item 1. acima, segue que f(x) = 1.

(íi') Se x e 11 então mix & Z (veriflque!), logo do item 2. acima, segue que f(x) = 0.

Com isto teremos que fm & f em [O, 1].

Temos também o:
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Exemplo 3.1.3 Para cada. 11 e N jimado, consideremos a função fu : R —> R dada por

seu(nx)

#
Afirmamos que fm £» f em R, onde a, função f : R —> R é dada, por

fnbº) & , X E R.

f(x) = 0, x E R.

Resolução:
De fato, para cada x E R focado temos que

lim mx) = lim sºªm“)
n—boo n—)oo “ = 0 = f(x).

Observemos que, para cada 11 e N focado, & função fn é diferenciável em IR e

fax) = Cº???) .n : x/Écosmx), x e R.

Em particular, a sequência de funções (f,/thª; não é convegente para a função f ' , pois, por exemplo
fn(0) : JH —> 00 quando n —+ oo.

Para fmalizar temos o

Exercício 3.1.2 Para cada n e N freada, consideremos a. função fT1 : [O, 1] ——> IR dada por

mx) & n2x(1— xl)“, x e [0,1].

Ajírmamos que f“ ª f em [O, 1], onde a função f : R ——> R é dada por

f(x) = 0, x e [0,1].

Resolução:
Observemos que:

(i) Notemos que para todo n e N temos

fn(0) = 0 —+ 0 = f(O), quando n —> 00.

(ii) se x e (0,1] teremos

rªi—.nolofdx) : lim [nsz -x2)“] =x lim [7120 —x2)“]
"fl—NX) TI.—)OO

= lim _PZ—u —x2)2“ (3 10)
n—àoo (] —x2)“ ' '

Como

se mostrarmos que

lim_- — o (3.11)

segurírá de (3.10), que
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Para mostrar (3.12), mostraremos
T

TIILIEOW=Q para r>0 epeR. (3.12)

Notemos que se p e R e n 6 N está fixado, teremos

(] +13)“ Binômioâe Newton É ( m)pk1n—k > ( TL

>pkk k
k=0

11! k n.(n—l).«--.(n—k+1) k
(n—k)!k!p : k! p ' (3'13)

para todo k 6 [O, - -- ,n).
Consideremos n e N tal que (lembremos que n —> oo)

r < %+1

e seja k 6 N tal que
ke(r,%+1).

Com isto teremos

n.(n-1).....(n-k+1)>(%)k. (3.14)

De fato, pois

0<k<%+1<:) 0<2k<n+2 (:) 0<n——2k+2
k

(=) n<2n—2k+2 <=> (%) <n—k+1.

Em particular, vale (3.14).
Lodo de (3.13) e (3.14), teremos, para k 6 N fixado com 2k < n + 2, que:

“ n'ª k n' Zkk! r_k(1+p) >k—Ip (:) 0<—É< —k n —>0 quando n—)oo, (3.15)
2 k. (1 +p) p

no real ãxado

poís r — k < 0.

Em particular, (3.12) ocorrerá.

Conclusão: fTl 3) f em [O, 1].

Notemos que, para cada n e N, teremos:
21 1

E ' ' nL fn(x) dx = L n2x(l — xª)“ dx "ªº”m —) oo quando n —> oo.

Por outro lado,
1

j f(x) dx = O,
o

ou seja,
1 ] ]

lim [ fn(x) dx = 00 76 0 = J f(x) dx =J lim fn(x) dx.
“FL-400 o 0 O Tl—)00

Deixaremos & cargo do leitor a resolução do:
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Exercício 3.1.3 Para cada n e N fixado, consideremos a função tn : [0,1] —> IR dada por
f,.(x) & nx(1— xl)“, x e [0,1].

Então fm 3) f em [O, 1], onde a função f : R —) R é dada por

f(x) & 0, x 6 [0,1].

Além disso
1 ] ] 1

lim J f,.(x) dx = ª #: 0 =J f(x) dx =J lim fdx) dx !

Tl—iOO 0 o o ”rl—+00

3.2 Convergência uniforme de sequências e séries de funções
Nesta seção trataremos de outro tipo de convergência de sequências e séries de funções que nos forne—

cerá várias propriedades as quais a convergência pontual não pode nos garantir.
Começaremos com &

Definição 3.2.1 Sejam E Q R não vazio, f : E ——> A uma função e para cada 11 e N consideremos
afunção fan—>A, ondeA=1R ouA=<C.

Diremos que a sequência de funções (tnhª; converge uniformemente para a função f em
E, se dado e > O podemos encontrar N() : Nº(s) & N, tal que se

n 2 No deveremos ter [fn(x) —f(x)| < e, para todo x 6 E. (3.16)
uNeste caso escrevermos: f,L —> f em E.

Observação 3.2.1 Na situação acima temos que se a sequência de funções (f..)neN converge
uniformemente para a função f em E então ela será convergente pontualmente para f em E.

A recíproca é falsa, como veremos em exemplos mais adiante.

Com isto podemos introduzir a

Definição 3.2.2 Sejam E Ç IR não vazio, f : E ——> A uma função e para cada n e N consideremos
afunção fan—>A, ondeA=1R ouA=<C.

OO

Diremos que a série de funções Z fn converge uniformemente para a função f em E, se
n:]

_

a. sequêncza de funçoes das somas parczats (Sªna; converge uniformemente para a função f em
E, onde, para cada 11 E N temos

s,.(s) =Z g(x), x e E. (3.17)

A seguir exibiremos alguns resultados relacionados com a convergêncua uniforme de sequências de
funções.

Começaremos pelo Critério de Cauchy para a convergência uniforme de uma sequência de
funções:

Teorema 3.2.1 Sejam E Ç IR não vazio, f : E —> A uma função e para cada. 11 E N consideremos
afunção fn:E—>A, ondeA=1R ouA=<C.

A sequência (f“)neN converge uniformemente para a função f em E se, e somente se, dado
& > O existe No = Nº(s) & N tal que se:

m,n 2 NO deveremos ter Ifm(x) — fn(x)| < e, para todo x e E. (3.18)
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Demonstração:
Suponhamos que a sequência (fn)neN converge uniformemente para a função f em E.
Logo dado e > 0 existe N() = Nº(s) & N tal que se:

n 2 Nº deveremos ter (fdx) — f(x)| < %, para todo x 6 E. (3.19)

Portanto, se m,n 2 No teremos, para x e E, que:

lfm(x) — fn(x)l = Ilfm(x) — f(x)] + [f(x) — fn(><)]l

.<_ limbº) _ f(XH-l' |f(x) — fn(x)| < % + 2
&

_=£)
(3.19)e (3.19)

2 < E
N

mostrando que (3.18) ocorrerá.
Por outro lado, se dado e > O existe N() = Nº(s) & N tal que (3.18) ocorre, então para cada

x e E segue que a sequência numérica (fn(x))neN será uma sequência numérica de Cauchy em A, onde
A = R ou A = (C.

Mas A, munido da métrica usual (isto é, .|) é completo, logo existe f(x) & A tal que

fn(x) —> f(x) quando n ——> oo,

para cada x e E.
Seja No 6 N como em (3.18) e consideremos mm 2 No.
Então

Ifm(x) —— fn(x)| < e, para todo x e E.

Passando o limite na desigualdade acima quando m —> oo, utilizando o fato que a função M é

contínua e que fm(x) —> f(x) para x e E, seguirá que

[f(x) — fn(x)| < e, para todo x e E,

mostrando que a sequência (fn)neN converge uniformemente para a função f em E, completando a
demonstração do resultado.

[3

Observação 3.2.2

1. Quando (3.18) ocorre diremos que a, sequência. se funções (fn)neN e' uma sequência
uniformemente de Cauchy em E,

2. Podemos substituir E Ç IR por um subconjunto de um espaço métrico (X, (1) que a conclusão
do resultado permanecerá válida.
Deixaremos a uerifação deste fato como exercício para o leitor.

Proposição 3.2.1 Sejam E É IR não vazio, f : E —> A uma função e para cada 11 e N considere-
mos afunção fui—>A, ondeA=lR ouA=C.

Para cada 11 e N, consideremos

Mn ';— SUP lfnbª) _ f(x)!-
xEF.

., Ll. n—looEntao fn —) f em E se, e somente se, Mn —> O.
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Demonstração:
Notemos que 1““ 3> f em E se, e somente se, dado e > O podemos encontrar N() : Nº(s) & N tal

que se n 2 No deveremos ter

Ifn(x) — f(x)| < e, para todo x e E,

que é equivalente a escrever

sup lfnbc) —f(><)| 5 e (=) 0 S Mn 5 e, se n 2 No,
xEE___—”__;=Mn

ou ainda, que M“ “?)—?º O, completando a demonstração do resultado.
[:|

Para a convergência uniforme de séries de funções temos o Teste M. de Weierstrass:

Teorema 3.2.2 Sejam E g IR não vazio, f: E —> A uma função e para cada n e N consideremos
afunção fan—aA, ondeA=1R ouA=<C.

Suponhamos que existe uma sequência numérica (MRMGN formada por números reais não
negativos tal que, para cada n 6 N tenhamos

Ifn(x)| 5 Mn, para todo 74 e E. (3.20)
00 00

Se a série numérica E M“ for convergente então a série de funções Zf“ será uniforme-
n=1 n=1

mente convergente em E para alguma função definida em E.

Demonstração:
OO

Dado & > 0, como a série numéricaZ MT1 é convergente, segue que a sequência das somas parciais
n:]

desta série, que indicaremos por (sn)neN, deverá ser uma sequência numérica de Cauchy, isto é, deverá
existe No e N tal que, se

m > 11 2 Nº, deveremºs ter | sm — sn |< &V V11(=| Mi i=1 Mi

=Xí1n+l Mí

TTI. m
=,» Z Mi <a => E Mi<e. (3.21)

1=n+1 20 1=n+1

x—,_/Zªn+l Mí

00
Afirmamos que a sequência das somas parciais da série de funções Z f“, isto é, a sequência de

n:]
funções (S,,JneN (dada por (3.17)), é uma sequência uniformemente de Cauchy em E.

De fato, se m > n 2 No teremos

(3 (x) —sn(x )|= )—Zf((x)
i=1

'“ '“ (3a)Z fí(x)<_ Z Ifi(x)l 5 Z Ml < &,

i=n+1 i=n+l (3 20) i=n+1
É Ml
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mostrando a afirmação.
Logo, do Teorema (3.2.1) segue que a a sequência de funções 671)“er é uniformemente convergente

00

em E, ou ainda, a série de funções Z fTL será uniformemente convergente em E para alguma função
n:]

definida em E, completando a demonstração do resultado.
El

Observação 3.2.3 O Teste M. de Weterstrass nos fornece uma condição suficiente para que
00

uma série de funções an seja uniformemente convergente em E.
n:]

00

Pode-se mostrar que esta condição não é necessária para que uma série de funções Z fn
n:]

seja uniformemente convergente em E.
Deizaremos a cargo do leitor encontrar um contra-exemplo para esta situação.

3.2.1 Convergência uniforme e continuidade
A seguir exibiremos alguns consequências da convergência uniforme entre estas destaca-se a que nos
diz, como veremos, que a convergência uniforme preserva continuidade.

Começaremos pelo

Teorema 3.2.3 Sejam E Q R não vazio, f : E —> A uma função e para cada n e N consideremos
afunção fn:E—>A, ondeA=lR ouA=<C.

Suponhamos a sequência de funções (fn)neN converge uniformemente para a função f em E.

Seja xo & É (o feche do conjunto E em R) tal que, para cada n e N tenhamos

l_n & lim fn(x) E A. (3.22)
x—rxo

Então existe L e R tal que

L“ —) L, quando n —) oo, (3.23)

existe lim f(x) e além disso
x——>xo

xlini f(x) = L, (3.24)

ou seja,
lim [um g(x)] = lim [lim g(x)].
x—fxº n—boo n—boo x—mº

Demonstração:
Dado & > 0, como a sequência de funções (fn)neN converge uniformemente para a função f em E,

do Teorema (3.2.1), segue que existe N() = Nº(e) & N tal que se

m,n 2 NO deveremos ter hªm(x) — fn(x)l < e, para todo x e E. (3.25)

Fazendo x —> xº na desigualdade acima (utilizando-se o fato que a função !.I é contínua em A e

lini fk(x) = Lk), obteremos
X XO
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ou seja, a sequência numérica (I.,JneN é uma sequência numérica de Cauchy em A, que é uma espaço
métrico completo.

Logo existe L e A tal que
L: lim Ln. (3.26)

Tl-—)OO

Notemos que para todo Ti E N e t e E teremos

lfbc) — LI = WX) — MXN + [fn(7<) — L]! 5 “(X) — tubº)! + lfnm — Ll

= |f(X) — fn(x)| + llfnbc) — Ln] + [Ln — L]!

É [f(x) _ fnbº), + Ifnbª) '— Lnl + ILn " LI— (3.27)

Como a sequência de funções (tunes; converge uniformemente para a função Í em E, existe N =
N1(£) e N tal que se

n 2 N] deveremos ter [fn(x) —— f(x)| < %, para todo x e E. (3.28)

Por outro lado, de (3.26), segue que existe N; : N2(e) & N tal que se

n 2 N; deveremos ter |LT1 -— Ll < %. (3.29)

Por fim, de (3.22), para cada n e N fixado, existe 6 > O tal que se

x & (xo — õ,xº + 6) m E deveremos ter lfubº) — Lnl < %. (3.30)

Portanto se t & (xo — õ,xº + 6) m E e n 2 maxíNhNZ), de (3.27), (3.28), (329) e (3.30), teremos

(3.27) e £ E
”(X) _ U 5 “(X) _ fnbºll + lfn(X) _ Lnl + “41 _ Ll < — + —- + — = €.,

(3.28) (3.30) (3.29)
5 % S. % S %

para todo e > O, mostrando (3.24) e completando a demonstração do resultado.
III

Observação 3.2.4 Podemos reescrever a conclusão do resultado acima da seguinte forma:

xlirªo f(x) =
. LL

=nh_'nà<> I.“ (3.31)

= ªgºda) “1530 n 313310 Mx)

isto é,

lim [um em] = lim [lim g(x)], (3.32)
x——>xo n—NX) n—ioo x—ncº

ou seja, o resultado acima nos fornece condições suficientes para. que possamos trocar a ordem
dos limites na dupla limite que estamos interessados em calcular.

Como consequência do resultado acima temos o

Corolário 3.2.1 Sejam E Q R intervalo aberto, f : E —> A uma função e para cada n e N
consideremos a função fT1 : E —+ A, que vamos supor ser contínua em xo e E, , onde A = R ou
A = (C.

Suponhamos a sequência de funções (f“)neN converge uniformemente para a função f em E.
Então a função Í será continua em xo.
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Demonstração:
Como, para cada n e N, a função f“ é contínua em xo teremos

Jirªu fnbª) : fnbªo),
ou seja, podemos considerar Ln & fn(xº).

Logo, do Teorema acima teremos

fngf fn_3>flím f(x) L = lim I.“ = lim tubo,)
X—Wo n—)oo n—boo

f(xº), (3.33)

mostrando que a função f é contínua em xo, completando a demonstração do resultado.

Observação 3.2.5

1. A hipósete da convergência uniforme no resultado acima é necessaria para obtermos a
conclusão do mesmo.
Para ver isto basta ver o Exercício (3.1.1).

2. Em geral, não vale a recíproca do Corolário acima, mais precisamente, existem sequências
de funções contínuas em [a, b] que convergem para uma função em contínua [a, b] sem que
a convergência da sequência de funções seja uniforme em [a, b].

Deizaremos como exercício para o leitor a construção de um exemplo que tenha essas
propriedades.

3. Diremos que K Ç IR é um conjunto compacto se o conjunto K for fechado e limitado em
IR.

Um resultado interessante que relaciona convergência pontual com convergência uniforme de
sequências de funções é dado pelo:

Teorema 3.2.4 Sejam K º R um compacto de IR, f : K —> R uma função e (tnha; uma sequência
de funções definidas em K.

Suponhamos que:

(1) para cada n e N a função f“ : K —> IR seja contínua, em K;

(ii) fn 3) f em K;

(iii) a função f seja contínua em K;

(to) a sequência de funções (f“)neN é uma sequência monótona decrescente em K, isto é, se
x e K temos

fn+1(x) sem, n as. (334)

Então f“ ª f em K,

Demonstração:
Para cada 11 e N, consideremos a função 9“ : K —> IR dada por

gn(x) & fn(x) — f(x), x 6 K. (335)
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Como a função f, para cada 71 e N, a função f_n também é contínua em K segue que a função &
será contínua em K.

Notemos também que, da hipótese (ii), segue que

911 E» o, em K. (3.36)

Da hipótese (iv) segue que a sequência de funções (gn)neN é uma sequência monótona decrescente
em K.

Mostremos que
gTl —+ O, em K. (3.37)

Para isto, dado e > O, consideremos

K“ e [x e K; gnu) z e) g K. (338)

Como, para cada n e N, a função gª será contínua em K e

K“ = 9;'([s,oo)),

segue que Kn é um subconjunto fechado de K, logo também será um subconjunto compacto de R (pois
é um subconjunto fechado e como está contido em K que é limitado, também será limitado em IR).

Por outro lado, como a sequência de funções (gn]neN é uma sequência monótona decrescente em
K, para cada n e N, teremos

(QanENl
X E Kn+1 # E É 9n+l(x) É Gubª) => X 6 Km

ou seja,
Kn+1 g K“. (3.39)

Seja x e K fixado.
De (3.36) teremos

gn(x) “300 O

logo existirá NO E N tal que se

.
(Qn)n€Nl ª Subª—*o

n 2 Nº devemos ter: lgn(x)| < e, em particular, 0 5 gnbc) < e,

ou seja,
x 93 Km para n 2 Nº. (3.40)

Em particular
xí (] Kn => (] Kn=0 => nKn=u

7erº nzNo nGN

Logo temos que, a sequência de conjuntos (Kn]n6N é uma sequência decrescente de subconjuntos
compactos de K, cuja intersecção de todos é vazia.

Logo do Corolá'rio do Teorema 2.36 do Rudin, página 38, segue que existe N] e N tal que a
intersecção finita

NI
K'+1ÇK-º): nKn [= lKN];

n:]
ou seja,

KN =(?)
1 3
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ou ainda, da defmíção de KN], segue que

O 5 9N, (x) < e, para todo x e K. (3.41)

Para finalizar, notemos que se n 2 N] teremos

(gn)newi (3.47)
ºígníx) É gN1(x) < £, paratodo xeK,

ou seja, (3.37) ocorrerá, e portanto fn &) f em K, completando a demonstração.
[]

Observação 3.2.6 Notemos que a compacidade do conjunto K é condição necessária para a
conclusão do resultado acima, como mostra o seguinte exemplo:

Para cada 11 e N consideremos a função fn : [0,1) —> R dada por

fn(x) & x“, x e [O, 1)

e a função f: [0,1) —+ R dada por

f(x)â0, xe [0,1).

Para cada. x e [0,1) temos que
fn(x) = x“ “Zºº 0.

Notemos também que se m 2 n e x e [0,1), então

ngm e xe[0,1)
mfm(x) = X Xn : fn(x))

ou seja, a sequência de funções (fn)neN é uma sequência de funções decrescente em [0,1).
Apesar disso a sequência de funções (f“)neN não converge uniformemente para a função f

em [0,1) (veja figura abaixo).

A verificação deste fato será deixada como exercício para o leitor.

A seguir estudaremos de um modo mais profundo o conjunto formado por todas as funções a
valores reais contínuas e limitadas definidas em um espaço (X, d).

Começaremos introduzindo a:



3.2. CONVERGÉNCIA UNIFORME DE SEQUÉNCIAS E SÉRIES DE FUNÇÓES 67

Definição 3.2.3 Sejam [X, (1) um espaço métrico e A = R (ou C) munido da métrica usual (isto
é, induzida pelo l-l ).

Dejíniremos

Cb(X; A) & [f : X —> A; a função f é contínua e limitada em X].

Observação 3.2.7

1. (Cb(X;A),+,.) e' um espaço vetorial sobre A, onde i indica a adição usual de funções e :
denotará a multiplicação de elementos de A por funções.
A verificação deste fato será deixada como exercício para o leitor.

2. Com isto podemos dejím'r a função “.“b : Cb(X;A) ——> IR dada por

Ilfllb à sup lf(x)l- (3.42)
xEX

Notemos que:

(11) se f e Cb(X; A) então a, função f será limitada em X, logo existe sup [f(x)] E [0,00), ou
xeX

seja a função ”.llb está bem definida;
(ii) se f e Cb(X;A) teremos

“f“b = suplf(7<)| 2 0;

xexêgj
(iii) se f e Cb(X;A] então

º = ||be = SUPWXH <=) ”(X)! = O, Vx & X (=) f = 0.
xeXW—ª

(tu) se f & Cb(X;A) e A e A teremos

"Hub = supuxfnxn = suplw mou “ªº w sup Mx):
xeX XEX xEX

= W Ilfllb;

(v) se f, g e Cb(X; A) teremos

If < f
nf + gnb = sup I(f + g)(x)| = sup[f(x) + g(xm ““W“-á “Wºº“ supllf(x)| + Ig(x)|]

xeX xeX xeX

5 ªglfbcn +itetglgbdl = Ilfllb + Ilgllb,

ou seja, H—Hb é uma Mgª no espaço vetorial sobre A, (Cb(X;A),+, .).

3. Na situação acima temos que a função d: Cb(X;A) >< Cb(X;A) —> IR dada por

db“, 9) à llf— 9llb, f, 9 & Cb(X;A), (3.43)

será uma métrica em Cb[X; A), que será denominada de métrica da convergência uniforme
em Cb(X;A).
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4. A Proposição (3.2.1) ajírma que:

fnªfemX (=) fnuêllff

5. SejaAÇ Cb(X;A).

Então o fecho de .A, segundo a métrica db, isto e Ã, será denominado fecho uniforme do
conjunto A e ] será dito uniformemente fechado em Cb(X; A).

Podemos agora demonstrar o:

Teorema 3.2.5 O espaço vetorial (Cb(X;A), +, .) quando munido do métrica db (dada, por (3.450)
é um espaço métrico completo, ou seja,, toda. sequência de Cauchy segundo a métrica db deverá
ser convergente em Cb[X;A), relativamente & métrica db.

Demonstração:
Consideremos (tnhª; uma sequência de Cauchy em Cb(X; A), relativamente à métrica db, ou seja,

dado e > O, podemos encontrar NO 6 N tal que se

m > n 2 No teremos db(fm,fn) < & ou ainda Ifm(x] —fn(x)| < e, para todo x e X.
W—J

llfm—fnll

Logo, do Teorema (3.2.1) juntamente com o Corolário (3.2.1), segue que existe uma função f : X —>

A contínua em X tal que fT1 l> f em X, que pela Proposição (3.2.1) implicará que f“ ª f.
Falta mostrar que a função f é uma função limitada em X.

Para isto observemos que como f“ ª) f em X, dado e = 1, podemos encontrar N] = N1(e) & N tal
que

||f— fN1|| < e = 1 é=> If(x) —fN,(x)| < 1, para todo x 6 X,

Zhºbdl—lhu1 (XM

que implicará

|f(x)| < 1 + lfN,(x)[ 51 + R, para todo x e X,
WF”

_<_R, pois m, é limitada em X

mostrando que q função f é uma função limitada em X, completando a demonstração do resultado.
I:)

3.2.2 Convergência uniforme e integração
O resultado principal desta subseção é o:

Teorema 3.2.6 Sejam oc : [a,b] —) IR uma função monótona crescente em [a,b], A = R ou
A = (C, f: [a, b] —> A uma função e, para, cada n e N, consideremos a função frl : [a,b] —> A que
pertence a %(oc) em [a, b].

Suponhamos que fn 3) f em [a,b].
Então f e Em“) em [a, b] e além disso

b b

[ fdoc= lim J 1”“ doc. (3.44)
"II—400

(1(1
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Demonstração:
Podemos supor, sem perda de generalidade, que, para cada n e N, tenhamos fTL : [a, b] —> R, ou

seja, é uma função a valores reais.
Isto se deve ao fato que se a função fn for a valores complexos podemos escrevê-la como 1”“ =

%(fn) + UH“) e podemos aplicar as idéias da demonstração do caso real a parte real e à parte
imaginária da mesma (que são funções a valores reais) e com isto obter a identidade (3%) para o caso
em que a função f é uma função a valores complexos.

Notemos que as funções 1"“ são limitadas em [a, b] e que f“ ª) f em [a, b], assim a função f também
será uma função limitada em [a, b] (isso foi provado no final da demonstração do Teorema (3.2.5)).

Para cada 11 e N, consideremos

En -—'- sup |f(x) — fn(x)| Z 0. (3.45)
xelu,b]

Com isto teremos que, para todo x e [a, b]:

|f(><) —fn(X)| 5 en % —en 5 f(X) —fn(x )S
% fnbº) “”Eu 5 f(x) 5 f

ºn
no) + en. (3.46)

Logo

b b b

fndcx—enJ doc=J (fu—en)dcx
[1 (1

Jb fu doc— enwb) — «(an =J
O. (1

(3.46) —
iºn—£“ 5 f e f é limitada b *)

< f doc 5 f doc
Cl Cl

(3.46) ——-

f 5 fn+e b
“ m b

5 J (fn+£n)docf'f ª: (“)J (fn+sn)doc
Cl

b b b
ª

=J 1ªT1 doc+ enJ doc =J f“ doc+ £n[oc(b) —— a(o)], (3.47)
(1 (l a

ou seja,

b b b b
O SJ fdoc— J fdoc 5 (J fn doc+ £n[oc(b) — “(GH) — (J fn doc— enlodb) — “(an>

(1 O Cl Cl

TL—)OO
=25n[oc(b)—CX(C1)l —> 0,

pois fTL 3) f em [a,b], logo (3.45) implicará que en —+ 0 quando n ——> 00 (ver Proposição (3.2.l)).
Logo

"E b

J fdoc=J fdcx,
a O

mostrando que f & %(oc) em [a,b].
Além disso, de (3,47), segue que

b b
fdcx 5 J fn doc—+- snlodb) — a(º)],

O

Jb f,, doc _ £n[oc[b) — cada)] 5 J
(1 Cl

ou seja,
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pois fn li> f em [a, b], ou seja,
b b

J fu doc “Zººt fdoc,
(1 Cl

mostrando (3.44) e completando a demonstração do resultado.
!]

Observação 3.2.8 Na situação acima a conclusão do resultado acima pode ser reescrita como:
b b b

“131010 L fu doc = L f doc = tº “15130 fT1 doc.

lim 1ªTl
TI.—300

Como consequência temos o

Corolário 3.2.2 Sejam oc : [a, b] —> IR uma função monótona crescente em [a,b], A = IR ou
A = (C, f: [a,b] —+ A uma função e, para cada n e N, consideremos a função fn : [a, b] —> A que
pertence a %(oc) em [a,b].

OO

Suponhamos que a série de funções an seja convergente uniformemente para a função i
n:]

em [a, b].
Então f e %(oc) em [a,b] e além disso

tb f doc = É tb fu doc. (3.48)
Cl “=] (1

Demonstração:
00

Como a série de funções Z fn seja convergente uniformemente para a função [ em [a, b] temos
n:]

00

que a sequência das somas parciais da série de funções Z fm isto é, a sequência de funções (Sn)neN,
n:]

é uniformemente convergente para a f em [a,b], onde, para cada n e N, temos:

Sn(x) =Z fax), x 6 [a,b].
í=l

Como para cada 'a e N, fn & DR(a) em [a,b], segue que que S,, & %(oc) em [a,b].
Como Sn 3) f em [a, b], do resultado acima segue que f e %(oc) e

b
(3.34)

1.
b

S (1 sometfmita 1.

n bf. d _
ºº bf dfdoc _ lm “ oc _ 1113302 1 (>e—Z “ oc,

n-—)ooa a n i=1 & n:] a

completando a demonstração do resultado.
[]

Observação 3.2.9 Na situação acima a conclusão do resultado acima pode ser reescrita como:
b b ºº

fnda=í f da=í andoc.
(1 dn:]OO

ºº b

XJ
n:] ª
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3.2.3 Convergência uniforme e diferenciação
O resultado principal desta subseção é o:

Teorema 3.2.7 Sejam A = R ou A = (C, 9 : [a,b] —+ A uma função e, para cada n e N,
consideremos a função fu : [a, b] —> A que vamos supor ser diferenciável em [a, b].

Suponhamos que a sequência numérica (fn(xo))neN seja convergente em A e fá 3) 9 em [a, b].
Então a sequência de funções (fn)neN converge uniformente para uma função É, onde a,

função f: [a, b] —> A e' diferenciável em [a, b] e

f'(x) = g(x), x 6 [a, b].

Demonstração:
Dado & > 0, como a sequência numérica (fn[xº))neN converge em ]R segue que ela será uma

sequência de Cauchy em IR, logo poderemos encontrar N] = N1(e,xº) & N tal que se

m > n 2 N teremos Hmm,) _ fn(xo)| < %. (3.49)

Por outro lado, como a sequência de funções (fmneN converge uniformemente para a função º em
[a, b], segue, do Teorema (3.2.1), que ela será uma sequência de funções que é uniformente de Cauchy
em [a, b], ou seja, podemos encontrar NZ : N2(e) & N tal que se

Em, (3.50)m > n 2 N; teremos [f,/“(t) — f:,(t)! <

para todo t e [a, b].
Seja

NO E max[N1,N2] 6 N.

Com isto, se m > n 2 Nº, para t,x & [a, b], x 5 t, segue do, Teorema do valor Médio aplicado à
função h: [x,t] —) IR dada por

h(5) & fm“) '— fn(s)) 5 € [X,t]

, que existe 5() e [x, t] Ç [a, b] tal que:

um) — me] — [fm(t) — fnttm Tºº“ Vªlº—imª“ ª “ |h'(sº)(x — t)!

= lfíntso) —fá(so)| Ix—tl <x__w.__/VNozNz, e (2.50)
E

gb—a%
(b — a) = ª. (3.51)

e

2(b — a)

Logo se m > n 2 N 2 Nº segue que

Ifm(x) * fn(7<)| = |[fm(X) * fn(7<)] — [fm(xo) _ fn(xo)] + [fm(xo) _ fnbºo)“
É L[fm(x) '“ fn(x)] _ [fm(xo) '" fn[xo)]l+Lfn(xo) _ fm(xo)l < 5)

(3.51)£ (3.49)
< — < &

2N

para todo x & [a,b], ou seja, a sequência de funções Unhªs; é uma. sequência de funções que é
uniformente de Cauchy em [a, b].

Logo segue, do Teorema (3.2.1), que a sequência de funções (fn)neN é uma sequência de funções
uniformemente convergente para uma função Í em [a,b].
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Para cada x 6 [a, b] e n e N fixados, consideremos as funções 4), d),,:[a, b]]Xíx] —> R dadas por

on(t)=% «umª, tela,b]X[x]. (3.52)

Notemos qu,e para cada n e N, a função tu é diferenciável em [a, b] logo

lim (hun) : Plª% Def. degerivada fT/I(X)- (353)

Por outro, se m > n 2 No, teremos, para todo t e [a, b], que:

Mªmbº) _ dªrth-)] : fm“) _ fmbª) _ fun) "' fnbº)
t — x t — x

=|—=tlWW )— me] = (no) = fnixm

=,t—l|um )— f(x)] = nºme) = no)“
como em (3.51)
<%(It—x]

<—] ª—————It x|= ª (3.54)
It— xbl2( 0) 2(b—a))

ou seja, a sequência de funções (d)“)neN é uma sequência de funções que é uniformente de Cauchy em
[a,b] HX].

Logo segue, do Teorema (3.2.1), que a sequência de funções (d)“)neN é uma sequência de funções
uniformemente convergente para uma função em [a, b] X [x].

Como f“ ª) f em [a, b], segue, de (3.52), que (bn 3) (|) em [a, b] Xíx].
Aplicando o Teorema (3.2.3) a sequência de funções ((%),,er segue que, para cada x e [a, b] fixado,

teremos:
Ln & lim (bum : fªt/I(X)

f'(t)=li_1)r)1(d>(t) “* = lim Ln—_ 1Lm f(t ),n—ioo

ou seja, a função f é diferenciável em [a,b] e f' = 9 em [a, b], completando a demonstração do
resultado.

E!

Observação 3.2.10 Na situação acima a conclusão do resultado acima pode ser reescrita como:
]

niLan'x(x)= g(x)=f'(x)=(ái_)rr.10fn) (x), xe [a,b].

Como consequência temos o

Corolário 3,2.3 Sejam A = IR ou A = (C, 9 : [a,b] —+ A uma função e, para cada n e N,
consideremos a função f“ : [a,b] —> A que vamos supor ser diferenciável em [a, b].

00

Suponhamos que a séria numérica anbcº) seja convergente em A e a série de funções
n=1

oo

ZH, seja uniformemente convergente para a função 9 em [a,b].
“=]

00

Então a série de funções Ziºn converge uniformente para uma função f, onde a função
n=l

f : [a, b] —> A é diferenciável em [a,b] e

f'lx) = g(X), X E [a»bl.



3.2. CONVERGÉNCIA UNIFORME DE SEQUÉNCIAS E SÉRIES DE FUNÇÓES 73

Demonstração:
00 00

Como a série numérica Z fn(xo) é convergente em A e a série de funções Z fT'1 converge unifor-
n=l n=l

memente para uma função 2 em [a, b], temos que a sequência numérica (Sn(xo))neN converge em A e

a sequência de funções (SQRGN é uniformemente convergente para uma _g_ em [a,b], onde, para cada
n 6 N, temos:

T1

sua) e Em), x & [a,b].
i=1

Como para cada 11 e N, a função f_“ é diferenciável em [a,b], segue que a função Sn também será
diferenciável em [a,b] (pois é soma finita de funções diferenciáveis em [a, b]).

Logo do resultado acima segue que a sequência de funções (Sn)neN converge uniformente para uma
função 1”, onde a função f : [a, b] —) A é diferenciável em [a, b] e

f'(x) = g(x), x e [a,b],

completando a demonstração do resultado.
[]

Observação 3.2.11 Na situação acima a conclusão do resultado acima pode ser reescrita como:

__f = = f' = — f e b .% dx “(x) g(x) (x)
dx ª] “(x), x ia, ]

A seguir exibiremos um exemplo de uma função contínua em R que não é diferenciável em nenhum
ponto de R.

Teorema 3.2.8 Existe uma função f : R —> IR que é contínua em R que não é diferenciável em
nenhum ponto de R.

Demonstração:
Consideremos a função (1) : [—l , 1] —> IR dada por

(P(tiâltl, têi—U] <i>(X+2)=d)(X), MER,

ou seja, a extensão 2-periódica da função módulo definida no intervalo [—1,l] (veja figura abaixo)
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Notemos que se s,t & [4,1] então

es. triangularD
WS) —d>(t)| = Ilsl—Itll S Is—tl. (3.55)

Como a função cb é 2-periódíca segue que

Id>(s) — «1%th Is —t|. (3.56)

vale para 5, t 6 IR.

De fato, notemos que:

1. se !t— sl 5 2, existem k 6 Z e s,? e [—1,1] tais que

sáã+2k e t=f+2k.

Com isto segue que

l<b(S)—<b(t)lsldº(ã)—d>(í)l ; “gl —;t,,|=|(s—2k)—(t—2k)|=|s—u.
=s—2k =t—2k
«,,.

2. se It—sl >2, existem k,m€ Z e ã,?e [4,1] tais que

sâã+2k, t=Í+2m.

Logo

gia—1,11 e (3.55)
|d>(S)—d>(t)l í ME)—dºa“ S Iã—ÍI 52< Is—ti,

completando a demonstração de (3.56).

De (3.56) que a função cb é uma função contínua em R (na verdade uniformemente contínua em
IR.).

Podemos agora definir a função f : IR —> ]R por

f(x) & E G)“ <p (4%), x e IR. (3.57)
n=0

Notemos que para todo x e R e cada n e N furado teremos

3 n 3 " 3 n
_ 4“ = _ 4“ < — .((4) «w x) (4) m X)!_(4)

gl

ºº n
. . . , , . . '. - 3

Como & séne numenca Z (Z) é convergente (e uma sene geometnca de razao 2 < 1) segue,
n=0

ºº TL3
do Teste M de Weíerstrass, que a série de funções Z (4—1) (1) (4“x) converge uniformemente para a

n=0
função f.

Observemos que também que, para cada n e N fixado, definido-se a função fn : IR ——> IR dada por

3fm) & (Z)“ 49 (4%), x e R,
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segue que a mesma será contínua em R.
Logo do Corolário (32.1) segue que a função f será uma função contínua em R.

Para finalizar, mostraremos que a função lª nãº é diferenciável em nenhum x e R.
Para isto mostraremos que, para cada x e IR fixado, podemos encontrar uma sequência numérica

(õm)meN de modo que, quando m —> oo, teremos

õm —> 0 mas
———————f(x+ õm) _ f(x)

—> 00,õm

mostrando que a função f não é diferenciável em x & [a,b], ou seja, não é diferenciável em nenhum
ponto de R.

Seja x e R.
Para cada m e N escolhamos

]
õm %- firm,

onde o sinal :t deverá ser escolhido de modo que não existe nenhum inteiro no intervalo aberto (veja
figura abaixo):

=4'“x+%r—M(4mx,4m(x + ôm)), para õm > 0

ou no intervalo aberto
(4m(x + õm),4mx), para õm < 0.—,._./_m_l_4x2

4'“_. m m 174 4x 4x+3“|_.

< |

Podemos fazer a escolha acima pois se existir um interiro k 6 Z tal que
1

k & <4'“x,4mx+ ?) (=) (k— 1) E (4mx— 1,4mx— %) (:) (k— 1) & (4mx— %,4mx) .

1

De modo semelhante se k & (4mx — 5,4mx) mostra-se (semelhante ao caso acima) que (k — 1) €

(4mx,4mx + % .

Para cada m e N e n 6 N fixados definamos

; <i> [4"(x + õm)l — d) WX) _
<b (4“x + 4“õm) — d) (4%)

(3 58)mm õm õm

Notemos que se 11 > m segue que existe k 6 N tal que

4“õTn = Zk

De fato, poís
>0

“ n 1 ] ti“—m
|4 õml =4 Eª = 2

é pª“,
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mostrando a afirmação acima (notemos também que caso contrário, isto é, se 0 5 n 5 m, tal número
não será par).

Neste caso teremos

d) 4nX + 41157“)
4) é Z—rªríódica (b(4“X),

Zk

implicando que se

n > 111 => ymm = 0. (3.59)

Por outro lado, se O 5 n 5 m teremos

n n _ n ]
h/nnnl :W =“ Id) (4nx+4nõm) _ Cb Mpx)!

(5,56) ] ]
É —1(4nx + 4nõm) "' 4nx| : _4nlõml : 4“,Íõml lõml

ou seja, se 0 5 n 5 m teremos:

I'Yn,m| £ 4“. (3.60)

Observemos também que, no caso acima 4mõm não será par, e existirá k 6 N tal que

[ul—*t 5 4mx +4m5m, s a 4mx & (2k,2k+1), se 47%,“ =
*

1

t & 4mx + 4mõm, 5 & 4mx e (2k—1,2k), se 4'“õrrL = _?
o que implicará em

:iâ
I_A'W _ = _

q) 4% + 4mõm — <p (4%) “ªm “ªº“ " ª' uma + 4mõm) — 4mx| = 4m|õm|.

Logo, se 0 5 n 5 m teremos também:

=:bà
m m __ 4111d) 4 x+4 õm d>( x)

]
|Ym,m| : 5 W 4m|õm| = 4m. (3'61)

m m
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Portanto
00 00 3 11% _õLI g(ã>“(p[(—-4“x+õm)]%(2) «WWW

_
ºº 3 “ <i>[4ª(x+õm)]—cb(4“(x)

— Z (5) (__???)n=0 v—
(3.58)
= 'Yn,m

yn=0 se n>m:;(g)=O n=0

3
TTL—1

3 “ TTL—l
3 n

: (Z>mYm,m+z (E) Yn,m>_4mh'm,m|— Z (Z) Yumi
n=0 n=0

8:61)“
m—l

3 n m—l 3 n
=3m_ Z (Z) 'Ymm Z3m—Z (Z) |'Yn,m|

n=0 n=0 (3.60)
5 4"

m—l 1_3m—l 1—3“m_ n: m m>3 ªs 3 1_3 3 + 2

3m 1 1 3m
= m—-— ——=— m 1 >——.3

2 +2 2(3 + )_ 2W—l3111

1 f 6 —— f
Portanto, quando m —) oo temos que õm—_ :h24m —) 0 mas, iii.—gtª

m.

que a função i não é diferenciável em x e R, para qualquer x & IR, completando a demonstração.

—> 00, mostrando

E!

3.3 Família de funções equicontínuas
A seguir introduziremos alguns conceitos que nos fornecerão condições suficientes para que a con-
vergência pontual de uma sequência de funções implique na existência de uma subsequência que seja
uniformemente convergente.

Para isto precisaremos, entre outras, da:

Definição 3.3.1 Sejam E Ç IR e para. cada. 11 e N consideremos f“ : E —> IR uma função.
Diremos que a sequência (f“)neN é pontualmente limitada em E se existir uma função

cb : E —> [0,00) tal que
Ifn(X)| 5 (NX), X E 5— (3-6?)

Diremos que a sequência (f“)neN é uniformente limitada em E se existir M 2 O tal que

Ifn(x)| 5 M, x e E. (3.63)

Observação 3.3.1 Na situação aicma, uma, sequência (f“)neN que e' pontualmente limitada, erá
uniformemente limitada se a função (1) for limitada. em E.
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Com isto temos a:

Proposição 3.3.1 Sejam E Ç IR e para cada n e N consideremos fn : E —> R uma função.
Suponhamos que a sequência (tn)“GN é pontualmente limitada em E e que E, g E é um

subconjunto enumeráuel.
Então existe uma subsequência (fnk)nkEN da sequência de funções (f“)neN que é pontualmente

convergente em E].

Demonstração:
Seja

E] âíxlaX2)"'] º E-

Por hipótese temos que a sequência numérica (fn(x1))nGN é limitada em IR.

Logo, do curso de Análise I, segue que existe uma subsequência (fnkl(x1)) da sequência
uk] EN

numérica (fn(x1])n€N que será convergente para a] em IR.

Mas a sequência numérica (ink! (m)) também é limitada em IR, logo pelo mesmo motivo
uk] E

acima, existirá uma subsequência (an (aq)) da sequência numérica (an (XI)) que seráª nkz EN ' lel 6
convergente az em R.

Notemos que

fnkzbq) —> a], quando nkz ——+ oo,

fmz (x;) —) a;, quando nkz —> oo,

Prosseguindo no processo acima, encontramos uma subsequência (f“kj)
N
da sequência de

le.€]
funções (f“)neN tal que para cada i e N teremos que a sequência numérica (inki (M))

N
que será

TLk.É
]

convergente para ªi. em R, mostrando que existe uma subsequência (f"k)nkeN da sequência de funções
(tn)“GN que é pontualmente convergente em E], completando a demonstração do resultado.

E]

Observação 3.3.2 Sejam K Ç IR compacto e para cada 11 e N consideremos fn : K —> R uma
função contínua em K.

Notemos que mesmo que a. sequência de funções (f“)neN seja uniformemente limitada em K,
pode p_ãg existir uma subsequência da sequência de funções (f“)neN convegindo pontualmente
para alguma função definida em K, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 3.3.1 Para cada n e N fixado, consideremos a função f“ : [0,271] ——) IR dada por

fn(x) & sen(nx), x e [0,27r].

Ajirmamos que não exite uma subsequência da sequência de funções (tn)“GN conuegindo
pontualmente para alguma função em [0,271].

Resolução:
Notemos que neste caso o compacto K i— [0,271].

Suponhamos, por absurdo, que exite uma subsequência (fnk)nkeN da sequência de funções (tn)“,EN
convegindo pontualmente para alguma função f definida [O, Zn].
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Neste caso teremos

klim [fnk(x) — tn“, (x)] =1<1Lm [seu(nkx) — sen(nk+1x)] = 0, x & [O,Zn]

=> klim [seu(nkx) — sen(nk+1x)]2 = 0, x & [O,Zn]. (3.64)
—+oo

Mas
Zn ,

Zn

lim J [seu(nkx) — sen(nk+1x)]2 dx Exºgíºlºí lim [sen(nkx) —— sen(nk+1x)]2 dx
k—)oo 0 0 k—>oo

= o. (3.65)

Por outro lado, observemos que:
ZnZn

J [senha) “' Sºn(nk+17€)]2 dx : í [sen2 (nkx) —— 2sen(nkx) sen(nk+1x) + senZ [wªnd] dx.
o o

Mas

2 u=nkx=>_ªu=nk dx 2 _1_ Exeªfcio __1__
__

sen(2u)Ísen (nkx) dx -— Isen UL)“k du _ an [u —-—2

_L “ x—
sen (anx)" m 'º 2 ª

logo
2“ 1 seu(anx) _ 71an

Jo sen2(nkx) dx =E [nkx— ——-——2 ] lígã“ = ___—2le = n

De modo semelhante teremos
Zn ExercícioJ sen2(nk+1x)dx = n
0

Finalmente

seu(a) sen(b)=cos(a—b) cos(o+b) ]
J seu(nkx) sen(nk+1x) dx = 2 J -— [cos(nkx —— Timm) — cos(nkx + nk+1x)] dx

2
1

[senmkx
— nk+1x) sen(nkx + nk+1x)

2 "k - T1k+1 Ttk + Tik+1

assim
27!

í sen(nkx) sen(nk+1x) dx = O,
o

ou seja,
27x

J' [seu(nkx) — sen(nk+1x)]2 dx = 271 74 O,
o

contrariando (3.65), o que nos mostra que não poderá existir uma subsequência da sequência de
funções (tn)“GN convegindo pontualmente para alguma função f definida [O, 271].

Observação 3.3.3 Uma, outra, questão importante é saber se uma, sequência de funções (fn)neN,
que é pontualmente convergente, pode conter uma subsequência que seja uniformemente con-
vergente.

O próximo exemplo mostra que isto, em geral, pode ªã_o ocorrer, mesmo que a convergência
pontual da, sequência de funções seja, em um compacto.
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Exemplo 3.3.2 Para cada n e N consideremos a função 1ª11 : [O, 1] —+ R dada por
2

na) ' *:m, XG [0,1].

Afirmamos que não exite uma subsequência da sequência de funções (nºn)“GN conuegindo
uniformemente para alguma função em [O, 1].

Demonstração:
Notemos que, para cada n e N teremos:

z e x2+(l—nx)2=0 (:) x=0 e x=T—L,x2+(l —nx)2 2x

logo x2 + (l — nx)2 # 0 assim, para cada n e N, a função f_n está bem definida.
Além disso

XZ x2+(l—nx)2 2x2
< 1, x€[0,l],lfn(X)Í =m _

ou seja, a sequência de funções (f“)neN é uniformemente limitada em [0,1].
Como

x2 + (l -—nx)2 —-+ oo quando n —> oo,

segue
fn ——> O, pontualmente em [O, 1].

Por outro lado

f“ 1 =ÁL=L (3.66)(“>
(nªl—new

Portanto nenhuma subsequência da sequência de funções (Ednª, poderá convergir uniformemente

para alguma função em [O, 1], caso contrário se f“ ª O em [O, ]] deveríamos, em particular, ter:

1 1

— —> 0 # fu (—) —> 0,
n 71

““,—z
[ago]

. o que seria um absurdo.
Vamos agora introduzir a

DeHnição 3.3.2 Sejam (X, d) um espaço métrico, E º X e A = IR ou A = (C.

Uma família % formada por funções f : E —> A será dita equicontínua em E se dado e > 0

podemos encontrar 6 : õ(£) > O tal que se

x,y & E tal que d(x,y) < 6, devemos ter [f(x) — f(y)| < e, para toda f e &. (3.67)

Observação 3.3.4 Notemos que se a família & é equicontínua em E e f e % então a função f
será uniformemente continua em E.

Com isto temos o
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Teorema 3.3.1 Sejam (X, d) um espaço métrico, E º X subconjunto enumerável e A = R ou
A = (C.

Consideremos [fdneN uma sequência de funções definidas em E tomando valores em A, que
é pontualmente limitada em E.

Então a sequência. (f“)neN possui uma subsequência que converge pontualmente em E.

Demonstração:
Seja

Eâ[XI)X2)"']º X-

Como a sequência numérica (RM))“GN é limitada em A, segue que existe uma subsequência

(fuk (m)) convegente para a] em A.
] le] EN

N otemos que a sequência numérica (an1 (vez))
N
é limitada em A, logo existe uma subsequência

ne
(fnk (aq)) convegente para 0.2 em A.

2 nkZEN
Com isto teremos que

fnkz (x]) ——> a], quando nkz —ô oo,

tªnk2 (xl) _) az, quando nkz —a oo,

Prosseguindo no processo acima, encontramos uma subsequência (fnkj)
N
da sequência de

nk.€)
funções (fn)neN tal que para cada i e N teremos que a sequência numérica (fnkj (m))

N
que será

uk]. E

convergente para ai em IR, mostrando que existe uma subsequência (fnk)nkkEN da sequência de funções
(f“)neN que é pontualmente convergente para cada x e E, completando a demonstração do resultado.

[]
Podemos agora enunciar e demonstrar o

Teorema 3.3.2 Sejam (X, d) um espaço métrico, K Ç X subconjunto compacto, A = IR ou A = (C

e para cada n e N consideremos f,fn & C(K; A).
Suponhamos que a sequência de funções (f“)neN é uma sequência uniformemente convergente

para a função f em K.
Então a família & = [fu : n e N) será uma família equicontínua em K.

Demonstração:
Dado & > 0, como f“ ª) f em K então existe N() = Nº(s) & N tal que se

n 2 No deveremos ter Nf“ — fNºH < (3.68)
&

3,

onde
llgll ª supl9(x)l.xEK

Como a função fNo é contínua em K, que é compacto em (X, 61), segue que a função fNº será
uniformemente contínua em K (visto em Análise I), ou seja, podemos encontrar 6 = õ(s) > O tal quese

x,y & K, satisfaz d(x,y) < &, segue que IfNº(x) — fNº(y)| < %. (3.69)



82 CAPÍTULO 3. SEQUÉNCIA E SÉRIES DE FUNÇÓES

Logo, se n 2 N[, e x,y & K são tais que d(x,y] < &, teremos

lfn(X) + fn(y)| = Ifn(7<) _ fn(y) — fNº(X) + fNJX) - WOW) + fNº(U)|
S lfnÍX) _ fNº(X)| + IfNº(X) — fN.,(U)| + IfNºhJ) — fn(y)l
É llfn + WD |L+|fNº (X) _ fNº(U)l+llfNo _ fnll

(3.68) (3.69) (3.68)
< % < % < %

<
&

+
E

+
E

_ _ _ = E
3 3 3 )

mostrando que a família 3 é equicontínua em K, completando a demonstração do resultado.
EI

Observação 3.3.5 Para o resultado que vem a seguir precisaremos da caracterização de con-
junto compacto em um espaço métrico (X, d) que é a seguinte:

Diremos que um subconjunto K de um espaço métrico (X, d) é compacto em X se para toda
família (OA; A e A), onde para, cada A e A temos que OA e' um subconjunto aberto de (X,d),
satisfazendo K Ç U OA, podemos encontrar í1, - '- ,iN e N tais que

AGA

N

K ª U Oii)
j=1

ou seja, toda cobertura aberta de K possui uma subcobertura finita, que ainda cobre K.

Podemos agora enunciar e demonstrar o seguinte importante resultado, conhecido como Teorema
de Arzela—Ascoli:

Teorema 3.3.3 Sejam A = R ou A = (C, (X,d) um espaço métrico, K g X um subconjuto
compacto e para cada n e N tenhamos fTl & C(K; A).

Suponhamos que a sequência de funções (mªnhas e' pontualmente limitada e equicontínua em
K.

Então:

1. a sequência de funções (fn)neN é uniformente limitada em K;

2. a sequência de funções (tnhª; possui uma subsequência que &' uniformemente convergente
em K.

Demonstração:
ªl.-;:

Dado & > 0, como a família 8 à [1ªTl : n e N] é equícontínua em K segue que existe 5 : õ(s) > O

tal que se

&

x,y & K tal que d(x,y) < 5, devemos ter: lfn(x) — fn(y)l < 3) para todo 'a e N. (3.70)

Para a e X e r > 0, denotaremos por B(a;r) & bola aberta de centro em º e raio [ em (X, d), ou
seja:

B(a;r) & [x E X : d(x, (1) < r].
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Como K Ç X é um subconjunto compacto de (X, d) e

No

K Ç U B(x;õ), segue que existirão p1,-—- ,pNº & K tais que: K Ç U B(p,;õ). (3.71)
XGK É:]

Por outro lado, como a sequência de funções (fúneN é pontualmente limitada em K, segue que,
para cada “1 e [l, . .. ,Nº], existe M, > O tal que

Ifn(pi)| < Mí, para todo n e N. (3.72)

Seja
M âmaxUX/li; í= ],“. ,Nº].

Notemos que para x e K, de (3.71), segue que existe to e [l ,
— .. ,Nº) tal que

x e sms), (3.73)

assim, para cada n 6 N, teremos:

Ifn(><)l=lfn(X)—fn(Piº)+fn(Pio)|S lfn(X)—fn(paº)l + Ifnhno)!_v—d “W,—'“
(3.72)
5

(3.73)
d[x,p£º) < 61030830): MÍOSM

< 3
E

É 3 + M)

mostrando que a sequência de funções (fn)neN é uniformente limitada em K, completando & demons-
tração de 1. .

De 2.:
Para demonstrarmos 2., notemos que, para cada m E N temos que:

KÇUB(x;—1—m)
xeK

e assim, da compacídade do conjunto K, para cada m e N, segue que existirão xi, , . «. ,xim e K tais
que

Nm
]

K g U B (xªmª—nã) .

1m=
Consideremos

EàíxímzmeN]ÇK.
Deste modo segue que E será uma subconjunto enumerável e denso em K (ou seja, É : K).
De fato, pois se x e K, dado 11 > O, podemos escolher m e N tal que

]
<

111
11-

Assim
Nm ]

XEKÇ U B (xi"*;ã) ,

1m=1

. . , . l . .o que imphcara que x e B 'Lmº ; É , para algum imº & [l,- - — ,Nm], ou seja,

1

d[xvxímº) < E < “)
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logo, x e E.

Logo, do Teorema (3.31), segue que existe uma subsequência (fnk)nkEN da sequência de funções
(f“)neN que converge pontualmente em E, ou seja, a sequência numérica (fnk(x))nk€N converge em A,
para cada x e E.

Para cada k 6 N, deúnamos a função gk : K —> A dada por

9k(x) & fnk(x), X 6 K.

Afirmamos que a sequência de funções (gk)keN converge uniformente em K, o que completará a
demonstração de 2. (pois a sequência (gk)keN é a subsequência (fnk)nk6N).

De fato, sem perda de generalidade podemos escrever

E=É[Xj:j€ NL

Consideremos 6 = õ(e) > 0 como em (3.70) (obtido do fato que a família [fu : u e N] é equi—

contínua).
Notemos que se x e K, como É = K, temos que x e B(xjx ; 5) para algum jx & N, assim

K g U B(x; &) EÉK U Bm; 5),
xEK jeN

e como K é compacto em (X, d) segue que
N

K º U Bm; 5),
k=1

renomeando, se necessário, os elementos do conjunto E.

Para cada j e [l, . .. ,N], como a sequência numérica (gk(xj))nGN é convergente em A, segue que
ela será uma sequência numérica de Cauchy, logo exitírá Nj : Nj(e) & N tal que se

. , &

uk 2 N,- entao lgi(Xj) — gk(xj)| < 3'
Assim, se

Wimax[Nj;j=l,--- ,N]EN,
da desigualdade acima, teremos

i,k 2 N, implicará |9i(Xj) — gk(xj)l < %, para todo j 6 [1,- —- ,N). (3.74)

Logo se x e K teremos que x & B(x]—º, 6), para algum j() e [1,- -- ,N), assim segue que

(3.70))
d(x,xiº) < 6 e, por (3.70), segue |91(X) " 91(on)| = Ilªn-JX) — fni(xjo)l <

&“,J &_._J
fu., (X) fui (on)

%, VieN. (3.75)

Portanto se í,k 2 N teremos

9i(on)] + [9k(Xiº) _ 9k(Xio)]]l

gk(xiº)l+l_9k(xn) — 9k(><)j

d(x.xjº)<õ e (315) MKZN
<

_ e (374) d(x,xj )<8 9 (3.75)
& < & 0 < 5
3 3 3

|91(X) — 9k(X)| = HE)—;(X) ' 9k(X)] + [gibªj o) _
É Ipabª) — 91(xjo)l+ |91(Xjº) —

—£+E+ —e“3 3 3_ª
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ou seja, a sequência (gn)neN será uniformemente de Cauchy em K.

Logo do Teorema (32.1) (na verdade do item 2. da Observação (3.2.2)) segue que a sequência
(%)“GN será uniformemente convergente em K, ou seja, existe uma subsequêncía (fnk )nkeN da sequência
de funções (f“)neN que converge uniformemente em K, completando a demonstração do item 2. e por—

tanto do resultado.
[II

3.4 O teorema de Stone-Weierstrass
O Teorema de Stone-Weierstrass nos diz que o conjunto formado pelos polinômios com coefici-
entes complexos é denso nas funções continuas definidas em um intervalo fechado e limitado a valores
complexos, com a métrica da convergência uniforme, mais especificamente:

Teorema 3.4.1 Seja f e C([a,b];(C).
Então existe uma sequência (pn)neN formada por polinômios (com coeficientes complexos )

de modo que
p“ ª) f, em [a,b].

Se f e C([a,b];lR) então a. sequência (pn)n€N pode ser escolhido com coeficientes reais.

Demonstração:
Começaremos mostrando as seguintes afirmações:

1. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que

[a,b] = [0,1].

De fato, suponhamos que para 9 € CMO, l];C) exista uma sequência (%),,GN formada por po-
linômios (com coeficientes complexos) de modo que

q,, &) 9, em [0,1].

Se f & C([a, b];(C) consideremos a função 9 : [0,1] —) C dada por:

g(x) & f[a + x(b — a)], x e [O, 1]. (3.76)

Com isto teremos que 9 & C([0, l];(C), logo existirá uma sequência (%),,er formada por po-
linômios (com coeficientes complexos) de modo que

q,,ªg, em [0,1].

Para cada 11 e N, considerando-se a função pTL : [a,b] —+ (C dada por

pnbº) & qn ( x—a
b—a ), xe [a,b],

segue que a função pn será uma função polinomial definida em [a, b].

Com isto teremos que

mx) = qn (: 2) “ªtº 9 (;: É) “ª“ f [M (313) (b— a)] = f(x), x e [a,b],

ou seja,
pnªf, em [a,b],

mostrando que a afirmação 1. é verdadeira.
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2. Também podemos supor, sem perda de generalidade, que

f(O) : f(l) : 0.

De fato, suponhamos que para 9 e C ([O, INC) satisfazendo

g(º) = 90) = 0,

exista uma sequência (Cln)neN formada por polinômios (com coeficientes complexos) de modo
que

qn 3) 9, em [0,1].

Dada f & C([0,1];(C), se considerarmos a função 9 : [0,1] —> (C dada por

g(x) & f(x) — f(0)—x[f(1)—f(0)], x 6 [0,1],

segue que 9 & C([0,1];<C) e além disso

Notemos que, neste caso, teremos:

f(x) = g(x) + f(º) +x[f(1) — f(0)], x e [0,1]. (3.77)

Logo se existir uma sequência (qn)nEN formada por polinômios (com coeficientes complexos) de
modo que

qn 3a 9, em [O, 1],

para cada n e N, considerando-se a função pn : [O, 1] —> (C (que será uma função polinomial)
dada por

pn(x) & q,,(x) + f(O) +x[f(l) — f(0)], )( E [O, 1],

teremos
»

pntx) àquandº)+x[f(1)—f(0)1"1>ºº g(x)+f(0)+x[f(1)—f(on “”= f(x), xe [0,1],

ou seja,
pn 3) f, em [0,1],

mostrando que a afirmação 2. é verdadeira.

Resumindo as duas afirmações acima: sem perda de generalidade, podemos supor que f e C([0, 1]; (C)

satisfaz

Com isto, podemos estender a função f, continuamente, a reta toda, do seguinte modo (indicaremos
a extensão da mesma também por f):

f( ); f(x), x€[0,1]
_

o, xe[0,1]ºâ(—oo,O)U(1,oo)

Com isto a função f será uniformemente contínua em R.
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Para cada 11 e N consideremos a função qn : [4,1] —> IR dada por

qn & ºu“ _x2)n, X 6 ["'13113

onde c“ e (0,00) é tal que
1

í qn(x) dx = 1. (3.78)
—1

Notemos também que para x e [O, É] , pelo Binômio de Newton temos:

2 E“ N t i n 2 É “' 2(1—X )11
m. =ew on ( )1n_k(-—X )k = . (—1)kx k

__ | |

k=0
k k=o(n k).k.

Tl

_ _ 2 _Tf!_ _ k Zk > _ 2_] nx +;2(n—k)!k!( Ux _] nx. (3.79)

20

Por outro lado, observemos que, para cada n e N, teremos:

]
(I—xz)“ é par

] às] % (3.79) %
J (I—XZ)“dx : ZÍ (1——x2)n dx Z ZJ (1—x2)“dx 2 ZJ (1—nx2)dx
—I 0T 0 o

xª)
7<=L 1 n 4 1

=2 x—n— I_“ª=2 —— =——>—— 3.80( 3 x—O nª 311% 3 “ TI.,
( )

=_Lr
an

o que implicará em
1

Cn & —1_——-— < %, T1 E N.

J (1 _ xZ)“ dx
-1

Se 0 < 6 < 1 e

65|x151 => õzíxº => 1—x251—525(1—62)

assim, se
6 < < < : _ 2 T1

__
2 n_|X|_1=>0_Qn(x) em x) «Em a). (381)

<# 51—62

Mas

& (1 _ 52)" : n%(1— esª)n : (mim _ aª)“) “ªºº o, (3.82)

pois
ná = &an “Zººl e (1- 52)“ “Zºº 0 (pois 0 < 6 < 1).

Logo, de (3.82) e (3,81), segue que

qn(x)"1»ºº 0 para 6 5 lxl 5 1.
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Para cada n e N, considermos & função p,L : [0,1] 4—> (C dada por

]

pn(x)=J f(x+t)qn(t)dt, xelon
_)

Como, para cada n e N, as funções f e q“ são funções contínuas em [4,1] segue que a função pn
está bem definida.

Notemos que para cada x e [O, 1], como f = 0 em (—oo,0] U [I,oo), segue que para

t€[—1,—x]=> t+xe[x—1,0]g(—oo,0] => f(x+t)=0 (3.83)

t€[1—x,1] => t+xe[1,1+x]Ç[1,oo) => f(x+t)=0. (3.84)

Logo

]

pm) =J f(x+t)qn(t)dt
—x 1

=J' f(x+t)qn(t) dt+í f(x+t)qn(t) dt+J f(x+t)qn(t) dt
——x l—x

“————w——“ N—-N,-—__/
(3g3jo (Sªªe

I—x

uàx+t # du=dt
t=—x => u=0

“ªº t=1—x # u=1 1

J = [Humm—mau.
o

Observemos que, para cada n e N, o lado direito da igualdade acima é um polinômio na variável
&, ou seja, a sequência de funções (pn)n€N é uma sequência de funções polinomiais (que serão reais se
a função f for real).

Dado & > 0, como a função f é uniformemente contínua, existe 6 = õ(e) > O tal que se

ly _ xl < & teremos |f(g) _- f(x)| < %. (3.85)

Seja

Mª sup If(X)I (=suplf(><)l)- (3.86)
xe[0,1] xelR
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Com isto teremos, para cada x 6 [O, 1] e n e N, que:

1 ]

(pune) — f(x)! = L f(x + oque) dt — f(x) ( que) dt
—1“*,—l

(3_=73)1

1

=( [f(x+t)—f(x)] WI Ll f()x+t— (()lqnmdt
_] V20
—5

=( |f(x+t)—f(x )lqn(
qnõmwj

& | (Ho—f(x) quam
(JÉGEM (325% pois |(x+t)—xl=|tl<õ

('I

+ |f(x + t) — f(x)| qn(t) dtx__v____/—6

(3.86)
5 ZM

—õ ]

+€< ZM J qn(t) dt + J ()t (t) dt
_] Nw-l 5 +2

(Sªny—(b 62)“
(agil/_)

n(—1 62)“ C“(3.13)" <J'11qn( I

' E E<2M2 1—õzª] & - n()1-z32 -_ (
x/T_l( ) “(+23 + 2

<
de (3.82), existe N e N tal que se n 2 N segue que 5 5

< 5 + ª = E,

mostrando que
prl 3) f em [0,1],

completando a demonstração do resultado.

Como consequência temos o

Corolário 3.4.1 Para cada a > O fixado, consideremos a função f: [—a, a] ——) IR dada. por

f(x) & le, x e [—a, a].

Então existe uma sequência, de funções polinomiais (pn)neN tal que

Pn(0) : O

pn—ªinº em [—a,a].

Demonstração:
Como f & C([—a, a];1R) segue do Teorema de Stone-Weierstrass que existe uma sequência de

funções polinomiais (PmneN tal que

pãªf em [—a, a]. (3.87)
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Em particular, teremos
p;(0) “i)ºº f(O) = o. (3.88)

Para cada 11 e N , consideremos a função pn : R —> R dada por

pn(x) & pãbc) —Pã(0), x e R-

De (3.87) e (3.88) segue que

p“ = p; —pã(0) ªf em [—a, a]V Vª» ªº

MO) = pãw) — p:“.(º) = 0,

completando a demonstração do resultado.

Temos &

Definição 3.4.1 Seja E (_: IR.

Diremos que .A º ITEC) & (f; 1” : E ——) (C é função ] é uma álgebra em J-"(E;<C) se:

(i) se f,g & .A então f+g EA;

(ii) se f,g & A então f.g & .A;

(iii) secGC efeA então chA.
Se as funções consideradas forem a valores reais no item (iii) consideraremos apenas c & IR.

Na situação acima, podemos introduzir a:

Definição 3.4.2 Diremos que uma álgebra A Ç f(E;(C) é uniformemente fechada se dada uma
sequência (Edna; em .A tal que fn 3» f em E implicar f e .A.

Observação 3.4.1 O conjunto 8 formada por todas as funções de f(E;(C) que são limites uni-
formes de sequências de funções (f“)neN de A será dito fecho uniforme de A, e será indicado
por ].

Como exemplo temos 0

Exemplo 3.4.1 Sejam E & [a,b] Ç IR e

.A é [p; p : [a, b] —+ (C é função polinomial].

Então A é uma álgebra em C ([a, ka) (deixaremos como exercício para o leitor a verificação
deste fato) e o Teorema de Stone-Weierstrass garante que

71= C([a,bl;R).

Para o próximo resultado precisaremos do seguinte exercício (cuja resolução será deixada par o

leitor):
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Exercício 3.4.1 Sejam E Q R e

A & [f; f : E —> (C é função limitada].

Mostre que A é uma álgebra em .7—"(E;C).

Com isto temos o

Teorema 3.4.2 Consideremos E e .A como no Exercício acima e consideremos

B á ].
Então B é uma álgebra uniformente fechada.

Demonstração:
Mostremos que B é uma álgebra.
Para isto:

1. se f, g e 13 segue que existem sequências (f“)neN e (gn)neN em .A tais que

f,, ª» f e g,, &) 9. (3.89)

Como .A é uma álgebra e, para cada n e N, fn, g“ e .A então 1““ + g“ 6 A.

Além disso, de (3.89), segue que
f“ + gn 3) f + 9,

ou seja, f+g G B.

2. De modo semelhante, se c e (C, f e B segue que existe sequência (f“)neN em A tal que
'U.

f,, —> f. (3.90)

Como A é uma álgebra e, para cada 11 e N, elª,, E .A então cf,1 e A.

Além disso, de (3.90), segue que
cfn & cf,

ou seja, cf & B

3. se f, g e B segue que existem sequências (fn)neN e (gªngs em A tais que

f“ ª) f e gTl 3) 9. (3.91)

Como .A é uma álgebra e, para cada 11 e N, fm 911 e A então fn.gn & A.

Além disso, de (3.91), segue que
fmgn ª> f.g.

De fato, pois, para cada 11 e N teremos

lfn(X)9n(X)—f(X)9(X)I=)[fn(X)9n(X)— fX( )-9(x )l+ (fn(><)g(><)— an() g(X)ll
5 Ifn(x)[9n(x)_ g(x )l+(fn(x )— f(X)lg(><)l

5 (MX)! I9n(><) — g(X)I + lfn(><) — f(X)l (g(x )! —> 0
W—J
SN gM

quando n —> oo, para todo x e E,
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,

g 9"n. 'n _) '. ,

ou ainda, f.g e B,

mostrando que B é uma álgebra.
Assim, por construção, 8 é uma álgebra uniformente fechada.

Nosso objetivo, no que segue, é estender o Teorema de Stone—Weierstrass.
Para isto precisaremos introduzir alguns conceitos, entre eles, &:

Definição 3.4.3 Sejam E Q R, A = IR ou A = (C e f(EçA] & [f, f : E —+ A é função).
Diremos que .A º f(E;A) é uma família que separa pontos de E se para cada. xhxz e E

com
X] # xz emiste f e A, tal que f(x1) # f(xz).

Por outro lado, diremos que a família .A não se anula em nenhum ponto de E se para
cada xº & E,

existe 9 e .A, tal que g(xo) # O.

Como exemplo destes dois tipos de famílias temos 0:

Exemplo 3.4.2 Seja A é [p; p :lR —+ R é função polinomial] ç F(E;A).
Então A é uma álgebra que separa pontos e não se anula em nenhum ponto de IR.

Resolução:
Deixaremos como exercício para o leitor a verificação que .A é uma álgebra em F(E;A).
Notemos que se xhxz e R e xi # xz então considerando-se a função polinomial p : IR —> R (ou

seja, p E A) dada por

segue que
P(Xl) = Xl # Xz = P(Xzb

mostrando que A é uma álgebra em F(E;A) que separa pontos de IR.

Notemos que para xº e IR, considerando-se a função polinomial q : R —> IR (ou seja, q 6 A) dada
por

qm = 1, t e R,

segue que
q(xo) = 1 7ª 0,

ou seja, a álgebra A é uma álgebra em ]: (E; A) que não se anula em nenhum ponto de R.

Exemplo 3.4.3 Seja

.A & [p; p : IR —> IR é função polinomial par] Ç f(R;lR)

(ou seja, se p e A deveremos ter p[—t) = p(t), t e R).
Então A e' uma álgebra em f(RçlR) e que pª separa pontos de IR que não se anula em

nenhum ponto de R.
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Resolução:
Deixaremos como exercício para o leitor a verificação que A é uma álgebra em F(R;]R).
Notemos que se x] & IR com X] # 0 teremos que x] # xz = —x1 e para todo p E .A, como a função

E é uma função par segue que

éf â apm) =p(—xn *” “ª º ** rpm )

mostrando que a álgebra .A Lilo em F(R;R) separa pontos de R.
Notemos que para XD e R, considerando-se a função polinomial q : R ——> IR dada por

Q(t)=1, teR,
segue que q e A e

q(xo) =1 #0,
ou seja, a álgebra A em f(R;lR) que não se anula em nenhum ponto de R.

Observação 3.4.2 Notemos que se

A = [p; p : IR —> R é função polinomial ímpar]

(ou seja, se p e .A deveremos ter p(—t) = —p(t), t e ]R então A é 11_ã_0 é uma álgebra em .F(R;R)
(pois produto de duas funções ímpares é uma função par).

Com isto temos o:

Proposição 3.4.1 Sejam E Q R, A = R ou A = (C e .A uma álgebra em f(E;A) que separa pontos
e não se anula em nenhum ponto de E.

Consideremos xhxz e E tais que x] # X; e chez E A.
Então existe f e .A tal que

f(X1) = C] e f(XZ) = 62. (3.92)

Demonstração:
Como x] # xz e a álgebra .A em f (E; A) que separa pontos e não se anula em nenhum ponto de

E, segue que existem g,h,k & A tais que

g(m) # g(Xz), hbo) # 0 e k(X2) # 0. (3.93)

Consideremos as funções u,v : E —> A dadas por

um = g(X)k(X) — g(m MX), (3-94)

v(x) = g(x)h(x) —— g(xz)h(x), x e E. (3.95)

Como A é uma álgebra em F(E;A) e g,h, k 6 A teremos que u,v G A.
Notemos que

LL(Xi) = 9(X1)k(><1) — g(X1)k(X1) = 0, (3.96)
“(Vºz) ª 90%)“le - g(X1)k(Xz) = l9(><2) _ 9(X1)] kbºz) 7ª 0, (3-97)

(3;3)0 (3.93)

V(X2) = g(X2)h(X2) — g(xz)h(X2) = 0, (3.98)
V(X1) = g(X1)h(X1)— g(X2)h(X1) =[9(X1)— g(X2)]h(X1) 7ª 0- (3-99)

(3.93) (3.93)
# o aº
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Para finalizar, consideremos a função f : E —> A dada por

f(x) = v(x) + u(x x e E. 3.100um) u(X2)
)) ( )

V V(3.99) (3.97)
o 76 o

Como .A é uma álgebra em f(E; A) e u,v G .A teremos que f e .A e, além disso,

(336)

f(xn & “jªum + uª) um = e],

«me “ VX2)+ ºª u(xz)=cz,(Xl)V “(le
Gigio

<

completando a demonstração do resultado.

Podemos agora enuciar e demonstrar o Teorema de Stone, a saber:

Teorema 3.4.3 Sejam K Ç IR conjunto compacto de R e A Ç C(K;lR) uma álgebra em f(K;R)
que separa pontos e não se anula em nenhum ponto de K.

Então
Z = even). (3.101)

Demonstração:
Notemos que, como .A é uma álgebra em f(E;A), se f e .A teremos que hªl & .A.

De fato, como K é um subconjunto compacto de IR e a função f é contínua em K segue que ela será
uma função limitada em K, ou seja, existe

a & sup |f(x)|.
xeK

Dado & > 0, do Corolário (3.4.1), segue que existem c1,—-— ,en & IR. tais que (para cada n e N,
fl

13“ = p,,(g) é um polinômio tal que p,,(O) = 0, para todo TL E N, ou seja, p,,(y) : Z ciyi, g e R,
i=l

para alguns c1,«-« ,c“ 6 IR):
11

Z Ciyi“ Iyl < e, g e [—a,a]. (3.102)
i=1

Defmamos g : R —+ R dada por
n

.

g(y) &Z criªm), 9 E R
i=l

Como É é uma álgebra em F(E;A) que contém a álgebra .A e f e A, segue que 9 e A.
Mas

“
1

(3.102)
lg(X)—If(><)ll= ªcí &; —I f(x) | < e, xeK,

=yªE[—a,a] =y€[—ª,ª1

Como É é uniformemente fechada e g e A, segue que hª! e Ã, como afirmamos.
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Afirmamos também que se f, g E É então as funções h, 3 : K —> IR dadas por

MX) & maxtfbc), g(xn 6 SM ª mínífbc), g(XH, x 6 K

satisfazem h, 5 e Ã
De fato, pois, para cada x e K temos que:

(i) se
maxtHX), W)] = f(X)

então
mín[f(7<), g(x)) = g(x)

f(X)
1;

g(X)
+

|f(X) ; g(XJI f(x)__2__g(><) f(X)
42-

g(><)
+

f(X) ; g(X) : f(x) : maxtHX), g(x))

f(X)
É g(X) _

|f(><) ; g(X)I f(XJàgbc) f(X)
w;

g(X) _ f(X) ; g(XJ : g(x) : min[f(x), g(x)]
ou seja,

MX) = maxtHX), g(x)) = —————“x)+ º“) + ———-—'“X)" ººº“
2 2 >

g(x) : miníHX), g(x)] =M _ bªlªiº!
(ii) de modo semelhante, se

maxtfbc), 904) = g(X)

então
min£f(x), W)] = f(X)

f(X) + 9[X)
+

lf(><) — g(xn g(ngm f(X) + g(x) _ f(x)
2 2 ' 2 N

I

f(X) + g(X) _ if(X) — g(X)I g(xgax) f(X) + g(X) f(X) — g(X)
22 2 2

ou seja,

Mx) = max[f(x), g(x)] :M +
“(X) ; g(XH)

s(x) = min[f(x), g(x)] :w _ “(x) ; g(x)!

Portanto, se x e K teremos

GZ 6347f'__ __A
h(x) = maxffbc), g(x)) = ibª—45902 + |f(x) ; g(x)|)
g(x) = min[f(x), g(x)) =ª _%,“"—' ““:“—”EZ EA
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mostrando, em particular, que 11, s 6 71, com afirmamos acima.
Afirmamos também que, se f & C(K;R) e xº & K, dado e > 0, existe gxº & Ã tal que

gxobªo) : “XD) e f(t) _ 5 < 9xo(t)> t 6 K- (3103)

De fato, notemos que, como K é um subconjunto compacto de IR segue que a álgebra A é uma
álgebra de funções limitadas, logo do Teorema (3.4.2), segue que Ã será uma álgebra (que será unifor-
memente fechada) que contém a álgebra A, que separa pontos e que não se anula em nenhum ponto
de K, segue que a álgebra É também terá essas propriedades.

Logo para cada g e K, 9 # xº, da Proposição (34.1) (tomando-se x] & xº, xz & y, c] & f(xº) e
cz & f(y)), segue que existe hg & ] tal que

hybºo) : f(xo) 9 hum) : fª!)- (3'104)

Como as funções hwf são contínuas em K e hum) : f(y), existe 69 > O de modo que se t e K e

19 — tl < õy segue que lily“) —f(y)| <

assim, se t e K e ly —— tl < 69 teremos
&

Ihg(t) — f(t)! = Ilhyit) — W)] + [f(y) — f(t)]! 5 PMN) —f(y)1|+f(y) — f(t)/| < 5 + — = e,

3 <%

(=) —5 < h,,(t) —f(t) < e,

em particular, se 19 & (y — 69,13 + 69) 0 K teremos

f(t) — 5 < by“), t e ]y. (3.105)

Deste modo teremos K Ç U ],J e como K é um conjunto compacto em IR (e ]y são subconjuntos
yGK

abertos de IR), segue que existem y1,— .. ,yNº & K tal que
No

K g U lu,.
i=l

Para cada x,, e K definamos a função gxº : K —> IR dada por

9x,,(t) à marcihy, (t), ' '- ,thºHB, t 6 K.

Como, para cada i e U,“ » ,Nº] temos by, 6 Ã segue que gxº & 71.

Notemos que se t e K segue que existe iº & [1 ,
- - - ,Nº) tal que

(3.105)t e J,, => mºm > f(t) _ 5. (3.106)

Assim teremos

9x0 (xo) : mªxi hg] (xo) »
' ' ' »hyNº (Ko)) : f(Xº), (3107)

(3.104) (3.104): f(xo) = f(xº)
(3306)

ngm : maxíhy, (t), - .. ,thº(t) Z h,º(t) > f(t) — &, (3.108)
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completando a prova da afirmação.
Como, para cada xo & K, temos f, gxº & C(K;]R), segue que existe õxº > O tal que se t e K são tais

que
&

lt —xºl < 6x0 segue que lgxº(t) - gxo(xº)| < -2—
e (3.109)

&

If(xo) — f(t)] < íª (3.110)

assim se t e K e satisfaz

ºgªme)
""A-W

lt — xol < õxo teremos ngº(t) — f(t)| = :[gxºm — gxº(xo)] + [ gxº(xo) —f(t)]|
& e

É lºkº (t) _ 9x0 (“Mªla“) '— f(t)l < "2“ + '2' = E)

(3.1???)
E

(3.171);E

? < 2

=> —5 < 9xº (t) '— f(t) < E,

em particular, segue que se t e K satisfaz

lt —xºl < 6x0, teremos: f(t) —- 5 < gxº(t) < f(t) + e. (3.111)

Mas K Ç U B(x; 6x), como K é um subconjunto compacto de R, segue que existem xl, . - . ,xN, & K

xeK
tal que

N

Kg UEM; ô,“). (3.112)
i=1

Consideremos & função h; K —) R dada por

MX) & minígx] (X), ' " ,ng, (X)), X 6 K-

Como gxi GZ, para i= l,". ,N, segue que he.—Ã.

Além disso, para t e K, teremos

. E iste i] [1,« « 'N] tal ue (3303)W = minigx, (t), - .. ,em, (t)]
* ª = “*

gm, (t) > f(t) — e,

.
(5.1'l1)=>teB(Xiº,õio) para alum Íoe(1)”'x) (3.131)

Mt) = mmigx. (t), ' " ,ng, (t)] 5 gxiº(t) < f(t) + £,

ou seja
|h(x) — f(t)| < e, para todo t e K,

completando a demonstração do resuItado.
III

Observação 3.4. 3

1. O Teorema de Stone só é válido para álgebras contidas nas funções contínuas definidas
em compactos a valores reais, isto é, o Teorema. de Stone não é válido para álgebras
contidas nas funções contínuas a valores complexos (ver Exercício 21 página 169).
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2. O Teorema de Stone será válido para álgebras contidas nas funções contínuas em com-
pactos a valores complexos se acrescentarmos a hipótese da álgebra .A ser auto-adjunta,
isto é, se

f 6 A, implicar Tº E A,

onde se f: K —> (C então dejínimos a. função ?: K —> (C como sendo

f(x) & f(x), X E K,

sendo que E denota o conjugado do número completo 2.

Mais precisamente, temos o:

Corolário 3.4.2 Sejam K Ç IR conjunto compacto de IR e A Ç C(K;<C) uma álgebra auto-adjunta
em K que separa pontos e não se anula em nenhum ponto de K.

Então
A = como). (3.113)

Demonstração:
Consideremos

AR ª [f 6 A; f é uma função a valores reais].

Notemos que AR é uma álgebra real (deixaremos a verificação deste fato como exercício para o
leitor).

Notemos que se f e .A então podemos escrever

f(x) = u(x) + ÍV(X), x e K,

onde u,v : K —+ IR são funções a valores reais.
Neste caso teremos _

__
f + f_ ——2——.

Como .A é uma álgebra auto-adjunta em K segue que, t e A e assim (3.114) implicará que u & AR.
Notemos também que se x] ,xz & K são tais que x] # xz então, como a álgebra A separa pontos de

K, segue, da Proposição (?:/li), que existe f 6 A tal que

u (3.114)

f(xl) = 1 e f(xz) = 0.

Isto implicará que
U-(Xl) =1 6 Mm) = º,

ou seja, a álgebra AR separa pontos de K.

Por outro lado, se xo & K, como a álgebra .A não se anula em nenhum ponto de K, segue, da
Proposição (3.4.1), que existe 9 6 A tal que

9%) # 0-

Seja A & g(xº).
Neste caso teremos que

Ãgbco) = I 90%) [2 > 0-V960
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Consideremos a função f : K —+ (: dada por

f(x) = Ãg(x), x e K

e sejam u,v : K ——> IR as funções a valores reais tais que

f = u + iv.

Neste caso teremos
um) = miam] = ou Ã9(Xo) ] = | g(xoll > o,

NW.—J Vl=|9(xo)| #0

“a“
ou seja, a álgebra AR não se anula em nenhum ponto de K.

Logo do Teorema de Stone (isto é, Teorema (SAB)) segue que & = C(K;R).
Por fim, notemos temos que se f 6 C(K;(C) segue que f = u+ iv, onde u,v e C(K;1R) = Ã, ou

seja, C(K;(C) = 71, completando a demonstração.
' E]

Para finalizar temos o

Corolário 3.4.3 Toda função contínua e Zrt-periódica a valores reais pode ser uniformemente
aproximada por um polinômio trigonométrico em IR, isto é, por uma função 9 : IR —-> R do tipo

N

g(t) =2 [A cos(nt) + B sen(nt)] , t e R.
n=0

Demonstração:
Denotemos por

C2n(R;IR) = (t ; f é uma função contínua e Zrt-periódica a valore reias definidas IR].

Consideremos
N

A = íg; g(t) = Z [ancos(nt) +bnsen(nt)], amb“ € IR, n = 0,--« ,N, t e R% .

n=0
Pode-se mostrar que .A é uma álgebra que separa pontos e que não se anula em nenhum ponto de

[—n, 71] (a verificação deste fato será deixada como exercício para o leitor).
Logo, do Teorema de Stone segue que 71 = CZKURHR), como queríamos demonstrar.

EI

Observação 3.4.4 O resultado acima permanece válido se considerarmos funções contínuas e
Zn-periódicas a valores complexos, mais precisamente, se denotarmos por

C2n(R;(C) = (f; f é uma função contínua e Zn-periódicaa valores complexos dejím'da em IR].

N

Aí így g(t) : Z Cneínt) CnGC,T'L=O,'-' )NiteR)i
n=—N

pode-se mostrar que A e' uma álgebra, auto—adjunta, que separa pontos e não se anula em
nenhum ponto de [—7t, 71] (a verificação deste fato será deixada como exercício para o leitor) e
assim, do Corolário (3.4.2) segue que Z = C2n(R;C), como queríamos demonstrar.

3.5 Exercícios



100 CAPÍTULO 3. SEQUÉNCIA E SÉRIES DE FUNÇÓES



Capítulo 4

Séries de Potências e de Fourier

Começaremos este capítulo trantando das séries de potências e mais adiante trataremos das séries de
Fourier.

4.1 Séries de potências
Sejam A Ç R um aberto de IR e f : A Q R —+ IR uma função.

Nesta seção consideraremos funções f, como acima, que podem ser representadas por uma série de
funções, denominada série de potências, do tipo

Í cnx“, X E (—õ,õ) (4.1)
—o

ou mais geralmente
OO

ch(x_a)n, xe (a—õ,a+õ) (4.2)
n=0

denominada série de potências centrada em x = a.

Observação 4.1.1

1. Se a função f têm a propriedade que em cada ponto a e A existe ôa > O tal que a, série de
potências (4.2) converge para a função f no intervalo (a — õu, a + 6,1) Ç A diremos que a
função f é uma função analítica em A.

2. Se existe R 6 (0,001 tal que a série de funções (4.1) converge em (—R,R] para a função f,
diremos que a função Í possui uma expansão em série de potências em torno de x = O.

3. De modo semelhante, se existe R e (0,00] tal que a série de funções (4.2) converge em
( a— R, a+ R] para a função f, diremos que a função f possui uma expansão em série de
potências em torno de x = a.

4. Nosso estudo começará considerando-se a = 0, ou seja, estudando a série de potências
(41).
Depois trataremos a série de potências (442) que, como veremos, será um caso particular
da série de potências (4.1).

Com isto temos o

101
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Proposição 4.1.1 Sejam xmx] # 0.

Então,
00 00

1. se a série numérica Z can for convergente então a série de funções Z cnx“ será abso-
n=0 n=0

lutamente pontualmente convergente para x e (—|xo|, Ixol).

00 00
2. se a série numérica Z cnxãL for divergente então a série de funções Z cnx“ será diver-

n=0 “=O
gente para x 6 (—oo —lx1|)U(lx1|,oo).

Demonstração:
De l.:

00

Sabemos que a série numérica Z cnx'º1 é convergente e xº # 0 logo, do Círtérío da DivergEncia
n=0

para séries numéricas, segue que
lim caxa1 = O.
n—+oo

Assim a sequência numérica (cnxmnEN é limitada, ou seja existe M e R tal que

ICnXÉI É M)

para todo 11 e N.
Se x & (—|xº|,lxº|), ou seja, le < Ixºl, teremos

x 760 n
Icnxnl º: ICnXÉI "ÉXO

X
para todo 11 e N, onde r i < 1, pois le < lxol.

Xo

Como O 5 r < 1 segue que a série numérica Z Mr“ : MZr“ é convergente (pois é uma série
n=0 n=0

geométrica de razão [, que é menor do que 1).
Logo, do Critério da Comparação para séries numérica (cujos termos são não-negativos), segue que

00

para cada x 6 (—Ixo|, lxºl) & série numérica Z lcnxnl será convergente, portanto a série de potências
n=0

00

Z cnx“ será absolutamente convergente para x & (—|xo|, lxol).
n=0

De 2.:
00

Sabemos que a série numérica Z cnx? é divergente.
n=0

00

Suponhamos, por absurdo, que para algum x; & (—oo — |x1l) U (lx1l, oo), a série numérica Z enx'zª
n=0

seja convergente.
00

Então do item 1. seguirá que a série numérica Z cnx“ será convergente x & (—|xz|, Ile), o que é

n=0
00

um absurdo, pois x] pertence a esse intervalo (pois |le > |x1l) mas a série Z cnx']1 é divergente.
n=0
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00

Portanto a série de potências Z cnx" será divergente para x & (—oo — lx] |) U (|x1|,oo). E]

n=0
A seguir consideraremos alguns exemplos, a saber:

ºº n
Exemplo 4.1.1 A série de potências Z % é convergente em xo = 1, pois a série numérica

=o '

00 ]
n

2 —— é convergente.n!
n=0

00 X“
Logo da Proposição (4.1.1) item 1., segue que a série de potências Z 3 será absolutamente

n=0
convergente para [x] < Ixºl = 1 (veja figura abaixo ).

converge em x = I

/
—1 O ]

convergird se le < 1

00

Exemplo 4.1.2 A série de potências Z(—1)“x2" é convergente para x e (—1,1), pois para
n=0

00

0 < xº < 1, a série numérica Z(—1)“xãn será convergente.
n=0

De fato,
11 Z Z ;|(—1)xºl_<_xº —1'<1

00

e a série numérica Xr“ é convergente, pois é uma série geométrica de razão : menor que 1.
“=O

Logo, do Teorema da Comparação para séries numérica (cujos termos são não-negativos)
00

segue que a série numérica Z(—1)“xân
n=0

é convergente.

00

Assim, da Proposição (4.1.1) item I., segue que a série de potências Z(—1)“x2“ será ab—

n=0
solutamente convergente para x e [—xo,xo) para todo xº 6 (0,1), isto 6, será absolutamente
convergente para x e (—1 , 1).

canuevgirá se [x| < I

00

Por outro lado a série de potências Z(—1)“x2n é divergente em x] = 1 (pois a série numérica
n=0

oo

Z(——1 )“ é divergente).
n=0
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«

OO

Logo, da Proposição (4.1.1) item 2., segue que a a série de potências Z(——1)“x2“ e divergente
n=0

para x e (—oo,—1]U(1,oo) (veja figura abaixo).
Além disso é fácil de ver (será deixado como exercício para o leitor) que a série de potências

00

Z(—1)“x2“ é divergente em x] = ——1.

n=0

diverge em x = 1

%%%&—W-1 o 1

WJ WJ

diuerginf se le > 1

Com isto temos a seguinte situação:
converge pam le < ]

z—A—
»1 º 1

K WJ

diverge para hd 2 '

Em geral temos a seguinte situação:

00

Teorema 4.1.1 Dada a série de potências Z cnx" uma, e somente uma, das situações abaixo
n=0

ocorre:

1. a série de potências só converge em x = O;

2. a série de potências converge absolutamente em toda a reta IR;

3. existe R > O tal que a série de potências é absolutamente convergente para x & (——R,R) e
divergente para x & (—00, —R) U (R, 00).

Demonstração:
Se o item 1. ocorrer, 2. e 3. não ocorrerão.

00

Vamos super que o item 1. não ocorre, ou seja existe xº # O tal que a série numéricaZ cnxg1 seja
n=0

convergente.
00

Logo do item 1, da Proposição (4v1.1), segue que a série de potências Z cnx“ convergirá absolu-
n=0

tamente para x & (—Ixo|, 1x0) = (—r,r), onde r & Ixol > 0.

Seja S o conjunto formado por todos os r > 0 que têm a propriedade acima, isto é, a série de
00

potências Z cnx“ converge absolutamente para x & (-—r,r).
n=0
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O conjunto 5 é não vazio (poís 'r : lxºl > 0 está em 5).
Se 5 não for limitado então o item 2. ocorrerá, ou seja, a série de potências convergirá em toda a

reta IR.

Se 5 for limitado aiirmamos que o item 3. ocorrerá.
De fato, se 5 é limitado, como ele é não vazio, então existe 0 < R & sup S.

Afirmamos que R satisfaz o item 3.
De fato, seja 1" e S tal que 0 < T < R e xo e IR tal que Ixºl < 'r.

00

Como r e S e IX.)! < r temos que a série numérica Z cnxl,1 converge, logo, da Proposição (4.1.1)
n=0

00

item 1., a série de potências Z cnx“ converge absolutamente para x e (—r,r).
“=O

00

Se |x1| > R afirmamos que a série numérica Z cnx? é divergente.
n=0

oo

De fato, suponhamos, por absurdo, que a série numérica Z cnxãl é convergente.
n=0

00

Então, pela Proposição (4.1.1) item 1., a série de potências Z cnx“ será convergente para x &

n=0
(-—|x1|,|x1|), ou seja, |x1| & S, o que é um absurdo pois teríamos |x1l> R = supS e IMI & S.

00

Portanto a série de potênciaZ cnx" diverge para x e (——oo, —R)U(R, oo), mostrando que R satisfaz
n=0

2., completando a demonstração do resultado.
EI

Observação 4.1.2
1. O Teorema acima nos diz que uma, e somente uma, das possibilidades abaixo, para uma

00

série de potências ã cnx", ocorrerá:
n=0

(i) R = o.—

36 converge em x = 0

/
O

converge em toda a reta JR

___—___..—0

(iii) 0 < R < oo:
converge se lx! < R

div/ame se lxl > R
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Neste último caso, poderá ocorrer todo tipo de situação em relação a convergência da
série de potências nos pontos x = —R e x = R como veremos em exemplos a seguir.

2. O 0 < R g 00 obtido nos itens 2. e 3. do Teorema acima terá uma importância muito
grande no estudo das séries de potências, como veremos.
Assim teremos a seguinte definição:

00

Definição 4.1.1 Dejiniremos raio de convergência da série de potências Z cnx“ como sendo
n=0

R e [0,00] obtido no Teorema acima.
00

O conjunto formado por todos os x 6 R onde a série de potências chxª converge será
n=0

OO

dito intervalo de convergência da série de potências Z cnx“.
n=0

Observação 4.1.3

1. Segue do Teorema acima que toda série de potências tem um (único) raio de convergência
e portanto um (único) intervalo de convergência.

2. O raio de convergência de uma série de potências pode ser 0, isto é, podemos ter R = 0.

Neste caso o intervalo de convergência da série de potências será I = (O) (o conjunto
formado por um ponto, que na verdade não é um intervalo), como mostra o seguinte
exemplo:

00

Consideremos a série de potências Znnx“.
n=0

OO

Observemos que para todo x] > 0 jíccado temos que a série numéricaZ nnxãL é divergente.
n=0

De fato, como
. 1 .hm (n“x?)n = hm me] = oo > 1,

n—Kx: n—mo

do Critério da Raiz para Séries Numéricas (cujos termos são não-negativos) segue que a
00

série numérica Z nªx'fL é divergente.
n=0

00

Assim, segue da Proposição (4.1.1) item 2., que a série de potências 271“)? só converge
n=0

quando x = 0, isto é, R = 0 e o intervalo de convergência da série de potências e' I = [0].

só converge em x = O

/
O

3. O raio de convergência R pode ser infinito e portanto o intervalo de convergência associado
a correspondente série de potências será I = IR, como mostra o seguinte exemplo:
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. , . , ,

ºº x“
Consideremos a serie de potenczas Z —'.

“:o n.
00 X“"

Observemos que para todo xo > O fixado que a série numérica X :º, é convergente.
n=0 .

De fato, como
+]L. n+1 !

. xohm Ln—)= hm ————=0<1,
n—wo x_º n—soo 'n, + ]

n!

da Critério da Razão para Séries Numéricas (cujos termos são não-negativso) segue que
ºº n

, . , . X ,a serie numerica X —º' e convergente se xo > 0.
n.n=0

ºº n
. . . x

Assim, da. Proposição (4.1.1) item 1., segue que a série de potênczas E #:
n=0

R, isto e, R = oo e o intervalo de convergência, da série de potências é I = R.

converge em

converge em toda a reta. IR

___—___,O

4. Se 0 < R < oo, a priori, nenhuma conclusão podemos tirar sobre o comportamento da série
00

de potência. Z cnx“ nos pontos x = ——R e x = R.

n:]
00

Podemos ter situações, como veremos, que a série de potências Z cnx“ converge em um
n=1

dos pontos e diverge no outro, ou diverge nos dais ou ainda converge nos dois.

(—1)“ n
00

Um exemplo de um desses casos é a série de potências Z
n=0

OO

. _ . . . , (—I)nObservemos que a. série de potenczas converge em xo = 1, pozs a, série numérica E

nn=0
é convergente (série harmônica alternada).

(—1)“
TL

OO

Logo, da Proposição (4.1,1) item I., segue que a série de potências X X“ converge
=o

para Ixí < 1.

00

Por outro lado, a série de potências X X“ diverge em x] = —1, pois a série numérica
n=0

(—1)“
TL

00
1 , . ,. , .

E —— e divergente (serie harmonica).nn=0

(—1)" x“ divergen
00

Logo, da Proposição (4.1.1) item 2., segue que a série de potências Z
n=0

para lxl > 1.
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(_111“ ,)( seraR=1 e
00

Com isto temos que o raio de convergência da série de potências Z
n=0

ºº (—1)"
o seu intervalo de convergência será I = [—1 , —1], ou seja, a série de potências Z “X

n=0
converge em x = R = 1 e diverge em x = —R = ——1.

converge se x E (—1,l]

diverge sex 5 —1 aux > 1

Com isto podemos demonstrar o:

00

Teorema 4.1.2 Se existe R e (0,001 tal que a série de funções Z cnx“ seja pontualmente con-
n=0

vergente para x e (—R,R) e dejinamos a função f: (—R, R) —> IR dada por

f(x) = É cnx“, x e (—R, R). (4.3)
n=0

00

Então para e & (O,R) a, série de funções Z cnxn será uniformemente em [—R + e, R — e].
n=0

Em particular, a função _f_ será diferenciável (—R,R) (em particular, contínua) e

%
f'(x) = chnx'bl, x e (-—R, R), (4.4)

n:]
00

ou seja, a série de potências Z cnxn pode ser derivada. termo a. termos em (—R,R).
n=0

Demonstração:
Convergência pontua]

—R —R+£ o R—z R

<—-—-——>
Convergência uniforme

Dado & & (0,R), para lxl < R — e, teremos

lcnxul : Icnl lxln 5 Icnl (R— e)“, para todo n e N.

00

Como R —— e e (——R, R) segue, por hipótese, que a série numérica Z Icn|(R — e)“ é convergente.
o
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00

Logo, segue do Teste M de Weierstrass (isto é, Teorema (3.2.2)) que a série de funções Z cnxTL

n=0
será uniformemente em [—R + e, R — e].

Notemos que do Corolário (3.2.3) segue que a função f será diferenciável (—R,R) e vale (44),
completando a demonstração do resultado.

EI

Observação 4.1.4

1. Notemos que:
. n . l 11101) L'Hospital] . n __ . n . n __ . n= = 1m nc - hm n. lm c _. hm c .hm x/T—l hm en => “l_m x/ | nl

u_m
«/— nim x/I n!

“_m
Vl nl

“Il—>OO Vl.—POO

2. Do item acima temos que,,para cada xo & IR teremos:
' n __ ' n __ ' n“lªgo x/lncnxol 111530 x/nlcnl lxol 135130 x/Icnl Ixol,

logo, do Critério da Raiz para Séries Numéricas (cujos termos são não-negativos ) segue
00

que, para cada xº & IR irado, a. série numérica Z lcnxgl converge se, e somente se, a série
n=0

00 00 00

numérica Z íncnx'f'l converge, isto é, as séries de potências chnx“'1 e chx“ têm
n=l n=l n=0

o mesmo raio de convergência.
Conclusão: uma série de potências pode ser derivada., termo a termo, que a série de
funções obtida será uma série de potências cujo raio de convergência é o mesmo da série
de potências dada. inicialmente.

3. Vale notar, como veremos em exemplos a seguir, que os intervalos de convegência das
séries acima podem ser diferentes.

Podemos resumir as observações acima no:

Corolário 4.1.1 Nas condições do Teorema (4.1.2) temos que f 6 Cºº((——R,R);1R] e para todo
k 6 N teremos

f(k)(x) & Z n(n—— 1) . . . (n— k + 1)cnx“, x e (—R, R). (4.5)
n=k

Em particular, deveremos ter f(k)(0) : k! ck, ou seja,
f(k) (o)

Ck = k! . (4.6)

Demonstração:
Observemos que (4.5) segue da aplicação do Teorema (4.1.2) e da Observação acima (por indução

sobre k 6 N).
Por outro lado, fazendo x = O em (4.5) obteremos

OO

f(k)(0) =an-1)...[n—k+1)ckon-k=k(k-1)...1 =ckkl,
n=k

completando a demonstração do resultado.
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Observação 4.1.5

1. Existem funções f e Cºº(IR;IR) tais que

ºº (Tl)

f(x) 7ª Z f “So)x“, x & IR.

n=0

Como por exemplo a função f : IR —> IR dada por
I_?““à e , xaéo

O, x=0

Pode-se mostrar (será deixado como exercício para o leitor) que f e Cºº(]R;IR) e que para
todo n e N U [0] teremos

f(")(0) = 0.

Assim, se x # O teremos
=()

(n)ºº f (0) “f(x) # o =Z “! x
n=0

Em particular, a função i não é uma função analítica em IR.

00

2. Suponhamos que R > O e que a série de potências Z cnx“ converge em x = R.

n=0
00

Então o Teorema (4.1.2) garante que a função f = Z cnx“ será contínua em (—R,R].
n=0

O que podemos dizer sobre a função Í em x = R?

O resultado a seguir, conhecido como Teorema de Abel, afirma que a função f será
contínua em x = R (na verdade trataremos do caso em que R = 1).

00

Teorema 4.1.3 Suponhamos que a série numérica Zen é convergente e consideremos f :

n=0
(—1,1] —) R a função dada por

00

f(x) = Z cnx“, x e (—1,1].
n=0

Então
oo

lim f(x) = Z ou = f(l),
=O

x—H"

ou seja, a função 1 será contínua em x = 1.

Em particular, f & C([—1,1];1R).



4.1. SÉRIES DE POTÉNCIAS 111

Demonstração:
Consideremos a sequência numérica (Sn)neNu(—1,o) onde, para cada n e N LJ [4 , 0], temos que

S_| :.: 0,
11.

sn & ch.
k=0

Com isto, mostra—se, por indução sobre n e N U [O), que

cn=sn—sn_1, neNU£OL

Logo, para cada x E R e m e N âxados, teremos:
TTL TTI

Z cnx“ = XB“ — 5,14 )x“.
n=0 71:

Como

kàn+l
m——1 m—1 m—1 .

(1 — x) Z 3er“ + smxm = E snx“ —— Z snxn'H +smxrn

m m
__ 11 k_ snx —- sk_|x

“=O k=1w.;_. =Oª *= 230%an
m

: Zºn "" Sn—1)X ,

“=O :cn
ou seja,

111 m—l

Z cnx“ =(1—X)Z sux“ + smxm, x 6 IR.

n=0 n=0

Logo, se lx] < 1, tornando-se o limite, quando 111 —> oo, na identidade acima obteremos

oo oo oo

f(x) = ;)ch" = (1 - 702081061 + "rªnmsm &“me = (1 _ x) Zosnx“. (4.7)
n= n= & &af—J n=

Zºnº=o eneR |xl__<10

Se
00

sá lim sm=cheR,Til—900
()n:

dado & > O, podemos encontrar N() = No(s) & N tal que se

n 2 No teremos Is — snl < %. (4.8)

Por outro lado, se |x| < 1 teremos

(l—x)Zx“=1. (4.9)
n=0
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De fato, pois para cada m e N fixado, temos que

(l—x)(l+x+-—-+xm)=(l+x+--'+xm)—(x+x2+-——+xm+xm+1)
=l—xm+'—+0 quando m—>oo, pois |x|<l.

Com isto, para le < ], teremos

., ºº oo oo

Ino—«Hªª””(1—o22saª—qv—m2;w*=n—xlEles—ow
n=0 n=0 n=0

xe(—ll) ºº ºº ºº
=* (1—x) [(%—sw su—x)[I(sn—s)x“|=(1—x)len—snxl“

n=0 n=0 n=0

Nº 00

=(l—X) len—SI |Xl“+ Z |Sn_sllxln
n=0 <] n=No+l (4.8)

_ < %

Nº
&

ºº 1 x en _<[l—x) Zen-SHE Z le 5M(l—x)+]_—lx|í. (4.10)
n=0 n=No+1_v._/

_
eM 52110 Mªgª,

Notemos que se M = 0, a desigualdade acima implicará que

l—xe

Logo se x —> l_ podemos supor, sem perda de generalidade que, 0 < x < 1, o que implicaria
1— IX! = 1 —x, assim

l—x a_l—x £

'“”“ª<rrmz—1_xí ou seja, f(x) = s, para x e (l — 5,1)

e portanto
lim f(x) = s : f(l),x—H—

mostrando que a função f é contínua em x = 1.

Por outro lado, se M > O consideremos

. . £
& —m1ní2—M-, l>a

]

í —x<õ—l e M>0 55%É
0 5 l—õ<x<l teremos M(l—x) < M[l+(õ—l)]=Mõ g

NI—ª

Nim

logo, de (4.10), teremos
& l—x £ £ &

|f(x)_s|<í+1_l_|—;<I_í í+í_£,
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ou seja,
lím—- s—— f(l)
x—H-

mostrando que a função f é contínua em x = 1, completando a demonstração do resultado.
[]

Como consequência temos o

00 00 00

Corolário 4.1.2 Sejam Z an, Zb“ e Z cn séries numéricas convergentes com somas A, B

n=0 n=0 n=0
e C, respectivamente, onde, para cada n e N Ufº) temos:

TL

cn + aºbn + a1bn_1 + - - - + an_1b1 + onbn = Z akbn_k. (4.11)
k=0

Então
C = A « B.

Demonstração:
Consideremos as funções f, g,h: [O, 1] —> IR dadas por

00
) ª Z ªnªªa

n=O

(x) = Z bnx“,
n=0

x) & chx“, x e [0,1].
n=0

Notemos que as funções acima estão bem definidas pois para cada xo & [0,1), pela Proposição
00 00 00

(4.1.1) item 1. segue que as séries numéricas E (1,063, E bnxg, e E cnxz,1 serão absolutamente
n=0 n=0 u=0

convergentes e para xº as correspondentes séries numéricas são convergentes, por hipótese

Logo, para cada, para cada xº e [O, 1), as séries numéricas Z anxo, anxº, e Z cnx“ podem
“=O n=0 n=0

ser multiplicadas (ver Teorema 3.50 página 74 do W.Rudin), ou seja,

h(xo) : f(xo] 90%)» xD 6 [(N)-(4.12)
Pelo Teorema de Abel, as funções f, g e h são contínuas à direita de x = 1 ou seja, se x ——) l',

teremos
f(x) ——) A, g(x) —> E e h.(x) ——> C,

assim, passando o limite, quando xº ——> 1“ em (4.12), segue que C = AB, completando a demonstração
do resultado.

E!

Temos também o seguinte resultado:

Teorema 4.1.4 Seja, (GítheN uma sequência, de números reais e consideremos a sequência
numérica (bdíeN, onde para cada i e N temos que:

m
bi ªZ Iaijl € [º,ºº).

i=1
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00

Suponhamos que a série numérica Z b, é convergente em R.
Í=1

Então
00 DO 00 00

ZZ ªii =ZZ ºu» (4.13)
j=1 í=l i=1 j=1

Demonstração:
Seja

EàbÇMthZ'")
um subconjuto enumerável de modo que

x,, —-> xo quando n —> 00.

Para cada 1 e N definamos a função f, : E —) IR dada por

'IVI8

_.

"“(Xo) ":= Clij,
.

(4.14)
]

fibºn) = aij, T1 6 N. (4.15)'Nª
1)

Notemos que, para cada 1 e N, a função f, está bem definida.
De fato, pois em X,, ela tem a expressão de uma série numérica que, por hipótese, é convergente e

em X“, para n e N, ela terá a expressão de uma soma finita.
Como

00 00

|f1(xo)l= Z aij 5 Z Iaijl = bi
i=1 j=1

00

e a série numérica Z b, é convergente segue que
í=1

(X) 00[ Ifa(><o)| s Zhi < oo.
í=1 ªr:]

Por outro lado, para cada 11 E N fixado teremos

“1an = Z aij
j=l

00

Como a série numérica Zb, é convergente, do Critério da Comparação para Séries Numéricas
a:]

(cujos termos são não-negativos) segue que

00“
Z Iaijl 5 Z Iªijl = bi- (4.16)
i=1 j=1

IA

00 00

21“an É Zhi < ºº-
i=1 i=1

Observemos também que, para cada 1 E N, a função f, é contínua em xo.
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De fato, como xn % xº segue que

. (4.15) . (4.14)hm fiÍXn) = 339110102 aij=Zªij = fWºo)—
n—>oo

Defmamos agora a função 9 : E —> R dada por

g(x) & me), x e E. (4.17)
í=1

N otemos que a função º está bem definida e é contínua em xº.
De fato, pois para cada k 6 N furado, teremos:

(4.36) ºº
WWW“ 5 bi e Z bi < oo.

i=l
OO

Logo do Teste M de Weíerstrass segue que a série de funções 9 = E fi converge uniformemente
i=1

em E.

Como, para cada i e N, a função fi é contínua em xo, segue que a função º será contínua em xo.
00

Por hipótese, temos que a série numérica 2 bi é absolutamente convergente, em particular, para
i=1

00 “
cada n e N temos, a série numérica Z Z ai). será convergente e teremos:

i=l j=l

É Z ªii = >“: (É ºu) - (4.18)

Portanto

00 00 eo
(! Al.-') 6 tº. / con . mxo .[ Zªn“ = [em) = g(xo) º = ª hm g(xn)

TI,—400

completando a demonstração do resultado.
III

Enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Taylor que nos diz:

Teorema 4.1.5 Sejam R e [0,00] o raio de convergência da série de potências chx" e defi—

n=0
namos a função f: (—R, R) —> IR dada, por

f(x) &Z cnx“, x e (—R, R).
n=0



116 CAPÍTULO 4. SÉRIES DE POTÉNCIAS E DE FOURIER

Se a € [—R,R) então a função f pode ser expandida em uma série de potências em torno de
x = a que converge para afunçãoí em Ia & (a— (R— IaI), a+ (R— lol)) e além disso

ºº (n)
f(x) =Z f (ª) (x _ a)“, x e 1“. (4.19)

Demonstração:
Notemos que se x e (—R, R) então

f(X) = E ch“ = Z cnllx — a) — al“ Binômº d=ª Nªmº“ É Cn li (ª) a“_m(x — com]

“ (*)
f=o Zm=0== ºvÍÍ=o 2:35“ É [É ºu (ª) Cln—m] (x— (Um)

m=0 “=|“.

que será a expansão da função f em série de potências em torno de x = a.

Notemos que se a > O segue que |o| = a e assim teremos:

—R<x<R <=à —R——a<x—a<R—a (:) —R——|a|<x—a<R—|a|.

Vale algo semelhante se a 5 O (deixaremos os detalhes como exercício para o leitor).

Para terminar precisamos demonstrar a identidade (*).
OO TI

Para isto aflrmamos que, para cada xo e Ial a série numérica Z Z Cn (ª) (lª—“(xo — a)Tn é

n=0 m=0
absolutamente convergente.

De fato, pois (ver figura abaixo)

): ): cn( ) «I“-“(xo — com] =ZZ lcn|( )Ialn“mlxo — ar“
TTL mn=0 m=0 n=0 m=0

m “.
TL

= Z Icnl Z ( ) lalª-mm — ar“
mn=0 m=0

Binômio ªº Newton(lxº_a|+la|]n
00

= E lcnIUXO — al + |º|)“-
n=0
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Como xº e Ia, isto é, a — (R — |o|) < xo < a+ (R — Iol), segue que lxº — al + lal < R e portanto a
série numérica acima converge absolutamente, logo (*) segue do Teorema (4.1.4).

Para finalizar, notemos que se

f(x) =Z dn(x — a)“, x 6 ICl

“=O

então, se IQ & (—R + la!, R - |o|), definindo—se & função 9 : lá ——> IR dada por
00

g(y) & f(y + a) = Z dny“, g e lá, (4.20)
n=0

teremos que
90%) = n! du, 11 e N um

e como (verifique!)
90%) = mm),, n e NUíº]

segue que
(

a“ : fw“), n & NUMn!
e assim

471 ºo f(“)(a)
f(x) = g(x— ) (=") Z n!

(X— a)“, X E Ico
n=0

completando a demonstração.
[:|

Para fmalízar esta seção temos o

00 00

Teorema 4.1.6 Suponhamos que as séries numéricas Z aux“ e Z bnx“ são convergentes em
n=0 n=0

(—R, R).
Seja

Dº 00
E & [x e (—R, R) ; Z anxn =Z bnxn].

n=0 n=0
Se E tem um pontobíde acumulação então

a“ = bTU para todo n € N U [0].

Em particular, E =Í'r(.;:—R, R), ou seja, as duas séries de potências acima coincidem em (—R, R).
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Demonstração:
Para cada 11 e N U [0], seja

e consideremos a função f : (—R, R) —+ IR dada por

f(x) =Z cnx“, x & (—R,R).
n=0

Observemos que xo & E se, e somente se,

& 00 00 w
Zanx2=zan2» <=> 0= Zªnxg—anxg > (:> f(Xº)=0.
n=0 n=0 n=0 n=0

oo

= [[an—bmx; = f(xo)
n=0

Seja A Q (—R, R) o conjunto formado por todos os pontos de acumulação de E e B = (—R, R) XA.
Por hipótese temos que .A # (2) e notemos que se xº & A, como a função f é contínua em (—R, R),

segue que f(xo) = 0, ou seja, xº E E, logo A Ç E.

De fato, notemos que se xº & A, deverá existir uma sequência numérica (x“)neN que pertence a E
tal que x“ —> xo.

)( ——)x . fécontínua emx . X €E=>f(x )=O
f(xo) “= º f(hm X“) = º hm f(xn) " = " 0.

n—wo n—loo

Notemos que, o conjunto .A contém todos os seus pontos de acumulação, ou seja, o conjunto A é
fechado em (—R, R).

Como consequência temos que o conjunto 8 é um subconjunto aberto de (—R, R).
Aíirmamos que o conjunto A é um subconjunto aberto em (—R, R).
Para mostrar isto consideremos xº & A Ç (—R,R).
O Teorema acima garante que

00

f(x) = Z dn(x — xo)“, Ix—xol < R — Ixol-

n=0

Afirmamos que:
d“ = O, para todo n e N U [O).

De fato, caso contrário, como f(xº] = O, existirá kº & N, o menor natural, tal que dkº # 0 e assim
teremos

oo oo

f(x) : Z da(x _ xo)“ “1:24“
-Z dm+ko (X _ Xo)m+kº

n=ko n=0
OO

: (x _ xerº Z dm+ko (x _ xo)“, Ix — xºl < R - lxol, (4.21)
n.=0

Logo se considerarmos a função 9 : 1,40 —> IR dada por
00

900 = E dm+kº(x — mm, x & Ixº,
n=0
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onde Ixº = (x e (——R, R); Ix — xol < R —- Ixol), segue que

f(x) : (X _ Xo)kºg(x)) |X '— Xol < R " lXoL

Observemos que a função º é contínua em xº (na verdade 9 & Cºº(Ixº;lR) pois é dada por uma
série de potências convergente) e g(xo) : dko # 0, pela escolha que fizemos acima.

Logo existe e > O tal que se

x & B(xº; &) C IX“, teremos g(x) # 0.

Assim se x e B[xº; &) Xíxo) teremos

(x — xº)kº g(x) # o. (4.22)

Como xo e A, segue que xº é ponto de acumulação do conjunto E em (——R, R), ou seja, existe uma
sequência numérica (x“)neN, com xn e E para todo Ti E N, satisfazendo xn _) xo quando n —> 00.

Assim f(xn) = O, para todo n 6 N, o que mostra que xn 6 80%; e), para n suficientemente grande,
ou seja, f(xn) : O, para n suficientemente grande, o que contraria (4.22).

Portanto deveremos ter d“ = O, para todo 71 e N U [O), ou seja, f(x) = 0 para x e 1x0, que é uma
vizinhança de xo contida em (—R, R).

Logo Ixº Q É, ou seja, se xº e .A então todo x & Ixº deverá pertencer a E, em particular, >_< será
ponto de acumulação de E, ou ainda, que Ixº Ç .A, mostrando que o conjunto A é um subconjunto
aberto em [—R,R).

Logo teremos
(—R, R) = A U B,

onde A, B são abertos em (_R, R) e são disjuntos.
Como o conjunto (——R, R) é conexo em ]R e A # (?), segue que B = (2) (ver Teorema 2.47, página 42

do Rudin), ou seja, A : (—R,R) Ç E Q [—-R, R), portanto E = (—R, R).
Logo, teremos f(x) = O, para todo x e (—R, R), o que implicará que fm) (0) = O para todo 11 e NUíO)

e assim, do Teorema (4.1.5), segue que eu (42) 141150) = O, para. todo 71 e N UíO), ou ainda a“ = bn,

para todo n e N U [O), completando a demonstração do resultado.
[:|

4.2 As funções Exponencial e Logaritmo
Nesta seção, utilizando as séries de potências, estudaremos as funções logaritmo e exponencial com-
plexas e suas propriedades e aplicações.

Começaremos pela

Definição 4.2.1 Definamos a função E : (C —> (C dada por

E(z) =Z — z", z e (C, (4.23)

que será denominada função exponencial (complexa).

A seguir exibiremos algumas propriedades da função exponencial.
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Observação 4.21
00

1. Para cada zº e (C a série numérica complexa. E 722 será convergente.n.n=0
De fato, notemos que se z(, = O nada temos a demonstrar.

Por outro lado, se zo # O notamos que

ZE“
>

.
1 !

.hm% : hm 'Zº' =0<1, (4.24)
n—)oo .Z_º_ n—mo 11, + 1

n!

assim, do Critério da Razão para séries numéricas (cujos termos são não-negativos ) segue
00

. .
1

. . . .

que a serze numérzca E É Izºln será convergente, o que zmplzcará que a sérze numérzca
n=0

ºº 1
Tlcomplexa E —'7.0 será convergente.n.n=0

Em particular, a função exponencial está bem definida.

2. Se 2 e (C segue que

3. Se z,w & (C teremos

De fato,
ºº 1 ºº 1

Hz) E(w) = Z 52“ Z mw“
n=0 m=0

— (Z+W)“

TL

_ _
oo 11 k . .

oo
Def. 3.48 Ru_dtn págma 73Z Z zmwn_m Bmâmzoíe NewtonZ 1

_ ! “ n!
n=0 m=0 n=0

: E(z+w).
4. Em particular, do item acima, segue que, para cada zo e (C, teremos

ºº 1

E(Zº) ' E(—Zº) = Eko + ("Zon : E(O) =Z ª ou = ],
n=0 '

ou seja, o número complexo E(zo) e' inuersível e seu inverso será E(—zo), isto e',

vazºu-' = E(—zo).

5. Se xo e [0,00) segue que
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Se X., & (—oo,0), do item 3. acima, segue que

E(Xo) =[ E(—Xo) ]"1 > 0,
x.y—J

>0, pois —xº>0

assim
E(x) > O, para todo x e R.

6. Para x e R temos que

n=OV —)oo
>0

e
1 1 E()_ UÉX .

— _ _ imyaºo=y=oo321wa) — 91520? vc)—Jªrª,) º-

_ I

“em
7. A função E é estritamente crescente em R.

De fato, se 0 5 x < y teremos
00 DO

1
n

1

E(x)= ãb<zgyª=my
n=0 '

<y“ n=0 '

Por outro lado se, x < y 5 O teremos —x > ——g 2 0 e assim

E(—y) < E(—X) => E(X) < EW)-
gru x_i—z
:?(É =E_(xí

Os outros casos serão deixados como exercício para o leitor.

8. A função E pertence a Cºº(<C;(C) e

E'(z) = E(z), para, todo 2 e (C.

De fato, como a função E é dada por uma série de potências que converge em (C segue, do
Corolário (4.11), que ela será uma função que pertencerá a Cºº(<C;(C).

Além disso, a. série de potências que define a função E poderá ser derivada, termo a termo,
em (C, ou seja, para todo z e (C teremos

, d ºº ººd 111 ººnzln_dzízmí] zmn=1 n= ]

OO
_

]
OO ]

_. m=n—z“ ] = É —— Z“ = E(z).m!n:] m=l

9. Definamos o número de Euler, que será indicado por É, como sendo
00

azªmom).
TL=0
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10. Notemos que se n e N segue que

e“=E(1)“=E(1)---E(1)itªªº'E(1+-e-+1)=E(n).
n. fatores n parcelas

11. Se p,q & Z com q 760 teremos

De foto,

q ,

HE)] : (E) ...E(B) “gªg E+...+E =E (qa) =Mq q q q q q

q fatores q parcelas

ticº 9,
ep)

logo

e%=E(B>.
q

Com a função exponencial podemos deânir outras funções importantes que serão introduzidas e
estudadas a seguir.

Comecemos pela:

Observação 4.2.2 Sejam x > 1 e y e ]R fixados.
Consideremos

PátvEQw<yL
Com isto afirmamos que o conjunto

ixº ;p 6 79]

será limitado superiormente.
A verificação deste fato será deixada como exercício para o leitor.

Com isto podemos introduzir a:

Definição 4.2.2 Na situação acima, dejím'remos

xº & sup xp.
pE'P

Temos as seguintes observações:

Observação 4.2.3

1. Se x e R, teremos
e)“ = sup ep,

pe'P

onde
PâiPGQnKXJ.
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2. Como a função E é contínua e monóntona crescente em IR segue que

eX = E(x), x e R.

De fato, seja (pn)ueN uma sequência monótona crescente de números racionais tais que

pn<x e pn—àx, quando n—>oo.

Então
Hp“) —+ P_(x), isto é, eº" ——» E(x),VObs. (ti?-iá) ítem 10.81,“

quando n —+ oo.

Como a função E é monótona crescente em IR segue que

o que implicará
ªº : sup ep 5 E(x). (4.25)

Por outro lado, se (qn)neN uma sequência monótona decrescente de números racionais
tais que

x< qTL e qn—ex, quando n—>oo,

segue da continuidade da função E: em IR que

Em“) —> E(x), ou seja, eq" —> E(x) quando n —> oo.

Obs. 12.1 ': xa.(4 ___)“ªm eq"

Como a função E é monótona crescente em IR segue que

E(x) < P_(qn) : eq“,
q=(; n

logo fazendo n —> 00, obteremos o que implicará
. qn _ XE(x) 51351306 — e . (4.26)

Logo de (4,25) e (4.26) segue que eª“ : E(x), para. x e R, como ajírmamos.

Com isto introduziremos &

Definição 4.2.3 Definimos a função exponencial (real), indicada por exp : IR —> IR, como
sendo

exp(x) & ex, x e R.

Podemos resumir algumas das propriedades acima bem como outras, no seguinte resultado:

Proposição 4.2.1
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1. Para x & IR teremos

2. A função exponencial pertence a Cºº(1R;1R), é estritamente cescente emlR e maior que zero.
Além disso

já

3. Se x,y & IR teremos

4. Se

x ——> oo, teremos e,( —> oo,

y —) —oo, teremos eIJ ——> 0.

5. Para todo n e N teremos
lim x“ e—)( = 0.
x—mo

Demonstração:
Deixaremos a demonstração dos itens não tratados na Observação anterior como exercício para o

leitor.
Notemos que a propriedade 5. segue do fato que se x > 0 teremos

ºº ] k Xn+1
x_êe —k_ok!x > (n+1)!' (427)

Logo, se x > 0 teremos

“ _, (427) (n + 1)!nge —>0 quando x—)oo,x
mostrando o item 5. .

Observação 4.2.4

1. Como a função E : IR —) R é estritamente crescente, P_(IR) = (0,00), diferenciável em R e

E'(x) > 0 para todo x & IR segue, do Teorema da Função Inversa (Análise I) que existe sua
função inversa Í. : (0,00) —> R e esta será estritamente crescente, diferenciável em (0,00).

Em particular, teremos

E[L(y)]=y, y€(0,oo) e L[E(x)]=x, XGR.

Derivando a segunda identidade em relação a, E e utilizando a Regra da Cadeia, obteremos
1 : L'[E(x)] -E'(x) = L[E(x)] — E(x), x e R,

e assim, definindo-se y & E(x), segue, da identidade acima, que
.

1

My) -y =1 ou seja, L'un = 5, g e (0,00).

Notemos que
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2. Integrando-se a identidade anterior, em relação a ª, de l a & obteremos, pelo Teorema
Fundamental do Cálculo,

91
L(1J)—L(1)=J' —dt, ye (-—o,oo),

É? 't
ou seja, a. função inversa associada a função exponencial é a função L: (0,00) ——> IR dada.
por:

um e J? % dt, y 6 (—o,oo), (4.28)

que é denominada função Logaritmo natural e denotada, por l_n.

3. Se g e (0,00) segue que existe x 6 R tal que

13 = E(x).

Notemos que se 9 —) 00 segue que x —> 00 (deixaremos a verificação deste fato como
exercício para o leitor), ou seja,

l_(y) = L[E(x)] =x —> 00 se y -—> 00.

4. Por outro lado, se y ——> O+ segue que x ——> —00 (deixaremos a verificação deste fato como
exercício para o leitor), ou seja,

I_(g) : L[E(x)] =x —> —00 se y —> 0+.

5. Observemos que se u,v e (0,00) segue que existe x,y e R tais que

ou seja,,

Com isto teremos
Obs. (lê,—1) item 2.

l_(u . v) = um) -E(y)] um + y)] = x +y = L(u) + UV)

6. Em particular, se n e N e y E (0,00) segue, por indução e a identidade acima, que

Lly ] = My. - -- .y] = nL(y)-
n— fatores

Logo
y“ = E[L(y“)1, g e (0,00).

7. Como consequência, se y 6 (0,00), m E N, teremos que x ='- gm e (0,00), e assim segue que
, l

' im : a" __ ,
)

Ux] = [(y'“) "em 5'=ªc ªm— I_(y) B É m - L (xix) ou seja., 1.001?) = KLM,

ou ainda:
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8. Dos itens 5. e 6 acima segue que se x e (0,00) e m,n & Z, m 76 0, teremos

9. Baseado nos itens acima, para x e (0,00) e g & IR, é natural definirmos:

x“ = Eh; - L(x)].

10. Deimaremos como exercício para o leitor a verificação de que este modo de definir xº
coincide como a que introduzimos anteriormente na Definição (4.22).

11. Notemos que se 9 e R, a função f: (0,00) —> R dada por

f(x) & xº, x e (0,00),

será diferenciável em (0,00) e além disso,

d _ _CL
.

Regar dlCadeia ,
. . ' ,ãXº— dx

[E [9 MXN) — E [9 UM] 9 L (X)

=Ely-L(X)l - % =y-xªª", xe (0,00).

12. Além disso, se g 6 (0,00) segue que para & € (O,g) e x e (1,00) teremos

Xl t l=>t'“º t *

x“º«L(x)=x_9—J ídt
>

<
< x_y-J tº”1 dt

] 1

<aAxª—l xª_y
<_ tº _ _xvi—II;? =x9— —>0, se x-—>oo,

::

ou seja,
lim x-º .ux) = o.
Xº—lºº

4.3 Funcões trigonométricas complexas
Nesta seção, utilizando a função exponencial complexa definida na seção anterior, introduziremos as
funções trigonométricas complexas e estudaremos suas propriedades básicas.

Começaremos pelas:

DeHnição 4.3.1 Definiremos as funções C, 5 : (C ——> (C dadas por

(I(z) & [Em) + rpm)] , (4.29)
I—NI—l

sm & (raz) _ E(—iz)] , z e C, (4.30)
1N

que serão denominadas funções cosseno e seno (complexos), respectivamnte.

A seguir temos algumas propriedades relacionadas com estas duas funções.

Observação 4.3.1
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1. Notemos que se x e R, utilizando-se a propriedades básica da conjugação de números
complexos, teremos:

Cm = % [Em) + E(—ix)] frª—W % [Mix) + um)] EM;“)

ªª EW) + EP?) = 1 [E(—ix) + E(íx)] : (;(x),V “V“ 2
=E(—ix] =E[—(—ix)]=E(íx)

ou seja, C(x) E R.

De modo semelhante teremos:

'S—GÃ = %[Efvd _ E(-—ix)] : 3127 [ga—)_m] mªm)

=21 == Wª "Zi
=EHX) =E[_(=ix)1=E(íZ)

ou seja, S(x) & IR.

2. Como consequência, para x e R, segue que:

.
1

. . .
1

. .C(x) +1$(x) : — [E(1x) + E(—1x)] + 1 %
5—1

[E(1x) — Ehud]?
“ªw-' V 2
GR GR

= E(íx),

ou seja,
“RH:.(íxH = C(x) e 3[E(íx)] = S(x), x & IR.

3. Observemos também que, para x 6 R, teremos:

uam)? = E(ix) . Em) = E(1'.x) . E(—ÍX) = em _ ix) = m) = 1,
>,“=E(íx)=E(—ix)

em particular, segue que
|E(iX)l = 1, x e JR.

4. As funções Q e ª são diferenciáveis em (C (na verdade pertencem a Cºº((C;<C)) e além disso,
segue que:

em = diz E [um “La—a)]; = % idª/z [um] + diz mªn)
”ªº” ªê ºªªªiª ªma) .a + E(—iz) . (_o) = =2li [um _ E(—íz)]

= ——S(z), z e (C.

De modo semelhante, teremos:

, a 1
. .

1 d . .5 (z) = & íz—l [£th — E(—1z)1)= 2—1 [E [aa)] — ad; [u—un)
era o. a eia ]

. -ªº Lªd .z—í[E(íz).1—E(—1z)-(—i)]=

= C(z), z e (C.

[E(iz) + E(—iz)]NI—A
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5. Notemos que

:) =]

E(i-0)+E(—í-O) :] e S(0)=à E(í-0)—E(——í-0) =O.
:] :]

C(0) =%

6. Existe xº & (0,00) tal que C(xo) : 0.

De fato, suponhamos, por absurdo, que para todo x > 0 tenhamos C (x) 76 0.

Como a função Q é contínua em (C, C(0) : 1 e estamos supondo que C(x) # 0 para
x 6 (0,00), segue que C(x) > 0 para todo x e (0,00).

Mas S'(x) = C(x) > 0 para todo x & IR, assim a função & seria estritamente crescente em
(0,00).

Isto, juntamente com o fato que a função 5 é contínua em (C e S(0) = 0 segue que S(x) > 0

para todo )( e (0,00).
Deste modo teriamos, para 0 < )( < y, que:

)

[y
sm<sm se tem,) rl A F<S(x)(y —x) : S(x) dt

Teor. Furª. Cálculo _[
)(

cm) — C(x)1 5 |C(y)l + IC(X)I

cmsrcm|=|ml<mx)1|s|E<ix>|=1
_ )

ou seja,
5(X)(y — X) 5 2, X E (0,00)-

O que é um absurdo, pois se g —+ 00, como S(x) > 0 para todo x 6 (0,00) segue que,

S(x)(y —x) —) 00.

Logo podemos concluir que existe xº & (0,00) tal que C(x0) = 0,

. Seja xº & (0,00) tal que C(xo) : 0 e para todo x e (0,740) temos que C(xº) 75 0 (isto é, xº > 0
será o primeiro zero da função 2).
Notemos que existe tal xº e (0,00) pois sabemos que o conjunto Z formado pelos zeros de
uma função contínua é um conjunto fechado (pois (x 2 0; C(x) : 0) : C_'((0)) n (0,00)) e

Rf—l &“fechado fechado——z—'fechada
como C(0) :] # 0 segue que xº = mínZ > 0.

Com isto podemos definir 71 & (xmoo) por

rtrí=2xo.

Notemos que:
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8.

10.

11.

Observemos também que

1 = |E(íxº)|2 = [C(xo)]2 + [S(xo)]2, assim teremos [S(xo)]2 : 1, ou seja, 50%) = il.
—o

Como C(x) > O e S'(x) = C(x) > 0 para para x e (0,7%) segue que a função 5 será
estritamente crescente em (09%).

Mas S(O) = 0 logo, da continuidade da função ª, segue que

S(x) > O para, x & (0,xº) = (O, 7%) . (4.31)

Portanto deveremos ter S(xº) = 1.

Em particular, teremos

Emº) = C(xo) +15(x0) = o+ 1-1 = 1,

ou seja,

Notemos também que:

Um) =E(i%+í%) =E(i%) Eçª—) =i.i=—1,
=-—] =-]

E(í27t) = E(írt+írt) : E(í7t) 'E(Í7t) = (—1) - (—1) = 1,

e portanto
=]

E(z+ Zrtí) = E(z) -E(eri) = E(z), z e (C,

ou seja, a função f: é uma função Dri-periódica.

Dos itens 4. e 5. teremos, para x 6 R, que

C'(x) = —S(x) 5'(x) = C(x), C(0) = 1 e S(0) = 0.

Do curso de Equações Diferenciais Ordinárias segue que deveremos ter:

C(x) : cos(x) e S(x) = sen(x), x & IR,

ou seja, as funções Q e & são extensões das funções trigonométricas reais, para o campo
complexo.

Podemos resumir isto no seguinte resultado:

Proposição 4.3.1

1.

2.

a. função ª é Zhi-periódica.;

as funções Q e ª são Zni—perio'dicas;
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3. as restrições das funções Q e 5 d R são funções reais e Zn-periódicas;

4. Se t e (0,2%) teremos Hit) 751;

5. se ?.O e (C é tal que Izol = 1 então existirá um único tº e [O, Zn) tal que

Hito) = zº.

Demonstração:
Do item 1.:
Foi mostrado na Observação acima item 8.

Do item 2.:
Foi mostrado na Observação acima item 9.

Do item 3.:
Se & IR teremos:

C(x + Zrt) = %[EMX + 270] + E[—í(x + 27t)]] = %- E[ix + 27ti] + E[—íx — 27d]

=E(ix) =F_(—ix)

= ªnim) + um» = coo, (4.32)

S(x + Z'rt) = à(EMx + 27t)] — E[—í(x + 27t)]] = Zlí Flix + 27d] — E[—ix — Zrtí]

=E(1'.x) =E(—ix)

: à(EHx) — E(—íx)) = S(x), x 6 R, (4.33)

mostrando que as restrições das funções Q e ª à IR são funções reais Zn-periódícas.
Do item 4.:

Se 5 e (0,2) e E(ís) = x + ig, com x,g 6 R, como |E(ít)| = 1, da Observação acima item 8.,

x = C(s),y : S(s) & (0,1), ou seja, x,y & (0,1).
Notemos também que

E(4sí) = [F.(ísH4 : (x + íy)4 Exegíºiº x4 — 67392 + 94 + 4ixy(x2 — gº).

Logo, E(4si) e IR se, e somente se,

xych—yz) = 0 WÃOJ) xz —yz = 0 (=) x2 =y2 = 0 (=) x = :ty.

Mas xª + gª = IE(ís)| = 1, assim teremos

1=x2+yz= (iy)2+92 => >< =y =

ou seja, E(4sí) & IR se, e somente se,

2 2
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Portanto se

5 e (O, %) , é tal que E(4si) & R, deveremos ter: E(4si) : _].
Suponhamos, por absurdo, que existe to e (0,271) tal que Hito) = 1.

to, nComo 5 = 74— e (O, í)' segue que

E(4si) : ratº) = 1,

ou seja, E(4sí) & IR.

131

(4.34)

(4.35)

Logo, de (4.34), segue que E(4si) = —1, o que contraria (4.35), portanto não existe to e (0,27r) tal
que E(it) = 1, completando a demonstração do item 4. .

Do ítem S.:

A unicidade segue do item 4., pois se t1,t2 & [O, 27r) são tais que

E(it1)=E(it2)=zo => Eíit1)=, => E(it1)—[E(it2)]—'=1
Ehtz) x—V—J

=E(—itz)
x_..__x,__.__/

=E[í(ti—tz)]

=> E[í(t1-t2)]=1-

Suponhamos, por absurdo, que t] # tz, que podemos supor, sem perda de generalidade que tz < t].
Logo tz — t] «& (0,27r), o que contraria o item 4. (pois E[i(tz —— n)] 96 1).
Para mostrar a existência de t & [O,Zn) tal que E(it) : zº, escrevemos zº = xo + iyo, onde

xmgº & R.
Notemos que |x0|,|yo| 5 1, pois xâ + 9% = |zº|2 : 1,

A seguir consideraremos os seguintes casos:

1. Caso que xmyo 6 [0,1].
7r

Observemos que a função Q é estritamente decrescente em [O, É] do valor 1 para o valor O.

Como ela é uma função contínua segue, do Teorema do Valor Intermediário, que existe tº e
[O, %] tal que

C(to) =xº.

Por outro lado, como

[auW+BmW=1e smfgnmpuauehgt

º>o [c tº)2+[S t012=1 s o>oyoºf ,/1—xã=,/1-[c(to)12 ( ) ( )= º “L suo),

Zo =."— )(o “Figo = C(t0) +Ís(to) : Ente),

segue que

assim

completando a demonstração para o caso em que xmyº & [O, 1].
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II. Caso que xº & [—1,0) e yº 6 [0,1].

Neste caso teremos:

—izo = —í(xo + 190) = yo — ixo = yo +i(:33)
20 >0

e assim estaremos na situação acima.

Logo poderemos encontrar tº e [O, 723] tal que

E(iío) : "ÍZO'
Portanto

1 .- .- 71. 71. .- rt _zo—_—i-E(1to)_1-E(1to)-—E(ít) 'E(1to)—E(ít+ttº) _E Í+tº 1

=tº & [% algoz")

III. Caso que xº 6 (—1,1) e yo e[—1,0).

Nesta situação teremos:

"'Zo : _(Xo + íyo) : "'Xo “F“-UO),
e(_ly]) (031)m

e assim podemos aplicar a situação acima para obter to & [0,7r) tal que

..
—7.0 = Hito) => 7.() = -1 -E(ito) = E(i7r) .EMO) = E(m+ ríº) = eu rr+ tº )í],»“átoelºln)

completando a demonstração do resultado.

Temos também as seguintes observações:

Observação 4.3.2

1. Segue do item 5. da Proposição acima, e do fato que |E(ít)| : 1, que a curva parmetrizada
diferenciável y : [0,271] = R2 (identificando R2 com «:) dada por

Y(t) & Hit), t 6 [0,271]

será uma curva fechada simples cuja imagem é a circunferência (veja figura abaixo )

x2+gz=1.
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.
YU) = Hit)

wº) = 707!)
)(

2. Como
Regra dª Cadeiay'(t) = ªum] E'(it) &: i— But), t & [o,zm,

segue que
Zn Zn Zn

[ h/(tn dt = [ li . Hit)! dt = [ dt : Zn,
0 0 “'N—" O

=|i|lE(it)1—.=I

ou seja, o comprimento da curva parametrizada diferenicável X é igual ao comprimento
da circunferência do plano xOy de centro na origem e raio l.

3. Se to & (0,2n], quando jç varia de º até t_o_, y(t) descreverá uma arco da circunferência
(ver figura abaixo ).

4. Consideremos o triângulo de vértices (ver figura abaixo):

ZI & 0, 7-2 àWio) e 23 ª— C(to)-

Então teremos, da Trigonometria, que

C(to) =c08(to) e 5(to) = senna),

ou seja, como as funções enuonuidas são Zn-periódicas segue que

C(t) = cos(t) e S(t) = sen(t), t & IR.



134 CAPÍTULO 4. SÉRIES DE POTÉNCIAS E DE FOURIER

9

4.4 O Teorema fundamental da Álgebra
Nesta seção trataremos do Teorema Fundamental da Álgebra, a saber:

Teorema 4.4.1 Sejam n 6 N e ai e (C, para 1 e [O, . -- ,n], com a“ ;é 0.
Então existe zo & (C tal que P(zo) : 0, onde

Tl

P(z) = Z akzk, z e (C,

k=0

ou seja, todo polinômio de grau n 2 1 com coejícientes complexos possui, pelo menos, uma raiz
complexa.

Demonstração:
Sem perda de generalidade, podemo supor que an = 1.

De fato, caso contrário consideramos o polinômio Q : (C —-> (C dado por

Q(z) = BEL—Pu), Z 6 (C.

Se provarmos que existe 2() e C tal que Q(zo) = 0 isto implicará que alnPLz) = 0, ou seja,

P(zo) = 0, demonstrando o resultado.
Seja

H =É |P(Z)I

que existe pois lP(z)| 2 O para todo 1 e C.
Se 7. e (C é tal que lzl = R > 0 teremos

71 ªrt—] n—1

Z akzk 2“ +Z akzk Z lzlTL —Z Iakzkl
k=o k=0 k=0

n—I n—I
k k= IZI ª—Zlakl IZI =Rª—ZlakIR

k—O“" _ ZR=R k=0

= R“(1—Iao!R_“ —Ia1IR'“+1—-"—|<1n_1|R“1)-

a",_=1IP(Z)| =
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Notemos que quando R —> 00, o lado direito da expressão acima tende a oo (pois Rª, Rª“, - —- ,

R—1 —) 0 quando R —> oo).
Logo existe Rº > O tal que

[P(z)l > % para lzl > Ro»

logo
= ' f P = ' f PP igc! (Z)! zlenBºl (ZN,

onde E() = (7. e (C; lzl 5 R0].
Como a função z H |P(z)| é uma função contínua na bola fechada B() = [z e (C; Izl 5 R0] (que é

compacta em R2), segue que ela assume seu valor mínimo em Bº, ou seja, u = nªn |P[z)l, ou ainda,
2 e

existe 7.() e B0 tal que
lP(Zo)| = ll.

Afirmação: u = 0.

Suponhamos, por absurdo, que P(zº) = p # 0.

Consideremos a função Q : (C —> (C dada por

Q(Z) & P(Z+Zo)a ZEC-
P(Zo)

Notemos que a função º é uma função polinomial não-constante (pois a função E é uma função
polinomial não-constante já que aTL = 1, n 2 1), que satisfaz:

]
0 = —-—P =]Qí )

P(zo) (ona) ,

' f P ' f:]:
|Q“), : |P(z+zo)| > ª' ”“º“ : tªêc' (“'“

: nº(zon =,|P(zo)l " |P(zo)l Nº(zo)! |P(zo)l '

isto é, |Q(z)| Z 1, Z 6 €. (4.36)

Logo podemos escrever

Q(z)=1+bkzk+v—-+bnz“, ze «:, (4.37)

onde k 6 [L— .. ,n] é o menor natural tal que bk # O (que existe, pois função polinomial º é não
constante).

bkNotemos que se considerarmos z = ——
, teremos que 12] = 1.

|ka
Logo da Proposiçao (4.3.1) ítem S., segue que existe e E IR tal que

cªke = E(-—ik9) mapª“) 7. = “%% => eíkºbk = —|ka- (4.38)
k

. k
1

.Seja r > O tal que r < —, ou seja:|ka
rklbkl < 1.

Então (4.38) implicará em

rklb_k_l<1
H + rk bkei'ººf = I] _ rklbkl 1 _ rklbkl. (4.39)

—|bk|
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Assim teremos

IQ (fere)! : '] + bkrkeike + bk+1rk+lei(k+1)e + _ , _ + bnrnemº

É1]+kakeikBl+lbk+lrk+1€uk+nei+"'+'bnrnemei

É 11+bkrkeikew+lbk+1rk+1 ei(k+1)6*+.u+bnrn eme'

1

5 [1 + bkrkeikºi +Ibk+1|rk+1 + - . . + Ibnlr“

—,_z1—Tklbkl

(43?) k k+1 n= 1—IbklT +|bk+1lr +"'+|bn|T
= 1 — rk [|ka — rlbk+1| — - - - — Tn—klbnl] . (4-40)

Notemos que se r e (0,00) é suficientemente pequeno, a expressão dentro do colchete acima será
maior que zero (pois [bkl —— rlka | —— - . - —— r“*k|bn| T |ka quando r —> G+).

Assim |Q (meiº)] < 1 para todo 'r > O, suficientemente pequeno, o que contraria o fato que
|Q (reªº)| Z 1 (ver (4.36)).

Portando H = 0, ou seja, existe zo & (C tal que P(zo) = O, completando a demonstração do
resultado.

!]

4.5 Séries de Fourier
Nesta seção estudaremos a Série de Fourier associada a uma função periódica "bem comportada".

Começaremos pela:

Definição 4.5.1 Um polinômio trigonométrico é uma função f : R —> C que pode ser colocada
na. seguinte forma:

N

f(x) = 923 +Z [a“ cos(nx) + b“ sen(nx)] , x & IR, (4.41)
n=l

onde abbj & (C paraiGí0,-n ,N] ej GU,“- ,N].

Observação 4.5.1
1. Podemos reescrever (4.41) na forma

f(x) = Z c“ em“, x e R, (4.42)
n=—N

onde
, a . a — ib _ a + ib

co : ——29—, cn : %]?— e C—n : 3.7.2) 11 E N, (4.43)

Basta, para n e Z, substituir
e—inx + e—inx e—inx _ e—inx

cos(nx) = ———-———2— e sen(nx) = Zi

em (4.41).
Deixaremos a verificação deste fato como exercício para o leitor.
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2. Observemos que todo polinômio trigonométrico e' uma função Zn-periódica pois, para. cada
11 e Z a função x H emx tem Zn com um período.
Deizaremos a verificação deste fato como exercício para o leitor.

3. Notemos também que se n e Z “O) então
(1 einx .

d—[ín]=61nX) XGR,
X

ITIX

ou seja, x H -— [ in ] também será uma função Zn-periódica.dx

lí“ eínxdx= ], “=O
2“ -n O, “#0

Deizaremos a verificação deste fato como exercício para o leitor.

4. Além disso teremos:

5. Notemos que, para cada m e (—N, — «. ,N), multiplicando-se (4.42) por eªm)“ e integrando—
se em [—7'[, 71] obteremos:

71
.

71 N
. .

N " . .

J f(x) eªm dx = J Z cn emx eªmx dx = Z an emx e“umª dx
_” *“ n=—N n=-N *"

N “ .

= 2: eu J' e1(“*m)xdx =27tcm,
——7'rn=—N

Elegia]:
0? m # n
271, m = n

ou seja,
1 '" '

Cm : ítJ' f(x) e—ITÍ'LX dx.) m E [—N) ' " ' )N]' (4'44)

6. Notemos também que se função f é dada por (4.42) e lm) > N então
1 " .

cm = ——J f(x)e_"'“ dx = O.
27t _“

7. Neste caso os coeficientes de (4.41) poderão ser obtidos da. seguinte forma: para cada
'a & E“ e k 6 N, teremos

a“ = 7—t
J'Ín f(x) cos(nx) dx e bk = 1%an f(x) sen(kx) dx. (4.45)

8. Por jim notemos que, o polinômio trigonométrico (4.41 ) será a valores reais se, e somente
se, abbj & R para para te [0,--- ,N) ej e(1,--— ,N].
Por sua vez isto será equivalente a

c_n = E;, n e Z,

pois

ºu + ibn“ ã=amK=bn a_n + íb—n ªn '” ibn an _ íbn _C—n : —i—— = 2
=:

2 = = ºu, 11 E Z_
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9. Se a função f : [—7t,7t] —> (C é integrável em [—7t, 71], os números complexos cm, m e Z, dados
por (4.44) estarão bem definidos e serão denominados coeficientes (cºmplexos) de Fourier
associados à função f .

'

Podemos agora introduzir a:

Definição 4.5.2 Uma série trigonométrica (ou de Fourier) será uma série de funções que
pode ser colocada na seguinte forma:

%
.Z cn amºº, x e R, (4.46)

“.=—oo

onde a N-ésima soma parcial desta série de funções e' dada por (4.42), ou seja

oo N

Z cn emx & lim Z cTl em)“, x e ]R.
N——>oo

Ti:—oo n=—N

Observação 4.5.2 Temos as seguintes questões relacionadas com a série de funções acima:

1. Quando a série de Fourier associada a uma dada função f 27t que é Zn-periódica converge
(pontualmente ou uniformemente) ?

2. Se for convergente, conuergirá para a função f?

3. Outras questões interessantes serão colocadas ao longo desta seção.

Para começar a responder a essas questões precisaremos de alguns resultados que serão tratados a
seguir.

Antes porém temos &:

Definição 4.5.3 Consideremos a sequência de funções (d)“)neN, onde para cada 11 e N a função
cbn : [a, b] ——> (C e

Jb clamo) . %(X) dx = o, se m # m

m, n 6 N.
Neste caso diremos que a família (d)“; 71 e N] e' um conjunto ortogonal.
Se além disso tivermos

Jb lona)? dx = 1, n 6 N,
a

diremos que a família [da“; n e N] é um conjunto ortonornal.

Com isto temos 0:

Exemplo 4.5.1 Para cada n e N consideremos a função (bn : [—7r,7r] —> (C dada por

dºu“) ª —— em“, x e [—7r,7r].

Então a família [ou; n e N) e' um conjunto ortonornal.
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Resolução:
Deixaremos a verificação deste fato como exercício para o leitor.
Temos também 0

Exemplo 4.5.2 Consideremos (170,4)1, - .. ,w1,w2,- -— : [—7t,n] ——> IR dadas por:

; cos(x) ; Sªnº“)
d)2(x) & gº)—sºº, MX) ª,

l
(bobº) :É) Ólbª) ““

x/T—Í
) 11)1(Xl '-?) X/Tt

Então a familia [d)i,1])]'; i e N UíO], j e N) é uma conjunto ortonormal.

seu(Zx)
W? ,.. «,x & [—7t,7r].

Resolução:
Deixaremos & veríflcação deste fato como exercício para o leitor.

Observação 4.5.3 Consideremos f 6 DR em [a,b].

1. Seja [da“; 11 e Z)“) um conjunto ortonormal formado por funções, a valores complexos,
definidas em [a,b].
Para cada n e Z+ definamos

b

cn & [ f(t) <i>“na) dt, (4.47)
(1

que será denominado n-ésimo coeficiente (complexo) de Fourier associado à função f.
Neste caso poderemos considerar a série de funções

Z ºu (tube), x & [a,b]
n=0

que será denominada série de Fourier (complexa) associada à função f (relativamente
a família. f(t)“; n & ZW).

2. Nosso objetivo será estudar a convergência da série de Fourier associada a função f dada.
Para isto começaremos com o:

Teorema 4.5.1 Sejam f 6 DR em [a,b] e [49113 71 & ZH um conjunto ortonormal formado por
funções, a valores complexos, definidas em [a, b].

Para cada N e Z+ consideremos as funções sN,tN : [a, b] ——> (C dadas por:
N

wa) eZ ci (pax), (4.48)
i=0
N

tN(x) & ): dk Mx), x e [a, b], (4.49)
k=o

onde (4.48) é a. N—ésima soma parcial da série de Fourier associada a função f (ou seja, para
cada n E É“, o coejíciente o_n é dada por (4.47)).

Então, teremos
b b

j |f(x) — me)? dx 5 [ lf(><) — me)? dx. (4.50)
a CI

A igualdade na deàigualdade acima ocorrerá se, e somente se, dk = ck, k 6 (O, - .. ,N].
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Demonstração:
Observemos que para cada N e %* teremos

=ZE=0 dk Ókbª)

f—M—W
b 1: N b _;Jf(x)tN(x)dx =J«x)(2 dwux>dx=z J f(x)dkcb"k(x)dx
a u k=0 k=0 a

N b N _=Xko()f(x T<p(x)dx=deck. (4.51)
k=0 ª k=0

(“:”)ck

Mas

”Z,—o dj dº)“)

_Zk—O dk d))JX)
b b b N N

J |tN(x)|2ax—— J M») tN(x)dx=J (Zamba) (244474) dx
(1 a a k: )=0

N N
___

b N _ N

= ZZ dk di J ºªk“) MX) dx =Z dk k = ): IkoZ— (4.52)
k=0 ): º k=0 =o

Conj. orionormal 1) j = k
_

o, )aék

Logo,

b b _ _J |f(x)—tN(x))2dx= J [f(x)—mu )) [f(x)—tm dx=J:([f(x )-tN(x ))-[f(x)—tN(x)] dx

b __ _=J [f(x)f(x)—f()( )—tN( )f<x )+()()] dx
% b

=J |f(x))ªdx-J f(x)tN (——x)dx Jthu )f(x)dx+J ltN(x)|2dx

=J2 f(xx)tN (x)dx (432)2k_ º|dk|2
b b b———

=J lf(x)|2 dx « J f(x)tN(x) dx—J f(x)tN (x) dx+Z Idklz
ll ka ) xa k=0

(4_51) (4 =51)[x=
cªi—kºN

Zk=odkªk
b _=J |f(X)|2 dx _“Z (1ka '- Z dk ºk +Z Jko2
º k=0 k=0 k=0

:NZELO ªka

=JZ1ª|(x)|2)dyc—Zdkck—de0_k+Z|dk|2
k=0

koN

Jb |f(x)J2 dx —— X (E); ck + dk (:T) +Z ldklz. (4.53)
k=0 k=0
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Notemos que

=(ãí—m
N _ _Zldk-Ckiz =Z( dic—ºk) ' (dk-ºk) =X (dkdk—dkEí—dek'i'CkC—k)

k=o k=0
n N

——Z Idklz— Z( dkªíã + Ck dk) +Z lºklza

k=1 k=0

ou seja,
N N N

Z Idklz“ Z((dkãí+ ºk dk) = E Ídk — Ckl2 *Z Iºklz—

k=0 k=0 k=0

Logo substituindo esta identidade em (4.53) obteremos:

20

b N

( If(x) — tN(x)|ª dx-—E |f( )? dx +Z tak — ckl —Z |ch
“ k= () k=0

b

2 ( hªm? dx —Z (euª, (4.54)
“ k=0

e a igualdade na desigualdade acima ocorrerá se, e somente se, dk = ck para k 6 (O, - - — ,N].
Para finalizar observemos que

=Zr=o Ci (bibª)
b b _A __ b N N

( usN(x)lªdx= ( sN(x) sN(x)dx=( [Emmª [Baum] dx

NN N b

=J: [Zºiºbáx )] [Zª')4) (X)] Gbª:-ZZQ-C—j-J (ÍJÍ(X)(1)]'(X) dx
j=0 i=0 j=0 a_ª _ _ . _i

1, i = ]

0, i #1
N N N

=[Z cla: Z |c1|2 (4 55)
i.=0 j=1 1=0

e

b b b

( |f(x) —— sN(x(x)|2 dx : [f(x — sN(x ]-[f(x) — sN(x)] dx : [f(x) _ SN(X)] [f(x) _ sN(x)] dx

b b b

=J|f(x )I2 dx
()()E—

f(x)sN(x) dx —J sN(x)f(x) dx + [ |SN(X)|2 dx
a O.

,

“fªzia lckiz
i b b b __= J |f(x)|2 dx —J f(x)sN(x) dx —J f(x)sN(x) dx +Z lcklz. (4.56)
' a (1 O. k=0

=P; f(x)sN(x) dx
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Notemos que

b , b N 13

'

J f(x)sN(x)dx“íS JM<ZC1$1>Cl>dX=ZFJ f(x MST—((xW
0. Uí.=0 “"—"?“(4.47): Cí

c-c—'=|cJ2
N N

"=" Zãcí=ZIcílz (4.57)
(=() (:º 'ª"?

e que

b_ b N

J f(xlsN(x)dx= JJ f(x)sN(x de= ZW =Z(c((2.
“ x_i—“,.— (=o (=()

(437) 2510 (eu2

Logo substituindo esta identidade em (4.56) obteremos:

b

J(f(x)—sN(x)(ªdx=JÍ(f((x)—(de )N:(c((ª— Zl<=lª+zlcu2
a i=0 i=0

= J (f(xn2 dx —Z («:((2. (4.58)
“ (=o

Portanto

b 5J (f(x)—tN(x>(dx('zª)JZ (f(x ((ªdx—Zlc (“ª:—Í8 JZ (f(xJ—sN(x)(2dx,
(1

mostrando (4.50) e, de (4.54), notamos que valerá a igualdade na desigualdade acima ocorrerá se, e
somente se, dk = ck, k 6 [O, - ' - ,n], completando a demonstração do resultado.

13

Observação 4.5.4

1. O resultado acima nos diz que entre todas as funções ':n = tnbc) do tipo polinômio trigo-
nométrico que utilizarmos para a aproximar a função f, as funções sT1 = sn(x) são aquelas
que nos fornecerão as melhores aproximações (na norma acima).

2. Notemos que (4.55) nos diz que, para todo N e N teremos

JZ (sN(f x(( dx < [(ellª
i=0

Temos também a desigualdade de Bessel, & saber:

Teorema 4.5.2 Sejam f & ZR em [a, b] e e (cbn; n & É? um conjunto ortonormal formado por
funções, a valores complexos, definidas em [a,b].

Então

Z Icn|2<<J:(f(f(xllª dx, (4.59)
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onde, para cada 11 e ZÉ o coeficiente gª será dada por (4.47).
Em particular,

lim c“ = o (4.60)
Tl—)00

que é conhecido como Lema de Riemann-Lebesgue,

Demonstração:
Para cada N E N segue, de (4.58), que

b b N

0 sl |f(x) —sN(x)lªax=J |f(x)|2dx—Z|cn|ª,
“ ª n=0

ou seja,
N b

o 5 Z |cn|2 Sl If(x)l2 dx. (4.61)
n=0 ª

00

Logo fazendo N —+ 00 segue que a série numérica >: [cul2 é convergente (pois a sequência das
n=0

somas parciais sera monótona crescente e limitada em R) e além disso

ºº b
o 5 Z Icnlz ªl f(X)|º dx,

n=0
|

(1

mostrando (4.59).

Como a série numérica E lcnlZ é convergente, do Critério da Divergência, segue que lim lcnl2 = O
TI.—)OO

n=0
o que implicará que lim cT1 = 0, completando a demonstração do resultado.

'R'—)OO

D
Como consequência temos um resultado análogo para as sequências (ªn)neZ+ e (bk)keN, dados por

(4.45), a saber:

Corolário 4.5.1 Sejam f e 9% em [—7r,7r].

Então
ªz 00

2
00

2
1 b

20? +Z a“ + an 5 & J |f(x)| dx, (4.62)
n=0 n=0

onde, para cada 11 & ZÉ os coejícientes amb“ serão dados por (4.43),
Em particular,

lim an = lim bn = 0 (4.63)
TI.—NX) TI.—)OO

que é conhecido como Lema de Riemann—Lebesgue.

Demonstração:
Notemos que o conjunto [ª)“; n e Z] formado pelas funções (Dn : IR —> (C dadas por

cbnm &_ em, x & IR,

forma um conjunto ortonormal.
3»
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Mas, para cada n e %* temos que

Í2(—(413) of, +bªlºu 4 (4.64)

00

Como, do Teorema (4.5.2), temos que a série numérica Z |c,,|2 é convergente segue, do Critério
n=0

oo

da Comparação para séries numéricas (cujos termos são não negativos) que as séries numéricas Z af,
n=0

00

e Z bf, serão convergentes.
n=0
Além disso, da desigualdade de Bessel, segue que

WEG +Za3, +Zbâ>=n 2ª+â<aã+bâ>
11=0

“à“ nZIcnIZ%Wi(f(x)|2dx.
l . . , . -

Observemos que o fator E aparece na desrgualdade acrma esta relacronado com o fato que "em“ =
27t (examine a demostração do Teorema acima trocando, para cada k 6 Z, a função cb;< pela função
(Dk).

00 00

Como as séries numéricas Z af, e Z bf, são convergentes, do Critério da Divergência, segue que
n=0 n=0

lim az: lim bf, = O o que implicará que lim a“ = lim b“ = O, completando a demonstração do
TL-)OO n—iºº TI.—')OO n—)oo
resultado.

O

4.6 Algumas séries trigonométricas
A seguir exibiremos alguns resultados importantes relacionados com a convergência da série de Fourier
associada a uma função 1” que é Zn-periódica e ”bem comportada”.

Começaremos fazendo as seguintes observações:

Observação 4.6.1 Seja f : R —+ (C uma. função Zn-periódica tal que f e % em [—7'[, 71].

1. Para cada, n 6 Z consideremos

»
] 7t

—inxcpª Lane dx, (4.65)

o n-ész'mo coeficiente de Fourier associado à função f e

SN(x)= N(;f(=x) Z c,,e en, (4.66)
n=—N

a n-ész'ma soma parcial da série de Fourier associado à função f, isto é, de

m
.Z e,, em, x e IR, (4.67)

".=—OO
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Além disso, para. cada n e Z, consideremos a função (13an —> (C dada por

(Dn(x) ='- —— ei“, )( E R, (4.68)

Com isto, da Exemplo (4.5.1 ), segue que o conjunto [(Dn; n e Z) e um conjunto ortonormal
em [—7t, 71].

2. Logo, utilizando—se de (4.55), teremos que (4.61) pode ser reescrita na seguinte forma:

(4.(,'4)) ]] 71

)2 2 J" 2__ 4=) < __ . &
2 vaISNbcx)| dx( )ã Icn! _ 2 —n|f(x)| dx ( 69)

n=—N

1
.

" -

O fator —— aparece pozs J leª“!2 dx : 271.
27t _“

3. Para cada N e N, consideremos a função DN : IR ——> C dada por
N

.

= Z em)“, x e R, (4.70)
n=—N

que é denominado núcleo de Dirichlet de ordem N.

4. Observemos que para cada, N e N e x & IR teremos.-

N N N

(61x“W =eíx_(_1) Z ein Z eí(n+l)x _ Z eínx
n=-N n=—N n=—N_—,__/ W—J

kªº-H 53344491)“ =ZE=_N+IEíkx_e—iNx

N+I N

: Z eikx _ Z eikx__e—1Nx

k=—N+1 n=—N+I

=ZZE=_N+IeWx+eMN+Ih

: ei(N+l)x _ e—iNx.

Multiplicando-se essa igualdade por eª? obteremos

eª? (e“ _ ]) DN(x) : e—iªªz— (eí(N+l)x _ e—iNx) : ei(N+%)x _ e—i(N+%)x

“_“—d “_”—d)
:eiã _ 94% =Zisen[(N+%)x]W=Zieen(ã)

ou seja,

sen [(N + 2) ]

DN(x)=——————, N eN, xeRXíanceZ). (4.71)me)
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5. Observemos também que, para N e N e x & IR teremos

N
.

N
1 n

. . 1 ” N
.

sum = Z enemª“: Z (_ [ f(t)e“mtdt> elª:—í f(t) Z elºª-t) dt
n=—N n=-—N

2“ “" ZTE
__” n:—ha,—J=DN(X—t)

six—t # ds=—dt
t=—7t => S=X+7T

ÍJH t=7t => S=x——7t
1J—x—n= 271 f(t) DN(x——t) dt

271
f(x—s)DN(S) (—dS)

—7t x+7r

f,DN são Zn—periódicas ] _“ ]
Jn: __ _ D = _ _ _ _

27t L f(x s) N(s) ds
27! _“

f(x s)DN(s) ds (4 72)

Agora podemos enunciar e demonstrar um resultado que trata da convergência pontual da série
de Fourier (4.67):

Teorema 4.6.1 Seja f : R —> (C uma função Zn-periódica em R tal que f e 9% em [—7t,7r].

Suponhamos que para cada. xº & R fixado, existam &, M > O tais que se

lti < 6 implicar |1º(xº + t) — f(xo)| 5 M Itl, (4.73)

então
lim SN(xº) = f(xo), (4.74)
N—roo

isto é, a série de Fourier (4.67) associada a função f convergirá, em &, para f(xº), ou ainda

&
f(X-o) : Z Cn ein—xº.

II:—OO

Demonstração:
Consideremos a função 9 : IR —+ (C dada por

0<lt|<7t
g(t) ª Sªn G)

,

,
' (4.75)

0, t = 0

e g(t+ 27t) = g(t), para todo t & IR.

Notemos que, para cada N e N, teremos

] “
D _

] 7x N
imc _

1
N «

imc __
1— _27th & dx—z—TthnªNe dx—ZFZ— Lne dx _zn27t—1. (4.76)

:zN N einx“:..
íO,

71760
27t, n=0
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Assim:

mªs“

PTA-—
sm,) — f(xo) “ª“ 517; L f(xo — s)DN(s) ds — f(xo) ª]; L DMS) ds

= %% Jªime — S) — f(on
ªªªª)g(s)sen(%)

(45)
)

1 “ s
sen[<N+%>s] ] n ]

W<—>————sen<;>JKW
sen[(N+%)s]:sen(Ns);os(%)+sen(%)'COB(NS)

EET—_ Jf [g(s) COS (.ª->] sen(Ns) ds

+ 21—7r [" [g(s) sen (%)] cos(Ns) ds. (477)

Mas

g : Ifixo + S) — f(on 5 (“ª”) Mlslmas (2);
(;)* Sªiª 5

lªª“ GM

1

= ZM _s— 5 L, (4.78)
sºns(z)

?

para lsl < 6, pois lim
s—)0

lg[s)sen (%)” =%%l n (;)* =|1º(xº + s) —f(xº)| 5 Mlsl 5 Mn, (4.79)

ou seja, as funções Zn-periódicas

g] : s .—> g(s) cos <%) e 92 : s v——> g(t) sen (%> (4.80)

são funções limitadas em IR e juntamente com o fato que f & Dºt em [—7't, 'n] implicarão que as funções
acima pertencem a Dºt em [—7r, n] (deixaremos os detalhes dessa afirmação como exercício para o leitor).

Com isto podemos considerar os coeficientes de Fourier associados a função 9], que serão indicados
por amb“, n & Z+ (dados por (4.45), trocando-se função 33 pela função 9).

Também podemos considerar os coeficientes de Fourier associados a função 9), que serão indicados
por An, Em Ti & Z+ (dados por (4.45), trocando-se função 1” pela função 92).
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Logo do Corolário (4.5.1) segue que, aN,bN,AN, BN —> 00, quando N —> oo, em particular:

Mªgma—[bh,

[[ [º(s) cos (%)] sen(Ns) ds : E g1(s) sen(Ns) ds —> O

'II
TK Tl

J [g(s) sen (i)] cos(Ns) ds =Í gz(s) cos(Ns) ds ——) 0, quando N —> 00, (4.81)
_" 2 _“x..____v_/

(“iªn/AN

ou seja, de (4.77), teremos

SN(xo) —— f(xº) —> 0, quando N —+ oo,

mostrando (4.74) e completando a demonstração do resultado.
[]

Observação 4.6.2 Uma função f que satisfaz a condição (4.73) será dita função localmente
Lipschitiziana em x : xº.

Como consequência temos o

Corolário 4.6.1 Sejam f, g : IR ——) (C funções Zn-periódicas emlR tais que f, g e 9% em [—n,n] e
I Q R um intervalo aberto de IR.

Suponhamos que f(x) = O para x e 1.

Então para, cada x 6 I teremos

SN(x) —) 0 quando N —) 00. (4.82)

Em particular, se existir & > O tal que f(x) = g(x) para x e (x(, — õ,xo + &) segue que

SN(f;x) — SN(g;x) : SN(f— g;x) —> 0 quando N ——> 00, (4.83)

para todo x & IR.

Demonstração:
Como a função f = 0 satisfaz (4.73) para cada x e I, segue do resultado acima que para cada x 6 l

teremos que (4.74) será válido, implicando que

SN(x) —+ f(x) = O, para cada x e I,

ou seja, vale (4.82).
Se existir 6 > O tal que f(x) = g(x) para x e (x(] — õ,xº + 6) então teremos (f — g)(x) = 0 para

xel=(xº—õ,xo+õ) .

Vale observar que
SN(f;x) —— SN(g; x) = SN(f— gçx), x e R. (4.84)

A verificação deste fato será deixada como exercício para o leitor.
Logo da primeira parte do que provamos e de (4.84), segue (4.83), completando a demonstração

do resultado.
E]
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Observação 4.6.3 O resultado acima nos diz que o comportamento da série de Fourier de uma
função f periódica "bem comportada” em um ponto x_o depende, em princípio, somente, dos
valores da função em alguma vizinhança de ª .

Isto nos diz que duas séries de Fourier associadas a duas funções diferentes podem coincidir
em um intervalo aberto mas podem diferir em outro intervalo aberto.

Conclusão: 0 comportamento de uma série de Fourier é bem diferente do comportamento
de uma série de potências, que estudamos na Seção 1 deste capítulo (ver Teorema (41.67).

Podemos agora enunciar e demonstrar, 0 assim denominado, Teorema de Stone-Weierstrass
para polinômios trigonométricos, mais precisamente temos o:

Teorema 4.6.2 Seja f : IR —> (C uma função contínua e Zn-periódicas em R.
Então dado e > O existe um polinômio trigonométrico P = P(x) tal que

lf(x) — P(x)l < e, para todo x e R. (4.85)

Demonstração:
Se ”identificarmos" gg como x + Zn (por meio de uma relação de equivalência) podemos identificar

uma função Zn-periódicas em IR com uma função definida na circunferência unitária centrada na
origem, que denotaremos por 51.

Para isto basta considerar a aplicação x v—> e“ que leva a reta R em S] e permitirá a identificação
citada.

Notemos que o conjunto formado por todos os polinômios trígonométricos formam uma álgebra A
auto-adjunta, que separa pontos e não se anula em nenhum ponto de S' e o conjunto 51 é compacto
em R2 (deixaremos a verificação destes fatos como exercício para o leitor).

Logo do Corolário (3.4.2) segue que ÍÃ = C (SEC), completando a demonstração do resultado.
D

Observação 4.6.4 O resultado acima nos diz que toda função contínua e lit-periódica em IR

pode ser uniformemente aproximada por uma polinômio trigonométrico em IR.

Com isto podemos enunciar e demonstrar a assim denominada Identidade de Parseval. a saber:

Corolário 4.6.2 Sejam f,g : R —+ (: funções Zn-periódicas em IR tal que f,g 6 DR em [—7r,7r],

cujos coencientes de Fourier são (Cn)n€Z e ( dduez, respectivamente.
Para cada N e Z+, consideremos a N-ésima soma parcial da série de Fourier (na forma

complexa)
N

SN(f;x) & Z enemª, x & IR, (4.86)
n=—N

onde, para cada “ e Z, eu é o n-ésimo coeficiente de Fourier associado à função Í, isto é,

__
] “

—inxcn — Zn L“ f(x) e dx. (4.87)

Então
7T

lim [ |f(x) — sN(f;x)|2 dx = o, (4.88)
N—>oo —7r

71 __ 00

J f(x)g(x) dx = E cNdN, (4.89)
_“ N=—oo

71' 00

[ If(x)|2 dx = E |cN|2. (4.90)
—7'[ N=—oo
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Demonstração:
Lembremos que se 11 e 9% em [—7t,7r] segue, do Corolário (2.3.1), que Ihl2 & 9% em [—7t,7r].

Neste caso denotaremos por
1 "

2à —— dIlhllz [ZW (_qu 4
Como f e % em [—7t,7t], segue, do Exercício 12 página 140, que dado e > 0 existe h & C(1R;(C) tal

que a função Ll seja 27r-periódica em R e

&

llf— hllz < 3. (4.91)

Como a função Lt é contínua e ZTt-periódica em R , do Teorema (4.6.2), segue que existe um
polinômio trigonométrico P = P(x) tal que

|h(x)—P(x)|<—;—, paratodo xeR, (4.92)

o que implicará em

1
2

h? 17111 P 2a (4“92)1nªzd% ª 493|I — Ilz— ELI (x)— (x)! x < [ãí'í x] _3. (. )

(4.92) 2
S %

Seja N(, & ZJ” e, para cada n & (—N1,- : -N1] consideremos CTl E (C, tais que

Nº
P(x)= Z (Ine—"“º, XGR. (4.94)

”n:—No

com C_No # O ou CNº # 0.

Então aplicando-se o Teorema (4.5.1) a família do Exemplo (4.5.1) ( (tMNeN como sendo tN(x) &

P(x), x e IR e (sN)NeN como sendo sN(x) & SN(f;x), x e R) segue que (multiplicando-se ambos o
1

membros da desigualdade (4.50) por 2—7r > 0)

(4.50) (4.93) &

[lh—SNOL)“; 5 llh—Pllz < ;, paratodo NZNO, (4.95)

assim, da Observação (4.5.4) item 2. e do Teorema (4.5.2), segue que

Obs. (4.5.4) item 2. aplicado à função h—f) N
2||st) —sN(f)I|z = IISN(h—f)||z 5 Z lcn— nl

n=—N

ºº (4.59) aplicado a h—f (431) &

< _ 2 < h — f —. 4.96— Z Iºn dnl __ “ “2 < 3
( )

n=—oo

Logo se N 2 No teremos

||f — 5N(f)||2 = ||[f — h] + [h — SN(h)] + [SNUÚ — 5N(f)]||z
E E E

s ||f—hnz+llh—sN(h)||z+nsN(h) —sN(f)uz < 5 + 3 + 3 = e,J & J
(4491) (4.95]£ (4.96)E

% < 3 < 3
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ou seja,
.

1 “
2hm — [f(x) —- SN(f;x)l dx : O,

N—õoo 271: _“
mostrando (4.88).

Com isto, para cada N e N, teremos

] 71 —- 1 " N
' _—

N
] 71

inZLKSMRXMH) dx: FIL“ Z enemx g(x) dx = Z (:“—2? Lne Xg(x) dx
n=—N “.=—N

=ÍÍ7.9(X) em)“ dx

_e—lnx

“ ???—— N
__= Z C“ E L“ g(x)e“mªª dx = Z (:n dn. (4.97)

n=—N & , n:—
=K

Mas
'“ __ TK __ 7! __] f(x)g(x) «ix—J sN(f;x)g(x) dx = J [f(x) — smnxngm dx
.“ ——']I —7[

<_ [” ”f(x) — sNuçxnããl dx = L |f(><) — sN(f;x)| |

=lg(X)l
Nl—ª

].'” Des. Cauchy—Schwarz 2
z

=J 1f<x)—sN<f;x>Hg(xndx < lgmn dx]
_7Í

_ Lhªíx) — sN(f;x)lª dx “**7T

(4395 quando N—>oo

Logo podemos passar o limite, quando N —+ oo, em (4.97) e assim obter

1 “ _ .
1 " -— .

N - ºº —
27? L“ f(X)9(X) dx .. 131330 E L“ SN(f,x)9(X) dx __ JgnººnªN Cn. dn — “=X—ºº Cn dm

mostrando (4.89).
Fazendo g = f em (4.89) obteremos (4.90), completando a demonstração do resultado.

[]

Observação 4.6.5 Podemos fazer um estudo semelhante ao feito acima para funções ZL-periódicas,
bastando, para cada. 71 € ZÉ substituir, nas considerações acima,, a função

] .

X *_*) __ emx
Vlw

pela função
innxXH—e L

x/íí
e, de modo semelhante, substituir as funções

H— os(n) xv—>1 (11)x x/7_tc x, sem xw;
pelas funções

xH-J—ícos(?), xHâsen(T—L%É),

respectivamente.
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4.7 Exercícios



Capítulo 5

Funções de Várias Variáveis Reais

Neste capítulo trataremos das funções de várias variáveis reais a valores reais (ou complexos).
Serão abordados assuntos relacionados com a continuidade e a diferenciabilidade de tais funções.

5.1 Um pouco de Álgebra Linear
Nesta seção abordaremos alguns tópicos relacionados com transformações lineares.

Estamos supondo que o leitor esteja familiarizado com a teoria básica de Álgebra Linear, que
compreende os assuntos relacionados com espaços vetoriais sobre IR (ou (C), base e dimensão de espaços
vetoriais sobre IR (ou (C) que são finitamente gerados, transformações lineares entre espaços vetoriais
sobre IR (ou (C) que são finitamente gerados entre outros tópicos.

Começaremos com a:

Observação 5.1.1
Sejam (X,+, -), (Y,+, -) e (Z,+,—) espaços vetoriais sobre ]R (ou (C).
A verificação dos fatos citados abaixo serão deixadas como exercício para o leitor.

1. Denotaremos o conjunto formado por todas as transformações lineares T : X —+ Y por

l_(X; Y).

2. Notemos que (L(X;Y),+, .) será um espaço vetorial sobre R (ou (C) onde 3; denota a soma
de funções e ; denota a multiplicação de uma função por número real (ou complexo).

3. Lembremos também que se T & L(X; Y) e S e L(Y; Z) então 8 o T & L(X;Z).

4. Se n e N, denotaremos a norma usual do espaço vetorial (R“,+,-) por || - II, ou seja, se
xá (X1,--— ,xn) & IR“ então

Hxll & Wie-+nºt-
Com as considerações acima temos:

Proposição 5.1.1 Sejam n,m,k E N. Então:

1. Se A & L(R“;Rm) então existe A 2 O tal que

"Abd“ g Allxll, para todo x & IR“. (5.1)
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Em particular, existe
IIAIIL & sup I|A(y)l| < ºº (5.2)

Ilullsl

e a transformação linear A será uniformemente contínua em IR“;

2- || ' IIL é uma norma em LOREN“),-

3. Se A 6 www") e B e L(Rm;nk) então

MB 0 AIIL S HBIIL “A“L- (53)

Demonstração:
De 1.:

Seja [3 = [é], - .. ,E“) a base canônica de IR“, isto é,

gí=(0,...,o) 4,4 yoruo), ie[1,..,,n].
i—ésima entrada

n
Consideremos y =Z yi & tal que ||g[| 5 1.

i=1
Notemos que, para cada i e [1 ,

- - - ,n) teremos

TI

ny=llylls1 => Iyilgi.[vil = 9% 5

Seja

A ª ): "Aeon . (5.4)
i=l

Com isto segue que
TI.

A (Zine) Z “UiA
i=l

lyl "Mªt )l|= ||A(êa Nª)—|_“N (5.5)é»; X

A é tran_s_f. linear Des triangularXiii A(êí)
í=1

I|A(y)II=

Assim o conjunto [||/My)“; ||y1| 5 I] é limitado superiormente por A portando admitirá supremo
e, além disso, teremos:

sup ||A(y )“ < A,
llull<l

mostrando (5.2).
Se x = O então ||xl| : O, e como A é uma transformação linear, segue que A(x) = O e assim (5.1)

ocorrerá trivialmente (pois ambos os lados serão zero e assim a igualdade ocorrerá).
Por outro lado, se x # 0, considerando-se g = É, segue que ||y|l = 1 e assim, de (5.5) obteremos

“Ao ”<A ”ªª“ “AQ—lima <=> |le l|<7x|íxll,

:mllMX)"
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mostrando (5.1).
Se A = O segue, trívíalmente, que a função A será uniformemente contínua em R“.
Se A > 0, temos que se x,y & R“ segue que

. . (5.1)A £.1“Am—My)“ ““= ““Ah—y)“ s Alix—yu,

mostrando que a função A é Lípschtíziana em R“, em particular, uniformemente contínua em IR“

(basta tomar 6 á É), completando a demonstração do item 1. .
A

De 2.:
Notemos que

o Se A e LUMEN“) então ||A||L 2 0.

Além disso

((A"). = 0 (=>
“SIHIP

MMX)" = 0 (=) MMX)" = 0 Pªrª ((X)) 5 1

)(

(:) Abc ]—- O para ||xH_< ) ExºªmºAA(=x) O para x e R“;

o Se oc & R (ou (C) e A & L(R“;1Rm) então

I(ºcAIIL=
“81"113

“(((“A)X)" = “SUP
(lººl |!lex )II)

) l> 0ºª= |lsup |le )“:(ºCÍHAIIL;
IIX "_

o Se A,B & UFRR“) então

((A + BNL = Ils)llp1"[A + BMX)" = suª HA(X) + B(X)(|
x < )( *_*—"”— _ SIIA(X)H+IIB(X)II

£ sup (((A(X)(|+ ((BMIUS sup (IIA(X)H+ sup HB(X)II)= ((A((L+((B"L>
IIXIlíl (IXIIS1 II><IIS1

mostrando que || - “L é uma norma em L(R“;Rm), completando a demonstração do item 2. .

De &:

Observemos que se A & L(R“;Rm) então, para x 76 O teremos
X A é transf. linear ]

AL=sup A(]ZA(—)“= : ——A(x)(( ||
Heus

|| U (|
“X“ "x"

"((L é norma— (X) a"l—|—x'
|)A II

ou seja,
IIA(X)II S IIAIIL IIXII, X E R"- (56)

Notemos que se x & IR“ é tal que llxll < ] teremos

(5,7)
||(B ºA)()(X)Il— I(B(A( X)) “(556)IIBIILIWX )“ S ((B|(L(|(A“L “XII)-

Tomando-se o supremo para “x“ 5 ) obteremos

(|B º AHL 5 “B").“Allb

completando a demonstração do item 3. e do resultado.
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Observação 5.1.2

1. Notemos que se A E L(R“;Rm) admite transformação inversa segue que m = 11.

De fato, se A e L(R“;Rm) admite transformação inversa segue que dím[N(A)] = O e
dim [I(A)] = m.

Logo de um resultado de Álgebra Linear segue que

dim [I(AH + dim [MA)] = n,W...—J %=m :O

ou seja, m = n.
2. Por simplicidade, denotaremos L(IR“;IR“) por LGR") e um elemento de LHR“) será denomi—

nado operador linear em IR".

Para ãnalizar esta seção temos o

Teorema 5.1.1 Seja () = [A & LHR“); A e' inuersível ). Então
1. Se A e Q e B E LGR“) satisfaz

HB — AML IIA—lui < 1 (5.7)

segue que B E O..

2. D é um subconjunto aberto de LHR“) (munida da norma ” - "L)-

3. A aplicação T : (1 —> O dada por
T(A)=A_1, A e o

é uma função contínua e bijetora em O.

Demonstração:
De 1.:
Notemos que se C € O segue que “CNL # 0 (pois caso contrário C = O, e assim não seria injetora).
Assim como A É Q temos que A é um operador linear inversível assim A”1 e LGR“) e portanto

ll/ªV1 NL # 0-

Sejam
]

(x &_ e & B —— A L— 5.8
IIA—1“L

B n n ( )

Notemos que
(5.7) 1

= B—A < ———=oc istoé, <a. 5.9[5 “ "Í.
IIA—'] “L

) B ( )

Logo para x & IR“ teremos

(5.6)
5 IIA—'IILIIA(x)II
'

—1
“

-1“NX" = ºc HA [AMIU 5 «XNA HL IWXJH = MMX)“&(S:-?)]

= “(A- BMX) + BM” 5 “(A— BMX)“ +|ÍB(X)|| S IIA“ BNL “X“ + “Bºª)”
&-—,—-/ W—J

(53)(5.6)
B5 “A“—BHLHXII

= BIIXII + MBW)",
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ou seja,
(ºc— Blllxn S MBW)", X E R“- (510)

Como (5 < oc (ver (5.9)) segue que ||B(x)|| # 0 se x # 0, ou seja, o operador linear & é injetor e
como o domínio e o contra-domínio são iguais (logo têem mesma dimensão) implicará que o operador
linear E será sobrejetor, ou ainda bijetor.

Assim teremos B 6 Q, completando a demonstração de 1. .

De 2.:
Dado A e Q, notemos que se B e LHR“) é tal que

||B *- AHL < ºc,

de (5.9) e do item 1. segue que B e Q, mostrando a bola aberta B(A; oc) Q Q, ou seja, (1 é um
subconjunto aberto de LGR“) (munido da norma " - HL), completando a demonstração de 2. .

De 3.:
Se A,B & (1, g e R“ e cx, [3 com em (5.8) trocando-se >_< por Bªy em (5.10) obteremos

]
(ºc— (”HB—WU)“ S IIBlB“'(y)lII = llyll # IIB'1 (y)“ 5 “_ [5

1

8—1 < _— 5.11" lh_a_6, ( )

Logo, se A e 0, da Proposição (5.1.1) item 3., segue que

HUN,

sup“ “51

B—1 _ A4 = B"(/lkA_')—(B”113)A“1 = 13—1 (A — Bm-1
(5.3)

=à "Bª-—Af“m.=nB"WA=—BLA"Wh s HB—'m_nA-BHLHA“Wn
“x,-'” “_“/ªd ª—v—/
(5.11) [5._8) (511),
< ——1 B

IX_ “_º
_A

S
1

cc [563

# usª—A4MS º
CC

Portanto, se B "É A, isto é, se [3 = [|B — AÍIL —> O, segue, de (5.12), que “B“] — A4||L —> 0, ou
ainda 8—1 “ii A4, ou seja, a aplicação T é contínua em () (munido da norma H - HL), completando a
demonstração do item 3. e do resultado.

E]

5.2 Diferenciabilidade de funções de várias variáveis reais a valores
reais (ou complexos)

Nesta seção trataremos da diferenciabilidade de funções de várias variáveis a valores reais (ou com-
plexos) e algumas aplicações da mesma bem como propriedades associadas.

Antes de introduzir a noção de diferenciabilidade para este caso, lembraremos da noção análoga
para o caso de funções reais de uma variável real.

Observação 5.2.1



158 CAPÍTULO 5. FUNÇÓES DE VÁRIAS VARIÁVEIS REAIS

1. Nosso objetivo na que segue é introduzir o conceito de diferenciabilidade em xo e E, onde
E um subconjunto aberto de R“, para uma função f : E —) R“.

2. No capítulo anterior tratamos, de modo rápido, a questão da diferencibilidade de uma
função vetorial f: (a,b) —> IR“.

A seguir fazeremos o estudo da situação do item acima de modo mais preciso e depois
trataremos da situação geral do item 1. .

3. Seja f: (a,b) —-> R uma função e xº & (a,b).
Dizemos que a função _f é diferenciável em xº se existe o seguinte limite

lim
f(xo + h) _ f(xo)

h—+0—h_ E R. (513)

Neste caso denotamos o limite acima por f'(xo) e o denominamos de derivada da função f no
ponto xo.

4. O limite (5.13) é equivalente a escrever

f(xo +h) =f(xo) +f'(xo)h+r(h), (514)

onde

lªn)% = 0. (5.15)

5. Por sua vez, a expressão (5.14) pode ser lida da seguinte forma: a diferença f(xo+h)—f(xo)
é aproximadamente igual função linear, h r——> f'(xo)h, para L'L sujicientemente pequeno, onde
o erro é dado pela função r = r(h).

6. Deste modo f'(xº) pode ser visto, não como um número real, mas como associado a um
operador linear definido em R (a saber, h v—> f'(xo) h).
Lembremos que, do ponto de vista da Álgebra Linear, IR é isomorfo a LHR) (pois ambos
são unidimensionais ).

Para o caso de funções vetoriais temos a:

Definição 5.2.1 Sejam f: (a,b) ——+ R“ uma função vetorial e xo & (a,b),
Diremos que a função f é diferenciável em xo se existir g e R“ tal que

lim f(xo + h) ' f(xo) : .1
h—iO' h (5 6)

Neste caso diremos que ª é a derivada da função Í no ponto xo, que será indicado por
f'(xº), ou seja

f'(xo) ig.
Diremos que a função f é diferenciável em [a,b) se ela a função f for diferenciável em

cada ponto de (a,b).
Com isto podemos considerar a função f' : (a,b) —> Rm.

Observação 5.2.2
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. Notemos que o limite acima é considerado na norma de IR“, ou seja, dado e > 0 existirá
he 1* a [_5,5)x[0) tal que xº+he (a,b) e

!

f(xo + h) _ f(xo) _ < 6.
h

Rm

. Observemos que (5.16) é equivalente a:
. h mlim & = 0 ou, equivalentemente, lim M“— = 0, (5.17)

h—+0 h h—àO

onde
r(h) if(xº+h)—f(xº)—y, he I;. (5.18)

. Portanto a função f: (mb) —> Rm será diferenciável em xº E (a,b) se, e somente se, existe
g & Rm, que será denotado por f'(xº), tal que

lim “f(xº + h) _ f(xo) _ U humm

h—>0 lh]
= o. (5.19)

. Notemos também que no caso acima podemos interpretar f'(xo) como sendo associada. a
uma transformação linear de R em Rm (a saber, h r—> f'(xº)h), pois Rm é isomorfo a
L(R;]Rm) (pois ambos têem dimensão m).

. Na situação acima, se [Bm E (a], - «— ,ú'm] é a base canônica de R“, temos que para cada
íe[1,--« ,m], existe uma função fi : E —> Rm tal que

f(X)=(f1(X),-'- )fm(x))) XE (0,13),

ou seja,

f(x) = flww, x e (um).
iz]

. Sejam xD e E, E subconjunto aberto de IR“ e f : E —) Rm uma função vetorial, cujas funções
componentes são fi : E —-> R, 1 e [1,- »— ,m).
Afirmamos que a função Í é diferenciável em x() se, e somente se, para cada i e [1,- - - ,m]
a função ª é diferenciável em xº.
Além disso

f'(xo) = (f1'(xo), - " ,fín(xo))-

De fato, a função f é diferenciável em xº se, e somente se, existe g e R“ tal que

lim f(xº +h) ——f(xo) —yh :h—>0 h
o. (5.20)

sejª 9 : (yl, ' ' ' aum)-

Logo (5.20) ocorrerá se, e somente se, para cada 1 e [l,—u ,m] tivermos

. fi(xo+h) -fi(xo) —yih1 ___—___— :hªt?) h 0, (5.21)

ou seja, se, e somente se, para cada 1 e [1,—-- ,m] a função fi for diferenciável em x() e
yi = fí(xº), como afirmamos acima.
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7. Na situação acima, se olharmos f'(x) como uma transformação linear de R em R“, isto
é, f'(x) & l_(lRçlRm), a expressão acima nos diz que a matriz da transformação linear
h »——> f'(xo)h em relação às bases canônicas [31 à [1] e [32 & [ah... ,ú'm] de IR e W“,
respectivamente, será dada por

filxo)
[IE/(Xºu 131,82 =

.

finlxo)

A caracterização (5.19) pode ser estendida para funções que têm várias variáveis reais tomando
valores reais, ou seja, temos a:

Definição 5.2.2 Sejam E Q R“ aberta em IR“, xo E E e f : E —> IR uma função.
Diremos que a função f é diferenciável em xo se existir g & IR“ tal que

f 11 —f — h
lina _(ªª__+__)___£ªºº)_9'_ : 0, (5,22)
h—+O “hllmn

onde o é o produto interno usual do IR“

Neste caso diremos que ª é a derivada da função Í no ponto xº, que será indicada por
f'(xo), ou seja

f '(xo) & U-

Dirernos que a função f é diferenciável em E se ela a função f for diferenciável em cada
ponto de E.

Com isto podemos considerar a função f' : E —> IR.

Observação 5.2.3

1. Observemos que (5.22) é equivalente a

“(xo + h) " “XD) "9 ' hl _lim _ o. (5.23)
h-ªlõ llhllmn

2. A definição acima pode ser reescrita da seguinte maneira:
A função f é diferenciável em xo & E se existir y & IR de modo que dado e > 0 existirá
6 > O tal que se ir & IR“ satisfaz 0 < “hulk" < & teremos xo + h e E e

f(xº+h)—f(xo)—yoh < e.
“hllmn

3. Observemos que (5.22) é equivalente a :

. |T(h)|hm— = 0 5.24
Ha “hum“ ' ( )

onde
TUI) & f(xo + h) — f(xo) —g . h, h & IR“, “hum“ < 6. (5.25)

4. Notemos também que no caso acima podemos interpretar f'(xº) como sendo uma trans-
formação linear de R“ em R (a saber, h H f'(xo) h), já que R“ e' isomorfo a L(]R“;IR) (pois
ambos têem dimensão n).
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Podemos agora considerar a situação geral:

Definição 5.2.3 Sejam E subconjunto aberto de IR“, xo & E e f: E ——> Rm.
Diremos que a função f é diferenciável em xº se existir uma transformação linear A &

L(R“;Rm) tal que
14

“f(xo + h) _ f(xo) — ANI) “mm
lm

h—)õ “h“nn
= 0. (5.26)

Neste caso definimos a derivada da função f no ponto xº, que será indicada por f'(xº),
como sendo

f'(xº) & A. (5.27)

Diremos que a função f é diferenciável em E se a função f for diferenciável em cada ponto
de E.

Com isto podemos considerar a função f' : E ——> L(R“;Rm) que a cada x e E associará
f'(x) & L(Rm;Rm).

Observação 5.2.4

1. Observemos que, como E é um subconjunto aberto de IR“ e xo e E existe 1] > O tal que
BBO?” º E-

Assim, a função _f_ será diferenciável em xo se existir uma transformação linear A &

L(R“;Rm) tal que dado e > O, podemos encontrar 6 e (0,71), de modo que se

||f(xo + h) — f(xo) — Mir)”!Rm
0 < IlhIIRn < &, deveremos ter < 5. (5.28)

llhllmn

2. Notamos que em (5.26) a norma do numerador e' a norma de R“ e a norma do denomi-
nador e' a norma de R“.

3. Na situação acima consideremos, para cada i e [1,- .. ,m) a função fi : E —> R, a i-ésima
componente da função f.

Ajírmamos que afunção f é diferenciável em xo se, e somente se, para cada i e U,. . . ,m]
a função ª é diferenciável em xo.
Além disso

fí(xo)(h)
f'(xo)(h) = ; , h e R“.

fà(xo)(h)

Deixaremos a verificação deste fato como exercício para o leitor.

O resultado a seguir garante que se a função for diferenciável & derivada estará bem definida, isto
&

Proposição 5.2.1 Se (5.26) ocorrer com A,B & L(R“;1Rm) então deveremos ter B = A.

Demonstração:
Seja C é A — B.
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Então para h e R“, h # 5, de modo que xo + h e A, teremos

IICUINIWn = "(A — BMhHIRm = ll — [[f(xo + h) — f(on — AW) + (“(M + h) — f(on — B(h)) "mm

5 Hfíxo + M — f(xo) — A"")"Wª + Ilfíxo + h) — f(xo) — B(h)“nm' (5-29)

Como função f é diferenciável em xo, de (5.29), segue que

||C(h)uum (SÉ?) “f(xº + h) "" f(Xº) _ A(h)|lmm + “f(xo + h) "' f(xº) '— B(h)“mm
“hum“ _ llhllmn Ilhllmn

ou seja,

05 —>0 quando h—aõ,

lim _IIC(h)||Rm =o, => lim _"thmªm = 0 ara todo x & IR“ õ , 5.30
.tl—tô HhHRu tªº “'tXIIRn

) p Xí ] ( )

Notemos que para t e IR* e x e R“ X (5) teremos

“comum “ªnºs Incomum : |t|||C(X)|IRm : naun“Hunt“ Htxnmn Itl IIXIIRu ||ng
Isto, juntamente com (5.30), implicarão que

C m _,n (ont : o, X & W X [O],
IIXIIRn

e como x # õ segue que

C(x) = 6, para todo x & R"X[õ] => cm = 6, x e R“,

ou seja,
_.

A(x) — B(x) = 0, x e IR“,

mostrando que B = A, completando a demonstração do resultado.

Observação 5.2.5

1. A expressão (5.26) na Definição acima pode ser reescrita, da. seguinte forma.:
Se a. função Í for diferenciável em xo G E então a função r : V & B(õ;n) Xíõ] Ç IR“ ——> Rm

dada por
um = f(xo + h) — f(xo) — Am), h e v (5.31)

deverá satisfazer
. I|T(h)ll mhm ——R = 0. 5.32m “hum“

( )

2. Notemos que se a função f é diferenciável em xo E E segue que ela. será uma função
contínua. em xo.

De fato, pois

(5.31),f'(xº)=A
lím_ [f(xo + h) - f(xo )] = limª [f'(xº)h + r(h)] .
h——>O h—>O
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Da Proposição (5.1.1) temos que f'(xo] é contínua (pois f'(xº) & L(R“;Rm)), logo será
contínua em 0, assim '

lim fI(Xº)h : O.
h-—)õ

Por outro lado

h m . h m .mumu“ = um [————”T(
)"“

llhllkn] = 1qu
—————“T()““

'11HL “hum,. =o,
h—)O h—)õ “hum“ h—iO “h"mn h—bO

N..—wd
(5.2) O

=O

assim
lim [f(xº + h) — f(on = o,
h—)O

mostrando que a função f é contínua em xo & E.

3. Daqui em diante omitiremos os índices nas normas dos espaços euclideanos que aparecerão
(ºu seja, II - II ª II - HRK)-

Em cada caso o leitor é convidado a verificar que a norma que estaremos utilizando é a
norma usual do correspondente espaço euclideano,

A seguir exibiremos umresultado muito importante, a saber:

Proposição 5.2.2 Seja A e UFRR“).
Então a função A é diferenciável em R“ e

A'(xo) = A, para todo xo e IR“.

Demonstração:
Notemos que

=O

lim llA(xo + h) — Mxo) — AM]! A (sªnear lim
|| 'A(xº) + A(h) _ Am,) _ Ami “

h—rõ “h" h—iõ "h" :O,

ou seja, a função A é diferenciável em R“ e A'(xo) = A, terminando a demonstração do resultado.
[]

Valem as propriedades básicas de deferenciação, a saber:

Proposição 5.2.3 Sejam E subsconjunto aberto de R“, xº e IR“, f,g : E —+ Rm funções dife-
renciáveis em xo e 7x E R.

Então

1. As funções (H: q) serão diferenciáveis em xo e

(f Í 9)l(xo) : fl(xo) :|: ºlhºu)-

2. A função (M) será diferenciável em xo e

(MC)/(xo) : Ã “L./(xo)-
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Demonstração:
As demonstrações dos itens acima serão deixadas como exercício para o leitor.

II!

Temos também o seguinte importante resultado, conhecido como regra da cadeia:
Teorema 5.2.1 Sejam E Ç IR“ e U Q R“ subsconjuntos abertos de IR“ e R“, respectivamente,
xo & IR“, f : E —> Rm função diferenciável em xo, yo & f(xo) & U e g : U —> R3 função diferenciável
em yº.

Então a função (9 0 f) será diferenciável em xo e além disso

[gºf)'(xo) = g'[f(xo)]ºf'(xo)- (5-33)

Demonstração:
Como xD e E, yº & U., estes são subconjuntos abertos de IR“ e R“, respectivamente, e a função f

é contínua em xo, segue que existem 111,112 > O tal que BRn(xo;m) (_: E e se

x & BRn(XO;T|]) teremos f(x) & BRm(yo;T]2) Ç U, (5.34)

onde BRI(zo;n) indica a bola aberta de centro em 7.() e IR[ e raio 11 em IRL.

Consideremos as funções u: an(xo;m) —> IR“ e v: BRm(yo;n2) —> R1 dadas por
u(h) & f(xo + M — f(xo) — f/(Xo)h) h & Burnham), (5.35)

wk) à g(yo + k) — g(yo) — 9'(yo)k, k & BRm(yoíT12)- (536)
Como as funções f e º são diferenciáveis em xº e yo, respectivamente, segue que

. l|u(h)ll . IIV(k)II
hm = 0 e hm = 0. 5.37na |th ' ksa “ku

( )

Logo, dado h & BRn(õ,T]]), consideremos
(5.34) ..k & f( xº + 11 ) — rªbo,) e BRm(O;n2), em particular, f(xo + h) = f(xo) + k : yo + k. (5.38)

W—J VGBM ;m) =yo

Então
5.33 (335)

IlkH
(

=
)
"f(xo + M — fixo)" = llf'(xo)h — um)“ S llf'(xo)h|l + |lu(h)||

f'(xº) é transf. linear 11,01) ||u(h)“< Ilf'(xo)llr |th +
“

"h“
"
"hn = "fixem + “,," |th. (5.39)

Notemos que
(sªª)yo+k =Uo =Uof—M A A(9 º f)(Xo + 11) _ (9 º “(M) '- [g'ifbºoH º f'(Xo)] (h) = 9[f(Xo + h)] - 9[f(xo)] — 9'[f(xo)][f'(xo)h]

= g(yo + k) — g(yo) —9'(yo)[f'(xo)h]

“gºnnª/(WW
= V(k) + g'(yo)k — g'(yo)[f'(xo)h]
'

(, él'º (“ >= mºªrka) + g'won . k .
—f'(xº)h1

5.38(
= )f(xo+h)—f(xo)

= V(k) + g'(yo)if(xo + h) -— f(xo) — f'(xo)h]x__—,__J“imune

= v(k) + g'(yo)[u(h)].
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Logo

<IIV(k) ||+H9( yo)( h))“”_“-""ª—ll(9 º f)(xo + 11) — (9 º f)(xo) — 9'(yo)[f'(xo)h)ll : IMk) + 9' (yo)[ h)]ll
(Ihll |th

g'lgo) é trªnsf. linear (5.39)
, u(h)

5 "g,% Humm)“ 5 [“f (*º)'(L+ªHmr”]llhll

“( |)|+ || '( h)]!l || (k)|| Ilkll || (h)“vk g yo)[u v , u5 5 + “9 1) ”L((h(l+ Ilhll llkll (lhll º llhll
((*/(k )" H , [MMN] )_1 |lu(h)(I

S f(xo)L+ h +| (U )NL
ukn

" “
nhn

“ "
1th 'º º “hn

_I____lvk)“
€ , Ilu(h

)IIÉ , I|u(h)|(
'“ f (xo L+“ + ( o) I. - 5.40)

. . . . e « “ I(u(h)ll
N otemos que, da diferenc1ab111dade da funçao f em xo, se h —+ O em R , segue que !lhll

—> 0.

Logo, de (5.39), segue que k ——> 5 em (R“.
- k

Como isto, da diferenciabilidade da função 3 em go, como k —> O em R“, deveremos ter “nª“)
"

—+

0.

Portanto, fazendo h ——> 5 em IR“, das conclusões acima e de (5.40), segue que

"(gºf)(xo+h)_(gºf)(xo)—g (yo))'[[f(“oM"
(lhll

ou seja, a função 9 0 f é diferenciável em xo e além disso

(9 º f)l(xo) : 9/[f(Xo)] º flbªo)»

ou seja, vale (5.33), completando a demonstração do resultado.
[]

5.3 Derivadas parciais
Nesta seção estudaremos algumas propriedades importantes de funções diferenciáveis definidas em
subconjuntos abertos de R“ e tomando valores em R“.

Antes porém introduziremos alguns conceitos que serão utilizados no estudo acima.
Para isto sejam E º IR“ subsconjunto aberto de IR“, xo e E e f : E —> IR uma função.
Seja [5 â[ê'1,- — - ,ê'n] a base canônica de R“.
Com isto podemos introduzir a:

Definição 5.3.1 Sejaj e[1,--- ,n).
Se existir o limite

f _, fumWi t e R,
t-—)0 t

diremos que o mesmo é a derivada parcial da função f, em relação a xi, no ponto xo e este
. . õf .será mdzcado por g(xo) ou õxjf(xo), mto e',

i

_õ_f(xo)__ lim f(xo + têj) _ f:(Xo)

6x,- HD t , t e IR. (5.41)
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Observação 5.3.1

1. Podem ocorrer situações em que uma função possui todas as derivadas parciais em um
ponto mas não ser diferenciável nesse ponto.
Na verdade, podem existir todas as derivadas parciais mas a função em um ponto do
seu domínio e ela não ser, nem mesmo, contínua nesse ponta, como mostra o seguinte
exemplo:
Consideremos a função f : R2 —> IR dada por

2
xy

f(x,y) & m» (x,y) # (0,0)

0) (x,y) : (0,0)

Observemos que a função i não é contínua. em (xmyo).

De fato, pais
#0 tohinªtª) 4131 2+ol ——º)

2 2 4
2 tiº. t «t _. t__lPin “t 't) _ PEE) (t2)2+ (t2)2 _t—r-IIKI) 2114 _ 2 # O) (542)

logo & existe
(

191% 0)f(x,y), em particular, a função fª é contínua em (xmgo) &
w —» .

(0,0).

Portanto, pela Obervação (5.2.5) item 2., segue que afunção f não poderá ser diferenciável
em xo à(7C031_-lo)=(oao)-

Notemos que

=f(t,0)tíºz%7=o =oW f[(º'º)+t(1aº)]—f(0,0)
lim : lim = 0,
t—)O t t—>0 t

[=f(o,t)ªãº52%zo
]

=O

.. f (0,0) + t(0,1) —f(0,0)
limW : lim_“ = O,
t—)O t t——>0 t

, . . . . õf - _ , .ou seja, existem as derivadas pareiais Egº—(0,0) e amº) mas a funçao í nao sera dife-
l 2

renciável em (0,0).

2. Se É Q IR“ subconjunto aberta de IR“, x(, e E, A G IR e f, g : E —> IR são funções tais que,
. _ ôf õ _ . . -para cada j e [l, . - m), existem as derivadas pareiais a(xo) e 6—3[Xº) entao existirao as

I 1

. . .
8 fã: 6 M , .derivadas parzczais ªba,) e ª(xo) e alem disso

ôxi õXj

a(f i 9] ôf õg: __ i _ôXj
(xo)

ôXj
(xo)

ôxi
(xo),

aw) __
ôf

ôxj
(xo) _ Ã

ôxj
(xo)-

Deixaremos a demonstração destes fatos como exercício para o leitor.
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3. Como veremos mais adiante, se a função f for diferenciável em xº então existirão todas
derivadas parciais da função É no ponto xo e poderemos obtê-las utlizando-se a. derivada
da função f no ponto xo.

4. Consideremos, como acima, E Q R“ subsconjunto aberto de IR“, xo & E e f : E —> Rm uma
função.
Sejam [Sn & [E], . -- ,ê'n) e [Sm & [fu, - -- ,úím] as bases canônicas de IR“ e R“, respectiva-
mente.

Para cada i e [1,-- - ,m), definamos a função fi : E ——> R (a i-ésima componete da função
f) onde:

m
f(x) = (f1(><),— -« ,fmbcn = [no] 111» x e &

i=1

Notemos que, para cada 1 & [l,-u ,m], teremos

fdx) : f(x) . aí)
onde . denota o produto interno usual de K'“.

5. Observemos também que, para cada 1 e [1,—-- ,m] e para cada j 6 [l, - -- ,n), se existir o
limite

fi(Xo + têj) _ filxo)lim , t & IR,
t—vO t

este será a derivada parcial da i-ésima componente da função f, em relação Xi: no ponto
xº, isto é,

õfí _ , fi(Xº + tê) '— fdxº)=1 ———]———— t R. .4ª_x:(xº) tl—Iª) '( , € (5 3)

Mantendo a notação acima, temos o:

Teorema 5.3.1 Sejam E Ç IR“ subsconjunto aberto de R“, xo & E e f : E —+ Rm uma função
diferenciável em xo.

õfEntão para cada 1 e (1, — .. ,m] ej e[1,——- ,n] existe a derivada parcialôôx——(x.,) e além disso
1

f "
.(xo))e- =;ô—(ôxjx (5 44)

Demonstração:
Como a função f é diferenciável em xo, da Observação (52.4) item 3., segue que as funções & são

díferencíáveis em xº, para todo i e [1,- — - ,m), ou seja, para cada 1 e [1 , ' - — ,m], teremos:

. 1Giºco + h) _ fibºo) — “(xou—1hm = O,
h—>0 Ilhll

que é equivalente & (fazendo k & ? h e R“, t & IR X [G]):

1.
1:i(7ºo +tk) "fílxà _fil(xo)(tk)lmHo . . ||tk||VIt! llkll

= o, onde k 6 R“ x (6). (5.45)
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Com isto teremos

um fisco + tão — nm) : um fim + tea) — me) — aacute) + faxºntên
t—->0 t wo t

filho) 6 linear
tfí(Xo)(ãj)

f ª f ' * "_“—7
: lim

i(7<o +tej) — i(Xo) ”fi(xo)(tej) +1im fi(xo)[tej)
t—->0 t t—>0 t

kàã- em (5.45) , t [f-'(x Jã]] : 0+P—I;%__1_2__L=fl(xº)e],

. . . ôfimostrando que emste a denvada parmal a(xº) e
1'

õf-1 , _. , ,

a(xo)=fi(xo)ejy 16£1>"')m]a ]GUY'“ 9n]' (546)

Como
“

f(x) =Z fax) &, x e E
i=1

e existem as derivadas parciais de cada parcela, da Observação (5.3.1) item 4., segue que

# f(X)=Zã'; uma “
e ª (nas) '“ ôf- 4f'deei =' “[[fíooej] ui º= agonia,

1=1 "|_:

completando a demonstração do resultado.

Observação 5.3.2
1. Na situação acima, consideremos B] à[ê'1,--- ,ê'n] e [52 & [flw—- ,ãm) as bases canônicas

de IR“ e R“, respectivamente.
Ajírmamos que a matriz da transformação linear f'(xº) em relação as bases B] e 62, de
notada por [f'(xo)],31 Bz' será dada por:

of, of.
671%) a(xo)

[f'(xo)] 61,32 = ;
'

g e menUR). (5.47)

ªfros %%)
De fato, do Teorema acima temos que, para cada 3 e (1)... ,n]

'“ afÍ, ... =f (xo)e]
] õxj

(xo)11'n
1:

ou seja, a j-ésima coluna da matriz [f/(xº)]f31.fãz será
õf]
a(xo)

afm'
a_xj

(xo)

ou seja, a matriz “,“on (52
será dada por (5.47).
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2. Em particular, se h : (hl, - -- ,hn) e IR“ teremos

%%) %% h]
[fl(xo)h]f32 = [f/(Xo)]|31(52 ' [MB, = É

'
É

.

Z—íjlm) 222%) hn

: Z 3—2WW,. ..Z %%(xomj = Em; Sªm,) hj a. (5.48)
j=l i=l i=1j=1

3. Sejam E Q R“ subconjunto aberto de IR“, y : [a, b] —> E uma curva parametrizada dife-
renciável e f : E ——> IR uma função diferenciável em E.

Sejam [51 & [ã,-u ,eu) a base canônica de IR“ e, para cada íe[1,w- ,n], yi : [a, b] —> R,
1 e[1,--- ,n], as funções componentes associadas a função 1, isto é,

Y“) à ('YI (t)) ' ' ' yyflh— =X 'Yi((t)ei) t 6 [a) b] (5'49)

Consideremos a função 9 : [a, b] —> IR dada por
g(t) & f(v(t)), t e [a,b].

Do Teorema (5.2.1) segue que a função º é diferenciável em [0,13] e

9'(t) = f'MtH o [f(t)], t 6 [ml
Como y'(t) e L(R;]R“) e f' [y(t)] & L(R“;1R), segue que g'[t) & I_(RçlR).

Notemos que UKR) é isomorfo a R (pois ambos têem dimensão 1), assim podemos iden-
tificar 9' (t) com um número real.

4. Na situação acima, se [50 à [1] e (51 & [el,-u ,ê'n] são as bases canônicas de IR e R“,
respectivamente, temos que a matriz da transformação linear y' (t) em relação a estas
bases será uma matriz coluna n x 1 onde, a i-ésima linha da mesma, será y[(t), ou seja

% '(t)
[V,(tHBml51 (sª/)))

5 , t e [a, b].
Wªx/[t)

Por outro lado, a matriz da transformação linear f'(x) em relação às bases [31 e [50 será
dada por (ver item 1. desta Observação)

, - _ªf_ ºf“ (X)]mso " (õx1(x) ' eªm) ' x E E“

Logo a matriz da transformação linear 9' (t) em relação à base [30 será (via Álgebra Linear)
Ál . L“

[g'mhamfso = [lªih/(t)] [Y'(t)]]rao,fso
g =M” [Tªmªnaha ' [Y [(t)]raos»

?] '(t)ôf õf ôfhf= —Mt)l —[v(t)1 . z = Z —— )]yl (t), (5.50)
ôX] ôXn Xih/

Yu [(t) I:]

para 1: E [a,b].
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Temos a

Definição 5.3.2 Sejam E Q R“ um subconjunto aberto em IR“, xo & E e f : E —> IR uma função
que possui todas as derivadas parciais em xº.

Definimos o vetor gradiente da função f em xo, que será indicado por Vf(xo), como sendo

. õf õf “vm.) _ (õ—me- .ô—Ãoo) e R . (5.51)

ou
. õf ..Vfbco) = Z —(xo) 61, (5.52)
i=l 67“

onde [5 & [a,-n ,eu] é a base canônica do IR“.

Observação 5.3.3

1. Voltando ao item 4. da Observação (5.3.2), notamos que se xo âyho), tº e [a, b], como

Y ,(to) : ZYi [(T-o) êí)

de (5. 50), segue que

5. “ õ
g'ito)

( =º) Z gf— [mon y. 'no) = VfMton ºv '(tº). (5.53)

2. Notemos que se xo & E, como E é um subconjunto aberto de IR“, existirá 6 > O tal que
B(xº;õ) (_I E.

Logo se 11 e R“ é um vetor unitário (isto é, “11“ = 1 ) e considerarmos a curva parametri-
zada y : [—õ,õ) —> E dada por

y[t) & x,, + tfí, t e (—6, 5), (5.54)

segue quea curua X será uma curva parametrizada diferenciável em E e

y '(t) = a, t e (—8, 6).

Logo, de (5.53), segue que

9'(0) = th/(OH ' Y '(0) = Vf(xo) ' ft- (5-55)

Por outro lado notemos que

9%) =1im ºi?-ZL“ : limWt—>0 t t—>0 1:
(5.56)

Com isto temos a:

Definição 5.3.3 Na situação acima, o limite (5.56) (quando existir) será denominado derivada
.. . . ôf

direcional da função f em xº, na direção do vetor u e indicada por ª(xo).
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Observação 5.3.4

1. Notemos que o vetor (E na Definição acima deve ser untiário.

2. Se existirem todas as derivadas parciais da função f em xº, de (5.55) e (5.56), implicarão
que existirá a derivada direcional da função f em xº na direção de qualquer vetor unitaria
ii e além disso

õf R$ ".5“ _,
53%) “:º) g/(O) “=” Vf(xº) . u. (5.57)

3. Na situação acima, se Vfbco) # O e considerarmos vetores unitários fi & R“, teremos que
õ—Éíbco) atingirá seu valor máximo quando o vetor 11 for multiplo positivo do vetor Vf(xo],
mais precisamente se

Vfbªo)
IIVf(xo)ll'&:

De fato, pois se 6 e [O, Zn) nos fornece o ângulo entre os vetores & e Vf(xo] segue que

õf
a(xo) = vma) . a = "vamu nal cosw)

_:

= llVf(xo)Il CºS(9),

. ôf . . . . ..ou sega, ã-ãbcº) atingirá seu valor máximo quando 9 = 0, isto é, quando o vetor u for
múltiplo positivo do vetor Vf(xº), ou seja,

11=ÃVf(xo), com Ã>0.

Como
seo

1 Hªll “WH )“ xnvaxnr eue u A _]: ªu, : X = 5 e =º º º ª uvnxonr
ou seja

fí— Vfbºo)
“VHXOHI.

como afirmamos,
ôf ,Neste caso ã—abco) será igual a ||Vf(xº)||.

ôf . . .4. Por outro lado, ããbco) atingirá seu valor mínimo quando

__
Vfbªo)
||Vf(xº)||,Cí:

. . õf .

pºis, neste caso 9 = 7t e aSSim a(xo) será igual a. ——||Vf(xº)n.

A verificação deste fato é semelhante ao que jízemos no item acima.

5. Se 11' e R“ é um vetor unitário tal que
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onde [3 à(ê'1,--« ,ê'n) é a base canônica do IR“ segue, de (5.52), que

ºf—(xo) “ªi" vma) . u= Vf(()xo o<ZuL el)

11
Prop Prod=uto interno õf(En ui. V“(“o . ei =E=1 ui—

i=l (5.52)
'a—ôxfí (XO)

ou seja, a derivada direcional da função f no ponto x_º an direção do vetor unitário fi pode
ser obtida por meio das derivadas parciais da mesma no mesmo ponto, isto é:

T1.

õ—(x (5.58)
i=l

A seguir enunciaremos alguns resultados importantes que são consequência da diferenciabilidade
de uma função de várias variáveis reais tomando valores num espaço euclideano.

Começaremos pela Desigualdade do valor médio, mais precisamente:

Teorema 5.3.2 Suponhamos que a função f : [a, b] ——> JR“ seja contínua em [a, b] e diferenciável
m (a,b).
Então existe to & [a,b) tal que

"f(b) — Hªll! 5 llf'(to)I|(b — a). (5.59)

Demonstração:
Seja

z & f(b) — f(a) € IR“ (5.60)

e consideremos a função cb : [a, b] —> R dada por

<i>(t) & z ' f(t), t & [a,bl.

Como função f é contínua em [a,b] e diferenciável em (a,b) segue que a função º será contínua
em [a, b] e diferenciável em (a, b) (usamos o fato que a função x r—) z . x é diferenciável em R“, cuja
verificação será deixada como exercício para o leitor).

Logo pelo Teorema do Valor Médio (visto em Análise I) segue que existe to & (a,b) tal que

d>(b)—d>(a) =d>'(to)(b—a). (5.61)

Mas (a verificação deste fato será deixada como exercício para o leitor)

Mt) = z . f'(t),
logo (5.61) tornar—se-á

Mb)—(Ma) = [zof'(to)] (b—a)- (5.62)

Temos também que

<i>(b) — o(a) = uma) —zof(a) =z- f(b) —f(a) = z—z = |le2 2 o, (563)_v—/(5.60)= z
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assim

Des. Cauchy-Schwarz
<

173

W ª") no) — o(a)! “ª'-lªiª) lz . f'ao)! (b — a)

HZII llf'ltolll (b — a] (5.64)

Se z : 5, isto é, f(b] = f(a) nada temos a fazer pois o lado direito de (5.59) será igual a zero.
Se z 71- O teremos ||z|l > O e (5.64) implicará que

, (5.60)
HZII S llf (to)“ (b — a) =>

ou seja, vale (5.59), completando a demonstração do resultado.

Ilflb) — Hªll! 5 [If/(to)“ (b — a)»

Para o próximo resultado precisaremos da:

(1—t)><+ty GA,

Definição 5.3.4 Diremos que o subconjunto A Ç IR“ é convexo em IR“ se para quaisquer x,y & E,

para

[]

o segmento que tem extremidades nestes dois pontos está inteiramente contido em A, ou seja,

t e [0,1].

Como consequência temos o

Corolário 5.3.1 Sejam E Ç IR“ um subconjunto aberto convexo de Rªe f : E —+ Rm

diferenciável em E de modo que existe M > O tal que

Então

||f'(X)||L(nan;nam) 5 M,

uma função

para todo x e E.

Demonstração:

||f(><) - f(u)“ S M Nºª—UH,

Sejam x,y E E.

(5.65)

para todo x,y e E. (5.66)

Consideremos y : [O, 1] —+ R“ a curva parametrizada diferenciável dada por

y(t) & (1 —t)x+ty, te [0,1]. (5.67)

Observemos que
y'(t) = y —x, t 6 [0,1].

Como o conjunto E é convexo e x,y & E, segue que y(t) & E para todo t e [0,1].
Definamos a função 9 : [0,1] —) Rm por

g(t) & f h/(tH, t e [0,1].
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Notemos que

9(1)= f W) = f(y), (5.68)

g(º) = f wc) = f(x), (5.69)V(5.67)
= x

Como as funções 1” e 1! são diferenciáveis em E e [0,1], respectivamente, segue que a função º será
diferenciável em [O, 1], em particular, será contínua em [0,1] e diferenciável em (O) 1).

Da Regra da Cadeia, segue que

g'(t) = 1“ [W)] hz '(t)] = f' [W)] (9 — x), t e [0,1].V=g_x
Logo

||9'(t)|l = llf' Mªn)] (9 — ><)IIS Ilf' MU] Munn-nm) Ily — XII

Hªga“

S M Ily — XII— (5-70)

Portanto, aplicando & Desigualdade do Valor Médio (isto é, o Teorema (5.3.2)) a função º, segue
que existe tº e (0,1) tal que

(5.68),(S,69)) Teorema (5.3,2 )

“f(y) —f(XJII = ||9(1)— g(º)" S ||9'(to)|| Il —0I = l|9'(to)l|

obtendo (5.86), completando a demonstração do resultado.

(5.70)
5 MIly — )(II,

[]

Observação 5.3.5 O resultado acima nos diz que se a função f tem derivada uniformemente
limitada em um subconjunto aberto e convexo de IR“ então ela será uma função Lipschitzz'ana
em E.

Como consequência deste temos o:

Corolário 5.3.2 Sejam E Q R“ um subconjunto aberto convexo de IR“ e f : E —> Rm uma função
diferenciável em E tal que f'(x) = 0 para todo x e E.

Então a função f será constante em E, ou seja, se xo & E teremos

f(x) = f(xo), x e E.

Demonstração:
Como f'(x) = 0 para todo x e E segue que

M & llfl(x)|lL(1Rn—,Rm) = 0, para todo x 6 E.

Logo, do Corolário (5.3.1), segue que

º É "f(x) — f(Xo)" S Mllx —xo|| = O, para todo x e E,

ou seja, "f(x) — f(xo)“ : O, ou ainda, f(x) = f(xo), x e E , completando a demonstração do resultado.
D

Temos a
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Definição 5.3.5 Sejam É Q R“ um subconjunto aberto de R“ e f : E —> Rm uma função dife-
renciável em E.

Diremos que a função f é continuamente diferenciável em E se as funções f e f' : E ——>

L(R“;Rm) forem continuas em E, ou seja, para cada xo & E fixado, dado e > O, podemos encontrar
6 > O tal que se

le—onRn < & teremos “f(x) —f(xo)”mm, uf'm - ('(xommm) < e. (5.71)

O conjunto formado por todas as funções continuamente diferenciável em F. tomando valores
em Rm será denotado por C'(E;Rm).

Observação 5.3.6 Será deixado como exercício para o leitor mostrar que (C](E;Rm),+, -) é um
espaço vetorial sobre R, onde i- e ; denotam a soma de funções e a multiplicação de uma função
por um número real, respectivamente.

Com isto temos a seguinte caracterização dos elementos de C1 (E; IR“):

Teorema 5.3.3 Sejam E Q R“ um subconjunto aberto de IR" e f : E —+ Rm uma função.
Então f 6 C] (BR“) se, e somente se, afunção f for continua em E e existem e são continuas

todas as derivadas parciais (de 1.a ordem) da função f em E.

Demonstração:
Suponhamos que f & C1(E;1Rm) e xo (& E.

Do Teorema (5.3.1) temos que existem todas as derivadas parciais (de 1.a ordem) da função f em
E.

Além disso, para xo & E, se B“ = [é“], - - —

, ê'n) e fim & [fu, - — . ,íím) são as bases canônicas de IR“ e
R“, respectivamente, para cada j e [1,- -- ,n), k 6 [l, - .. ,m] e x e E, de (5.44), segue que

TTL

_. _, (5.44) õfi _, _,f' x e- u : —— x ' ou( ( ),]. k Lªºs-( (t] (

Prop. prod=uto interno ªlªn __ _, _ õfk;—ax)
(x)( ul out )—

ex,.
(x).

_
0, i 75 k
l, i = k

Logo,

õf õfk( )— ——'ª(xº) — [f me] ouk— [f (xo)e,] out _ [f'(x)e, —f (me] out,6x] 6x,-

assim

ôfk ôfk _, _, _.
Des. Cauchy Schwarz

_. _. _,
ãX—jlx)— Maxo) = ( [f'(x)ej —f'(xo)ej)] oukl s ||f'(x)ej — (”(xoiejn (lukn

< “ [f (x])I_f (xo)]] ej" < "f (x) —f((xo)||L(R“;)Rm “eê.j"

=||f(xH—f'(xo )(”L IR““um)

Como, por hipótese, a função 1“: E —> L(1R“;1Rm) é contínua em E segue, da desigualdade acima,
que todas as derivadas parciais (de 1 a ordem) da função f serão contínuas em E.
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Notemos que basta mostrar que a recíproca vale para m = 1.

De fato, pois se para cada 1 e U ,
- — — ,m) a função 5, i—ésima componente da função f, pertence a

C'(E;IR) segue que f E CRER“).
Deixaremos a verificação desta atirmação como exercício para o leitor.
Suponhamos que todas as derivadas parciais (de 1.a ordem) da função f : E —> IR sejam contínuas

em E.

Sejamxeree>0.
Como o conjunto E é aberto em R“ deverá existir 6 > O tal que

Bbºoi 6) º E-

õf
Por hipótese, para cada ]“ € (1, — - - ,n], a função a é contínua em xo.

1'

Logo podemos encontrar 6)" € (O, &) tal que, se

õf ôf
x & B(xo; õj), teremos (—(x) — —(x0) < 3.

õ ] õXj T'l,

Assim, considerando-se
60 & min-[63 õjije “) ' )“”)

segue que, para todo j 6 [1,- - - ,n], se

ôf ôf &

X E B(Xo, 50), teremos 'ãgbí) "- ãçgbco) < T_L) (5.72)

Seja h 6 R" tal que ||h|| < 60, com
Tl

h : Z hi ãjv
i=1

onde Bu 'L— [6], - - - ,ê'n] é base canônica de R“.
Notemos que

“(xo + M — xoll = 1th < 60,

assim xº + h & B(xo; 60) Q É.

Consideremos, para cada k 6 [1 , - - - ,n), 0 seguintes vetores de IR“:

vº & 6 e i'íkáhlã] +---+hkê'k=(h1,m ,hk,o,... ,0) e R". (5.73)

Com isto teremos:

f(xo + h) — f(xo) “ªªª“ªªº f(xo + ºn) - f(xo + vo)

soma telescópica [“*º + ºl) “' f(Xo +33) + [f(xo +62) — “7% + a] )]

=õ
+ ' ' ' + [f(xo + vn—1)_ f(xo + VTI—Z)] + [f(xo + ºu) _ f(xo + UTI—1 )]

n
= [f(xo + 173)- f(xo + Vj—l )]- (5.74)

j=1

Para cada k 6 (1, - . - ,n], notemos que

5.73
»

tlvks|(=)dh%+w+hís h%+--—+hi+hâ+,+—-«+hà=uhu<ªa-



5.3. DERIVADAS PARCIAIS 177

Como a bola aberta B(xº; 60) é um conjunto convexo de IR“, segue que o segmento de reta de
extremos xº + (”3—1 e xº + 03 estará contido em B(x0; 60).

Observemos que, para cada j e [l ,
- - - ,n —— 1], segue que

=(h1)"'ih'j)0>' =(h1,'ª',hj_1,0,'")+(0,'“,0,hj,0,"')=6)'._1+hjêj.

Suponhamos que hj > 0 (o caso h]- 5 O é semelhante e será deixado como exercício para o leitor)
e consideremos & função 91: [O, hj] —) IR dada por

gj(t) É f(Xo +Vj_] + tãj), t 6 [O,hj].

Notemos que o traço da curva parametrizada

tHxº+õj_1+têj, t e [em,-]

_vi

é o segmento de reta que liga o ponto xo +i'íj_1 +0-ê'1- : xº +v'j_1 ao ponto xº “Hii—1 + h]- . 55 = x() +93
6 que está contido em 80%; 60), deste modo a função 9 será. a restrição da função f a esse segmento
de reta. _

Observemos também que se tº e (0,115), teremos:

g(t + to) — g(tº) HxO +ííj_1 + (t +tº)ê'j] —— f(xº +Uj_1+toe'5]lim = lim
t—+0 t t——>0 t

: lim
f [(x0 + Uj_1+ toêj) + têj1— f(xo + (?,-_] + toég)

t——>0 t
— ªf “- ª 5 75—ã;j'(xo+V]—l+to€])i ( ' )

ou seja, a função º será diferenciável em tº e [0,th e

at
91'(to)= —(xo +vj ] + tºej). (5.76)

XÍ

Como, por hipótese, as derivadas parciais são contínuas em F. segue que a função º será continua-
mente diferenciável em [O, hj].

Assim podemos aplicar o Teorema do Valor Médio a função º no intervalo [O,hj] e assim obter
6]— E [O,hj] tal que

:G.
1 =Vi—1

CT—A—D fr—A—à
=f(xo+V]'_1í + hjCj) =f(xo+Vj_] + 0.6j)

PA,-x A , (5.76) õf _, _9j(hj) _ 9j(0) =9j(ej)hj = a(xº+VÍ—1+eiei) h,
)

ou seja,

.. . .. ºf .. —.f(xo + Vj) ,— f(xo + Vj_1] = —.-(Xº + Vj._1 + Bjej) hj. (5.77)
6x]
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T1 T1õf (7.74) affwo+hi—H%)—2:m5;oa ª=
ZZHU0+W)—f(Xw+w-1H—ZZ5—M

. ] ]]:

(r “f) “ õf “
.). /: ;É(XO+Vj_ 1+6jej)h j—êhjôôx:(XO)

Tl
_. .. õf5 +Vi—1 +ºiªi)-—(xo) lhjl

,_]
ôxXj ôXj V]” v 1 <nhu

||(XO+Vj— l+ejê j—)xº“:—||Vj— I+Bjºj||<||h||<õo 10130672)£
< Tl

“ £ 5
< — h = — h < h .Zlnull “HH“ ann, s?o

ou seja, se considerarmos a transformação linear A : R“ —+ IR dada por

“FÉ ª_(xº
“= 6x-

TL

onde h & Zhiêí' segue, de (5.78), que
i=l

MnWM+hy4oa—Amnzq
h—m ||h||

mostrando que a função f é diferenciável em x(, e E.

Portanto a função f será diferenciável em E e além disso

“ ôff'(x)h = A(h) =Z (x) hj, (5.79)
Í=1

ôXj

TL

onde 11 = Z hjêj.

Se t()
=1 (; ou t() : h,- teremos algo semelhante trocando-se o limite (5.75) pelos respectivos limites

laterais.
Deixaremos os detalhes destes dois casos como exercício para o leitor.
Como, por hipótese, as derivadas parciais da função f são contínuas em E segue, de (5.79), que a

a função f' será contínua em E, ou seja, f e C' (ER), completando a demonstração.
[]

5.4 Ponto fixo de uma função
Nosso objetivo nesta seção é exibirmos um resultado que garante a existência de um, único, ponto
fixo de uma função ”especial" definida em um espaço métrico " especial”.

Para isto começaremos pela
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Definição 5.4.1 Sejam X um conjunto não vazio, xo E X e f : X —) X uma função.
Diremos que xo é um ponto fixo da função 1” se

f(xo) =xº.

Para exibir um resultado importante para a existência e unicidade de ponto iixo de uma aplicação
precisaremos da

Definição 5.4.2 Sejam (X, d) um espaço métrico e f : X —> X uma função.
Diremos que a função f é uma contração em X se existir c 6 [0,1] tal que

d[f(x),f(y)] g cd(x,y), para todo x,g & X.

Observação 5.4.1 Toda contração é uma função contínua.
A uerijícação deste fato é simples e será deixada como exercício para o leitor.

Com isto temos o Teorema do ponto fixo de Banach:

Teorema 5.4.1 Sejam (X, d) é um espaço métrico completo e afunção f : X —> X é um contração
em X.

Então existe um, e somente um, ponto fisco da função f.

Demonstração:
Começaremos provando & unicidade:
Para isto suponhamos que x1 ,xz & X são pontos fixos da função f, ou seja

f(x1)=x1 e f(x2)=x2.

Então

f é contraçãof = ,f :dow)““=“”diamaxzn s caem) => 05(1—c)d(xi,><z)50wu>0
=> ª(X1)Xz)=0 =>X1=X2,

mostrando a unicidade do ponto fixo da função f.
Mostremos agora a existência do ponto leO da função f.
Seja xo & X qualquer.
Para cada n e N fixado, consideremos & sequência (x“)neN dada por:

Xn & f(Xn-i )» (5-80)

Notemos que, para n e N, teremos

(5 0) f é contraçãocªbana“) “= d[f(xn),f(xn_1n c dama-»,
com isto, por indução, podemos mostrar (será deixado como exercício para o leitor) que

d(xn+i,xn) S C“ d(Xi,xo), “ E N- (531)
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Logo, se m > 11 segue que

Des. triangular
à(xm)xn) _<. dbºmWºm—l) + d(xm—hxm—2) + ' ' '+ d(()Xnnyn =X d((“Wªt—1)

i=n+l
(5.8!)

] 15 (c“ +c““ + - - — +cm_ ) d(x.,xo) = c“ (1 +c+ . - - +cmºª-l) d(x|,xo)
d(><1 xo): fl _)". .c

1 _ c
(5 82)

Como c e [O, 1), segue que a sequência numérica (cn)“,eN será convergente para zero, ou seja, a
sequência (x“)neN será um sequência de Cauchy em X.

Mas (X, d) é um espaço métrico completo, logo existe o limte

x & lim x“ e X.
n—NX)

Como a função f é uma contração em X, segue que ela será uma função contínua em X, assim

f(x) = f ( lim xl) ”“ª““ lim f(xn)—— límºoxn+1=X (5.83)
n—àoo 11va=xn+l

ou seja, f(x) = x, portanto a função f tem um único ponto leO em X, completando a demonstração
do resultado.

[]

Observação 5.4.2 A demonstração acima nos fornece um modo de encontrar o ponto fixa da
função f.

Basta escolher xº & X qualquer e encontrar o limite da sequência (x“)neN em X, onde

xn & f“(x), n e N,

notando que:
1“11 & fo - - . ºf.

n—fatores

5.5 O Teorema da função inversa
Nesta seção utizaremos o Teorema do ponto fixo de Banach para provar um resultado sobre a contínua
diferenciabilidae da função inversa (local) associada uma função continuamente diferenciável e "bem
comportada”, mais precisamente:

Teorema 5.5.1 Sejam E Ç IR“ um subconjunto aberto de R“, xº & E e f e CRER“) tal que
f'(xo) & LGR“) seja um operador linear inuersíuel e yo & f(xo).

Então

1. existem subconjuntos U : Luxº) Ç E e V = V(y0) abertos em IR“, contendo )(o e yº,
respectivamente, tais que f : U —> V é bijetora (ou seja, a função f admite uma função
inversa Fl : V ——> U., localmente em xo).

2. Além disso temos que f_' & Cl(V;]R“).
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Demonstração:
De 1.:
Seja

A = f'(xo) & LHR“).

Como f' (xo) & LHR“) é um operador linear inversível, segue que “A“LUR“) # 0.

Assim podemos considerar
7x '

1

= ————-—— > 0. 5.84
2||A_1||L(1R“)

( )

Como a função f_' é contínua em xo e o conjunto E é um subconjunto aberto de R“, podemos
encontrar r > O tal que B(x0; r) º E e se

x e B(xo; r), teremos |lf'(x) — f'(xº) “I_(Rn) < A. (5.85)
—A

Afirmamos que a função f é injetora em 11 = B(xº; r).
De fato, para cada 9 e E fixado, consideremos & função <p : E —+ IR“ dada por

(py(x) = x + A4 [y — f(x)], )( E E. (5.86)

Notemos que:
existe único x e U. tal que 9 = f(x)

se, e somente se,
existe único x e U tal que y — f(x) = 5,

ou, é equivalente, a
existe único x e U tal que A4 [y — f(x)] = 5,

ou ainda,
existe único x e U tal que x + A4 [y — f(x)] = x

ou, equivalentemente,
existe único x 6 U tal que (pg(x) = x,

ou ainda,
existe único x e U ponto fixo da função (py. (5.87)

Portanto a função f é injetora em U se, e somente se, (5.87) ocorre.
Mostremos que (5.87) ocorre.
Para isto, observemos que (pg 6 C] (BR“) (pois f,A e C1 (RIRH) e além disso (verifique!)

(p;;(x) : In "' A_] º fl(x)> X E E,

onde I“ & LGR“) denota o operador identidade em IR“.

Logo, da Proposição (5.1.1) item 3. (isto é (5.3)), se x & B(xo; r), segue que

“(Pã,(XNluRn) = “I _ A”] º [f/(XHHLURW) = “A"] º [A _ lª'/(X)] “un“)
(5.3 1, )

_ ]
S ”A ]“unwulA-f/(Xmunnl = % Ã = ?&(5.84) , (5.55)

= a < A
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Logo se x,,xz & B(xo; r), do Corolário (5.3.1), podemos concluir que
1

“(Py(xl) — wybczlll S —|IX1 _le'l. (588)

Assim, se 91 6 B (f(xo); rk), teremos:

“muay—an=n0f+AªuI—nan)—aneukªut—«Mnn
_ 1 1

É NA 1" Ilyn — f(xolll < —r7x = —T. (5.89)_ .au—ad ZA 2
(5341; U]€B(f(xo)ifM* 5 < rÃ

Portanto, se x e B(xº;r), segue que:

llªºybª) — xoll = Illtpgbc) — wy(xo)1+[<py(xo)— xolll
l 1

_<_ “(PL;(X) '— (Py(xo)jl+l|©y(xo) _Xolj < ªí”-t íT' = 1", (5.90)

(?“Hv—xn<% “?%f
<?

ou seja, (5.90) mostra que (py : B(xº; r) —> B(xº; r) e (5.88) que esta função será uma contração em
B(xº; r), que é um espaço métrico completo (pois um subconjunto fechado de um espaço métrico
completo será um espaço métrico completo - verifique!).

Portanto o Teorema de ponto leO de Banach (isto é, o Teorema (5,4.1)) garante que existe um
único ponto lixo da função (py em B(xo; r), isto é, existe um único >? e B(xº; r) tal que (Pub-<) = &.

Sem perda de generalidade podemos supor que >? & B(xo; r) (basta aplicar o procedimento acima
para r' & (0,r), se necessário).

Assim, de (5.87), segue que a função f será injetora em U.
Com isto temos que f : U —> V será um função bijetora, onde

v &. f(U). (5.91)

Logo, para cada g e V, existe um único x e U tal que f(x) = y.
Para completar a demonstração do item 1., precisamos mostrar que o conjunto V é um subconjunto

aberto em IR“.

Para isto, dado g] e V sejam X] e U e TO & (0,'r) tal que B(x1;rº) Ç U = B(xo; r).
Afrrmamos que se 9 e R“ é tal que

"9 —— 13] || < Arº, então deveremos ter y E V. (592)

Em particular, teremos que V será um subconjunto aberto de IR“ (pois se g] e V, da desigualdade
acima, teremos que B(gj ; rºÃ) Ç V).

Mostremos a afirmação (5.92).
Para isto, suponhamos que 9 e E satisfaz Hg — 131“ < Aro, ou seja, g e B (g];roA).
Notemos que

"(PMN)-XIII=||(X1+A_1[y —f(X1)]) —X1 || = IIA—1 y —f(xl) ||

=91

IIA"(z)I|SIIA"|lL(mn) "zu
_, 1 ,

É NA II III.; —y1|I < ——To7x = —ro. (5.93)_,, __; ZA 2
(Sãº"! ueswwox)" É < TOÃ
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Assim, se x e B(x1 ; rº), teremos:

H (pybc) — Xl H = HMB) — (Pg(X1)]+[(Pg(X1)— mill
] 1

É Hºy“) _ (Py(x1)" +Hªpy(x1)_ Xl " < ETO + ETO : T0, (594)u—,__/ &.—..V._._./
, )em (x ;ro) - )(588 se, %llx—mlkàro (sªmªra%<Tº

ou seja, de (5.94), podemos concluir que (pg : Bbqçro) ——> B(x1 ; ro).
Assim a função acima será uma contração em B(x1 ; rº), que é um espaço métrico completo.
Logo, do Teorema de Banach, existe um único x & B(x1 ; rº) Ç B(xº ; r) tal que f(x) = y, mostrando

que 9 & f(u) = V, completando a demonstração do item 1. .

De 2.:
Como V é aberto em IR“, dado g e V existirá k & IR“ Xíõ] tal que g + k 6 V.
Do item 1., segue que existem x,xk e U tais que

f(x) =y e f(xk) =y +k.
Se considerarmos

h & xk — x,
da identidade acima segue que

f(x) =y e f(x+h) =y+k. (5.95)

Logo

=11r1 (y)+A" If(x+h)] =A" (y)+A—' [f(x)]

Wu+m-múo= u+m+Aªm—ax+m]— x+A4m—am

=h+A4 am-nx+m =h—A4aLV ª—v-J
=U =g+k

=—k

o que implicará que

“(Pg (x + M — Whº)“ = Ilh = A”] (k) || 2 !th = IIA—' (k)||- (596)
Por outro lado, de (5.88), segue que

x,x+hEU, logo (5.88) “| ]
!lcpng—h) — (MXN! S 5l|(><+h) =X“ = ílIhll- (5.97)

Logo, de (5.96) e (5.97), teremos:

_ 1
_ _ 1

|th — ||A ](k)“ 5 -||hl| => llhll £ ZIIA 1(k)" 5 2||A 'lluxn) llkll = Xllkll,“ã,—z(5301= x
1

.|th 5 x "kn, ou ainda, (5.98)

L<l_1_ (599“kn *An “' ' )
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Notemos que

(5.85) 1 (335.84) _1 > “HTH—Allman) = 2||A 1|lL(nn)||f'(X)—AHL(Rn)

_ 1

NA 'llunn) ||f'(x) — Annªn) s 5.

Logo, para cada x e U, do Teorema (5.1_1) item 1., segue que, o operador linear f'(x) admite
inversa (ou seja, será um operador linear inversível) que, por simplicidade, denotaremos de T (ou
sejam T a [VW—*).

Denotemos a função inversa associada a função f : U —> V por 3 (isto e, g & Fl).
Como isto teremos:

(5.95)9(9+k)-9(y)—T(k) = (K+hl—x—T(k) = .h, —T( .k, )

=T[f'(x)(h)] (síã)f(x+h)—f(x]

T é op_._linear T [f'(x)(h) — f(x + h) + f(x)]
= —-T [f(x + h) - f(x) — f'(x)(h)] . (5.100)

Logo,

(5.99)] 15 Km
_ _ (5.1 *e) AMEE—$ª g“ “17" ||—T [f(x+h) - f(x) _ f'(x)(h)] ||

IlT(z)llsllTIlrmn) Hzll 1 “f(x + h) _ f(x) _ f'(x)(h)||T “ _ .5 || LGR & ||h|| (5101)

Portanto quando k —> 5, de (5.98), segue que li —> 5.
Assim, quando k —> 5, o lado direito de (5.101) vai para zero, pois a função f é diferenciável em

&, implicando que a função 9 = f_' será diferenciável em y = f(x) & V.
Além disso, de (5.101), segue que

Notemos que a função º é contínua em V, pois é uma função diferenciável em V.

Como, por hipótese, a função f' : U —> LHR“) é contínua em U e a aplicação que leva um operador
linear inversível no seu operador linear inverso é uma aplicação continua na norma de LHR“) (ver
Teorema (5.1.1) ítem B.), segue que a função 9' será contínua em V, mostrando que f_' = 9 e C ' (V; 11),
completando a demonstração do resultado.

[3

Como consequência temos o

Corolário 5.5.1 Sejam E Ç IR“ um subconjunto aberto de R“, 0 como no Teorema (5.1.1),
f e CHER“) tal que f'(x) & 0, para, x e E.

Se W Ç E é aberto em E então f(W) é aberto em R“, ou seja, a aplicação 35 é uma aplicação
aberta.

Demonstração:
Se 9 E f(W), existe x e W tal que f(x) = y.
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Pelo item 1. do resultado acima existirá U : U.(x) subconjunto aberto contido em W tal que
9 e V = f(U) Ç f(W) com f(ll) sendo um subconjunto aberto em R“.

Logo existe 6 > O tal que B(y; &) Ç f(u) Ç f(W), em particular, B(y; &) Ç f(W), mostrando que
f(W) é um subconjunto aberto em R", completando a demonstração do resultado.

E]

5.6 Teorema da função implícita
Para finalizar enunciaremos e provaremos o Teorema da função implícita.

Antes porém faremos algumas observações e introduziremos algumas notações:

Observação 5.6.1

1. Sejam E um subconjunto aberto de R2 e f: E —> IR uma função diferenciável em E.

Suponhamos que (xmyo) E E é tal que

ôf
f(xo>yo)=0 e a(xmyo)7éo'

Então, no curso de Cáculo II, mostrou—se que existem vizinhanças de xo e yº, que de-
notatemos por u = Luxo), V = Wyº), respectivamente, tal que U x V Ç E e uma função
g : U —> V, diferenciável em U, de modo que

f[x,y(x)] = 0, x e U,

ou seja, podemos obter na equação

f(x,y) = 0, (x,y) E E,

ª como função de gg, em um vizinhança de (xmyº), ou ainda, o gráfico da equação acima
pode ser obtido como o gráfico de uma função de E, em um vizinhança de (xmyo), contida
em E.

. ôf
2. Se a hipásete a(xogo) # 0 falhar a, conclusão pode ser falsa, como mostra o seguinte

exemplo:

Consideremos f : R2 ——> IR dada por

f(x,y) = x2 +y2 — 1, (x,y) & R2

Notemos que a função f : E —> R uma função diferenciável em R2 e

f(1,0) =o e %(1*º)=2'º=º
e não existe nenhuma vizinhança de (xmgo) = (1,0) de modo que possamos escrever
y = g(x) em uma vizinhança do ponto (xmyo) = (1,0) (veja figura abaixo)

fix,y(><)] = 0.
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U

3. Na situação do item 1., se (xmyº) (; E é tal que
ôf

f(xmyo) =O e a(xoago) 760

Então, no curso de Cáculo II, mostrou-se que existem vizinhanças de xº e yo, que de—

notatemos por U : U(xo), V = V(yo), respectivamente, tal que U >< V Ç E e uma função
x : V —> Ll, diferenciável em V de modo que

f[x(y))y] : 0) 9 E V,

ou seja, podemos obter na equação

f(x,y) = O) (789) G E)

ª como função de ª, em um vizinhança de (xmyº) contida em E.

. A seguir exibiremos uma versão mais geral do resultado acima, apresentado no curso de
Cálculo II,, bem como sua demonstração.

No enunciado e na demonstração deste resultado que virá a seguir, utilizaremos a seguinte
notação:

Sexâbmw ncn) GR“ ey à(yum ,um) GR“ então

(ny) & (xl>"' )meh'" nyH) ERn+m'

Se A & L(R“+m;R“) então podemos decompor a transformação linear A em duas trans-
formações lineares, que denotaremos por: Ax : IR“ —> R“ e Ag :]R'“ ——> IR“ dadas por

Ax(h) & A(h, Om), h & IR“, (5.102)

Ay(k) & A(On,k), k & Rm, (5.103)

onde
Onâ(0,m ,0)61R“ e Omâ(O,--— ,O) GR“.

De fato, para 11 € IR“, k e R“, teremos:
A é transf. linearA(h,k) = A [(h) Om) + (OmkH Mh» Om) + A(On)k)

: Ax(h) + Ag(k). (5.104)

Deimaremos como exercício para o leitor mostrar que A,( & LGR“) e Av 6 HRW-,nª“).
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6. Notemos também que

IlhllmnFMXlle(h)ll = llA(h»0m]H S llAllunmww) Il(h>0m)llnn+m = llAllunmwnnMIhllnm

7. De modo semelhante temos

“Ay(k)“ É llAl|L(nm+n;nn)llkIÍRm«

Com isto podemos enunciar e demonstrar um Teorema da função implícita para transformações
lineares, mais precisamente:

Proposição 5.6.1 Seja A & L(]R“+m;R“) tal que Ax e LGR“) é um operador linear inuersível.
Então para cada k & Rm, existe um único h e R" tal que

A(h, k) = on. (5.105)

Além disso
h = —-A;1 [Agua] . (5.106)

Demonstração:
Observemos que para cada k & Rm temos que

e “se “' “
Ax(hJ+Ay(k) =o“ ªº” ”teªmº ) =_A;' [Ay(k)],(5ª?)A(h, k) = o“

completando a demonstração.

Observação 5.6.2 O resultado acima nos diz que, para cada k & Rm, na equação

A(h, k) = 011

podemos obter h & IR“, de modo único, em função de _k_, ou seja, h = Mk).
Além disso, essa função será linear em _lg, como descrita em (5.1 06).

Podemos agora enuciar e demonstrar um Teorema da função implícita que estende o que foi
exibido no cusros de Cálculo II, mais precisamente:

Teorema 5.6.1 Sejam E um subconjunto aberto de RH]“, (xmyo) E E, f E CRER“) e A &

f'(xo,yo) E L(R“+“;R“)-
Suponhamos que

f(xo,yo) : On

e que A)( & LGR“), dada por (5.102), seja um operador linear inuersz'uel.
Então existe subconjunto aberto U & U(xº,yº) de IRM“, contendo (xmgo), um subconjunto

aberto W = W(yº) Ç Rm, contendo yo, tal que para todo 13 6 W existe um, único, x 6 R“ de
modo que »

(x,y) eu e f(x,y)=0n, (5.107)

ou seja, existe uma função 9 : W —> JR“ satisfazendo:

1. g(yo) =xo;
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2. para g e W, temos (g(g),y) e U;

3. para 9 e W temos que
f(g(y),y) = ºu—

Além disso, 9 & C'(W;IR“) e
g'(go) = —A;' o Ay. (5.108)

Demonstração:
Definamos a função F : E —+ IRM“ dada por

Fºcal“ ';“ (f(x)y)>y)) (7439) G E (5'109)

Notemos que
zonH—F(X0)y0) : (f(XmUo),Uo) : (011,90)-

Como f e CHER“) segue que F & C1(E;R“+m) (pois suas funções componentes são funções
continuamente diferenciáveis em E).

Além disso temos que
F'(xo,yo)(h, k) = (MH, kkk). (5.110)

De fato, notemos que como a função f é diferenciável em (xmyo) segue que

=O“f—M
() : lim f(xo + ha 90 + k) _ f(X0)Uo) _A(h) k)

(mm—nom "(h, k)l|

__ lim f(xo + h, 90 + k) — A(h, k)
(mw—mom ll (h, k) ll

)

ou, equívalentemente:
:O“M—f(xº + h,yo + k) — f(xº,yº) : A(h, k) + I(h, k), (5.111)

onde
(h k)rlim —-)— = 0. 5.112

(mm—«om |I(h,k)ll
( )

Logo

=On
r—A-“N

]:(Xo + hyUo + k) _ F(Xo,yo) : (f(xo + hugo + k))yyo + k) _ (f(XOIUo)>UO)

(mu]= (f(xo +mg + k), k) ”= (Am, k) + rth, k), k)

: (Aula k))k) + ("-(h) k)) Om) ' (5.113)

Assim

“]:(Xº + haya + k) _ FWmUo)—(A(h)k)»k)||1kn+m (5423) ||(T(h)k)) OmNIIR'H'm

“(h,k)“ ||(h,k)||

: ||T(h,k)“]Rn (5.112)

"(wu º*
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quando (11, k) —9 (0,0).
Portanto vale (5.110).
Notemos que

=(Onyom)A k= Om0 : FI(X0)UO)(hak) : (A(hyk))k) => %

On : AGI, Om) : AXUT)
A,; é in ersível h : On

=> (h>k) : (On; Om) : O)

ou seja, o operador linear F'(xº,yo) é injetor e portanto bijetor (pois é um operador linear), logo
F'(xo,yº] & MRM“) será um operador linear inversível.

Logo podemos aplicar o Teorema da função inversa à função E (ver Teorema (5.5.1)) e com isto
poderemos obter um subconjunto aberto U = U(xº,yo) _C; Rn+m e um subconjunto aberto V =
V(F(xº,yo)) : V(On,yo) Ç RM“, de modo que a função F : U ——+ V será bijetora e F4 e C1 (1.1; V).

Seja
W=íy 6 R“: (Omy) e V).

Observemos que yo & W, pois (011,90) € V.
Além disso W é um subconjunto aberto de R“ pois a função 1 : R“ —> RMT“ dada por

My) = (ºmg), y 6 R“

é uma função contínua em IR“ e como V é um subconjunto aberto de RM“ segue que W = 1—1 (V)
será um subconjunto aberto de IR“ (onde rl denota a imagem inversa associada a função 3).

Notemos que se g e W segue que existe (x,y) & U tal que

F(X)U) : (On)y))

pois a função F : U —a V é bijetora.
Mas

(011,9) : F(x,y] : (f(x,y),g) # “X“.” : On)

ou seja, para cada 9 e W existe, pelo menos um, gg tal que (x,y) & W e f(x,y) : On.
Afirmamos que tal & é único.
De fato, suponhamos que (x',y) e U é tal que

f(x,y) = 0“ = f(x',y).

Logo

F é injetora em Ll ,FBW) = (f(X',y),y) = (f(x,y),y) =F(x,y) = x =x.
Com isto podemos concluir que para g e W existe um único )( = x(y) tal que

f(X(y),y) = On)

completando a demonstração da La parte do resultado.
Para & 2.a parte, consideremos a função 9 : W —) IR“ dada por

g(y)=x, para yeW, (5.114)

onde >_< é o único elemento em W tal que (x,y) 6 U e f(x,y) = O“ (obtido na la parte).
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Com isto teremos

F(9(y),y) = Hw) = (f(x,y),y) = (Omy), y 6 W-V:O"
Se G %- F_ª : V —> U então, do Teorema da função inversa (ver Teorema (5.5.0), segue que

G & C](V;u).
Mas

]G=F*F(g(y),y) = (Omy) = F[G(OmU)]> U GW

e como a função E é injetora em U, segue que

(g(yWJ = G(Omy), g e W.

Logo se considerarmos as funções Th : IRM“ ——> R“ dada por (é uma transformação linear, logo
pertence a C'(R"+m;R“))

":(X,y) & X) bºª)) E Rn+m,

e H : Rªm —> RMT“ dada por (é uma transformação linear, logo pertence a C1(R“+m;R“+m))

H(X,y) ª (omg), (x,y) € Rmm,

segue que
g(y) =[n1 º G O HHXHJ), (x)y) 6 v

Como G & C'(V;W), "1 & C](R“+m;R“) e H & C'(1R“+m;R“) segue que 9 & C'(W;1R“).
Para finalizar, precisamos mostrar (5.108).
Para isto, observemos que se considerarmos a função (9 : W ——> IRM“ dada por

<p(y) = (g(y),y), 9 6 W,

segue que cp & C' (W;R“+m) e para 9 6 W teremos (como em (5.110))

<P'(y)(k) = (9'(y)(k),k), k 6 R“-

Notemos que, para y = yº, teremos

(P(Uo) = (g(yo),yo) = (xmyo). (5.115)V=xº
Como

f[<p(y)1 = f(9(u),y) = Om y 6 W

segue, da Regra da cadeia, que

[f'icp(y)1 º <p'(y)1(k) = On k & Rm. (5.116)

Mas
(5 "W)

fl[ªP(Uo)] .=“ f'(xo,yo)=A,
e assim, de (5,116), teremos

[A º (P/(Uo)](k) : Om k € Rm»
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ou seja,

On : A[ <Pl(Uo)k ]

=(g'(yo)(k)»k)=(g'(go)(k),0m)+(0mk)
A º ºpª “ª“ A [g'wºm om) + (omkn = A [g'wom cm)] + A [(omku
= AXÉ/(HUM + Ay(k) => [Ax º 9I(Uo) + Ay] (k) = 011

't A;1 _“=> g'wonk) = — [AJ oAy] (k),

mostrando (5.108) e completando a demonstração do resultado.
(]

Observação 5.6.3 Em termos das componentes da função f e da função º a expressão (5.108)
tornar-se-á a seguinte:

Para cada íe[1,-—. ,n] e k 6 [1,-—- ,m] teremos:
TL

ôfi( )õgi _ ôfiX
X)”

(XMUO
ªgk—'(Uo) '—

ôzn+k
(Xml-30%

í=1

onde 2 = (x,y) & RMT“.

Para ver isto, basta notar que

ôfi
[Ay] = (Maomyo) ,

nxm

e assim [Ax][g'(yº)] = —[Ag], que nos fornecerá a expressão acima,.

Para finalizar consideremos o seguinte exercício:

Exercício 5.6.1 Seja. f : R5 —> R2 a função dada por

f = (f1)f2)a

onde fhfz : IRS ——> IR são dadas por

f1(X13XZayhyZ)yS) à Zex1+ X291—4y2 + 3)

fz(><1,><z,yuyz,ys) àchosm) - 6x! +29] —ys, (X],Xz,y1,yz,ys)R5.

Observemos que se
xo = (0,1) eRZ e Yº & (3,2,7) & R3

então

f1(Xº,Yº) = f1(0,1,3,2,7) = Zeº + 1.3 —4.2+3 = o,

f2(Xº,Yº) = f2(0,1,3,2,7) = 1.cos(0) — 6.0 + 2.3 — 7 = o,
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ou seja,
f(Xo,Yo) = (fI(XO)Yo)>f2(X0)Yo)) = (0,0) 6 R2.

Notemos também que

[ff(xo,vº)1=(_ª ? ª “4 º),
2 3 1 _4 o

[A*]=(—6 1) ª [Aª]=(2 o 4)“
Em particular, a matriz [Ax] é inversí'uel (pois det [Ax] = 2+18 = 20 # 0) logo, pelo Teorema da

função implícita, existem vizinhanças de X0 e Yo, que denotaremos por U = U(Xo) e V = V(Yo),

respectivamente, e uma função 9 : V —-> u de pertence a C1(V;U), que satisfaz:

g(Yº) = XO, isto é, g(3,2, 7) = (0,1),

e l l _í
; __ _ _] Exercício _]— 1 _?) 1 —4 O

_
4 5 20

[9(Yo)]— AXA” _ 20(6 2)(2 o -1“ _l É l2 5 10

5 .7 Exercícios
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