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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Um doé resultados fenémenais deste século é o teorema
Hopf gue estabelece condigdo necessdria e suficiente para
que uma variedade c” compacta M sem bordo admita um cam
po de vetores n3o nulos. Precisamente, esta cpndiqéo neces
saria e sgficiénte é o anulamento da caracteristica de Euler
da variedade. A

De uma forma nao tdo geral quanto esta existem também
condicbes necessarias e suficientes para a existéncia de
k-campoé L.I. eﬁ:cada ponto de M . .

A existéncia de>k—éampos L.I. numa variedadé estabele

ce a seguinte equagdo de fibrados vetoriais:

™ = @n-k + BX . onde

-~

'Bk é o fibrado trivial vetorial sobre M de posto k , ou

seja existe um monomorfismo

u Rk + T(M) .

Esta pequena introdugdo induz naturalmente ‘ao seguin

te problema:

a b

Sejam o e B fibrados vetoriais sobre uma varie



dade ¢~ , compacta sem bordo e conexa onde a = dima ,
b = dimB e suponhamos que a s b .

"Determine obstrugbes para gue exista um monomorfismo
u:o-+B8".

U. Koschorke definiu um Gnico elemento num certo gru
po de bordismo normal gue representa a obstrugdo total no
caso em que 2(b-a) > n .

Neste sentido a questao da existéncia de k-campos L.I.

na veriedade é equivalente a existéncia de um monomorfismo.

k

u : § + 1(M)

Como outro exemplo podemos citar o Teorema de Hirsch:

Seja M ¥, g2n+1 uma imersdo com fibrado normal v,
entao:
"Existe uma imersio M" <— R"*? com fibrado normal

ua se e somente se

a

v Eoa o+ R(n+1)-a "

Nesta nova formulacdc entdo a existéncia de uma imer
sdo com fibrado normal o2 e equivalente a existéncia de

um monomorfismo

u: o =y . cujo complementar € trivial.

Vamos estabelecer agora alguns resultados



Suponhamos dimB = n = dAimM e dima = 1 .

Koschorke em 1974 [2] estabeleceu o seguinte resul
tado para B = T(M) :

Existe um monomorfismo u : o + T(M) se e somente se

19) Se n 0(2) X(M) = 0

m

29) Se n 1(2) wn(TM-a) =0 .

Como aplicacdo deste resultado mostremos que o fibra

do candnico de linhas X + RP™ nunca & um sub ~ fibrado de

T(reM) .
1) no caso par temos X(RP") = 0
2) no caso impar temos
WRPTZY) = (e ™1 (1200 ™! = (1aa)P .
Assim

wn(rRP"-A) = 2 ) M=o =20 ’

e portanto a obstrug¢ao nao se anula.

Uma outra aplicacao deste resultado € o seguinte

Proposigao I.1

Se n = 1(2) ent3ao o fibrado determinante de M é

um sub-fibrado de T(M) .



Demonstragado

Neste caso a obstrucdo total da existéncia de um mono

morfismo u : detM < T(M) € a classe
wn('t (M) ~det M) .
Uma vez que W(detM) = (1+w,) temos entdo

W(T(M) —det M) = (Tswy 4wy +oov 4w ) (1ow,)

e portanto

n-k
1

n-2

W (T(M) - detM) = w’; + w?_1w1 s Wi e W T W e e

n

Se mostrarmos que w‘?'kwk =0 O0sksn entdo a pro

posicdo fica demonstrada. Isto sera feito como consequén

cia do lema abaixo. c.Q.D.

Lema I.2

Seja M? uma variedade topolégica qualquer, compacta
sem bordo e conexa de dimensdo n . Entdo valem as seguin

tes:

1) Para todo 0sk<n e toda classe x € H1(M + 2/2) va

le a seguinte relagido

n-k_ n-k-1
{n-k-1}x W, = (k+1)x Wi 1



2) Para todo 0sksn-2 e toda classe x e H1(M , 2/2)

vale a seguinte relagéo

n~k~-2 k-1
n-k n-k-1 n-k-2
‘ 2 ) x W + (n-k) (k+1)x L) +( 2 ) X W2 =
= (n--k)x""k"lw1wk + k x0k-2 WV * xn-k=2 wf W -
Demongtragado

1) A seguinte f6rmula segue do teorema de Wu

sq1(xn-k-1wk) - w1xn-k—1wk

uma vez que a primeira classe de Wu v, = w,. Desenvolven

do obtemos:

n-k-1

Sq1(x n-k-1

w) = (sq'x Ywy 4 x"'k'1Sq1wk

n-k n-k-1
= (n-k-1)x_ W, + X Wow ¢ (k-1)wk+1

= (n-k=-1x"Fu 4w xR s e xRN
Portanto
(n-k-1)x""Kw, = (k-1)x"KN
2) Analogamente
qu(xn'k-zwk) = vzxn—k;zwk = (w% +w2)xn'k'2wk .



O e

Por outro lado

n-k-2 1_n-k-2

n-k-2 Jwy +Sq x xn-k=-2

qu(x w) = qu(x S‘:;"wk + quwk

e usando a formula de Wu.
sq? s k
T lwe) = O, ) Wy g + kW g ¢ Wy
e desenvolvendo de uma maneira anadloga ao 19 caso obtemos a

foérmula desejada. Cc.Q.D.

Tomando a formula 1 no caso n Impar e k Impar ob

temos imediatamente

n-k o, em particular

®

£
L

[]

w, w, =0, para n impar e k impar.

Obtemos w, = 0 também pela férmula 1.

Tomando a formula 2 no caso n Impar e k iImpar ob

- temos
k-2 _ B
n 2 )w'; kwk = 0 pela formula 1
(n-k) (kn)w’;“k“ W, = 0 pois kel & par

k-1 k- -
€ )w’.'l k 2wk+2 = 0 pela férmula 1



w’;'k w =0 pela £6rmula 1

obtendo assim

n-k-1

kw1 Wea1 S 0 e portanto

wn—(k+1)

1 wk”=0 0sk<n .

E assim fica demonstrada a proposigao. c.Q.D.

Esbogaremos uma demonstracdo do seguinte resultado de

[4) pelo método de singularidades nestas notas.

Teorema I.3

2

Seja a“ um fibrado de planos sobre M

tal que
n25, n =1(2) e

Ww2(M) + w2(a) + wy (M)W, (a) = () w,(a)
1 1 1 1 2 2 ¢

Entdo existe [TIE] uz + 1(M) se e somente se

Wy (TM-0) = 0 em ®™ (M, 2/2) .

Também demonstraremos um teorema (Teorema III1.9) que

produz o seguinte resultado essencialmente como coroldrio.

Teorema I.4

Seja a2 um fibrado nd3o orientivel de planos sobre



M, n28 e n:z0 mod 4 . Entdo existe :a2+1(M)

se e somente se

n-1
a) 0= g (t-a) € BTG, o) () )

b) Existe Vv € Hy(M;Z gue é dual mod 2 a

wy (a) )

wn_z('r(M)—u) em Bn-z(M ,2/2) e tal que ef(a) n v = X(M).



CAPITULO 11
ALGEBRA LINEAR DE FIBRADOS

Comecemos este paragrafo com a seguinte pergunta ing@
nua:

Quando é que uma aplicacdo linear f : R® = R® & um
monomorfismo?

Consideremos M(bxa ,R) o conjunto das matrizes
reais bxa . Denotemos por Wk(b x a) o subconjunto das
matrizes em M{(bxa) de posto 2k (que €& um aberto em
M(bxa) ) e Ak(b;(a) o subconjunto de wk(b x a) consti

tuido das matrizes de posto exatamente igual a k . Temos

assim a seguinte filtracao

M(bxa) = Wo(bxa) > W (bxa) > Wo(bxa) > ... > Wi(bxa)
U ) [¥] u
A°(bxa) al'(bxa) a2(bxa) A% (b x a)

obviamente a resposta a pergunta formulada é que f & mono
morfismo se e somente se a matriz de f pertence a Wl .
Denotando-se por cod(M,N) a codimensdo de M em N

temos imediatamente que
cod (A%, %) = (b-k).(a-k) .

Uma versdo parametrizada por pontos de uma variedade
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M do acima exposto segue da seguinte maneira:
Sejam o e B fibrados vetoriais sobre M de posto

a e b respectivamente com asb e

W, =y Wia,8)

] xXeM

M
onde wk(ux,Bx) = {h e Hom (o, , B, ) de posto 2k}
e
A, =y aRG,,8)
J
M
onde | Ak(ux,sx) = {nh e Hom(a_,B.) de posto =k}

e também temos

Hom(a,B) = U Hom(ax,ﬂx)

xXEM

M

e assim a seguinte filtracdo:



1

Hom(a,B) = Wo(a,B) > W'(a,B) > ... > W3(a,B)
v v U

2%(a,8) al(a,B) ... A% 0,B)

Consideremos F(Hgm(u,e)) o conjunto das secg¢des do
fibrado Hom(a,B) e & 6bvio que existe uma correspondéncia
biunivoca entre os elementos de T (Hom(a, 8)) e morfismos
u:a+pB . Assim sendo o conjunto dos monomorfismos
u:o=+B corresponde ao conjunto dos elementos em

I (Hom(a,B)) cuja imagem estd contida em W7(a,B) .

Definigao II.1

Diremos que u : a + B é um k-morfismo, 0sksa, se
a seccado que a ele corresponde tem imagem em wk(a,e) , €
além disso u € regular se a correspondente secc¢ao s, for

transversal a Ak(a,B) .

Observemos gue Ak tem codimensao {b~-k) (a=k) , e
usando resultados conhecidos de transversalidade a seguinte

proposicdo se verifica imediatamente.

Propostigao II.2

Sejam a?® e Bb fibrados vetoriais sobre M com

2(b-a) > n-4 . Entdo sempre existe um (a-1)-morfismo regu
lar

u:a-+B.
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vamos neste ponto estabelecer as idéias gerais do pro
blema & ser estudado:

Comecemos com um k-morfismo regular

u: a? - Bb

k cairemos imediatamente em

wk+1 . Para tanto é preciso pois estudar o espaco Ak .

Se for possivel evitar A

Consideremos s, 2 secgao correspondente ao u-morfis
mo regular u .
Como u € k-morfismo regular, 8y é transversal a

subvariedade Ak . Seja S c¢c M a subvariedade definida por

Observemos que fora de S , s tem posto maior ou
igual a k+1 .

Nocasoemgque b=n e a=1, 8 é& um conjunto
finito de pontos.

E a subvariedade S que fornecerd a obstru¢do, loca
lizada num determinado grupo.

Consideremos os fibrados:

2% (qa,8)

15

a > M - B
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k

Considerando-se fibrados sobre A induzidos por p,

temos o seguinte diagrama:

Ker @ Coim & p*a B*8 = Coker @ Im

o

vamos explicar como esta decomposicdo é obtida:

Seja h e ak , P(h) = x entdo para cada x € M te

mos
h:a -+ 8 de posto =k
assim
a, = Ker h @ Coim h
e

Bx =Imh @& Coker

sdo respectivamente as decomposigdes.

k

Assim se h € A a fibra de Ker sobre h é Ker h

e a fibra de Coim sobre h & Coim h e assim por diante.
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Ve

Proposigdo II.3

Os fibrados v(Ak(a,B) ,wk(a,B)) e Hgm(Kgr,Coger)

sdo naturalmente isomorfos sobre Ak(a,B).
Demonstragao (Esbogo):
Definimos um morfismo de fibrados
k k ~ ~
v(r"(a,B) ,W (a,B)) =+ Hom(Ker,Coker)

da seguinte maneira. Seja ho e Ak(a,B) com p(ho) =x_ € M.

Um vetor normal [h] em

Ty, (Hom(a,8)) / Ty (A%(s,8)) em by

pode ser representado por um morfismo h_ tangente a fibra

Hom(a,s)x . Isto & , h° é um morfismo linear
~ o
h° : uxo - on . Compondo ho com a inclusao Kera c axo
e com a projecado Bx + Coker ho , obtemos o morfismo dese
° .

jado em Hgm(xér,Coger).

Vamos agora definir a nocao de cobordismo normal e
mostrar como o esquema estabelecido anteriormente define um
elemento neste grupo de cobordismo normal.

Vamos primeiramente definir o grupo Qn(x ;07 -07) e

+ -

posteriormente o grupo relativo Qn(x A ;3 6 -0¢) e mos

trar que esta definigdo nos fornece uma teoria de homolo
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gia generalizada.
Seja X um espa¢o de Hausdorff , paracompacto e
o = (6% ,¢7) um par de fibrados vetoriais sobre X .

Seja (M,q,9) uma tripla formada por:

1) M & uma variedade compacta sem bordo C~ de dimen
sao n .

2) g : M+ X uma aplicacdo continua

3) g : v(M) @ g*(¢”) + g*(¢*) um isomorfismo de fibra

dos onde v(M) é o fibrado estavel normal de M .

Definigdo:

Duas triplas (M? 19y 9, e (Mg 19, ,9,) sdo co

bordantes caso exista uma tripla (wn+1 ,6,G) satisfazen
do .

a) w1 & uma variedade C” compacta com bordo tal que
BW=M1UM2.

b) G : W+ X é uma extensao continua de 9, U g9, -

c) T : vIiW) ® G*(¢”) » G*(¢*) & um isomorfismo de fibra

dos tal que Elaw = 51 U 32 .

Técnicas elementares de topologia diferencial mostram
que cobordismo entre triplas é uma relagac de equivaléncia.
Assim sendo Q (X ; ¢) € o conjunto das classes de equiva

léncia.
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Caso o fibrado virtual ¢*-¢~ possa ser concretamen

te realizado entd3o é possivel mostrar que
= 3 s bt
f,(x;9) That (T(®)) = 7 (T(d))

onde 5 é o fibrado vetorial de dim t>n isomorfo a
¢*-—¢' . Logo mais esbocaremos uma construcdo deste isomor

fismo.

II.¢4 - CLASSE DE BORDISMO DEFINIDA POR K-MORFISMO REGULAR

Seja u : a + B um k-morfismo regular e s 2 sua res
pectiva seccdo em Hom(a,B) . Assim sendo s, & transver
sal a Ak(a,B) e S = s;1(Ak(a,B) € uma subvariedade de
M de dimensdo n- (a-k) x (b-k) . O elemento desejado sera

representado pela tripla (¢,9,9) que estid no grupo

k -
- (a-k) x (b-k) (A" (2sB) 5 ¢)
onde os ingredientes sao definidos como segue:

g=s : s » aK(a,B)

g = T(S) ® (Ker ® Coker) ———— T(S) & V(S,M)

i(M)ls

onde <« s = Ker @& Coker .
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Observando gue temos os seguintes isomorfismos
Ker @ Coker & g*(Ker @ Coker) e TM|S = g*(p*(TM))  entédo

a tripla (S,g,g) define um elemento no grupo

k ~
. (ack) x (bok) B (@:8) , 6)

onde ¢ = Ker & Coker -~ p*(TM) .

Os casos interessantes e as aplicag¢des serao dadas em

funcdo do estudo da classe de cobordismo como foi descrita.

II.5 - BORDISMO NORMAL RELATIVO

Sejam X um complexo celular, A c X um subconjun
EN

|

X um fibrado vetorial de posto N .

to, e

Vamos entao definir o grupo de bordismo relativo

Q. (x,a 1Y) no caso em que N 2 n+2 .

Definigao:

‘Uma aplica¢do normal em (X,A) consta de uma tripla
(M .9 ,G) satisfazendo:

1) (M, 3M) sdo subvariedades compactas c” de Dn+N

aDn+N - Sn+N-1

tal que M intercepta transversalmente,

ou seja 3IM = sPHN-1 oM.
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2) g : (M,3M) =+ (X,A) é uma aplicacado continua.
3) G : vim e D™N) — g+ N
e
G : v(aM c sM*N-1) —_— g*CN .
oM
Definigao:

Um bordismo normal entre as triplas (Mo ' 99 ,Go) e

(M, ,9,,Gy) & uma tripla (w"*' ,h,H) satisfazendo:

n+N I

1) (W, 3W) sdo subvariedades compactas de (D x ,

n+N n+N x I)

a(D x I)) gque interceptam transversalmente 3(D

e sPN-1 . (0,1} e tal que
W 0™ x {0})) = M x (0)

wh o™ x (1)) = M, x {1},

-

Notemos que V = 3W 4 s™N-1 » 1 & uma variedade compacta

tal que 3V = M, | ] M, .

2) h: (W,dW) >~ (X,A) estende g, [} 94 -

n+N

3) G: viWwe D x I) ——:——* h*EN estende G° 1 G,

n+N-1

e o isomorfismo v(Vv c S ) —— h*li
v

estende G G ;
°law, L] ow,
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Técnicas de topologia diferencial podem ser aplicadas
e facilmente prova-se que esta relacdo é uma relacéo de e
quivaléncia. Assim por definicéo, o grupo de bordismo nég
mal relativo & o conjunto das classes de eguivaléncia, deno

tado por
nn(x A ;EN) onde a soma € definida por
My 099 06Gy) + M5,9,.G;) =
= M, LIMy 9,990 Gy LGyl

Observaegdo:

A hipotese N 2 n+2 & utilizada de modo a se obter

n+N

M e M, subvariedades disjuntas de D .

(] 1
Poderiamos construir o elemento inverso de um elemen

to [M,g,G), porém o faremos de uma forma mais elegante g

tilizando o

Lema II.4

Seja A € O(n+N) um elemento qualquer. Dado um ele
mento [M,q,G) em Qn(x , A ;EN) consideremos o© elemento
[A"‘(M) +90A ,GoA]l] onde olhemos A como um difeomorfis

n+N

mo a:p™¥.p Entdo temos [A~'(M) ,goA,GoA) =

= det(A)[{M,g,G)] em o, (X,A58) .
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Daremos uma demonstracdo deste lema depois de identi
ficar 2.(X,A;§) com um determinado grupo de homotopia

estavel utilizando-se a construgao de Pontryagin - Thom.

II.6 - BOMOMORFISMO SUSPENSAO

Seja ljt fibrado trivial de posto t . Nosso objeti
vo agora € definir o homomorfismo suspensio
Lo (x,A5EN) » o (x,a:E%0R) .

Dn+N Dn+N+1

Por meio da inclusao natural c que pro

n+N _ Rn+N+1

vém da inclusdo candnica R que anula a QGltima

coordenada, podemos associar a& aplicacdo normal (M,g,G) a
aplicacao normal (M,g,G ® 1) onde G & N : Vv(M ¢ Dn*N”)
—— g* (€M) o R .
i Consequentemente obtemos um morfismo  natural
£ranx,aseN » o x,a:EN oY),
Vamos mostrar em breve que sob a hipdtese de. Nen+2,

I é um isomorfismo.

II.? -~ CONSTRUCAO DE PONTRYAGIN - THOM

Teorema II.8

A Construcdo de Pontryagin-Thom estabelece um isomor

N N
fismo entre Qn(X,A;E ) e. "n+N(T(€ ) ,T(CIA)) .
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Esboco da demonstragqo:

Podemos identificar o espago total do fibrado normal

n+N)  com uma vizinhanga tubular de M em DN |

V(M € D

O complexo de Thom T(v) é por definicdo o espaco
quociente do fibrado de discos de Vv pelo fibrado de esfe
ras.

As aplicagodes

G G

P e v e
l | l |
M — s M M —>— M

induzem a aplicacao
G.: (T(V) ,T(v' }) + (T(E) .T(E| )}
M A

e assim a aplicagdo normal (M,qg,G) produz uma aplicagio
de pares Goc : (D™*N 8PN L () ,T(ElA)) onde ¢
colapsa a esfera sn+m~1 no ponto base.

Obviamente aplica¢des normais bordantes produzem apli
ca¢coes homotdpicas. Esta observacgio garante um morfismo

bem definido
R0k, Az EN + A (D) T

Usando o conceito de transyerSalidade vamos esbogar uma de



22

monstracdo de que o morfismo que acabamos de construir é dg
fato um isomorfismo.
(Dn+N 'sn+N-1)

Dada uma aplicacdao de pares -+

N

+ (T(EN),T(EI )) podemos aproximd-la por uma aplicacdo ho
A
motdpica h tal que hh X e hls“*“-’ 4 A. Vemos X e
N N
- € $la
A como as seccoes nulas dos fibrados ¥ e + .
X A

Sendo que fibrados vetoriais sdo localmente triviais

podemos projetar U x RN » RN para U , um aberto de tri

vializacao de EN .

Usando o resultado cldssico para transversalidade re

lativa de RY , obtemos M" = h'1(x) , uma subvariedade de
DN tal que M = M 4 s™*M 1 ¢ jsomorfismos do f£ibrado

N

normal de M em D" com h*(EN) e do fibrado normal de

n+N-1

M em S com h*(CN ) .
|a

Aplicagdes homotSpicas produzem aplica¢des normais em
(X,A) que sd3o bordantes. Assim o morfismo construido _‘eg_

tre
T (TE) S TE D) e A AsE) 8

bem definido, e € o inverso do homomorfismo inicialmente

construido.
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Consequéncias da Construpgdo de Pontryagin - Thom

Proposigao II.9

0 homomorfismo suspensao
I:Q(X,A;6) + 2 (X,A;E @ R

€ um isomorfismo.

Demonstragao:

(X Az EY) —— 0 (X,AsE" @R

T () TUE ) 2y L (ET(E) , ITLE )

N_o1 N_.1
E Tene (T(ET@RY) , T((EOR )lA”

Cc.Q.D.

Técnicas usuais de topologia algébrica garantem as se

guintes propriedades:

A) Sequéncia exata do par (X,A)

Dado um par (X,A) consideremos as identificagdes A
com (aA,¢) e X com (X,¢) e sejam i:Aa+X e

j ¢+ X » (X,A) as inclusdes naturais de pares.
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Definamos 3 : Q. (X, Ay Ny -+ Ro_4(A; eN)  da seguin

te maneira:

- . 0 - -
gh+N-1 _ {e,} & homeomorfo a p n+N-1 com orientacdo
correspondendo a {egs e s 1. Dado [ (M,9,8) ]
em gn(x JA: gN) seja ol (M,q,G) ) o elemento

{3aM, g, GlaM] e n_q (A; !;TA) . Temos uma 8equéncia

N N
——¢f2n(A;£IA) -—*»nn(x;&: ) —*—’Qn(x:Aiﬁu) —T—F

N
——— nn_1(A ; EIA) —_— eee
que facilmente prova-se que é uma sequéncia exata.

B) Excis8o: Se U< A é um subespaco satisfazendo

—- o - ~
U < A entao a inclusao

i : (X-U,A-U) » (X,A) induz isomorfismo entre

Q,(X-U, A-U; EN) e Q. (X,A; EN) .

C) Se £ : (X,A) » (Y,B) é uma aplicacio satisfazendo

f*(n) = £ entdo £ induz um morfismo bem definido
fo: 2 (X, A5EY) » @ (¥,B:nM) .

D) Homotopia: Sejam £ ,f, : (x,aA) » (Y,B) aplicagdes

satisfazendo f;(n) = f‘{(n) = £ . Entd3o se £, € homotopi
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ca a £1 teremos f = f1‘ : (X, AGE) Q.Y ,B;n}.

(=1

E) O grupo de bordismo reduzido 5n(X;E) € por defini

¢do o grupo relativo Qn(x %3 &) para todo ne 0 .

Proposigdo II.10
Seja & um fibrado trivial sobre X . Entao

s S [y s
Q,(X;E) = 9 (X:E) @ n5

Demonstragdo:

Uma vez que £ & trivial, a aplicagao r:X-+ o«
constante, satisfaz r*(§| ) = £ . Desta forma temos bem
*
definido o morfismo r, : Q@ (X;E) -+ Qn(*;RN) gue € um

splitting para o morfismo
N
t, 0 0,00, BN + o xigN) .

A afirmagao segue entao da sequéncia exata

Ty
-
_— Qn(*,RN) R E— Qn(X;E) —_— ﬂn(x,*,ﬁ) ——2——*
*

C.Q.D.

Notemos que Qn(* ; trivial) s Qn(*;RN) para N 2 n+2 . As

sim a construcdo de Pontryagin-Thom fornece um isomorfismo
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N N N N
entre nn(*,R ) e "n+N(S ) pois S e T(B ) .

Proposigao II.11

Seja ¢ um fibrado estdvel qualquer sobre s™ .

~ e m, S
Entao Qn(S 1E) = Them °

Demongtragao:

Seja X uma suspensdo qualquer, e a decomposicdo ca

noénica

IX = C*X v CcX com C+X nCX-=X.
Observando que C X € contratil temos:
Q (IX:E) = Q (5X, %3 E) = Q (X ,CX:E)

e por excisdo temos Q,(2X,C X;6) = @ (CX,X;E) ease
quéncia exata da tripla fornece nn(c_x,x;g) s Qn_1(x,*:g)

e portanto ﬁn(zx;g) s én_1(x;5) . Consequentemente temos:

~ m - m-1, . = o, N
Qn(s IE) = Qn_1(s IE) = e =Qn_m(s ,E) =
= Q (% , trivial) = ns
n-m '’ n-m
Cc.Q.D.
Observacgao:

Nio é verdadeiro que & _(S™;€) = ns @ 1> Obviamen
q n ! n-m n° -
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te isto é verdadeiro caso § seja trivial. Se £ néo for
trivial isto pode ndo ocorrer. Como exemplo tomemos XA o
fibrado de Hopf sobre s! = re' .

Temos:

1

8" s 10RN = myrrerN)) = 1,(2rR?) = Hy(ZRP?2) 2 2/2.

Proposigdo II.12

Seja & um fibrado sobre X,X conexo.

2 se & for orientivel
0,(X;8) = <

Z/2 se E for nao orientavel

Demonstragado:

0o (X:6) = 2 (x;6N) = nu(r(N)) = Hy(r(g") ;2) e ore

sultado segue pelo Teorema do Isomorfismo de Thom. ,
c.Q.D.

Propoeig¢do II.13

Se (X,A) é um par de complexos celulares entdo

0,(X,A;E) depende somente do (n+1) esqueleto.

Demonstracao:

O(n+1) esqueleto do par (X,A) denotado por (X,A)[n*”

é por definicdo o par (x[“*1] u A,A) . O N+n+1 esqueleto
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de T(EN) é determinado pelo (n+1) esqueleto de X . Os
grupos de homotopia em dimensac j sao determinados pelo

1j+1) esqueleto do complexo. Consequentemente a inclusao

N
T
(Elx[n+1] ’ A) — T(§)

induz isomorfismo nos grupos de homotopia até dimensdo n+N,

isto é

o, ™ g w0 x, a0

Cc.Q.D.
Definigdo II.14

Ef e nf possuem © mesmo

Dois fibrados vetoriais
tipo de homotopia estdvel de esferas, caso exista uma apli

cagao

£: s(eYerNT) » s(n® e RN
entre os fibrados em esferas tal que a restricdo em cada fi
bra & uma equivaléncia de homotopia.

Observemos gque isto acontece s8e e somente se

J(E) = J(n) onde J denota o J-morfismo

J:(.,80] [ ,BF) onde BF =08 = 1lim o"s" .

n-+o
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Proposigdo II.16

Sejam ¥ e n® dois fibrados vetoriais que possuem

o mesmo tipo de homotopia estavel de esferas. Entdo

R, (X;8) = 2 (Xyn) para todo n 2 0 .

Demonstragdo:

N-R) )

2 (X;€7) = n  (T(EF @ R

n+N

8, _ s N-s
R (x;n®) = m (T(n® 8 R °))

N-X) & o cone da projecdo , entdo uma

uma vez que T(tf @ R
equivaléncia de homotopia estdvel de esferas entre os fibra
dos fornece uma equivaléncia de homotopia entre os esi:acos
de Thom, donde portanto segue o resultado.

C.Q.D.



CAPITULO 111
O TEOREMA PRINCIPAL

O nosso objetivo & demonstrar o teorema principal, que
identifica a obstrucdo total & existéncia de um (k+1)- mor
fismo regular, homotdpico ao k-morfismo regular u:z:oa-+g
dado, como um elemento do bordismo normal do espago Ak(a,s).
Primeiro, vamos formular condi¢des para que dois k-morfis

mos regulares sejam homotdpicos por k-morfismos regulares.

Propoeigao III.1

Sejam u, : a+ 8 e u, : a+ B dois k-morfismos re

gulares entre os fibrados vetoriais o® e Bb

sobre a va
riedade M® . Ent3o eles s3oc homotdpicos por k-morfismos

regulares caso (a-k+1) (b-k+1) > n+t .

Demonstragdo:

Seja m : MxI » M a projecéo‘no primeiro fator. Qﬁg
remos construir um k-morfismo regular entre u*(a) e n*(B)
que coincide com 7n*(u,) em M x {0} e com w*(u1) em
M x {1} . Por inducdo, seja U : 7n*{a) + 7*(B) um j-mor
fismo regular que coincide com n*(u)) em M x {0} e com

n*(uy) em M x {1} . Aqui j & um inteiro satisfazendo
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0s js k-1, Afirmamos que a secgdo

8y t Mx I+ Wi(n*(a),n%(B))

nao intercepta Aj(n*(u) , 7*(B)) , pela seguinte razao:
Por hipotese , n+1 < {(a-k+1) (b-k+1) ., Mas
(a-k+1) (b=k+1) s (a~3) (b=-3) , a codimensdo de
Ad(n*(a) , 1% (8))  em Wl (n*(a) ,m*(B)) .
Consequentemente, s, néo intercepta Aj(n*(a) , T*(B)) ;
isto €, 8y € um (j+1)-morfismo. Tomamos um (j+1) ~mor
fismo regular que é homotdpico a s; e coincide com s,
em M x {0,1} . Repetimos a demonstracao acima até conse
guirmos um k-morfismo regular entre a*(a) e w*(8) que

coincide com n*(uo) em M x {0} e com n*(u1) em

Mox {1} . c.Q.D.

0O nosso objetivo agora € demonstrar o Teorema Princi
"pal. Lembremos da situa¢doc: u : a - 8 & um k-morfismo re
gular entre o e B8 , cujas dimensGes sd30 a e b sobre

M" . Temos o seguinte diagrama:

Hom(a,8) = W°(a,B) > ... > W(a,B)
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S = s;1 (Ak(a,B)) € uma subvariedade de codimens&o
(a~k) (b-k) em M , e consta dos pontos onde u tem posto
= k . Temos também um isomorfismo G de fibrados estédveis

sobre S .

G : v(S) & v(sS<M) @ v(MIS) ¥
= g*(v(a(a,8) < Wla,8)) 8 Vi) g =
= g*(xér ® Coger - p*(M)) .

Consequentemente, temos um elemento &k*1(u,8,u) =

(5,9,6) em 2 _ (ack) (boi) BF(a/8) 5 §) onde

¢ = Ker @ Coker - B*(tM) .

Teorema Principal III.2

Seja u : a? + Sb um k-morfismo regular entre os £3
brados vetoriais sobre M , tal gque n+2 < 2(a~k) (b=k) .

Entdo existe um (k+1)-morfismo regular v : a + B que é

homotdépico a u por k -morfismos se e somente se
~ _ k . 4

wk+1 (a, B'u) =0 em Qn_ (a—k) (b-k) (A (u;B) ’ ¢) .
Demonstragao:

Sabemos que dois k-morfismos regulares que sdo homotd

picos por k-morfismos produzem o mesmo elemento em bordismo
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normal. Suponhamos que v : a + B existe.
Sendo que v & (k+1) ~morfismo, entdo segue que
5;1 (Ak(u,BH = ¢ . Isto é, &k”(u,e,u) tem que ser zero.
Suponhamos agora gue (Bk”(u,B,u) =0 . Querémos cons
truir um (k+1) -morfismo v : o + B homotdpico a u-. Te

mos os seguintes dados:
a) Uma variedade W tal que oW = S .

b) Uma aplicagdo h : W =+ Ak(a,e) que estende g : S+
+ aK(a,8) .

c) Um isomorfismo H : v(W) = h*(Kér @Colger) + h*(p(v(M)))

que estende o isomorfismo:

G : v(S) = v(ScM) e \)(M)lS z g*(KéreCol:(er) @ v(M)ls

vamos construir um k-morfismo U : n*{(a) -+ 71*(B) so

bre MxI tal que u coincide com u em M x {0} e 1

define um (k+1)-morfismo em M x {1} .

Passo I

Podemos mergulhar W em MxI de forma tal Qué
W = Wn 3(MxI) =8 < Mx {0} , e alémdisso W & da for
ma S x {0,e) numa vizinhanca de M x {0} em MxI .

Notemos que a dimensdo de W & n+1 - (a-k) (b-k) .
Consegiientemente, .

2 dim W+ 1=2(n+1) = 2(a-k) (b-k) +1 < 2(n+1) - (n+2)+1 =n+1,
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Pelo Teorema classico de Whitney, existe tal mergulho.
Inclusive, guaisquer dois mergulhos s&do isotdpicos, isto é,
homotdpicos por mergulhos. Portanto, podemos considerar W

como subvariedade de M xI com as propriedades desejadas.

Pagso II

Inicio da construcdo de u .

Definamos U = u em M x {0} . Estendamos u sobre
toda a variedade W por meio da aplicacdo h:W + Ak(a,e).
Desta maneira U tem posto k em W . O isomorfismo H

pode ser escrito da seguinte maneira

<]

V(WeMxI) @ v(MxI)| = h*(Ker 8Coker) @ h*(5*(vim))).

H : v(M=<1)l; é isomorfo a h*{P*(v(M))) . Sendo que
n+1 - (a-k) (b-k) < (a-k)(b-k) , h* (Kgr QColser) €@ um fibra
do estdvel sobre W . Concluimos que a classe de homotopia

do isomorfismo H se restringe & um isomorfismo
H: viWcMxI) & h*(Ker ® Coger)

Notemos gque os pontos numa vizinhanga tubular de
Ak(a,a) em’ wk(a,B) correspondem a (k+1)-morfismos entre
« e B . Por meio do isomorfismo H , podemos agora es’
tender U a uma vizinhanca tubular de W em MxI, tendo

o proprio W como singularidade. 1Isto é, podemos definir
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somente em W .,

U tal que u tem posto k
se for necessa

Adicionando um colarinho a M x {0}
U de maneira &bvia em

rio, podemos também definir

Mx [0,€e/2) .
MxI
—
T
- S »’/
Passo III
Se

Seja i, : MxI + I a projecdo no segundo fator.
definida por

ja a regido R " abaixo da singularidade W "

R={(nly),t) eMxI|yew e 0sts 1(y)}

Mx1I

1l
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A regido R onde U ainda ndo estd definida é local
mente homeomorfo ao espago euclidiano cuja dimensdo &
dim W+1 = n+2 ~ (a=k)(b-k) . Sendo que por hipdtese
n+2 - (a-k) (b-k) < (a-k) (b-k) , podemos estender u 80
bre R todo com posto 2 k+1 forade W , pole a codi
mensdo de Ak(u,B) em wk(u,B) é malor que a dimensfo de
R .

Notemos agora qde o k-morfismo u , que tem posto
2k+1 forade W , estda definido numa regido de Mx1I
suficientemente "gordo" para conter o grafico de uma aplica
¢do diferencidvel r : M + (0,1) , onde «r(x) >0 para todo
x € M, tal que a parte que fica abaixo do gréfico de r
é homeomorfa a MxI e contém W no interior. Portanto
conseguimos um (k+1)-morfismo v em M x {1} por meio do

homeomorfismo.

Observagado:

Esta demonstragdo que apresentamos € uma adaptacﬁo da
demonstragdo no caso complexo na tese de doutoramento de
Mario Olivero Marques da Silva [5] .

Acabamos de demonstrar o Teorema Fundamental,que iden
tifica a obstrucdo & existéncia de um (k+1)-morfismo regu

a

lar v : ua + Bb entre fibrados vetoriais a e Bb sobre

n - o k : 6
M" com um Gnico elemento @y ,(a,8) € R (. 1)) B (B):0),
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caso sejam satisfeitas as condi¢des n +2 < 2(a-k) (b-k) e
n+1 < (a=k+1) (b-k+1) . Mas o espacgo Ak(u,B) € complica
do. Veremos que sob certas condic¢des podemds substituir o
bordismo normal de aX(a,8) pelo bordismo normal de uma va
riedade Grassmanniana G, , (o), cuja topologia algébrica
pode ser expressa melhor em termos dos fibrados o e 8 e
da variedade M" .

Seja G, ,(a) = x&M Gy_k (o) a variedade Grassmanni
ana de o . Aqui G, ,(a,) & a variedade cujos pontos sdo
os planos de dimensdo (a-k) no espago euclidiano R® .

Seja m Ga_k(u) + M a projegao candnica. Obtemos o
seguinte diagrama comutativo:

Hom(a,B) > A (a,B) ———-—> G, k(u)

onde f’k leva o morfismo h : o + B, de posto %k &

’

Ker h € G, _, (o)) .

Existem os fibrados candnicos y cT*(a) e Yy = T*(x) Iy
sobre G__, (o) cujas dimensdes sdo a~-k e k respectiva
mente. Dado um plano de dimensdo a-k em o, r @ fibra de
Y sobre este plano consta de todos os vetores contidos nes

te plano.
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Lema III.3

0 espago Ak(u,e) € homeomorfo ao espaco

l\k(Yl » T*(B)) = Mono(yl , 1% (B)) .

Demonetragdo:

Seja h : o, Bx um morfismo de posto k . Escreve
mos &, = Ker h ® Coimh . A restricao de h a Coimh é
um monomorfismo, portanto, produz um elemento de

k, 4
Akt n*(8)
By (h) By (n)!

Por outro lado, seja 1% : Y; + n*(B), um monomorfis

= 1
mo onde L € Ga_k(ux) para algum x € M. Entéo oy =L & L
e definimos h : a, * Bx por hlLl =2, hlL =0 . Isto
&, nhea¥(,8) e P =L.

c.Q.D.

Proposigao III.4

A projecgdo f’k : Ak(a,e) + G, (o) induz um isomor

fiémo
(B)a = 2y (A% (a,8) 5 §) » 0,(G,_, (a) 5 0)

para 1 < b-k e um epimorfismo para i = b-k , onde ¢

denota o fibrado estivel

YO 1*(B) + Y @Y -y ® 1%(a) ~ n¥(T(M)) .
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Demonstragdo:

Notemos que p*(B) - p*(a) /Kér € isomorfo a Co@er

‘como fibrados estdveis sobre Ak(a.e) . Conseqllentemente
(B, )*6 = Ker ® P*(8) + Ker ® Ker - Ker @ B*(a) - P*(t(M))
= Kér -] Co%er - P*(T(M)) = ¢ .
Pelo Lema III.3 , deduzimos que f’k € uma fibracgao
b .

Sendo que Vk(Rb) € (b-k-1) -conexa, sabemos que P, in

P

cuja fibra & a variedade de Stiefel Vk(Rb) = Mono(Rk,R

duz isomorfismos em homologia até dimensdo b-k e um epi
morfismo em dimensdo b-k . O resultado segue-se deste fa
to, da identificacdao de bordismo normal com homotopia esta

vel de complexos de Thom, do isomorfismo de Thom, e do Teo

rema de Whitehead (6] .

c.Q.D.

Exemplo:
Seja b = dim g = n . Existe um (a-1) -morfismo re
gular u : o+ B caso n < 2(b-a) +4 , isto é , caso

2a < n+4 . A obstrucao &a(a,s) detecta a existéncia de
um monomorfismo entre o e 8 caso n+2 < 2(n-a+1) , {isto
é., 2a < n, pelo Teorema Fundamental.

Seja G,(a) = RP(a) o fibrado projetivo associado a

a . Entdo 53_1 : Aa'1(a,B) + RP(a) induz um isomorfismo
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entre 8, (A% '(a,8) 1 6) e 0, .(RP(c);¢) pela pro
posicao. '
v Concluimos que w,(a,B) = (5‘_,),(43.(&,8)) =0 Be e

somente se existe um monomorfismo de o em g8, caso

2a <n. Tomemos & = ga , © fibrado trivial de dimensao
a . Para 2a <n = dim 8 , a obstrugao _ ma(l}a,B) e
en, ,(RR%' xM;0) onde d-28B8-r60a-1T(M).

Consideremos brevemente o problema da existéncia de um

1+ 1(M) onde o' & um fibrado qualquer

monomorfismo u : a
de linhas sobre Mt , N> 2. A obstrucgido (T)1(a1 s T(M))
pertence ao grupo Qo(Ao(a,'r(M)) :$) onde 5 =a®T(M - 1(M).

Jd vimos que este grupo é isomorfo a 2 caso
w1($) =0 e a 2/2 caso w1($) * 0 onde w1($) =
= nw, (a) +w1(M) +w1(M) =nw1(00. ‘

Além d:i.sso, podemos identificar A°(a,8) com a base
M por meio da secgao nula.

Entdo a singularidade S & obtida como a intersec{:io
transversal de M com a secgdo nula ( M também) em
Hom(a , T(M)) .

Este conjunto finito S representa Ex1(u r T(M)) .

Caso o grupo de bordismo normal seja 2 /2, a classe
representada por S €& apenas o nuimero de pontos de S cé&
tados médulo 2 .

Caso o grupo seja o grupo 2 dos inteiros, é necessa

rio associar +1 ou -1 & cada singularidade, dependendo
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das orientacdes locais e somar estes nimeros.

0 seguinte resultado foi obtido por U. Koschorke [2].

Teorema III.§

Para n  impar «' & um subfibrado de t(M) se e so

mente se a classe de Stiefel~Whitney wn(x(M) -a) @& nula.
Para n pare n > 2, u1 é um subfibrado de T(M)

se e somente se o numero de Euler X(M) & nulo.

Demonstragao (Esbogo):

Caso n seja Impar, w, 4) = wyla) . A obstrugao
&1 (a,7(M)) portanto pertence ao grupo 2/2 para w, {a) = 0.
Além disso, sabemos que S em homologia é o dual de Poincaré
da classe de Stiefel-Whitney Wn('l’ (M) =a) , a obstrncio pri
midria em cohomologia. Notemos que o' & trivial se e 80
mente se w,(a) = 0 .

Para n Impar e o trivial, o nimero de Euler & 0,

mas também representa a obstru¢do para que R

seja um sub
fibrado. Neste caso wn(t(M)) = 0 claramente.
Consideremos n par. Neste caso, o fibrado 3 é sem
pre orientdvel. Estamos buscando uma condi¢ao necessaria e
suficiente para que o fibrado vetorial Hom(a, t(M)) de di

mensdo n possui uma sec¢ao nao-nula.

Pela teoria classica de obstrucdes,sabemos que a clas
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se de Euler e(Hom(a, t(M)) = e(a @ T(M)) representa a obs

trucdo total. Isto &, e(a ® T(M)) € H'(M 7zw1(M)) € dual

no sentido de Poincaré a classe [S] € Ho(M;2) =2 .
Afirmamos que ef{a ® T(M)) = e(1(M)) = X(M). gerador.
Esta afirmacdo segue-se dalidentificacio da classe de

! _sobre BO(n) x BO(1)

Euler do fibrado universal y“ 8y
com e(y") para n par. Aqui v? denota o fibrado uni
versal de dimensao n sobre BO(n) . Consegiientemente,

G1(a +T(M)) = 0 se e somente se X(M). = 0 para n par,

Obsgervagao:

A teoria nado se aplica ao estudo de subfibrado de 1i
nhas nos fibrados tangentes de superficies, mas neste caso
os resultados podem ser obtidos diretamente.

Como vimos o Teorema Principal de Koschorke produz uma
Gnica obstrugdc num grupo de bordismo normal para a existén
cia de um monomorfismo entre fibrados vetoriais o2 e Bb
sobre uma variedade M" caso b-a > n/2 . Ulrich Koschorke
desenvolveu uma sequéncia exata pelo método de singularidﬁ
des que envolve os grupos de bordismo normal em dimensdes
baixas. Esta sequéncia exata € a ferramenta principal uti
lizada por Koschorke [3] . Vamos considerar nestas noias uma
parte da sequéncia exata. O nosso objetivo é explicar como

€ gue esta sequéncia exata pode ser aplicada ao seguinte

problema:
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"Seja a2 um fibrado vetcrial qualquer de planos so

bre uma variedade diferenciével,compacta, sem bordo, conexa
de dimgnsdo n . Determinar condi¢des necessdrias e sufici
entes em termos de numeros caracteristicos para que «a se

ja um subfibrado do fibrado tangente T(M) “.
III.6 - A SEQUENCIA EXATA EM BORDISMO NORMAL

Sejam X um complexo celular qualquer e ¢ um fibra
do vetorial estdvel qualquer sobre X . Koschorke derivou
a seguinte sequéncia exata, descrita na pagina 94 em [ 3] .

goj

— 2 64 £
+ 0,(X:0) + Dy(X:0) —— 2/2

— 2, (X;9) — 0,(X;0) * 0

Os grupés Em(x;¢) utilizam menos informacao do que
0s grupos Qm(X;¢) de bordismo normal. Hm(x3¢) consta de
classes de equiﬁaléncia de triplas (N™ ' g A ,0r) on
de or & um isomorfismo entre os fibrados de linhas dados
pelo determinante. 1Isto €, denotemos por £¢ o fibrado de
terminante associadé a qualguer fibrado vetorial (inclusive
estdvel) ¢ .

Entéao € um fibrado vetorial de linhas com

£o

w1(£¢) = w1(¢) or é um isomorfismo. Existe

fviny T Egre
£fi H i : 0 (X; H ;
o morfismo de Hurewicz yu Qm( ¢) » m(X Zw1(¢)) que le

m = ' .
va [N, g,0r) ] & guIN] €H (X:Z, (4)).
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Aqui (N], a classe fundamental, gera Hm(N’zw1(N)) «2,
O morfismo de Hurewicz & um isomorfismo para m=1 .

Em particular, 51(x;¢) coincide com o grupo 91(X)
de bordismo orientado de X que é isomorfo a H1(x;2) ca
80 w1(¢) =0 . ‘

Os morfismos f, e f, na sequéncia acima provém de
restricao. Isto é, um isomorfismo G : Vv(N) = g*i¢) certa
mente fornece um isomorfismo or : Ev(N) + Eg*(¢) éntre os
fibrados determinantes. O morfismo "60j, leva uma classe
((N2 ,g:N+X,or ’Ev(N)"gg‘(¢))] qualquer em 52(83¢) ao
elemento em 2 / 2 dado pelo nimero wy(g*(¢)) [N) € 2/2..;

Isto é, avaliamos a segunda classe de Stiefel-Whitney’
do fibrado induzido g*(¢) 8sobre N na classe fundamental
mod 2 de N . '

A copia de 2 /2 corresponde ao grupo n? = nN;l(SN)
para N > 2 . A imagem do gerador por 61 coireaponde a
classe da'tripla (s',c:8'+x, trivializacio candnica es

Yax éa aplicacéo constan

tavel de i1(31! ) onde c : S
te. B ext;eﬁamenté dificil detectar a imagem de. 2/2 por
61 em geral, como veremos. Conseqgiientemente sempre busca
mos condig¢des para que 0012 seja sobrejetora e, equiQaleg
temente, o morfismo 61 seja nulo.

2

Voltaremos ao problema de mergulhar o em t1(M) como

ﬁﬁﬂISubfibrado. O Teorema Fundamental de Koschorke produz um

" eleménto mz(a . T(M)) em Q1XRP(a) :+¥) que representa a
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obstrucdo total. Aqui RP(a) denota o fibrado projetivo

associado ao fibrado vetorial a2 . O fibrado estédvel ¥

sobre RP(a) & o fibrado A @ u*(t(M)) ~A®n*(a) - n*(T(M))
onde ) & o fibrado candnico de linhas sobre o espago to
tal RP(a), 7 : RP(a) M & a projecdao candnica. Relem
bremos gue a cohomologia H*(RP(a) ; %2/2) € um médulo sobre

H*(M ; 2/2) gerado pela classe x = Wy (a) médulo a relagédo
x2 + x.ﬂ*(w1(a)) + ﬂ*(wz(u)) = 0 .
Conseglientemente, escreveremos
H*(RP(a) 5 2/2) = H*(M 3 3/2) [x] / (x? + 3w, (a) +wy(a))

e omitiremos o morfismo n* para classes que provém da ba

se M,

Os dois lemas a seqguir nos fornecerdo expressdes para
wiol¥) e wy(¥).
Lema III.7

w1(‘P) = nX + w1(a)

Demonstragao:

Os fibrados Y + 2 ®a + 1(M) e X ® 1(M) sdo i

somorfos estavelmente.
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Tomando a primeira classe de Stiefel-Whitney de cada

fibrado, temos que
W (¥) +w1()\0a) + W, (M) = w,(A8T1(M))

mas w,(A80a) = W, (a) e WA @ T(M) = w (M) + nw, () .
- (Ver a férmula na pagina 98 [ 3] para as classes de Stiefel
-Whitney do produto tensorial). Segue-se entdo que vy (¥Y) =

=nx+w1(u).
c.Q.D

Seja )\1 o fibrado complementar a A em n*(a) .
Isto é, XA @ A‘ = n1*(a) sobre RP(a) .

Pelo Lema III.7 temos que

T (wi(a) = w )+ w A, Isto & w01 = x 4w (a) .

Lema III.8

wz(\y) = xw1(M) + (n;1)xw1‘a’ + ‘:)‘"2‘“’ + w?(a) .

Demonstragdo:

¥ + A ®@ a € isomorfo estavelmente ao fibrado virtual
A @ 1(M) - 1(M) . Pelo calculo feito na pagina 98 de [ 3)

sabemos que w,(X® T(M) -1(M)) = (g)’x2

+ xw, (M) . Além disso
w1 8a) = Wa(A) +wy (MW, (a) +wyla) = x2 +xw (@) +wyla) = 0

em HZ(RP(o) ;2/2) .
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Ja sabemos que wl(W)wl(A ® a) = (nx + w1(u)).w1(a) e

= n X w,(a) + w?(a).

Concluimos que
wﬂv)-wﬂxouu)-xmn +wﬂxow +wﬂﬂwﬂxew =
n 2
= (2) [xw1(a) + wz(u)] + xw1(M) + nxw1(a) + w1(u) =

. xv, (M) + (“;‘)xw1(a) . (g) vyla) + wi(a) .
c.q.p.

Podemos agora reparar a seguinte situacdo: Seja a?

2 n

o fibrado trivial R® de planos sobre uma variedade M
oriehtével qualquer. Entdo as classes w1(ab wzkn e w100
sdo classes triviais. Segue-se portanto que wz(v) =0 , e
consegilientemente, 61 s Z/2 + Q,(RP(a) ;1 ¥) € um monomorfis

mo.

Ja sabemos pelo trabalho de Atiyah-Dupont que a = obs
trugdo total wz(g2 . T(M)) possui uma componente nédo tri
vial em geral em 61(2/2) para n0mod 4 e n=1 mod 4.

As componentes em §,(2/2) sdo dadas por

a) 1/2 (x(M) - (-1)%6(M)) mod 2 onde n = ds , o(M) de

nota a assinatura de M e

b) R(M) € 2/2 a semi-caracter9stica para n = 1 mod 4 .

A semi-caracteristica &€ definida por
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R(M) = [(1}2.‘0 posto H21(M;2/2))mod 24+ (wz(M) v wn_z(H))[H]] mod 2

Ja sabemos que 51(!!9(01) :¥) é isomorfo a H, (RP((:;);ZW1 “,)).
Isto €, f1(w2(u , T(M)) & detectado por homologia,enquanto
a obstrugao wz(a » T(M)) de Koschorke pode ser mais compli
cada. O seguinte teorema fornece muitas situacSes onde o a
nulamento da imagem & equivalente ao anulamento da obstru

céo.

Teorema III.8

Seja M? uma variedade diferencidvel, compacta sem
bordo e conexa, que € nao-orientavel e cuja dimensdo n = 0

2

mod 4 , n2 8 . Seja a um fibrado vetorial qualquer de

planos sobre M . Entdo existe um monomorfismo de az em

(M) se e somente se

£(u (o, T(M) = 0 € T (RR(a) 5 ¥)

Demonstragac

Queremos construir explicitamente um elemento ‘em
52(RP(a) ;¥) cuja imagem por ooj, €& ndo nula, portanto
8, serd nulo.

Temos 2 casos a considerar:

Caso I w1(a) = §1(M) =z 0
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Tomemos uma aplicacdo qualquer g : S1 + M tal que

g*lw, (M) = 0 . Conseqgilientemente, g*(a) = £ @ 31

denota o fibrado de Hopf de linhas sobre S1 .

onde £

Consideremos o seguinte diagrama entre os fibrados pro

jetivos associados aos fibrados o e g*(a) = £ @ R1 .

/s ~ia i
. h
RP(E@R")  ——  RP(a)
e | f+
81 —— M
g

Notemos que RP(£ & 51) € a garrafa de Klein. Sabe
mos gue © fibrado tangente T(RP(a)) & n*{t(M)) & A @ A1 en
quanto gque T(RP(E @& 51)) & p*(r(s’)) @ h*() ® A1) . Sendo
que w,(a) = w,(M) = w,(1 © A1) , concluimos que ‘h*hq(vn s
= h*(w (a)) = wi(h*(x @ A1) = w, (v(RP(E ® R))) . |

Assim obtemos um elemento [RP(E © 51) ,h,or] em
Q,(RP(a) 7 ¥) . |

A imagem deste elemento por aojé é detectada por
h*(w,(¥)) . Agora h*(w,(Y¥)) pelo Lema III.8 & dada por
n+1 n

2 ) = (2 )£ 0 mod 2 . Portanto

h*(w,(¥)) = h*(x). p*(g*(w, (M)}, que gera H(RP(£ ® R') ; 2/2).

h*(xw1(M)+w%(M)) pois (
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Caso II

w1(a) = W, (M) e w4 (M) # 0 . Tomemos uma aplicacao
g:S'+M tal que g*(w,(M)) =0, mas g*(w,(a)) = 0 .
Tal aplicagdo existe, pois ' M32/2) = Hom (H, (M;2/2),2/2).

O fibrado induzido g*(a) = R? , cujo fibrado pro

jetivo RP(g*(a)) sobre s' &0 toro s'xs'. outra vez,
nés consideramos o seguinte diagrama de fibrados projetivos

associados a o e g*(a) .

) \
1. o1 h
S x8 —_— RP(a)
P l Jn
S‘| —— M

Notemos que h*(w,(¥)) h*(n*(w,(a))) =p*(g*(w,(a))) =

=0 = W, (S1 XS1) . Consegilientemente, obtemos um elemento
[(s'xs' ,n,or) ) e (rR(a) , ¥) .

A imagem deste elemento ooj2 € detectada por ht (wz(‘}‘)) .
Agora h"(wz(\l’))‘ pelo Lema III.B é zliada por h*(xw,(M) + wf(a)) =
= h*(x) + p*(g* (w, (M))) +p*(g* (w2 (a))) = h*(x) - p*g*(w, (M),
que gera l-lz(s1 x g : 2/2) . Segue-se gque f1 € um isomorfis

mo entre ,(RP(a) ;¥) e 51(RP(u) ;1 ¥) .
cC.Q.D.
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Podemos esbocar agora uma demonstragao do seguinte re

sultado.

Teorema III.10

Seja M" uma variedade diferencidvel, compacta sem
bordo e conexa, que & nao-orientavel e cuja dimensdo n £ 0
mod 4, n2 8. Seja a um fibrado vetorial qualquer de pla
nos sobre M . Entao existe um monomorfismo de o em T(M)
se e somente se existe uma classe v em Hn’z(M; zw1 (an] (M))
tal que v reduz médulo 2 & classe de Stiefel -Whitney
wn_z(r(n) -a) e, além disso,

"v.e(a) = e(t(M)) em H"(M 72“1‘“’) .

Demonstragao (esbogo):

Pelo Teorema III.9 , basta provar que
£,wyla, T(M)) = 0 em R,(RP(a) ;y) .

Ja vimos que 2,(RP(x) ;y) % H,(RP(a) ;2 Considere

W, (a) ).
mos primeiro a classe ﬂ,,(f1 (wy(a,T(M)))  em H,(M; zw1 (M))
onde n: RP(a) + M €& a projecao natural. Esta classe &
Poincaré dual a classe de Whitney torcida Wo_q(t(M) —a) .
Consequentemente, ela € nula se e somente se existe uma clas

se u em H %Mz que reduz mddulo 2 &

wq (M) 4w,y (o) )

’
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Wy o(T(M) —a) .
Facamos agora a seguinte observag¢do. Caso T(M) ag_
mita alguma decomposicdao 1({M) = a & n , entdo claramente

obtemos a seguinte equagdo envolvendo classes de Euler
e(t(M)) = e(a) .el(n) .

Além disso, e(n) reduz moédulo 2 & wn_z(r(M) -a) , pois o
fibrado n € estavelmente equivalente ao fibrado estavel
T(M) - o . Esta condigdo necessaria para o anulamento da
obstrucao f1(“’2(°‘ , T(M))) é também suficiente. Isto é, a
obstrugao f1(w2(a ,T(M))) = 0 se e somente se existe uma
classe v que reduz modulo 2 & wn_z(T(M) ~0a) e satisfaz a
equagdo v.efa) = e(1{M)) . Tal classe v sera a classe de
Euler e(n) para algum fibrado n satisfazendo a®n=1M.
(Uma demonstracao deste fato por meio de torres de Postnikov

foi publicada em [4] ) .
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