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CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

Um dos resultados fenomenais deste século é(o teorema
Hopf que estabelece cbndição necessária e suficiente para
que uma variedade Cºo compacta M sem bordo admita um cam

po de vetores não nulos. Precisamente, esta condição neceâ
sãria e suficiente é o anulamento da característica deÉuler

da variedade.
De_uma forma não tão geral quanto esta existem também

condições necessárias e suficientes para a existência de
k—campos L.I. em cada ponto de M ."

.

A existência de k—campos L.I. numa variedade estabelg
ce a seguinte equação de fibrados vetoriais:

TM ? On—k + Rk
. onde

..

'ªk é o fibrado trivial vetorial sobre M de posto k , ou

seja existe um monomorfismo

u : Rk + T(M) .

Esta pequena introdução induz naturalmente “ao seguiª
te problema:

bSejam dª e B fibrados vetoriais sobre uma varie



dade C“ , compacta sem bordo e conexa onde a : dimu ,

b : dimB e suponhamos que a 5 b .

"Determine obstruções para que exista um monomorfismo

u : a + 8".
U. Koschorke definiu um único elemento num certo grº

po de bordismo normal que representa & obstrução total no

caso em que 2(b-a) > n .

Neste sentido a questão da existência de k-camposlnI.
na veriedade é equivalente a existência de um monomorfismo.

ku : ª + T(M)

Como outro exemplo podemos citar o Teorema de Hirsch:
Seja M ª!» R2n+1 uma imersão com fibrado normal v,

então:
"Existe uma imersão Mn <——+ Rn+ª com fibrado normal

nª se e somente se

ªv = a + R(n+1)'ª "

Nesta nova formulação então a existência de uma imei
são com fibrado normal cª e equivalente à existência de

um monomorfismo

u : uª 9—— v , cujo complementar é trivial.

Vamos estabelecer agora alguns resultados



Suponhamos dimB : n : dinxn e dimu : 1 .

Koschorke em 1974 [2] estabeleceu o seguinte resul
tado para 8 = x(M):

Existe um monomorfismo u : a + T(M) se e somente se

19) Se n O(Z) x(M) : O

III29) Se n 1(2) wn(rM-u) = 0 .

Como aplicação deste resultado mostremos que o fibrª
do canônico de linhas A + RPn nunca é um sub-—fibrado de

uma“) .

1) no caso par temos x(RP") : 0

2) no caso ímpar temos

wimp'kx) .= (1+u)"*1n+a)'1 = (14—01)“ .

Assim

wnhnpª-A) = ( : ) a" = a" = 0 .

e portanto a obstrução não se anula.

Uma outra aplicação deste resultado é o seguinte

Proposição 1.1

Se n 5 1(2) então o fibrado determinante de M e

um sub—fibrado de T(M).



Demonstração

Neste caso & obstrução total da existência de um monº
morfiemo u : detM ª—» 1(M) é a classe

wn(1(M) —det M) .

Uma vez que W(detM) : (1+w1) temos então

W(T(M)-—detM) = (1+w1+w2+... +wn)(1+w1)'1

e portanto

n-k
1

n 2
Wn(T(M) -detM) = w'1'+ w?'1w1+ W1— w2+... +w wk+ ...+w 11

Se mostrarmos que wªi—kwk = 0 0 5 k S n então a prº
posição fica demonstrada. Isto será feito como consequêª
cia do lema abaixo. C.Q.D.

Lema 1.2

Seja nª uma variedade topolõgica qualquer, compacta
sem bordo e conexa de dimensão n . Então valem as seguiª
tes:

1) Para todo O Sk<n e toda classe x e HUM , 2/2) v_a_

le a seguinte relação

(n-k-1)x"'kw = (k+1)xn—k'1wk k+1



2) Para todo 0 Sk.$n-2 e toda classe x e H1(M ,z/z)
vale a seguinte relação

n—k-Z k-1n—k n—k—1 n-k-Z(
2

) x wk + (n-k)(k+1)x wk+1 +( 2
) x wk+2 =

: (rn—k)xrhkduwwk + kxn'k'2 w1wk+1 + xn'k—z wi "k .

Demónstração

1) A seguinte fórmula segue do teorema de Wu

Sq1(xn_kº1wk) : w1xn—k—1wk

uma vez que a primeira classe de Wu v1 : w1 . Desenvolvég
do obtemos:

1 n—k—1
k) = (Sq x )wk + X""):—1Sq1(xn—k—1w sq1wk

n—k n—k-1
= (n-k—1)xl wk + x w1wk + (k—1)wk+1

= (n—k—1)xn'kwk + w1xn'k'1wk + (k—1)xn'k'1wk+1 = w1xn'k'1wk

Portanto

(n-k—1)xn'kwk = (k-nx'ª'ªº'w,“1 .

2) Analogamente

Sq2(xn'k_2wk) = v2xn_k;2wk = (wª +w2)xn'k'2wk .



ª; vr“

Por outro lado

n-k— n-k—Z 1 n—k-Z 1 xn-k-ZSq2(x 2wk) : Sq2(x )wk +Sq x Sq wk + quwk

e usando a fórmula de Wu,

s º
.

k'1
1:ª ("k) = (

2 ”luz * "Wim * “z“k

e desenvolvendo de uma maneira análoga ao 19 caso obtemos &

fórmula desejada. C.Q.D.

Tomando a fórmula 1 no caso n ímpar e k ímpar 09
temos imediatamente

xn'kwk : 0 , em particular

n-k'
w1 wk : O , para n impare k ímpar.

ºbtemos W" = O também pela fórmula 1.

Tomando a fórmula 2 no caso n ímpar e k impar oº
.temos

n—k-2 n—k ,
2

) w1 wk = 0 pela formula 1

n—k-1 -(n—k)(k+1)w1 wk+2 = 0 pois k+1 e par

( 2 ) w1 wk+2 : 0 pela fórmula 1



w?"k “k = 0 pela fórmula 1

obtendo assim

n-k-1kw1 wk“ : 0 e portanto

wn—(kH)
1 "knºº osk<n.

E assim fica demonstrada a proposição. C.Q.D.

Esboçaremos uma demonstração do seguinte resultado de

[4] pelo método de singularidades nestas notas.

Teorema 1.3

2Seja a um fibrado de planos sobre Mn tal que

n 25 , n E'1(2) e

w2(M) + w2(u) + w mm (a) ªº ("Hz (a)1 1 1 1 2 2 '

Então existe u : 02 + T(M) se e somente se
Wn_1(T(M)—u) = o em a"” (M, z/z) .

Também demonstraremos um teorema (Teorema 111.9) que

produz o seguinte resultado essencialmente como corolário.

Teorema 1.4

Seja 02 um fibrado não orientãvel de planos sobre



M", 1128 e não mod4.
se e somente se

a) 0 : Wn_1(T(M)—G) e H

b) Existe

wn_2(T(M)—a)

n—1(

v e H2(M 32

em Hn_2(M ,2/2)
w1(u))

Então existe

M ;2

e tal que

u : a + T(N)

w1(u)+w1(M))

que é dual mod 2 &

e(u) n v : x(M).



CAPITULO 11

ÁLGEBRA LINEAR DE FIBRADOS

Comecemos este parágrafo com a seguinte pergunta ingê
nua:

ª + Rb é umQuando e que uma aplicação linear f : R

monomorfismo?

Consideremos M(b xa ,R) o conjunto das matrizes
reais b><a . Denotemos por Wk(b xa) o subconjunto das

matrizes em M(b xa) de posto zk (que é um aberto em

M(b><a) ) e Ak(b><a) o subconjunto de Wk(b xa) constª
tuído das matrizes de posto exatamente igual a k . Temos

assim a seguinte filtração

rubxa) = Wº(b><a) : W1(bxa) : W2(bxa) : : wªnna)
U U U U

Aº(bxa) A'(bxa) A2(bxa) Aª(bxa)

obviamente a resposta ã pergunta formulada é que f é monº
morfismo se e somente se a matriz de f pertence a Wª .

Denotando—se por cod(M,N) a codimensão de M em N

temos imediatamente que

cod(Ak,Wk) = (b—k).(a—k) .

Uma versão parametrizada por pontos de uma variedade
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M do acima exposto segue da seguinte maneira:

Sejam u e B fibrados vetoriais sobre M de posto
a e b respectivamente com & Sb e

k kw (0,8) : Xª“ W (ax'Bx)

M

onde Wk(ux,8x) = ( h e Hom(ux,Bx) de posto ak ]

e

Aktuna) = xª“ Ak<ax,ex)

1

M

onde Ak(ux,6x) : ( h e Hom(ax,8x) de posto : R]
e também temos

Hºmens) : U Hom(ax,8x)xGM

M

e assim a seguinte filtração:
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Hgm(a,8) = Wº(a,8) : w1(a,B) : : Wª(u,B)
U U U

Aº(a,B) Mme) Aª(a,B)

Consideremos T(Hgm(u,8)) o conjunto das secções do

fibrado Hgm(u,8) e é óbvio que existe uma correspondência
biunívoca entre os elementos de P(Hgm(a,8)) e morfismos
u : a + B . Assim sendo o conjunto dos monomorfismos

u : a + 8 corresponde ao conjunto dos elementos em

P(H9m(a,8)) cuja imagem está contida em wª(u,B) .

Definição II.1

Diremos que u : a + B é um k—morfismo, OS ks a , se
a secção que a ele corresponde tem imagem em Wk(a,8) , e

além disso u é regular se a correspondente secção 5“ for
transversal a Ak(a,8) .

Observemos que Ak tem codimensão (b—k)(a—k) , e

usando resultados conhecidos de transversalidade a seguinte
proposição se verifica imediatamente.

Proposição 11.2

Sejam nª e Bb fibrados vetoriais sobre M com

2(b—a) > n—4 . Então sempre existe um (a—1)—morfismo regª
lar

u : a * 8 .
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Vamos neste ponto estabelecer as idéias gerais do prº
blema â ser estudado:

Comecemos com um k-morfismo regular

u : aª + Bb

k caíremos imediatamente em

wk+1 . Para tanto é preciso pois estudar o espaço Ak .

Se for possível evitar A

Consideremos s“ a secção correspondente ao u-morfiâ
mo regular u .

Como u é k-morfismo regular, su é transversal ã

subvariedade Ak . Seja S c M & subvariedade definida por

_-1kS - s“ (A ).
Observemos que fora de S , 5“ tem posto maior ou

igual a k+1 .

No caso em que b = n e a = 1 , S é um conjunto
finito de pontos.

E a subvariedade S que fornecerá a obstrução , locª
lizada num determinado grupo.

Consideremos os fibrados:

Ak(u,8)

lê
a ————*———— M ————4———— B
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7?Considerando—se fibrados sobre A induzidos por 5,
temos o seguinte diagrama:

Kg: 9 qum = õ'a 5*B E Coâer & ih

& ————+————— M ———-<———- 8

Vamos explicar como esta decomposição é obtida:
Seja h e Ak , õ(h) = x então para cada x e M tg

mos

h : ªx + 8x de posto = k

assim

ªx = Ker h e Coim h

e

8x = Im h 0 Coke:

são respectivamente as decomposições.
kAssim se h e A a fibra de Re: sobre h ê Ker h

e a fibra de Coim sobre h ê Coim h e assim por diante.
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/
Proposição 11.3

Os fibrados v(Ak(a,B) ,Wk(u,8)) e Hgm(Ker,Co£er)

são naturalmente isomorfos sobre Ak(a,8).

Demonstração (Esboço):

Definimos um morfismo de fibrados

v(Ak(G,B) .Wk(u,6)) * Hom(Kêr,Coger)

da seguinte maneira. Seja hº e Ak(a,8) com p(ho) =xo e M.

Um vetor normal [5] em

Thº(Hgm(u,B))/ThO(Ak(a,B)) em nº

pode ser representado por um morfismo hº tangente a fibra
Hom(a,6)x . Isto é , no é um morfismo linear' o

: + . ' =b ºx 8x0 Compondo hº com a inclusao Kero ªxºo
e com sºprojeção 8x0 + Coker hº , obtemos o morfismo desg
jado em Hom(Kêr,Co£er).

Vamos agora definir a noção de cobordismo normal e
mostrar como o esquema estabelecido anteriormente define um

elemento neste grupo de cobordismo normal.
Vamos primeiramente definir o grupo Qn(x ;o+-$') e

+ _posteriormente o grupo relativo Qn(x ,A ; $ -$ ) e mos

trar que esta definição nos fornece uma teoria de homolº
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gia generalizada.
Seja x um espaço de Hausdorff , paracompacto e

0 = (Ó+ ,Ó') um par de fibrados vetoriais sobre x .

Seja (M,g,5) uma tripla formada por:
n1) M é uma variedade compacta sem bordo Cºº de dimeg

são n .

2) g : M + x uma aplicação contínua

3) g v(M) e g*(tb') + g*($*) um isomorfismo de fibrª
dos onde v(M) e o fibrado estável normal de M .

Definição:

Duas triplas (M? ,g1 ,51) e (M; ,g2 ,52) são eº
bordantes caso exista uma tripla (Wn+1 ,G ,E) satisfazeg
do

.

a) Wn+1 é uma variedade Cm compacta com bordo tal que

3W=M1UM2.
b) G : W + x é uma extensão contínua de 91 LJ 92 .

c) É : v(W) & G*(ó') + G*($+) é um isomorfismo de fibrª
dos tal que Elaw = 51 LJ 52 .

Técnicas elementares de topologia diferencial mostram

que cobordismo entre triplas é uma relação de equivalência.
Assim sendo Qn(X ;º) é o conjunto das classes de equivª
lência.
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Caso o fibrado virtual Ó+-©' possa ser concretameª
te realizado então é possível mostrar que

_
" S ”

“"(X;º) = "n+t(T(º)) = ""(T(º))

onde 5 é o fibrado vetorial de dim t >n isomorfo &

O+-©' . Logo mais esboçaremos uma construção deste isomog

fismo.

11.4 - CLASSE DE BORDISMO DEFINIDA POR K—MORFISMO REGULAR

Seja u : a + B um k-morfismo regular e su sua reg
pectiva secção em H9m(a,8) . Assim sendo su é transveg
sal a Ak(a,8) e S : s;1(Ak(a,B) é uma subvariedade de
M de dimensão n-(a-kl * (b-k) . O elemento desejado será
representado pela tripla (8,9,3) que está no grupo

9 (Aku: e) -6)n—(a-k) x(b—k) ' '

onde os ingredientes são definidos como segue:

9 = s : S + Ak(a,8)

E = T(S) & (Ker e Coªer) ——Í——* T(S) $ V(S,M)

fI'(M)|S
onde a S = Ker e Coker.
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ºbservando que temos os seguintes isomorfismos
Ker & Coker & g*(Ker & Coker) e THIS = g*(õ*(TM)) então
& tripla (8,9,5) define um elemento no grupo

k »
ºn—(a—k) x “A, (A (01,8) ,o)

onde 0 : Ker e Coªer — p*(TM).

Os casos interessantes e as aplicações serão dadas em

função do estudo da classe de cobordismo como foi descrita.

11.5 — BORDISMO NORMAL RELATIVO

Sejam x um complexo celular, A = x um subconjuª
EN

1

X um fibrado vetorial de posto N .

to, e

Vamos então definir o grupo de bordismo relativo
ºn(x ,A 18“) no caso em que N = n+2 .

Definição:

'Uma aplicação normal em (x,A) consta de uma tripla
(Mn ,g ,G) satisfazendo:

1) (M ,BM) são subvariedades compactas Cªº de Dn+N

aDn+N : Sn+N—1tal que M intercepta transversalmente,
sn+N—1 & Mou seja BM =
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2) g : (M ,em) + (X,A) é uma aplicação contínua.

3) c : v(Mc Dm") —:——+ 9'“
e

G : v(3M c Sn+N-1) “"T“—+ g*£N ..
BM

Definição:

Um bordismo normal entre as triplas (Mº ,gº ,Go) e

(M1 ,g1 ,G1) é uma tripla (wn+1 ,h ,H) satisfazendo:

1) (W ,aW) são subvariedades compactas de (Dn+N x I ,
n+N n+N xa(n x I)) que interceptam transversalmente a(o I)

e Sn”;—1 x [0,1] e tal que

w & (mm“ x (01) = Mº x (01

w &. mm“ x (11) = M1x (11.

Notemoe que v = aw & Snm'1 x I é uma variedade compacta
tal que av : SHO LJ BM1 .

2) h : (W ,BW) + (X,A) estende 90 LJ 91 .

n+N : N3) G : v(W e D x I) —————+ h*€ estende Go LJ G1

n+N-1e o isomorfismo v(V C S ) ————-+ h*|£V
estende G LJ G :ºlawo 1law1
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Técnicas de topologia diferencial podem ser aplicadas
e facilmente prova—se que esta relação é uma relação de g
quivalência. Assim por definição, o grupo de bordismo no;
mal relativo é o conjunto das classes de equivalência, danº
tado por

nn(x ,A ;EN) onde a soma é definida por

["1'91'51] * ["o'ºo'ºo] “

: [Mo LJ M1 '90 LJ 91 ' GoL-| G1] '

Observação:

A hipótese N z n+2 e utilizada de modo a se obter
n+NM e M sçbvariedades disjuntas de D .o 1

Poderíamos construir o elemento inverso de um elemeª
to [M,g,G], porém o faremos de uma forma mais elegante ª
tilizando o

Lema 11.4

Seja A e 0(n+N) um elemento qualquer. Dado um elº
mento [M,g,G) em Qn(x ,A ;EN) consideremos o elemento
[A—1(M) ,g OA ,G oA] onde olhemos A como um difeomorfiâ

n+Nme A : Dm“ -> D Então temos [n'ª (M) , g 0». , G oA] =

& det(A)[(M,g,G)] em Qn(X,Á;£).
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Daremos uma demonstração deste lema depois de ldenti
ficar nn(x ,A ; E) com um determinado grupo de homotopia
estável utilizando-se a construção de Pontryagin — Thom.

II.6 -— EOMOMORFISMO SUSPENSÃO

Seja ªt fibrado trivial de posto t . Nosso objetâ
vo agora é definir o homomorfismo suspensão
:: : nn(x,A;-s“) » na(XJHENO 13).

n+N : Dn+N+1Por meio da inclusãonatural D que prº
RMN c Rn+N+1vêm da inclusão canônica que anula a última

coordenada, podemos associar à aplicação normal (M,g,G) a

aplicação normal (M,g,G e 11) onde G e 11 : vm : Unªi”)

—:—' 9*(€") ª 131 —

..
Consequentemente obtemos um morfismo “natural

2 : nª(x ,A ; g“) + Qn(X,A;gN 9131) .

Vamos mostrar em breve que sob a hipótese de. N 2 n+2,
): é um isomorfismo.

II.? - CONSTRUÇÃO DE PONTRYAGIN — THOM

Teorema II. 8

A Construção de Pontryagin—Thom estabelece um isomog
N Nfismo entre nn(X,A;£ ) e. nn+N(T(£ ) ,T(€|A)) .
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Esboço da demonstração:

Podemos identificar o espaço total do fibrado normal
MN) com uma vizinhança tubular de M em Dn+N .v(M = D

o complexo de Thom T(v) é por definição 0 espaço
quociente do fibrado de discos de v pelo fibrado de esfg
ras.

.

As aplicações

G G

“ —-:— º'ª“ “ —=*_ W")
1 l l 1

H ——-———-——> M SM —>— BM

induzem a aplicação

E.: (T(V) ,T(v| )) * (T(E) .T(E| ))
BM A

e assim a aplicação normal (M,g,G) produz uma aplicação
n+N n+N-1)de pares doc: (0 ,s + (T(E),T(£|A)) onde c

colapsa a esfera sn+m—1 no ponto base.
Obviamente aplicações normais bordantes produzem aplª

cações homotõpicas. Esta observação garante um morfismo
bem definido

nn(x ,na“) + numa—<a“) ,Tuzw) .

Usando o conceito de transverSalidade vamos esboçar uma dº



22

monstracão de que o morfismo que acabamos de construir é de

fato um isomorfismo.

Dada uma aplicação de pares (Dn+N ,Sn+N'1) +

N+ (T(£N),T(EI )) podemos aproximâ-la por uma aplicação hº
A

motõpica h tal que h & x e hlsmN_1
& A . Vemos x e

N N

- 5 ÇIA
A como as seccoes nulas dos fibrados + e + .

X A

Sendo que fibrados vetoriais são localmente triviais
podemos projetar õ ” RN + RN para 6 , um aberto de tri
vializacão de E" .

Usando o resultado clássico para transversalidade rg
lativa de RN , obtemos M" = h'1(x) , uma subvariedade de
Dn+N tal que BM = M & sn+N—1 e isomorfismos do fibrado

Nnormal de M em Dn+ com h*(£N) e do fibrado normal de
n+N—1

M em 3 com n*(EN ).|A

Aplicações homotõpicas produzem aplicações normais em

(X,A) que são bordantes. Assim o morfismo construído ““en

tre

“Nomura!“ e ºnix'MªN' e

bem definido, e é o inverso do homomorfismo inicialmente
construído.
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Consequências da Construção de Pontryagin«—Thom

Proposição II.9

0 homomorfismo suspensão

: : nn(x.A;c) + 0,4me e 51)

é um isomorfismo.

Demonstração:

ªnix,A;EN) ———+ nua,“? e 131)

«Mwm .T(E|A) : ,uma) ,,zmIAn. =" n+N+

N 1 N 1: “Muuu.“ ag ) ,T((E 913 )|A))
C.O.D.

Técnicas usuais de topologia algébrica garantem as sg
guintes propriedades:

A) Sequência exata do par (X,A)

Dado um par (X,A) consideremos as identificações A

com (A,ó) e X com (X,$) e sejam i : A + x e

j : X + (X,A) as inclusões naturais de pares.
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Definamos 'a : Qn(x ,A ;EN) + 9n_1(A ;EN) da seguiª
te maneira:

- , º _ -Sn+N 1 - [e1] e homeomorfo a DINN 1
com orientacao

correspondendo a (ez ,... ,en+N ]. Dado [(M,g,õ)]
em 9n(x ,A ;;N) sejª a[(M,g,G)l o elemento

[an, 9, Glau] e nn_1(A ;ÇTA) . Temos uma sequência

que facilmente prova-se que é uma sequência exata.

B) Bxcisão: Se U = A é um subespaco satisfazendo
_ o - ,U 6 A entao a inclusao

i : (X-U ,A—U) + (X,A) induz isomorfismo entre

enm-u , A—U ; a“) e nn(x , A ; z") .

C) Se f : (X,A) + (Y,B) é uma aplicação satisfazendo
f*(n) = 5 então f induz um morfismo bem definido

f, : Qn(X,A;EN) + Qn(Y,B;nN) .

D) Homotopia: Sejam fº,f1 : (X,A) + (Y,B) aplicações
satisfazendo fâ(n) = f:(n) s—g . Então se fo & homotopi
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ca & f1 teremos fo. = f1* : nª(x ,A ;E) + nn(v ,B ;n) .

E) 0 grupo de bordismo reduzido õn(X;£) é por defini
cão o grupo relativo nn(x ,* ;E) para todo n : 0 .

Proposição II.10

Seja 5 um fibrado trivial sobre x . Então

- * , 8numa) - numa a un

Demonetracão:

Uma vez que E é trivial, a aplicação r : X + *

constante, satisfaz r*(5| ) = E . Desta forma temos bem
*

definido o morfismo r,, : nn(x;g) + anum“) que é um

splitting para o morfismo

Ni,, : nn(*,g ) + unam“) .

A afirmação segue então da sequência exata

ti4. 8_» anna“) —i*—» ohms) —— numha) ——
C.Q.D.

Notemos que Qn(* ;trivial) = nn(*;nN) para N_z n+2 . A5

sim a construção de Pontryagin-Thom fornece um isomorfismo
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,
N N N Nentre Qn(*,R ) e "n+N(S ) pois S : T(B ).

Proposição II.]I

Seja & um fibrado estável qualquer sobre sm .

- * m, SEntao an(s ,E) = "n—m .

Demonstração:

Seja zx uma suspensão qualquer, e a decomposição cg
nônica

zx=c+xuc_x com c+xnc_x=x .

ºbservando que C+x é contratil temos:

nnnx ; g) = Q,,(XX , * ; g) : Qn(>:x , c+x ; 5)

e por excisão temos 9n(zx ,C+x ;g) = nn(c_x ,X ;E) e a se
quência exata da tripla fornece 9n(C_x,X;5) : an_1(x,*;g)
e portanto ãn(zx;g) ; 9n_1(x;5) . Consequentemente temos:

— m _
— m—1. _ _» . ,Qn(s IE) = Qn_1(s 'E) = 'o- =th_xn(s ,E)

= 9 (* trivial) = "8
n-m ' n-m

C.Q.D.
Observação:

Não é verdadeiro que 9 (Smyí) ª "S Q “S . Obviamenn n—m n —
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te isto é _verdadeiro caso £ seja trivial. Se E não for
trivial isto pode não ocorrer. Como exemplo tomemos X o

fibrado de Hopf sobre 81 : RP1 .

Temos :

no(31 , Aog') : «zu—(A 9131“ = n2(znpª) = nz(zapª;z) :. z/z.

Proposição 11.12

Seja E um fibrado sobre x,x conexo.

z se E for orientâvel
ªº(X:E) = <

2/2 se 5 for não orientâvel

Demonstração:

nºme;) = Bºone“) = nNmz'ªn = numa") zz) e o rº
sultado segue pelo Teorema do Isomorfismo de Thom.

,

C.Q.D.

Proposição II.13

Se (X,A) é um par de complexos celulares então

nn(x ,A ;E) depende somente do (n+1) esqueleto.

Demonstração:

O(n+1) esqueleto do pa; (x,A) denotado por (x,A)[n+U

é por definição 0 par (xm+11 u A,A) . O N+n+1 esqueleto
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de T(EN) é determinado pelo (n+1) esqueleto de x . Os

grupos de homotopía em dimensão j são determinados pelo
Íj+1) esqueleto do complexo. Consequentemente & inclusão

N

T(E|x[n+1] u A) ————+ T(E )

induz isomorfismo nos grupos de homotopia até dimawâo n+N,

isto é

[n+1]nnnxm :z) = n,,(x ,A ; ;)
C.Q.D.

Definição II.14

Er e n8 possuem o mesmoDois fibrados vetoriais
tipo de homotopia estável de esferas, caso exista uma aplâ
cação

N-tf : smreg “'ª))+ smªon

entre os fibrados em esferas tal que a restrição em cada fâ
bra é uma equivalência de homotopia.

Observamos que isto acontece se e somente se
J(E) = J(n) onde J denota o J-—morfismo

J : [ ,nº] + [ ,E?) onde sr = nºs” = lim nºs“ .
n-Qm
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Proposição 11.15

Sejam Er e nª dois fibrados vetoriais que possuem

o mesmo tipo de homotopia estável de esferas. Então

“"(X;E) = 9n(X;n) para todo n = 0 .

Demonstração:

r N-R9n(x;£ ) ))r"MW º 13

8 —B= nmem e g ))

'r) é o cone da projeção , então umauma vez que T(€r o ?
equivalência_de homotopia estável de esferas entre os fibrª
dos fornece uma equivalência de homotopia entre os eséacos
de Thom, donde portanto segue o resultado.

.

0.0.0.



CAPÍTULO 111

0 TEOREMA PRINCIPAL

O nosso objetivo é demonstrar o teorema principal,que
identifica a obstrução total à existência de um (k+1)— me;
fismo regular, homotõpico ao k—morfismo regular u : a + B

dado, como um elemento do bordismo normal do espaço A3(a,6).

Primeiro, vamos formular condições para que dois k—morfig

mos regulares sejam homotôpicos por k-morfismos regulares.

Proposição III.]
Sejam nº : a + B e 111 : a + 8 dois k-morfismos rg

a bgulares entre.os fibrados vetoriais a e 8 sobre a vª
riedade Mn . Então eles são homotõpicos por k—morfismos

regulares caso (a—k+1)(b-k+1) > n+1 .

Demonstração:

Seja " : M><I + M a projeção no primeiro fator. Quº

remos construir um k-morfismo regular entre n*(a) e n*(B)

que coincide com n*(uo) em M x (O] e com n*(u1) em

M x (1) . Por indução, seja O : n*(u) + n*(B) um j—mor

fismo regular que coincide com n*(uº) em M x [O] e com

n*(u1) em M x [1] . Aqui j' é um inteiro satisfazendo
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O 5 j 5 k—1 . Afirmamos que a secção

eu : H x 1 » w3(n*(u) ,n*(s))

não intercepta Aj(n*(a) ,n*(B)) , pela seguinte razão:
Por hipótese , n+1 < (a-k+1) (b—k+1) . Mas

(a—k+1) (b-k+1) S (a-j) (b-j) , & codimensão de

Aj(n*(a) ,n*(s)) em Wj(W*(a) ,n*(8)) .

Consequentemente, ºu não intercepta Ajhw(a),n*(M) ;

isto é, eu é um (j+1)—morfismo. Tomamos um (j+1) —mog

fismo regular que é homotõpico & sU e coincide com_ 50
em M x [0,1] . Repetimos & demonstração acima até consg
guirmos um k-morfismo regular entre n*(a) e «*(e) que

coincide com n*(uº) em Mx [O] e com n*(u1) em

" * “ª ' C.Q.D.

o nosso objetivo agora é demonstrar o Teorema Princi
'pal. Lembremos da situação: u : a + 8 é um k—morfismo rg
gular entre a e B , cujas dimensões são a e |: sobre
Mn . Temos o seguinte diagrama:

H9m(a18) = "o(ª'B) : .o. : Wk(a,8)
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S : s;1(Ak(a,B)) é uma subvariedade de codimensão

(a—k)(b-k) em M , e consta dos pontos onde u tem posto
: k . Temos também um isomorfismo G de fibrados estáveis
sobre S .

G : v(s) : v(Sc M) e v(Mls) %

: t( k : k -9 MA (onª) W ((MS)) 9 v(M)|S -

: g*(Kêr & Coªer - õ*(1M)) .

Consequentemente, temos um elemento õk+1(u,8,u) =

[S.g,Gl em a,,_ (ª_k)(b_k)(Ak(a,B) :$) onde

5 = Ker & Coger - õ*(tM) .

Teorema Principal 111.2

a bSeja u : a + B um k-morfismo regular entre os fi
brados vetoriais sobre M , tal que n-+2 < 2(a—k)(b—k) .

Então existe um (k+1)—morfismo regular v : a + B que e

homotõpico & u por k-morfismos se e somente se
- _ k .

”
wk+1(º'B'U) ' º em ºn— (ª.—k) (b—k) (A (CIB) : Ó) .

Demonstração:

Sabemos que dois k—morfismos regulares que são homotá

picos por k-morfismos produzem o mesmo elemento em bordismo
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normal. Suponhamos que v : a + B existe.
Sendo que v é (k+1) —morfismo , então segue que

s;1(Ak(u,8H = da . Isto é, õk+1(u,8,u) tem que ser zero.
Suponhamos agora que õk+1(u,B,u) : 0 . Queremos conª

truir um (k+1)—morfismo v : a + B homotõpico a u.. Tg

mos os seguintes dados:

a) Uma variedade w tal que aw = S .

b) Uma aplicação h : W + Ak(a,8) que estende g : $ +

" Ak(º—IB) .

e) Um isomorfismo H : v(W) : n*(KêrºColger) + h*(f>(v(M)))

que estende o isomorfismo:

G : v(S) E v(ScM) e v(M)|S s g*(KêreCol:<er) Q “mls
Vamos construir um k—morfismo É : n*(a) + n*(B) sº

bre MxI tal que É coincide com u em Mx [O) e E

define um (k+1)—morfismo em M x [1] .

Paseo I

Podemos mergulhar W em M >< I de forma tal que

8W=Wna(MxI)=SCMX(Ol, ealémdisso w édafoE
ma S x (0,5) numa vizinhança de H x [O] em MxI .

Notemos que a dimensão de w é n+1 - (a-k) (b—k) .

Conseqíientemente,
.

2 dim W+1=2(n+1)—2(a—k)(b—k) +1 < 2(n+1) — (n+2)+1 = n+1.
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Pelo Teorema clássico de Whitney,existe tal mergulho.

Inclusive, quaisquer doia mergulhos são isotõpicos, isto é,
homotõpicos por mergulhos. Portanto, podemos considerar W

como subvariedade de M xI com as propriedades desejadas.

Passa II

Início da construção de É .

Definamos E = u em M * [O] . Estendamos u sobre
toda a variedade W por meio da aplicação h : W + Ak(u,8) .

Desta maneira E tem posto k em W . O isomorfismo H

pode ser escrito da seguinte maneira

H : v(WcM><I) e v(M><I)Iw : h*(KeracO15er)e h*(õ*(v(M))).

H : v(M=<1)là é isomorfo & h*(õ*(v(M))) . Sendo que
n+1 — (a—k) (b—k) < (a—k) (b—k) , h* (Kªr QColser) é um fibrª
do estável sobre w . Concluímos que a classe de homotopia
do isomorfismo H se restringe à um isomorfismo

É : v(W<=MXI) = h*(Kêr o Coêer)

Notemos que os pontos numa vizinhança tubular de

Ak(a,8) em' Wk(a,8) correspondem a (k+1)-morfismos entre
a e B . Por meio do isomorfismo É , podemos agora eg'
tender É a uma vizinhança tubular de W em Mx I, tendo

o próprio W como singularidade. Isto é, podemos definir
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E tal que E tem posto k somente em W .

Adicionando um colarinho a M x [0] se for necessª
rio, podemos também definir E de maneira óbvia em

Mx [OIE/2].

H x 1

Paseo III

Seja 12 : Mx I + I a projeção no segundo fator. Sg

ja a região R "abaixo da singularidade W “ definida por

x= í(n(y),t) enxxlyew ,e o sc s 12(y)]

H x 1

fm
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A região R onde E ainda não está definida é local
mente homeomorfo ao espaço euclidiano cuja dimensão é

dim w—o1 = n—o2 - (a-k)(b-k) . Sendo que por hipótese
n-r2 - (a-k)(b-k) < (a-k)(b-k) , podemos estender É sº
bre R todo com posto : k+1 fora de W , pois & codª
mensâo de Mªma) em "km,“ 6 maior que a dimensão de

R .

Notemos agora qee o k-morfismo E , que tem posto
2 k +1 fora de W , está definido numa região de Mx I
suficientemente "gordo" para conter o gráfico de uma aplicª
çâo diferenciável r : M + (0,11 , onde r(x) >0 para todo
:: e M , tal que a parte que fica abaixo do gráfico de r
é homeomorfa a Mx I e contém W no interior. Portanto
conseguimos um (k+1)-morfismo v em & x [1] por meio do

homeomorfismo.

Observação:

Esta demonstração que apresentamos é uma adaptação da
demonstração no caso complexo na tese de doutoramento de

Mário Olivero Marques da Silva [5] .

Acabamos de demonstrar o Teorema Fundamental,que ideª
tifica a obstrução ã existência de um (k41)—morfismo regª

&lar v : aª + Bb entre fibrados vetoriais o e eh sobre
n . .. k ..

M com um unico elemento wk+1(a,6) e nn_ (a—k)(b—k) (A (a,B);Ó) ,
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caso sejam satisfeitas as condições n +2 < 2(a—k)(b-k) e
n+1 < (a-k+1)(b—k+1) . Mas o espaco Ak(u,8) ê complicª
do. Veremos que sob certas condições podemos substituir o

bordismo normal de Ak(a,8) pelo bordismo normal de uma vª
riedade Grassmanniana Gª_k(u) , cuja topologia algébrica
pode ser expressa melhor em termos dos fibrados a e B e

da variedade Mn .

Seja Gª_k(a) = xªu Ga-kmx) a variedade Grassmanni
ana de a . Aqui Ga-k(ºx) é a variedade cujos pontos são

os planos de dimensão (a-k) no espaço euclidiano Rª .

Seja " : Ga_k(a) + M a projeção canônica. ºbtemos o

seguinte diagrama comutativo:

Hamm, B) : Ak (a, B) —pk———>
Gª_kkx)

onde õk leva o morfismo h : ºx " B,( de posto )( a
:

Ke: h e ca.-):(ªx) -

Existem os fibrados canônicos y c1T*(u) e Y1 : n*(a) |Y

sobre Gª_k(u) cujas dimensões são a -k e k respectiva
mente. Dado um plano de dimensão a -k em ªx , a fibra de

Y sobre este plano consta de todos os vetores contidos ne_s_

te plano.
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Lema 111.3

0 espaço Akane) ê homeomorfo ao espaco
Ak(YL ,W*(8)) = Monoh1 ,n*(8)).

Demaúatração:

Seja h : ªx + 8x um morfismo de posto k . Escrevº
mos ºx = Kerh 9 Coimh . A restrição de h & Coimh é

um monomorfismo, portanto, produz um elemento de
k L

A ( _ n*(a)-ka«n) ' pk(h))

Por outro lado, seja 9, : Y; + n*(B)L um monomorfig

mo onde L G Gª_k(ax) para algum x e M . Então ºx =L 9 Li

e definimos h : ax + 8x por hlLl : £ , hlL : O . Isto
. k -e , h e A (ªx'sx) e pk(h) = L .

C.Q.D.

Proposição [11.4

A projeção bk : Ak(u,8) + Ga_k(a) induz um leque;
fiàmo

(ªk)* : ni(Ak(a.e) :$) + ni(Ga_k(a) ;o)

para 1 < b-k e um epimorfismo para 1 = b—-k , onde º
denota o fibrado estável

y e n*(s) + Y o v - + e n*(a) — u*(r(n)).
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Demonstração:

Notamos que i'm) - õ*(a) IKêr é isomorfo & Colªer

como fibrados'estâveis sobre Ak(a.6) . ConseqUentemente

(õkho - R%: o gue) + Kêr e Kêr - R%: o 13*(a) - 5*(1(M))

: Ker & Coice: — fa*(1(M)) = $ .

Pelo Lema III.3 , deduzimos que ik é uma fibraçâo
cuja fibra é a variedade de Stiefel Vk(Rb) = Mono(Rk,Rb) .

Sendo que Vk(Rb) ê (b-k—1) —conexa, sabemos que õk iª
duz isomorfismos em homologia até dimensão b —k e um epi
morfismo em dimensão b—k . O resultado segue—se deste fª
to, da identificação de bordismo normal com homotopia está
vel de complexos de Thom, do isomorfismo de Thom, e do Teº
rema de Whitehead [6].

(2.0.1).

Exemplo:

Seja b : dim 8 = n . Existe um (.a-1) —morfismo r_e_

guiar u : a + 6 caso n < 2(b-a) +4 , isto é , caso
2a < n+4 . A obstrução mªnha) detecta a existência de

um monomorfismo entre a e 8 caso n+2 < 2(n-a+1) , isto
é», 2a < 11 , pelo Teorema Fundamental.

Seja G1(u) = RP(a) o fibrado projetivo associado a

a . Então 534 : Aª'1(a,B) '-> RPM) induz um isomorfismo
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entre 9ª_1(Aª'1(ª,B) :$) e nª_1(np(a) :o) pela prº
posição.

"

'

Concluímos que wª(u,8) - (õª_1),(õª(a,8)) : 0 se e

somente se existe um monomorfismo de a em B , caso
2a < 11 . Tomemos a : ªª , o fibrado trivial de dimensão
& . Para 2a < n : dim B , a obstrução

.
mªngª,“ e

e nª_1(npª" » n ;o) onde o = A e e _ A o a - 1(M).

Consideremos brevemente o problema da existência de um

1 + “((M) onde (11 é um fibrado qualquermonomorfismo u : a

de linhas “sobre M" , n > 2 . A obstrução õ1(º1 , f(x))
pertence ao grupo nº(Aº(a,1'(M)) ;õ) onde & = a & NM) — NM).

Já vimos que este grupo é isomorfo a 2 caso

“($) = O e a 2/2 caso w1($) ªº 0 onde. w1($) -'

=nw1(o)+w1(M) +w1(M)=nw1(oo. .

Além disso, podemos identificar Aº(uw,8) Íoom & base
M por meio da secção nula.

Então a singularidade s é obtida cómo a interseccâo
transversal de M com a secção nula ( & também) em

Bom“: , MM)) .

Este conjunto finito 8 representa (51h: , MM).) .

Caso o grupo de bordismo normal seja z / 2 , a classe
representada por S é apenas o número de pontos de S coª
tados módulo 2 .

Caso o grupo seja o grupo z dos inteiros, é necessâ
rio associar +1 ou —1 ã cada singularidade, dependendo



41

das orientações locais e somar estes números.
O seguinte resultado foi obtido por U. Koschorke [2].

Teorema 111.5

Para n impar u1 é um subfibrado de T(M) se e sº
mente se a classe de Stiefel-Whitney wn(1(M) —u) é nula.

Para n par e n > 2 , 01 é um subfibrado de f(M)

se e somente se o número de Euler x(M) é nulo.

Demonstração (Esboço):

Caso n seja ímpar , w1($) = w1(a) . A obstrução

õ1(a,t(M)) portanto pertence ao grupo 2/2 para w“a)= 0.
Além disso, sabemos que S em homologia é<>dua1 de Poincaré
da classe de Stiefel—Whitney wn(1(M)-a) , & obstrução pri
mãria em cohomologia. Notemos que u1 é trivial se e aº
mente se w1(u) = 0 .

Para n ímpar e & trivial, o número de Euler é 0,
mas também representa a obstrução para que R1 seja um suª
fibrado. Neste caso wn(1(M)) = O claramente.

Consideremos n par. Neste caso, o fibrado $ é sem

pre orientãvel. Estamos buscando uma condição necessária e

suficiente para que o fibrado vetorial Hom(u ,1(M)) de dª
mensão n possui uma secção não-nula.

Pela teoria clássica de obstrucões,sabemos que a elas
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se de Euler e(Hgm(a ,T(M)) - a(u & T(M)) representa & obg
trução total. Isto é, e(a o t(M)) e nª(M 7zw1(M)) é dual
no sentido de Poincaré â classe [ S] e HO(M ;Z) = z .

Afirmamos que e(u & T(M)) : e(T(M)) = x(M). gerador.
Esta afirmação segue—se da identificação da classe de

1

_sobre BO(n) X BO(1)Euler do fibrado universal y" 9 Y

com e(Yn) para n par. Aqui Yn denota o fibrado uni
versal de dimensão n sobre Bo(n). Consequentemente,

õ1(a ,T(M)) = 0 se e somente se X(M).= 0 para n par.

Observação:

A teoria não se aplica ao estudo de subfibrado de lª
nhas nos fibrados tangentes de superfícies, mas neste caso

os resultados podem ser obtidos diretamente.
Como vimos o Teorema Principal de Koschorke produz uma

única obstrução num grupo de bordismo normal para & existêª
cia de um monomorfismo entre fibrados vetoriais dª e Bb

sobre uma variedade Mn caso b-a > n/2 . Ulrich Koschorke
desenvolveu uma sequência exata pelo método de singularidâ
des que envolve os grupos de bordismo normal em dimensões

baixas. Esta sequência exata é a ferramenta principal uti
lizada por Koschorke [3] . Vamos considerar nemzs mais uma

parte da sequência exata. O nosso objetivo é explicar como

é que esta sequência exata pode ser aplicada ao seguinte
problema:
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"Seja az um fibrado vetorial qualquer de planos sº
bre uma variedade diferenciável,compacta, sem bordo, conexa
de dimensão n . Determinar condições necessárias e sufici
entes em termos de números característicos para que a se

ja um subfibrado do fibrado tangente T(M)".

111.6 — A SEQUENCIA EXATA EM BORDISMO NORMAL

Sejam x um complexo celular qualquer e $ um fibrª
do vetorial estável qualquer sobre X . Koschorke derivou
a seguinte sequência exata, descrita na página 94 em [ 3] .

__ €!sz 61 f1 _+ aº(x;w) + 92(x;o) —-——+ 2/2 ——v— n1(x;o) ———+ n,(x;o) + o

Os grupos õm(x;ó) utilizam menos informação do que

os grupos Qm(X;©) de bordismo normal. 5m(X3$) consta de

classes de equióalência de triplas (N“' ,9 :Nm » X ,or) oº
de or é um isomorfismo entre os fibrados de linhas dados

pelo determinante. Isto é, denotemos por ªo o fibrado dª
terminante associado a qualquer fibrado vetorial (inclusive
estável) & .

Então é um fibrado vetorial de linhas com%

w1(5$) = w1(o) or é um isomorfismo. Existeªv<N> * ªq*o
o morfismo de Hurewicz u : õm(x;$) + um(x 7zw1($)) que le

m —

'

.va [(N ,g,or)1 ª 9*lNlª“m'x'zw,m*'
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Aqui [N], a classe fundamental, gera um(N;zw1(N)) nz.
o morfismo de Hurewicz é um isomorfismo para Hl-1 .

Em particular, 51(x;ó) coincide com o grupo n1(x)
de bordismo orientado de x que é isomorfo a H1(x;2) cª
so w1(o) : 0 .

.

Os morfismos f2 e £1 na sequência acima provêm de

restrição. Isto é, um isomorfismo G : v(N) = g*kó) certª
mente fornece um isomorfismo or : €v(N) * Eg*(ó) entre os
fibrados determinantes. O morfismo *cojz leva uma classe
[(N2 '9 gn-+X ,or ªªv(N)"Eg*(o))] qualquer ent 52(Xtº) ao

elemento em 2 /2 dado pelo número w2(g*(o))[N] e 2/2..(
Isto é, avaliamos & segunda classe de Stiefel—Whitney'

do fibrado induzido g*(o) sobre N na classe fundamental
mod 2 de N .

.

A cópia de 2 /2 corresponde ao grupo n? : nN41(SN)

para N > 2 . A imagem do gerador por 61 corresponde &

classe dattripla (S1,c gs1..x , trivialização canônica eg
1

+ x é a aplicação constaªtãvel de ZI(S1! ) ,onde c : S

te. ,E extremamente difícil detectar a imagem de' 2 /2 por
61 em geral, como veremos. Consequentemente sempre buscª
mos condições para que aoj2 seja sobrejetora e, equiualeª
temente, o morfismo 61 seja nulo.

Voltaremos ao problema de mergulhar a2 em f(M) como

“a Subfibrado. O Teorema Fundamental de Koschorke produz um
&

elemento m2(a ,1(M)) em Q1iRP(a) 7?) que representa a
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obstrução total. Aqui RP(a) denota o fibrado projetivo
associado ao fibrado vetorial az . O fibrado estável W

sobre RPM) é o fibrado Aen*(r(M)) —ÃOTI*(G) - n*(tun)
onde A é o fibrado canônico de linhas sobre o espaço tº
tal RP(a) , u : RP(u) + M é a projeção canônica. Releª

.bremos que & cohomologia H'(RP(a) ;z/2) e um módulo sobre
n*(M ;z/z) gerado pela classe x = w1(u) módulo & relação

::2 + x.n*(w1(a)) + n*(w2(u)) = º .

Conseqãentemente, escreveremos

n*(npm ;z/z) = n*(u : 2/2)[x1 / (xº +xw1m +w2(a))

e omitiremos o morfismo n* para classes que provêm da bª
se M .

Os dois lemas & seguir nos fornecerão expressões para
w1(W) e w2(W).

Lema III.?

w1(W) = nx + w1(u)

Demonstração:

Os fibrados W + A o a + I(M) e A & T(M) são 3
somorfos estavelmente.
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Tomando & primeira classe de Stiefel—Whitney de cada

fibrado, temos que

w1(W) +w1noa) +w1(M) - w1(X0T(M))

mas w1(Aeoz) - w1(a)' e w10. QNM) . W.](M) + nw1(A) .
' (Ver a fórmula na página 98 [3] para as classes de Stiefel
—Whitney do produto tensorial) . Segue—se então que w1 (W) =

=nx+w1(a.).
C.Q.D

Seja A1 o fibrado complementar â ). em n*(a) .

Isto é, A O A1 : n*(u) sobre RP(u) .

Pelo Lema III.7 temos que

n*(w1(a)) = W1(Ã) + w1(A1). Isto e w1(A1) : x + w1(a) .

Lema 111.8

“z““ = xw1(M) + (";1)xw1(u) + (;)wzm) & wãm) .

Demonstração:

W + A e a é isomorfo estavelmente ao fibrado virtual
A º MM) - I(M) . Pelo cálculo feito na página 98 de [3]
sabemos que wzneum —T(M)) = (ª)):2 + xw1(M). Alên disso

wzuea) = wªn) +w1(x)w1(u) +w2(a) = ::2 +xw1(u) +w2(a) = 0

em H2(RP(a) ;z/z) .
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Já sabemos que w1('l')w1(x e a) : (nx + w1(u)).w1(a) =

= n x w1(a) + w$(u).

Concluímos que

wNW)-queNM)—1mn +ngom +WHWWHAGM =

ª 2= (2) [xw1(u) + w2(u)] + xw1(u) + nxw1(a) + w1(u) =

. xw1(M) + (n;1)xw1(u) + (2) w2(u) + wf(a).
C.Q.D.

Podemos agora reparar a seguinte situação: Seja nº
2 no fibrado trivial & de planos sobre uma variedade &

orientãvel qualquer. Então as classes w1(ub wzkn e w1uo

são classes triviais. Segue—se portanto que w2(v) =O , e

consequentemente, 61 : 2/2 » n1(RP(u) :?) é um monomorfis

E.
Jã sabemos pelo trabalho de Atiyah—Dupont que & obg

trução total w2(52 ,r(M)) possui uma componente não tri
vial em geral em 61(z/2) para n 50 mod 4 e ras 1 mod 4.
As componentes em 61(Z/2) são dadas por

a) 1/2 (x(M) - (-1)ªo(u)) mod 2 onde n = 48 , o(M) de
nota a assinatura de M e

b) R(M) e 2/2 a semi-caracter9stica para n E 1 mod 4 .

A semi—caracteristica e definida por
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MM) : “ião posto Humm/Z))mod 2 + (w2(M) u wn_2(H))[H]] modZ

Jã sabemos que 510119030”) e isomorfo a H1(RP(a);ZW1W)).

Isto é, f1(w2(a ,T(M)) é detectado por homologia,enquanto
a obstrução m2(a ,T(M)) de Koschorke pode ser mais compli
cada. O seguinte teorema fornece muitas situações onde o ª
nulamento da imagem é equivalente ao anulamento da obstrª
ção.

Teorema III.9

Seja Mn uma variedade diferenciável, compacta sem

bordo e conexa, que é não—orientãvel e cuja dimensão n E O

mod 4 , n 2 8 . Seja aº um fibrado vetorial qualquer de

planos sobre M . Então existe um monomorfismo de “2 em

T(M) se e somente se

f1(m1(u ,um) = o e 51(RP(u) n')

Demonstração

Queremos construir explicitamente um elemento tem

52(RP(a) :?) cuja imagem por ooj2 é não nula; portanto
61 será nulo.

Temos 2 casos a considerar:

Caso I w1(a) = u1(M) : 0
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Tomemos uma aplicação qualquer 9 : 81 + M tal que

g*(w1(M)) * O . Conseqâentemente, g*(a) : E a 51

denota o fibrado de Hopf de linhas sobre 81 .

onde E

Consideremos o seguinte diagrama entre os Hbradoe prº
jetivoe associados aos fibrados & e g*(u) - E O R1 .

]s
”Td—" í

1
h

RPM e 13) ——->— Rpm)

vi 1“

51 —— M
9

Notemos que RP(E 0 51) é a garrafa de Klein. Sabª
mos que o fiBrado tangente r(RP(u)) = "*(T(M)) & A O A1 eº
quanto que t(RP(E e 51)) = p*(1(s1)) é n*(x & A1) . Sendo

que w1(u) = w1(M) = w1(A & A1) , concluímos que *b*hq(VD :
= h*(w1(a)) = w1(h*(x & 11” = w1(v(RP(E o 131") .

Assim obtemos um elemento [RP(£ & 51) ,h ,or] em

52(RP(<:) ;W) .

A imagem deste elemento por oojá é detectada por
h*(w2(V)) . Agora h*(w2(W)) pelo Lema 111.8 é dada por

n+1 n
2

) E (2 )E O mod 2 . Portanto
n*(wzm) = n*(x) . p*(g*(w1(M)), que gera nº(Rpu; o 151);an
n*(xw1mhwfmn pois (
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Casa II

w1(a) ªº w1 (M) e w1(M) = O . Tomemos uma aplicação
9 : s1 + n tal que g*(w1(M)) : o , mas g*(w1(a)) = o .

Tal aplicaçâo existe, pois 31 (mz/2) : Hom"!1 (M;z/2),z/2) .

o fibrado induzido g*(a) - ªº , cujo fibrado prº
jetivo RP(g*(a)) sobre 81 é o toro s1xs1 . Outra vez,
nós consideramos o seguinte diagrama de fibrados projetivos
associadosa a e g*(u) .

]s
.

Í
1 1 h

S XS —>— RPM)

P 1 11!

51 ——---9— M

Notemos que h*(w1('i')) h*(1r*(w1(u))) =p*(g*(w1(a))) '
= 0 : w1 (S1 XS1) . Conseqiíentemente-, obtemos um elemento

[(S' xs' ,h .or)1 e 52(np(an, W).

A imagem deste elemento (:|on é detectada por h* (W2(W)) .

Agora h*(w2('l'))' pelo Lema 111.8 é oada por h*(xw1(M) + na(o)) :
= h*(x) 'p*(g*(w1(M))) +p*(g*(wfta))) = h*(x)' p*g*(w1(M)).
que gera l-12(S1 >< S1 ;z/2) . Seguefse que f1 é um isomorfig
mo entre 91(RP(a) :“ e 51(RP(u) :W) .

C.Q.D.
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Podemos esboçar agora uma demonstração do seguinte rg
sultado .

Teorema III. 10

Seja Mn uma variedade diferenciável, compacta sem

bordo e conexa, que é não—orientâvel e cuja dimensão n 5 0

mod 4 , n z 8 . Seja a um fibrado vetorial qualquer deplª
nos sobre M . Então existe um monomorfismo de a em HM)

se e somente se existe uma classe v em unªm; zw1(a)+w1(M))

tal que v reduz módulo 2 à classe de Stiefel -Whitney

wn_2(1(M) —u) e, além disso,

'v.e(a) = e('r(M)) em ""("ízwlun' .

Demons tração (esboço) :

Pelo Teorema III.9 , basta provar que

f1(w2(a.1(mn= o em 51(RP(u) nv) .

Já vimos que õ1(R1>(u) ;w) % H1(RP(a) ;2 Considere
w1 (a)

) '
mos primeiro a classe n*(f1(w2(a,t(M))) em H1(M ; zw (M))

1

onde n: RPM) + M é a projeção natural. Esta classe é

Poincaré dual à classe de Whitney torcida gn_1(T(M) -u) .

Consequentemente, ela é nula se e somente se existe uma clag
se u em Hn-Zm ; 2 que reduz módulo 2 "ãw1(M)+w1(u))

/
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wn_2(t(M) -u) .

Façamos agora a seguinte observação. Caso HM) aª
mita alguma decomposição HM) = a 0 n , então claramente
obtemos a seguinte equação envolvendo classes de Euler

e(1(M)) - o(a) .e(n) .

Além disso, e(n) reduz módulo 2 à wn_2(r(M) —a) , pois o

fibrado n é estavelmente equivalente ao fibrado estável
T(M) — a. . Esta condição necessária para o anulamento da

obstrução f1(w2(a , r(M))) é também suficiente. Isto é, a

obstrução f1(w2(a , T(M))) = 0 se e somente se existe uma

classe v que reduz modulo 2 â Wn_2(T(M) —u) e satisfaz a

equação v.e(u) = e(T(M)) . Tal classe v será a classe de

Euler e(n) para algum fibrado n satisfazendo uén=t(M).
(Uma demonstração deste fato por meio de torres de Postnikov
foi publicada em [4] ) .
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