
(fê/Q UNIVERSIDADE DE SÃO PAULO
CAMPUS DE SÃO CARLOS& INSIIIIIID DE CIENCIAS MMEMMICHS DE SRI! CARLOS

|.C.M.S. C.

SEQUENCIAS ESPECTRAIS, ESPAÇOS

DE ULENBERG—MACLANE,

TORRES DE POSTINIKOV

D. Randall e J. Daccach

Notus Didáticos do ICMSC - USP



SEQÚENCIAS ESPECTRAIS, ESPACÓS

DE ETLENBERG—MACLANE,

TORRES DE POSTINIKOV

D. Randall e J. Dacaach

são CARLOS/SP/BRASIL

“(vibro/1988



EóztaA nom geram: bueadaA em um mimi-cmo menu;
fluido pdaó leób. Duane Randall e Jamey Daccach
no vejuío de 7988 no ICMSC-USP, com apoio “nuncª
no da FINEP.

Quº/LUNGA agradece/L & FINEP pelo apoio “nunca/('Ao
e a sua. Lia/uia Helena nggi pelo excelente trª
bolha de Wogmgm.



Í N D 1 C E

INTRODUÇÃO ............................ ..... ............ 1

REFERENCIAS ....... ....... ..... ......... .... ...... ...... 3

CAPÍTULO 1

SEQUENCÍAS ESPECTRAÍS .................... ....... ....... S

A. Sequência Espectral de Cohomologia .... ...... ........ 5

E. Sequência Espectral—Hamologia ....................... 22

CAPÍTULO 71

ESPAÇOS DE EILENBERG—MACLANE .. .......... . .............. 29

CAPÍTULO III
TORRES DE POSTNIKOV ,...... ........ ..................... 49



INTRODUÇÃO

O Teorema de Mayer-Vietoris estabelece uma diferen-
ça fundamental entre os grupos de homologia e os grupos de

homotopia, ou seja, & computabílidade destes grupos. Os pri—

meiros grupos são relativamente fãceis de se computar, en-
quanto que os grupos de homotopía são muitíssimo mais compli
cados de se computar.

Em contrapartida o teorema da seqUêncía exata de hg

motopía de uma fibração estabelece uma relação bem simples eº
tre a homotopia da base da fibra com a homotopia do espa-
ço total, ou seja, se

5 uma fibração de Serre, então existe uma seqõência longa e

xata de homotopia

I.. —————> no. .-——> 'nn(F) i* ""(E) P—*+ ""(B)T "nª(fª) '_*
O primeiro resultado fundamental e não trivial da

computação de um grupo de homotopia foi o resultado de Hopf

que estudando a fibração



que leva seu nome, estabelece que n3(sz) = 2.

Obviamente não existe uma sequência exata em homg

logia para a fibração de Hopf uma vez que H3(Sl) 'H3(Sz)- O

e H3(83) - 2.

Entretanto existe uma relação entre as homologias
da base e da fibra, com & homologia do espaço total de uma

fibração. Esta relação é obtida através do conceito de se—

quências espectrais, conceito este introduzido por Leray na

década de 40 e culminando com o importantíssimo trabalho de

Serra no início da década de 50.

Nestas notas, no Capítulo 1, vamos abordar somente

a estrutura aditiva das sequencias espectrais. Num segundo

Minicurso vamos explorar a estrutura multíplicativa desta
seqUEncia. Assim sendo, em vez de definir sequência espec—

tral de homologia, vamos diretamente ao estudo da seqUên-

cia espectral de cohomología, cuja estrutura aditiva & coª
pletamente equivalente E sequência espectral de homologia.

No Capítulo II trataremos de definir e construir
espaços de Eilenberg—MacLane e no Capítulo III trataremosde
Torres de Postnikov de uma fíbração e aplicações.
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CAPÍTULO 1

SEQÚENCIAS ESPECTRAIS

A. Seqíêência Espectral de Cohamalogia

ªfínigão I:.l
Uma sequência espectral (de cohomología) E uma se-

qííência de grupos diferenciais bigraduados (Er'dr) onde dr
e & d1ferenc181 com b1grau (r,1-r) e Br+1 - H(Er).

Isto significa que para cada par de inteiros (p,q),
dr : Eg'q + Eg+r,q+1-r & um homomorfismo satisfazendo dª ª 0

e se denotarmós Zp'q = Ker & e Bp'q ' Imd : Ep-r,q+r-1+Ep,q
r r r r r :
Zplq

" prq !“entao E : __t+]. Bpnq
f

1.2. 0 Termo E,ªº

: . PN] Prq ' "'Vamos denotar por kr+1 . Zr + 3141 & prOJeçao
do quociente acima definido.

Seja x e ZE'q e olhamos para o diagrama & seguir:



x e zvm ___, EPA
Y r r
'
|
' f
x kr+1

X

X

». Puq P q___-> ',, zr+1 Er+1

'
, kr+1
| r+2
&

X

& qu _* Prqzr+2 Er+2

.

.J;__ Epªr,q*1-r
r

d r+1 Bp+r+1,q—r
r

dr+2 Ep+r+2,p-r-lr+2

Então por definição x 5 um cociclo permanente se
r t+! rdrx = O, dr+1kr+1x O, dr+2 r+2 r+1x 0 ....

Definição 1.3
O termo Em 5 por definiçãoqu
P q _ P 9 ' -Ew' [(xí) | xi £ Ei' e coclclo permanente e

i
xi+1 ki+1(“i)]

onde duas sequenc1as (xi) e (yi) sao lguals se xk - yk

para k

As operações de soma

suficientemente grande.
e produto por escalar são defi



nídos por (xi) + (yi) - (xi + yi) e a(xi) - (axi).

I.4. Sequência Eepectral de 1.0 Quadrante

Uma sequência espectral (Er'dr) E chamada de 1.0

Quadrante se qualquer que seja r, Bª'q ' 0 se p < 0 ou

q < 0.

1.5. Representação Reticular

Cónsideremoe o retículado integral no plano carte-
siano onde o ponto de coordenadas inteiras (p,q) será dª
notado por Eª'q. Temos, assim, a representação reticular
pelo segmentq orientado que une o ponto (p,q) ao ponto
(p+r,q+1-r) .

V W



N | I | H—'—'ªª'fª'—""

N U & UI
«m

A partir deste ponto, todas as sequências espectrais
consideradas, serão de primeiro quadrante.



Lema 1.6
Se : > maxlp,q+1] então Bª'q - Eg'q.

Demonstragão
O diagrama reticular do elemento Er E o seguinte:

É(p-t.q+r-1)
. r&

Pq.Er.

xxxxxx.
ª(P+t.q+1-r)
:

Portanto, zp,q ' Ep,q er r

Bp,q = O er

. qupqg »pqass1m Er' Erll ... ' Ea' . C.Q.D.
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Homomorfiemos Laterais

Analisamos os elementos de B[ da forma EZ'O, r22.
Temos

Ep-r,r-1 E9,0 Ep+r,1-r , º.r d : rr

assim ZE'O - E5'0 e portanto a projeção no quociente de-
' ' " ?»O P'0fxne uma sobreJeçao Er ** Er+1' V : 2 2.

Temos assim uma seqõêncía de sobrejeções cuja compog

ta ê denominada e :
B

55'0 «» Eã'º -» EZ'O » » Eª'º .

8

Por outro lado, analisemos os elementos de Br de

forma Eº'q.
r
Temos:

-r —1+r 0 d : +1-r0=E 'q __,— E.Q__L__,_E.q .r d r r

umaPortanto Zº'q : Eº'q ª——* Eº'q e assim temos: r+1 r
Esequência de inclusões cuja composta chamada e 'F.
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A razão da denominação de eB e eF para estes hg
momorfísmos ficara clara futuramente. Os homomorfísmos eB

e eF são chamados homomorfísmos laterais da base e da fi —

bra, respectivamente.
Sequências espectrais surgem naturalmente de uma

filtração de um espaço X por uma família de subespaços.
Porém, as aplicações mais importantes surgem da se—

quência espectral de Serre associada ; uma fibração de Serra
Enunciaremos o Teorema de Serre na sua formnaçãamaú

simples, exigindo que a base da fibração B seja simplesmeª
te conexa, a fim de evitarmos trabalhar, no momento, com cos
fícientea torcidos na cohomología.

Num segundo minicurso nos proporemos a tratar do cª
so geral, bem como da demonstração do Teorema de Serre.

ºmitiremos denotar o grupo de coeficientes, que po-
derã ser qualquer grupo abelíano.
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1.7. Teorema de Serra

Seja

F “'I—* E

ln
B

uma fibração no sentido de Serre com base B shmlemmnteco—

nexa e fibra F conexa. Entao existe uma filtração

O,n 1,n-1 2,n-2nº(a)-n :D :D ::...:
. : Dr,n-r n,0 n+1,-1: .. : ... = D D D

e uma squêncía espectral de primeiro quadrante satisfazendo:
Dr,n—r _ r n-r(1) ___—___— . E '

Dr+1,n-r-1 ”

(2) E;” = “(nuªm-*»

e mata:

(3) Ep,º —e-———-» Eª'o >——J——— HP(E)
2 jºeB - n*

aº(s) Dp'º
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nº(a) ___4, Eg.q _:ª__ Eg.q “ nº(r)
F

q Dº'q qeFOG - i* onde 8 : H (E) ——ª>
1 _1 - Em' e proje-

0 .q
ção no quociente.

I.8. Aplicaçães do Teorema de Serre

(A1) Propriedade Multiplicativa da Característica de Euler

Seja

F ª——+ E

B

uma fibraÇZO satisfazendo o Teorema de Serre. Se x(F) e

x(B) estão definidas então x(E) estã definida e

x(E) = x(F)x(B).

Demonstragão

Vamos usar cohomologia com coeficientes racionais.
Para cada mõdulo bigraduado Er definamos

_ _ p+q - p.qx(Er) pçq( 1) d1m Er .

NTemos Eg'ª = nº(n;uª(r)) = nº(a) e nª(F) e assim
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_ _ p+q . p.q _ _ p+qx(ªz) pgq< 1) dzm 32 pçq< 1) bP(B)bq(F),

e como x(n) - z(—1)Pb (s) e x(r) - :(-1)ºb (F) segue9 P q q

. — P+q .que x(B)x(F> pgq( 1) bp(B)bq(P) x(EZ).

Por outro lado. temos

º + zp.q + Ep,q , Bp+r.q+1-r + ºr r r

º ., Bqu + ZPrq ., Equ ., o .r r r+1

Assim,

dim Ep'q - dim Ep'q - dim Bp'q — dim Bp*r'q*1'ff+1 [ r l'

e portanto,

_ P*q - P q _Z( 1) dxm Evil

- z(-1)P*q dim Ef'º - EH)?"q dim sg'º
— z(-1)p+q dim ng*'ºq*1'f

Assim temos

x(E ) - x(ar)'- x(nr) + X<ªr)r+1

e portanto
x(EZ) ' x(E3) ' ... - x(Em).
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Como & filtração de H*(E) esta associada a E

temos

x(Ez) - x(B)x(F) - x(E). c.q.n.

(42) Sequência Exata de Wang

Seja

F “** E

sk

uma fibraçZo de Sette com fibra conexa. Então existe uma se-
qGência exata d

— ""'lm —-> Hmm—ª» uº'k(F>——» nº(a) —-— uªu) +

chamada seqõência exata de Wang.

Demonstração

Observemos que a base é a esfera Sk. Desta forma

os únicos termos limites não triviais são eventualmente E2.q

e Eí'q. Nestas condições obtemos as igualdades
E2 = E3 = ... = Ek e Ek+1 = Ek+2 = ... = E“.

Temos portanto a seqâência

o o () dk k -k+1 k -k+1() _ . E !q _ __, E bqg E lq ___—, E 'q ___» E Iq _,oªº e 2 k k m
F

Como Ek = Ez temos:

k,q-k+1 : Ek.q—k+1 : Éq_k+l(F)
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e portanto Vªle

dk
0 —— Eº'q _» nª(p) _,_ Hq k+1(F)——+ Elam—[<+].

,, ª —*0.

Agora olhamos & filtração

º.q 1.q-1nª(E) - D : D : ...
E0.q _ nª(s)
ªº W e portanto temos & progeçaoe

ºvª—ponº(a) «—a+ E

e por outro lado, temos:

k,q-k+l : Dk+1,q-k _ Dq+1,o““*1<E) : n - o

k,q-k+1 : Dk,q-k+1 c Hq+1(8).a Em

Então a sequência mostrada em linhas pontilhadas ê

exata

nº(a) o
N

&

X

“&
x +

o ——+ Eº'q ——+ nª(r) ——+ Hq'k*1(r) -—+ E

x
x
.

»
ul

«
»
x

"' k,q-k+1
” *->0
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Fazendo q - n-I obtemos

+ H“ '1(B)+ lin—]'(F) + nn'kur) + nº(s) + c.Q.D.

Com um procedimento inteiramente anãlogo no teorema

da seqUêncie exata de Wang obtemos:

(A3) Seqãência Exata de Gyein

Seja

uma fíbração de Serra com B simplesmente conexo. Então e-
xiste uma sequência exata

+ Hi(B) » Hi(E) + Hi'kus) + Riu”) +

Demonstragao

Anâlogo ã seqUência de Wang.
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(A ) Sequência Exata de Serre

Definição 1.8
O homomorfismo d : EO,n-1

n n
0+ Eª' & chamado trang

gressão.
'1Um elemento x & Hn-1(F) “ Eg'n ê chamado traní

. 2 n—2 n-3 2
gre551vo se dzx 0, d3k3x 0, ..., dn-lkn-lkn-Z ." kax-O,
ou seja, se x sobrevive até ordem n, definindo um elemen

EO,n-1.tº em n

Lema 1.9

Seja

F “*_* E

B

uma fíbração de Serre com base simplesmente conexa. Então se
F & (q-l) conexo e B & (p-l) conexa,todo elemento em

n-lH (F) E transgressivo se n < p+q.

Demonstração

Consideremos a seqõência (não exata)

d d
5-2,“ 2 E0.n-1 2 E2,n-2'
2 2 2

O primeiro mõdulo é zero, pOÍQ & sequência espectral € de

. . 2 n-2 - - -prlmexro quadrante e E2' e tambem nulo pela conexao da
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0,n-1 O n—I
EZ ' .base e da fibra. Assim, = E3

Repetindo o mesmo raciocínio pars

- ª - ª -E 3,n+1 ; la'" 1 3 EB.n 3
3 3 3

obteremos Eg'n-l : Eg'n-1 e assim sucessivamente até con-
cluirmos que Eg'n_1 : E:,n-l e portanto “"_I(F) : Eg'n-le
assim todo elemento de Hn-1(F) ê transgressívo. C.Q.D.

1.10. Teorema da Sequência Exata de Serra

Seje

FL—.-'*
1

B

uma fíbraçso de Serre com B simplesmente conexo. Se F E

(q—1)—conexo e B & (p—1)—conexo então a squEncia (finita)

- - _ '* _,, Hp+q 2”) .L. HP"! I“,) E... "P“-'I 103.3... “Pm ª(s)

ê exata.

Demonstração

Observemos que EÉ'J ' 0, quando 0 < i < p ou

0 < j < q. Nestas condiçães se n - i+j & filtração de

Hn(E) se reduz a
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nº(a) _ DO,n : Dn,0 : 0

pois teremos Ei'J - O, e assim concluímos que 52,0 = Dn,0
n

e Eg'n = —ª;£%l— o que nos fornece a seguinte sequência
D ,

exata

(A) o + sg'º + nº(a) + BZ'“ + o (A)

“Para n < p+q o lema anterior nos garante que to-
do elemento de Hn-1(F) & transgressivo e que

“"_1(F) “ E:,n-1_ Por outro lado, E imediato verificar que
E:,O : Hn(B)- Considerando a sequência não exata

d d
O __* E-n,2n-2 ª EO,n—1 En.0 " ºn n n

22 ll :!

n-1 nO H (F) B (B)

- O n-l « 0 n-l 'o n—lpodemos conclulr que Eníl - EQ' - Ker ªn 6 En' e

Zn'º : En'o e ortanto temos a ro'e ' ' tn n . p , p ] çao no quocxen e

n 0 n 0 » n Oª; ** ªnil - ª; »

obtendo, assim, & seqõêncía exata

_ - T
(a) o —-+ 52” 1 T a“ lm —-——— ““(B) 7» zª'º —-—> o
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Combinando as aeqªênciaa exatas (A) e (B) obtemos o

diagrama

«“un 0
N

N

[
x

X
»
xx +

- B
o -—-> Bªªl ———+9 nº lm ——->T nº(a) —+- afrº —-> o

“N
&

l “» +

»
o nº(a)

De onde segue o teorema. C.Q.D.

Exencícioó

(1) Mostre que se S£-+ S'n E uma fibração de Serre

sk
com k 2 2, então £ - k-l.

(2) Se F ª—+ E E uma fibraçio de Sarre com “IB -O e

B

F e B variedades fechadas e conexas orientadmaeª
tão as orientações [F] e [B] definem canonica4—

te uma orientação em E.

(3) Calcular os grupos H*(CP(n);Z) usando a fibração
Sl“ s2n+1

l
CP(n)
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B. Sequência EapectraZ-Homologia

Não existe basicamente nenhuma diferença entre alas
qEência espectral de homologia e cohomologia; a definição E

praticamente a mesma. Vamos neste parªgrafo defini-1a, enun—

ciar os resultados principais visto no capítulo anterior no

caso de homologia e demonstrar o Teorema de Gysin no caso de

homologia cuja demonstração, no caso de cohomologia, foi dei
xada como exercício.

Definisão 1.11
Uma aeqãência espectral de homologia E uma sequên-

r,d ) onde E: E um mõdulo bigraduado, d E umarela (E r
diferencial de bigrau (-r,r—1) de forma tal que Er+1-H(EIL

Isto significa que para todo par de inteiros (p,q),
temos

r r 2
d' . EP.q + Ep-r,q+r—1 , d - O

e
r r

r+1 Ker dr . Epig + Ep—r,g+r-1
Prq , l' + l' .

"' dr ' EP*T-Q'f*1 Rpm

De forma inteiramente anãloga define-se ciclo permanente e
m

o termo E .

Uma sequência espectral E a chamada de primeiro quª
drante se E; q ª 0 quando 'p < 0 ou q < 0.

l
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A representação reticular de uma sequência espec—

tral de cohomologia E a mesma que de cohomologia observando
somente a inversão no sentido da flecha.

Por exemplo,

3

___ E1,5,
l

l

'
3I

E
_..T'- ....... , 4,3

' í
' |. . |
| |
o 3

-— -— ——-J.————---—-—«,E7,1
! I I
1 r 1 . . | ;

Usando a representação reticular podemns de forma anãloga dª
r,d ) E uma sequência espectral de prªmonstrar que se (E r

meiro quadrante, entao se r > maxip,q+1) então Br - É” .qu Prq

Dualmente obtemos o homomorfíamo lateral da base

& p+1 p 3 2
e : E ' E rá E *-+ ...>—— E >—» E .B 9.0 p.0 p.0 p.0 9,0

Neste caso eB ê injetor e o homomorfismo lateral
da fibra

2 3 [! q+2 co
: E —-» E —» E -» ——» E - E .e º.q 0.q º.q OA º.q
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Neste caso eF ê sobrejetor, em contraposição no caso de

cohomologis onde eB ets sobrejetor e eF injetor.

1.12. Teorema de Leray-Serre

Seja

uma fibrsçio de Serre com base B, simplesmente conexa e fi
bra F, conexa. Então existe uma filtração

llna) . Dn,0 ; Dti-1,1 : : l)0,n : D—1.n+l . º

re uma seqiiêncía espectral (E "ir) de primeiro quadrante sa-
tisfazendo:

D
132 . H (B,?! F) e Eº . TM—P.q p q PNI p—1.q+1

e mais, as composições

Dn o «» 2
un“) __» D . En o _: Eu 0 : Hua)

n-1,1 ' s '

H (F : Ez —-+-— E” ——+ a P.

n ) 0,n e O,n n( )
F

coincidem respectivamente aos morfismos "* e ;*.
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Todos os resultados que obtivemos anteriormente do

Teorema de Leray-Serre com cohomologia podemos também obtê—

-los em homologia.
Vamos então enunciE-los e demonstrar no caso de ho—

mologia somente o Teorema de Gysin.

I.13. Sequência Exata de Wang

Se

é uma fíbração de Serre com k > 1 e fibra conexa, então 5
xiate uma sequência exata

%
+ “n““ + “,ª-k”) ——>nn_1m + un_1(E)+

I.14. Seqãência Exata de Gysin

Se

Sk ª——+ E

ln
B

E uma fíbração de Sette com B simplesmente conexo, então E

xiste uma sequência exata
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+ nº(a) "É' num) ——-+ Hn_k_1(B)——+ urlm) ——>

Demonstração

Temos que E;;q : HP(B) º Hq(Sk) # 0 somente se

q - O ou q - k. Portanto, os termos infinitos são E: º e
' ' :

Eªº que eventualmente são não nulos.Pbk
ºbtemos assim a aeqUência curta exata

os 2 k+1 ªk+1 2 «»
A 0 —+ E ———+ E - E E -ª E -+ O( ) p.0 e,, p.0 9.0 p-k—1.k p-k—1.k

Agora

sºº _ "n““ _
anus)

_
anos)

n,0 D
_

D
_ ªn 1,1 n k.k En_k,k

e obtemos assim as seqõências curta exata

” W
0 + Erk'k + anna) + Emº » o

(3)
º ºº " Bn-k—1,k "' Hi:-I(z) * Ex.—1,0 * º

As sequencias (A) e (B) fornecem então o diagrama &

seguir.



27

"º(ª) o

X

&

Nua;
“

X

2 2 aoº ' ªmo en
3 .o En—k—1,k ªn—1-k.k º

o “,.-1ª)

e, portanto, obtemos

'"

...—> anos) A Hn(B) — H (B) ——-» nn_1(1z) —-> C.Q.D.n-k-l

A sequência exata de Serra em homología & obtida do

seguinte:

Teorema 1.15

Suponhamos

F ““?-+ E
1

1"
E

seja uma fibração de Serra com B simplesmente conexo.
Suponhamos B (p—1)—conexo e F (q—1)-conexo. En-

tão existe uma sequência exata
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Ã-Hp+q—1(F) "';;- Hp+q_1(É) TII— Hp+q-1(B) Hp+q'2(F) + + “I(E) .» o

onde “[ E & transgressão em homologia.



CAPÍTULO II

ESPAÇOS DE EILENBERG—MACLANE

O objetivo deste capitulo E definir, para cada n e 1

e para todo grupo ebelíano G, um complexo celular. denotado

por K(G,n) e chamado espaço de Eilenherg-MecLene. Estes es-
paços desempenham papel importante em topologia algébrica, u—

ma vez que eles classificam grupos de cohomologia, no seguin-
te sentido: Para todo complexo celular X existe uma bijg
ção entre Hn(x;G) +-* [X;K(G.n)].

Também veremos que nossa construção E Gnice & menos

de equivalência de homotopia, ou seja, dois complexos celu —

lares que são K(G,n)'s possuem o mesmo tipo de homotopia.

Definição 11.1
Um espaço topolõgico Y É chamado um espaço de

Eilenberg-MacLsne associado ao grupo abeliano G e ao intei
ro n > 0 caso o espaço Y tenha a seguinte propriedade:

29
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Dado um espaço topolõgico X qualquer com ponto bª
se x .

Sejam

P(X) - (x.xº>“º'”'(º“

a(x) . (x.xº)(C0,l],(o,1])

espaços de caminhos em X com ponto base xº e o espaço de

laços em X com ponto base xº, munidos de topologia coª
pacto-aberta.

Relembremos que ni(QX) ê isomorfo a ni+1(x). Coª

aeqõentemente obtemos que

ní(RK(ç,n+1)) (K(G,n+l))' "i+1
para todo i 2 O, e isto implica que o espaço de laços em

KiG,n+l) E um espaço K(G.n).
Se X for um complexo celular, então 9x também

é um complexo celular. Embora não sendo necessªrio, preferi
mos usar homologia celular na demonstração da existência de

um K(G,n) como complexo celular.
Seja XEiJ o esqueleto de dimensão i de um com<—

plexo celular X. Lembremos que o grupo Ci(X;Z) de cadeias

celulares de dimensão i com coeficientes em 2 é por de-

finição & homologie singular Hí(X[1],X[1-1];Z).
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í+lUma célula e produz uma esfera no espaço quo-
ciente x[i*lyx[ª]. O operador bordo

3 : Ci+1(X;Z) + Ci(K;Z)

i+1leva a classe representada pela esfera S a uma soma fí-
nita Emu[sâ] onde o inteiro mª E o grau da aplicaçíotoª
posta

i
&

a(ni”) - si -—+f xt“ —+ XUJ/XH'U - vsâ + 5

entre as esferas S1 e Sa . A aplicação i E a aplicação
1 x[l]de colagem de cílula e

+
em

II.2. Teorema de Existência

Seja G um grupo abeliano qualquer e n 2 2 um iª
teiro qualquer. Então existe um K(G,n) que E um complexo

celular.

Demonstração

Seja O + R i+ F D+ G + 0 uma resolução li-
vre do grupo abeliano G. Sejam [fm | a e A) e

[tª | E e B] bases para F e R, respectivamente.
0 n-eaqueleto do espaço que queremos construir E

S“ a união por um ponto de esferas 5“, uma para cada
aeA
elemento ia da base de F. Obviamente, Hn( V Sn;Z) E í—

ueA
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aomotfo & F, onde a classe representada pela esfera s: co;
responde ao elemento Eu em F.

Conatruamoa então o esqueleto de dimensão n+1 do

complexo desejado. Para cada 8 E B, eacolhamos uma aplica-
ção BB : 33 + V Sn tal que [ge] pertencente a

usA
nn( V s:) = Hn( V s:;Z) = F corresponde ao elemento i(r6)cFaeA aeA '

por meio do isomorfíamo acima.
Então x - ( V 32) U U eg+1 E um complexo celª

aeA ug BeB

lar de dimensio S n+1, que E obviamente (n-1)-conexo.
Afirmamoa que ““(X) ' G. Basta provar que

Hn(X;Z) = G pois nn(x) = Hn(x;Z) pelo Teorema de Hurewícz.

Notemos que o grupo de cadeias celulares
. _ [n] [n-1]_ _ n_ _aa(x.z) Hn(x lx ,Z) Hn(a!ASa,Z) _ E

enquanto
Cn+1 n+1

+1- n ( V sn ;Z) = R.n+1 868 8

Além disso, o operador bordo ª: Cn+1(X;Z) + Ghºul)
corresponde E inclusão i : R + F por meio dos iaomorfis —

moa acima. Consequentemente temos que Hn(X;Z) : F/i(R) : G.

Este espaço X chama—ae espaço de Moore, poís
ãí(X;Z) E trivial para todo i.# n, enquanto que Hn(X;Z)=G.
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X E o (n+l)-eaque1eto do espaço que estamos querendo cons-
truir. O prõximo passo E o seguinte.

Caso (X) seja um grupo não trivial, colocare-“ n+l
mos células de dimensão n+2 em X para anular este grupo
de homotopia. Escolhemos um conjunto [[hY] [ Y e F] de ge-
radores para nn+1(x). Definimos h : V S$+1 + X por

Yer
h | S$+1 - hY. Seja Y o cone da aplicação h, isto 5

Y - x u Ueª+2 E um complexo celular de dimensão n+2. Afi;
' ve?

mamos que "n+1(Y) ' O. A inclusão j : X + Y induz o moi
fismo trivial j* : nn+1(X) + nn+1(Y), pois cada gerador eg
tã no nGcleo de j* por construção de Y. Por outro lado,
por celularidade todo elemento de "n+l(Y) provêm da homotg

pia do (n+l)-esque1eto de Y. Sendo que j, E trivial em

nn+l(X) - O, concluímos que nn+1(Y) - 0.
Continuamos a construção do espaço desejado desta

maneira. Colamos células de dimensão n+3 em Y para anu-
lar 0 grupo un+2(Y) e,aasim,sucessivamente, produziremos
um complexo celular que representa K(G,n).

Observação: Se G for um grupo abelíano livre, en-
tão F = G e, portanto, R - (O]. Assim, não seria necessi-
rio colar células de dimensão n+1 acima do n-esqueleto. Mas

certamente existiria homotopia não trivial em dimensão n+1

do esqueleto. Portanto, o processo seguiria pela colagem de
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células de dimensão n+2.

Como foi dito na introdução deste capítulo, os espº
ços K(G,n) são espaços classificantes para cohomología.

Notemos que

uª<x(c.n);'c) = Hom(Hn(K(G,n);Z), "“(K(G,n)))

poís K(G,n) € (n-1)-conexo.
Por meio deste ísomorfísmo. seja L e classe fun-

damental de K(G,n). Isto E, L corresponde ao inverso
h—1 do isomotfísmo de Hurewicz h : nª(K(G,n)) â-Hn(K(G,n).ZL

Pela teoria clâssics de obstruções, demonstrs1e que

os espaços K(G,n) classificam cohomologíe no seguinte sen—

tido:
.

Seja“ X um espaço topolõgíco qualquer que tenha o

tipo de homotopia de um complexo celular. Então existe um ª
somorfísmo natural entre [X,K(G,n)] e 'Hn(X;G) defini—

do por [f] + f*i e H"(X;G).

Convém notar que o conjunto das classes de homoto-

pia de aplicações f : x + K(G,n) possui a estrutura de gtª
po sbeliano por meio da composição de laços em espaços de lª
ços, sendo que K(G,n) = 92(K(G,n+2)) ' O(Q(K(G,n+2))).

Observação: O caso n ' 1 foi excluído pois nossa
construção foi baseada no fato nn( V s:) - Hn( V S:;Z). Ob—

ueA ueA
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víamente isto nªo acontece em dimensão 1. uma vez que
l“I(S1 V S ) E um grupo não abeliano, e portanto diferente de

1,2) = 2 $ 2. Porém enfatizamos que mesmo neste ea-
1

H1(S v 3

so é possível realizar um K(G,l) como complexo celular, pg
têm a construção difere da apresentada nestas notas.

Exemglos

(l) Claramente o círculo S1 E um K(Z,l). Afinmmms que
RPªº e CPw dão K(2/2,l) e K(Z,2), respectivamente. Consí
deremos as fíbrações de Hopf

so. sn sl . 82n+1

1 e l
RP“ cp“

para todo n 2 0.
Analisando as seqâêncías exatas de homotopia destas

fibtações, concluímos que ui(RPn) ' 0, 1 < i < n, enquanto
que "I(RPn) ª 2/2 e analogamente concluímos que

n2(CPn) = "I(sl) = 2, para n 2 1, enquanto que ní(CPn) - O,

para 1 s Zn e i # 2. Sendo RP” - U RP“ e cvºº - “0 GP“
. nzO nz

concluímos que n2(CP ) - 133 n2(CPn) - Z, enquanto que

n.(cpº) - lim “,(crn) - o para 1 # 2.1 —r 1

De forma anãloga, " (EP”) - lim " (RPn) = 2/2 e
,
1 ———> 1

ni(Rp”) » lim ní(RPn) = o para i # 1._;
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(2) Um teorema clíssico de Bold-Thom fornece uma cons -
truçio para alguns espeços de Eilenberg-HacLane. Seje SP"(X)

o espaço de õrbitas do produto cartesiano Xn-líX X X... * X

n vezes pela ação do grupo simétrico Sn, onde 0 e Sn atua
da seguinte maneira:

nO(xl....,xn) ' (xº(l),xº(2),...,xº(n)) ; X .

SPn(X) E o n—êsimo produto simétrico de X. Aqui considerª
mos X com ponto base xo. Então SP"(X) : SPn+1(X).

Seja SPm(x) - y SP“(X), o produto simétrico infíe
to de X.

Dold e Thom demonstraram que ni(SPD(X)) - ãíQ;Z). º
tílízando este resultado, concluímos, por exemplo, que

ª nK(Z.n) '- SP (S ) para n 2 1.

Também K(G,n) - SPQ(M(G,n)) onde M(G,n) E o eº
paço de Moore associado ao grupo C e ao inteiro n. Podª
mos ver diretamente que SPº(Sz) ' K(Z,2) - CPºº da seguin—

te maneira:

A cada m—upla (21,22,...,zm) de nGmeros complexos

vamos associar uma (m+l)-up1a homogênea [am,a ....a1,1] € CPm

m-l
monde : + iêoªm-lz

tem exatamente zl,...,zm como raízes. Esta função é obvia-

m—l'

E um polinômio que

mente contínua, pois os ai's são funçoes simétricas elemen
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tares das variãveis zi.
Temos assim uma função contínua

hzcxcx...xc->cp"'___—V;
(111 cõpiasde C)

Se permitimos haver raízes infinitas. o que correª
ponde & uma redução do grau do polinômio, teremos uma fun—

ção bem definida É : S2 X 82 * ... X 82 + CP"1 e o Teorema

Fundamental da Álgebra garante que É E sobrejetora.
Consideremos o grupo das permutações Sm em m-vª

2 2 2ríãveís e façamos Sm atuar em S * S X ... X S da se-
guinte maneira:

º(xlº...,xm) = (xº(1),xº(2),...,xº(m))
considerando o espaço de õrbitas temos então SPm(Sz) e o

seguinte diagrama

szxsºx...xs __.___.h cpm

;://'n /I/«f
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Como É é constante nas "fibras de n" temos defi
nida então uma função contínua injetora f : SPm(Sz) + CPm.

Como É é sobrejetora então E também é sobrejetg
ta e como SPm(SZ) ê compacta temos que i E um homeomor—

fismo»
É interessante observar que este argumento não se

aplica ao caso real; ou seja SPm(Sl) ? RPN.

De fato, vamos mostrar que SP2(SI) ê homeomorfo 3

faixa de Mõebius.
81 * S1 é o teto que pode ser representado como um

quadrado com lados a serem identificados como na figura a-
baixo:

ª

b; & 1 1 1onde A : S + S X 8

E & diagonal

V

Para se obter o quociente temos que identificar poª
tos simétricos relativamente ã diagonal.

Então, considerando—se identificado o interior ob-

temos a seguinte figura com os lados e a serem identifica-
dos:
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Façamos um corte ao longo de d
e

e agors identifiquemos c

d

obtendo finalmente a faixa de Môebius.
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Queremos aqui agradecer ao colega e amigo Gilberto
Francisco Loibel pela construção acima.

Um comentario final baseado nos exemplos dados é

quanto a finititude dos espacos de Eilenberb-MacLane. Vimos

que K(Z,l) - s1 e K(Z/2,l) - ar”, ou seja, x(z,1) a

um complexo celular finito enquanto que K(Z/2,l) & um com-

plexo celular infinito. Este fato não & acidental em face da

seguinte:

Progosigão 11.3
Se G E um grupo que possui elementb de torsão en-

tao K(G,l) não E um complexo celular finito.

Demonstração
Se G contêm um elemento de torsão então existe um

primo p tal que Z/p : G.

Suponhamos que K(G,l) seja um complexo celular fi-

Assím, K + K(G,l) o recobrimento universal é um

complexo celular de dimensão finita contrâctil, logo sua cª
racterística de Euler estã definida.
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Como G atua livremente em E como grupo das

transformações de recobrimento então Z/p atua livremente
em R por restrição.

Como É tem dimensão finite, o grupo de transformª
goes Z/p em É satisfaz as condições do Teorema de

Smith. Assim, se F E o conjunto dos pontos fixos vale
a seguinte relação x(í) E x(F) mod p. Como É E con-
trãctíl e F E vazio temos x(z) - 1 e x(F) - O, o

que é um absurdo.

C.Q.D.

Pode—se demonstrar que para qualquer grupo abeliano
G e n 2 Z,. K(G,n) não possui cohomologia finita e

portanto K(G,n) não pode ser um complexo celular finito.
Para finalizar este capítulo vamos mostrar uma in-

terligação interessante entre Elgebra e topologia.

Progesigão 11.44

Sejam H e G grupos abelianos quaisquer e u

um inteiro 2 2. Então existe um isomorfísmo entre Hom(H,G)

e [K(H,n),K(G,n)].
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Demonstração

Escolhemos ísomorfismos fixos:

ZH : H + "“(K(H,n)) e le : G + ""(K(G,n)).

Seja A : H + C um morfísmo qualquer. Consideremos

o seguinte diagrama:

nn(x(“n,n);z> ———+-—— "“(K(G,n))

Id h

3
Hn(K(H,n));Z) -—-—+-———— ªa(K(G.n) ;z)

onde definimos

—1
A1 - ZCvolu

—1
A2 IdoÃloh

A3 - hoA2
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Queremos produzir fA : K(H,n) + K(G,n) tal que

(fÃ)* - A3. Seja T a classe em H“(K(H,n);G) que corres-
ponde & A2 por meio dos isomorfísmos

u“(x(n.n);c) = Hom(Hn(K(H,nnZLG)Hºm (Iª-ªº)

= Hom(Bn(K(H.n) ;Z) |“n(K(Gpn)))

Pelo teorema fundamental, existe uma aplicação
fÃ : K(H,n) + K(G,n) única a menos de homotopía. tal que

(fX)*£ - X.

Afirmamos que (fÃ)* e 13.
Consideremos o seguinte diagrama:

(: >*

Í'(f;_)*isH"(K(H.h);G) ———<L— n“<x<c.n);c> &

21
(!

Hom((fx)*,1d)
num(Hn(K(l-l,n) ;Z) ,e) ————<—— Hom(Hn(K(G,n) #) .G)

31 Hom(Id,£G) :; Hom(1d,£c)

ÃzeHom(Hn(K(H,n);Z),nn(K(G,n))) ——€—-—— Hºm(Hn(K(G,n);Z),1rn(l<(<3,n)))eh'1
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Concluímos que A2 ' Hom((fx)*,1d)(h—l). Isto É,
- _1 ' : :A2 h o(fÃ)*. Conclulmoa que A3 ho).2 (fA)*'

JE provamos que todo A : H + G pode ser realizado
geometricamente, isto &, A3 - (fÃ)* para alguma aplicaçao
fA : K(H,n) + K(G,n).

Claramente toda aplicação f : K(H,n) + K(G,n) prª
duz um elemento A em Hom(H,G) dado por A-Zgloh_lofámoln
onde f* : Hn(K(H,n);Z) * Hn(K(G,n);Z).

Esta correspondência & bijetora e define um iaomor—

fismo de grupos. C.Q.D.

Fibraçãa Principal

Definição
Uma fibração RC ª—£-' E ——;—- B é chamada de fi—

braçio principal caso exista uma aplicação contínua f : B +C

tal que a fibraçâo E -3+ B é a induzida por f da fibra-
çãó nc+ PC+ c.

Todos os espaços que nõs consideramos são munidos de

ponto base, e todas as aplicações preservam ponto base.
Temos o seguinte diagrama:

QC

1

PC

Qc-
__Zi__£

1

“4—5!

C
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Aqui

E . f(b,Ã) : B x PC | f(b) - MU)

£ : E * PC É dada por £(b,Ã) - Ã. Existe uma multiplicª
ção m : QC * E + E que provém da composição de laços com

caminhos. Isto É,

m(u.(b.l)) - (b.u*Ã) : E,

onde o caminho é dado por

].u(2t) O 5 t 5 —2-

(MA)“) -
Ã(2t-1) %- s : s 1

m induz então um morfismo

m* : [x,nc] x [x,x] + [X,E]

da seguinte maneira:

m*([h],[g]) - [m(h,g)]

onde m(h,g) E a aplicação dada por

Xiª—)(“XÁ'MLQCxE-l'ªª
onde A É a aplicação diagonal. Seja cº : X + QC & apli-
cação constante. Então m(cº,g) E homotõpíca a 3.

Portanto m*(Ecº].[i]) ' [g]. Claramente
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m.([h],0) ' í*[h] onde 0 É a aplicação constante X * E.
O seguinte resultado 5 uma propriedade chave de fi —

brações principais, ou seja: dois levantamentos quaisquer de

uma aplicação X + B diferem por uma aplicação de X a DC.

Progasigio 11.5
Sejam 31 : X + E e 32 : X + !! duas aplicações tais

que pog1 e 9032 são homotõpíces. Então existe uma aplica-
ção h : X + QC tal que [32] ' m*([h],[313).

Demonstragão

Seja G : X X I + B uma homotopia entre pºg1 e

pºgz, isto &, G(x,0) - p(gl(x)) e G(x,1) - p(gz(x)) pa-
ra todo x em_ X. Por levantamento de homotopía, existe uma

homo copia

H : X X 1 + E tal que H(x,0) - g1(x) e poH - G.

Seja ; : X + E a aplicação dada por g(x) - H(x,l%
Claramente ; = 31. Para todo x e X, notemos que

g(X) ' (pg(X),£(g(X))). sz(x) - (p(32(X)). £(82(X)))
com p(g(X))- p(gz(X))), £(g(X))(1) - £(g2(x))(1).

Podemos definir h : X * QC por

h(x) - £(g2(X)) * Z(g(g))
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onde por definição
UsÍxHÍtS - £(s(>=))(1—t)

para todo 0 s t 5 1. Isto E o caminhe ZTETÉTT percorre o

caminho £(g(x)) no sentido contrªrio. Consequentemente, a»

homotopín natural entre (£(gz(x)) * 1137277) * £(g(x)) e

[(32(x)) fornece uma homotopia entre 32 e m(h.g). Con-

cluímos então que '[82] - m*([h],[g1]). pois Cg] - [gl].



CAPÍTULO III

TORRES DE POSTNIKOV

Consideremos

F “';—* E

19
B

uma fibração no sentido de Hutewícz com B simplesmente co-
nexo. A aplicação p induz uma aplicação de pares

; : (EJ) + (B,bº), onde p-1(bº) - F.

Consideremos o seguinte diagrama:

.* 6
—» nªme) ª—fr nª(m) _.. uºuwww) —+ nªum) ——+

*? 1ª?

nq*1(s,bº;c) ? Hq+1(B;G)

onde 6 E um grupo abeliano qualquer.
Consideremos Tq(F;G) - 6'1(3*nª*1(a,bº;c)) e

Sq+1(B;G) o nicleo de p* no diagrams acima.

Serra provou que Tq(F;G) E o conjunto dos elemen-

tos de Hq(F;G) que são transgresaivos e-o homomorfismo annº
gressão

T : Tq(F;G) + Sq+1(B;G)/(nic1eo de É*)

49
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aqui E definido como a restrição do homomorfismo transgrea-—
são definido no capítulo anterior no conjunto dos elementos

O,n-1
n , e o seu valor E dadotransgressivos projetados em E

por I(u) ' [v] onde 6u ' ;*(v).
Lema 111.1
0 homomotfísmo T acima definido é natural para a-

plicaçoes fibradas.

Demonstração

Consideremos o seguinte diagrama comutativo de fi-
brações e aplicaçoes:

F _Q— p
o

«1 11.»
E -—4——- E

S 0

PI 190
B ——*—— B

f O

O!Notemos que fop - pºog, & restrição de g 5 fibra F

denotada por h, F p (b), Fo pº (bº) e f(b) bº.
Temos que provar: Se u : Tq(Fº;G) então

h*(u) : Tq(F;G) e além disso T(h*(u)) - f*(Tu).
A classe u satisfaz õ(u) - ;:(v) para algumaclag

* q+1se v no nõcleo de po : H .(Bº;G) + Hq+1 (Eº;G).
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Seja E : (E,F) + (Eº,Fº) a aplicação de pares de—

finida por 3. Então segue de naturalidade do ºperador cg
bordo que

—

Mwm - Emu) - ?(ígwn - BH:—(v)).

de onde segue o resultado. C.Q.D.
Na construção de Torres de Poatnikov utilizamos o

seguinte resultado:
Toda ªplicação f : X + Y se fatora segundo o dia—

grama

....

"4

+—

><)

W

f

onde 3 É uma fibraçio de Hurewicz e a inclusão i E uma &

quivalência de homotopia.
X pode ser construído da seguinte maneira:

Seja Y1 o espaço de caminhos livres em Y, isto
5, Y1 ' (Ã : I * Y, A função contínua).

Definamos ã- [(x,A) e x x yl ] f(x) - x(on. De-

finimos ; : ª + Y por g(x,Ã) - Ã(1). A inclusão i E de

finida por ;(x) - (x,Cf(x)) onde cf(x) denota o caminho

constante em f(x). Consequentemente f - goi.
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Seja p:í+ x a projeção na primeira coordenada.
Afirmamos que p 5 uma aplicação inversa para a

inclusão i a menos de homotopia.
Trivialmente temos poi - identidade em X.

Dado um caminho A : I + X qualquer, definimos pª
ra todo t ( [0,1] o cnminho Ã1_t : I + x dado por

Ã1_t(s) ' Ã(s(1—t)) entio A1 - A enquanto que Ãº-CÃ(0).
Uma homotopia F : X X 1 + ª entre a identidade em É e a

).à
composição iOp : X + i E dada por F((x,Ã),t) - (x,Ã1_t

AFinalmente mostremos que 3 : X + Y E umª fibra—

ção de Hutewicz.
A

Sejam h : W + X e H : W x 1 + Y aplicações sª
tisfazendo H(w,0) - gh(w) para todo v em W.

A aplicação h determina um par de aplicações

h' : W + X e h" : W + Y

tal que h(v) - (h'(w),h"(w)).
Além disso, h"(w)(0) - f(h'(w)). Definimos um 15

vantamento H' : w x 1 + & da homotopia E por

H'(w,t) - (h'(w),í(w,t))

onde É É definida por
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h"(w)(f%%%-) para OSZesz—tsz, " e u

í(w,t)(s) -

H(w,2s+t-2) para lsz—tSZsSZ, w : "

Claramente h - H'( ,O) : W + & pois É(u,0)-h"(w)
Alêm disso, goH' - 8 pois
g(H'(w,t)) - É(w,t)(l) ' H(w,t).
Definição III.2
Seja X um espaço topolôgico que tem o mesmo tipo

de homotopia de um complexo celular ccm X (n-l)-conexo
n 2 2. A classe fundamental ix & a classe em u“(x;nn(x))
que corresponàe ao inverso h-l, onde h : "“(X) + un(x;2)
denota o isomorfismo de Hureuicz, por meio do isomorfismo

nª(anun = Hom(Hn(X;Z).'nn(X)).

Definição 111.3
Torres de Poatnikov para uma fibração de Hurewicz

F + E + B onde E e B são espaços simplesmente conexos

tendo o mesmo tipo de homotopia de um complexo celular E dº
finida da seguinte maneira:

Primeiro enumeramos os grupos não triviais de homº

topia da fibra F.



Sejam 1 S n1 < n2 < ... < nj< hj.?1 < ... uma aº
'qªênciu ascendente de inteiros tal que "ª (F) e o j—êsimo

grupo não trivial de homotopía de F e, obviamente ni(F)-O
caso i # ªj para todo ] = 1.

Queremos construir a seguinte corre:

.+1(F)'uj+1+1)

-—-————-————-—>'K(n (F),n.+1)
j "51

E3 —-—k————> [((un (F) ,n4+1)
!. !.

Ez—T—b I((11n (F) ,n3+1)
3 3

E ___—> 13 . E —-—_> x '1
,, o kl ("nl“)ºªf )
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satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) (p10p20...ºpj)ºqj ' p para todo 5 Z 1 e

.O.“ .pj qJ qj_1

(2) (qj)* - "í(E) + "i(Ej) É um isomorfismo para todo
0 S i'S n. ' 1 e um epimorfísmo para i - nJ+1 i+1

(3) pj : Bj + Ej-l E uma fibração principal com fibra
I((nIi (F),nj) classificada pela aplicação

j

j j-l + x("n.(F)'ºj+1)'
J

n.+1
,A classe de cohomologia kj + H 3 (E :B“ (F)) E

'—1ª J
o j—êsimo k-ínvaríante da fibração p : E + B.

Porque queremos construir uma tal torre 7

Seja X um complexo celular cuja dimensão ESnj+fd.
Por celularidsde qj : E + Ej induz uma bíjeção

(qj)* : [x,a] + [x,sj].
Caso dimensso de X ' n:“l entao (qj)* : [X,E] + [X,Ej] e

sobrejetora. Em outras palavras, dada uma ' aplicação qual-
quer f : X + B com dim X 5 n. existe um levantamentoJ*1'
g : X + E tal que pos - 5 se e somente se existe gjzx+Ej
tal que (plºpzo...opj)ogj - f. Isto É, conseguimos redu-
zir o problema da existência de um levantamento g de f

a existência de um levantamento na fibração 35 + B com
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plºpzº"'ºPj—lºpj' É possível medir precisamente aa obstrg
çães a um levantamento na fibraçío composta Ej * 8, pois a

obstruçio em cada passo E uma classe de cohomologia. Lembrª
mos que pj : Bj + Ej-l E uma fibtsção principal.

Obviamente o teorema principal sobre Torres de

Postnikov E 0:

111.4. Teorema de Existência

Dada uma fibraçio satisfazendo as condições do i-
nício deste capítulo E + B então existe uma torre para
E + B.

Demonstragão

A construção seri feita por induçio.
Seja então j - 1 e lembremos que- Eº - B. Sendo

que e fibra F E (nl-1)—conexa e B E l—conexo, : seqªêª
cia exata de Sette vale até dimensão n1+2. Em particular,
temos exatidão na seqõência

n .* u n +l . n +l»Blmn (r)) ª+al(1-':v (r» +u1 (m (p)) ”+31 (8:11 (r»n n n n1 l l 1

Seja LF a classe fundamental de F. Definimos
n +l

kl - T(LF) e H
1

(B;'nn (F)). Escolhemos uma aplicação
1

1

representa a classe I(ÁF) por meio do isomorfismo

k : B + I((nn (F),n1+l), Gnica a menos de homotopia, que
1
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n1+l »H (53“ (F)) ' [B.K(“ (F).“ *1)]-
nl "1 1

Seja p1 : Bl + B a fibração principal classifica-
da pela classe kl' isto E,

zl - [(b,» £ 5 x PK(nu1(F),n1+l) | k1(b) - um.
Note que p*(k1) - p*(T(£F)) ' 0 pela exatidão da seqaência
exata de Sette. Conseqaentemente, existe um levantamento

q1 : E + E de p : E + B.1

ºbtemos, assim. o seguinte diagrama:

K - x(nn (F),n1) “— E
1 l

Bl-qlll'" q]. Pl

F ** E B K(Wn1(F),n1+l)

Temos que ter cuidado em escolher o levantamento ql'
"pois queremos que 81 - restrição de q1 E fibra induza isº
morfxamo (s1)* : nn1(F) + nn1(K).

Consideremos entao a seqUência exata de homotopia as
socíada ao diagrama comutativo:
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onde q1 & qualquer levantamento de p : E + B, e a sua1

restrição 5 fibra,

+ “ºlªm + nn (F) + Tr“ (F) + un (8) +
1 1 1

m* Vªlk +(q1)* hd
+ "“lua” + nnluo + “"lml) + "1110” +

concluímos então que (q1)* E isomorfismo, se e somente se

(sl)* 5 um isomorfísmo. Basta escolher q1 : E + El de tal
modo que (31)*(ÁK) ' &

F para que (sl)*:nn1(F) + nn1(K) se
ja isomorfismo.

n
Por meio do isomorfismo entre H 1(hun (F))

1

Hom(Hn1(F;Z),nn1(F)), sabemos que (sl)*(iK) corresponde a

composição:
(ªl)* h—l

& (nz) —-—v——- H (K;Z) -—-'— 1! (K).
“1 “1 “1

OI" * * . . . . 'Consequentemente (sl) (LK) - & 1mp11ca que h 10(51)*F

um ísomorfismo. Isto 5, (sl)* tem que ser um isomorfísmn em

homologia, e, portanto, (sl)* : "n (F) + "n (K) tem queser
1 1
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um isomorfiamo tambêm.

Um levantamento ql : E + E
1

fismo em "“1
(q1)* : Wi(E) * ní(E1) parª todo O s

fismo em "n pela seguinte razão:
2

Podemos converter ql : E * E

que induz um isomor—

vai também induzir isomorfismo

i 5 nz-l e um epimoí

numa fibraçio de

Hurewicz, isto E, temos os seguintes espaços e aplicaçoes:

————*———.E Bl
q1

Seja F1 e fibra da projeção
inclusão E = E

Sendo que (q1)* : “n
mo, concluímos pela seqUência exata de hematopia para &

braçio h, que E E (nl-1)-conexo el
1 z nz.
cias exatas de homotopia para o seguinte diagrama de

1(E) + "n

Melhor ainda, use o diagrama comutativo de

h : E + E onde a1

é uma equivalência de homotopia.

(El) & um isomorfig
1

fi-
"i(Fl) = ni(F) pera

sequên-

fibra-
ções verticais, observando que a primeira linha também E uma

fibração.
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ª
F; —+-— F —-+l— |<

l li 1

. cl1
E —--—-— E —-——-— 51

l“ l'“ lºl
51 ——+— n = :

P1

Voltemos agora ao nosso objetivo, a escolha de

q1 : E + E que induz um isomorfísmo em u1 nl'
Consideremos outra vez o seguinte diagrama comutati—

vc de fibrações onde q1 : E + E denota um levantamento qual1

quer de p : E + B enquanto que s 1 e & restrxçao de q1 &

fibra F.

Temos as seguintes seqªências exatas de-Serre:

n . n n +l -

+ & I(Bzun (r)) 33-— a 1(mu (rn—*— a 1 (m,, (m Ji»
1 1 1

qí Í (ªl)* "

n ' n n +1
+ a 1(31:11 (B)) __. & Iam (r)) & n 1 (Bur (E)) L“1 “1 “1
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+1
(Bur (r». Afií

1
Por construção kl ' T(£F) : H

memos que I(ÁK) - kl onde T denota a transgressão para

1

n

a fíbraçio K : El ; B. Isto segue por naturalidade do
1

seguinte diagrama:

|< = &

El --»_ PKUrn (F);n1+1)

B
__;I— Rh:n (F);n1+1)

Na fibreçªo dos caminhos e laços sobre K(1tn (F);n1+l), sa-
1

hemos que TKÁK) ConseqUentemente,. i .
K("n1(F);n1+1)

k - k*(£1 1 x(nn (F);n1+1) “ '(ªx)'
Cone uimos então que T(sí(£K)) ' f(iK) ' kl'
Pele squência exata de Serre existe uma classe

n
a e H 1(E;n (F)) tal que i*(u) - L - s?(Á ). Tomemos u-

n1 1 KF

ms aplicação £ : E + K, ânion a menos de homotopia tal que

[£] corresponde 5 classe a por meio do isomorfísmo entre
[B,K] e Hn1(E;1rn (F)). Usaremos £ para alterar o levan-
tamento q1 da seguinte maneira:

Definimos

31 - mo(£,q1)oA
e s1 - quF = mo(£oi.s1)oA
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utilizando o seguinte diagrama:

A (£,q1) mE --*-—E X E ————-4—- K x E -—-—-—*—- E
1 1

K)
(Id,incluaão) L)

inclusão

(Lºts)
F -—A+—er———Lv—xxx —P—-»— K

Segue—se que al 5 um levantamento de p. Além diª
eo, temos que

<?php - (alwuk) + (zon—(LK) -

' sí(iK) + í*(£*LK) - “f(iK) + i*a - ÁF,

e concluindo portanto que 31 E o levantamento desejado. JE

conseguimos realizar a construção do primeiro estigio da Tor-

re de Postnikov para & fíbração p : E + B.

Por indução podemos provar a existência da Torre de

Postníkov, repetindo basicamente o mesmo procedimento na conª
trução do primeiro eatãgio da torre.

Supondo & existência do (j—l)-êsimo estãgio, quere—
n.+1

mos definir o k-invariante kj e H J (Ej_1;nn_(F)) primeiro,
em seguida definir & fibraçio principal pj :JEj-*Ej_1. e

depois escolher o levantamento qj : E + Bj de tal modo que

as propriedades exigidas sejam satisfeitas. Sabemos por indu-
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gio que a aplicação qj_1 : E + B._ induz um isomorfíamoJ 1

(qi-1)* : "í(E) * “i(Ej-1) para todo 1 S nj-l e um epimor—

fismo para & - nj. Agora çouvertemos qj_1 numa fibraçio
cuja fibra ê, digamoa, um espaço Fj' Temos o diagrama:

ls
onde a inclusão E C E E uma equivalência de homotopia. Coª

aeqãentemente, Fj E (nj-l)-conexo e W1(Fj) = "i(F) para
1 z nj. Trocando E e 3 por E e qj_1, respectivamentm

a sequência exata de Sarre para 3 : E + Ej—l produz a se-
guinte seqâência:

n. n. n.+1 (q«_ )*"Ham (r.» +HJ(F.;1r (n))lniª (a. :'n (n)) ——J—1—-»
n. ] ] n. ] 3-1 n. ]J J J

n.+l
+33 (Burma—j)) +

J
nj+lDef1n1mos kj - T(LFj) & H (Ej_1;nnj(Fj)).

Representamos esta classe de cohomologia por uma a-

pllcaçao kj : Ej-l + x(nn.(Fj),nj+1), nunca a menos de homº
J

copia.
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Construímos Pi : Bj + Ej—l sendo & fibreçio priª
cipal classificada pela aplicação kj.

Nocemos que

(qj_1)*(kj> - (ªj-1)*(T“Fj” -

((qj—1)*º7)('épj) ' 0

Conseqõentemente existe um levantamento quz + 85

. Consideremos o seguinte diagrama:

nj (Fj) .nj+1)

" A
Aqui Bj : E * Bj E um levantamento de g : E + Ej-l en-
quanto e. denota a restrição de Sj ã fibra Fj. Querº
mos esolher um levantamento gi de g : E + Ej-l tal que
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induzs um ieomorfismo s : " F. + n K " F. . .aj (;)* uj( J> nj< (n]; J).nJ))
Pela mesma demonstração para j - 1, sempre conse-

guimos alterar Sj' se for necessârio, de tal modo que
* ' ' .(sj) (LK) - LF onde K K(11n (Fj)'nj)Í

Então concluímos que ªj e também qj induzem isº
morfismos em homotopia até dim nj*1-1 e induzem um epimor—

fismo em dimensão n. Portanto, a demonstração do tectºJ+1'
ma estã completa.

111.5. Exemplos

Exemplo 1

Podemos identificar & fibração de caminhos e laços
sobre K(Z,2) ? CPªº com & fibração

Sl sº _ U s2n+1

]
nZº

cvnº - U cpª
nao

.Consequentemente, & restrição CP" e uma fibração principal
classificada pela inclusão CPn : CPD, isto E, & fibrnção
de Hopf. E uma fibração principal classificada pela inclu-
são cp“ : cs”.
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Seja ! : X + CPn uma aplicação qualquer de um

complexo celular X E CP". Concluímos que E possui um

levantamento g : X + 82n+l se e somente se e composta
X ——?—* CPn = CP” 5 homotõpica 3 uma aplicação constante
se e somente se f*(B) - O em uº(x;z> onde 8 gera
H2(CPn;Z) se e somente se £* : nº(cvª;z) + H2(X;Z) E tri
viel.

Em particular tomemos X - CPm para m > n. Con—

cluímos que toda aplicação f : CPm + CP11 8 trivial em cabº
mologin reduzida. Além disso, toda aplicação CPm + S1 E hg

motõpicn E uma constante, pois H1(CPm:Z) - O.

Consequentemente existe uma bijeção entre [CPm,Szn+1]

e [CPm,CPn] para m > n.

Exemglo 2

Seja X um complexo celular finito de dimensão sZn.

Seja Em um fibrado vetorial orientível sobre X com m>2n.

O nosso objetivo ê enumerar todos os fíbtados vetoriais n2n

sobre X tais que n & ªm-Zn ê ísomorfo & Çm.

Isto E, queremos classificar todos os fíbrados vetº
riais de dimensão 2n sobre X que são estavelmente equivg
lentes.

Consideremos a fibração SZ“ “"-* BSO(2n)
' «

BSO(2n+l)
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BSO(t) É o espaço clsssificsnte para fibrados vetº
risís orientados de dimensão t sobre complexos celulares.0
primeiro estigio da Torre de Postnikov para n é dado pelo
diagrama abaixo

K(Z,2u) ———Jà-— E

"']I% /P
sº“ (: usou;.) -—>"— BSO(2n+l) —->_- K(Z,2n+l)

Aquí 6*w2n 'E s clssse de Euler do fibrado classífícsnte
sobre BSO(2n+1). Para todo complexo finito cuja dimensão

e SZn. obtemos uma bijeçio q* : [X,BSO(2n)] + [X,EJ.

Seja e & H2n(E;Z) a classe tal que q*(e) € a

classe de Euler do fibrado classificsnte sobre BSO(2n). Nº

onde Lte que j*e - Zi 2“ gera H2n(K(Z,2n);Z).Zn"

Egorema

Seje X um complexo celular finito de dimensão SZ“

tal que a2ª(x;2) não contêm elementos de ordem 2. Então

existe uma bíjeção entre o conjunto de fibrados vetoriais de
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dimensão 2n estavelmente equivalentes a Em e o conjunto
das classes g*(e) + 2H2n(X;Z) onde 3 : X + E E uma apli—

cação qualquer tal que pag classifica E. Em outras pala—

vras, as classes de Euler detectam as classes de isomorfismo
de fibradoa vetoriais de dimensão Zn que são estavelmente
equivalentes a E.

Demonstração

Por hipõtese g : X + E classifica algum fibrado
vetorial de dimensão 2n que E estavelmente equivalente a

5. Qualquer outro levantamento de E : x + BSO(2n+1) E aº
tido através de aplicações £ : X1+ K(Z,2n). Isto E, qual-
quer outro levantamento & tem que ser da forma ê-mo(£,g)oA

para alguma aplicaçao £ : X + K(2,2n) unica & menos de hg

motopia.

x—A—XxxífsêLk(z,2n)xE——ªk—EV8

Note que m*(e) - Zizº 6 1 + l O e.
ConseqUentemente,

(ê)*(e) ' €*(2i2n) + g*(e) ' g*(e) + 2£*(£2n)-
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Quando !. percorre todas as aplicações de X a

K(Z,2n), & menos de homotopia. as classes de Euler percoí
tem todas as classes na classe lateral g*(e)+2H2n(X;Z), poís
H2n(X;Z) não tem classes de ordem 2 por hipõtese. C.Q.D.


