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INTRODUCAD

0 Teorema de Mayer-Vietoris estabelece uma diferen-
¢a fundamental entre os grupos de homologia e o0s grupos de
homotopia, ou seja, a computabilidade destes grupos., 08 pri-
meiros grupos sao relativamente faceis de se computar, en-
quanto que os grupos de homotopia sao muitissimo mais compli
cados de se computar.

Em contrapartida o teorema da seqiuéncia exata de ho
motopia de uma fibragdo estabelece uma relagao bem simples en
tre a homotopia da base da fibra com a homotopia do espa-

¢o total, ou seja, se

P E
1,,
B

€ uma fibragao de Serre, entao existe uma sequencia longa e

xata de homotopia

R nn(p) i* ‘nn(E) N ﬂn(B) T -nn_l(]?) — e,
O primeiro resultado fundamental e nao trivial da

computagao de um grupo de homotopia foi o resultado de Hopf

que estudando a fibragao



que leva seu nome, estabelece que ﬂ3(52) sz,

Obviamente ngo existe uma seqliencia exata em homo
logia para a fibragao de Hopf uma vez que H3(Sl) -Ha(Sz)- 0
e H (83) = 7,

3

Entretanto existe uma relagao entre as homologias
da base e da fibra, com a homologia do espago total de wuma
fibragao. Esta relagao € obtida através do conceito de se-
quéncias espectrais, conceito este introduzido por Leray na
década de 40 e culminando com o importantissimo trabalho de
Serre no infcio da década de 50.

Nestas notas, no Capitulo I, vamos abordar somente
a estrutura aditiva das sequencias espectrais. Num segundo
Minicurso vamos explorar a estrutura multiplicativa desta
seqiiencia. Assim sendo, em vez de definir sequencia espec-
tral de homologia, vamos diretamente ao estudo da seqlien~
cia espectral de cohomologia, cuja estrutura aditiva & com
pletamente equivalente a seqiiencia espectral de homologia.

No Capitulo II trataremos de definir e construir
espagos de Eilenberg-MacLane e no Capitulo III trataremos de

Torres de Postnikov de uma fibragao e aplicagoes.
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CAPTTULO 1

SEQUENCIAS ESPECTRAIS

A. Seqiiéncia Eepectral de Cohomologia

Definigao 1.1
Uma sequencia espectral (de cohomologia) & uma se-
quéencia de grupos diferenciais bigraduados (Er’dr) onde d_

é a diferencial com bigrau (r,l-r) e Br+1 = H(Er)'

Isto significa que para cada par de inteiros (p,q),

dr : Es’q -+ E$+r,q+l-r € um homomorfismo satisfazendo df_ =0

e se denotarmos 2zP°'9 = Ker 4 e 'Y = Imd_: Ep—r,q+r-1 - gPrd
r r r r r r

z2P» 4
4 Psq r
entao E = ———
r+l Bp’q
r

I.2., 0 Termo E

o

r . P»q P»yq 3 Y
Vamos denotar por kr*l : Zr -+ Er+1 a projegao
do quociente acima definido.

Seja x € Zl:_’q e olhemos para o diagrama a seguir:



r Ep#r,q+1-r
r

r
\ kr+1
\
\
\
» 2P .+ gP»9 dr:l gPtr*l.q-r
r+l r+l r
/
!
| kr+1
\ r+2
\
\
xzp.q .+ gP»9 dr’;z gP*r*2,p-r-1
r+2 r+2 r+2
Entao por definigao x & um cociclo permanente se
dx =0, a_ k& =0, d kT o xa0 ...,

r+l r+1 % r+2 r+2 r+l

Definigao I,3

0 termo E. € por definigao
P»9q

Pyq . P»q z :
E; {(xi) | x; € E € cociclo permanente e

i
%1 ™ Ria ()

onde duas sequencias (xi) e (yi) sao0 iguais se X " Yy

para k suficientemente grande.

As operagoes de soma e produto por escalar sao defi



nidos por (xi) + (yi) - (xi + yi) e a(xi) = (axi).

I.4. Seqiiencia Espectral de 1.° Quadrante

Uma seqiiencia espectral (E_,d) & chamada de 1.°
Quadrante se qualquer que seja r, Ez'q = 0 se p <0 ou

q < 0,

I.5. Representagao Reticular

Cénsideremos o reticulado integral no plano carte-
siano onde o ponto de coordenadas inteiras (p,q) sera de
notado por Eg'q. Temos, assim, a representagao reticular
pelo segmento orientado que une o pontce (p,q) ao ponto

(p+r,q+l-r).

3,5
EZ

Y
-]




~
(%)
"
w
et )

A partir deste ponto, todas as sequencias espectrais

consideradas, serao de primeiro quadrante.



Lema I.6

Se r > max{p,q+1} entao E:'q - Eg'q.

Demonstragao

0 diagrama reticular do elemento E_ € o seguinte:

g(P=riq*r-1)
s T

AN

P,q
lEr'
x\\\\\. E(P*t'q*l_r)
r
Portanto, zP»9 o gPr9
r r
r
: Psd x gPs9 z z gPrd
assim Er’ Er;I ce. ® Ew' . c.Q.D.
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Homomorfismoe Laterais

Analisemos o8 elementos de Br da forma 52,0' r22.
Temos
Ep-r,r-l ; Ep,O Ep+r,1-r ¥ o,
r d r d r
r r
" p,0 p,0 . ; -
assim Zr - Er e portanto a projegao no quociente de

: locn p,0 p,0
fine uma sobrejegao Er +> Er#l' ¥Yra22.

Temos assim uma seqiiencia de sobrejegdes cuja compos
ta &€ denominada e :

E;’o +» Eg’o > Ez'o L. AR

€8
Por outro lado, analisemos os elementos de Er da
forma Eo’q.
r
Temos:
d
0 % E-r,q-1+r . EO,q r Er,q*l-r.
r r

Portanto z°*9 = g%:9 «, g0, e assim temos uma
r r+l r
e

chamada e_:

sequencia de inclusoces cuja composta P
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A razao da denominagao de €3 © e, para estes ho
momorfismos ficara clara futuramente. Os homomorfismos ep
e ep sao chamados homomorfismos laterais da base e da fi —
bra, respectivamente.

Sequéncias espectrais surgem naturalmente de wuma
filtragao de um espago X por uma familia de subespagos.

Porém, as aplicagoes mais importantes surgem da se-
quencia espectral de Serre associada i uma fibragao de Serre,

Enunciaremos o Teorema de Serre na sua formﬂag&:mﬂb
simples, exigindo que a base da fibragao B seja simplesmen
te conexa, & fim de evitarmos trabalhar, no momento, com coe
ficientes torcidos na cohomologia.

Num segundo minicurso nos proporemos a trat;r do ca
so geral, bem como da demonstragao do Teorema de Serre.

Omitiremos denotar o grupo de coeficientes, que po-

dera ser qualquer grupo abeliano.
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I.?. Teorema de Serre
Seja

F S“g4— E

[n

uma fibragao no sentido de Serre com base B simplesmente co-

nexa e fibra F conexa. Entao existe uma filtragao

Hn(E) = DO’n Y Dl'n-l > Dz’“.2 5 ... >

5 ... Dp"F 5 L5 Dn'0 > D“u'—1 -0

e uma sequéncia espectral de primeiro quadrante satisfazendo:

r,on-r

D s g¥,n-r
(1) r+l,n-r-1 Ew

D
(2) Eg’q ¥ uP(B;HI(F))

e malis:

(3) Ep,O ;———» E:’O >~3—» HP(E)

2 j0eB - Tk

P (3) pP»0
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(k) - sg-q — Eg'q ¥ 19(p)
F
0,q
eFOG = {* gnde 6 : Hq(E) <> ? T - Eg’q e proje-
D »q

a0 no quociente.
I.8. Aplicagoes do Teorema de Serre

(AI) Propriedade Multiplicativa da Caracteristica de Euler

Seja
F'“— E
B
uma fibra;;o satisfazendo o Teorema de Serre. Se X (F) e
X(B) estao definidas entao X(E) esta definida e

X(E) = x(F)x(B).

Demons tragao
Vamos usar cohomologia com coeficientes racionais.

Para cada modulo bigraduado E_ definamos
. 1y P*4 . oP,q
X(E ) p§q( 1) dim E "7 .

Temos Eg'q = wP;ul(r)) = wP(e) @ HI(F) e assim
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- _1yP*9 s Pyq _13yP*q
X(Ez) pfq( 1) dim E2 p?q( 1) bp(B)bq(F),
e como xX(B) = I(-1)Pb (B) e x(F) = L(-1)% (F) segue
] P q q
= - P+q -
que X (B) X (F) pgq( 1) bP(B)bq(F) X(E,).

Por outro lado, temos

0 + zP*9 4 gP»a , pP¥r,qtl-r _ 4
r T r

o ~ BP»9 4+ zP»q 4 gP»4 + 0.
r r r+l

Assim,

dim BP9 = gim EP'9 - dim BP9 - gip P*TeO*ICT
r+l r r r

e portanto,

_1yP*a . Psq
Z(-1) dim Erll

« 2(-1)P*9 4in sg'q - 2(-1)P* ginm BP9

- Z(-l)p+q dim Bp*r,q+1~r
r
Assim temos

X(E_,1) = X(E) = X(B) + x(B)

r+l
e portanto

X(Ej) = X(Eg) = ... = x(E ).
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Como a filtragao de H*(E) esta associada a E

temos

X(Ez) = x(B)x(F) = x(E). C.qQ.D.

(4,) Seqiiéncia Ezata de Wang
Seja

F +— E

k
S
uma fibragao de Serre com fibra conexa. Entao existe uma se-

qliencia exata

d
v — 1) — w8 Im & 1K) — WE) — WNE) o+ ...

chamada seqiiéncia exata de Wang.

Demonstragao

Observemos que a base & a esfera Sk. Desta forma

0,q

os Unicos termos limites nao triviais sao eventualmente E_

e Ek’q. Nestas condigoes obtemos as igualdades

o
22 = E3 = L. = Ek e Ek*l = Ek+2 = ... = E_.
Tewos portanto a seqiiencia
0 0 0,q k,q-k+1 k,q-k+1
0 —i E )q - — E bqgg 'q —p E 'q — E !q _,0
© ep 2 k k ©
Como Ek = Ez temos:

k,q-k+1 _ El;.q-k+1 « w3 kLo
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e portanto vale

0

di
0 — 'Y — wI(F) —— HI* () — ghoatkl

o -+ 0.

Agora olhemos a filtragao

u%(e) = p0»9 5 plea-l 5 |

q
O, , _H(E) -

e E_ Dl.q-l e portanto temos & projegao

HI(E) —» E0*9 — o
e por outro lado, temos:

RI*hqey 5 pkedTktl 5 phrliatk L pathh0 L

k,q-k+1 _ Dk,q-k+1 c Hq+1(8).

o

S E
Entao a sequencia mostrada em linhas pontilhadas &
exata
nl(e) 0

\
l \ t
\
N
R}

\ >
0,q Hq(F) Hq-k*l(F) Ek,q—k+1

N
N
~
N
-
0y
~
~

0 — E — 0
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Fazendo q = n-1 obtemos

+ Hn

"Ly » u™ Y r) » w™K(F) » uM(E) + ... cC.Q.D.

Com um procedimento inteiramente analogo ao teorema

da seqiiencia exata de Wang obtemos:

(As) Sequéncia Exata de Gysin

Seja

uma fibragao de Serre com B simplesmente conexo. Entao e-

xiste uma sequencia exata

v+ wiey - nt) > uttRy - witim) - L.,

ngonstragso

Analogo a sequencia de Wang.
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(A,) Sequencia Exata de Serre

Definigﬁo 1.8

0 homomorfismo dn : Eg'n-l + E:'o € chamado trans
gressao.
Um elemento x € Hn-l(F) = Eg‘n-l € chamado trans
. 2 n-2 n-3 2
gressivo se d,x 0, d3k3x 0, .4, d _1ka-1Kp-2 ++ k3x=0,

ou seja, se x sobrevive até ordem n, definindo um elemen

to em EO,n-l.
n

Lema I.9
Seja
F “—— E
B
uma fibragao de Serre com base simplesmente conexa, Entao se

F € (q-1) conexo e B & (p-1) conexa,todo elemento em
n-1

H (F) @& transgressivo se n < p+q.

Demonstragao

Consideremos a seqléencia (nao exata)

d d
E—Z,n 2 EO.n-l 2 E2,n-2.
2 2 2
O primeiro modulo € zero, pois a sequéencia espectral é de
. 2,n-2 . P -
primeiro quadrante e Ez'n e tambem nulo pela conexao da
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O,n~1

base e da fibra. Assim, E, 0,n-1

t-4
IE3 .
Repetindo o mesmo raciocinio para

- d - d -
£ 3,n+l ; EO.n 1 3 Eg.n 3

0 . . -
obteremos E3 32 e asslm sucessivamente ate con-

cluirmos que E, ol portanto u " l(F) ® E:’n'le

assim todo elemento de (F) & transgressivo. C.Q.D.

I.10. Teorema da Seqiuéncia Exata de Serre

Seja

E

B

m

uma fibragao de Serre com B simplesmente conexo. Se F

(q-1)~conexo e B & (p-l)-conexo entao a seqiuencia (finita)

- - - 3 * -
e HP*q Z(F) I B?"q 1(3) Hf_;_ Hp+q I(E) S Hp+q I(F)

€ exata.

Demonstragao

Observemos que E;'J = 0, quando 0 < i < p ou
0 < j < q. Nestas condigoes se n = i+j a filtragao de

Hn(E) se reduz a
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Hn(E) - DO,n 5 Dn,O -0
. i,j . n,0 ~ .n,0
pois teremos E_ = 0, e assim concluimos que E_ ' ¥ p'
0,n , _H"(E) . o
e E_ =0  © gue nos fornece a seguinte sequencia
D ?
exatsa
(a) o+ "0« w") » 2" 4 0 (A)

"Para n < ptq o lema anterior nos garante que to-

do elemento de Hn’l(F) € transgressivo e que

Hn-l(F) w Eg’n-l. Por outro lado, € imediato verificar que

E:'o % H™(B). Considerando a seqiéncia nao exata

d d
0 — E—n,Zn—2 n EO,n-l En.O n 0
n n n
n n u
n-1 n
0 H “(F) H (B)
. 0,n-1 ~ .0,n-1 ~0,n~1
podemos concluir que Enil =E)’ = Ker dn c En’ e
Z:'O s E:'o e, portanto, temos a projegao no quociente
n,0 n,0 ~ -n,0
epr® — i) = elf,
obtendo, assim, a seqiencia exata
- - T
(8) 0 — 0P 0l — e —» 20— o
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Combinando as sequéncias exatas (A) e (B) obtemos o

diagrama
8™ (g) 0
\
N
l N
N
¥
N ¥
. e
0 — 2" — Wl —Te e —— 20— o
\\
AN
l AR
»
0 " (e)
De onde segue o teorema. C.Q.D.

(1)

(2)

(3)

Exercicios

Mostte que se S — é uma fibragao de Serre

com k 2 2, entao £ = k-1.

Se F “— € uma fibragao de Serre com TW,B=0 e

B W eI

F e B variedades fechadas e conexas orientadas, en
tao as orientagoes [F] e ([B]) definem canonica—

te uma orientagao em E.

Calcular os grupos H*(CP(n);2Z) wusando a fibragao

Sl‘ s2]‘1-@1

l

CP(n)
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B, Sequéncia Espectral-Homologia

Nao existe basicamente nenhuma diferenga entre u’sg
quencia espectral de homologia e cohomologia; a definigao &
praticamente a mesma, Vamos neste paragrafo defini-la, enun-
ciar os resultados principais visto no capitule anterior no
caso de homologia e demonstrar o Teorema de Gysin no caso de
homologia cuja demonstragao, no caso de cohomologia, foi dei

xada como exercicio.

Definicao I.1l1

Uma seqténcia espectral de homologia & uma sequén-

Y d.) onde E° & um mddulo bigraduado, d € uma
r

cia (E r

diferencial de bigrau (-r,r-1) de forma tal que Er’l-H(ErL

Isto significa que para todo par de inteiros (p,q),

temos
r r 2
de ¢ Ep.q * Ep-r.q*r-l v 4y =0
e
S 4 + BT
Br+1 Ker dr : Equ Ep‘r,q+r-1 '
P»q N r + p¥
Im dr : Ep+r,q-r+1 Ep,q
De forma inteiramente analoga define-se ciclo permanente e

-
o termo E .
Uma sequencia espectral € a chamada de primeiro qua

drante se E; q = 0 quando 'p < 0 ou gq < O.
1
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A representagao reticular de uma sequéncia espec-
tral de cohomologia € a mesma que de cohomologia observando
somente & inversao no sentido da flecha.

Por exémplo,

3
| 5s
1
L
]
1
| 3
E
L _.} _______ * 4,3
' 1
| |
8 : \
|
[ 3
B R B L
| | ]
! " i . . { >

Usando a representacao reticular podemns de forma analoga de
monstrar que se (Br,dt) @ uma seqiiencia espectral de pri

meiro quadrante, entao se r > max{p,q+l} entao E' =E .,
P9 P»q

Dualmente obtemos o homomorfismo lateral da base

© ptl p 3 2
e, ¢ E = E -+ E =+ ... =~ E —+ E .
B p,0  p,0 p,0 p,0 p,0
Neste caso ey € injetor e o homomorfismo lateral
da fibra

q+2 | o®
— ... —» E =E
»Q 0,q 0,q

[0 o

2 3
ep * EO,q__-» EO,q —» E
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Neste caso ep € sobrejetor, em contraposigao mno caso de

cohomologia onde e era sobrejetor e e

B injetor.

F

I,12, Teorema de Leray-Serre

Seja

F L—T—* E
ln
B

uvma fibragao de Serre com base B, simplesmente conexa e fi

bra F, conexa. Entao existe uma filtragao

07

> ... 2D > D =0

Hn(E) - Dn O,n -1,n+l

Dn-l,l

r

e uma sequéncia espectral (E ’dr) de primeiro quadrante sa-

tisfazendo:

D
E2 <« H (B,H F) e E. = -
P,4 P q P:q p-1,q+1
e mais, as composigoes
a0 © 2
Hn(E) ) - En o e En 0 = Hn(n)
n-1,1 ! B ’
H_(F) = E2 —_— E., —— H (E
n ) O,n e 0O,n n )
coincidem respectivamente aos morfismos m, e i,.
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Todos os resultados que obtivemos anteriormente do

Teorema de Leray-Serre com cohomologia podemos também obte-

~los8 em homologia.

Vamos entao enuncia-los e demonstrar no caso de ho-

mologia somente o Teorema de Gysin,

I.13. Sequéncia Exata de Wang

Se

€ uma fibragao de Serre com k > 1 e fibra conexa, entao e

xiste uma sequencia exata

4

oo *H_(E) > H__ (F) =SH _(F) +H__ (E) + L.

I.14. Sequéncia Exata de Gysin

Se

Sk — E

[

B

€ uma fibragao de Serre com B simplesmente conexo, entao e

xiste uma seqiencia exata
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«es > B (E) "%': H (B) — Hn-k-l(B) — H _(E) — ...

Demonstragio

2 o k

Temos e E = H (B) ® H (S 0 8
mos qu P.q p( ) q( ) ¢ somente e

. . « - o
q =0 ou q = k. Portanto, os termos infinitos sao E 0 ¢

- ’

E: x 4due eventualmente sao nao nulos.
»

Obtemos assim a sequencia curta exata

2 k1 G 2 ® -0

0
(A) 0—E —E Eok-1,k " Epok-1,k

PO e Y p,0

B
Agorsa
3:0' !;n(E) . DHn(E) . :n(E)
’ n-1,1 n-k,k En-k,k

e obtemos assim as seqliencias curta exata

-] -]
0 » En-k,k b d H“(E) -+ En'o -0
(B)
w - -3
0+ B p-1,k > Hpo1 (B) By o> 0

As sequéncias (A) e (B) fornecem entao o diagrama a

seguir,
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Hn(f) 0
\
\
\"*
M
N\
0 — E ., — E £? —_— E — 0
n,0 ep ,0 n-k-1,k n-1-k,k
2 l

0 Ho_y (B)

e, portanto, obtemos

m
co— H_(E) L. H (B) — (8) — H_,(E) — ... C.Q.D.

B k-1

A sequéncia exata de Serre em homologia & obtida do

seguinte:

Teorema I.15

Suponhamos

F “— E

i
L
B

seja uma fibragao de Serre com B simplesmente conexo.
Suponhamos B (p-l)-conexo e F (q-1)-conexo., En-

tao existe uma sequencia exata.
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3
Hp+q—l(F) ";;— Hp*q‘lm) —“':- Hp+q-1(B) Hp#q—Z(F) > .. HI(E) —_ 0

onde T & a transgressao em homologia.



CAPITULO 11
ESPAGOS DE EILENBERG-MACLANE

0 objetivo deste capitulo & definir, para cada n 2 1
e para todo grupo abeliano G, um complexo celular, denotado
por K(G,n) e chamado espago de Eilenberg-MacLane, Estes es-
pagos desempenham papel importante em topologia algébrica, u-
ma vez que eles classificam grupos de cohomologia, no seguin-
te sentido: Para todo complexo celular X existe uma bije
¢ao entre H"(X;G) +— [X;K(G,n)].

Também veremos que nossa construgao & uUnice a menos
de equivaléncia de homotopia, ou seja, dois complexos celu-—

lares que sao K(G,n)'s possuem o mesmo tipo de homotopia.

Definicao II.1

Um espago topologico Y & chamado um espago de
Eilenberg-MacLane associado ao grupo abeliano G e ao intei

ro n > 0 caso o espago Y tenha a seguinte propriedade:

ﬂi(Y) =

29
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Dado um espago topologico X qualquer com ponto ba
se x ,

Sejam

P(x) = (x,x) ({010,100

QX) = (x,xo)(IO.ll,{o,U)

espagos de caminhos em X com ponto base X, e o espago de
lagos em X com ponto base X munidos da topologia com
pacto-aberta.

Relembremos que ni(ﬂx) é isomorfo a ni+1(x). Con

sequentemente obtemos que
T (RK(6,n+1)) = m . (K(G,n+1))

para todo i 2 0, e isto implica que o espago de lagos em
K(G,n+l) € um espago K(G,n).

Se X for um complexo celular, entao Qx tambem
€ um complexo celular. Embora nao sendo necessario, preferi
mos usar homologia celular na demonstragao da existencia de
um K(G,n) como complexo celular.

Seja x[ij o esqueleto de dimensao i de um com—
plexo celular X. Lembremos que o grupo Ci(X;Z) de cadeias
celulares de dimensao i com coeficientes em 2Z & por de~

finigao a homologia singular Hi(XEIJ,XEIOIJ;Z).
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Uma célula ei*l produz uma esfera no espago quo=~

x[i+1yx[i]

ciente . O operador bordo

9 (X;2) + ci(x;z)

Ci+1

leva a classe representada pela esfera S”1

a uma soma fi-
nita Emu[s;] onde o inteiro m, € o grau da aplicagao com
posta

api*hy = st L gUHT gL gli-1 L ygi o T

entre as esferas S e S-. A aplicagao f & a aplicagao

i+l x[1]_

de colagem da célula e em

II.2. Teorema de Existéneia

Seja G um grupo abeliano qualquer e n 2 2 wum in

teiro qualquer. Entao existe um K(G,n) que € um complexo

celular.

Demonstragao

Seja 0 ~+ R i, g Pog =0 uma resolugao li-
vre do grupo abeliano G. Sejam {fa I a e A} e
{rs | B € B} bases para F e R, respectivamente.

0 n-esqueleto do espago que queremos construir é

s® a unizo por um ponto de esferas Sn, uma para cada

€A

-

elemento fa da base de F. Obviamente, Hn( v s";2) & i-
aeh
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somorfo a F, onde a classe representada pela esfera S: cor
responde ao elemento fa em F.
Construamos entao o esqueleto de dimensao n+l do

complexo desejado. Para cada B € B, escolhamos uma aplica-

gao 8g * s; + Vs" tal que [38] pertencente a
n aedn
nn( Y Su) = Hn( ' §432) = F corresponde ao elemento i(rB)cF
0€A acA
por meio do isomorfismo acima.
Entao X = ( V s:) ] U eg*l € um complexo celu

aecA vg BeB
lar de dimensao S n+l, que & obviamente (n-1)-conexo.

Afirmamos que ﬂn(x) = G, Basta provar que
Hn(x;Z) = G pois nn(x) = Hn(x;Z) pelo Teorema de Hurewicz.

Notemos que o grupo de cadeias celulares

. - [nl, [n-11], - n, .
cn(x.z) Hn(x /X $2) H“(a!ASu,Z) = F
enquanto
. - [n+1],,[n), -
cnﬂ(x,z) unﬂ(x /X 32)
=H_ . (Vs2?l;z) =g,
n+l BeB B

Além disso, o operador bordo 9: Cn+1(X;Z) - CnOHZ)
corresponde @ inclusao i : R =+ F por meio dos isomorfis —
mos acima. Consequentemente temos que Hn(X;Z) = F/i(R) = 6.

Este espago X chama-se espago de Moore, pois

ﬁi(X;Z) € trivial para todo i # n, enquanto que Hn(x;Z)=G.



33

X & o (n+l)-esqueleto do espago que estamos querendo cons-
truir. O proximo passo & o seguinte.

Caso (X) seja um grupo nao trivial, colocare-

m
n+l

mos ceélulas de dimensao n+2 em X para anular este grupo

de homotopia. Escolhemos um conjunto {[hY] | vy € T} de ge-

radores para nn*l(x). Definimos h : V S:*l + X por
Yel
h | S$+1 = h,. Seja Y o cone da aplicagao h, isto @&
Y = X u Ue'.;l'2 € um complexo celular de dimensac n+2. Afir
YeT

mamos que (Y) = 0. A inclusao j : X+ Y induz o mor

1Tn+1
fismo trivial j, : nn+l(x) -+ "n+1(Y)’ pois cada gerador es
td no niicleo de j, por comstrugao de Y. Por outro lado,
por celularidade todo elemento de "n+1(Y) provém da homoto
pia do (n+l)-esqueleto de Y. Sendo que j, & trivial em
nn+1(X) = 0, concluimos que "n+1(Y) = 0.

Continuamos a construgao do espago desejado desta
maneira. Colamos células de dimensaoc n+3 em Y para anu-

lar o grupo ﬂn+2(Y) e, assim, sucessivamente, produziremos

um complexo celular que representa K(G,n).

Observagao: Se G for um grupo abeliano livre, en-
tao F = G e, portanto, R = {0}. Assim, nao seria necessa-
rio colar células de dimensao n+l acima do n-esqueleto. Mas
certamente existiria homotopia nao trivial em dimensao n+l

do esqueleto. Portanto, o processo seguiria pela colagem de
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células de dimensao n+2,
Como foi dito na introdugao deste capitulo, os espa
¢os K(G,n) sao espagos classificantes para cohomologia.

Notemos que
B (K(G,n);6) ¥ Hom(H_(K(G,n);2), m (K(G,n)))

pois K(G,n) €& (n-1)-conexo.

Por meio deste isomorfismo, seja . a classe fun-
damental de K(G,n). 1Isto &, 4 corresponde ao inverso
h"! do isomorfismo de Hurewicz h : n (K(G,n)) +H_(K(G,n),2).

Pela teoria classica de obstrucgoes, demonstra-se que
os espagos K(G,n) <classificam cohomologia no seguinte sen-
tido: '

Seja‘ X um espago topologico qualquer que tenha o
tipo de homotopia de um complexo celular..Entﬁo existe um i
somorfismo natural entre [X,K(G,n)] e 'Hn(X;G) defini-
do por [£] ~ £*%; ¢ H™(X;0).

Convém notar que o conjunto das classes de homoto-
pia de aplicagoes f : X + K(G,n) possui a estrutura de gru
po abeliano por meio da composigéo de lagos em espagos de la

¢os, sendo que K(G,n) = ﬂz(K(G,n+2)) = Q(R(K(G,n+2))).

Observagao: O caso n = 1 foi excluido pois nossa

construgao foi baseada no fato nn( Vv S:) = Hn( Vv S:;Z). Ob-
acA xeA
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viamente isto nao acontece em dimensao 1, uma vez que

'nl(s1 v Sl) € um grupo nao abeliano, e portanto diferente de

1,2) * 2® 2, Porém enfatizamos que mesmo neste ca-

1
H (5" v s
so & possivel realizar um K(G,1) como complexo celular, po

rém a construgao difere da apresentada nestas notas.

Exemplos
(1) Claramente o circulo S1 ¢ um K(Z,1). Afirmamos que
RP°° e CPw sao K(2/2,1) e K(Z,2), respectivamente. Consi

deremos as fibragoes de Hopf

S°' gh sl ¢ s2n+1
| . |
rRp" cp®

para todo n 2 0,

Analisando as sequencias exatas de homotopia destas
fibragoes, concluimos que ﬂi(RPn) = 0, 1< i < n, enquanto
que nl(RP“) ® 2/2 e analogamente concluimos que
nz(CPn) = nl(sl) ~ Z, para n 2 1, enquanto que ﬂi(CPn) =0,

para i s2n e i #2. Sendo RP” = | RP® e cP” = U cp®

n20
o n20
concluimos que ﬂz(CP ) = lig wz(CP ) = Z, enquanto que
1. (CP") = lim 7,(CP") = 0 para i ¥ 2.
1 — 1
De forma analoga, 7. (RP") = 1lim m, (RPM) = z/2 e
1 — 1

ni(np“) = lim ni(RPn) = 0 para i ¥ 1.

—_—
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(2) Um teorema classico de Dold-Thom fornece uma cons —
trugao para alguns espagos de Eilenberg-MacLane. Seja SP“(X)
o espago de orbitas do produto cartesiano X"aXx X x,,, x X
n vezes pela agao do grupo simétrico Sn' onde O € Sn atua

da seguinte maneira:

n
O(xl,...,xn) = (xc(l)'xo(Z)""’xo(n)) e X .

SP™(X) & o n-&simo produto simétrico de X. Aqui considera
mos X com ponto base X . Entao SP™(X) ¢ SPn+1(X).

Seja SP (X) = y SP®(X), o produto simétrico infi-
to de X.

Dold e Thow demonstraram que ﬂi(SPm(x)) = ﬁia;Z). U

tilizando este resultado, concluimos, por exemplo, que
© n
K(Z,n) = SP (S) para n 2z 1.

Também K(G,n) = SPw(M(G,n)) onde M(G,n) € o es
pago de Moore associado ao grupo G e ao inteiro . Pode
mos ver diretamente que SPQ(SZ) = K(Z,2) = cp” da seguin-

te maneira:

A cada m-upla (21,22,...,zm) de nimeros complexos
vamos associar uma (m+1)-upla homogenea [am,a ....al,IJ e cp"”
m-1
m
onde z o+ i§o’m—1

tem exatamente Zysrees?, como raizes., Esta fungao & obvia-

m-1’

i . - o .
z e um polinomio que

mente continua, pois os ai's sao fungoes simétricas elemen
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tares das variaveis z .

Temos assim uma fungao continua

h:CxCx,,, xC= Cp"
—

~

~—
{m copias de C)

Se permitimos haver raizes infinitas, o que corres
ponde a uma redugao do grau do polindomio, teremos uma fun-
cao bem definida h : s2 x 82 x ... x 8% + cP® e o Teorema
Fundamental da Xlgebra garante que h & sobrejetora.

Consideremos o grupo das permutagoes Sm em m-Vva

2 2 2

ridveis e fagamos S atuar em S°x S§° x ... xS da se-

guinte maneira:

c(xl?""xm) = (xc(l)’xc(2)""'xo(m))

considerando o espago de Orbitas temos entao SPm(Sz) e o

seguinte diagrama

s2 x s x ... xs? P, cp"
27
7
7
L v
P
7
e
P



38

Como h & constante nas "fibras de u" temos defi
nida ent3ao uma fungao continua injetora f : SPm(Sz) + cp”,

Como h & sobrejetora entao f também & sobrejeto
ra e como SPm(SZ) € compacta temos que f & um homeomor-
fismo.

£ interessante observar que este argumento nao se
aplica ao caso real; ou seja SPm(Sl) 4 RP".

De fato, vamos mostrar que SPz(Sl) € homeomorfo &
faixa de Moebius.

S1 x s1 € o toro que pode ser representado como um

quadrado com lados a serem identificados como na figura a-
baixo:
g
b 4 L b 1 1 1

onde A : §° + 8" x §

€ a diagonal

A 4

Para se obter o quociente temos que identificar pon
tos simétricos relativamente a diagonal.

Entao, considerando-se identificado o interior ob~-
temos a seguinte figura com os lados ¢ a serem identifica-

dos:
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Fagamos uuzcorCe ao longo de d

—>

e agora identifiquemos ¢

obtendo finalmente a faixa de Moebius.
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Queremos aqui agradecer ao colega e amigo Gilberto

Francisco Loibel pela construgao acima.

Um comentario final baseado nos exemplos dados é
quanto a finititude dos espacos de Eilenberb-MacLane. Vimos
que K(Z,1) = S1 e K(2/2,1) = RPm, ou seja, K(Z,1) é
um complexo celular finito enquanto que K(z2/2,1) € um com-

plexo celular infinito. Este fato nao & acidental em face da

seguinte:

Proposicao II1.,3

Se G & um grupo que possui elemento de torsaoc en-

tao K(G,1) nso & um complexo celular finito.

Demons tragao

Se G contém um elemento de torsao entao existe um

primo p tal que Z/p c G.

Suponhamos que K(G,l) seja um complexo celular fi-

Assim, K + K(G,1) o recobrimento universal & um
complexo celular de dimensao finita contractil, logo sua ca

racteristica de Euler esta definida.
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~

Como G atua livremente em K como grupo das
transformagoes de recobrimento entao Z/p atua livremente

em K por restrigao.

Como K tem dimensao finita, o grupo de transforma

goes Z/p em K satisfaz as condigoes do Teorema de
Smith, Assim, se F € o conjunto dos pontos fixos vale
a seguinte relagao x(z) g x(F) mod p. Como K & con-
tractil e F & vazio temos x(K) =1 e x(F) =0, o

que & um absurdo.

c.Q.D.

Pode~se demonstrar que para qualquer grupo abeliano
G e n =2 2,. K(G,n) nao possui cohomologia finita e

portanto K(G,n) nao pode ser um complexo celular finito,.

Para finalizar este capitulo vamos mostrar uma in-

terligagao interessante entre algebra e topologia.

Proposicao I1.4

Sejam H e G grupos abelianos quaisquer e n
um inteiro 2 2, Entao existe um isomorfismo entre Hom(H,G)

e [K(H,n),K(G,n)].
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Demonstragao

Escolhamos isomorfismos fixos:

ZH : H »+ nn(K(H,n)) e Zc : G+ nn(K(G,n)).

Seja XA : H+ G um morfismo qualquer. Consideremos

o seguinte diagrama:

] A !
nn(x(‘u,n);u —————  7_(K(6,n))

1d h
A3
Hn(K(H.n));Z) —_— Hn(K(G.n);Z)

onde definimos

-1
Al - lcokolﬂ

-1
AZ Idokloh

A3 = hoA2



43

Queremos produzir fk + K(H,n) + K(G,n) tal que
(£))4 = A5, Seja % a classe em H"(K(H,n);G) que corres-

ponde a Az por meio dos isomorfismos

H™(K(H,)56) = Hom(H_(K(H,n);n),0) Hgm (1d.£0)

= Hom(ﬂn(K(H pn) ;z) ."n(K(Gpn)))

Pelo teorema fundamental, existe uma aplicagao
£, : K(H,n) + K(G,n) unica a menos de homotopia, tal que
LI
(£,) 4 = x.
Afirmamos que (fk)* = A3.

Consideremos o seguinte diagrama:

*
. (£,)
= ()" et (K (H,2) 36) < 1" (K(G,m) 56) i
1R
l
Hom((f,) 4, 1d)
Hom(Hn(K(H,n);Z),G) —- Hom(Hn(K(G,n);Z),G)
i) Hom(Id,lG) 1 Hom(Id,lc)

ApeHom(H_(K(H,n) ;2,7 (K(G,m)) ——€————" Hom(H, (K(G,);2), T (K(6,n)))eh”"
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Concluimos que Xz - Hom((fx)*,ld)(h-l). Isto e,
- -1 i = =
Az h o(fx)*. Concluimos que A3 hoA2 (fA)*'

Ja provamos que todo A : H » G pode ser realizado
geometricamente, isto &, Ay = (fx)* para alguma aplicagao
fA : K(H,n) + K(G,n).

Claramente toda aplicagao f : K(H,n) + K(G,n) pro
duz um elemento A em Hom(H,G) dado por A-Z;loh-lomeolﬂ
onde £, : Hn(K(H,n);Z) -+ Hn(K(G,n);Z).

Esta correspondencis & bijetora e define um isomor-

fismo de grupos. c.Q.D.

Fibragao Principal

Definigao
Uma fibragao 2c = E -—;—- B & chamada de fi-

bragao principal caso exista uma aplicagao continua f: B - C
tal que a fibragao E Y B & a induzida por f da fibra-
cao QC + PC + C.
Todos o0s espagos que nos consideramos sao munidos de
ponto base, e todas as aplicaqSes preservam ponto base.
Temos o seguinte diagrama:

Qc - Qc

| |

E — PC
Lot
B —_— [of
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Aqui

E= {(b,)) ¢ Bx PC | £(b) = A(1)}

£ : E +PCc & dada por £(b,)) = A, Existe uma nmultiplica
¢do m: 8 X E +* E que provém da composigao de lagos com

caminhos. Isto &,
m(u,(b,A)) = (b,ux}) € E,
onde o caminho & dado por
u(2t) 0s ts 5
(usd) (t) =

A(2¢-1) -%- s ts1

m induz ent3ao um morfismo

m, : [X,Qc] x [X,E] + [X,E]
da seguinte maneira:
m,([(h1,[gl) = [m(h,g)]

onde m(h,g) € a aplicagao dada por

onde A & a aplicagao diagonal. Seja ¢, : X+ QC a apli-
cagao constante. Entao m(co,g) € homotopica a g.

Portanto m*([col.[gl) = [gl. Claramente
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m ([h],0) = i [h] onde O & a aplicagao constante X + E,
O seguinte resultado € uma propriedade chave de fi —
bragoes principais, ou seja: dois levantamentos quaisquer de

uma aplicagao X + B diferem por uma aplicagao de X a RC.

Proposicao II.5

Sejam g, : X+ E e g, : X+ E duas aplicagoes tais
que pog, e pog, sao homotopicas. Entao existe uma aplica-

¢ao h : X + C tal que [323 - m*([h],[gll).

Demonstragao

Seja G : X x I + B uma homotopia entre pog, e
Po8,, 1isto e, G(x,0) = p(gl(x)) e G(x,1) = p(gz(x)) pa-
ra todo x em_ X. Por levantamento de homotopia, existe uma

homotopia
H:Xx1+E tal que H(x,0) = gl(x) e poH = G,
Seja g : X+ E a aplicagao dada por g(x) = H(x,l),
Claramente g « gy Pars todo x ¢ X, notemos que

g(x) = (pg(x),2(g(x))), g,(x) =~ (p(g,(x)), Z(gz(x)))
com p(g(x)) = p(gz(X))). L(g(x))(1) = £(sz(x))(l)-

Podemos definir h : X + QC por

h(x) = Z(gz(X)) * Z(g(g))
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onde por definigao

T{(x)(t) = £(g(x)) (1-t)

para todo 0 s t s 1. 1Isto & o caminh& Z(g(x)) percorre o
caminho 4£(g(x)) no sentido contrario. Consequentemente, a
homotopia natural entre (Z(gz(x)) « Z{g(x))) » L(g(x)) e
Z(gz(x)) fornece uma homotopia entre g, e m(h,g). Con-

cluimos entao que v[gzl - m*([h].[gll). pois [gl = [31].



CAPITULO 111

TORRES DE POSTNIKOV

Consideremos
F L—r—* E
1 P
B
uma fibragao no sentido de Hurewicz com B simplesmente co-
nexo. A aplicacao p 1induz uma aplicagao de pares

7+ (E,F) » (B,b ), onde p-l(bo) = F.

Consideremos o seguinte diagrama:

q+1 q+1

-l i*x | q §
H(E;G) —— H'(F;G) —= H" "(E,F;G) — H" "(E;6) —*

t;* Tp*
1, s0 - 13 (850
onde G & um grupo abeliano qualquer.

Consideremos TI(F;G) = G-I(F*Hq*l(s,bo;c)) e
Sq+1(B;G) o nucleo de p* no diagrama acima.

Serre provou que Tq(F;G) € o conjunto dos elemen-
tos de Hq(F;G) que sao transgressivos e.o homomorfismo trans
gressao

1 : TI(F;0) » Sq+1(B;G)/(nGc1eo de p%)

49
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aqui & definido como a restrigao do homomorfismo transgres —

sao definido no capitulo anterior no conjunto dos elementos

0,n-1

n , € o seu valor & dado

transgressivos projetados em E

por T(u) = [v] onde Su = p*(v).

Lema III.1
0 homomorfismo T acima definido € natural para a-

plicagoes fibradas.

Demonstracao

Consideremos o seguinte diagrama comutativo de fi-

bragoes e aplicagoes:

Fr —B &
o
. 11 110
E —— E
g ]
Pl 190
B —— B
£ (<}
Notemos que fop = P08, a8 reacriqio de g a fibra F e

denotada por h, F p (b)), Fo P, (bo) e f(b) bo.
Temos que provar: Se u € Tq(Fo;G) entao

h*(u) € TI(F;G) e além disso T(h*(u)) = f*(1u).
A classe u satisfaz 6(u) = ;:(v) para alguma clasg

* q+l q+l

se v no niucleo de P, ¢ H .(BO;G) + H (EO;G).
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Seja g : (E,F) =+ (E,F)) a aplicagao de pares de-
finida por g. Entao segue da naturalidade do operador co
bordo que '

§(h*(u)) = g% (8u) = B (Rh(v)) = B*(£r(v)),
de onde segue o resultado. c.Q.D.

Na construgao de Torres de Postnikov utilizamos o

seguinte resultado:

Toda aplicagao f : X + Y se fatora segundo o dia-

grama

e
o e 24D
[ ]

onde g € uma fibragao de Hurewicz e a inclusao i & uma e
quivaléncia de homotopia.

~
X pode ser construido da seguinte maneira:

Seja YI o espago de caminhos livres em Y, isto

é, T O WP R Y, A fungao continual.

Definamos X = {(x,A) € X x Y' | £(x) = A(0)}. De-

finimos g : X+ Y por g(x,A) = A(1). A inclusae i & de

finida por i(x) = (x,Cf(x)) onde cf(x) denota o caminho

constante em f(x). Consequentemente f = goi,
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Seja p:i# X a projegao na primeira coordenada.

Afirmamos que p & uma aplicagao inversa pars a
inclusao i a menos de homotopia.

Trivialmente temos poi = jdentidade em X.

Dado um caminho X : I + X qualquer, definimos pa
ra todo t € (0,1] o caminho A e I +X dado por

1

Xl_t(s) = A(s(1-t)) entao Xl = )\ enquanto gque Ao-cA(O)’

Uma homotopia F : Xx1+3% entre a identidade em X e a
composigao iop X+ % & dada por F((x,A),t) = (x,Al_t).

Finalmente mostremos que g @ X - Y € uma fibra-
¢ao de Hurewicz.

Sejam h : W -+ X e H:WxTI=+¥Y aplicagoes sa
tisfazenéo H(w,0) = gh(w) para todo w em W,

A aﬁlicagao h determina um par de aplicagoes

h' tW+X e h":wosyl
tal que h(w) = (h'(w),h"(w)).

Além disso, h"(w)(0) = f(h'(w))., Definimos um le

vantamento H' : W X I + X da homotopia H por

H'(w,t) = (h'(w),h(w,t))

onde h & definida por
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h"(w)(

7;?: ) para 0528<2-t<2, w € W

h(w,t)(s8) =

H(w,28+t-2) para 1S2-t<28s2, w € W

Claramente h = H'( ,0) : W + X pois h(w,0)=h"(w)
Além disso, goH' = H pois

g(H'(w,t)) = R(w,t)(1) = H(w,t).

Definicao III,2

Seja X um espago topologico que tem o mesmo tipo
de homotopia de um complexo celular cém X (n-1)-conexo
n2 2, A classe fundamental ix € a classe em H“(x;nn(x))

que correspon&e ao inverso h-l, onde h : nn(x) + Hn(x;z)

denota o isomorfismo de Hurewicz, por meio do isomorfismo

H“(x;ﬂn(x)) = Hom(Hn(x:z).ﬂn(x))-

Definicao II1.3

Torres de Postnikov para uma fibragao de Hurewicz
F+E+B onde E e B sao espagos simplesmente conexos
tendo o mesmo tipo de homotopia de um complexo celular &€ de

finida da seguinte maneira:

Primeiro enumeramos os grupos nao triviais de homo

topia da fibra F.
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Sejam l$n1<n2<...<nj< nj*1<... uma se
quéncia ascenderdte de inteiros tal que LA (F) & o j-ésimo
grupo nao trivial de homotopia de F e, obviamente "1(”'0
caso i ¢ nj para todo j 2 1.

Queremos construir a seguinte torre:

> K(ng . (F) ,ujdd)

k.i"-l ‘f' j+

kg > K("nj (F).nj+1)

k, > K(ﬂna(F)'“A’l)

K, > K('ﬂn3(l"),n3+1)

K, > K(‘"“2(1’),!\2+1)
E P > B = E, K > K(n_ (F) ’nl;l)

1 1
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satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) (p10p20...opj)0qj = p para todo j 21 e

.09, = .
P09 = 95

(2) (qj)* - ﬂi(E) - "i(Ej) € um isomorfismo para todo

0 <i<an, -1 e um epimorfismo para i = n

i+l j+l

(3) p, t E, » Bj-l € uma fibragao principal com fibra

J J
K(m, (F).nj) classificada pela aplicagao
j

kj : Ej-1 * K(ﬂn.(F),nj+1).
J
’ n,+1
A classe de cohomologia kj + 3 (Ej_l;nn (F)) e
j

o j-8simo k-invariante da fibragao p : E + B,
Porque queremos construir uma tal torre ?

Seja X um complexo celular cuja dimensao ESn.+fd.

]
Por celularidade q; * E + Ej induz uma bijegao
(454 t [X,E] > [X,B.D.
Caso dimensao de X = nj+l entao (qj)* s [X,E] » [x,sz e

sobrejetora. Em outras palavras, dada uma ' aplicagao qual-

quer f : X+ B com dim X < n, existe um levantamento

j+1?
g : X+ E tal que pog = f B8Be e somente se existe gj:x*Ej
tal que (pIOpzo...opj)ogj = f, Isto €, conseguimos redu-
zir o problema da existencia de um levantamento g de f

a existéncia de um levantamento na fibragado Ej + B com
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pl°p2°"'opj-1°Pj' E possivel medir precisamente as obstru
goes a um levantamento na fibragao composta Ej + B, pois a
obstrugao em cada passo & uma classe de cohomologia. Lembra
mos que p, : Ej + Ej-l € uma fibragao principal.
Obviamente o teorema principal sobre Torres de

Postnikov & o:

III.4. Teorema de Existéncia

Dada uma fibragao satisfazendo as condigoes do i-
nicio deste capitulo E + B entao existe uma torre pars

E + B.

Demonstragao

A construgao sera feita por indugao.
Seja entao j = 1 e lembremos que - Eo = B, Sendo
que a fibra F & (n;-1)-conexa e B € l-conexo, a seqién

cia exata de Serre vale até dimensao n,+2. Em particular,

temos exatidao na seqiencia

n i 0 o, +1 a D+l
8 e @) Meulan @) snlo@m @) Prulo@m )
n n n n
1 1 1 1
Seja LF a classe fundamental de F. Definimos
n,+1
kl = T(LF) € H 1 (B;nn (F)). Escolhemos uma aplicagao
1

1

representa a classe T(iF) por meio do isomorfismo

k, : B+ K(1rn (F),n1+l), unica a menos de homotopia, que
1
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nl*l

H (Bﬂ'n (F)) = [B.K(nnl(l-‘).nlol)].

1
Seja Py ¢ Bl + B a fibragao principal classifica-

da pela classe k,, isto €,

E, = {(b,}) € B x px(nnl(l-),nlu) ] k (b) = 2D},

Note que y*(kl) - p*(T(iF)) = 0 pela exatidao da sequencia
exata de Serre. Conseqiuentemente, existe um levantamento
q; ¢ E+E, de p: E B,

Obtemos, assim, o seguinte diagrama:

K = K(‘fln (F),nl) “— E

1 1

B K(ﬂnl(F),n1+1)

Temos que ter cuidado em escolher o levantamento 9
‘pois queremos que s, = restrigao de 9, a fibra induza iso
morfismo (31)* : ﬂnl(F) -+ ﬂnl(K).

Consideremos entao a seqliencia exata de homotopia as

sociada so diagrama comutativo:
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F i E P+ B
‘ll lql "Id
K “—s E  ——— B

1 Py

onde q, € qualquer levantamento de p : E + B, e s sua

1

restrigao a fibra,
+ 7 (B) +7m (F)+7n_(F) +~a (B) ~+
n1+1 n, n, o,

1a} fepa fap. fre

+ 7 (B) »w_ (K)+m_ (E)+7n (B) =+
n1+1 ny n, 1 0,

concluimos entao que (ql)* € isomorfismo, se e somente se
(81)* € um isomorfismo. Basta escolher q; : E +E, de tal

* . ,
modo que (31) (&K) = 4ip para que (sl)*.nnl(F) T (K) se
ja isomorfismo.
n
Por meio do isomorfismo entre H 1(F;'nn (F))
1

*
Hom(H_ (F;2),n_ (F)), sabemos que (s,) ({,) corresponde a
n, n, 1 K
composigao:
(8,), n-l

Hnl(F;Z) — Hnl(K;Z) —_— nnl(K).

o

- . . : : -
Consequentemente (sl) (LK) = 4 implica que h 10(51)*

F

um isomorfismo. Isto &, (sl)* tem que ser um isomorfismo em

homologia, e, portanto, (sl)* : "n (F) +» "n (K) tem que ser

1 1
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um isomorfismo também.

Um levantamento q1 : E+» E

1
fismo em "“1

(q,)y ¢ m;(E) + 7. (B;) para todo 0 s

fismo em m, Ppela seguinte razao:

2

Podemos converter 9, E -+ E

que induz um 4{isomor-

vai também induzir isomorfismo

is nz-l e um epimor

numa fibragao de

Hurewicz, isto &, temos os seguintes espagos e aplicagoes:

Seja F, s fibra da projegao

inclusao E ¢ E
Sendo que

(q) ¢+ T

mo, concluimos pela seqgiiencia exata de homotopia para a

bragao h, que E é (nl-l)-conexo e

1

i 2 n2.

cias exatas de homotopia para o seguinte diagrama de

1(E) AL

Melhor ainda, use o diagrama comutativo de

h : E+E onde a

1

€ uma equivaléncia de homotopia.

(El) € um isomorfis

1
fi-
"i(Fl) = ﬂi(F) para

seqiien~

fibra-

goes verticais, observando que a primeira linha também & uma

fibragao.
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- )

Fl F K

| ls |

4 it

jr e }o1
P

Voltemos agora ao nosso objetivo, a escolha de
q, ¢: E > E que induz um isomorfismo em w_ .
1 1 L

Consideremos outra vez o seguinte diagrama comutati-
vo de fibragoes onde 9 ¢ E » El denota um levantamento qual
quer de p : E + B enquanto que s, & a restrigao de q a
fibra F.

Temos as seguintes seqiiencias exatas de Serre:

n : n n +1 .
»ulan @) enltEn e Sul @ (m)
1 1 1

q; T (91)* {i

%, " 7, M*! *
+ H Y(E,;m (F)) — R “(Ksm_ (F)) = H © (Byn_ (F)) B—
1 n, n, n,
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+1

(Bsm, (F)). Afir
1

Por construgao k, = T(iF) en!

1
mamos que T(iK) = kl onde T denota a transgressao para
a fibragao K ¢ El ; B. 1Isto segue por naturalidade do

1
seguinte diagrama:

K

!

PK(wﬂl(F);nl*l)

}

——II— K(nnl(F);nl*l)

® e M e R

Na fibraqzo dos caminhos e lagos sobre K(ﬂn (F);n1¢1), sa~
1

bemos que Tﬁix) Conseqlentemente,

- i .
K(nnl(F);n1+1)

k, = k¥ (L = T ().

1 K(wn (F);n1+1)

i a * (£ ( =
Concluimos entao que T(sl(LK)) - T(&K) k.
Pela sequencia exata de Serre existe uma classe
n

o € H 1(E;ﬂnl(P)) tal que i*(a) = LF - s;(ix). Tomemos u-

ma aplicagao £ : E + K, {nica a menos de homotopia tal que
£el corresponde a classe O por meio do isomorfismo entre
[E,K] e Hnl(E;ﬂn (F)). Usaremos &£ para alterar o levan-
tamento q, da se;uinte maneira:

Definimos

ﬁl - mo(t,ql)oA

e 5,0 q1|F - mo(loi,sl)oA
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utilizando o seguinte diagrama:

A (Z,ql) ]

E—+—EXE —— KXxXE, ———— E

1 1
U (1d,inclusao) L} inclusao

(£oi,s.)
F S pxrp —1 g xk -2, k

Segue-se que 31 € um levantamento de p. Além dis

so, temos que

GFPY A = (B*L) + (Roi)*(4,) =

- s{(ix) + i*(l*ix) = s{(ix) + i*kq = iF’

e concluindo portanto que El € o levantamento desejado, Ja
conseguimos realizar a construgac do primeiro estagio da Tor-
re de Postnikov para a fibragac p : E + B.

Por indugao podemos provar a existencia da Torre de
Postnikov, repetindo basicamente o mesmo procedimento na cong
trugao do primeiro estagio da torre.

Supondo a existéncia do (j-1)-€simo estagio, quere-

n.+1
mos definir o k-invariante kj e nd (Ej_l;nn_(F)) primeiro,
em seguida definir a fibragao principal pj :JEj-*Ej_l. e

dépois escolher o levantamento qj : E » Ej de tal modo que

as propriedades exigidas sejam satisfeitas, Sabemos por indu-
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cao que a aplicagao E+E induz um isomorfismo

-1 ° j-1
(qj-l)* : "1(8) + "i(Ej-l) para todo i < nj-l e um epimor-
fismo para i = Ry Agora convertemos 45.y ©numa fibragao

cuja fibra &, digamos, um espago Fj' Temos o diagrama:

onde a inclusdo E ¢ E & uma equivaléncia de homotopia. Con

sequentemente, Fj e (nj-l)-conexo e "i(Fj) = u; (F) para
i z'nj. Trocando E e g por E e qj-l’ respectivamente,
a sequencia exata de Serre para g : E -+ Ej_1 produz a se-
guinte segiiéncia:
n, n, n,+l (q._)*
~wd@m () +nIFsm FD i @, no(r)) —Il
n, j I VI | i1’ 'n, "3
J 3 J
n.+l
+uJ ©m, (F) > ...
J
. nj+l
Definimos kj =- T(ij) e H (Ej-l;"nj(Fj))'

Representamos esta classe de cohomologia por uma a-

plicagao kj : Ej—l +> K(nn.(Fj),nj+1), unica a menos de homo

J
topia.
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Construimos Py Ej + Ej-l sendo a fibragao prin
cipal classificada pela aplicagao kj.

Notemos que

(a5-)% k) = (g P*(3Cip D) =

((“j-x)*°T) (LFj) =0

Conseqiientemente existe um levantamento quz he Ej

. Consideremos o seguinte diagrama:

de q. : E » Ej-l

nj (Fj) pnj"l)

~ ~
Aqui gj : E + Ej é um levantamento de g : E -+ Ej-l en-
quanto s, denota a restrigao de gj a fibra Fj. Quere
mos esolher um levantamento gi de g ﬁ + Ej-l tal que
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induza um isomorfismo 8 [ F.,) +n_ (R(m_ (F. D).
5 (og)a t g (B + 1 (KT, (7)) ny))
Pela mesma demonstra;io para j = 1, sempre conse-
guimos alterar gj. se for necessario, de tal modo que

*® (L ( -
(sj) (LK) -4 onde K K(ﬂn (Fj)’nj)ﬂ
Entao concluimos que 8 e também 1 induzem iso
morfismos em homotopia até dim nj#l-l e induzem um epimor-

fismo em dimensao n, Portanto, a demonstragao do teore

i+’

ma esta completa.

IIT.5. Exemplos

Exemplo 1

Podemos identificar a fibragao de caminhos e lagos

sobre K(Z,2) = CP°  com a fibragao

sl Sw - U sZn+1
l n20
cp” = | cp®
n20

Conseqilentemente, a restrigao cP® & uma fibragao principal
classificada pela inclusao CP" ¢ CPm, isto €, a fibragao
de Hopf, € uma fibragao principal classificada pela inclu-

sao CP" c cp".
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Seja f : X » CP"  uma aplicagao qualquer de um
complexo celular X a cP®. Concluimos que f possui um
levantamento g : X =+ 82“+1 se e somente 6e a composta

X —— ce® e cp° & homotdpica a8 uma aplicagao constante

se e gomente se f*(B8) = 0 em HZ(X;Z) onde £ gera

Hz(CPn;Z) se e somente se f* : Hz(CPn;z) - nz(x;z) € tri

vial.

Em particular tomemos X = cp™ para m > n. Con-
cluimos que toda aplicagao f : cP™ > cpP" & trivial em coho
mologia reduzida. Além disso, toda aplicagao CP" + sl ¢ ho

motopica a8 uma constante, pois HI(CPm;Z) =0,

Conseqiientemente existe uma bijegdo entre (CPm.Szn+1]

e [cP™,cP®] para m > n.

Exemplo 2
Seja X um complexo celular finito de dimensao <2n.
Seja Em um fibrado vetorial orientavel sobre X com m>2n.
2n

0 nosso objetivo € enumerar todos os fibrados vetoriais n

n-2n € isomorfo a £™,

sobre X tais que n ® R
Isto &, queremos classificar todos os fibrados veto
riais de dimens@o 2n sobre X que sao estavelmente equiva

lentes.

Consideremos a fibragao S2n “—— BSO(2n)
' w
BSO(2n+1)
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BSO(t) @& o espago classificante para fibrados veto
riais orientados de dimensao t sobre complexos celulares.O
primeiro estagio da Torre de Postnikov para m & dado pelo

diagrama abaixo

K(Z,20) —L— g

n*ql/ /P

s (¢~ Bso(zm) —>—  BS0(2n+1) ——— K(Z,20%1)

Aqui 6*w2n '€ a classe de Euler do fibrado classificante
sobre BSO(2n+l)., Para todo complexo finito cuja dimensao

€ <2n, obtemos uma bijegao q, : [X,BS0(2n)] + [X,E].

Seja e € Hzn(E;Z) a classe tal que q*(e) & a
classe de Euler do fibrado classificante sobre BSO(2n). No
onde £

te que j*e = 24 2n Bera Hzn(K(z,Zn);Z).

2n’

Teorema
Seja X um complexo celular finito de dimensao <2n
tal que HZ“(X;Z) nao contém elementos de ordem 2, Entao

existe uma bijegdo entre o conjunto de fibrados vetoriais de
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dimensao 2n estavelmente equivalentes a Em e o conjunto
das classes g*(e) + 2a2“(x;z) onde g : X+ E & uma apli-
cagao qualquer tal que pog classifica §. Em outras pala-
vras, as classes de Euler detectam as classes de isomorfismo
de fibrados vetoriais de dimensao 2n que sao estavelmente

equivalentes a £.

Demonstragzo

Por hipotese g : X * E classifica algum fibrado
vetorial de dimensao 2n que é estavelmente equivalente a
£. Qualquer outro levantamento de £ : X -+ BSO(2n+l) & ob
tido através de aplicagoes £ : X + K(Z,2n). 1Isto &€, qual-
quer outro levantamento § tem que ser da forma g=mo(£,g)oA

para alguma aplicagao £ : X + K(Z,2n) Gunica a menos de ho

motopia.

x B xxx ££38)  x(z,2n) xE —B—¢

\/

Note que m*(e) = 2i2n 01 +108e.

Conseqientemente,

(B)*(e) = l*(Zizn) + g*(e) = g*(e) + 2£%(L, ).
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Quando £ percorre todas as aplicagBea de X a
K(Z,2n), a menos de homotopia, as classes de Euler percor
rem todas as classes na classe lateral 3*(e)+2H2n(X;Z), pois

Rzn(X;Z) nao tem classes de ordem 2 por hipdtese. c.Q.D.



