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1 Introducao

A Légica pode ser considerada como a formalizagao de alguma linguagem. A formali-
zagio de uma linguagem consiste de trés partes:

1. sintaxe
2. semantica

3. dedugao

A sintaxe de uma linguagem é uma especificagao precisa das expressoes legais nesta
linguagem. O componente semantico captura o significado das expressdes na linguagem.
O componente dedutivo da logica prové regras — para manipular expressoes — que
preservam certos aspectos semanticos da linguagem.

Prolog é uma linguagem de programacgao légica baseada em uma combinagdo de idéias
poderosas que incluem:

e o uso de cldusula de Horn para representar conhecimento;
o estilo declarativo de programagao;
¢ semantica declarativa bem como procedimental;

e habilidade de misturar c6digo no metanivel com cédigo no nivel objeto, etc.

Frequentemente Prolog é utilizada intuitivamente. Entretanto, é necessirio um sistema
formal para atribuir um significado preciso as clausulas Prolog, bem como para definir
dedugdes validas. O sistema formal utilizado por Prolog é o Calculo de Predicados de
Primeira Ordem — ou Légica de Predicados de Primeira Ordem.

Esta Nota Diddtica é dedicada a um subconjunto simples do Célculo de Predicados
chamado Cdlculo Proposicional 2. Deve ser ressaltado que exitem muitas publicacdes
relacionadas a este assunto, algumas delas listadas nas Referéncias desta Nota. O
objetivo principal desta Nota é o de introduzir conceitos fundamentais do Calculo Pro-
posicional para um melhor entendimento da linguagem de programagio légica Prolog.

Sao também apresentadas algumas implementagdes Prolog para a solugdo de alguns
problemas tipicos do Calculo Proposicional.

2 Calculo Proposicional

O Cdlculo Proposicional -CP- (também conhecido como Légica Proposicional) é um
dos mais simples formalismos 16gicos existentes. Este Calculo lida apenas com enunci-
ados declarativos, chamados de proposicées. As sentengas exclamativas, imperativas e
interrogativas sao, pois, excluidas.

20 Célculo de Predicados seri abordado numa préxima Nota Didaitica.
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2.1 Proposigoes

Niao é o objetivo deste trabalho introduzir formalmente o que é uma proposi¢ao (ou
sentenga). Intuitivamente, sabe-se que na linguagem falada ou escrita, o elemento
bésico é a proposi¢ao, a qual se distingue do termo, este, por sua vez, usado para
designar um objeto.

Ezemplos de termos: Paula
Um filme de terror
Triangulo retangulo

Informalmente, uma proposigao € uma sentenga declarativa que pode assumir os valores
verdade (v) ou falso (f), um excluindo o outro, e conhecidos como valores-verdade da
proposi¢ao. Por exemplo:

a) Todo homem é mortal

b) Meu carro é um fusca

c) Estd chovendo

d) Se Maria estuda entao fard bons exames
e) Ele come e dorme.

As proposigoes dos exemplos a), b) e ¢) sao proposi¢des atomicas (ou dtomos), uma vez
que nelas nao aparecem os conectivos e, ou, se...entdo, se e somente se, explicados
a seguir. As proposigoes dos exemplos d) e e) sao compostas, isto é, sao proposi¢des
onde aparecem um ou mais dos conectivos citados.

O Calculo Proposicional lida apenas com proposigoes que tém valores-verdade v ou f.
Por esta razao diz-se que vale o principio do terceiro ezcluido ou que a légica é bivalente.
Qualquer proposi¢io que nio tenha o valor-verdade v, necessariamente terd que ter o
valor-verdade f. Uma expressao do tipo:

A distancia entre Paraty e Ubatuba

nao é uma sentenca e, portanto, nao é tratada por este Célculo.

As proposigoes atomicas, ou dtomos, serao designadas por letras latinas minusculas p,
q, I,..., chamadas de letras proposicionais. Um literal é um dtomo ou a negacao de um
atomo.

2.2 Proposigoes Compostas

E possivel construir proposi¢des compostas através do uso de conectivos (usados para
construir proposigoes a partir de outras). Os conectivos sao:

e (A) com este conectivo, a partir de duas proposicdes, obtém-se uma terceira cha-
mada conjungao. Assim, de:



Maria estuda o problema e José vai pescar
pode-se formar a conjungao:
Maria estuda o problema e José vai pescar

A conjungao de duas proposigdes tem o valor v somente se ambas tiverem o
valor-verdade v.

ou (V) com este conectivo, a partir de duas proposigdes, obtém-se uma terceira, cha-
mada disjuncdo. Assim, de:

Maria estuda o problema ou José vai pescar
pode-se formar a disjungao:
Maria estuda o problema ou José vai pescar

A disjuncdo de duas proposigoes tem o valor f somente se ambas tiverem o valor-
verdade f.

nao (~) nega o valor-verdade de uma proposigao (operador).

condicional (—) com o conectivo condicional lido como se ...entdo ..., de duas pro-
posigdes obtém-se uma terceira, chamada condicional ou tmplicagdo. Por exem-
plo, a proposi¢ao condicional: :
Se eu como muito ent3o eu engordo
é obtida das sentengas:

eu como muito e eu engordo

A condicional p — q tem o valor-verdade f somente se os valores-verdade de p e
q forem v e f respectivamente.

bicondicional («) utilizando o conectivo bicondicional lido como ...se e somente
se ..., de duas proposi¢bes obtém-se uma terceira chamada bicondicional. Por
exemplo:

Um tridngulo ABC é retangulo se e somente se tem um 3ngulo reto

A bicondicional p < q tem valor-verdade v se e somente se os valores-verdade de
p e q sdo ambos v ou ambos f.



Deve ser observado que em expressoes em linguagem natural frequentemente p ou q é
usado com o significado de: ou p é v, ou q é v, mas nao ambos. Por exemplo:

Ele estd jogando futebol ou esté nadando
Este ou é chamado de ou ezclusivo. No Caélculo Proposicional usa-se o ou inclusivo, ou
seja, usa-se p ou ¢ com o significado de: ou p € v, ou g € v, ou ambos sdo v.

Por exemplo, a sentenca chove ou faz frio é verdadeira nos casos em que: chove, faz
frio, chove e faz frio.

2.3 Férmulas Bem Formadas

Como visto na se¢do anterior, novas proposicoes podem ser construidas através da
combinagao de simbolos, que representam proposigoes, e de conectivos 16gicos. Essas
proposi¢oes — bem como as proposigoes atémicas — sio chamadas de formulas bem
formadas — wff (well-formed formula).

Para representar férmulas bem formadas sao usadas metavaridveis proposicionais re-
presentadas, por enquanto, pelas letras gregas a, S, v, etc.

Uma wiff é definida recursivamente como segue:

1. um 4tomo é uma wif.

2. se a e 3 sao wif, entdo as seguintes também sdo wif:

| wif | lida como |

sa nao a

aAf |aef

aVp |aoup

a — | se aentao f
a implica 8

a « 3 | a se e somente se
a é equivalente a

3. as unicas wif sao aquelas definidas por 1. e 2.

Cada uma das expressdes envolvendo a e B € chamada de forma sentencial. Uma
forma sentencial é uma especificagao abstrata da sintaxe de um nimero infinito de wif
compostas de simbolos que representam proposigoes atomicas.

Uma wif que sintaticamente se ajusta a uma forma sentencial é chamada de uma
instdncia de substitui¢cdo da forma sentencial.

Por exemplo, a wif: p A (q — r) é uma instancia de substituigao de qualquer uma das
seguintes formas sentenciais:



l.aondeaépA(q—r)
2. aANfondeaépefféq—r
3. aA(B—7)ondeaép,féqeqér

2.4 Tabelas-Verdade das Férmulas Bem Formadas

A forma de uma wff, isto é, a maneira como é construida a partir de proposigoes e
conectivos 16gicos, é denominada de sintaze da wff.

A semdntica — ou significado — de uma wif (tratada na segao 2.5) é o valor-verdade
a ela associado.

Os valores-verdade de uma wif sido definidos em termos dos valores-verdade de seus
componentes. Geralmente uma tabela-verdade é usada para tabular os valores-verdade
de uma férmula em termos dos valores-verdade de seus componentes, como mostrado
a seguir:

alflaABlaVvB|~ala—=B|la-pf
viv v v f v v
v|f f v f f f
flv f v v v f
f|f f f v v v

Prioridade dos Conectivos

Dada a wff a V § — 9, existe a divida desta wff ser (a V) - vy ou a V (F — 7).
Este problema pode ser contornado através do estabelecimento de uma hierarquia total
ou parcial entre os conectivos. A convengao de prioridade que a maioria dos autores
estabelece para os conectivos tem a seguinte ordem decrescente de precedéncia:

maior

1 1l <> 1

menor

a— fV~y significa a— (BVY)
aV Ay significa aV(BAY)
a— BA-yVE significa a— ((BA(-7))VE)

A precedéncia estabelecida pode ser alterada através da introdugao de parénteses.



2.5 Semantica do Célculo Proposicional

Como visto durante a constru¢ao de tabelas-verdade — segdo 2.4 — o significado de
uma férmula do Calculo Proposicional é dado pela interpretagao dessa formula, ou seja,
pela atribuigao apropriada de valores-verdade — v, f — a cada um de seus componentes.
Assim, a semdntica do Célculo Proposicional consiste na interpretagao de suas férmulas.

Se f for uma formula, uma interpretacao de 3 consiste na atribuigao de valores-verdade
(v ou f) as formulas atémicas componentes de §, levando-se em consideragdo a inter-
pretacao dos conectivos A, V, =, —,

Seja a férmula: (pVq) — (p A q)

Como esta férmula possui dois componentes atémicos, ela admite 22 interpretacoes,
onde o expoente é o nimero de componentes atomicos da formula. Para uma férmula
com n componentes atémicos, a tabela-verdade terd 2" linhas, uma linha para cada
interpretagao.

Pla|pVaipAq|(pVg)—(PAg)
interpretacao 1 v | v v v v
interpretacao 2 | v | f v f f
interpretagao 3 | f [ v v f f
interpretagao4 | f | f f f v

2.6 Validade e Inconsisténcia

O valor-verdade — ou simplesmente valor — de uma formula diz sempre respeito a
uma particular interpretagao. Com isto pode-se ter as seguintes situagdes:

1. Se uma férmula f tem valor v numa certa interpretagio 1, diz-se que 3 é verdadeira
na interpretagdo I.
No exemplo anterior, (p V q) — (p A q) é verdadeira nas interpretagdes 1 e 4.

2. Se uma féormula § é verdadeira segundo alguma interpretacio, diz-se que f é
satisfativel (ou consistente).

Por exemplo, a férmula do exemplo anterior é satisfativel.

3. Uma férmula B ¢ vdlida quando for verdadeira em todas as suas interpretagoes.
Sao as chamadas tautologias.
Por exemplo, a férmula p vV -p.

4. Se uma férmula B tem valor f numa interpretagao I, diz-se que 8 é falsa na
interpretacdo I.
A férmula (p V q) — (p A q) é falsa nas interpretagoes 2 e 3.

5. Uma formula § € insatisfativel (ou inconsistente) quando for falsa segundo qual-

quer interpretagdo. Sao também chamadas de contradigées.
Por exemplo, a férmula p A -p.



6. Uma férmula § é invdlida quando for falsa segundo alguma interpretagao.
Por exemplo, a féormula p V q.

7. No Ciélculo Proposicional, as férmulas que nao sao nem tautologias e nem con-
tradigdes sao comumente chamadas de contingentes.
Por exemplo, a formula p.

As seguintes observagoes podem entao ser constatadas:

¢ Uma férmula é inconsistente se e somente se sua negagao for vilida,

o Uma férmula é invdlida se e somente se existe pelo menos uma interpretacao na
qual ela é falsa;

¢ Uma férmula é consistente se e somente se existe pelo menos uma interpretagio
em que ela é verdadeira;

o Se uma férmula é vilida, entdo ela é consistente, mas nao vice-versa;

¢ Se uma férmula é inconsistente, entao ela é invalida, mas nao vice-versa.
Pode ser facilmente verificado através do uso de tabelas-verdade que:

(p A -p) é inconsistente e portanto invilida
(pV -p) é vilida e portanto consistente
(p — -p) ¢é invélida, ainda que consistente

2.7 Consequéncia Légica

Dadas as féormulas §, 82, ..., B, e uma féormula a, diz-se que a é consequéncia légica
de B, B2, ..., Bn se e somente se para qualquer interpretacao em que By, 8o, ..., Bn
forem simultaneamente verdadeiras, a é também verdadeira.

Se a é consequéncia légica de f4, Ba, ..., B, diz-se que a segue-se logicamente de B,
B2, ..., Bn. Para indicar este fato, usa-se a seguinte notagao:

ﬂlaﬂ%'-',ﬂn ': a

Os dois teoremas seguintes permitem demonstrar quando uma férmula « é consequéncia
légica de uma outra férmula:

Teorema 2.7.1 Dadas as formulas By, B, ..., Bn € uma formula a, a € consequéncia
logica de By, B2, ..., Bn se e somente se a formula

BiABa2A ...AB, — a € uma tautologia



Prova:

Condigdo Necessdria:

Sejam as formulas By, f,, ..., Bn € @, € seja a consequéncia logica de £, B, ..., Bn.
Seja I uma interpretagao qualquer.

1. se Bi, B2, ..., Br forem verdade em I, entdo a também serd verdade em I, pois é
consequéncia légica dos f;’s.
Portanto, B1 A2 A...A B, — a é verdade em 1.

2. Se um dos S;’s for falso em I, B; AB2A. . .ABy, serd também falso em I. Independente
do valorde o, By AP A...AB, — aéverdadeem I.

De 1) e 2) tem-se que f; A2 A...A B, — a éverdade em qualquer interpretagio, ou
seja, 1 A B2 A...AB, — a éuma tautologia.

Condigdo Suficiente:

Do fatode /1 AB2A...A B, — a ser uma tautologia, tem-se que 8; AfB2 A...A B,
— o é verdade em qualquer interpretagado. Se f; APz A ... A B, for verdade em I, a é
também verdade em I, ou seja, a é consequéncia légica de B, B2, ..., B,.

Teorema 2.7.2 Dadas as formulas By, B2, ..., Pn € uma formula a, o é consequéncia
légica de By, B2, ..., Bn se e somente se a formula

B1 AB2A ...ABp A - € uma contradi¢do

Prova:
Sabe-se pelo teorema anterior que:

Das as férmulas f;, B2, ..., Bn € a, a é consequéncia logica de f,, B, ..., B, se e
somente se 3 AP A...A B, — a for vilida.

Equivalentemente, a é consequéncia légica de f;, B, ..., B, se e somente se a negagao
de B A B2A ... AB, — a for uma contradi¢do. Mas

ﬁ(ﬂl/\ﬁg/\.../\ﬂ” —_ Q)E
A(~(BiAB2A...ABs)Va)=
BrAB2A...ABn AHa

ou seja, B1 A B2 A...A Bn A -a é uma contradigao.

Estes metateoremas sao muito importantes. Eles mostram que provar que uma férmula
é consequéncia légica de um conjunto finito de formulas € equivalente a mostrar que
uma férmula relacionada a ela é uma tautologia ou uma contradigao.

Para algumas estratégias de provas usa-se o Teorema 2.7.1, chamado de Teorema da
Dedugdo ou de Admissdo de Premissas. Qutra estratégia de prova, conhecida como
Redugdo ao absurdo é estabelecida pelo Teorema 2.7.2.



2.8 Equivaléncia Légica

Diz-se que uma férmula a é logicamente eguivalente (=) a uma férmula 8 quando « for
consequéncia légica de § e f for consequéncia légica de a.

a = f} se e somente se & « § é uma tautologia

Em outras palavras, diz-se que duas férmulas o e 8 s3o em equivalentes (ou a é equi-
valente a 3) se e somente se os valores verdade de a e 8 sio 0s mesmos para qualquer
interpretagio de a e §.

Por exemplo, pode-se verificar que (p — q) é equivalente a (-p V q) examinando a
tabela-verdade dessas férmulas e constatando que (p — q) « (=p V q) é uma tautologia.

Plaj{p—=q|-PpVag|(p—4q) <~ (-pVq)
ViV v v v
vif f f v
flv v v v
fif v v v

Argumentos

Um argumento € uma sequéncia aj, az, ...,an (n > 1) de proposigdes, onde as
proposigoes a; (1 <1 < n— 1) chamam-se premissas e ay,, conclusdo

Indica-se o argumento por:

Qay, 2, ...,001 F ay
Um argumento a;, a2, a3, ..., ay-1 F @, é um argumento vdlido se e somente se a
férmula
o AagA ...Aay-) — a, for uma tautologia
ou seja, oy, @2, @3, ..., &1 F an. Esta afirmagao é justificada pelo Teorema 2.7.1.

Um argumento valido pode ser lido como:

oy, Oz, ...,0n_1 acarretam a, ou
a,, decorre de a;, a3, ...,ay.1 OU
a, é consequéncia ldogica de o3, ay, ..., a,_;

Para n = 1, considera-se por extensao o argumento vilido se e somente se a; for
tautologica.

Eventualmente, a verificagao da validade de um argumento através de tabelas-verdade
pode ser um trabalho longo, uma vez que depende do niimero de dtomos nele existentes.
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Por exemplo, num argumento com 7 dtomos, a tabela-verdade tera 128 linhas. Se um
argumento tiver n dtomos sua tabela-verdade tera 2" linhas.

Uma outra maneira de mostrar a validade de argumentos é através do uso de argumentos
vélidos jd conhecidos e também de equivaléncias. O princiipio conhecido como principio
de substitui¢do viabiliza este procedimento.

Principio de Substituigao

Dada uma férmula a, diz-se que § é uma subférmula de a, se § é por sua vez uma
férmula que é parte de a.

Por exemplo, dada a férmula
a:(p—>q)er

P — q, P, q, I, sao algumas subférmulas de a.

O principio de substituicio diz que: uma subférmula de uma férmula a, ou toda a
férmula a, pode ser substituida por uma férmula equivalente, e a férmula resultante
é equivalente a a. ‘

Por exemplo, pelo principio de substitui¢do, a férmula
a:(pvVa)A(pVr)
é equivalente a férmula
7 (P = q)A(-p - 1)

isto porque as subférmulas de @ — (p V q) e (p V r) — sao equivalentes, respectiva-
mente, as férmulas (-p — q) e (-p — r) de 4.

2.9 Propriedades da Negagao, Conjunc¢ao e Disjungao
Estas propriedades podem ser verificadas como equivaléncias lgicas. Para demonstrar

cada uma delas, basta utilizar as tabelas-verdade, constatando a tautologia. Sejam «,
[ e v féormulas.

a. Propriedades da Conjungao

comutativa aAf = BAa
associativa aA(BAY) = (aAB)Ay
idempotente aNha = a
propriedade de v(erdade) aAv = «a
propriedade de f(also) anf = f

10



b. Propriedades da Disjungao
comutativa aVp
associativa aV(BVy)
idempotente aVa
propriedade de v(erdade) aVyv
propriedade de f{also) avf

(@VB)Vy

w o momon

0 < R

c. Propriedades Distributivas
aA(BVT) (anB)V(aA9)
aV(BAY) = (aVP)A(aVy)

nm i

d. Absorgao
aV(aAp)
aA(aVp)

nom

f. De Morgan
“(aAB) = -aV-p
~(avp) = -aA-f

g. Equivaléncia da Implicagao
a—f = -aVp

2.10 Férmulas Proposicionais Equivalentes

As principais féormulas proposicionais equivalentes sao dadas pelas propriedades de o-
peragoes: comutativa, associativa, idempotente, De Morgan, distributiva, negacao e
absor¢ao vistas na segao 2.9.

E apresentado, a seguir, um conjunto de esquemas de argumentos vélidos, facilmente
verificdveis, considerados cldssicos e largamente conhecidos como regras de inferéncia.
Neles a, 3, e v representam formulas.
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[ Nomeda Regra | Regra B

modus ponens a,a— fEf
modus tollens a— B,78 F ~a
silogismo hipotético ou a-fB,8—-7Fa—¥y
regra da cadeia
silogismo disjuntivo aVp,~akEp
dilema construtivo a—fB,y—=6aVyELVE
dilema destrutivo a— B,y —6-8V-bE ~aV-y
simplificagao aABEa
conjuncao a,fEaAp
adigao akEaVvp
contraposigao a— fE-f— -a
exportagao a—= (Bov)E(aAp) >
importagao (eAB)—=r1Ea—-(8-17)

A forma de leitura da modus ponens, por exemplo é:

caso a seja verdade
e a— f3 sejaverdade
obrigatoriamente B terd que ser verdade

Todas as outras regras sao lidas de maneira andloga.

2.11 Verificagao de Validade de Argumentos

Sejam a3,a3,. .., an, B formulas do Célculo Proposicional. Diz-se que uma sequéncia
finita de férmulas (ou proposigoes) Cy,Ca,..., Ck, é uma prova ou dedugdo de S, a
partir das premissas a1, @3, ..., oy se € somente se:

1. cada C; é uma premissa a;(1 > j > n), ou

2. C; provém das férmulas precedentes, pelo uso de um argumento valido da tabela
na segao 2.10, ou

3. C; provém do uso do principio de substituigdo numa férmula anterior, ou

4. Ci é p.

Diz-se entdao que f é dedutivel de ay,a3, ..., a, ou que § é um teorema. Facilmente
se verifica que se isto acontecer, o argumento ¢ valido.

Seja provar a validade de:

(PAQ)V(P—9q),(PAQ)EP—¢q
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Constrdi-se a sequéncia

Ci: (pAq)V(p—q) premissa
Cz2: -(pAQq) premissa
Cyp—gq silogismo disjuntivo de C; e C;
Tem-se entao que Cy, Cy, C3 é uma demonstragao de p — q a partir de
(PAQ)V(P—q)(pAq)
e, também, que p — q é dedutivel de

(PAQ)V(P—4q)-(pAqg).

Pode-se entao escrever que
(PAQV(P—a)~(PAg)EP—g

2.12 Exemplos

A seguir sao mostrados alguns exemplos de verificacao de validade de argumentos
usando argumentos validos ja conhecidos e equivaléncias.

Exemplo 2.12.1 Seja:

Se as uvas caem, entdo a raposa as come.
Se a raposa as come, entdo estdo maduras.
As uvas estdo verdes ou caem.

logo,

A raposa come as uvas se e S6 se as uvas caem.

nomeando: p: as uvas caem
q: a raposa come as uvas
r: as uvas estdo maduras

tem-se: Ciip—gq
Cyq—-r
Cs: mrVp

deduz-se: Cyir—p (C3: equivaléncia)
Cs:q—p (C2 + C4 + silogismo hipotético)
Cee p—qAq—Pp (C1 + Cs: conjungao)
Crpegq (Ce: equivaléncia)

Exemplo 2.12.2 Seja:
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Carlos estuda ou ndo estd cansado.

Se Carlos estuda, entdo dorme tarde.
Carlos ndo dorme tarde ou estd cansado.
logo,

Carlos estd cansado se e so se estuda.

nomeando:  p: Carlos estuda
q: Carlos esta cansado
r: Carlos dorme tarde

tem-se: Ci:pVq

Cyap—r
Cs: =rvVq

" deduz-se: Cyigq—-p (Ci: equivaléncia)
Cs: 1> q (Cs: equivaléncia)
Ce:p—q (Cz2 + Cs + silogismo hipotético)
Crnq—-pAp—gq (Cs + Ce: conjuncao)
Cs:peq (Cr:equivaléncia)

Exemplo 2.12.3 Provar a validade de: p A -p | r, ou seja, provar que p A -p | r

tem-se: Ci:pA-p
deduz-se: Cyp (Ch: simplificagao)
CpVr (C2: adigao)
Cq -p (Ch: simplificagao)
Cs: r (C3 + C4 + silogismo disjuntivo)

Exemplo 2.12.4 Mostrar a validade de r a partirde p — ¢, p V r, =q

tem-se: Ci:p—-q
CarpVr
C3: ~q
deduz-se: Cq pVag (Cy: equivaléncia)
Cs: -p (Cs + C4 + silogismo disjuntivo)
Ce T (C2 + Cs + silogismo disjuntivo)

Exemplo 2.12.5 Mostrar a validade de ~p — q, ¢ — r,orV s, sk p

tem-se: Ci: p—q
Cyq—r
Cz: -rVs
C4: =8
deduz-se: Cs: =r (Cs + C4 + silogismo disjuntivo)
Ce: qVr (C3: equivaléncia)
Cr: g (Cs + C¢ + silogismo disjuntivo)
Cs:pVagq (Cy: equivaléncia légica)
Co: p (C7 + Cs + silogismo disjuntivo)
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Exemplo 2.12.8 Provarp— ¢, r— 8 qgVs—t,otE -pA -~r

tem-se: Ci:p—4q
Cyar—s
C3:qVs—t
C4: -t

deduz-se: Cs: ~(qVs)Vt (C3: equivaléncia)
Ce: ~(q V s) (C4 + Cs + silogismo disjuntivo)
Cr:. ~q A =5 (Ce: De Morgan)
Cs: —s (Cy: simplificagio)
Co: ~q (C7: simplificagdo)
Cio: " T Vs (C2: equivaléncia)
Ci: —r (Cs + Cyo + silogismo disjuntivo)
Ci2: "pVq (Cy: equivaléncia)
Cia: -p (Cg + Cy2 + silogismo disjuntivo)
Ciq: "p A -t (C11 + Ci3 + conjung@o)

ou ainda: Cs: (pVr)—(qVs) (C1 + C2 + dilema construtivo)
Ce: pVr—t (Cs + Cs + silogismo hipotético)
Cr~(pVvr)Vvt (Ce: equivaléncia)
Cs: ~(pVr) (Cs + Cg + silogismo disjuntivo)

3 Meétodo Sintitico de Prova de Teoremas

Légica e Prova Automadtica de Teoremas sao de significativa importancia na drea de
Inteligéncia Artificial — a primeira por ser uma linguagem na qual se pode expressar
problemas e, a segunda, por ser uma possivel forma de obter suas solugdes.

O Cilculo Proposicional embora aplicavel a um nimero restrito de problemas, fornece
uma ferramenta simples com a qual os conceitos bdsicos de prova automdtica de teore-
mas podem ser ilustrados.

Nesta secdao é apresentado um método sintdtico para a prova automaitica de teoremas
do CP, proposto originalmente por H.Wang [Wang 60],[Wang 64].

Duas implementagoes desenvolvidas na linguagem de programagao l6gica Prolog sao
apresentadas e discutidas, abordando as estruturas de dados utilizadas bem como a
eficiéncia de execu¢do, procurando evidenciar os aspectos positivos e negativos de cada
uma delas.

3.1 Consideragoes Preliminares
Sejam p;,p2,. . - ,Pn € C proposigoes para as quais:

nAp2A,..,Ap,—cC
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é uma tautologia. Pode-se entdo dizer que a conjungao dos p; logicamente implica c.
Como visto na se¢do 2.7, as proposigdes p1,p2,...,pn 830 chamadas de premissas e a
proposicao ¢ de conclusdo do stlogismo se p;,p,..., p. entao c. Neste caso, se p,
P2, - . sPn €ntdo ¢ é um teorema e serd escrito como 3:

P1,P2y- - -sPn = C

No caso da conjungao dos p; nao implicar logicamente em c, ndo se tem um teorema e
este fato é notado por:

P1,P2y- - - sPn % c

Como ja foi visto, uma forma de determinar se um silogismo é ou nao um teorema
é através de sua tabela-verdade. O silogismo serd um teorema se o valor-verdade da
implicagao for v. A verificagiao do valor-verdade de um silogismo através de sua tabela-
verdade é conhecido como método semdntico de prova de teorema.

Devido & maneira como a implicagao — € definida, é necesssirio apenas verificar as
instancias nas quais todas as premissas p;,pz,...,pn 530 verdade. Se a conclusdo c for
verdade nessas instancias, a implicagdo serd uma tautologia. A técnica de verificar
apenas as instancias nas quais as premissas tém valor verdade é chamada de método
forward chaining.

Pode-se também verificar o valor-verdade de um silogismo, se for possivel garantir
que para cada instincia em que a conclusao for falsa, pelo menos uma das premissas
é também falsa. Se isto acontecer, a implicagdo é uma tautologia. Este método de
verificagao de um silogismo é chamado de método backward chaining.

Para a verificagao do valor-verdade de um silogismo utilizando-se o método forward
chaining, parte-se das premissas e, através do exame de seus valores-verdade, tenta-
se chegar & conclusao. Quando se utiliza o método backward chaining com o mesmo
propésito, inicia-se com a conclusdo e, a partir desta, investiga-se os valores-verdade
das premissas.

3.2 Prova Sintatica de Teoremas

Os métodos sintaticos de prova utilizam uma sequéncia logica de tautologias, bem
como teoremas provados previamente, para demonstrar que uma conclusiao é uma con-
sequéncia ldgica de um dado conjunto de premissas. Uma demonstragio deste tipo é
chamada de derivagdo.

Na derivagao, para provar sintaticamente o teorema:

P1,p2,- - . Pn = C

30 simbolo = é equivalente ao simbolo [ utilizado na secio 2.7
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pode-se substituir qualquer das sentengas p;, incluindo a conclusdo c, por outra sen-
tenca que lhe seja logicamente equivalente; pode-se introduzir nas premissas qualquer
sentenga que seja logicamente implicada por qualquer colegdo de sentengas partici-
pantes das premissas (até aquele presente estdgio de derivagao), e pode-se substituir a
conclusao por qualquer sentenga que logicamente a implique.

A derivagao estard completa e o teorema estara provado quando (e se) ambos os lados de
= consistem de exatamente a mesma expressao. A existéncia de uma ocorréncia deste
tipo significa que a verdade de todas as premissas implica na verdade da conclusio, o
que estabelece o teorema.

Na prova sintatica de equivaléncia logica, utiliza-se o fato de premissas e conclusao
serem substituidas apenas por sentencgas que lhes sejam logicamente equivalentes. Este
fato garante a equivaléncia légica entre o teorema original e a expressao a que se chega
apds substituigoes.

Deve ser notado que se em algum passo do processo de derivacao for obtido um teorema
conhecido, a derivagao estara completa, uma vez que a presenca de tal teorema garante
a implicagao l6gica. Em tal passo as premissas implicam a conclusao e, portanto, podem
ser substituidas por ela, o que resulta na mesma expressao aparecendo em ambos os
lados do simbolo =>.

Os métodos sintdticos de prova de teoremas sao mais diretos que os semanticos e usam
apenas a estrutura do silogismo. Ha vdrios algoritmos para prova automdtica de teo-
remas no Cilculo Proposicional por métodos sintaticos. Um deles é o Algoritmo de
Wang, apresentado a seguir.

3.3 Algoritmo de Wang
O Algoritmo de Wang [Wang 60],|Wang 64) se aplica a expressoes da forma:
P1,P2:P35-« - sPn = €1,025C3, ... 4Cn
onde os p; constituem as premissas € os ¢;, constituem a conclusao:
ci1VeaVes...Vey,

Em termos de valor-verdade — abordagem semantica — tem-se um teorema se o valor-
verdade de:

AP A. . Apn—C1 V2V ... Ve,

for verdade. Embora no método automatico de prova de teorema de Wang os valores-
verdade nao sejam utilizados, uma vez que se trata de uma abordagem sintitica, uma
compreensao semantica se faz necessaria para um completo entendimento do algoritmo.
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Para comegar a provar um teorema usando o algoritmo de Wang, todas as premissas
sao escritas a esquerda do simbolo = e a conclusao a que se deseja chegar é escrita a
direita.

Por exemplo, sejam as seguintes premissas verdadeiras:
P—=49

q—r
=T

e que se queira, a partir delas, saber se é verdade -p. Isto deve ser expresso como:
Pp—9qq—rT,r= "p

Transformagoes sao agora aplicadas ao teorema, de forma a quebra-lo em outros mais
simples que, por sua vez, serao submetidos a0 mesmo processo.

O algoritmo de Wang sempre termina em um nimero finito de passos, provando

p=>qoup? gq
O Algoritmo de Wang consiste de regras de transformagio — procedimentos — que
sao aplicadas recursivamente e de condigoes de parada.

A seguir, sao descritas as 6 regras de transformagao, R; a Rg e as regras de término
R7 e Rg, que compdem o algoritmo.

3.3.1 Regras de Transformagao

O objetivo dos procedimentos recursivos — regras de transformagao — é o de remover
conectivos de maneira que as regras de término possam ser aplicadas.

R, se uma das férmulas tem a forma -X, pode-se tirar a negagdo e move-la para o
outro lado do simbolo =. X pode ser qualquer férmula. Por exemplo:

PVg(rAs),pVr=sgq
torna-se

PVQgpPpVr=sqrAs

P.q,r = -s,t
torna-se

P,q. 1,8 = t
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R, se uma férmula a esquerda de => tem a forma de X A Y, ou se uma i direita tem
a forma de X V Y, o conectivo pode ser substituido por uma virgula. O A a ser
removido deve ser o conectivo principal da sentenca a esquerda de =. Observagio
andloga vale para o V com relagiao a sentencga a direita de =. Por exemplo:

PAQGTA(-pPVSE)=>=pA-r
torna-se

Pq,I,"pVs=>-pA-r

I= -8Vt
torna-se

I = -s,mt

R3 se uma férmula a esquerda de = tem a forma X V Y, pode-se remover o operador
V e separar os seus dois argumentos, de forma a dividir o teorema original em
dois novos teoremas. Cada um dos dois teoremas obtidos pela separagio deve
ser provado separadamente. O V deve ser o principal conectivo & esquerda. Por
exemplo:

r,pVvVs = tVn-s

r,-p = tV-s s = tVa-s

R4 se uma férmula com a forma X A Y ocorre a direita de =>, pode-se remover o oper-
ador A e separar os seus dois argumentos, de forma a dividir o teorema original
em dois novos teoremas. Cada um dos dois teoremas obtidos pela separagio deve
ser provado separadamente. O A deve ser o principal conectivo & direita. Por
exemplo:

It = =q,orAs

It = -g,r Lt => -q,s

E importante notar que a aplicagao das regras K3 ou R4 provoca um crescimento
exponencial do nimero de teoremas a serem provados. Em geral, se existirem um
total de k A e V como principais conectivos a esquerda e direita de => respectiva-
mente, um total de 2¥ novos teoremas resultam como consequéncia da aplicagio
daquelas regras.
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Rs uma férmula, em qualquer nivel, que tenha a forma (X — Y), pode ser substituida
pela férmula equivalente (-X V Y), eliminando-se com isso a implicagao.

Re uma férmula, em qualquer nivel, que tenha a forma (X « Y), pode ser substituida
pela férmula equivalente (X — Y) A (Y — X), eliminando-se com isso a dupla
implicagao.

3.3.2 Regras de Parada

As regras anteriores devem ser aplicadas tantas vezes quantas forem necessarias, para
a remogao dos conectivos «, —, 0, A e V, até que:

R7 um teorema é considerado provado, se alguma férmula X ocorre em ambos os lados
de =>. Tal teorema é chamado de azioma. Nenhuma transformagio serid mais
necessaria neste teorema, muito embora possam existir outros a serem provados.
O teorema original ndo estard provado até que todos os teoremas obtidos a partir
dele tenham sido provados. Portanto, esta regra deve ser verificada para todo novo
teorema que eventualmente resulte da aplicagio das regras de transformagao.

Rg um teorema é provado invalido se todas as férmulas que nele comparecem sao
simbolos de proposi¢des individuais — isto é, ndo existem mais conectivos — e
um mesmo simbolo nao ocorre em ambos os lados de =>. Se um teorema como este
é encontrado, o algoritmo termina; a conclusdo inicial ndo é uma consequéncia
lI6gica das premissas

A seguir sao apresentados os padroes das transformagdes propostas por Wang:

Ry{(....°X,...2 ..., Z) torna-se (...= ..., ZX)
Ri(...2=...-X,...) torna-se (...,Z,X = ...)
Ry |(....XAY,...=>...) torna-se (..., X,Y,...=> ...)
Ryj{(...>....XVY,...) torna-se (...= ..., X,Y,...)
R;|(...,XVY,...=»...) tornase (..., X,...=...)

e (....Y,...=...)
Ry | (... ..., XAY,...) torna-se (...= ..., X,...)

e (...=>...,Y,...)
Rs | (... ..., X—>Y,...) tomnase (...,...=....,-XVY ...)
Ry { (..., X->Y,...=>...) tornase (...~ XVY,..= ..., ...)
Re|(....XeoY,...=>...) tornase (..., X-=>YAY—>X),...)=...)
Re|(...= ..., X Y,...) tomase (...2...,X=>YAY—>X),...)
(R, [(...X,...=....X,...) torna-se true |

O algoritmo de Wang sempre converge para a solugao de um dado problema. Toda
aplicacao de uma transformagao conduz a algum progresso no sentido de eliminar um
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conectivo e assim diminuir sintaticamente o tamanho do teorema — mesmo que com
isso sejam criados outros teoremas, como € o caso da aplicagao das regras R3 e Ry.

A seguir, o algoritmo de Wang é aplicado na busca da conclusao para o exemplo da
secao 3.3. As linhas foram rotuladas de maneira a faciliar referéncias a elas.

Rétulo Comentarios
S1: P—qq— T, r = -p teorema
S2: pVq-qVr, -r= -p duas aplicacoes de Ry
S3: “pVagqVr=-pr R,
S4: -p,mq Vr = -p,r S4 e S5 obtidos de S3
aplicando R3.54 é axioma
S5: Qq VT = =pr gerado de S3 com R;
S6: q,q = -p,r S6 e S7 gerados de S5 via R3
S7: q,r = -p,r axioma
S8: q = -p,I,q obtido de S6 usando R;.Axioma

O teorema original estd provado uma vez que foi transformado em um conjunto de 3
axiomas e todos os teoremas intermediarios foram também provados.

3.4 Implementagoes do Algoritmo de Wang

A seguir sao mostradas duas implementagoes diferentes do algoritmo de Wang, na
linguagem de programagao légica Prolog.

A primeira implementagao é de autoria de L. Pereira e encontra-se em [Coelho 88]; a

segunda implementagao, mais eficiente, € de nossa autoria e se encontra descrita em
detalhes em [Monard 90).

Em ambas implementagoes, os conectivos l6gicos sao definidos em Prolog pelos seguintes
operadores:

:- op(690,xty,=>). % teorema

;= op(670,x1y,<->). v % equivalencia
1= op(650,xty,->). % implicacao
:=- op(600,xfy,v). % disjuncao

:~ op(550,xfy,&). % conjuncao

:- op(500,fy,n). % negacao

Os dois programas aceitam dois possiveis formatos de entrada:
1. uma férmula bem formada do CP, como por exemplo
p<>gq->(petg vinpang).
pe(p->q) —->q.

2. duas férmulas bem formadas f; e f, do CP, onde se queira provar que
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h=h
Por exemplo
p<>qg=>(pkqg vinp&ng).
pe(p->q) =>q.

Deve ser observado que qualquer dos formatos pode ser utilizado para entrar o mesmo
teorema.

Todos os programas sio ativados pelo predicado teorema/2, onde o primeiro argumento
é o teorema a ser provado e o segundo argumento é uma variavel, cujo valor serd v se
o primeiro argumento for um teorema e £ caso contrario.

Por exemplo:

?- teorema( p<->q=>(p& q) v(npé&ng), Val).
sera bem sucedido com Val unificado com v, enquanto que
?- teorema( p& g -> pvr <->pvp, Val).

sera bem sucedido com Val unificado com f£.

3.4.1 Implementagao de L. Pereira

Nesta implementagao é utilizado um operador adicional : usado para delimitar as listas
que fazem parte da estrutura utilizada. Ele é definido por:

:- op(550,x1y,:).
A idéia geral usada na versao de Pereira é a de utilizar uma estrutura da forma:

[} = 03 = 1] : ]
1 2 3 4

Se a entrada T do usudrio for fornecida sem o simbolo => , a prova é iniciada na
estrutura:

[1: 101 = []:(T]

enquanto que se a entrada for do tipo

a prova é iniciada na estrutura:
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[1: 0L} = []: [R]

A partir dai, a implementagao tenta aplicar as regras Rs, Rg e R;, nesta ordem, a fim
de eliminar os conectivos => , <=> , e n (que representa a negagao). A seguir, tenta
aplicar a regra R, que substitui nas listas L e R respectivamente, os conectivos A e V
por virgulas, a fim de transformar uma férmula do tipo:

nAp=aVve
para a notagao:

P1,P2 = C1,C2

E importante notar que até este ponto as listas 1 e 3 nao foram utilizadas.

Quando nao for possivel a aplicagao das regras R;,R3, Rs e/ou Rg, o programa tenta
aplicar as regras Rz ou R4 que dividem o teorema que estd sendo provado em dois
outros teoremas, os quais por sua vez devem ser provados independentemente.

Quando nao for possivel aplicar nenhuma das regras anteriores, é porque a cabega das
listas 2 ou 4 é um dtomo ¢, como tal, ele é transferido para a lista 1 ou 3 respectivamente.
A fungao das listas 1 e 3 é a de acumular os dtomos contidos no teorema original, de
maneira a permitir a verificacio de uma tautologia quando se obtém a estrutura

Lf:[] => Rf:[]

verificando simplesmente se um dtomo da lista Lf esta também presente na lista Rf,
caso contrario o teorema nao é valido.

Listagem do Programa

teorema( L => R,v) :-

prove([J:[L] => [J:[R]),
',

teorema( L => R,f) :-
',

teorema(T,v) :-

prove([1:0=>0:[TD),
1,
teoremﬁ('l‘,f) .

prove(E1l) :-
regra(E1,E2,Reg),
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',
prove(E2).

% caso de v no lado esquerdo
prove(L : [H v IIT] =>R) :-

Esq = L : [BIT] => R,
Dir = L : [IIT] => R,
prove(Esq),

prove(Dir).

% caso de & no lado direito

prove(L => R : [H & IIT]) :-
',
Esq = L => R : [BIT],
Dir = L => R : [IIT],
prove(Esq),
prove(Dir).

% caso de atomo
prove(L : [BIT] => R) :-
1

é;ove([BIL] : T =>R).

prove(L => R : [HIT]) :-
1

prove(L => [RIR] : T).

% verifica se e tautologia
prove(T) :-
tautologia(T).

% casos onde -> aparece em um dos lados
regra(L : [ -> IIT) => R, L : [n H v I|T] => R, regra_5).
regra(L => R : [H->IIT], L=>R: [nH v IIT], regra_b).

% caso onde <-> aparece em um dos lados
regra(L : [H <-> IIT) => R, L : [(E -> I) & (I -> H)IT] => R, regra_6).
regra(L => R : [H <-> IIT], L =>R : [(E ->I) & (I -> H)IT], regra_6).

% casos onde n (negacao) aparece em um dos lados
regra(L : [n BIT) => R : R2, L : T => R : [HIR2],regra_1).
regra(L1 : L2 => R : [n HIT), L1 : [BIL2] => R : T ,regra_i).

% caso do conectivo & do lado esquerdo de =>
regra(L : [H & IIT] => R, L : [H,I|T] => R,regra_2).

% caso do conectivo v do lado direito de =>
regra(L=>R : [EvI | T],L=>R: [BI|T],regra_2).
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tautologia(L : [J => R : 0O) :-
pertence(M,L),

pertence(M,R),
LR

pertence(H,[BI_]).
pertence(I,[_IT]) :-
pertence(I,T).

A fim de exemplificar a execugao deste programa, serao acrescentados a ele predicados
de leitura e escrita. Os novos predicados, bem como aqueles que sofreram algumas
modicagoes devido a esse acréscimo, sao listados a seguir.

pereira :-
info_intro(’Pereira’),
repeat,
entrada(Formula),
(Formula = fim ;
teorema(Formula,Valor), info_valor(Valor), fail).

prove(El) :-
regra(E1,E2,Reg),
',

info_regra(E2,Reg),

prove(E2).

% caso de v no lado esquerdo

prove(L : [E v I|{T] =>R) :- 1!,
Esq = L : [HIT] => R,
Dir = L : [IIT] => R,
info_regra(Esq,Dir,regra_3),
info_provando(Esq),
prove(Esq),
info_provando(Dir),
prove(Dir).

% caso de & no lado direito

prove(L => R : [B & I|T]) :- ¢,
Esq = L => R : [HIT],
Dir = L => R : [IiT],
info_regra(Esq,Dir,regra_4),
info_provando(Esq),
prove(Esq),
info_provando(Dir),
prove(Dir).

nn

% caso de atomo
prove(L : [HIT] => R) :- !,prove([HIL] : T => R).
prove(L => R : [BIT]) :- ¢,prove(L => [HIR] : T).
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% verifica se e tautologia
prove(T) :-

tautologia(T),

info_tauto(T).

prove(.) :-
info_falha,
fail.

% Predicados auxiliares de leitura e escrita que serao usados
% para mostrar a execucao das tres implementacoes do algoritmo
info_intro(P):-

nl,tab(4),

write(’Provador de Teoremas do Calculo Proposicional’),

nl,tab(4),

write(’Algoritmo de Wang - Implementacao de ’),

write(P),

nl,nl.

entrada(F) :-
nl,tab(4),
write(’Entre com a formula (fim para terminar):’),
nl,nl,read(F).

info_valor(v):-
nl,tab(4),
write(’** A formula e um teorema *#’),
nl.

info_valor(f) :-
nl,nl,tab(4),
write(’** A formula nao e um teorema #*’),
nl.

info_regra(E,Reg) :-
nl,vrite(Reg),tabdb(3),
write(E).

info_regra(E,D,Reg) :-
nl,nl,
write(’Para provar formula anterior, pela regra ’),
vrite(Reg),
write(’ devemos provar:’),nl,nl,
tab(15),write(E),nl,
tab(30) ,write(e),nl,
tab(15),erite(D),nl,nl. |
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info_provando(E) :-
write(’Provando °’),
write(E).

info_tauto(T) :-
nl,tab(10),
write(T),
write(’ Ramo provado’),nl,nl.

info_falha :- »
write(’ Ramo nao pode ser provado’).

Exemplos de Execugao *

?7-pereira.
Provador de Teoremas do Calculo Proposicional
Algoritmo de Wang - Implementacao de Pereira
Entre com a formula (fim para terminar):

P&¢q->rvqékp=>p->q->rvqékp.

regra 5 [l :h(p&q vrvq&pl=>1[]:[p->q9->rvgqgetpl
vregra 5 [J : [n(ptq)vrvagqépl=>[ :npv(g->rvgqgtpl
regra 2 D :Mh(petgQ vrvaqepl=>0:[Mlhpq->rvgqgtpl
regra_l [0 : [pn(p&q)vrvqepl=>0:[q->rvaqsp]
regra 5 [ : [pn(p2q@ vrvqepl =>[:[qvrvgqgtpl
vregra 2 [ :[pmn(p&q)vrvqikpl=>00:[ngq,rvgqepl
regra it [ : [q,pn(p& @ vrvqkpl=>0:I[rvgqep]
regra 2 [ : [q,pn(p&q)vrvagepl=0:I[r,qtp]

Para provar formula anterior, pela regra regra_3 devemos provar:

[p.q) :In(pe ) =0 : [r,q & p]
e
lp,ql : xrvqepl => 0 : [r,q & p]

Provando [p,q]l : [n (p2q)] => 00 : [r,q & p]
regra_l [p,ql : D =>0: [p&gq,r,q&p]

Para provar formula anterior, pela regra regra 4 devemos provar:

Ip,ql : O =>0 : [p,r,q & p]

4 As saidas das execugdes de programas Prolog foram, quando necessario, editadas, objetivando uma
melhor visualizagao.
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e
(p.q : 0 =>0: [qr,q2p]
Provando [p,q) : [ => [] : [p,r,q & p)
Para provar formula anterior, pela regra regra_ 4 devemos provar:

[p.ql : OO => [r,p] : [q]
e

fp.q) : 00 => [r,p] : [p]

Provando [p,q) : [J => [r,p] : [q]
Cp.ql : [0 => [q,r,p] : OO Ramo provado

v

Provando [p,q) : [0 => [r,p] : [p]
p,ql : OO0 => [p,r,p) : O Ramo provado

Provando [p.ql : [1 => [J : [q,r,q & p]
Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:
{p.qd : 0 => [r,q] : [q]
e

{p.,q] : 00 => [r,q] : [p]

Provande [p,q] : [0 => [r,q) : [q] ‘
{p.qd : 0 => [q,xr,q] : 0] Ramo provado

Provando [p,q] : [1 => [r,q1 : [p]
p,ql : 00 => [p,xr,q) : [ Ramo provado

Provando [p,q] : [rvqe pl =[] : [r,q & p]

Para provar formula anterior, pela regra regra_3 devemos provar:
[p,ql : [x] => 0 : [r,q & p)
[p.q] : [q & p]°=> 0: [x.qtp)

Provando [p,q] : [r] => [0 : [r,q & p]

Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:

{r,p.q) : O3 => [x] : [q]
e

[r.,p,q] : O => [x¥] : [p]

Provando [r,p,ql : [J => [x] : [q]
{r,p,ql : O = [q,xr] : O Ramo provado

Provando [r,p,q) : [0 => [x] : [p]
[r,p.qd : 00 => [p,x] : O] Ramo provado
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Provando [p,ql : [q & pl = (] : [r,q & p]
regra_2 [p,q) : [q,p) => 00 : [r,q 2 p)

Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:

lp.q.p.q} : 00 = [r] : [q]
e
{p,q.p.,q) : [0 => [x] : [p]

Provando [p,q,p,q] : [0 => [r] : [q]
(p.q.p.q) : 0 => [q,7] : [} Ramo provado

Provando [p,q,p,q] : 0 => [xr] : [p]
p.q,p.q) : 3 = [p,x] : O Ramo provado

** A formula e um teorema *»*

Entre com a formula (fim para terminar):

np<>nqgq<>nr=>peér.
regra 6 [0 : [(anp->(nq<>nr1))e&((ng<>nr)->np)=>

0O:[pe&r]
regra 2 [0 :[hp->(q<>nr),(nq<>nrx)->np]=>

0O: [per]
regra b8 [ : Mnpv(nq<>nr),(nq<>nr)->np] =

0 :0etr]

Para provar formula anterior, pela regra regra_3 devemos provar:

(0 :hnp,nq<>nrz)->npl=>10:I[¢tr]
e
O0:Mmhq<>nr,(ng<>nx)->npl=>10: [petr]

Provando [J : [nnp,(nq<->nx)->npl=>0: [pt&r]
regra_.l [0 : [(nq<>nr)->npl=>0:[np,ptr]
regra 5 [0 : h(nq<>nx)vaopl =>[: [np,ptr]
regra_1 O:Mpm(rg<>axr)vanpl =>[0: [p&r)

Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:

O:pmq<>nr)vnonpl => [ : [p]
e
0:pma(gq<>nr)vapl => 0 : ]
Provando [J : [p,n(nq<>nrx) vnpl => [ : [p)

Para provar formula anterior, pela regra regra_3 devemos provar:

(pl : n(aq<>n1x)] =0 : [p]
e
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(pl : (npl => 0 : [p]

Provando [p) : [n (n q<->n 1)) = 0O : [p]
yegra_l [p) : (1 =>0 : [nq<>nrx,p]
regra 6 [pl : 0 =>0:[(ag->nr)2(azr->nq),p)

Para provar formula anterior, pela regra regra 4 devemos provar:

lpl : D=>0:[@lq->nr,p)
e
[pl) : O0=0:[r->n4q,p]

Provando [pl : 0 => (1 : [mq -> n r,p]
regra 5 [pl : D=0 : [nqvnr,p]
regra2 [p) : D=0 : [nngq,nr,pl
regra_i [p) : [nq)l => [ : [nr,p]
regra_i [pl : O => [ : [q,n r,p]
regra_l [p] : [x] => [q] : {p]
r,pl : OO0 => [p,q] : O Ramo provado

v

Provando [p] : 00:hr->nq,p]

0
regra 5 [p]l : [
0O

fn un
v

[:Ihnrvngq,pl
regra_ 2 [p] : >0 : nr,nq,pl
regra_l [p) : [nx] => 0 : [n q,p]
regra_l [p]l : O =0 : [r,n q,p]

regra_l [pl : [q] => [x] : [p]
q.,p] : OO => [p,xr] : O Ramo provado

Provando [p] : [npl => O : [p]
regra_l f[p]l : (1 => 0 : [p,p)
(pl : O = Ip,pl : O Ramo provado
Provando [1 : [pn(nq<>nr) vapl => 0 : [r]
Para provar formula anterior, pela regra regra_3 devemos provar:
[Pl : In(nq<>n1x)] => 0 : [x]
e
pl : [npl => 0 : [x]
Provando [p] : [n (n q <> n )] => 0O : [1]
regra_li [p]l : 0D => [ : [nq<>nr,r]
regra 6 [pl : D1 => 10 :[(ngq->nrx) & (nr->ngq),r]
Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:
(p} : 1 =0 :[nq=->nr,1]
e
p} : 0= 0 : [nhr->nq,r]
Provando [p] : 0 => [0 : [nq -> n r,1]
regra 5 [pl : O =>[ : [nnqvnr,r]
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vegra 2 [pl : (3 => 0 :[angq,nr,r]
regra_l [pl : [nql => 0 : [nr,r)
regra_t [pl : 1 =0 : [q,n r,1)
regra_i [pl : [r] => [q) : [x]
r,pl : 0 = [r,q : O Ramo provado

v

Provando [p] : []
regra 6 [p] : (]
regra_2 [pl : []
regra_l [p) : [n => 0 : [nq,r]
regra_i [p]l : [] 0: [r,nq,r)
regra_t [p]l : [q] => [r] : [r] Ramo nao pode ser provado

0 :rxr->ngq,r]
(0Q:Mnrvngq,r]
Q:[nr,ngq,r)

u“ nn
v

o]
vV v

#* A formula nac e um teorema **
Entre com a formula (fim para terminar):

fim.

3.4.2 Implementacao de MCM-MCN

Na implementacao descrita a seguir foi usada a mesma estrutura de dados sugerida por
Pereira. Entretanto, ela realiza a transformagio da férmula de entrada, logo no inicio,
de maneira a simplificar negacoes bem como remover implicagoes =-> e equivaléncias
<=~>.

Este passo inicial melhora o tempo de execucao pois diminui o nimero de movimentos
de uma mesma férmula de um lado para outro do simbolo =>, a fim de simplificar as
negagoes.

Uma outra melhora acrescentada refere-se a verificagao de tautologia. Deve ser obser-
vado que Pereira somente verifica pela existéncia de uma tautologia quando a estrutura
é da forma

n
v

Ll : ] R] : []
1 2 3 4

onde L e R sao listas contendo apenas dtomos.

Contudo, nao ha necessidade das listas 2 e 4 estarem vazias para realizar esta verificacao.
Esta dltima abordagem foi aqui utilizada e, em parte, é devido a ela a melhora no
tempo de execugao da implementagao proposta. Um estudo comparativo dos tempos
de execucdo de ambas implementagdes pode ser encontrado em [Monard 90].

Listagem do Programa
teorema( L => R,v) :-

transforme(L,L1),
transforme(R,R1),
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prove([]:[L1] => [J:[r1]),
LR

teorema( L => R,f) :~ !,

teorema(T,v) :-
transforme(T,T1),
prove([3:[1=>0:[11]1),
!,

teorema(T,?).

prove(E1) :-
regra(E1,E2,Reg),
]

prove(E2).

% caso de v no lado esquerdo

prove(L : [H v IIT] => R) :- !,

Esq = L : [HIT] => R,
Dir = L : [IIT] => R,
prove(Esq),
prove(Dir).

% caso de & no lado direito

prove(L => R : [H & I|T]) :- 1,

Esq = L => R : [BIT],
Dir =L => R : [IIT],
prove(Esq),
prove(Dir).

% caso de atomo

prove(L : [H|T] => R1 : R2) :-

pertence(H,R1),
',

prove(L1 : L2 => R : [HIT]) :-

pertence(H,L1),
',

prove(L : [HIT) => R) :-

prove([HIL] : T => R).

prove(L => R : [HIT]) :-

rove(L => [HIR] : T).

transforme(n n P,P1) :-
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transforme(P,P1).

transforme((P <-> Q), ((P1 £ Q1) v (n P1 & n Q1))) :-
[]

transforme(P,P1),
transforme(Q,Q1).

transforme((P -> Q), (n P1 v Q1)) :-

1
L
transforme(P,P1),

transforme(Q,Q1).

transforme((P & Q), (P1 & Q1)) :-

transforme(P,P1),
transforme(Q,Q1).

transforme((P v Q), (P1 v Q1)) :-

transforme(P,P1),
transforme(Q,Q1).

transforme((n P), (n P1)):-

transforme(P,P1).
transforme(P,P).
% casos onde n (negacao) aparece
regra(L : [n HIT] => R : R2,

L : T=>R: [HIR2),regra_1).

regra(L1 : L2 => R : [n HIT],
L1 : [BIL2) => R : T ,regra_1).

% caso do & do lado esquerdo
regra(L : [B & I|T] => R,

L : [8,IIT) => R,regra_2).
% caso do v do lado direito
regra(L=>R : [Ev I | T],

L =>R : [H,IIT]),regra_2).
pertence(H,[H|_]) :- t.

pertence(I,[_1T]) :-
pertence(I,T).

Analogamente a segao 3.4.1, serdo acrescentados ao programa anterior 0s mesmos pre-
dicados de leitura e escrita, de maneira que a sua execugao possa ser exibida. Os pre-
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dicados que sofreram alguma modificagdo devido a tal acréscimo sio listados a seguir.

mem_men: -
info_intro(’MCM_MCN’),
repeat,
entrada(Formula),
(Formula = fim ;
teorema(Formula,Valor), info_valor(Valor), fail).

teorema( L => R,v) :-
transforme(L,L1),
transforme(R,R1),
info_transf(L1 => R1),
prove([J:[L1] => [J:[R1]),
]

teorema( L => R,f) :- !.

teorema(T,v) :-
transforme(T,T1),
info_transf(T1),
prove(D:[1=>0):[T1]),
[]

teorema(T,f).

prove(E1l) :-
regra(E1,E2,Reg),
t
info_regra(E2,Reg),
prove(E2).

% caso de v no lado esquerdo

prove(L : [H v I|T] => R) :- ¢,
Esq = L : [HIT] => R,
Dir = L : [IIT] => R,
info_regra(Esq,Dir,regra_3),
info_provando(Esq),
prove(Esq),
info_provando(Dir),
prove(Dir).

% caso de & no lado direito

prove(L => R : [HB & IIT]) :- ¢,
Esq =L => R : [HIT),
Dir = L => R : [IIT],
info_regra(Esq,Dir,regra_4),
info_provando(Esq),
prove(Esqg),
info_provando(Dir),
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prove(Dir).

% caso de atomo
prove(L : [BIT] => R1 : R2) :-

pertence(H,R1),

info_tauto(L : [EIT] => R1 : R2).

prove(L1 : L2 => R : [EBIT]) :-
pertence(H,L1),

info_tauto(L1 : L2 => R : [EIT])).

prove(L : [HIT] => R) :

é;ove([BIL] : T =>R).

prove(L => R : [HIT]) :
[]

f;ove(L => [HIR] : T).

1

prove(_ ) :-
info_falha,
fail.

% predicado adicional de escrita
info_transf(X) :-
nl,
wvrite(’provando a formula equivalente’),
nl,tab(10),
write(X),nl.

Exemplos de Execugao A seguir, é mostrada a execugdo de mcm_mcn/0 usando os
mesmos dados de entrada anteriores.

?~ mcm_mcn.
Provador de Teoremas do Calculo Proposicional
Algoritmo de Wang - Implementacao de MCM_MCKR
Entre com a formula (fim para terminar):
Ppé&gq->rvqlkp=>p->q->rvqép.

provando a formula equivalente
n(p2q vrvq&p=>npvnqvrvgqetp

regra 2 [J:[n(ptktqg)vrvqepl=>0:[Mpmngvrvgktp]

regra_l [J : [pn(p&qg)vrvqepl=>0:[Mmqvrvgqgtp]
regra 2 []:[pmn(ptq vrvgqepl=>[00:I[hgqrvgtetpl
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regra.l (] : [qpn(p&q)vrvqapl=>[:[rvqtp)
regra 2 [1 : [q.pm(poq)vrvqepl=>[: [r,q&p]

Para provar formula anterior, pela regra regra_ 3 devemos provar:
(pg] : In(peq)l =0 : [r,qt p)
]

(p.ql : rvqeapl=>0:[rqk&p

Provando [p,q] : [n (p 2 Q)] => 0 : [r,q & p]
regra_l (p,ql : D=0 : [p&aq,r,qtp]

Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:
fp.qd : 0 =0 : [p,r,q & p]

e
lp,ql : 0= 0 : [q,r,q & p]

Provando [p,q] : 0 => 00 : [p,r,q 2 p]

[p.ql : O =0 : [p,r,q & p] Ramo provado
Provando [p,q] : 0 => 0O : [q,r,q & p]

p.ql : O =0 : [q,r,q & p] Ramo provado

Provando [p,q) : [rvq&pl => [ : [r,q ¢ p]
Para provar formula anterior, pela regra regra_3 devemos provar:

(p.q] : [x] => 0O : [r,q & p]
-]
(p.q] : [qapl => 0 : [r,qt p]

Provando [p,q] : [x] => 0O : [r,q & p]
[r,p,ql : O0=0 : [r,q & p] Ramo provado

Provando [p,q] : [q & p) => 0O : [r,q & p]
regra_2 [p,q)] : [q,p] => 0O : [r,q & p]

Para provar formula anterior, pela regra regra_ 4 devemos provar:

[p.q,p.q) : OO0 = [ : [q)
e

[p.q.p.q} : O = [x] : [p]

Provando

: 0= [x] : [q)
: 0 =101 : [q Ramo provado

q)
q]
,ql : 0O = [x] : [p]
ql

Provando [p,
L : [0 => [x] : [p] Ramo provado

** A formula e um teorema **
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Entre com a formula (fim para terminar):
np<>nq<>nr=>pir.
provando a formula equivalente

np(ngq&nrvannqgq&nnr)vaonnpt
n(nq&nrvaonqé&nnr)=>per

Para provar formula anterior, pela regra regra_3 devemos provar:

[D:hpa(ngq&nrvaonqé&nnx)]=>0:[pe&r)
e
O: nhnpé&n(nq&nrvanqé&nnr)l=>0:10[etr]
Provando [] : [npet(nq&nrvnnqé&nnr)) =>[: [ptr]
regra 2 [ :[hpnqe&nrvannq&nnzx]l=>0:[ptr]
regra_l [l :[ng&nrvnng&nnzxl=[: [p,ptr]

Para provar formmla anterior, pela regra regra_3 devemos provar:

O:Mnqéenzrl =0: [pptr]
e
D:Innqé&nnzx) =[] : [p,ptr)
Provando [J : [nqe&nzx] =>[]: [p,p & 1]
regra2 [ :Ingqmnxl=>10:[p,petr]
regra_i [J : [nz) => [ : [q,p,p & 7]
regra_1 0O:0=0: [I:Q.P»P & x)
Para provar formula anterior, pela regra regra 4 devemos provar:
0D: 0 = [p,q,x) : [p]
e
0: 0= [p,gq,x] : [r]
Provando [0 : (1 => [p,q,r] : [p] Ramo nao pode ser provado

*%* A formula nao e um teorema **

Entre com a formula (fim para terminar):

fim.

4 Forma Normal

Sejam as seguintes férmulas equivalentes:
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(P—9) A m
(-=pVg) A m

E possivel observar que ha varias maneiras de escrever uma mesma férmula. Entretanto,
é conveniente ter uma certa uniformidade na notagido a fim de poder expressar as
férmulas de uma maneira tnica.

Duas formas, chamadas de Formas Normais ~FN-, sao particularmente utilizadas. Elas
sao conhecidas como Forma Normal Conjuntiva e Forma Normal Disjuntiva.

E importante observar que dado um enunciado do Calculo Proposicional, é sempre
possivel determinar um enunciado equivalente aquele, que esteja em uma das duas
formas normais. '

Como ficard mais claro em segoes posteriores, frequentemente é necesséario transformar
a expressdao de uma férmula para a forma normal.

4.1 Forma Normal Conjuntiva - FNC

Diz-se que uma féormula proposicional o estd na FNC quando a é uma conjungio
Bi A B2A ...AByn, (n 2 1), em que cada B; (1 < i < n) é uma disjuncio de literais, ou
um literal.

Pode-se entdo dizer que uma férmula o estd na FNC se e somente se:

1. contém como conectivos apenas A e V e o operador —;
2. - s6 opera sobre proposigdes atémicas, isto é, nao tem alcance sobre A e V;
3. nao aparecem sinais de negagao sucessivos como ——;

4. V nao tem alcance sobre A, ou seja, ndo existem expressoes do tipop V (q A r).

Se § é uma férmula na Forma Normal Conjuntiva equivalente a a, entio f é referida
como FNC(a).

Exemplo 4.1.1 Seja a formula a: ~pV ¢ — r
FNC(a): (.pV qVI)A(pV-qVI)A(PVQqVr)

E fécil mostrar que uma FNC é tautoldgica se e somente se cada elemento da conjuncgio
é tautoldgico.

4.2 Obtencgao da FNC de uma Férmula Nao Tautolégica usando Tabela-
Verdade

Para a obtengao da FNC de uma férmula ndo-tautoldgica a, procura-se na tabela-
verdade de a as interpretagoes I, I, ..., I} que tornam esta fé6rmula f. Para cada

uma dessas interpretagoes I; (1 < i < k) constréi-se a disjungao da seguinte maneira:
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se o valor do componente atomico p de a com respeito a interpretagao I; for v, toma-se
-p, e se for f, toma-se p; em seguida determina-se a conjungao das disjungdes obtidas
em cada uma das interpretagoes I;.

Exemplo 4.2.1 Seja a formula: ~pV g — r

--:qu—»r

)
ey e ey & 4 <4 4T

vy ey € € mhy mny & 4O
y € € o & oy L

y & mh & <& & =y <

entao,
FNC(-pVq—r1): (-pVqVI)A(PVqVI)A(PVqQVT)
Se a férmula o for uma tautologia, determina-se que
FNC(a): p V-p

onde p € uma férmula atomica

4.3 Forma Normal Disjuntiva - FND

{
Diz-se que uma férmula proposicional o estd na FND quando a é uma disjungao 8,V

...VpPp,n > 1, onde cada B; (1 < i < n) é uma conjungao de literais, ou um literal.

Pode-se dizer entao que uma férmula a esta na FND se e somente se:

1. contém como conectivos apenas A e V e o operador —;

2. - sO opera sobre proposigoes atémicas, isto €, nao tem alcance sobre A e V;
3. nao aparecem sinais de negagao sucessivos, como —-;

4. A nao tem alcance sobre V, ou seja, nio existem expressoes do tipo

PA(qVr).

Se / é uma formula na forma normal disjuntiva equivalente a a, entio f é referida
como FND(a).
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Exemplo 4.8.1 As formulas:

(PAQ)V(rAg) e (-pAq)Vr

estao na FND.

4.4 Obtegao da FND de uma Férmula Nao Contraditéria usando Ta-
bela-Verdade

Para a obtencdo da FND de uma férmula nao contraditéria a, procura-se na tabela-
verdade de « as interpretacoes I, I, ..., Ir que tornam esta férmula verdadeira. Para
cada uma dessas interpretagdes I; (1 < i < k), constréi-se a conjuncdo da seguinte
maneira:

se o valor do componente atémico p de a com respeito a I; for v, toma-se p e se for

f, toma-se -p; em seguida, determina-se a disjungao das conjungdes obtidas em cada
uma das interpretagoes de I;.

Exemplo 4.4.1 Seja a uma formula cuja tabela-verdade € a seguinte:

L
I,
I
1,
Is
Ig
I;
Is

-
—

o e T Y JE TR T |~
o T T T T W 1)
& = € = 4 oy L
€ n mmy oy =y - 4 4R

entao
FND(a): (p AqAT)V (pAgqA-r)V (-p Ang A-r)
Se a férmula a for uma contradi¢ido, determina-se que
FND(a):p A-p

onde p é uma formula atomica.

4.5 Obtencao da FND e FNC sem o Uso de Tabela-Verdade

A obtencgao da forma normal de uma dada formula pode ser conseguida através da
substituigao de férmulas existentes na férmula dada, por férmulas equivalentes. Este
processo é repetido até que a formula normal desejada seja obtida.
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O procedimento de transformagao deve seguir os seguintes passos:

1. repetidamente usar as equivaléncias

(~raVvB)A(-BVa)
~aVp

ae f
a—f

para eliminar os conectivos 16gicos — e —.
2. repetidamente utilizar:
~(-~a) = «a
para eliminagao das negativas multiplas, e

s(aVvVB) = (naA-p)
~(aAB) = (-~aV-p)

para eliminagao do operador ~ que precede o paréntese e posicionar o sinal de
negagao imediatamente antes dos dtomos.

3. repetidamente, se necessario, aplicar leis distributivas:

aV(BAv) = (aVB)A(aVy)

(@AB)Vy = (aVA)A(BVY)
para a obtengao da FNC, e

aA(BVy) = (aAB)V(aAy)

(@VB)AY = (aAy)V(BAY)

para obtengao da FND

E importante lembrar que uma Forma Normal é expressa em funcdo de literais. Por-
tanto, na FN as férmulas a, § e 4 s3o, necessariamente, literais.

Exemplo 4.5.1 Obter @ FNC da formula de ((pV ¢) A (ApV 1)) — s

1. eliminar — e &
“(pPVQA(-pVI))Vs

2. usar repetidamente —~(~3) = f3, leis De Morgan e distributivas
De Morgan (~(pvqgQV~-(-pVr)) Vs
De Morgan ((kpA=q)V(PA-I)) Vs
Distributiva ({((~pA-qQ)VP)A((-PA-Q)V 1)) Vs
Distributiva (((kpVP)A(~qVP)A((-pV-T)A(-qV-r))) Vs
Prop. doveA ((nqVpP)A((mpV -r)A(-qV -1)))Vs
Distributiva (6v-qVP)A(sV-pV-r)A(sV ~qV -r))

portanto:

ENC(pVa)A(-pVE)—s)
((sV-qVpP)A(sV-pV-r)A(sVqV r))

41



4.6 Notacao Clausal

A Forma Normal Conjuntiva é de particular interesse no entendimento da linguagem
Prolog. Uma cldusula é uma disjungao de literais, isto é:

Fi=LyVILyV...VL,
Na FNC, uma férmula é escrita como uma conjungdo de clausulas
R AR ...AF,

Uma das vantagens de se ter a FNC de uma dada férmula é que se o valor da férmula
é v, entio cada clausula separadamente € v, uma vez que a FNC é uma conjungio de
cldusulas. Este fato torna a férmula mais facilmente manipuldvel.

Como a FNC de uma férmula o do Célculo Proposicional sempre é uma conjuncao de
cldusulas, a ordem em que estas cldusulas s3o escritas € irrelevante — pela propriedade
associativa do A. Assim sendo, pode-se dizer que a FNC é uma colegdo de cldusulas.
Escreve-se entao a FNC de uma férmula a como

{Fl, Fz, caey Fn }
sendo que a conjungdo A entre as cldusulas fica implicita. Nomeia-se de colecao apenas

para indicar que a ordem nao é importante. Neste sentido, pode-se dizer que qualquer
férmula do Calculo Proposicional é uma colegao de clausulas.

Analogamente, uma cldusula F; terd a forma
F, = {Ll’ LQ’ seey L]}

onde cada L; (1 < ¢ < j) é um literal. Aplicando o mesmo raciocinio anterior pode-se
dizer que uma cldusula € uma colegao de literais

{L1, Lo, ..., Lj}

onde a disjungao esta implicita.

Foi visto na se¢ao anterior que

FNC(((pV @) A (mp V1)) — s):
(sV-qVP)A(sV-pV-r)A(sV qV r))

Pode-se pois escrever que:

FNC(((pVaA(mpVrI)—=s): RAFRAF;
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onde F1: sV-qVp, F:sV-pV-ar Fz3sV-qV-r

que pode ser representado pela colecao das trés cldusulas, onde a conjungio estd
implicita, isto é:

F= {Flv FZa F3}

Uma possivel convengao € escrever a féormula F como uma cldusula apés a outra, lem-
brando que elas estao conectadas por A.

F: sV-qVp
F: sV-pVn-r
F3: sV-aqV-r

Como cada cldusula é uma colegao de literais que estiao conectados por V, para cada
cldusula, pode-se escrever primeiro os literais positivos e logo apds os negativos. Isto é:

F: sVpVq
Fo: sV-apVn-r
F3: sV-qV-r

Esta separagao de literais positivos e negativos prepara a cldusula para a introdugio da
notacdo definida por Kowalsky [Kowalsky 74]. Nesta notagdo, as cldusulas anteriores
sao representadas por:

F: s,p—q
F: ser1,p
F3: s e q,r.

onde ha uma disjungao implicita nos literais a esquerda de «—, chamados conclusées, e
uma conjun¢ao implicita nos literais a direita de —, chamados condigées ou premissas.
Deve ser observado que esta notagao é equivalente a:

F,: q—-svVvp
Fy: TAp—s
F3: qAr—s

pois p—q=-pVQq=q«p

Uma clausula genérica na notagio de Kowalsky
Ay, A2, ..., Ay~ By, By, ..., B,
é equivalente a

AV AV ...VA,, « By A B3\ ...AB,
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que é equivalente a

ALV AV ...VAL V~(B; A B2A ... AB,)
que é equivalente a

Ay VAV ...VAL V=B, V~-ByV ...VvaB,

Dependendo do nimero de literais envolvidos na cldusula, pode-se ter os seguintes casos
especiais:

e m > 1 as conclusdes sao indefinidas, isto é, hd virias conclusoes
e m < 1 s30 as chamadas cldusulas de Horn, que tém como casos particulares:

-m=1,2>0
A~ Bh B2a SRR ) Bn
chamada cldusula definida, isto é, existe somente uma conclusao
-m=1n=0
A~
chamada cldusula definida incondicional ou fato. Neste caso o simbolo « é
abandonado.
-m=0,n>0
At Bla B21 sy Bn
negacao pura de By, By, ..., B,
-m=0,n=0
—

chamada cldusula vazia e denotada por O

As tnicas cldusulas que podem ser representadas usando a linguagem de programagao
Prolog sao as clausulas de Horn ®

Numa situagao em que um dado conhecimento pode ser representado utilizando calculo
proposicional, apenas as expressoes que forem cldusulas de Horn serdo passiveis de serem
representadas em Prolog.

No que se segue, serd adotada a convengao de escrever formulas com letras maidsculas
(A, B,...), possivelmente indexadas, pois esta notagao € usada mais frequentemente na
literatura referente a linguagem de programacao légica Prolog.

4.7 Procedimento de Prova por Resolugao

O método de prova por resolugao é bem geral. Ele é um método sintatico de prova que
se baseia no uso de uma simples regra de inferéncia; isto torna a sua aplicagao facil e
vantajosa.

50 simbolo — é representado por :- na sintaxe do Prolog de Edinburgh.
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Resolugéo pode ser aplicada apenas aquelas wff chamadas cldusulas — que sao wif
consistindo de uma disjungao de literais.

O processo de resolugao, quando € aplicavel, é aplicado a um par de clausulas e produz,
como resultado, uma clausula derivada.

A regra de inferéncia de resolugao é:

Resolugao
de PVQ
e rVvq

deduz-se pVr

Esta regra permite combinar duas férmulas através da eliminagao de atomos comple-
mentares. Pode também ser vista como a Regra da Cadeia aplicada a uma férmula na
FNC, como visto a seguir:

Regra da Cadeia
de “p—q (EpVyq)
e g—r1 (=-qVr)

deduz-se -p—r (EpVr)

Pode-se verificar que (p V r) é uma consequéncia légica de (p V q) e (r V —q), o que
equivale a mostrar que (p Vq) A (rV ~q) — (p V r) é uma tautologia.

4.8 Procedimentos para se usar Resolugao

Para usar resolugao, usa-se redugao ao absurdo. Pode se fazer isso negando a conclusio.
Os passos a seguir sdo:

1. achar para cada premissa e para a conclusao negada (adotada como premissa), a
FNC, da seguinte maneira:

remover « e — através de
qop = (q—p)A(p—q)
q—p = ~qVp

aplicar De Morgan

usar distributiva: q V(pAT)=(qVPpP)A(qVT)

2. cada premissa é agora uma conjung¢ao de uma ou mais cldusulas. Escrever cada
cliusula em uma linha diferente (cada uma delas é v, uma vez que a conjungio
de todas € v).

3. cada clausula contém uma disjun¢ao de um ou mais literais; estdo na forma correta
para se aplicar resolugao. Procurar entdo por duas cldusulas que contenham o
mesmo atomo com sinais opostos, por exemplo:
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qVvVrvtv-p
rVvpVs

No exemplo, p é o dtomo em questao. Usando resolugdo, ele é eliminado da
cldusula, obtendo-se:

qVrVvtvs

A regra é muito simples de ser aplicada, mesmo porque ela pode ser vista como
um simples processo de cancelamento:

qQVq, ~qVr deduzse qVr
q, qVr deduz-se r

. continuar neste processo até que se tenha derivado p e -~p. Ao se aplicar resolugio
nestas duas cldusulas, obtém-se a clausula vazia denotada por O, o que expressa
a contradi¢do, completando entao o método de reducio ao absurdo.

p, -p deduz-se falso

Pode-se também usar resolugao através da negagao do teorema. Neste caso aplicam-se
Os mesmos passos anteriores.

4.9 Exemplos do uso de Resolugao

A seguir sao mostrados dois exemplos de uso de resolugao usando prova por redugao
ao absurdo: o primeiro exemplo através da negagao da tese e o segundo através da
negacao do teorema.

4.9.1 Usando Prova por Redugao ao Absurdo através da Negagao da Tese

Suponha que se queira provar que

r V s é consequéncia logicadepVq,p —r1,q — s

ou seja, pelo Teorema 2.7.1 deve-se mostrar que

((pva)A(p—r1)A(q—s))— (rVs)éuma tautologia (teorema)

Os passos a serem seguidos sao:

1. converter as premissas para a FNC e escrevé-las em linhas separadas:

(a) pVvg
(b) -pVr
() -qVs
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2. negar a conclusao e converté-la para a FNC:
~(rVs)=-rA-s

(d) -r
(e) -s

3. deduzir a cldusula vazia O por resolugao

(f) -p de (d) e (b)
() @ de (f) e (a)
(h) -~q de (¢) e (c)
(i) O de (g) e (h)

A cldusula O sempre € gerada a partir de duas clausulas na forma:
qA~q
o que, obviamente, é uma contradigao.

4.9.2 Usando Prova por Redugao ao Absurdo através da Negagdo do Teo-
rema

Suponha que se queira provar a regra da cadeia:
(p=qA(@g—1)=(p—T1)
A negagao do teorema é:
Ap—gAr(g—=1)—(p -*'r))

Da mesma forma que no exemplo anterior, deve-se obter a FNC do teorema negado,
que no caso facilmente pode ser verificado que é:

(PVQA(qVI)ApPA-r

Como ja visto, o passo basico do método de resolugao ocorre quando existem duas
cldusulas tal que uma proposigao p ocorre em uma delas e =p ocorre na outra. Os
passos de resolucdo sao mostrados na figura a seguir:

“PVQ ~qVr =r

-pVr

by

AN
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4.10 Vantagens do Método de Resolugao
Comparado com a légica cléssica, 0 método de resolugao tem varias vantagens:

1. Nao é necessario o uso de equivaléncias para rearranjar p V q como q V p, etc.
Isso se deve ao fato de que tudo é colocado na FNC antes do método comegar a
ser aplicado e, particularmente, porque para o método € indiferente a posigdo, na
cldusula, do dtomo a ser eliminado;

2. Existe apenas uma regra de inferéncia para se lembrar;

3. E facil de ser mecanizado.

Entretanto, em longas provas, é possivel que se “ande em circulos”; a uniformidade
de notagao tende a tornar todas as cldusulas parecidas, o que torna dificil selecionar a
cldusula certa e lembrar o que cada uma significa.

A linguagem Prolog estd baseada no principio de resolugao aplicado a cldusulas de
Horn, utilizando uma estratégia de busca bem definida ©

O investimento inicial em programagao légica pode ser atribuido a Kowalski e Colmer-
auer. Foi Kowalski quem formulou a interpretagao procedimental da cldusula de Horn.
Ele mostrou que um axioma:

AseByeBye...e B,

pode ser lido e executado como um procedimento em uma linguagem recursiva de
programacgao, onde A é a cabega do procedimento e os B;’s seu corpo.

Além da leitura declarativa da clausula:
A é verdade se os B;’s sao verdade
ela pode ser lida como:

Para resolver(executar) A, resolva (execute) B e B, e...e B,

4.11 Propriedades do Caélculo Proposicional

O Calculo Proposicional, embora insuficiente para o formalismo do raciocinio 14gico,
possui propriedades muito importantes que o distinguem. Essas propriedades sido: con-
sisténcia, completude e decidibilidade, definidas a seguir.

1. O sistema é consistente: nao é possivel derivar simultaneamente uma férmula Q
€ sua negagao -Q;

A estratégia utilizada é busca em profundidade.
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2. O sistema é correlo ou coerente: todo teorema é uma tautologia;
3. Completude: toda tautologia é um teorema;

4. Decidibilidade: hd um algoritmo que permite verificar se uma dada férmula do
sistema € ou nao um teorema.

5 Programas Prolog Relacionados ao Calculo Proposi-
cional

A seguir s3o mostradas duas versdes de programas Prolog para a determinagio do
valor-verdade de uma férmula do CP, e um programa Prolog para a conversao de uma
férmula do CP para a forma clausal, bem como exemplos de suas execugoes.

E importante lembrar que os programas mostrados a seguir nao fazem a verificagéo da
consisténcia dos dados fornecidos como entrada.

Todos os programas utilizam a seguinte definicdo de operadores:

:-op(200,fy,n). /* negacao */
:~op(400,xfy,&). /* conjuncao */
:-op(450,x1y,o0u). /* disjuncao */
:-op(700,xfy,->). /+ implicacao =/
:-op(750,xfy,<~>). /* equivalencia =/

5.1 Determinagao do Valor-verdade de uma Férmula do Célculo Pro-
posicional

O objetivo dos dois programas Prolog apresentados a seguir é encontrar o valor-verdade
de uma férmula do Calculo de Proposicional. Ambos os programas fazem uso das
seguintes equivaléncias

ae-ff = a—-pfAB—a
a—f = ~aVp
o = o
ﬁ(aVﬂ) = ~aA-f
“(aAf) = ~aVv-p

Os programas tém como entrada uma férmula bem formada - wif - do Calculo Propo-
sicional, escrita com os operadores definidos anteriormente.

Primeiramente é mostrado um programa que encontra o valor-verdade de uma férmula
dado o valor-verdade de seus componentes. A seguir é apresentado um segundo pro-
grama, mais geral, onde os valores-verdade dos componentes da férmula nao sao, ne-
cessariamente, conhecidos. '



5.1.1 Versao 1

A entrada deste programa é uma wif com os valores-verdade de cada um de seus com-
ponentes. Por exemplo

n(ve>1)->(((vout) annt)

a saida do programa é o valor-verdade indicado pelo étomo v ou £. O programa estd
definido pelo predicado valor.verdade(Formula,Valor) que consta de duas cliusulas:

valor_verdade(Formula,f):-

falso(Formula),
',

valor_verdade(Formula,v).

onde o programa falso(Formula) deve ser bem sucedido se o valor-verdade de Formula
for £ e deve falhar caso contrario. Ele esta definido pelas seguintes cldusulas, que sim-
plesmente traduzem as equivaléncias acima mencionadas

falso(f):-!.
falso(n v):-!.

falso(P <-> Q):-
falso((P -> Q) & (Q -> P)).

falso(P -> Q):-
falso(n P ou Q).

falso(P ou Q):-
falso(P),
falso(Q).

falso(P & Q):-
(falso(P) ; falso(Q)).

falso(n n P):~
falso(P).

falso(n (P <-> Q)):-
falso(n (P -> Q) ou n (Q ->P)).

falso(n (P -> Q)):-
falso(n (n P ou Q)).

talso(n (P ou Q)):-
falso(n P & n Q).

talso(n (P & Q)):-
falso(n P oun Q).
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A fim de mostrar a execugao do programa valor.verdade/2, serd usado um outro
programa — encontre_valor/0 — acrescentado com predicados de leitura e escrita.
Este programa implementa os seguintes passos:

repetir

leia formula

se formula = fim pare caso contrario
encontre o valor-verdade da fé6rmula
informe o valor-verdade da férmula

O programa é:

encontre_valor :-
repeat,
leia(Formula),
(Formula==fim ;
valor_verdade(Formula,X),
informe(Formula,X),
tail).

leia(Formla) :-
nl, write($Entre: §),
read(Formula).
informe(Formula,X) :-
write($Formula: $),

write(Formula),
escreva(X), nl.

escreva(v) :-

write($ Verdadeira$),
LI

escreva(f) :-
write($ Falsa$).

A seguir é mostrado um exemplo de execugao:

7- encontre_valor.

Entre: (vé&n ) on f.
Formula: v & n f on ¥ Verdadeira

Entre: (v -> £) & (£ -> v).
Formula: (v -> ) & (f -> v) Falsa

Entre: (v =>f) <> (f > 1).
Formula: v => £ <-> £ -> £ Falsa

Entre: (£ -> v) <=> (£ => v).
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Formula: £ -> v <=> ¢ -> v Verdadeira

Entre: fim.
yes

Deve ser observado que a primeira cldusula do programa valor.verdade/2 estd definida
em fungio do programa falso/2. Este programa é tal que:

falso(Formula,f) é bem sucedido se o valor de Formula for £

Entretanto, é possivel definir a primeira cldusula de valor.verdade/2 em fungio de
um programa analogo verdade/2, tal que:

verdade(Formula,v) é bem sucedido se o valor de Formula for v

Esta outra implementagao do programa valor.verdade/2 — que pode ser considerada
a dual da versao anterior — é mostrada a seguir:

valor_verdade(Formula,v):-

verdade(Formula),
l'

valor_verdade(Formula,f).
verdade(v):-!.
verdade(n £):-!.

verdade(P <-> Q):-
verdade((P -> Q) & (Q -> P)).

verdade(P -> Q):-
verdade(n P ou Q).

verdade(P ou Q):-
verdade(P) ; verdade(Q).

verdade(P & Q):-
verdade(P), verdade(Q).

verdade(n n P):-
verdade(P).

verdade(n (P <-> Q)):- .
verdade(n (P -> Q) ou n (Q ->P)).

verdade(n (P -> Q)):-
verdade(n (n P ou Q)).

verdade(n (P ou Q)):-
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verdade(n P & n Q).

verdade(n (P & Q)):-
verdade(n P ou n Q).

5.1.2 Versao Il

E possivel alterar o programa valor.verdade/2 de maneira a que ele encontre o valor-
verdade de uma férmula onde os valores-verdade de seus componentes nio sao, neces-
sariamente, conhecidos. Se componentes da formula forem varidveis livres, o programa
deve instancid-las com os dtomos £ e v, para calcular o correspondente valor-verdade
da férmula.

Isto é implementado pelo programa mais geral valor.verdade/2, mostrado a seguir:

valor_verdade(Formiula,Val):-
instancia_avalia(Formula,Val).

instancia_avalia(Formula,Formula):-

var (Formula),

‘pertence(Formula, [v,f]).
instancia_avalia(n Forﬁula,Val):-

var (Formula),

]

é;rtence([Formula.Vall,[[v,t],[t.v]]).
instancia_avalia(v,v).
instancia_avalia(f,f).
instancia_avalia(n v,f).

instancia_avalia(n f,v).

instancia_avalia(P <-> Q,Val):-
instancia_avalia((P -> Q) & (Q -> P),vVal).

instancia_avalia(P -> Q,Val):-
instancia_avalia(n P ou Q,Val).

instancia_avalia(P ou Q,Val):-
instancia_avalia(P,Vall),
instancia_avalia(Q,Val2),
(pertencei(v, [Vali,val2]),

Val = v;
not pertencei(v,[Vali,val2]),
Val = 1).
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instancia_avalia(P & Q,Val):-
instancia_avalia(P,Vall),
instancia_avalia(Q,Val2),
(pertence1(f,[Vali,val2]),
Val = £;
not pertencei(f,(Vall,val2]),
Val = v).

instancia_avalia(n n P,Val):-
instancia_avalia(P,Val).

instancia_avalia(n (P <-> Q),val):-
instancia_avalia(n (P -> Q) ou n (Q ->P),Val).

instancia_avalia(n (P -> Q),Val):-
instancia_avalia(n (n P ou Q),Val).

instancia_avalia(n (P ou Q),Val):-
instancia_avalia(n P & n Q,Val).

instancia_avalia(n (P & Q),Val):-
instancia_avalia(n P ou n Q,Val).

pertence(X, [X|_]).
pertence(X,[_IL]) :-
pertence(X,L).

pertence1(X,[X|_1):-
',

pertencei(X,[_IL]):-
pertencei(X,L).

A seguir é mostrada a execugdo desta nova versio de valor_verdade/2 através do
programa encontre_valor/0, definido na segio 5.1.1

?- encontre_valor.

Entre: n (X ou Y) «> (X &Y <> £).

Formula: n {(vouv) -> (v & v <> {) Verdadeira
Formula: n (v ou f) => (v & £ <-> f) Verdadeira
Formula: n (f ou v) => (f & v <-> f) Verdadeira
Formula: n (f ou f) => (f & £ <-> ) Verdadeira

Entre: (X ->Y) & (Y ->2Z) ~->X > Z.

Formula: (v -> v) & (v -> v) => v => v Verdadeira
Formula: (v => v) & (v => £) => v -> £ Verdadeira
Formula: (v => £) & (£ -> v) => v -> v Verdadeira
Formula: (v -=> £) & (f -> f) -> v -> £ Verdadeira
Formula: (f -> v) & (v => v) => £ -> v Verdadeira
Formula: (£ -> v) & (v -=> £) -> £ -> £ Verdadeira
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Formula: (£ -> 2) & (£ -> v) => 2 -> v Verdadeira
Formula: (£ => ) & (£ -> £) => ¢ -> t Verdadeira

Entre: (v <~-> X) <=> (nvoul) & (nXouv).
Formula: (v <-> v) <=> (nvouv) & (nv ouv) Verdadeira
Formula: (v <-> £) <=> (nvout) & (nf ouv) Verdadeira

Entre: X ->nnnY¥Y<>nzZou(nX->n2).

Formula: v =>nannv<>nvoud(nv=->nv) Falsa
Formula: v ->nnnv<>nfou(nv->n¢t) Falsa
Formula: v ->nnnf<->nvoui(nv->nv) Verdadeira
Formula: v ->nnnf<>nfoui(nv->nt) Verdadeira
Formula: f =>nnnv<>nvoui(nt->nv) Falsa
Formnla: £ =>nannv<>nfou(ngf->nt) Verdadeira
Formula: £ ->nnnf<>nvouif(nf->nv) Falsa
Formula: £ =>nnnf<>nfou(nf->nt) Verdadeira

Entre: f ou X => (v <-> Y).

Formula: f ou v => (v <-> v) Verdadeira
Formula: f ou v -=> (v <-> £) Falsa
Formula: £ ou f -> (v <-> v) Verdadeira
Formula: f ou £ ~> (v <-> t) Verdadeira

Entre: & vé& (vouv) <->v->1%ouvw.
Formula: £ & v & (vouv) <~->v ->1%f ouv Falsa

Entre: fim.

yes

5.2 Conversao de uma Férmula do Calculo Proposicional para a Forma
Clausal

Este programa implementa os seguintes passos:

1. remover equivaléncias e implicagoes
2. mover a negagao para o interior da férmula
3. colocar na forma normal conjuntiva

4. obter a representagao clausal

traduza(Formula_logica,Clausulas) :-
% passol: elimine os conetivos -> e <->
tira_implicacao(Formula_logica,Formula_sem_implicacao),

% passo2: mova negacao para o interior da formula
move_negacao(Formula_sem_implicacao,Formula.com_neg,novimentada).

% passo3: forma normal conjuntiva
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forma_normal _conj(Formula_com_neg_movimentada,Formula_normal_conjuntiva),

% passo4: representacac clausal
clausifique(Formula_normal_conjuntiva, [J,Clausulas).

/* passol: elimine os conetivos =-> e <->
Substitua: q ->p por nqvVvp
q<>p por (q&kp)vi(ngtnp) */

tira_implicacao((P <-> Q),((P1 2 Q1) v (n P1 & n Q1))) :-

tira_implicacao(P,P1),
tira_implicacao(Q,Q1).

tira_implicacao((P -> Q),(n P1 v Q1)) :-

[
L)

tira_implicacao(P,P1),
tira_implicacao(Q,Q1).

tira_implicacao(para_todo(X,P),para_todo(X,P1)) :-
1]

tira_implicacao(P,P1).

tira_implicacao(existe(X,P),existe(X,P1)) :-

tira_implicacao(P,P1).

tira_implicacao((P & Q),(P1 & Q1)) :-
',

tira_implicacao(P,P1),
tira_implicacao(Q,Q1).

tira_implicacao((P v Q),(P1 v Q1)) :-
[]

tira_implicacao(P,P1),
tira_implicacao(Q,Q1).

“tira_implicacao({(n P), (n P1)) :-
1

tira_implicacao(P,P1).

tira_implicacao(P,P).

/* passo2: move negacao para o interior da formula. Apos este passo as
negacoes apareceraoc apenas aplicadas diretamente aos atomos.
Substitua: n(p & q) por npvangq

n(pvg)por npiktng
nnp por p */

% move negacao para o interior da formula
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move_negacao(( n P),P1) :-
',
negacao(P,P1).

move_negacao(( P & Q ), (P1 & Q1)) :-

move_negacao(P,P1),
move_negacao(Q,Q1).

move_negacao(( P v Q), (P1 v Q1)) :-

',
move_negacao(P,P1),

move_negacao(Q,Q1).
move_negacao(P,P).

% aplica negacao a formula
negacao((n P),P1) :-
',

move_negacao(P,P1).

negacao({ P & Q),(P1 v Q1)) :-
LI
negacao(P,P1),
negacao(Q,Q1).

negacao(( P v Q),(P1 & Q1)) :-

!,
negacao(P,P1),
negacao(Q,Q1).

negacao(P,(n P)).

/* passo3: forma normal conjuntiva
transforma a formula de entrada em uma formula do tipo:
(AvBv ...)&k(CvDvVv...)2 ...
Substitua: (A & B) v C por (Avc)e (BvC)
Av(BvC) por (AvB)E (AvC) */

forma_normal_conj({ P v Q ),R) :-

forma_normal_conj(P,P1),
forma_normal_conj(Q,Q1),
conjtrans((P1 v Q1),R).

forma_normal_conj(( P & Q ),( P1 & Q1)) :-

forma_normal_conj(P,P1),
forma_normal_conj(Q,Q1).
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forma_normal _conj(P,P).

conjtrans((( P &£ Q) v R),( P1 & Q1)) :-
',
forma_normal_conj((P v R),P1),
forma_normal_conj({(Q v R),Q1).

conjtrans(( P v (Q & R)),( P1 & Q1)) :-
]

forma_normal_conj(( P v Q),P1),
forma_normal_conj(( P v R),Q1).

conjtrans(P,P).

/* passo4: representacao clausal
Cada clausula e representada como uma estrutura clausula(4,B),
onde A e uma lista de literais nao negados ¢ B e uma lista de
literais negados.
0 terceiro parametro e a lista de clausulas e o segundc e uma
lista intermediaria. */

clausifique((P & Q),C1,C2) :-
!,

clausifique(P,C1,C3),
clausifique(Q,C3,C2).

clausiftique(P,Cs, [clausula(A,B)|Cs]) :-
na_clausula(P,A,[],B8,03),!.

clausitique(_,C,C).

/* Construcao das listas A e B de literais, que sao a cabeca e cauda,
respectivamente, de uma clausula, verificando que uma mesma formu-
la nao apareca nas duas listas ou duas vezes em uma lista.

0 primeiro parametro e uma disjuncao, A e B sao as listas de lite-
rais e Al e Bl sao listas intermediarias. */

na_clausula((P v Q),A,A1,B,B1) :-

na_clausula(P,A2,A1,B2,B1),
na_clausula(Q,A,A2,B,B2).

na_clausula((n P),A,A,B1,B) :-

not(esta_dentro(P,4)),
colocar_dentro(P,B,B1).

na_clausula(P,A1,4,B,B) :-

not(esta_dentro(P,B)),
colocar_dentro(P,A,A1).
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esta_dentro(X, (X1 3):- !.

esta_dentro(X,[_IL]):-
esta_dentro(X,L).

colocar_dentro(X,0,[X]):- .
colocar_dentro(X, [XIL], [XIL]):~ .

colocar_dentro(X, [YIL],[YIL1]):~
colocar_dentro(X,L,L1).

A seguir s3o mostrados alguns exemplos de execugao.

7~ traduza(p -> q v r,Y).
Y = [clausula([q,r], [p])] ->;
no

7-traduza( np &n(ng) <->m->pvngq,Y).

Y = [clausula([p]l, [m,ql),clausula(lql, [1),clausula(lql,[p]),
clausula([q,m], []),clausula([ql, [p]),clausula(0, [pl),
clausula([m], [pl)] ->;

no

7-traduza( mvn (& nzxr) ->npé& (r <->nm)Y).

Y = [clausula([], [r,m}),clausula((], [r,pl),clausula(lql, [m,xr]),
clausula([q,r,m],[]),clausula([q), [p)),clausula([], [m,r]),
clausula([], [m,p])] ->;

no

A fim de mostrar a execugao de cada um dos passos do programa, serd usado o pro-
cedimento traduza_escreva/2 descrito a seguir, que é simplesmente traduza/2 incre-
mentado com os seguintes procedimentos:

escreva_saida_passo/3 que mostra a saida da execu¢ao de cada um dos passos do
programa e

escreva_notacao_clausal/1 que mostra a notagdo clausal na forma utilizada por
Prolog.

/* Programa para converter formulas do Calculo Preposicional
& P P
para a Forma Clausal e mostrar saida de cada um dos Passos #*/

traduza_escreva(Formula_logica,Clausulas) :-
escreva_saida_passo($Formula do CP$,$a ser Transformada$,Formula_logica),

% passol: elimine os conetivos -> e <->

tira_implicacao(Formula_logica,Formula_sem_implicacao),
escreva_saida_passo(1,$elimine os conetivos -> e <->$,
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Formula_sem_implicacao),

7 passo2: mova negacao para o interior da formula
move_negacao(Formula_sem_implicacao,Formula_com_neg _movimentada),
escreva_saida_passo(2,$mova negacao para o interior da formula$,

Formula_com_neg_movimentada),

% passo3: forma normal conjuntiva
forma_normal_conj(Formula_com_neg_movimentada,Formula_normal_conjuntiva),
escreva_saida_passo(3,$forma normal conjuntiva$,Formula_normal_conjuntiva),

% passo4: representacao clausal
clausifique(Formula_normal_conjuntiva, [J,Clausulas),
escreva_saida_passo(4,$representacao clausal$,Clausulas),
escreva_notacao_clausulas(Clausulas),!.

escreva_saida_passo(A,B,C) :-
separe, .
write(a),tab(3),write(B),nl,nl,
write(C),
separe,
continue.

separe:- nl,write($ $),nl.

continue :-
tab(20),write($Aperte qquer tecla para continuar....$),get0(_),nl.

escreva_notacao_clausulas(Cls) :-
separe,
write($Notacao Clausal$),nl,nl,
escreva_clausulas(Cls),
separe.

/* escreva_clausulas transforma a representacao clausal da
formula em uma notacao especial do tipo:

A; B; ... :-K, L, ..
onde A, B, ... sao literais nao negadas e
K, L, ... sao literais negadas */

escreva_clausulas([]) :- !.

escreva_clausulas([clausula(A,B)Cs]) :-
escreva_clausula(A,B),nl,
escreva_clausulas(Cs).

escreva_clausula(L,[J) :-

escreva_disjuncao(L),write(’.?).

escreva_clausula((,L) :-
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'
vrite(’ :- '),
escreva_conjuncao(L),write(’.’).

escreva_clausula(Li,L2) :-
escreva_disjuncao(L1),
wvrite(’ :- ?),
escreva_conjuncao(L2),write(’.?).

escreva_disjuncao([L]) :-

write(L).

escreva_disjuncao([LILs]) :-
wvrite(L),
"ite(, ’ ,)n
escreva_disjuncao(Ls).

escreva_conjuncao([L}) :~

]
L]

write(L).

escreva_conjuncao({LILs}) :-

1
»

write(L),
write(’, ),
escreva_conjuncao(Ls).

A seguir é mostrada a execugao deste programa, com os mesmos dados de entrada
utilizados anteriormente.

?- traduza_escreva(p -> q v r,Y).

Formula do CP a ser Transformada

P—>qVr

Aperte gqquer tecla para continuar....

i elimine os conetivos -> e <->

npvqvVr

Aperte qquer tecla para continuar....

2 mova negacao para o interior da formula

npvgqvr
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Aperte qquer tecla para continuar....

3 forma normal conjuntiva

npvgvr

Aperte qquer tecla para continuar....

4 representacao clausal

[clausula([q,r], [p])]

Aperte qquer tecla para continuar....

Notacao Clausal

q;r:-p.

Y = [clausula([q,r],[pl)] ->;
no

?~traduza( np&n(ngq) <->m->pvnq,Y).

Formula do CP a ser Transformada

npeé&n(ng)<>m->pvng

Aperte qquer tecla para continuar....

1 elimine os conetivos -> e <>

(mpetn(nqg))d(amvpvng)vn(npe&ni(ng))t
n(amvpvnq)

Aperte qquer tecla para continuar....

2 mova negacao para o interior da formula

npegge(nmvpvng vipvng &tmenptg

Aperte qquer tecla para continuar....
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3 forma normal conjuntiva

(((apvpvagda(npvm)&(apvonp k(npvg)a
(gvpvang e(qvm)d(qgvnp)e(qvg))e
(mvpvanqgvpvng)e¢((nmvpvng) vm) &
(bmvpvng vap)t((nmvpvngqg) vqg)

Aperte gquer tecla para continuar....

4 representacao clausal

~ [clausula((p]l, [m,ql),clausula([ql, 0),clausula(lql, [pl),
" clausula([q,m],[]1),clausula([ql, [p)),clausula((], [pl),
clausula([m], [pl)]

Aperte qquer tecla para continuar....

¥otacao Clausal

p:~—m q
q-
q:-P
q ; m.
q:-P-
- p.
m - p.

Y = [clausula([p]l,[m,q)),clausula(lql, [1),clausula([ql, [pl),
clausula(lq,m],[3),clausula(lql, [pl),clausula(0, (pl),
clausula([ml], [p])] ->;

no

?-traduza( mvn (g&nr) ->npt (r <->nm),Y).

Formula do CP a ser Transformada

mvn(qé&nr) >npé&(r<>nm

Aperte qquer tecla para continuar....

1 elimine os conetivos -> e <->

n(mvn(qtni))vnpt(r&nmvnrtn(nm))
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Aperte qquer tecla para continuar....

2 mova negacao para o interior da formula

nméqe¢nrvnpk(rknmvnr &km)

Aperte qquer tecla para continuar....

3 forma normal conjuntiva

(amvaop ¢ ((amvrvonr)st(anmvrvm))
amvamvar)e(amvaomvm)) E((qgvnp)e
(vrvaonr)ed(gvrvm) &(gvnmvnr) &
(gvomvm)e(nrvnp)e((nrvrvnr)d
nrvrxvm)))eg(arvamvaonr) e (nrvaonnmvm

Aperte gqquer tecla para continuar....

4 representacao clausal

[clausula([], [r,m]),clausula((]}, (r,pl),clausula([q], [=,r]),
clausula(lq,r,m],[]),clausula([ql, [p]),clausuia(], x,1]),
clausula([], [m,p])]

Aperte qquer tecla para continuar....

i

Notacao Clausal

- r, m.
-1, p.
q:-m, r.
Q;:r; m
q - P.

-m, r
-m, p

Y = [clausula([], [r,m]),clausula([], [x,p]),clausula([q], [m,x]),
clausula([q,r,m],[]1),clausula([q), [p)),clausula((], [m,x]),
clausula({d, [m,pl)] ->;

no
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6 Conclusoes

Como comentado anteriormente, esta Nota Didatica tem como objetivo familiarizar o
leitor com os conceitos basicos do Caculo Proposicional enfatizando aqueles que sub-
sidiam a linguagem de programagao légica Prolog.

A publicagao de programas Prolog que implementam soluges de problemas tipicos do
CP intenciona contribuir para uma maior divulgagio de metaprogramacgao, que pode
facilmente ser realizada nesta linguagem.

Esta Nota Diddtica terd continuidade em uma préxima nota intitulada O Cadlculo de
Predicados: uma Abordagem Voltada ¢ Compreensdo da Linguagem Prolog, a ser pu-
blicada futuramente.
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