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1 Introdução

A Lógica pode ser considerada como a formalização de alguma. linguagem. A formali—

zação de uma linguagem consiste de três partes:

1 . sintaxe

2. semântica

3. dedução

A sintaxe de uma linguagem é uma especificação precisa. das expressões legais nesta
linguagem. O componente semântico captura o significado das expressões na linguagem.
O componente dedutivo da lógica provê regras — para manipular expressões —— que
preservam certos aspectos semânticos da linguagem.

Prolog é uma linguagem de programação lógica. baseada em uma combinação de idéias
poderosas que incluem:

o o uso de cláusula de Horn para representar conhecimento;

o estilo declarativo de programação;

. semântica declarativa bem como procedimental;

. habilidade de misturar código no metanível com código no nível objeto, etc.

Frequentemente Prolog é utilizada intuitivamente. Entretanto, é necessário um sistema
formal para atribuir um significado preciso às cláusulas Prolog, bem como para definir
deduções válidas. O sistema formal utilizado por Prolog é o Cálculo de Predjcados de
Primeira Ordem —— ou Lógica de Predicados de Primeira Ordem.

Esta Nota Didática é dedicada a um subconjunto simples do Cálculo de Predicados
chamado Cálculo Proposicional 2. Deve ser ressaltado que exitem muitas publicações
relacionadas a este assunto, algumas delas listadas nas Referências desta Nota. O
objetivo principal desta Nota é o de introduzir conceitos fundamentais do Cálculo Pro-
posicional para um melhor entendimento da linguagem de programação lógica Prolog.

São também apresentadas algumas implementações Prolog para a solução de alguns
problemas típicos do Cálculo Proposicional.

2 Cálculo Proposicional

0 Cálculo Proposicional —CP— (também conhecido como Lógica Proposicional) é um
dos mais simples formalismos lógicos existentes. Este Cálculo lida apenas com enunci-
ados declarativos, chamados de proposições. As sentenças exclamativas, imperativas e
interrogativas são, pois, excluídas.
20 Cálculo de Predicados será abordado numa próxima Nota Didática.
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2.1 Proposições

Não é o objetivo deste trabalho introduzir formalmente o que e' uma proposição (ou
sentença). Intuitivamente, sabe—se que na linguagem falada ou escrita, o elemento
básico é a proposição, a. qual se distingue do termo, este, por sua vez, usado para
designar um objeto.

Exemplos de termos: Paula
Um filme de terror
Triângulo retângulo

Informalmente, uma proposição é uma. sentença declarativa que pode assumir os valores
verdade (v) ou falso (I), um excluindo o outro, e conhecidos como valores-verdade da
proposição. Por exemplo:

a) Todo homem é mortal
b) Meu carro é um fusca
c) Está chovendo
d) Se Maria estuda então fará bons exames
e) Ele come e dorme.

As proposições dos exemplos a), b) e e) são proposições atômicas (ou átomos), uma vez
que nelas não aparecem os conectivos e, ou, se . . .então, se e somente se, explicados
a seguir. As proposições dos exemplos d) e e) são compostas, isto é, são proposições
onde aparecem um ou mais dos conectivos citados.

0 Cálculo Proposicional lida apenas com proposições que têm valores—verdade v ou f.
Por esta razão diz-se que vale o princípio do terceiro excluído ou que a lógica é bivalente.
Qualquer proposição que não tenha o valor-verdade v; necessariamente terá que ter o
valor—verdade f. Uma expressão do tipo:

A distância entre Paraty e Ubatuba

não é uma sentença e, portanto, não é tratada por este Cálculo.

As proposições atômicas, ou átomos, serão designadas por letras latinas minúsculas p,
q, r,. . . , chamadas de Ietms proposicionais. Um liteml é um átomo ou a negação de um
átomo.

2.2 Proposições Compostas

E possível construir proposições compostas através do uso de conectivos (usados para
construir proposições a partir de outras). Os conectivos são:

e (A) com este conectivo, a partir de duas proposições, obtém—se uma terceira cha-
mada conjunção. Assim, de:



Maria estuda o problema e Jose' vai pescar

pode-se formar a. conjunção:

Maria estuda o problema e José vai pescar

A conjunção de duas proposições tem o valor v somente se ambas tiverem o
valor—verdade v.

ou (V) com este conectivo, a partir de duas proposições, obtém—se uma. terceira, cha-
mada disjunção. Assim, de:

Maria estuda o problema ou José vai pescar

pode-se formar a disjunção:

Maria estuda o problema ou José vai pescar

A disjunção de duas proposições tem o valor f somente se ambas tiverem o valor—

verdade f.

não (—u) nega o valor—verdade de uma proposição (operador).

condicional (—->) com o conectivo condicional lido como se . . . então . . . , de duas pro-
posições obtém-se uma terceira, chamada condicional ou implicação. Por exem-
plo, a proposição condicional: '

Se eu como muito então eu engordo

é obtida das sentenças:

eu como muito e eu engordo

A condicional p --> q tem o valor-verdade f somente se os valores—verdade de p e
q forem v e f respectivamente.

bicondicional (H) utilizando o conectivo bicondicional lido como .. .se e somente
se . . . , de duas proposições obtém—se uma terceira chamada bicondicional. Por
exemplo:

Um triângulo ABC é retângulo se e somente se tem um ângulo reto

A bicondícional p H q tem valoroverdade v se e somente se os valores-verdade de
p e q são ambos v ou ambos f.



Deve ser observado que em expressões em linguagem natural frequentemente p ou q é
usado com o significado de: ou p é v,-ou q é v, mas não ambos. Por exemplo:

Ele está jogando futebol ou está nadando

Este ou é chamado de ou exclusivo. No Cálculo Proposicional usa—se o ou inclusivo, ou
seja, usa—se p ou q com o significado de: ou p e' v, ou q e' v, ou ambos são v.
Por exemplo, a sentença chove ou faz frio é verdadeira nos casos em que: chove, faz
frio, chove e faz frio.

2.3 Fórmulas Bem Formadas

Como visto na seção anterior, novas proposições podem ser construídas através da
combinação de símbolos, que representam proposições, e de conectivos lógicos. Essas
proposições —— bem como as proposições atômicas — são chamadas de fórmulas bem
formadas — wjf (well-formed formula).

Para representar fórmulas bem formadas são usadas metavariáveis proposicionais re-
presentadas, por enquanto, pelas letras gregas a, [i, 7, etc.

Uma wff é definida recursivamente como segue:

1. um átomo é uma wff.

2. se a e B são wff, então as seguintes também são wff:

waf | lida como ?
na não a
aAÚ aeB
avô aouB
a—aô seaentãoli

aimplicap
a H ,6 a se e somente se 6

a é equivalente a ,B

3. as únicas Wil" são aquelas definidas por 1. e 2.

Cada uma. das expressões envolvendo a e B é chamada de forma sentencial. Uma
forma sentencia] e' uma especificação abstrata da sintaxe de um número infinito de wff
compostas de símbolos que representam proposições atômicas.

Uma wff que sintaticamente se ajusta a uma forma sentencia] é chamada de uma
instância de substituição da forma sentencia].

Por exemplo, a wff: p A (q —-> r) é uma instância de substituição de qualquer uma das
seguintes formas sentenciais:



l.condeaépA(q—rr)
2. aABondeaépeliéq—rr
3. aA(B—+7)ondeaép,6éqe7ér

2.4 Tabelas-Verdade das Fórmulas Bem Formadas

A forma de uma wff, isto é, a maneira. como é construída a partir de proposições e
conectivos lógicos, é denominada de sintaxe da wjf.

A semântica —— ou significado —— de uma wff (tratada na seção 2.5) é o valor—verdade

a ela associado.

Os valores—verdade de uma wff são definidos em termos dos valores-verdade de seus
componentes. Geralmente uma tabela—verdade é usada para tabular os valores—verdade
de uma fórmula em termos dos valores-verdade de seus componentes, como mostrado
a seguir:

a B aAB aVB —-a 0—6 aHB
v v v v f v v
v f f v f f f
f v f v v v f'
f f f f v v v

Prioridade dos Conectivos

Dada a Wff a V E —> 7, existe a dúvida desta wff ser (a V 6) —> 7 ou a V (5 —-> 7).
Este problema pode ser contornado através do estabelecimento de uma hierarquia total
ou parcial entre os conectivos. A convenção de prioridade que a maioria dos autores
estabelece para os conectivos tem a seguinte ordem decrescente de precedência:

maior

11<>J

menor

a—rúv'y significa a—+(BV7)
aVBA'y significa aV(BA-y)

a—+ BA-vy Vô significa a —-> ((BA (-v7))Vó)

A precedência estabelecida pode ser alterada através da introdução de parênteses.



2.5 Semântica do Cálculo Proposicional

Como visto durante a. construção de tabelas-verdade —— seção 2.4 — o significado de
uma fórmula do Cálculo Proposicional é dado pela interpretação dessa. fórmula, ou seja,
pela atribuição apropriada de valores-verdade —— v, f— a cada um de seus componentes.
Assim, a semântica do Cálculo Proposicional consiste na interpretação de suas fórmulas.

Se 6 for uma fórmula, uma interpretação de 6 consiste na atribuição de valores-verdade
(v ou () às fórmulas atômicas componentes de B, levando—se em consideração a inter—

pretação dos conectivos A, V, ..., —>, <—>

Seja a fórmula: (p V q) -+ (p A q)

Como esta fórmula possui dois componentes atômicos, ela admite 22 interpretações,
onde o expoente é o número de componentes atômicos da fórmula. Para uma fórmula
com n componentes atômicos, a. tabela-verdade terá. 2" linhas, uma linha. para cada
interpretação.

p q qu pAq (qu)-*(pAq)
interpretação 1 v v v v v
interpretação 2 v f v f f
interpretação 3 f v v f f
interpretação 4 f f f f v

2.6 Validade e Inconsistência

O valor-verdade —— ou simplesmente valor — de uma fórmula diz sempre respeito a
uma. particular interpretação. Com isto pode—se ter as seguintes situações:

1. Se uma fórmula 6 tem valor v numa certa interpretação I, diz—se que B é verdadeira
na interpretação I.
No exemplo anterior, (p V q) —> (p A q) é verdadeira nas interpretações 1 e 4.

2. Se uma fórmula 6 é verdadeira segundo alguma interpretação, diz-se que B é
satisfatível (ou consistente).
Por exemplo, a fórmula do exemplo anterior é satisfatível.

3. Uma fórmula. B é válida quando for verdadeira. em todas as suas interpretações.
São as chamadas tautologias.
Por exemplo, a fórmula p v —.p.

4. Se uma fórmula [3 tem valor f numa interpretação I, diz-se que B é falsa na
interpretação ].
A fórmula (p V q) —-> (p A q) é falsa nas interpretações 2 e 3.

5. Uma fórmula [3 é insatisfatível (ou inconsistente) quando for falsa segundo qual—

quer interpretação. São também chamadas de contradições.
Por exemplo, a fórmula p A 'rp.



6. Uma fórmula 6 é inválida quando for falsa segundo alguma interpretação.
Por exemplo, a fórmula p V q.

7. No Cálculo Proposicional, as fórmulas que não são nem tautologias e nem con-
tradições são comumente chamadas de contingentes.
Por exemplo, a fórmula. p.

As seguintes observações podem então ser constatadas:

. Uma fórmula. e' inconsistente se e somente se sua negação for válida;

. Uma fórmula é inválida se e somente se existe pelo menos uma interpretação na
qual ela é falsa;

. Uma. fórmula é consistente se e somente se existe pelo menos uma interpretação
em que ela. é verdadeira;

. Se uma fórmula é válida, então ela é consistente, mas não vice-versa;

. Se uma. fórmula é inconsistente, então ela é inválida, mas não vice—versa.

Pode ser facilmente verificado através do uso de tabelas-verdade que:

(p A wp) é inconsistente e portanto inválida
(p V -p) válida e portanto consistente
(p —> ªp) é inválida, ainda que consistente

ºs

2.7 Consequência Lógica

Dadas as fórmulas E], 62, . . . , B,, e uma fórmula 0, diz—se que a é consequência lógica
de [3h 62, .. . , B,, se e somente se para qualquer interpretação em que 61, 62, ..., B,,
forem simultaneamente verdadeiras, a é também verdadeira.

Se a é consequência lógica de E], 132, . . . , [in, diz-se que a segue-se logicamente de ,81,

62, . . . , B". Para indicar este fato, usa-se a seguinte notação:

BlaBZaªnagn ': 01

Os dois teoremas seguintes permitem demonstrar quando uma fórmula a é consequência
lógica de uma outra fórmula:

Teorema 2.7.1 Dadas as fórmulas 61, 62, . . . , B,, e uma fórmula (1, a é consequência
lógica de 61, 62, .. . , E,, se e somente se a fórmula

[31 A BºA . . . AB,, —» a e' uma tautologia



Prova:
Condição Necessária:
Sejam as fórmulas [3], 62, ..., B,, e a, e seja. a consequência lógica de 51, Bº, . . . , [in.
Seja I uma. interpretação qualquer.

1. se ,31, B;, ..., B,, forem verdade em 1, então a também será verdade em I, pois é
consequência lógica. dos [i.-'s.

Portanto, & A 52 A . .. A B,. —-> a é verdade em I.

2. Se um dos 55,8 for falso em I, [31 AôgA. . .ABn será também falso em I. Independente
do valor de 01,01 AÚgA...AÚ,l —> a éverdadeem I.

De 1) e 2) tem-se que [31 A [32 A . . . A B,. —-> a é verdade em qualquer interpretação, ou
seja, 51 A B; A A B,, —+ a é uma tautologia.

Condição Suficiente:
Do fato de [31 A 62 A . . . A B,, —.» a ser uma tautologia, tem—se que 51 A 62 A . . . A B,,
-> a é verdade em qualquer interpretação. Se [31 A 02 A . . . A B,, for verdade em I, a é
também verdade em 1, ou seja, a é consequência lógica de 61,62, . . . , B".

Teorema 2.7.2 Dadas as fórmulas ,31, 52, . . . , B,, e uma fórmula 0, a é consequência
lógica de 61, 62, . . . , B,, se e somente se a fórmula

Bl A BzA . . . AB,, A na e' uma contradição

Prova:
Sabe-se pelo teorema anterior que:

Das as fórmulas B], B;», , li,, e a, a é consequência lógica de B], 62, . .., ,E" se e
somente se 61 A ,32 A . . . A B,, ,—+ a for válida.

Equívalentemente, a é consequência lógica de 51, B;, . . . , B,. se e somente se a negação
de 51 A BºA . . . AB,, -> a for uma contradição. Mas

“(01A52A...AÚ,1 —> a);
"'(—'(ÚlAfºzA--oA5n)Va)-z
BlAúzA...ABnA—ua

ou seja, 61 A ,82 A .. . A B,, A na é uma contradição.

Estes metateoremas são muito importantes. Eles mostram que provar que uma fórmula
é consequência lógica de um conjunto finito de fórmulas é equivalente a mostrar que
uma. fórmula relacionada a ela é uma tautologia ou uma contradição.

Para algumas estratégias de provas usa-se o Teorema 2.7.1, chamado de Teorema da
Dedução ou de Admissão de Premissas. Outra estratégia de prova, conhecida como
Redução ao absurdo é estabelecida pelo Teorema 2.7.2.



2.8 Equivalência Lógica

Diz-se que uma fórmula a e' logicamente equivalente (E) a uma fórmula 6 quando a for
consequência lógica de [3 e 6 for consequência lógica de a.

a E E se e somente se a H [3 é uma tautologia

Em outras palavras, diz-se que duas fórmulas & e B são em equivalentes (ou a é equi-
valente a 5) se e somente se os valores verdade de a e B são os mesmos para qualquer
interpretação de a e E.

Por exemplo, pode—se verificar que (p —> q) é equivalente a (np V q) examinando a
tabela—verdade dessas fórmulas e constatando que (p —> q) H (wp V q) é uma tautologia.

p q p—>q aqu (p—Hl)<-'(—'qu)
V V V V V

v f f f v
f v v v v
f f v v v

Argumentos
Um argumento é uma sequência a], 02, ...,o:" (n 2 1) de proposições, onde as
proposições a; (1 5 i 5 n — 1) chamam—se premissas e an, conclusão

Indica-se o argumento por:

ªl, (127 ' ' ' ,ºu—1 '— ªn

Um argumento a], az, as, . . . , an_1 l- an é um argumento válido se e somente se a
fórmula.

0] A (IgA . . . Aan_1 —+ a,, for uma tautologia

ou seja, a], (12, 03, . . . , an-] .: an. Esta afirmação é justificada pelo Teorema 2.7.1.

Um argumento válido pode ser lido como:

al, a;», . . . ,an_1 acarretam az,l ou
a,, decorre de al, 02, . . . ,an-1 ou
a,, é consequência lógica de al, (12, . . . , and

Para 11 = 1, considera-se por extensão o argumento válido se e somente se 01 for
tautológica.

Eventualmente, a verificação da validade de um argumento atraves de tabelas—verdade
pode ser um trabalho longo, uma vez que depende do número de átomos nele existentes.



Por exemplo, num argumento com 7 átomos, a tabela—verdade terá 128 linhas. Se um
argumento tiver 71 átomos sua tabela—verdade terá 2" linhas.

Uma outra maneira de mostrar a validade de argumentos é através do uso de argumentos
válidos já conhecidos e também de equivalências. O princíipio conhecido como princípio
de substituição viabiliza este procedimento.

Princípio de Substituição
Dada uma fórmula 0, diz-se que ,[3 é uma subfórmula de a, se 5 é por sua vez uma
fórmula que é parte de a.
Por exemplo, dada a fórmula

ª: (9 —+ q) ._. r

p — q, p, q, r, são algumas subfórmulas de a.
O prínczjm'o de substituição diz que: uma subfórmula de uma fórmula. 0, ou toda a
fórmula 0, pode ser substituída por uma fórmula equivalente, e a fórmula resultante 7
é equivalente à a. '

Por exemplo, pelo princípio de substituição, a fórmula

ª= (qu)A(er)
é equivalente à fórmula

7: ("P —> (1) A (“P — r)

isto porque as subfórmulas de a —— (p V q) e (p V r) — são equivalentes, respectiva.-
mente, às fórmulas (-—p —-> q) e (—-p —> r) de 7.

2.9 Propriedades da Negação, Conjunção e Disjunção

Estas propriedades podem ser verificadas como equivalências lógicas. Para demonstrar
cada uma delas, basta utilizar as tabelas-verdade, constatando a tautologia. Sejam a,
B e 7 fórmulas.

a. Propriedades da Conjunção
comutativa a A B E B A a
associativa a A (B A 7) E (o: A ,B) A 7
idempotente a A a E a
propriedade de v(erdade) a A v .=. a
propriedade de f(also) a A f E f

10



b. Propriedades da Disjunção
comutativa a V E
associativa. a' V (0 V 7)
idempotente a V a
propriedade de v(erdade) o V v
propriedade de f(also) o V f "|

|"
"|
m

m

c. Propriedades Distributivas
aA(BV7) «E (aAÚ)V(aA7)
(WM/W) "=“ (ªVÚ)A(ºfV7)

f. De Morgan
«(a A B) E “a V “B
“(a V 5) E -a A "É

g. Equivalência da Implicação
a —> [3 E —-a V E

2.10 Fórmulas Proposicionais Equivalentes

(ºVB)V7

D<Q

As principais fórmulas proposicionais equivalentes são dadas pelas propriedades de o-
perações: comutativa, associativa, idempotente, De Morgan, distributiva, negação e
absorção vistas na seção 2.9.

E apresentado, a seguir, um conjunto de esquemas de argumentos válidos, facilmente
verificáveis, considerados clássicos e largamente conhecidos como regras de inferência.
Neles 01,6, e 7 representam fórmulas.
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[ Nome da Regra ] Regra ?
modus ponens 01,0 _. 6 i: 6
modus tollens a —» 6,-16 &: na

silogismo hipotético ou a —» 6,6 -+ 7 |: a —» 7
regra da cadeia

silogismo disjuntivo a V 6,—'o &: 6
dilema construtivo :) —-+ 6,7 -+ 6,0 V 7 |= 6 V 6

dilema destrutivo a -—> 6,7 —-» 6,-'6 V #6 != ——a V -7
simplificação a A 6 #: oz

conjunção 0,6 I: a A 6
adição a |:: a V 6

contraposição a —> 6 != w6 -+ na
expºrtªçãº º -> ([ª —* 7) != (ª A B) —> 7
impºrtª—çãº (0 A B) —> 7 != a "* (B —> 7)

A forma de leitura da modus ponens, por exemplo é:

caso a seja verdade
e a —+ 6 seja verdade

obrigatoriamente 6 terá que ser verdade

Todas as outras regras são lidas de maneira análoga.

2.11 Verificação de Validade de Argumentos

Sejam 01,0%. . . , a", 6 fórmulas do Cálculo Proposicional. Diz—se que uma sequência
finita de fórmulas (ou prºposições) Cl,C2,. . ., Ck, é uma prova ou dedução de 6, a
partir das premissas a], 012, . . . , a,, se e somente se:

1. cada C; é uma premissa. 01,0 2 j 2 n), ou

2. C; provêm das fórmulas precedentes, pelo uso de um argumento válido da tabela
na seção 2.10, ou

3. C.- provém do uso do princípio de substituição numa fórmula anterior, ou

4. Ckéú.

Diz-se então que 6 é dedutível de 01,012, . . . , a,, ou que 6 é um teorema. Facilmente
se verifica que se isto acontecer, o argumento é válido.

Seja provar a validade de:

(PAQ)V(P-ªQ)a"(PAQ)i=P—*q
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Constrói—se a sequência

C]: (p A q) V (p —> q) premissa
02: “(p A q) premissa
Cg: p —» q silog'smo disjuntivo de C; e 02

Tem-se então que C], Cg, 03 é uma demonstração de p —+ q a partir de

(pAq)V(p—vq),-v(pAq)

e, também, que p —> q é dedutível de

(p A e) V (p —> q)n(p A q)-

Pode—se então escrever que

(pAq)V(p—*q)n(pAq)l=p->q

2.12 Exemplos

A seguir são mostrados alguns exemplos de verificação de validade de argumentos
usando argumentos válidos já conhecidos e equivalências.

Exemplo 2.1 2.1 Seja:

Se as uvas caem, então a raposa as come.
Se a raposa as come, então estão maduras.
As uvas estão verdes ou caem.
logo,
A raposa come as uvas se e só se as uvas caem.

nomeando: p: as uvas caem
q: a raposa come as uvas
r: as uvas estão maduras

tem-se: C): p —-.> q
Cg: q -—> r
03: -ur V p

deduz-se: C.;: r —-> p (03: equivalência)
05: q _» p (02 + C.; + silogismo hipotético)
Ce: p —+ q A q —> p (C] + 051 conjunção)
C7: p H q (Cs: equivalência)

Exemplo 2.12.2 Seja:
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Carlos estudo ou não está cansado.
56 Carlos estuda, então dorme tarde.
Carlos não dorme tende ou está cansado.
logo,
Carlos está cansado se e só se estuda.

nomeando: p: Carlos estuda
q: Carlos está cansado
r: Carlos dorme tarde

tem—se: Cl: p V —uq

Cg: p —* r
Ca: -ur V q

' deduz-se: 04: q ——> p (Cl: equivalência)
Cs: r —> q (03: equivalência)
CG: p — q (C; + C5 + silogismo hipotético)
07: q ——> p A p —+ q (C.; + Cs: conjunção)
Cs: p H q (C7:equivalência)

Exemplo 2.12.3 Provar a validade de: p A wp !- r, ou seja, provar que p A op |: r
tem—se: C]: p A wp
deduz—se: Cg: p (Cl: simplificação)

Cg: p V r (Cº: adição)
04: -»p (Cl: simplificação)
CS: r (03 + C., + silogismo disjuntivo)

Exemplo 2.12.4 Mostrar a validade de r a partir de p -—> q, p V r, ªq
tem-se: Cl: p -+ q

Cg! p V r
Ca: -1q

deduz-se: C.;: -vp V q (Cl: equivalência)
Cs: ªp (03 + C.; + silogismo disjuntivo)
CG: r (02 + C5 + silogismo disjuntivo)

Exemplo 2.12.5 Mostrar a validade de op —+ q, q —> rpr V 5, às l- p

tem-se: Cl: —-p _.) q
Cg: q —> r
Cs: or V s
042 “IS

deduz-se: Cs: -ur (Cg + C4 + silogismo disjuntivo)
Cs: aq V r (Cg: equivalência)
C7: -:q (05 + Ce + silogismo disjuntivo)
Cg: p V q (Cl: equivalência lógica)
Cg: p (07 + 08 + silogismo disjuntivo)
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Exemp102.12.6 vaarp—q,r—»s,qu—»t,nt+=npA-ur

tem—se: Cl: p — q
02: r —-> 5

C3: q V s -+ t
C4Z "it

deduz-se: Cs: -1(q V 5) V t (Ca: equivalência)
Cs: -n(q V s) (04 + C5 + silogismo disjuntivo)
07: -—q A "'S (Cs: De Morgan)
Cg: ªs (O;: simplificação)
Cg: -=q (07: simplificação)
Cm: —'r v s (Cg: equivalência)
Cu: —ur (03 + Cm + silogismo disjuntivo)
Cn: -=p V q (Cl: equivalência)
013: ap (Cg + Cn + silogismo disjuntivo)
014: -«p A 'wr (Cu + Cla + conjunção)

ou ainda: Cs: (p V r) -—-> (q V s) (C] + Cg + dilema. construtivo)
Cs: p V r —> t (Ca + Cs + silogismo hipotético)
C7: -1(p V r) V t (C.;: equivalência)
Cs! —1(p V r) (C., + Cs + silogismo disjuntivo)

3 Método Sintático de Prova de Teoremas

Lógica e Prova. Automática de Teoremas são de significativa importância na área de
Inteligência Artificial — a primeira por ser uma linguagem na qual se pode expressar
problemas e, a segunda, por ser uma possível forma de obter suas soluções.

0 Cálculo Proposicional embora aplicável a um número restrito de problemas, fornece
uma ferramenta simples com a qual os conceitos básicos de prova automática de teore-
mas podem ser ilustrados.

Nesta seção é apresentado um método sintático para a prova automática de teoremas
do CP, proposto originalmente por H.Wang [Wang 60],[Wang 64].

Duas implementações desenvolvidas na linguagem de programação lógica. Prolog são
apresentadas e discutidas, abordando as estruturas de dados utilizadas bem como a
eficiência de execução, procurando evidenciar os aspectos positivos e negativos de cada
uma delas.

3.1 Considerações Preliminares

Sejam p1,p2,. . . ,pn e c proposições para as quais:

plApzA,...,Apn—>c
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é uma tautologia. Podese então dizer que a conjunção dos p; logicamente implica c.
Como visto na seção 2.7, as proposições p;,pz,. . . ,pn são chamadas de premissas e a
proposição c de conclusão do silogismo se pum,. . . , p,. então e. Neste caso, se pl,
pg,. . . ,pn então e e' um teorema e será escrito como 3:

pl ,P2r ' ' ipn :? C

No caso da conjunção dos p,- não implicar logicamente em c, não se tem um teorema e
este fato e' notado por:

P1,P2,-.-,Pn # C

Como já foi visto, uma forma. de determinar se um silogismo é ou não um teorema
é através de sua tabela-verdade. O silogismo será um teorema se o valor—verdade da
implicação for v. A verificação do valor-verdade de um silogismo através de sua tabela-
verdade é conhecido como método semântica de prova de teorema.

Devido à maneira como a implicação —+ é definida, é necesssário apenas verificar as
instâncias nas quais todas as premissas p1,p2,. . . ,pn são verdade. Se a conclusão c for
verdade nessas instâncias, a implicação será uma tautologia. A técnica de verificar
apenas as instâncias nas quais as premissas têm valor verdade é chamada de método
forward chaining.

Pode-se também verificar o valor-verdade de um silogismo, se for possível garantir
que para cada. instância em que a conclusão for falsa, pelo menos uma das premissas
é também falsa. Se isto acontecer, a implicação é uma tautologia. Este método de
verificação de um silogismo é chamado de método backward chaining.

Para a verificação do valor-verdade de um silogismo utilizando-se o método forward
chaim'ng, parte-se das premissas e, através do exame de seus valores-verdade, tenta—
se chegar à conclusão. Quando se utiliza o método backward chaining com o mesmo
propósito, iniciavse com a conclusão e, a partir desta, investiga-se os valores—verdade
das premissas.

3.2 Prova Sintética de Teoremas

Os métodos sintáticos de prova. utilizam uma sequência lógica de tautologias, bem
como teoremas provados previamente, para demonstrar que uma conclusão é uma con—

sequência lógica de um dado conjunto de premissas. Uma demonstração deste tipo é
chamada de derivação.

Na derivação, para provar sintaticamente o teorema:

pl 7p27' ' ; ,pn 3 C

3O símbolo = é equivalente ao símbolo |: utilizado na seção 2.7
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pode—se substituir qualquer das sentenças p;, incluindo a conclusão c, por outra sen—

tença que lhe seja logicamente equivalente; pode-se introduzir nas premissas qualquer
sentença que seja logicamente implicada por qualquer coleção de sentenças partici—

pantes das premissas (até aquele presente estágio de derivação), e pode»se substituir a
conclusão por qualquer sentença que logicamente a implique.

A derivação estará completa e o teorema estará provado quando (e se) ambos os lados de
=> consistem de exatamente a mesma. expressão. A existência de uma ocorrência deste
tipo significa que a verdade de todas as premissas implica na verdade da conclusão, o
que estabelece o teorema.

Na prova sintática de equivalência. lógica, utiliza—se o fato de premissas e conclusão
serem substituídas apenas por sentenças que lhes sejam logicamente equivalentes. Este
fato garante a equivalência. lógica entre o teorema original e a expressão a que se chega
após substituições.

Deve ser notado que se em algum passo do processo de derivação for obtido um teorema
conhecido, a derivação estará completa, uma vez que a presença de tal teorema garante
a implicação lógica. Em tal passo as premissas implicam a conclusão e, portanto, podem
ser substituídas por ela, o que resulta na mesma expressão aparecendo em ambos os
lados do símbolo =>.

Os métodos sintáticos de prova de teoremas são mais diretos que os semânticos e usam
apenas a estrutura do silogismo. Há vários algoritmos para prova automática de teo-
remas no Cálculo Proposicional por métodos sintáticos. Um deles é o Algoritmo de
Wang, apresentado a seguir.

3.3 Algoritmo de Wang

O Algoritmo de Wang [Wang 60],[Wang 64] se aplica a expressões da forma:

p1,p2,p3,. . . ,pn => cl ,CQ,C3, .. . ,e"

onde os p,- constituem as premissas e os e;, constituem a conclusão:

cl V cz V 63...V cn

Em termos de valor—verdade — abordagem semântica — tem-se um teorema se o valor-
verdade de:

plApzA...Apn—>clVCQV...Vcn

for verdade. Embora no método automático de prova de teorema de Wang os valores-
verdade não sejam utilizados, uma. vez que se trata de uma abordagem sintática, uma
compreensão semântica se faz necessária para um completo entendimento do algoritmo.
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Para começar a provar um teorema. usando o algoritmo de Wang, todas as premissas
são escritas à esquerda do símbolo :> e a conclusão a que se deseja chegar e' escrita à
direita.

Por exemplo, sejam as seguintes premissas verdadeiras:

P "* q
q—rr

”"I"

e que se queira, a partir delas, saber se é verdade wp. Isto deve ser expresso como:

p—'q,q——*r,ªr=>"p

Transformações são agora aplicadas ao teorema, de forma-a quebra—lo em outros mais
simples que, por sua vez, serão submetidos ao mesmo processo.

O algoritmo de Wang sempre termina em um número finito de passos, provando

p => «1 ou p # q

0 Algoritmo de Wang consiste de regras de transformação -— procedimentos — que
são aplicadas recursivamente e de condições de parada.

A seguir, são descritas as 6 regras de transformação, R; a R6 e as regras de término
R7 e R3, que compõem o algoritmo.

3.3.1 Regras de Transformação

O objetivo dos procedimentos recursivos — regras de transformação —— é o de remover
conectivos de maneira que as regras de término possam ser aplicadas.

R1 se uma das fórmulas tem a forma -X, pode-se tirar a negação e move—la para o
outro lado do símbolo =>. X pode ser qualquer fórmula. Por exemplo:

qu,-v(rAs),p Vr=>s,q
torna-se

qu,er=>s,q,rAs
PMJ => —'S )t

tornavse

p,q,r,s => t
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R2 se uma fórmula. à esquerda de => tem a forma de X A Y, ou se uma à direita tem
a forma de X V Y, o conectivo pode ser substituído por uma vírgula. O A a ser
removido deve ser o conectivo principal da sentença à esquerda de =>. Observação
análoga vale para o V com relação à sentença à direita de =>. Por exemplo:

pAq,rA(-1st)=>-1pA-wr
torna-se

pªrti—"p V 8 => “p A "'t

r => “IS V "lt

torna-se

r # ds,-at

R3 se uma fórmula à esquerda de :> tem a forma X V Y, pode—se remover o operador
V e separar os seus dois argumentos, de forma a dividir o teorema original em
dois novos teoremas. Cada um dos dois teoremas obtidos pela separação deve
ser provado separadamente. O V deve ser o principal conectivo à esquerda. Por
exemplo:

r,—ust => tV-us/X
r,-p=>tV-|S r,s => tV-IS

R4 se uma fórmula com a forma X A Y ocorre a direita de :>, pode-se remover o oper—
ador A e separar os seus dois argumentos, de forma a dividir o teorema original
em dois novos teoremas. Cada um dos dois teoremas obtidos pela separação deve
ser provado separadamente. O A deve ser o principal conectivo à direita. Por
exemplo:

r,t => -1q,or A s

r,t =>, pq,-vr r,t => —vq,s

É importante notar que a aplicação das regras R3 ou E.; provoca um crescimento
exponencial do número de teoremas a serem provados. Em geral, se existirem um
total de k A e V como principais conectivos à esquerda e direita de :> respectiva—
mente, um total de 2'“ novos teoremas resultam como consequência da aplicação
daquelas regras.
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R5 uma fórmula, em qualquer nível, que tenha a forma (X _» Y), pode ser substituída
pela fórmula equivalente («X V Y), eliminando-se com isso a implicação.

R6 uma fórmula, em qualquer nível, que tenha a forma (X H Y), pode ser substituída
pela fórmula equivalente (X —-> Y) A (Y —» X), eliminando—se com isso a dupla
implicação.

3.3.2 Regras de Parada

As regras anteriores devem ser aplicadas tantas vezes quantas forem necessárias, para
a remoção dos cºnectivos «+, —>, -1, A e V, até que:

R7 um teorema é considerado provado, se alguma fórmula X ocorre em ambos os lados
de :>. Tal teorema é chamado de axioma. Nenhuma transformação será mais
necessária neste teorema, muito embora possam existir outros a serem provados.
O teorema original não estará provado até que todos os teoremas obtidos a partir
dele tenham sido provados. Portanto, esta. regra deve ser verificada para todo novo
teorema que eventualmente resulte da aplicação das regras de transformação.

R8 um teorema. é provado inválido se todas as fórmulas que nele comparecem são
símbolos de proposições individuais — isto é, não existem mais conectivos — e
um mesmo símbolo não ocorre em ambos os lados de :>. Se um teorema como este
é encontrado, o algoritmo termina; a conclusão inicial não é uma consequência
lógica das premissas

A seguir são apresentados os padrões das transformações propostas por Wang:

R1 (...,WX,...=>...,Z) torna—se (...=>...,Z,X)
R1 (...,Z=>,..,-vX,...) torna-se (...,Z,X=>...)
R2 (...,XAY,...=>...) torna—se (..,X,Y,...=>...)
R2 (...=>...,XVY,...) torna-se (..=7...,X,Y,...)
R3 (...,XVY,...=>...) torna-se ( .,X,...=>.. )

e (. .,Y,...=>...)
R4 (...=>...,XAY,...) torna-se (...=>...,X,...)

e (...=>...,Y,. )
R5 (...=>...,X—->Y,...) torna-se (...,...=>...,-sXVY,...)
R5 (...,X—>Y,...=>...) torna-se (...,-»XVY,...=>...,...)
R6 (...,XHY,...=>...) torna-se (...,(X—eYAY—X),...)=>...)
R6 (...à...,X+->Y,...) torna-se (...=>...,(X->YAY—->X),...)
[R7 l (...,X,...=> ...,X,...) torna—se true |

O algoritmo de Wang sempre converge para a solução de um dado problema. Toda
aplicação de uma transformação conduz a algum progresso no sentido de eliminar um
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conectivo e assim diminuir sintaticamente o tamanho do teorema —— mesmo que com
isso sejam criados outros teoremas, como é o caso da aplicação das regras R3 e R4.

A seguir, o algoritmo de Wang é aplicado na busca da conclusão para. o exemplo da
seção 3.3. As linhas foram rotuladas de maneira a faciliar referências a elas.

Rótulo Comentários
Sl: p -+ q,q —> r, --r => -—p teorema
82: pp V q, -uq V r, --«r => np duas aplicacões de R5
83: ªp V q,-|q V r => --p,r R1
84: -p,ªq Vr => «p,r 84 e 85 obtidos de 83

aplicando R3.S4 é axioma
SS: q,--q V r => wp,r gerado de 83 com R3
Sô: qnq => =p,r 86 e S? gerados de 85 via R3
S7: q,r => “=p,r axioma
SS: q => -up,r,q obtido de SG usando R1.Axioma

O teorema original está provado uma vez que foi transformado em um conjunto de 3
axiomas e todos os teoremas intermediários foram também provados.

3.4 Implementações do Algoritmo de Wang

A seguir são mostradas duas implementações diferentes do algoritmo de Wang, na
linguagem de programação lógica Prolog.

A primeira implementação é de autoria de L. Pereira e encontra-se em [Coelho 88]; a
segunda. implementação, mais eficiente, é de nossa autoria e se encontra descrita em
detalhes em [Monard 90].

Em ambas implementações, os conectivos lógicos são definidos em Prolog pelos seguintes
operadores:

:- op(690,xty.=>). % teorema
:- op(670.xfy,<—>). ,

% equivalencia
:— op(650,xfy,->). % implicacao
:- op(600,xfy,v). % disjuncao
:- op(550,xfy,t). 72 conjuncao
:— op(500,fy,n). % negacao

Os dois programas aceitam dois possíveis formatos de entrada:

1. uma fórmula bem formada do CP, como por exemplo

p<—>q-> (p&q)v (nplnq).
pt(p->q)->q-

2. duas fórmulas bem formadas fl e fg do CP, onde se queira provar que
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Íràfz
Porexemplo

p<—>q=> (plq) v (nptnq).
pt(p—>q) =>q.

Deve ser observado que qualquer dos formatos pode ser utilizado para entrar o mesmo
teorema.

Todos os programas são ativados pelo predicado teorema/2, onde o primeiro argumento
é o teorema a ser provado e o segundo argumento é uma variável, cujo valor será. v se
o primeiro argumento for um teorema e f caso contrário.

Por exemplo:

?- teorema( p <—> q => (p & q) v (11 p & 11 q), Val).

será bem sucedido com Val unificado com v, enquanto que

?- teorema( p & q -> p v : <-> p v p, Val).

será bem sucedido com Val unificado com f .

3.4.1 Implementação de L. Pereira

Nesta implementação é utilizado um operador adicional : usado para delimitar as listas
que fazem parte da estrutura utilizada. Ele é definido por:

:- op(550.xty,:).

A idéia geral usada na versão de Pereira é a de utilizar uma estrutura da forma:

[]=[1 => []=[1
1 2 3 4

Se a entrada T do usuário for fornecida sem o símbolo => , a prova é iniciada na
estrutura:

[]=[1 => []=[T]

enquanto que se a entrada for do tipo

a prova é iniciada na estrutura:
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[] = [L] “> [] = [R]

A partir daí, a implementação tenta aplicar as regras R5, R6 e E;, nesta ordem, a fim
de eliminar os conectivos —> , <—> , e n (que representa a negação). A seguir, tenta
aplicar a regra R2, que substitui nas listas L e R. respectivamente, os conectivos A e V

por vírgulas, a fim de transformar uma fórmula do tipo:

Pl A Pz => Ci V ºz

para a notação:

P1 ,P2 => 01,02

É importante notar que até este ponto as listas 1 e 3 não foram utilizadas.

Quando não for possível a aplicação das regras R1,R2, R5 e/ou R6, 0 programa tenta
aplicar as regras R3 ou R4 que dividem o teorema que está, sendo provado em dois
outros teoremas, os quais por sua vez devem ser provados independentemente.

Quando não for possível aplicar nenhuma das regras anteriores, é porque a cabeça das
listas 2 ou 4 é um átomo e, como tal, ele é transferido para a lista 1 ou 3 respectivamente.
A função das listas 1 e 3 é a de acumular os átomos contidos no teorema original, de
maneira a permitir a verificação de uma tautologia quando se obtém a estrutura

Lf:[] => Rf:[]

verificando simplesmente se um átomo da lista Lf está. também presente na lista Rf,
caso contrário o teorema não é válido.

Listagem do Programa

teorema( L => R,v) :-
prove([]:[L] => []:[R]).
!.

teoremª( L => R,!) :-
!.

teorema(T,v) :—

prove([]:[]=>[]:[T]).
!.

teorema(T,f).

prove(E1) :-
regra(El.E2,Reg).
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!.
prove(E2).

% caso de ' no lado esquerdo
prove(L : [8 v IIT] => R) :-

Esq = L : [BIT] => R.
Dir = L : [IIT] => R.
prove(Esq),
prove(Dir).

% caso de & no lado direito
prove(L => R : [B & IITJ) :-

!.
Esq = L => R : [BIT].
Dir L => R : [IIT].
prove(Esq),
prove(Dir).

% caso de atomo
prove(L : [BiT] => R) :—

|
érove([BlL] : T => R).

prove(L => R : [BIT]) :—

!

350qu => [um] : 'r).

% verifica se e tautologia
prove(T) :-

tautologia(T).

% casos onde —> aparece em um dos lados
regra(L : [B —> IIT] => R, L : Eu E v IIT] => R, regra_5).
regra(L => R : [B -> IIT]. L => R : [n 8 v IIT], regra_5).

% caso onde <-> aparece em um dos lados
regra(L : [E <º> IIT] => E. L = [(E -> I) I (I '> H)|T] => R, regra_6).
regra(L => R : [H <-> IIT], L => R : [(B -> I) & (I -> B)!TJ, regra_6).

% casos onde n (negacao) aparece em um dos lados
regra(L : [n BIT] => R : R2, L : T => R : [BIR2].regra_1).
regra(L1 : L2 => R : [n BIT], Ll : [BIL2] => R : T ,regra_1).

% caso do conectivo & do lado esquerdo de >

regra(L : [H & IIT] => R, L : [H.IITJ => R,:egra_2).

% caso do conectivo v do lado direito de =>

regra(L => R : [H v I | T], L => R : [B.IIT],regra_2).
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tautologín(L : [] => E : []) :—

pertence(H.L).
pertence(H,R).
!.

pertence(H.[B|_J)-
pertence(I,[_lT]) :—

pertence(I.T).

A fim de exemplificar & execução deste programa, serão acrescentados & ele predicados
de leitura e escrita. Os novos predicados, bem como aqueles que sofreram algumas
medicações devido a esse acréscimo, são listados & seguir.

pereira :—

inío_intro('Pereira').
repeat,
entrada(Formu1a),
(Formula = tim ;

teorema(Formula,Valor), info_valor(Valor), fail).

prove(Ei) :—

regra(Eí,E2.Reg).
l
º :
info_regra(E2,Reg),
prove(22).

% caso de v no lado esquerdo
prove(L : [E V IIT] => B) :— !,

Esq L : [HIT] => R,
Dir L : [IIT] => R,
info_regra(£sq,Dir,tegra_3),
info_provando(£sq),
prove(Esq),
info_ptovando(Dir),
prove(Dir).

% caso de & no lado direito
prove(L => E : [H & IITJ) :— !,

Esq L => E : [HIT],
Dir L => 11 : [IIT].
info_regra(£sq,Dir,regra_4).
info_provando(£sq),
prove(Esq).
info_provando(Dir),
prove(Dir).

"
"

% caso de atomo
prove(L : [HIT] => R) :- !,prove([HlL] : T => B).
prove(L => R : [BIT]) :- !,prove(L => [BIB] : T).
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% verifica no . tautologia
prove(T) :-

tautologia(T).

info_tauto(T).

prove(-) :-
info_fa1ha,
tail.

% Predícados auxiliares de leitura e escrita que serao usados
% para mostrar a execucao das tres inplementacoes do algoritmo
info_intro(P):-

n1,tab(4).
vríte('Provador de Teoremas do Calculo Proposícional'),
n1.tab(4),
write('Algoritmo de Wang - Implementacao de '),
write(P),
n1,n1.

entrada(F) :-
n1,tab(4).
write('Entre com a formula (fim para terminar):'),
n1,n1,read(F).

info_valor(v):-
n1.tab(4),
write('** A formula e um teorema #4'),
nl.

info_valor(t) :—

nl,n1,tab(4).
write('** A formula nao e um teorema *t'),
nl.

info_regra(E,Reg) :-
n1,write(Reg),tab(3),
write(E).

info_regra(E,D,Reg) :—

n1,n1,
write('Para provar formula anterior, pela regra '),
vrite(Reg).
write(' devemos provar:'),n1,n1,
tab(15),write(E),nl,
tab(30).write(e).n1.
tab(15),urite(D),n1,n1. ,
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ínfo.provando(£) :—

vrito('Provamdo ').
vrite(£).

into_tauto(T) :—

n1,tab(10),
write(T),
write(' Ramo provado').n1,n1.

info-!alha :—
.

write(' Ramo nao pode ser provado').

Exemplos de Execução '
?-pereira.

Provador de Teoremas do Calculo Proposicional
Algoritmo de Hang - Implementacao de Pereira

Entre com a formula (fim para terminar):

p & q —> r v q & p => p —> q —> r v q & p.

regra_5 [] : [n (p & q) v r v q & p] => [] : [p —> q —> r v q & p]
regra_5 [] : [n (p & q) v r v q & p] :> [] : [m p v (q -> r v q & p)]
regra_2 [] : [n (p & q) v r v q & p] => [] : [n p,q -> : v q & p]
regra_1 [] : [p.n (p & q) v r v q & p] => [] : [q —> r v q & p]
regra_5 [] : [p,n (p & q) v r v q & p] => [] : [n q v r v q & p]
regra_2 [] : [p,n (p & q) v r v q & p] => [] : [n q,r v q & p]
regra_1 []:[q,p,m(p&q)vrvq&p]=>D:[rvq&p]
regra_2 [] : [q.p.n (p & q) v r v q & p] => [] : [r,q & p]

Para provar formula anterior. pela regra regra_3 devemos provar:

[p.qJ : [11 (p & q)] => [] : [r,q & p]
e

[p.q] : [rvq&p] => [] : [r,qtp]
Provando [p.q] : [m (p & q)], => [] : [r.q & p]
regra_1 [p.q] : [] => [] : [p & q,r,q & p]

Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:

[p.q] : [] => [] : [p,r.q & p]

4As saídas das execuções de programas Prolog foram, quando necessário, editadas, objetivando uma
melhor visualização.
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e
[p.q] : [] => [] : [q.t.q & p]

Provando [p.q] : [] => [] : [p,r,ql p]

Para provar formula anterior. pela regra regra_4 devemos provar:

[p.q] : [] => [r.p] : [q]
0

[p.q] : [] => [r.pJ : [p]

Provando [p.q] : [] => [r,p] : [q]
[p.q] : [] => [q,r.p] : [] Ramo provado

VProvando [p.q] : [] = [r,p] : [p]
[p.q] : [] => [p,r.p] : [] Ramo provado

Provando [p.q] : [] => [] : [Q.IAª PJ

Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:

[p.q] : [] => [r.qJ : [q]
e

[p,q] : [] => [r,q] : [p]

Provando [p.q] : [] => [r.q] : [q]
»

[p.q] : [] => [q,r,q] : [] Ramo provado

Provando [p.q] : [] => [r.q] : [p]
[P.q] : [] => [p,nq] : [] Ramo provado

Provando [p,q] : [r v q & p] => [] : [r.q & p]

Para provar formula anterior, pela regra regra_3 devemos provar:

[P.q] : [r] => [] : [r,q & p)

[p.q] : [q & ple=> [] : [r.q & p]

Provando [p,q] : [r] => [] : [r,qt p]

Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:

[r.p.q] : [] => [r] : [q]
e

[r.p.q] : [] => [r] : [p]

Provando [r.p,q] : [] => [r] : [q]
[RPA] : [] => [q.r] : [] Ramo provado

Provando [r,p,q] : [] => [r] : [p]
[r.p.q] : [] => [p,r] : [] Ramo provado
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Provando [p.q] : [q & p] => [] : [r.q & p]
regra_2 [p.q] : [q,p] => U : [r.qt p]

Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:

[p.q.p.q] : [] => [r] : [q]
e

[p.q.p.q] : [] => [r] : [p]

Provando [p.q.p.q] : [] => [r] : [q]
[p.q.p.q] : [] => [q.r] : [] Ramo provado

Provando [p.q.p,q] : [] => E:] : [p]
[p.q.p.qJ : [] => [p.r] : [] Ramo provado

** A formula e um teorema **

Entre com a formula (fim para terminar):

n p <—> n q <-> n r => p & r.
regra_6 [] : [(n p —> (n q <-> n r)) & ((n q <—> n r) —> n p)] =>

[] : [ptr]
regra_2 [] : [n p —> (n q <-> n r).(n q <-> n r) -> n p] :>

[] : [ptr]
regra_5 [] : [n n p v (n q <—> n r),(n q <—> n r) —> n p] :>

[] : [p & r]

Para provar formula anterior, pela regra regra_3 devemos provar:

[] : [nnp.(nq<—>nr) ->np] =>[J : [par]
e

[] : [n q <-> n r,(n q <—> n :) —> n p] => [] : [p & r]
Provando [] : [nnp.(nq<—>nr) ->np] => [] : [par]
regra_1 [] : [(n q <-> n r) -> n p] => [] : [n p,p & r]
regra_5 [] : [n (n q <-> n r) v n p] => [] : [n p,p & :]
regra_1 [] : [13,11 (11 q <—> n r) v 11 p] => [] : [p & :]
Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:

[] : [p,n (n q <—> n r) v n p] => [] : [p]

[] : [p,n (n q
:-> n r) v n p] => [] : [r]

Provando [) : [p.n (n q <-> n r) v n p] => [] : [p]

Para provar formula anterior. pela regra regra_3 devemos provar:

[p] : [n (n q <—> n r)] => [] : [p]
e
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[p] : [11 p] => [] : [p]

Provando [p] : [n (11 q <—> :: r)] => [] : [p]
regra_1 [p] : [] => [) : [11 q <-> :: r.p]
regra_6 [p] : [] => [] : [(n q —> a r) & (n : -> :: q),p]

Para provar formula anterior, pela regra regraj devemos provar:

[p]: []=>[]:[nq—>nr.p]
.

[p] : D=>D : [nr->nq.p]
Provando [p] : [] => [] : [n q —> :| r.p]
regra_5 [p] : [] => [] : [n :: q v :: r,p]
regra_2 [p] : [] => [] : [n :: q,n r.p]
regra_1 [p] : [11 q] => [] : [n r,p]
regra_1 [p] : [] => [] : [q,n r,p]
regra_1 [p] : [r] => [q] : [p]

[r.p] : [] => [p,q] : [] Ramo provado

VProvando [p] : [] : [n r -> 11 q.p][]
regraj [p] : []

D ||
||
||
V [] : [nnrvnq.p]

regra_2 [p] : > [] : [n n r.n (LP]
regra_1 [p] : [n :] => [] : [n q.p]
regra_1 [p] : [] => [] : [r.n q.p]
regra_1 [p] : [q] => [1] : [p]

[q,p] : [] => [p,r] : [] Ramo provado

Provando [p] : [11 p] => O : [p]
regra_1 [p] : [] => [] : [p.p]

[p] : [] => [p.p] : [] Ramo provado

Provando [] : [19,11 (11 q <—> n :) v n p] => [] : [r]

Para provar formula anterior, pela regra regra_3 devemos provar:

[p] : [n (nq<->nr)] => [II : [r]
8

[p] : [11 p] => [] : &]

Provando [p] : [n (11 q <—> n r)] => [] : [r]
regra_1 [p] : [] => [] : [11 q <—> n :.:]
regra_6 [p] : [] => [] : [(n q -> 1: r) 8 (1: r -> 11 q),r]
Para provar formula anterior, pela regra regraj devemos provar:

[p] : [] => [] : [nq->nr,r]
e

[p] : [] => [] : [n r —> 11 q,:]

Provando [p] : [] => [] : [11 q -> n IJ]
regra_5 [p] : [] => [] : [n 11 q v :: r,r]
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regra_2 [p] : [] => [] : [n :: q.n r.r]
regraJ [p] : [11 q] => E] : [n IJ]
rograJ [p] : [] => [] : [q.n 2.1]
regra_1 [p] : [r] => [q] : &]

[r,p] : [] => [r,q] : [] Ramo provado

Provando [p] : [] => [] : [n 1“ -—> 11 q,r]
regraj [p] : [] => [] : [n a r v n q,r]
regra_2 [p] : [] => [] : [n n r.n q,r]
regra_1 [p] : [n !] => E] : [n q.:r]
regra_1 [p] : [] => E] : [r.u 11.1]
regra_1 [p] : [q] => [r] : [r] Ramo nao pode ser provado

" A formula nao e um teorema **

Entre com a formula (fim para terminar):

fim.

3.4.2 Implementação de MCM—MON

Na implementação descrita a seguir foi usada a mesma estrutura de dados sugerida por
Pereira. Entretanto, ela realiza a transformação da fórmula de entrada, logo no início,
de maneira a simplificar negações bem como remover implicações —> e equivalências
<—>.

Este passo inicial melhora o tempo de execução pois diminui o número de movimentos
de uma mesma fórmula de um lado para outro do símbolo =>, a fim de simplificar as
negações.

Uma outra melhora acrescentada refere-se à verificação de tautologia. Deve ser obser-
vado que Pereira somente verifica pela existência de uma tautologia quando a estrutura
é da forma

[L] = [] => [R] = []
1 2 3 4

onde L e R são listas contendo apenas átomos.

Contudo, não há necessidade das listas 2 e 4 estarem vazias para realizar esta. verificação.
Esta última abordagem foi aqui utilizada e, em parte, é devido a ela a melhora no
tempo de execução da implementação proposta. Um estudo comparativo dos tempos
de execução de ambas implementações pode ser encontrado em [Monard 90].

Listagem do Programa

teorema( 1. => R,v) :—

transfome(L,L1) ,
transfome(R,R1) ,
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prove([]:[L1] => []=[31]).
!.

teorema( L => 3.1) :— !.

teorema(T,v) :—

transforme(T.T1).
prove([]:[]=>[]:[T1]).
!.

toorema(T,1).

prove(El) :—

regra(£1,£2,neg).
9.
prove(£2).

% caso de v no lado esquerdo
prove(L : [E V IIT] => E) :— !,

Esq = L : [HIT] => E,
Dir = L : [IIT] =

prove(Esq),
prove(Dir).

% caso de & no lado direito
prove(L => R : [H & IITJ) :— !,

Esq = L => R : [HIT].
Dir = L => R : [IIT],
prove(Esq),
prove(Dir).

% caso de atomo
prove(L : [BIT] => R1 : R2) :-

pertence(H,R1).

prove(L1 : L2 => R : [HIT]) :—

pertence(B,L1),
!.

prove(L : [BIT] => R) :—

|

prove([HlL] : T => E)-

prove(L => E : [HIT]) :—

prove(L => [BIB] : T).

transforme(n n P,?l) :-
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transíorne(P.P1).

transforme((P <-> 0). ((Pl & 01) v (n Pi & n 01))) :-
|

transforme(P.Pl).
transíorme(q,01).

transforme((P —> 0). (n Pl v 01)) :—

transforme(P.P1).
transíorme(º.ºl).

transforme((? & Q). (Pl & Q1)) :-
éransforme(P,P1).
transíorme(0.º1).

transforme((P v Q). (Pl v ei)) :—

|'I
transforme(P.P1),
transíorme(º.01).

transforme((n P), (n PI)):-

transforme(P,P1).

transforme(P,P).

% casos onde n (negacao) aparece
regra(L : [n BIT] => R : R2,

L : T => R : [BlR2],regra_1).

regra(L1 : L2 => R : [n HIT],
Ll : [BIL2] => R : T ,regra_1).

% caso do & do lado esquerdo
regra(L : [B & I|TJ => R,

L : [H.IIT] => R,:egra_2).

% caso do v do lado direito
regra(L => R : [E V I I T],

L => R : [H.IITJ.regra_2).

pertence(H,[B|.]) :— !.

pertence(I.[_lT]) :—

pertence(I.T).

Analogamente à seção 3.4.1, serão acrescentados ao programa anterior os mesmos pre-
djcados de leitura e escrita, de maneira que a sua execução possa ser exibida. Os pre-
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clicados que sofreram alguma modificação devido a tal acréscimo são listados & seguir.

mcm_mcn:-
into_intro('HCH_HCN'),
repeat,
entrada(Formu1a).
(Formula = fim ;

teorema(Formu1a,Valor), into_valor(Vªlor). tail).

teorema( L => R,v) :-
transíorme(L,L1).
transforme(R.R1).
info_transf(L1 => R1).
prove([]:[L1] => []:[R1]),
l

teorema( L => E,!) :- !.

teorema(T,v) :—

transforme(T,T1),
info_transf(T1).
prove([]:[]=>[]:[T1]),
'

teorema(T.í).

prove(E1) :-
regra(El,E2,Reg),

info_regra(£2,neg),
prove(E2).

% caso de v no lado esquerdo
prove(L : [8 v IIT] => E) :— !,

Esq = L : [BIT] => R.
Dir = L : [IIT] => E.
ínfo_regra(Esq,Dir,regra_3),
info_provando(£sq).
prové(Esq),
info_provando(Dir),
prove(Dir).

% caso de & no lado direito
prove(L => R : [H & IITJ) :— !,

Esq L => E : [BIT].
Dir L => 3 : [IIT].
info_regra(Esq,Dir,regra_4).
info-provando(£sq),
prove(£sq).
info_provando(Dir),
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prove(Dir).

% caso de utomo
prove(L : [BIT] => 31 : R2) :-

pertonce(H.R1).

info_tauto(L : [BIT] => R1 : R2).

prove(L1 : L2 => E : [BIT]) :-
pertence(B,L1),

info_tauto(L1 : L2 > R : [BIT]).

prove(L : [BIT] => R) :

prove([BlL] : T => R).

l

!prove(L => R : [HIT]) :

.

prove(L => [BIB] : T).

prove(_) :—

info_fa1ha.
fail.

% predicado adicional de escrita
inío_transf(x) :-

nl.
vrite('provando & formula equivalente'),
n1,tab(10),
write(x),n1.

Exemplos de Execução A seguir, é mostrada a execução de mcm_mcn/O usando os
mesmos dados de entrada anteriores.

?— mcm_mcn.

Provador de Teoremas do Calculo Proposicional
Algoritmo de Hang — Implementacao de ncn_ucn

Entre com a formula (fim para terminar):

p & q —> r v q & p => p -> q —> r v q & p.

provando a formula equivalente
n (p & q) v r v q & p => n p v n q v r v q & p

regra_2 [] : [n (p & q) v r v q & p] => [] : [n p,n q v r v q & p]
regra_1 [] : [p,n (p & q) v r v q & p] => [] : [n q v r v q & p]
regra_2 [] : [p,n (p & q) v r v q & p] => [] : [n q,r v q & p]
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regraJ [] : [q.p,n (p&q)vrvq&p] =>D : [rvq&p]
regra_2 [] : [q.p,m (p& q) v rvq&p] => [] : [r.q&p]

Para provar formula anterior, pela regra regrej devemos provar:

[p.q] : [n (p & q)] => [] : [r.q & p]
e

[p.q] : [rvq&p] =>D : [r.q&p]
Prevendo [p.q] : [m (p & q)] => [] : [r.q & p]
regra_1 [p.q] : [] => U : [P . q.r.q . lº:|

Para provar formula anterior, pela regra regrajl devemos provar:

[p.q] : [] => [] : [p.r.q& p]
e

[p.q] : [] => [] : [q.r.q&p]
Provando [p.q] : [] => [] : [p,r,q & p)

[p.q] : Ú => [] : [p.r.q & p] Ramo provado

Provando [p.q] : [] => [] : [q.r.q & p]
[p.q] : [] => [] : [q.r,q & p] Ramo provado

Provando [p.q] : [r v q & p] => [] : [r.q & p]

Para provar formula anterior. pela regra regra_3 devemos provar:

[p.q] : [r] => [] : [r,qtp]
e

[Poºl] = [ªl ' ?] => U : [r.q & p]

Provando [p.q] : [r] => [] : [r,q& p]
[LP.q] : D => [] : [r.q & p] Ramo provado

Provando [P.q] : [q & p] => EI : [r.q & p]
regra-2 [p.q] : [q,p] => EI : [r,q&pJ
Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:

[p.q.p.q] : [J => [IJ : [q]
e

[p.q.p.q] : [J => [r] : [p]

Provando : D => [r] : [q]
: [] => [r] : [q] Ramo provado

q]
qJ

.q] : [] => [r] : [p]
q]

Provando [p,
[p : [] => [r] : [p] Ramo provado

** A formula e um teorema **
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Entre com & !ormula (fim para terminar):

np<->nq<—>mr=>ptr.
provando & formula equivalente

npt(nqlnrvnnqtnnr)vnnptn(nqtnrvnnqlnnr)=>ptr
Para provar formula anterior, pela regra regra_3 devemos provar:

[]:[nptmqlnrvnnqlnnn] => [] : [ptr]
e

[] : [nnptn(nqtnrvmnqtmnr)] =>[] : [ptr]
Provamdo [] : [nptúlqtnrvnnqtnnrn => [] : [ptr]
regra_2 U:[np,mqtnrvnnqtnnr]=>[]:[ptr]
regra_1 D:[nqlnrvnnqtnnr]=>[]:[p,ptr]
Para provar formula anterior, pela regra regraj devemos provar:

[] : [nqtnr] => [] : [p.ptr]
e

D : [nnqlnnrJ => E] : [p.pãr]
Provando [] : [11 q & n :] => [] : [p,p & :]
regra-?! [] : [n q,n r] => [] : [p.P & r]
regra_1 [] : [a r] => [] : [q.P.P & r]
regra_1 D : [] => [] : [Emp.]? . r]
Para provar formula anterior, pela regra regra_4 devemos provar:

[] : [] => [p.q,r] : [p]
e

[] : [] => [p,q.r] : [r]

Provando [] : [] => [p.q,r] : [p] Ramo nao pode ser provado

** A formula mao e um teorema **

Entre com a formula (fim para terminar):

fim.

4 Forma Normal

Sejam as seguintes fórmulas equivalentes:
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(p—q) A m
(“PVCÚ A m

E possível observar que há várias maneiras de escrever uma mesma. fórmula. Entretanto,
é conveniente ter uma certa uniformidade na notação a fim de poder expressar as
fórmulas de uma maneira. única.

Duas formas, chamadas de Formas Normais —FN—, são particularmente utilizadas. Elas
são conhecidas como Forma Normal Conjuntiva e Forma Normal Disjuntiva.

E importante observar que dado um enunciado do Cálculo Proposicional, é sempre
possível determinar um enunciado equivalente àquele, que esteja em uma das duas
formas normais. '

Como ficará mais claro em seções posteriores, frequentemente é necessário transformar
a expressão de uma fórmula para a forma normal.

4.1 Forma Normal Conjuntiva — FNC

Diz-se que uma fórmula proposicional a está. na FNC quando a é uma conjunção
& A ÚZA ...Aôn, (n 2 1), em que cada. & (1 5 i 5 'n) é uma disjunção de literais, ou
um literal.

Pode-se então dizer que uma fórmula. 0 está na FN C se e somente se:

1. contém como conectivos apenas A e V e o operador -«;

2. , só opera sobre proposições atômicas, isto é, não tem alcance sobre A e V;

3. não aparecem sinais de negação sucessivos como -.—.;

4. V não tem alcance sobre A, ou seja, não existem expressões do tipo p V (q A r).

Se ,8 é uma fórmula na Forma Normal Conjuntiva equivalente a a, então E é referida
como FN C(a).

Exemplo 4.1.1 Seja afórmula a: —np V q —> r

FNC(o'): (anªqu)A(pVªqu)A(quVr)
É fácil mostrar que uma FNC é tautológica se e somente se cada. elemento da conjunção
é tautológico.

4.2 Obtenção da FNC de uma Fórmula Não Tautológíca usando Tabela-
Verdade

Para a obtenção da. FNC de uma fórmula não-tautológica a, procura-se na tabela-
verdade de a as interpretações I], 12, . . . , Ik que tornam esta fórmula f. Para cada
uma deSsas interpretações I,- (1 5 i 5 k) constrói-se a disjunção da. seguinte maneira:
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se o valor do componente atômico p de a com respeito à interpretação I.- for v, toma-se
"'-ip, e se for f, toma—se p; em seguida determina-se a conjunção das disjunções obtidas
em cada uma das interpretações I;.

Exemplo 4.2.1 Seja a fórmula: "vp V (] _» r

Wqu—rr
11

12

13

15

16

,17

18

:* wmam««v wn«wn«a m<m<wo<m<ª

—s<-n«<-n<

então,

FNC(-=qu-—>r): (pr-qur)A(pv—qur)A(quVr)
Se a fórmula 0 for uma tautologia, determina—se que

FNC(a): p V-1p

onde p é uma fórmula atômica.

4.3 Forma Normal Disjuntiva — FND
(

Diz-se que uma fórmula proposicional a está na FND quando a é uma disjunção HIV
. . . VH," n 2 1, onde cada B; (1 5 i 5 n) é uma conjunção de literais, ou um literal.

Pode-se dizer então que uma fórmula 0 está na FND se e somente se:

1. contém como conectivos apenas A e V e o operador --;

2. o só opera sobre proposições atômicas, isto é, não tem alcance sobre A e V;

3. não aparecem sinais de negação sucessivos, como o-a;

4. A não tem alcance sobre V, ou seja, não existem expressões do tipo
pA(qu)-

Se 6 é uma fórmula na forma normal disjuntiva equivalente a a, então 6 é referida
como FND(a).
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Exemplo 4.3.1 As fórmulas:

(PAQ)V(TAQ) e (ªpAqu
estão na FND.

4.4 Obteção da FND de uma Fórmula Não Contraditória usando Ta-
bela-Verdade

Para a obtenção da FND de uma fórmula não contraditória a, procura-se na tabela-
verdade de a as interpretações I;, 12, . . . , I;, que tornam esta fórmula verdadeira. Para.
cada uma dessas interpretações I,— (1 5 i 5 Ic), constrói—se a. conjunção da seguinte
maneira:

se o valor do componente atômico p de a com respeito a 1; for v, toma-se p e se for
f, toma.—se =p; em seguida, determina-se &. disjunção das conjunções obtidas em cada
uma das interpretações de I;.

Exemplo 4.4.1 Seja a uma fórmula cuja tabela-verdade é a seguinte:

'(Il
fz
la
14

15
16
17

18

T
maam««v vª,—*.«v-tn—«n m<m<m<m<w <Nz-h-ã-ºuº'h44º

então

FND(a): (p A,q A r) V (p A q A—wr) V (-»p A-vq Apr)

Se a, fórmula 0 for uma» contradição, determina—se que

FND(a):p Aop

onde p é uma fórmula atômica.

4.5 Obtenção da FND e FNC sem o Uso de Tabela—Verdade

A obtenção da forma normal de uma dada fórmula pode ser conseguida através da
substituição de fórmulas existentes na fórmula dada, por fórmulas equivalentes. Este
processo é repetido até que a fórmula normal desejada seja obtida.
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O procedimento de transformação deve seguir os seguintes passos:

]. repetidamente usar as equivalências

(naVB)A(—u[iVa)
anÚ

aHÚ
(iz—vB

para eliminar os conectivos lógicos H e —->.

2. repetidamente utilizar:

“(ªa) = a
para eliminação das negativas múltiplas, e

"(ª V B) (“'ª A nº)
“(ª A B) (“ª V *E)

para eliminação do operador —. que precede o parêntese e posicionar o sinal de
negação imediatamente antes dos átomos.

3. repetidamente, se necessário, aplicar leis distributivas:

avmw = (avmuavw
(GAB)V7 = (ªV7)A(ÚV7)

para a obtenção da FNC, e

ªMBV'y) = (GAB)V(ªA7)
(«up)/x», = (ªA7)V(í3A7)

para obtenção da FND

É importante lembrar que uma Forma Normal é expressa em função de literais. Por-
tanto, na FN as fórmulas a, [i e 7 são, necessariamente, literais.

Exemplo 4.5.1 Obter (: FNC da fórmula de ((p V q) A (wp V r)) ——> s

1. eliminar ——» e H
“((p V q) A (“P V r)) V S

2. usar repetidamente a(wú) : [i, leis De Morgan e distributivas
De Morgan (à(p V q) V —(—p V r)) V s
De Morgan ((np A "'Q) V (p A ªr)) V s
Distributiva (((-up A -q) V p) A ((np A ªq) V —ur)) V s
Distributiva (((—np V p) A (oq V p)) A ((—:p V —-r) A (-uq V -r))) V s
Prop. do V e A ((oq V p) A ((wp V -=r) A (-nq V -ur))) V s
Distributiva ((s V oq V p) A (5 V -=p v -nr) A (5 V —uq V ar))

portanto:

FNC(((p V q) A (np v r)) ——> s):
,.

((sanVp)A(sV—an—=r)A(sv-aqV—rr))
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4.6 Notação Clausal

A Forma Normal Conjuntiva é de particular interesse no entendimento da linguagem
Prolog. Uma cláusula é uma disjunção de literais, isto é:

E = L] V LQV ...VL,

Na FNC, uma fórmula é escrita como uma conjunção de cláusulas

Fl AFgA ...AFn

Uma das vantagens de se ter a PNC de uma dada fórmula é que se o valor da fórmula
é v, então cada cláusula separadamente é v, uma vez que a FNC e' uma conjunção de
cláusulas. Este fato torna a fórmula mais facilmente manipulável.

Como a PNC de uma fórmula 0 do Cálculo Proposicional sempre é uma conjunção de
cláusulas, a ordem em que estas cláusulas são escritas é irrelevante — pela propriedade
associativa do A. Assim sendo, pode—se dizer que a FNC é uma coleção de cláusulas.
Escreve-se então a FNC de uma fórmula. 0 como

(Fl, Fºi "ºan]
sendo que a conjunção A entre as cláusulas fica implícita. Nomeia-se de coleção apenas
para indicar que a ordem não é importante. Neste sentido, pode-se dizer que qualquer
fórmula do Cálculo Proposicional é uma coleção de cláusulas.

Analogamente, uma cláusula E terá a forma

F.- =[L1, Lg, ..., Lj)

onde cada L,- (1 5 i 5 j) é um literal. Aplicando o mesmo raciocínio anterior pode-se
dizer que uma cláusula é uma coleção de literais

(L1, L2, Lj]

onde a disjunção está implícita.
Foi visto na seção anterior que

FNC(((p V «D A (np V r)) -+ s)=

((sV-anp)A(sV-an-1r)A(sV—-qur))
Pode—se pois escrever que:

FNC(((p V q) A (np V r)) —> 5): F] A Fg A F3
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ondeFlst—chp, ngsV—upV-ar, Fsst—qV—r
que pode ser representado pela coleção das três cláusulas, onde a conjunção está
implícita, isto é:

F = (Fi, F:, Fal

Uma possível convenção é escrever a fórmula F como uma. cláusula. após a outra, lem-
brando que elas estão conectadas por A.

Fl: sv—qup
Fg: SV-ipV—or
F3: sV-qu—ur

Como cada cláusula. é uma. coleção de literais que estão conectados por V, para cada
cláusula, pode-se escrever primeiro os literais positivos e logo após os negativos. Isto é:

Fl: szV-«q
FQ: sV-an-vr
F3ZSV'1qv—II'

Esta separação de literais positivos e negativos prepara a cláusula para a introdução da
notação definida por Kowalsky [Kowalsky 74]. Nesta notação, as cláusulas anteriores
são representadas por:

Fl: Sapl—q
Fg: s<—r,p
F3: s<—q,r,

onde há uma disjunção implícita nos literais à esquerda de <—-, chamados conclusões, e
uma conjunção implícita nos literais à direita de 4—, chamados condições ou premissas.
Deve ser observado que esta notação é equivalente a:

F1: q—rsz
Fg: rAp——>s
F3: qAr——>s

pºis PªqEªquECU'P
Uma cláusula genérica na notação de Kowalsky

A1, A2, ..., Am <— Bl, B;, ..., B,.

é equivalente a

A] v Agv ...vAm «— B] ABgA ...ABn
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que é equivalente a

Al VAºv ...vAm V «(E, A BºA ...ABn)

que é equivalente a

A1 V AzV ...VAm V WBI V ªBzV ...Van
Dependendo do número de literais envolvidos na cláusula, pode—se ter os seguintes casos
especiais:

o m > 1 as conclusões são indefinidas, isto é, há várias conclusões

. m 5 1 são as chamadas cláusulas de Horn, que têm como casos particulares:

— m = 1, 71 > O

A ("— Bla B2a "'a Eu
chamada cláusula definida, isto é, existe somente uma conclusão

-— m = 1, n = 0
A «—

chamada cláusula definida incondicional ou fato. Neste caso o símbolo <— é
abandonado.

— m = 0, n > O

*— Bla B27 "'a Eu
negação pura de B1, B2, . . . , B,,

— m = 0, n = 0
._
chamada cláusula vazia e denotada por D

As únicas cláusulas que podem ser representadas usando a linguagem de programação
Prolog são as cláusulas de Horn 5

Numa situação em que um dado conhecimento pode ser representado utilizando cálculo
proposicional, apenas as expressões que forem cláusulas de Horn serão passíveis de serem
representadas em Prolog.

No que se segue, será adotada a convenção de escrever fórmulas com letras maiúsculas
(A, B,. . . ), possivelmente indexadas, pois esta notação é usada mais frequentemente na
literatura referente à linguagem de programação lógica Prolog.

4.7 Procedimento de Prova por Resolução

O método de prova por resolução é bem geral. Ele é um método sintático de prova que
se baseia no uso de uma simples regra de inferência; isto torna a sua aplicação fácil e
vantajosa.

""O símbolo .- é representado por :— na sintaxe do Prolog de Edinburgh.

44



Resolução pode ser aplicada apenas àquelas wii" chamadas cláusulas — que são wfl'

consistindo de uma disjunção de literais.

O processo de resolução, quando é aplicável, é aplicado a um par de cláusulas e produz,
como resultado, uma cláusula derivada.

A regra de inferência de resolução é:

Resolução

de p V q
e r V pq
deduz—se p V r

Esta regra permite combinar duas fórmulas através da eliminação de átomos comple-
mentares. Pode também ser vista como a Regra da Cadeia aplicada a uma fórmula na
FNC, como visto a seguir:

Regra da Cadeia
de “'P —» q (E p V q)
e q —> r (5 -q V r)
deduz-se -p —+ r (.=. p V r)

Pode—se verificar que (p V r) é uma consequência lógica de (p V q) e (r V —.q), o que
equivale a mostrar que (p V q) A ( r V oq) —> (p V r) é uma tautologia.

4.8 Procedimentos para se usar Resolução

Para usar resolução, usa-se redução ao absurdo. Pode se fazer isso negando a conclusão.
Os passos a seguir são:

1. achar para cada premissa e para a conclusão negada (adotada como premissa), a
FNC, da seguinte maneira:

remover H e —> através de

qu E (fl—*PlAUª-Wl)
q "** P 5 "ªq V P

aplicar De Morgan
usar distributiva: q V (p A r) .=. (q V p) A (q V r)

2. cada. premissa é agora uma conjunção de uma ou mais cláusulas. Escrever cada
cláusula em uma linha diferente (cada uma delas é v, uma vez que a conjunção
de todas é v).

3. cada cláusula contém uma disjunção de um ou mais literais; estão na forma correta
para se aplicar resolução. Procurar então por duas cláusulas que contenham o
mesmo átomo com sinais opostos, por exemplo:
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quVtV-up
erVs

No exemplo, p é o átomo em questão. Usando resolução, ele é eliminado da
cláusula, obtendo-se:

quVtVs
A regra é muito simples de ser aplicada, mesmo porque ela pode ser vista como
um simples processo de cancelamento:

qVq, qur “deduz-se qu
q, —|q V r deduz—se r

. continuar neste processo até que se tenha derivado p e np. Ao se aplicar resolução
nestas duas cláusulas, obtém-se a cláusula vazia denotada por D, o que expressa
a contradição, completando então o método de redução ao absurdo.

p, -=p deduz-se falso

Pode—se também usar resolução através da negação do teorema. Neste caso aplicam—se
os mesmos passos anteriores.

4.9 Exemplos do uso de Resolução

A seguir são mostrados dois exemplos de uso de resolução usando prova por redução
ao absurdo: o primeiro exemplo através da negação da tese e o segundo através da
negação do teorema.

4.9.1 Usando Prova por Redução ao Absurdo através da Negação da Tese

Suponha que se queira provar que

r V s é consequência lógica de p V q, p —> r, q —-v 5

ou seja, pelo Teorema 2.7.1 deve-se mostrar que

((p V q) A (p —> r) A (q —> s)) —+ (r V s) é uma tautologia (teorema)

Os passos a serem seguidos são:

1. converter as premissas para a FNC e escreve-las em linhas separadas:

(ª) p V q
(b) “P V r
(º) "'(l V s
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2. negar a conclusão e converte-la para a FNC:

o(er)E er-ns
(d) “ª
(e) “'s

3. deduzir a cláusula vazia D por resolução

(f) "'P de (d) ª (b)
(3) q de (f) e (ª)
(b) “ºq de (e) e (C)
(i) º de (s) e (h)

A cláusula D sempre é gerada a partir de duas cláusulas na forma:

q A ºq
o que, obviamente, é uma contradição.

4.9.2 Usando Prova por Redução ao Absurdo através da Negação do Teo-
rema

Suponha que se queira provar a regra da cadeia:

(p-ªq)A(q—+r)-+(p—>r)

A negação do teorema é:

«((p —» q) A (q -» r) —» (p ár»
Da mesma forma que no exemplo anterior, deve—se obter a FNC do teorema negado,
que no caso facilmente pode ser verificado que é:

(ªquthVrMpA-w
Como já visto, o passo básico do método de resolução ocorre quando existem duas
cláusulas tal que uma. proposição p ocorre em uma delas e np ocorre na outra. Os
passos de resolução são mostrados na figura a seguir:

"“P“/&
“1qu "?

-er
X'

X
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4.10 Vantagens do Método de Resolução

Comparado com a lógica. clássica, o método de resolução tem várias vantagens:

1. Não é necessário o uso de equivalências para rearranjar p V q como q V p, etc.
Isso se deve ao fato de que tudo é colocado na FNC antes do método começar a
ser aplicado e, particularmente, porque para o método é indiferente a posição, na
cláusula, do átomo a ser eliminado;

2. Existe apenas uma regra de inferência para se lembrar;

3. E fácil de ser mecanizado.

Entretanto, em longas provas, é possível que se “ande em círculos”; a uniformidade
de notação tende a tornar todas as cláusulas parecidas, o que torna difícil selecionar a
cláusula certa e lembrar o que cada uma significa.

A linguagem Prolog está baseada no princípio de resolução aplicado a cláusulas de
Horn, utilizando uma estratégia. de busca bem definida ª
O investimento inicial em programação lógica pode ser atribuído a Kowalski e Colmer-
auer. Foi Kowalski quem formulou a interpretação procedimental da cláusula de Horn.
Ele mostrou que um axioma:

AseBleBge...eBn

pode ser lido e executado como um procedimento em uma. linguagem recursiva de
programação, onde A e' a cabeça do procedimento e os Biºs seu corpo.

Além da leitura declarativa da cláusula:

A é verdade se os 338 são verdade

ela pode ser lida como:

Para resolver(executar) A, resolva (execute) B] e B2 e . . . e B,,

4.11 Propriedades do Cálculo Proposicional

0 Cálculo Proposicional, embora insuficiente para o formalismo do raciocínio lógico,
possui propriedades muito importantes que o distinguem. Essas propriedades são: con—

sistência, completude e decidibilidade, definidas a seguir.

1. O sistema é consistente: não é possível derivar simultaneamente uma fórmula Q
e sua negação «Q;

6A estratégia utilizada é busca em profundidade.
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2. O sistema é correto ou coerente: todo teorema é uma tautologia;

3. Completude: toda tautologia é um teorema;

4. Decidibilidade: há um algoritmo que permite verificar se uma dada fórmula do
sistema é ou não um teorema.

5 Programas Prolog Relacionados ao Cálculo Proposi-
cional

A seguir são mostradas duas versões de programas Prolog para a determinação do
valor-verdade de uma fórmula do CP, e um programa Prolog para a conversão de uma
fórmula do CP para a forma clausal, bem como exemplos de suas execuções.

E importante lembrar que os programas mostrados a seguir não fazem a verificação da
consistência dos dados fornecidos como entrada.
Todos os programas utilizam a seguinte definição de operadores:

:-op(200,fy,n). /* negacao */
:—op(4oo,xfy,&). /* conjuncao */
:—op(450,xfy,ou). /* disjuncao */
:-op(700,xfy,->). [* implicacao *!
:—op(750,xfy,<->). !* equivalencia */

5.1 Determinação do Valor—verdade de uma Fórmula do Cálculo Pro—
posicional

O objetivo dos dois programas Prolog apresentados a seguir é encontrar o valor-verdade
de uma fórmula do Cálculo de Proposicional. Ambos os programas fazem uso das
seguintes equivalências

0—6 5 a—vBAB—va
a—>B E áaVB
“uma E &

“(OVB) E WGA-=[”)
“(OAB) E WaVªB

Os programas têm como entrada uma fórmula bem formada — wff — do Cálculo Propo-
sicional, escrita com os operadores definidos anteriormente.

Primeiramente é mostrado um programa que encontra o valor—verdade de uma fórmula
dado o valor-verdade de seus componentes. A seguir é apresentado um segundo pro-
grama, mais geral, onde os valores-verdade dos componentes da fórmula não são, ne-
cessariamente, conhecidos.
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5.1.1 Versão 1

A entrada deste programa é uma wff com os valores—verdade de cada. um de seus com-
ponentes. Por exemplo

n(v<—>1)—> ((vou!)lnnt)
a saída do programa e' o valor—verdade indicado pelo átomo v ou f . O programa está
deíinido pelo predicado valor_verdade(Formula,Valor) que consta de duas cláusulas:

valor_verdade (Formula . f) : —

íalso(Fomu1a) ,
!.

valor_verdade(Pormu1a,v).

onde o programa falso(Formula) deve ser bem sucedido se o valor-verdade de Formula
for f e deve falhar caso contrário. Ele está definido pelas seguintes cláusulas, que sim-
plesmente traduzem as equivalências acima mencionadas

falso(f):-!.
talso(n v):-!.

talso(P <-> Q):—
falso((P -> a) & (a —> P)).

falso(P —> 0):-
falso(n P ou Q).

falso(P ou Q):-
falso(P),
falso(Q).

falso(P & Q):—
(falso(P) ; falso(Q)).

falso(n n P):—
falso(P).

falso(n (P <—> O)):-
falso(n (P -> Q) ou n (O —>P)).

falso(n (P -> O)):-
falso(n (n P ou G)).

falso(n (P ou G)):-
íalso(n P I n Q).

falso(n (P & O)):-
falso(n P ou n Q).
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A fim de mostrar a execução do programa vnlorwerdade/Z, será. usado um outro
programa --— oncontre.valor/O — acrescentado com predicados de leitura e escrita.
Este programa implementa os seguintes passos:

repetir
leia fórmula
se fórmula : fim pare caso contrário
encontre o valor-verdade da fórmula
informe o valor-verdade da fórmula

0 programa é:

encontre_valor :—

repeat,
leia(Formu1a),
(Fomu1a==fim ;

valor_verdade(Formula,x),
ínforme(Formula,X),
fail).

1éia(Formula) :-
nl, write($£ntre: $).
read(Formu1a).

informe(Formu1a,x) :—

vrite($Formula: $),
write(Formu1a).
escreve(x). nl.

escreva(v) :—

write($ Verdadeira$),
!.

escreva(t) :-
vrite($ FalsaS).

A seguir é mostrado um exemplo de execução:

?- encontre_valor.

Entre: (v & n !) ou !.
Formula: v & n I ou ! Verdadeira

Entre: (v —> 1) & (! -> v).
Formula: (v —> :) & (1 —> v) Falsa

Entre: (v ->f) <-> (1 —> 1).
Formula: v -> ! <—> 1 -> ! Falsa

Entre: (1 —> v) <-> (! —> v).
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Formule: ! -> v <—> : —> v Verdadeira

Entre: fim.
yes

Deve ser observado que a primeira cláusula do programa valor-verdade/2 está definida
em função do programa falso! 2. Este programa é tal que:

falso(Fomula,f) é bem sucedido se o valor de Formula for f

Entretanto, é possível definir a primeira cláusula de valor-vardade/2 em função de
um programa análogo verdade/2, tal que:

verdade(Formu1a,v) é bem sucedido se o valor de Formula for v

Esta. outra implementação do programa. valor.verdade/ 2 —— que pode ser considerada
& dual da versão anterior —— é mostrada a seguir:

valor_verdade(Formula,v):-
verdade(Formula),
"

valor_verdade(Formula,f).

verdade(v):—!.

verdade(n í):-!.
verdade(P <—> Q):-

verdade((P -> 0) & (0 -> P))-

verdade(P —> 0):—
verdade(n P ou Q).

verdade(P ou 0):—
verdade(P) ; verdade(0).

verdade(P & Q):-
verdade(P), verdade(q).

verdade(n n P):-
verdade(P).

verdade(n (P <—> Q)):- _

verdade(n (P —> O) ou n (a —>P)).

verdade(n (P -> O)):—
verdade(n (n P ou O)).

verdade(n (P ou q)):—
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vordado(n P & n O).

vordade(n (P & O)):-
vetdade(n P ou n Q).

5.1.2 Versão H

É possível alterar o programa valor.verdade/ 2 de maneira a que ele encontre o valor-
verdade de uma fórmula onde os valores-verdade de seus componentes não são, neces-
sariamente, conhecidos. Se componentes da fórmula forem variáveis livres, o programa
deve instanciá—las com os átomos f e v, para calcular o correspondente valor—verdade
da fórmula.

Isto é implementado pelo programa mais geral valor-verdade/2, mostrado a seguir:

valor_verdade(Formula,Val):-
instancia,ava1ía(Formu1a,Val).

instancia_ava1ia(Formula,Formu1ª):—
var(Formu1a).

_pertence(Formula,[v,tJ).

instancia_avalia(n Fornula,Va1):—
vez(Formula),
|
nortence([Formula.Va1].[[v.f],[f,v]]).

instancia_avalia(v,v).

ínstancia_ava1ia(í.í).

instancia_avalia(n v,f).
instancia_ava1ía(n f,v).

instancia_avalia(P <—> Q,Va1):-
instancia_ava1ia((P —> a) & (Q —> P),Va1).

instancia_avalia(P —> Q,Va1):-
instancia_avalia(n P ou Q,Va1).

instancia_avalia(P ou Q,Va1):-
ínstancia_avalia(P,Va11),
instancia_ava1ia(Q.Va12),
(pertence1(v.[Vali,Va12]),
Val = v;
not pertencel(v,[Va11,Va12]).
Val = 1).
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instancia.ava1ia(P & Q.Va1):—
instancia_avalia(P,Va11) ,
instancia_avalia(Q,Valz),
(pertence1(f,[Va11,Va12]),
Val = !;
not pertence1(f,[Va11,Va12]),
Val = v).

instuciLavaliam n P,Va1):-
instancia_ava1ia(P,Va1).

instancia_ava1ia(n (P <-> q),va1);-
instancia_avalia(n (P —> a) ou n (a ->P),Va1).

ínstancia.avalia(n (P —> q),Va1):-
instancia_ava1ia(n (n P ou Q),Va1).

instancia_avalia(n (P ou O).Va1):-
instancía_ava1ia(n P & n Q,Va1).

instancia_ava1ia(n (P & Q),Va1):-
ínstancía_avalia(n P ou n Q,Va1).

pertence(X,[Xl_J)-
pertence(x,[_lL]) :—

pertence(X.L).

pertence1(x,[xl_]):—
|

pertence1(l.[_lL]):—
pertence1(X,L).

A seguir é mostrada a execução desta nova, versão de valor.verdade/2 através do
progrma encontre_valor/O, definido na seção 5.1.1

?— encontre_valor.

Entre: n (X ou Y) —> (X & Y <-> f).
Formula: n (v ou v) -> (v & v <-> f) Verdadeira
Formula: n (v ou :) —> (v & : <—> f) Verdadeira
Formula: n (! ou v) —> (1 & v <—> f) Verdadeira
Formula: n (1 ou f) —> (: & ! <—> !) Verdadeira

Entre: (: —> Y) & (Y -> 2) —> x -> 2.
Formula: (v —> v) & (v —> v) -> v —> v Verdadeira
Formula: (v —> v) & (v -> f) -> v -> ! Verdadeira
Formula: (v —> 1) & (f -> v) -> v -> v Verdadeira
Formula: (v —> f) & (! -> I) -> v -> 1 Verdadeira
Formula: (í -> v) & (v -> v) -> 1 -> v Verdadeira
Formula: (! -> v) & (v —> !) -> 1 —> ! Verdadeira
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Formula: (1 —> 1) & (: —> v) -> 1 —> ' Verdedein
Formula: (! —> 1) t (: -> :) -> : -> : Verdadeira

Entre: (v <—> x) <-> (u v ou X) & (n 1 ou v).
Formula: (v <—> v) <—> (u v ou v) & (u v ou v) Verdadeira
Formula: (v <-> !) <-> (n v ou 1) & (n 1 ou v) Verdadeira

Entre: x -> n n n Y <-> n Zlou (n 1 —> n 2).
Formula: v —> n n a v <—> n v ou (n v -> a v) Falsa
Formula: v —> n n n v <—> n : ou (u v —> n !) Falsa
Formula: v -> n n n : <—> n v ou (n v —> n v) Verdadeira
Formula: v —> n n n ! <-> n 1 ou (n ' -> n !) Verdadeira
Formula: ! —> n n n v <—> n v ou (n 1 —> n 7) Falsa
Formula: ! —> n n u v <—> n 1 ou (n : —> n !) Verdadeira
Formula: ! —> n n n ! <—> n v ou (n t -> n v) Falsa
Formula: 1 -> n n n 1 <-> n 1 ou (n 1 —> n :) Verdadeira

Entre: f ou 1 —> (v <—> Y).
Formula: f ou v -> (v <—> v) Verdadeira
Formula: 1 ou v —> (v <—> !) Falsa
Formula: 1 ou i —> (v <—> v) Verdadeira
Formula: 1 ou ! -> (v <—> !) Verdadeira

Entre: ! & v & (v ou v) <-> v -> f ou v.
Formula: 1 & v & (v ou v) <-> v —> 1 ou v Falsa

Entre: fim.
yes

5.2 Conversão de uma Fórmula do Cálculo Proposicional para a Forma
Clausal

Este programa implementa os seguintes passos:

1. remover equivalências e implicações

2. mover a negação para o interior da fórmula

3. colocar na forma norma.] conjuntiva.

4. obter a. representação clausa]

traduza(Formu1a_logica,Clausulas) :—

% passei: elimine os conetivos -> e <—>

tira_imp1icacao(Pormu1a_logica,Formu1a_sem_ínplicacao),

% passo2: mova negacao para o interior da íormula
move_negacao(Formu1a_sem_ímplicacao,Formu1a_com_neg,novimentada),

% passoB: forma normal conjuntiva
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forma_norna1_conj(Formu1a_con_nog.novimontadn.Formu1a_nornul_conjuntiva).

% passo4: representacao clausal
clauaitique(Formu1a_norna1_conjuntiva.[].Clansulas).

/* pªssoíz elimine os conotívos —> e <—>

Substitua: q —> p por n q v p
q <-> p por (q & p) v (n q & n p) */

tira_implícacao((P <—> Q),((P1 & 01) v (n Pl & n Q1))) :—

tira_implícacao(P,P1).
tira-imp1icacao(q,01).

tira_ímp11cacao((P —> q),(n Pl v 01)) :-
l' »

tira_implicacao(P,P1).
tira_implicacao(0,nl).

tira_imp1icacao(para,todo(x,P),para_todo(X,P1)) :—

l

tira_imp1icacao(P,P1).

tira_ímplícacao(existe(x,P),existe(x,P1)) :-

tíra_imp1icacao(P,P1).

tira_imp1icacao((P & Q),(Pl & 01)) :-
|
tira_implicacao(P,P1),
tira-ímplicacao(q,01).

tira_imp1icacao((P v Q),(P1 v 01)) :—

l

tira_imp1icacao(P,P1).
tira_implicacao(Q,Q1).

-tira_implicacao((n P), (n P1)) :—

.

tira_implicacao(P,P1).

tira_implícacao(P,P).

/* passo2: move negacao para o interior da formula. Apos este passo as
negacoes aparecerao apenas aplicadas diretamente aos atomos.
Substitua: n(p & q) por n p v n q

n(p v q) por n p I n q
n n p por p *]

% move negacao para o interior da formula
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novo_negacao(( n P).P1) :—

!.
nogacao(P.P1) .

move_negacao(( P & Q ). (Pl & Ql)) :-
|' .
move_negacao(P.P1).
move_negacao(Q,Ql).

move_negacao(( P v Q), (Pl v Q1)) :-
!.
move_negacao(P,P1),
move_negacao(0.01).

move_negacao(P.P).

% aplica negacao a formula
negacao((n P),P1) :—

!.
move-negacao(P.P1).

negacao(( P & Q),(P1 v Q1)) :—

!.
negacao(P.P1).
negacao(Q.01)-

negacao(( P v O),(P1 & Q1)) :-
!.
negacªo(P.P1).
negacao(Q.01).

negacao(P,(n P)).

/* passo3: forma normal conjuntiva
transforma a formula de entrada em uma formula do tipo:
(A v 8 v ...) & (C v D v ...) & ...
Substitua: (A & B) v C por (A v C) & (B v C)

A v (B v C) por (A v B) & (A v C) *]

torma_norna1_conj(( P v O ),R) :-

forma_normal_conj(P.P1).
torma_norma1_conj(Q,Q1),
conjtrans((P1 v 01),R).

forma_norma1_conj(( P & 0 ).( Pl & Q1)) :—

forma_norma1_conj(P,P1),
torma_normal_conj(0,01).
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torma_nornal_conj(P.P).

conjtrans((( P & 0) v R),( PI & Q1)) :-
!.
!orma_normal_conj((P v R).P1),
tórma_normal_conj((0 v R),Ql).

conjtrans(( P v (O & R)).( Pi & 01)) :-
|º .
torma_normal_conj(( P v Q).P1).
forna_normal_conj(( P v R).Q1).

conjtrans(P,P).

!* passoâ: reprosentacao clausal
Cada clausula e representada como uma estrutura clausula(A,B),
onde A e uma lista de literais nao negados e B e uma lista de
literais negados.
O terceiro parametro e a lista de clausulas e o segundo e uma
lista intermediaria. &]

clausifique((P & Q),CI,C2) :-
!.
clausitique(P,C1,C3).
clausiíique(Q.CS.C2).

clausifique(P.Cs,[clausula(A,B)le]) :—

na_clausula(P.A,[].B.[]),!.

clausifique(_,C,C).

/* Construcao das listas A e B de literais, que sao a cabeca e cauda,
respectivamente, de uma clausula, verificando que uma mesma formu—
la nao apareca nas duas listas ou duas vezes em uma lista.
O primeiro parametro e uma disjuncao. A o B sao as listas de lite-
rais e Aí o Bi sao listas intermediarias. */

na_c1ausula((P v Q),A,A1,B,81) :—

na_c1ansu1a(P,A2,A1,B2,Bl),
na_clausula(Q,A,A2,B,B2).

na_c1ausu1a((n P),A,A,B1.B) :—

!.
not(esta_dentro(P,A)),
colocar_dentro(P,B,Bl).

na_clausula(P,A1,A,B.B) :—

not(esta_dentro(P.B)).
colocu_dontro (P ,A ,A1) .
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esta_dentro(x . [X | _] ) :- ! .

esta_dentro(l, [_IL] ) :—

esta_dentro(x .!.) .

colocar_dentro(x, D . [X] ) :- ! .

colocar_dentro(x.EX|L],[XIL]):— !.

colocar_dentro(x . UILJ.[YIL13):—
colocar_dentro (X .L,L1) .

A seguir são mostrados alguns exemplos de execução.

?- traduza(p —> q v r,Y).
Y = [clausu1a( [q.r].[p])] “>;
no

?—traduza( n p & n (11 q) <º> m “> ? V 11 (LV)-
Y : [clausu1a( [p] . [m.ql) . clausu1a( [q] , [] ) .clausu1a( [q] . [p] ) .

clausu1a( [q,m] . [] ) . clausu1a( [q] , [p] ) .clausula( D . [p] ) .
clausula( [m].[p])] “>;

no

?-traduza( m v 11 (q & n :) “> 11 p & (I (“> ª m).Y).
Y : [clausu1a([],[r.m)).clausula([],[r.p]).clausu1a([q].[m.rJ).

clausu1a([q.r,m],[J),c1ausula([q],[p]).c1ausulª([3.[m.r]).
clausu1a([].[m.p])] “>;

no

A fim de mostrar a execução de cada um dos passos do programa, será usado o pro-
cedimento traduza_escreval2 descrito a seguir, que é simplesmente traduza/2 incre—

mentado com os seguintes procedimentos:

escreva_saída_passo/3 que mostra a saída da. execução de cada um dos passos do
programa e
escreva_notacao_c1ausa1/1 que mostra. a notação clausal na forma utilizada por
Prolog.

/* Programa para converter formulas do Calculo Preposicional
para a Forma Clausal e nostra: saida de cada um dos Passos *]

traduza_es creva(Formu1a_logica ,Clausulas) : -
escreva_saida_passo“Formula do CP$,$a ser Transformadas,Formula_logica),

'/. passei: elimine os conetivos -—> e <—>

tira-:"mplícacao(Fomu1a_logica ,Formula_sem_imp1 ícacao) ,
escreva_saida_passo(1,Selimine os conetivos —> e <->$,
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Formula_aon_inplicccno).

% passo2: mova negacao para o interior da formula
move,negacao(Fornula_sem_ímp1icacao,Formu1a_com_neg_novinentada),
escreva_saida_passo(2,tmova negacao para o interior da formulat,

Formu1a_com_neg_novinentada),

% passoB: forma normal conjuntiva
forma_norma1_conj(Formu1a_com_neg_movimentada,Formu1a_norma1_conjuntiva).
escreva_saida_passo(3.tforma normal conjuntivaS.Fornuln_norma1_conjuntiva),

% passo4: representacao clausal
clausifique(Fozmu1a_normal_conjuntiva.[].Clªusulas),
escreva_saida_passo(4,Srepresentacao clausal$,Clausu1as),
escreva_notacao_c1ausu1as(Clausulas),!.

escreva_saida_passo(A.B,C) :—

separe, (

write(A).tab(3),vrite(B).n1,n1,
vrite(C).
separe,
continue.

separez- nl,write($ $),n1.

continue :-
tab(20),vrite($Aperte qquer tecla para continuar....8).get0(_).n1.

escreva_notacao_c1ausu1as(Cls) :-
separe.
write($lotacao ClausalS),nl,n1,
escreva_c1ausu1as(€ls),
separe.

/* escreva_c1ausulas transforma & representacao clausal da
formula em uma notacao especial do tipo:
A; B; ... :- K. L, ..
onde A, B, ... sao literais nao negadas e

K. L, ... sao literais negadas */

escreva_clausu1as([]) :— L

escreva_c1ausu1as([clausula(A.B)|Cs]) :—

escreva_c1ausu1a(A,B),nl,
escreva_clausulas(Cs).

escreva_c1ausu1a(L,[]) :—

escreva_disjuncao(L),vrite('.').

escreva_c1ausu1a(U.L) :—
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!.
vrite(' :— '),
escreva,:onjuncao(L).wríte('.').

escreva_c1ausu1a(L1.L2) :—

escrova_disjuncao(L1),
vrite(' :— ').
escreva_conjuncao(L2),vrite('.').

escreva_disjuncao([L]) :-
erite(L).

escreva_disjuncao([LlLs]) :-
vrite(L).
"íte(, ; ,).
escreva_disjuncao(Ls).

escreva_conjuncao([L]) :—

l :erite(L).

escreva_conjuncao([LlLs]) :—

|

vrite(L),
vrite('. '),
escreva_conjuncao(Ls).

A seguir é mostrada a execução deste programa,, com os mesmos dados de entrada
utilizados anteriormente.

?— traduza_escreva(p —> q v r,Y).

Formula do CP & ser Transíormada

p —> q v :
Aperte qquer tecla para continuar....

1 elimine os conetivos -> e <—>

n p v q v :
Aperte qquer tecla para continuar....

2 nova negacao para o interior da formula

n p v q v I
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Aperte qquer tecla para continuar....

3 forma normal conjuntiva

n p v q v :
Aperte qquer tecla para continuar....

4 representacao clausal

[clausu1a( [q.r] . [p] )]

Aperte qquer tecla para continuar....

Iotacao Clausal

q ; r :— p.

Y = [clausu1a([q.r].[p])3 “>;
no

?—traduza( n p & n (n q) <-> m -> p v n q.Y).

Formula do CP & ser Transformada

n p & n (n q) <—> n -> p v n q

Aperte qquer tecla para continuar....

1 elimine os conetivos -> e <—>

(n p & n (n q)) & (u n v p v n q) v u (n p & n (n q)) &

n (n n v p v n q)

Aperte qquer tecla para continuar....

2 nova negacao para o interior da formula

(n p & q) & (n n v p v n q) v (p v n q) & m & n p & q

Aperte qquer tecla para continuar....

62



3 torna nonal conjuntiva

(((npvpvnq)l(npvn)t(npvnp)t(npvq))l(qvpvnq)l(qvn)t(qvnp)l(qvq))l((nnvpvnq)vpvnq)t((nnvpvnq)vn)t((nnvpvnq)vnp)t((nnvpvnq)vq)
Aperte qquer tecla para continuar. . . .

4 representacao clausal

.

[clausu1a([p] , [n,q]),c1ausu1a([q] . D ) ,cleusula( [q] , [p] ) .
' clausu1a( [q,-] , []) .clausu1a( [q] . [p] ) .clausu1a( [] . [p] ) .
clausulú [IG . [p] )]

Aperte qquer tecla para continuar. . . .

Iotacao Clausal

p:—m,q
q.ª"?q;m.ªl'P-:-p.
In:-p.

Y = [clausu1a( [p] . [n.ql) , clausu1a( [q] . D ) .clausu1a( [q] . [p] ) .
clausu1a( [q,n] , [] ) . clausula( [q] . [p] ) .clausula( D , [p] ) ,
clausu1a( [n] . [p] )] “>:

no

?—traduza( u v 11 (q & n r) —> 11 p & (r <—> n m),Y).

Formula do (:P a ser Transformada

mvn(qtnr) —>np&(r<—>nn)

Aperte qquer tecla para continuar. . . .

1 elimine os conetivos -> e <—>

n(mvn(qtnr))vnpt(rlnmvnrtn(nm))
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Aperte qquer tecla para continuar. . . .

2 nova negacao para o interior da formula

nntqtnrvnpth'tnmvnrlm)
Aperte qquer tecla para continuar. . . .

3 forma normal conjuntiva

((nuvnp)!((nmvrvnr)t(nnvrvm))l(nnvnmvnr)l(nmvnmvm))t((qvnp)t((quvnr)l(quvn))l(qvnmvnr)!(qvnnval(nrvnp)t((nrvrvnr)t(nrvrvm))l(nrvnmvnr)t(nrvnmvm)
Aperte qquer tecla para continuar. . . .

4 representacao clausal

[clausula( [] , [r,ml).c1ausu1a([] . [r.p] ) , clausula( [q] , [n,rl) ,
clausula( [q,r .ª] . [] ) ,clausu1a( [q] , [p]) . clausu1a( [] , [n.rl) .
clausu1a( [] . [m.p] )]

Aperte qquer tecla para continuar. . . .

/

Iotacao Clausal

:—r,n.
:-r,p.q:-n.r.q;r:n.ªlª—P-
'-m,r
-".P

Y = [clausu1a( [] , [I,IÚ) .clausu1a( [] , [r ,pJ) , clausu1a( [q] . [m.rD ,
clausula( [q,r.m] , [] ) ,clausula( [q] , [p] ) . clausu1a( [] . [m.rJ) ,
clausula( [] , [MPD] “>;

no
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6 Conclusões

Como comentado anteriormente, esta Nota Didática tem como objetivo familiarizar o
leitor com os conceitos básicos do Cáculo Proposiciona] enfatizando aqueles que sub-
sidiam a linguagem de programação lógica. Prolog.

A publicação de programas Prolog que implementam soluções de problemas típicos do
CP intenciona contribuir para uma maior divulgação de metaprogramação, que pode
facilmente ser realizada nesta linguagem.

Esta Nota Didática terá continuidade em uma próxima. nota intitulada 0 Cálculo de
Predicados: uma Abordagem Voltada à Compreensão da Linguagem Prolog, a ser pu—

blicada futuramente.
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