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1 Introdugao

A nogéo de gramdtica teve origem no estudo de linguagem natural. Os linguistas tentavam
definir precisamente quais eram as sentengas validas destas linguagens e encontrar formas
estruturais de representa-las.

Mas uma linguagem natural é muito extensa e complexa, por isso nado se conseguiu uma
maneira de defini-la totalmente.

Por exemplo, observe a analise da sentenga:

A menina pobre viu o cachorro

‘/sentenga\

sujeito predicado

artigo subst. adjet. verbo  objeto direto

| RN

A menina pobre viu artigo subst.
o cachorro

Com esta analise verifica-se que a sentenca esta correta, mas nio é possivel fazer isso com
todas as sentengas da linguagem.

No caso de linguagem de programagio isto € possivel pois estas sio mais simples e a
representacdo segue a mesma idéia de analise sintatica da linguagem natural.

O objetivo inicial dos pesquisadores ainda nao foi atingido, ou seja ndo existe uma
“gramética formal” definida para o inglés, ou qualquer linguagem natural (LN), mas
os resultados dessa linha de pesquisa foram muito uteis na descri¢io de linguagem de
computacdo — a linguagem Algol-60, por exemplo, foi descrita usando uma gramatica
livre de contexto na notagio BNF (Backus Naur Form).

A idéia funcionou para Linguagens de Programacao, apesar de nao ter funcionado para
:-LNs porque as primeiras podem: ser definidas através-de uma sintaxe rigida' e uma semian- -
tica bem determinada, de forma a habilitar o tratamento computacional.

Qual é a maneira sistematica de especificar a sintaxe de uma Linguagem de
Programacio?

Para isto é necessario:



e Um método que especifique meios de construir programas sintaticamente corretos
(geragio).

¢ Um método para analisar um programa e verificar se ele estd sintaticamente correto
(reconhecimento).

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: na segio 2 sao apresentados conceitos
bésicos e a definigdo de gramaticas. Na secio 3 os tipos de gramaticas seguindo a hierar-
quia de Chomsky, as linguagens correspondentes e propriedades das gramaticas regulares
envolvendo o processo de construgdo de uma gramaética regular através de operagdes de
uniao, concatenagio e fechamento. Na segio 4 sdo.apresentados alguns aspectos relaciona-
dos com ambiguidade nas linguagens de programacdo. A se¢do 5 é dedicada a precedéncia

e associatividade de operadores e a segdo 6 aos conjuntos e expressoes regulares. Final-
mente na sec¢io 7 é apresentada a concluséo.

2 Nogoes de Gramaticas

Definicao 1 - Alfabeto ou Vocabuldrio: ¢ um conjunto finito de simbolos.

Ex.: {a,b}, {1,2,3}

Definicao 2 - Cadeia: qualquer concatenacdo de simbolos de um dado alfabeto.
Ex.: aab, bab, ) - cadeia nula.

Definigao 3 - Comprimento de Cadeia: € o n2 de simbolos de uma dada cadeia.
Ex.: |aabl =3 |A]=0

Definigdao 4 - Concatenagao de 2 ou mais Cadeias:

Ex.: z=abaa , y=ba , z=2X

entao: zy = abaaba, yz = zy = y = ba,
yz = baabaa

Lkl =4 =2, eyl =zl lyl =6
Definigcao 5 - Produto de 2 alfabetos:

V1 = {a, b}
= V1.V2=V1 x V2 = {al,a2,a3,bl,b2, b3}
V2 = {1,2,3}

portanto V1.V2 # V2.V1



Definigao 6 - Exponenciagao de Alfabetos:

Ve = {A}
Vi = V
Ve = VLV | n>1

Ex: V ={0,1}

VE=VV = (V.V).V ={00,01,10,11}.{0,1}

= {000,001,010,011,100, 101,110,111}

V™ é o conjunto de todas cadeias de simbolos de V, de comprimento n.

Definigao 7 - Fechamento (Clausura) de um Alfabeto
Seja A um alfabeto, entdo o fechamento de A € definido como

A*=A° UA' U A2 U... UA™ U

Portanto A* = conjunto das cadeias de qualquer comprimento sobre o alfabeto A.

Ex.. A={1}
A= {)1,11,111,...)

Fechamento Positivo de A: At = A" - {1}
Portanto V que seja V, V* — Vt = {A}
Definigao 8 - Gramatica

Uma gramatica formal G é a quadrupla

G = {Vn,Vr,P,S} onde:

. Vr — é um alfabeto ﬁmto conhec1do como vocabulario terminal. Os simbolos de . . .

" Vr'sdo aquéles que aparecem nos programas de uma linguagem de programagao ou
as palavras da L. Portuguesa, por exemplo.

o Vy — é um alfabeto finito, conhecido como vocabulario nao-terminal. Os
simbolos de Vv sdo usados como nomes para categorias sintaticas.

(Exemplos de categoria sintatica:
em Portugueés: Sentenca, Predicados, ..., Verbo;
em Pascal, Programa, Bloco, Procedure)
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e P — é um conjunto finito de regras ou produgoes da forma W — W’ onde:

1. W € (Vn U Vp)*; isto é o conjunto de cadeias nao vazias sobre Vy e
2. W e(Ww U Vp)m.

A interpretagido de regra W — W' é que W pode ser substituido por W’ sempre
que W aparecer.

Ex.: em Portugués:
Sent_interrogativa — Sentenca ?
Sentenca — Sn Sv Verb Predicado

¢ S — € Vy e é chamado o axioma ou simbolo inicial de G. S é o nome da cate-
goria sintatica principal.

Ex.: em Portugués: S = Sentenca
em Pascal: S = Programa

Obs.:
. = WnVrer=0; VWU V=V

2. — os elementos de V7, sdo os terminais e por convengao sao representados por
letras minusculas a, b, ¢c,d, ...

3. — os elementos de Vy sdo os ndo-terminais e representados por letras maius-

culas A,B,C,D,...

4. — as cadeias mistas, ou seja as cadeias que € (Vy U Vr)* sdo representadas
por letras gregas (a, 3,7,94,...)

Ex:1 Gl = ({S,A B}, {&’,.ll} y Py S
Vn Vr P s
ondee P:{ 1) S— AB
2) A—a
3) B — b}

Portanto S 4, 4B 2 B 2 @

(I:Tnica, cadeia gerada por esta gramatica).

L AR TREPS PV S 2Rt s v, i 3 e e —



Ex.: 2 Wy { Sentenga,Sn,Sv,Artigo,Verbo,Substantivo,Complemento }
{ peixe,isca,mordeu,0,a }
P = {1) Sentenga — Sn Sv
2) Sn — Artigo Substantivo
3) Sv — Verbo Complemento
4) Complemento -+ Artigo,Substantivo
5) Artigo — o
6) Artigo — a
7) Substantivo — peixe
8) Substantivo — isca
9) Verbo — mordeu }

S = Sentenga

5
]

Definicao 9 Outra maneira de representar produgées: BNF-(Forma Normal de
Backus), que definiu o Algol 60.

Neste caso, — € substituido por ::= os ndo terminais sdo palavras ladeadas por < >.

BNF € usada para definir gramdticas com a seguinte caracteristica: o lado esquerdo
de cada regra é composto por um unico simbolo nao-terminal.

No caso de repetigées de lado esquerdo:

<A> =
<A> =
<A> ¢ =ay,
escreve-se: A i = ... |ay

Os simbolos <, >,:,=,| formam a meta-linguagem, ou seja, sdo simbolos que ndo
fazem parte da linguagem mas ajudam a descrevé-la.

Ex.: 3- G={ W,Vr,P,S} onde

Vn = { <sentenga>,<sujeito>, <predicado>,<artigo>,
<substantivo>,<verbo>, <complemento> }

Vr = {o,apeixe,comeu,isca }

S = <sentenca>

P = {

1. <sentenga> :: = <sn> <sv>

2. <sn> :: = <artigo> <substantivo>

3: <sv> ;1 = <verbo> <complementos

4. <complemento> :: = <artigo> <substantivo>

5. <artigo> :: = ola

6. <verbo> :: = comeu

7. <substantivo> :: = peixelisca }



Gerar uma sentenga sintaticamente correta:

/(senten;v\

<sn»> <sv>

SN N

<artigo> <subst.> || <verbo>  <complemento>

| |\

o peixe comeu <artigo>  <subst.>
a isca

A4

arvore de derivagao sintética
Com esta gramaética, pode-se gerar as seguintes frases sintaticamente corretas:

0 peixe comeu a isca
a isca comeu o peixe

0 peixe comeu o peixe

Ll A

a isca comeu a isca
etc. ...

Para as defini¢des a seguir considere G = (Vn, V1, P,S) e o,8,7,6 € (Vv U Vp)*

Definicdo 10 Uma cadeia ayf gera diretamente (—) uma cadeia abf sse

(y—$6) € P
a 7 B a 6 p 2 6
Ll [
NoEx.:1 a B — a b pois B — b
s &2
[ Ll
o ¥ ﬂ - 0!6 ﬂ

Defini¢io 11 Uma cadeia a gera (5 ) uma cadeia § sse 3 v1,72...7, tal que
a—=y Y=o f n2>0.

n=0= a=p portanto a >+ a paraVa.



No Ex.: 1-

S % ab
S %4 aB
AB & ab
ab 5 ab (zero passos)
No Ex.: 3 -
<sentenga> 2, o peixe mordeu a <substantivo>
<complemento> % o <substantivo>

Deﬁnigiio 12 Uma cadeia o € (Vy U Vr)* € uma forma sentencial de G sse
S5 aou seja, o € um embrido para uma cadeta gerada pela gramdtica.

No Ex.: 1 -

— aB, AB, S, ab sao formas sentenciais;

— jabA € (V~ U Vr)* mas nao é forma sentencial.

Definigdo 13 Uma forma sentencial, a, € uma sentenga de G ssea € Vg

Portanto as cadeias geradas pela gramdtica sdo as sentengas de G.

Ex:4- G = ({A B} {a,bc},P,A)onde
P={ 1)A—-aB

9) B — bB
3) B-c}

z = abbbc é uma sentenga de G1 7 sim

A-1aB -2.abB -2, abbB -2+ abbbB 3 abbbe

Exercicio: Verifique se z = ac e y = aabc sio sentengas de G1.

O conjunto de sentengas geradas por G1 pode ser expresso como {ab™c,n > 0}?

Definigao 14 L(G) = {a | a € sentenga de G} € a linguagem gerada por G, ou
sejo, L(G)={a € V3|S5 a) ST '

Ex.: L(G1) = {ab™c , n >0}

Definicao 15 Duas gramdticas G1 e G2 sdo equivalentes sse L(G1) = L(G2)



Ex:5- G2 = ({5,A4,B,C},{a,b.c},PS)

onde P={

Portanto a linguagem gerada por G2 é:

bac

bbac

bacc = ou seja,

bbbacece L(G2) = {¥adli,j >1}

etc.

Id
Arvore de derivagao sintatica para a cadeia bbaccc
S

il
12
B[a]cC
/N
IEIT4 Ejs
(o] (iﬁ

1-2-3-4-5-5-6

Ex.: 6- G3= ({BE,T,F},{+,+().i},P,E)

P={ E—-E+T
E->T
T—->TxF
T—-F
F — (E)
F -3}



[
Arvore de derivagao sintatica para a cadeia (i +8) *¢ :

m.

et r—
[T
[F)s e

5

(]

(+i) *i

A

Definicao 16 Ambiguidade de Gramadticas
Uma sentenga € ambigua se 3 duas ou mais drvores sintdticas que a definem.

Uma gramdtica € ambigua se possui alguma sentenga ambigua.

Ex.: 7 -
S — AB
A— AA
A—B
A—>a
B — Bced
B —a



Considere a cadeia ¢ = aaacd

SN\,

a a

-]

Ex.: 8 -
E—-F+F
E—-FExFE
EF—oa

Considere acadeia z=a+a+a

Ex.: 9 -
S — aSaS
S—= A

X = aaaa

/N

AN

\

LI
|
7\
P2
.

10



X=000

S S
VANV
S S S S
2N I AN
S S () () S S
] ]

0 () O )

Ex: 11 - Construir gramaticas para a definicdo da linguagem

L(G) = {a® | n2>1} por ex: aa aa aa € L(G)

Exemplos
12) E - K

K - TT

K — KK

T — a

lE T

/K\ /K\

/K\ /K\ : /K\
| T/K\ /K\ /K\/K\ | |
a aT TT T T TT T a a

[
[
o
-]
[
-4
[
®

* Esta solugdo ndo interessa pois a gramadtica é ambigua.
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22) E~T 32) E—aaF

T - TF F—-E
T—F F—=)
F — aa

4%2) E - ET 52) E — aa
T — aa E—FEaa
E — aa|A

Obs.: - as 4 1ltimas solugdes sdo consideradas gramaticas equivalentes.

3 Tipos de Gramaticas

Vamos considerar agora 4 tipos de gramaticas, que constituem a chamada “hierar-
quia de Chomsky” (gramaéticas gerativas).

3.1 Gramaticas com Estrutura de Frase — GEF

Gramaticas - tipo O -

As gramaticas com Estrutura de Frase ou Gramaticas ndo Restritivas sdo aquelas
cujas produgdes P sdo do tipo:

a — B onde B € (WwuVp)
a € (WuVp)t

Pode-se restringir P e obter as gramaticas dos tipos 1,2 e 3.

3.2 Gramaticas Sensiveis ao Contexto — GSC

Gramaéticas - tipo 1 -

Seja G = (V, Vr, P, S) onde toda produgio de P é da forma

12



a— f tal que |B| 2 |a| excegao quando § = A
onde:

a € (Wwuvp)?t

p e (VwuVr)

Ex:. G = (Wv,Vg,PS).
W = {§5B,C} , Vr={a,byc}
P={ 1) S—aSBC
-2) S—aBC
3) CB—- BC
4) aB —ab
5) bB — bb
6) bC — be
7) ¢C = cc}

Exercicio: Mostrar que L(G) = {a"b"c" | n 2> 1}
— Usa-se a produgao 1 n-1 vezes, obtemos

RN (0:10)
— Usa-se a produgio 2 para obter S X a"(BC)"

— Usa-se a produgio 3 (n vezes) para arranjar os B's e C's tal que todos os B's
precedam todos os C's.

Por ex.: n =3 aaa BCBCBC 3, aaa BBCCBC 3,
@aaBBCBCC -35 aaaBBBCCC

Portanto S X a"B"C™

— A seguir, usamos a produgao 4 uma vez para obter S % a"bBr1C”
— Entao usa-se a produgio 5 (n-1) vezes para obter S %, ambrom.

— Finalmente, usa-se 6 uma vez e 7 (n-1) vezes para obter S 5 ambrer
L(G) = {a"b"c" | n > 1}

Obs.: Alguns autores colocam as produgées de uma GSC (GDC') como:

13



al A a2 — al

NP

fixa o contexto
da troca

onde

-—al,a2, B € V* e B # A
-A€EVy

para motivar o nome sensivel ao contexto desde que a producao al Aa2 — al fa2
permita que A seja trocado por 8.

3.3 Gramaticas Livres de Contexto — GLC
Gramatica - tipo 2 -
Toda produgio P, é da forma:
A — [ onde:

Ae Ve pe (Vwu V)

Ex:1 G = (W,Vr,P,S) onde
VN = {Sv A7 B}
VT = {a, b}
P={ 1) S—aB 5) A—bAA
2) S—-bA 6) B—b
3) A—a ) B —bS
4) A—aS 8) B — aBB}

L(G) = {w € {a,b}* | w contém numeros de a’s igual ao nimero de b’s }

abbA -3+ abba

s 1, a2

S LaB B aeBB 5 aabb
A1,
2
-

S 2,04 4 baS baaB -5  baab
babA =25  baba

14



L(G) é o conjunto de todas as combinagoes de cadeias em V4t com niimeros de a's =
nameros de b's.

Prova: por indugéo sobre o comprimento de uma palavra (sentenga).
Hipétese Indutiva (devemos provar para todo comprimento de W)
Para todo W € Vi

1) S 5 W sse W consiste de nde a's igual n2de 's.
2) AL W sse W tem um a a mais que b's.

3) B X W sse W tem um b a mais que a's

— se |[W|=1

temos que

2) AL a
3) BLb e

1) S ndo gera nenhuma sentenca de terminais de comprimento = 1.
— Suponha que a hipétese seja verdadeira para todo W||W| < k

— Deve-se mostrar que é também vilida para |W| =k

1) Se S % W, entio a derivagio iniciou com S — aB ou S — bA

(i) se S — aB,W é da forma aW; onde |W;|=k—1¢ B 5 W;. Pela hipétese, o
n? de &'s em W, é 14 n? de d's.

Portanto aW; = W contém n2 a's = n2 ¥'s

(17) se S — bA = andlogo.

Deve-se mostrar a volta de 1), isto é, se |W| =k, e W contém o mesmo nimero de
' ’ 5 *
a'sel's, entio S - W.

Neste caso, o 1° simbolo de W é a ou b.

Assuma que W = aW,. Entéo [W;| =k — 1, e W, tem um b a mais que a’s. Pela
hipotese, B X W, Mas, entao:

S—-»an-aaW1=W

Portanto S X W.

15



No caso de W = bW, = analogo.
A prova ainda néo esta completa. Fica como exercicio mostrar 2) e 3) para |W| =k

Ex.: 2 - Podemos pensar num processo inverso, isto ¢, dada L(G), determinar G,
que gera L(G).

L(G)
L(G)

{0" 12 0™}, n >0, m>0
{,0110,01100,0011110,...}

1) S— AB

2) A— 0411
3) A=)

4) B—- 0B

5) B— A

S-LAB -2,0411B -20041111B -3,001111B -4400111108 -3-0011110.

Ex.: 3
L(G) = {a™ b, m>0, n>0}
S — AB
A — aA
A — a
B — bB
B — b

Teorema 1 Forma Normal de Chomsky

Toda Linguagem Livre de Contezto pode ser gerada por uma gramdtica na qual todas
as produgédes sdo da forma:

A - BC

A - a

onde A, B, C€ Vy ea € Vp

Teorema 2 Forma Normal de Greibach

Toda Linguagem Livre de Contexto pode ser gerada por uma gramdtica na qual todas
as produgées sdo da forma:

A — ba .

onde A€ Vy, beVrea€ (VWU Vr)*U{A}).

(Ou seja, € o conjunto de todas as produgées com o lado direito comegando com um
simbolo termimal)

16



3.4 Gramaticas Regulares — GR
Gramética - tipo 3 -

Sao as gramdticas com produgdes do tipo:

A — aB AB € Vp
ou a € Vr
A — b b e Vr U{A}
Ex.: 1
S —aS
S — bA
A—c¢

Qual éa L(G) 7 L(G) = {a™bc| n > 0}
Ex.: 2 - Vamos escrever uma gramatica regular que gere os mimeros inteiros com
sinal:

G = ({< inteiro >, < digitos >} , {0,1,...,9}, P, < inteiro >)
< inteiro > :: = + < digitos > | — < digitos >

< digitos > :: = 0]1]2]3|4/5]6|7]8]9|
0 < digitos > | 1 < digitos > ...| 9 < digitos >

L(G) = {#0,+1,...,49,410,... +99,...}

3.5 Hierarquia de Chomsky e as Linguagens

Como uma linguagem pode ser gerada por varias gramaticas que podem ser de tipos
distintos; o que interessa na verdade é saber qual é o tipo da linguagem.

Hierarquia de Chomsky

GEF
GSC
GLC

GR

17



Uma linguagem gerada por uma GSC,GLC ou GR é uma linguagem LSC, LLC ou
LR.

Assim, como uma linguagem do tipo i é também do tipo j interessa saber qual é o
maior ¢ para o qual a linguagem € do tipo .

3.6 Propriedades de Gramaticas Regulares
Dadas duas gramaticas regulares Gy = (Vn1, V11, P1, 51) € G2 = (Vng, Vi, P2, S3) ¢

(a) Pode-se construir uma nova gramatica regular G3, tal que

L(G3) = L(Gl).L(Gz) = {zy I x € L(Gl), ey € L(GQ)}
Processo de Construgao

Gs = (VN1 U Ve, Vi U Vg, Ps, 1)
onde P :
1. Se A — aB € P, entao A — aB € Ps;
2. Se A— a€ P, entio A — a$S; € Ps;
3. Todas as produgdes pertencentes a P, € Ps.

Prova em “The Theory of Parsing, Translation and Compiling”, Volume 1,
Aho e Ullman.

Obs.:
Sea=X = A — 5; (ndo é GR) - cuidado.

Ex.: G1 Sl—’OA G2 Sz—*O
S; — 1B S, —» 1C
A—1 Sy — 05,
B -2 C—-0

G3 = S]“*OA
Sl—ilB
A—*lSz
B~—>252
Sz'—?O v
52—-)10
Sz-—)OSz
C-0

L(Gs) = {010,0110,0100,...120,1210,1200,. ..}

18



(b) Pode-se construir G tal que

L(G3) = L(G1) U L(G3)={w | w € L(G)), ouw € L(G;)}
Processo de Construcao
Gs = (Vn1 U VN2 U {83}, V1 U Vpy, P3, 53)

P; consiste das produgdes de Py e P;, menos S; — A ou S; — A, mais para
todas as produgdes da forma §; — a ou S; — B, adicionamos a produgéo
S3 — aou S3— 4.

Somente repete-se as regras de S; e S; se elas aparecerem do lado direito das
produgdes.

Obs: Prova em Hopcroft

Sejam G e G, do Ex. anterior

G3:
S — 0A
S—1B
S— A
A—-1
B—2
S—0
S—1C
S—*OSl
Sg—?o
Sg—)lC
Sz-*OSz
C—-0

as produgdes:
S] — 0A
S] - lB
S] — /\

sao necessarias apenas quando S; aparece do lado direito.

L(Gs3) = {01,12,,0,10,00,010,0,...10} = L(G1) U L(G,)
(¢) Definimos L*={A} U L UL.L U LLL U....
Isto é,se ¢ € L* entdo z consiste da concatenacao de zero ou mais cadeias de

L. (analogo a definigao de V*).

Dada uma GR, G,, podemos construir uma GR, G, tal que L(G) = L(G,)*
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Processo de Construcao

G=(VmuU {S},VTI’P9S)
onde P :

1. Se A — aB € P, entdao A — aB € P;
2.S¢eA—a€ P,entio A+aS€ePeA—acP;
3.S¢eS; ~a€P,entaioS - a€Pe

4. S— )€ P.

Ex.:. G;: S — a5
S;—*bA
A—-c

L(G,) = {a"b ¢| n > 0}

G: S—aS
S — bA
A—cS
A—-c

S—A
L(G) = {(a™bc)* [ n > 0}

L(G) = {X, b, abc, aa...bc, bcbc, ababc,...}
Ly Ly L Li L} L}

Resultado: As linguagens regulares sao fechadas sob as operagoes de uniao, con-
catenagio e clausura(*).
Isto é, a unido, concatenacio e clausura de LRs resulta numa LR.

Isto significa que VL R nio vazia pode ser construida a partir de um nimero finito de
cadeias simples e um numero finito de operagdes de uniao, concatenacao e clausura.
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—— — ———— —_—
Relacao de correspondéncia entre as classes de
linguagens, graméticas e reconhecedores.
d—.f S —_— — —— =
Linguagem Gramatica Reconhecedor
tipo 0: Conjuntos tipo 0 : Gramatica com Maquinas de
Recursivamente Estrutura de Turing
i Enumeraveis Frase
tipo 1: Sensiveis tipo 1: Gramatica Maéquinas de
ao Contexto Sensiveis ao Turing com
Contexto Meméria Limitada
tipo 2: Livres de tipo 2: Gramaticas Automatos a
Contexto Livres de Pilha
Contexto
tipo 3: Conjuntos tipo 3: Gramaticas Autématos
Regulares Regulares Finitos

4 Ambiguidade nas Linguagens de Programacgao

Um requisito importante de uma LP é que ela ndo seja ambigua, ou no minimo,
qualquer ambiguidade na linguagem seja facilmente evitada.

O mais famoso caso de ambiguidade € o else pendente

Seja a gramatica:

C— if b then C

C— if b then C else C
C— s

A gramatica é ambigua desde que a cadeia

if b then if b then s else s

pode ser interpretada como
if b then ( if b then s else s)

ou

if b then ( if b then s) else s
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Nas regras que definem o Algol 60 a sequéncia:

if ... then if ... ndo é permitida pois um comando condicional é:

<ced:: <if com>|
<if com> else <comando>
<if com>:: = if <exp> then <comando inc>

Mas os compiladores como Pascal e Algol permitem, if then ... if escolhendo a
interpretagido que associa o else com o if mais préximo.

Teorema 3 O problema de decidir se uma dada gramdtica (GLC) € ambigua € in-
solivel.

Mas em casos particulares pode-se reconhecer a ambiguidade como propriedade da
gramatica mais do que da linguagem. E sempre possivel reescrever a defini¢io
de uma gramdtica para que ndo seja ambigua, ou seja, encontrar uma gramdtica
equivalente ndo ambigua.

Mas hé linguagems que sao inerentemente ambiguas, isto é, ndo existe uma GLC
nio ambigua que as definam. Mas problemas de linguagem inerentemente ambiguas
nao existem em L.P.

SejaGl=({< E >,<T >,< F>,<U>}{0,1,2,...,9,+,%,(,)},P,< E >)

onde:

P= {<E>:=<E>+<T>|<T>
<T>:=<T>x<F>|<F>

<F>u=<U>|(<E>)
<U>u=0]1}...|9

G1 é a gramatica usada para gerar expressoes aritméticas com (4 e *) para inteiros

em PASCAL.

Seja G2 = ({< E >,< F >},{0,1,2...9,+,%,(,), }, P,< E >)

onde:

P= {KE>:=<E>+<E>|<E>*x<E>|<E>)|<F>
< F >:=0]1]...]9}
equivalente a G1.

G2 contém um menor nimero de produgoes e simbolos que a gramética G1. Entao
porque as Linguagens como PASCAL nao usam G2?

razao: G2 é ambigua G1 nao é.
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5 Precedéncia e Associatividade de Operadores

Precedéncia de operadores decide a correta interpretagio das expressoes

Quanto maior a precedéncia do operador, maior ¢ o escopo que o operador atinge.

not,( ),fungbes pré-definidas
and,div,*, /
prioridade precedéncia

+,-,0r

op. relacionais

Por exemplo, na gramatica

EFE —- E+T
E - T
T — TxF
T - F
F — a
F — 2
F —- b
F - ¢

+ tem maior precedéncia que * pois esta definido mais acima na arvore e no juntor.

* tem maior prioridade que + pois é resolvido primeiro que +.

Ex.:1- a+a*a
+(a, *(a,a))
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o

2%xa + bxc

Ex.: 2 -

[ ©
TA .
\ o —— iy ————
= +

/E!TAF* ,,

B —f—c

+(*(2,a), * (b,¢c))

L

o
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Associatividade - decide a correta interpretagdo das expressdes com operadores
de mesma precedéncia.

G={ E—-E+E
E—-ExE
E — (F)
E — a}

Essa gramatica possui duas caracteristicas nao desejaveis:

~ G é ambigua, mas esta ambiguidade pode ser removida

Gl={ E-E+T
E—-ExT
E-T
T — (F)
T — a}

— em G e em G1 = + e * tem a mesma precedéncia

atax*a (a+a)*a
= pela associatividade
axa+a (a*xa)+a

Voltamos a gramatica Gy para obter a precedéncia convencional.

Go={ E—-E+T
E->T
T—-TxF
T—-F
F — (E)
F — a}
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Exemplo:

Construir uma gramatica que gere todas as expressoes Booleanas validas, envolvendo
os seguintes operadores em ordem crescente de precedéncia,

= (equivaléncia)
—  (implicagdo)
vV  (ou)

A (e)

= (negagdo)

e os operadores a, b e ¢, de modo que a gramatica ndo gere nenhuma sentenga com
parenteses supérfluos.

Exemplo de sentenca valida: ~(aVb)=-aA-b

Exemplo de sentenca invalida: a=(bAc¢)

Solucgao
<E>: = <E>x= <> <>
<T>: = <Tor—o <F>| (KTo>= <P) | <>
<F>: = <PV <G| (<F>—> <G>) | (<F>= <G>) | <G>
<G>:: = <GO>A <D (<G>V <H>) | (<G>— <H>) | (<G>= <H>) | <H>

6 Linguagens Regulares

Os métodos para expressar as linguagens regulares sao:

1) Gramaticas Regulares;

2) Expressoes Regulares.

Um estudo da teoria das linguagens regulares € justificado pelo fato de que estas
modelam a Anélise Léxica de um Compilador; o uso de Autématos Finitos modelam
certos aspectos do funcionamento do cérebro (Redes Neurais); outra aplicagao é
no casamento de padrdo (procura de uma palavra em um texto, muito usada em
editores), entre outros.

Virios utilitarios do UNIX usam expressoes regulares como especificagao de entrada
como por exemplo:
— LEX — Gerador de Analisadores Léxicos,

— AWK — Ling. de proposito especifico, é utilizada como filtro que fornece
facilidades para processamento de textos,

— e outros como ED, GREP, EX, VI, TROFF, NROFF.
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6.1 Conjuntos Regulares

Definicao 17 Seja V um alfabeto finito. Definimos um conjunto regular sobre V
da seguinte forma:

a) o conjunto vazio € um conjunto regular sobre V
b) {A} conjunto com cadeia vazia - € um conjunto regular sobre V
c) {a} € um conjunto regular sobre V para todo a pertencente a V

d) Se P e Q sio conjuntos regulares sobre V, entdo também sio
— P UQ (unido)
— PQ (concatenagdo)
— P (fechamento)

e) nada mais € um conjunto regular

Obs.: O conjunto é regular se pode ser obtido por um ndimero finito de aplicagdes
das operagdes de unido, concatenagio e fechamento.

O método para denotar conjuntos regulares sio as Expressoes Regulares.

6.2 Expressoes Regulares

Definigao 18 Ezpresséoes Regulares sobre V sdo definidas como:

a) O é uma expressio regular denotando o conjunto regular § (vazio)
b) X € uma ezpressdo regular denotando o conjunto regular {1}
c) a em V é uma ezpressio regular denotando o conjunto regular {a}

d) Se p e q sio expressies regulares denotando os conjuntos requlares P e Q
respectivamente entdo:
— (p+4q) € uma expressao regular denotando P U Q
— (pq) =~ € uma expressio regular denotando PQ
— (p) € uma ezxpressio regular denotando P*

e) nada mais é uma expressdo regular.

Obs.:

— Usa-se a notagao p* para denotar a expressao regular pp*;

— Pode-se remover os parénteses quando nao houver ambiguidade.

Precedéncia: * l
conc |
+ !

Ex.: 0+ 10* significa (0 + (1(0%)))
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Ex.:

1) 01 denota a Linguagem Regular {01};

2) 0" denota a Linguagem Regular {0°};

3) (0 + 1) denota a Linguagem Regular {0,1};

4) (0*1*)* conjunto de todas as cadeias de 0 e 1 incluindo a cadeia nula;

5) (0 +1)*011 denota o conjunto de cadeias de 0’s e 1’s terminadas por 011;

6) (a+b)(a+b+0+1)" denota o conjunto de cadeias em {0,1,a,b}* comegando

por a ou b;
7) (ab+ c) denota a linguagem {ab, c};

(ab + ¢)

G Gy

Gy = S —aB

B-—b

G" .

L(Gy) U L(GY) = S5—aB
S—c
B—-b

8) (a + b+ ¢)* denota a linguagem {),a,b,c,aa,ab,ac,ba,bd,ca,cb,cc,aaa,aab,
isto é, todas as cadeias sobre {a,b,¢c};
(Gg) = 52 — a52
Sz — sz
Sz - CSg
Sy — A

9) (aa* + ¢)b denota {cb,ab,aab,aa...ab,...};
(G3) = 53 - CB
B—-b
S; — aB
S3 — aA
A— aB
A— aA

(@ a& 4+ ¢ b
Gy Gy Gy G

Gi: Si—a
Gy: S;—aS,
S;— A
Gy: Szi—c
Gy: S4—b
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LG).L(Gy) = G, = 5 —aS

Sz — aSz
52 - A
LGY)ULGs) = G = S—aS,
S—ec
Sz - aSg
L(G).L(G,) S — a$;
S — 054
52 - 052
S4 - b

O processo usado para encontrar uma expressao regular denotando a L(G) para
uma dada gramatica regular € o seguinte:

Toma-se as produgdes da gramatica G como definindo um conjunto de equacoes:

{S — aS
S — bR
R — aS}

Em lugar das 3 produgdes escrevemos 2 equacoes em L(R) e L(S):

L(S) = {a}.L(S) U {b}.L(R)
L(R) = {a}.L(S)
L(G) = L(S) por definicdo (G=gramatica S=simbolo inicial)

Com expressdes regulares dispensa-se os { } e abrevia-se L(S) e L(R) por S e R

S=aS + bR
R=a$

‘Substitui-se o valor de Rem S :
S=aS+baS — S =(a+ba)S pelo axioma A6.

Regra para eliminar S do lado direito:

A equagdo X = aX + f tem como solucao X = a*f3

Logo S =(a+ba)S — S =(a+ ba)*
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Axiomas: Al
A2
A3
A4
A5
A6
A7
A8
A9
Al10
All

(e+B)+r=a+(B+7)
(a.B) = a.(B.7)
at+f=pf+c

ata=a

a(B+7) = (@B) +(a+7)
(B+7).a=(B.a)+(v.0)
a+d=a

af=0.a

Aa=a=al

o' =A+aa"
a*=(A+a)

Obs. adicionais:

complemento [“a — z] tudo menos letras minisculas;

— a" fechamento;
— a% fechamento positivo;
— classes [a — 20 ~9] dead zede0 a9 (range);
—
—  (abled) = ab ou cd = (ab + cd);
— [A=Za-z][A~ Za — 20 — 9]* identificador;
— [0 — 9]* mimeros inteiros.
Exercicios:

1) Seja G1 uma gramatica cujas produgdes sio:

{Sl a5'1
bS;

032
b}

2
Ll

Qual é L(G1) em expressoes regulares? mostre sua resposta.

2) Seja G2 uma gramdtica cujas produgdes sao:

{S, — IR
Sz - 1
R d
R dR

l

IR

Ll

R
R

Qual é L(G2) em expressoes regulares? mostre sua resposta.
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6.3 Exercicios

1. Descrever formalmente o conjunto fechamento do conjunto A = {00}
2. Seja A= {+} esejaz=+.
Escrever as cadeis abaixo declarando o tamanho de cada uma delas;
2,22,2%,2% 2°
Escrever o fechamento de A.
3. Seja A= {0,1},z =01ey =110
Escrever as cadeias ¢y, yz, zyz, (2?) (zy)°, (zz)°.
Dar também o fechamento positivo de A.

4. Construir gramdticas nao ambiguas para a defini¢do de linguagens cujas sen-
tengas sejam:

a) a...ab...b ,n>0
b) a...adb...b ,n>0
2n-1 n '
c) @...ad...ba...qa ,n>0
d) a...ab...ba...a ,ym>0,n>0
¢) @...ab...ba...gb...b ,m>0n>0
m n m n

Obs.: Duas entre as linguagens acima nao poder ser descritas por uma gramatica
em notagdio BNF. Quais sdo elas?

5. Descrever as linguagens geradas pelas gramaticas abaixo e classifica-las segundo
a hierarquia de Chomsky.

a) S— A0 b) $S—-1§
A—1A S—1A
A0 — 10 A —0a

A—0

c) S— S0 d) §-—051
S — Al S —01
A — 0A0
A-1

e) S—0A4 f) §— aXa
S— 1B X - bX
A— 0A aX — aC
A-0 Xa— ca
B - 1B X - XB
B—-1

6. Escreva uma gramatica em BNF cujas sentencas sejam nimeros inteiros posi-
tivos, na base 10 e multiplos de 5.

7. Escrever uma gramadtica regular cujas sentengas sejam nimeros positivos em
base decimal, miultiplos de 4. Permitir os zeros nao significativos.
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8. Mostre qual a linguagem gerada pelas produgoes da GLC abaixo e construa
uma GR equivalente:

S— AB
A—aA
A — aBB
B — Bb
B—-b

9. Seja G2 uma gramatica descrita pelo seguinte conjunto de produgdes:
<id>u=alble<id>al <id>0] <id>1

Escrever Vy, Vr.
Mostrar as derivagdes possiveis para gerar as sentengas a, ab0, a0c01,0a,11, aaa

10. Escrever uma gramatica cuja linguagem seja o conjunto dos nimeros inteiros
pares positivos sem zeros a esquerda.

11. Construir uma gramatica que gere a linguagem {a(b")a | n > 0}

12. A gramatica G3 abaixo é frequentemente usada para expressdes aritméticas
com operadores binarios:

< exp > = <termo> | <exp>+ <termo> | < exp> — < termo >
< termo > = < fator > | <termo > x < fator > | < termo > | < fator >
< fator > = (<exp>)|i

Dar as arvores de derivagio sintatica das seguintes expressoes aritméticas:
i, (i), i*i, i*(i+1)

13. Construir uma gramatica cujas sentengas sejam cadeias com numeros de 0's
igual ao 1's.

14. Seja A = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Pede-se:

a) Descrever (com palavras) o conjunto fechamento positivo de A.
b) Dizer se em A os elementos 0015 e 15 sao os mesmos e porqué.

15. Seja G4 a gramadtica:
<ecad> = ab| a<meio>b
<meio> = a<meio> | <meto>bla|b

Pergunta-se:

Trata-se de uma gramatica ambigua ou nido? Justifique. Qual a linguagem
gerada por G47

16. Dadas as seguintes gramaticas G5 e G6.
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G5 G6

E-E+E E-FE+4T
E—-ExE E-T
E - (E) ToT«F
E—>a T-F
E—-b F—oa
F—-b
F - (E)
a) Enumere todas as derivagdes distintas da cadeia b*a + @ usando ambas as
gramaticas.

b) Mostre que as gramaticas G1 e G2 geram a mesma linguagem.
¢) Mostre que a gramética G2 ndo é ambigua.

17. Quais as linguagens geradas pelas seguintes gramaticas?

a) S— 051 S—-01
b) $— +S§ §—-S8S
S—a
c) S—-S5(5)S S—-&
d) § — aSbS S — bSaS
S &
e) S—a S—-5+S5
S— SS
S — S*
S —(5)
Quais destas gramaticas sao ambiguas?
18. Considere a gramatica livre de contexto
S— 4+
S — 55*
S—a
a) Mostre como € gerada a sentenca (aa+ax) e construa a arvore de derivagao
sintatica correspondente.
b) Qual é a linguagem gerada por esta gramatica?
19. Produzir uma gramatica G tal que:
a) L(G) = {ab"c com n >0}
b) L(G) = {a"b™ comn < m,n,m > 1}
¢) L(G) = {a”"|n 2 0}
d) L(G) = {a”’|n 2 0}
e) L(G) = a"b™|n < m < 2n onde n,m > 0}

20. Considere a GLC com as seguintes produgdes

<expressao> = <expressao> + <termo>| <termo>
<termo> = <termo> * <fator>| <fator>
<fator> = ( <expressao>) | id

Para esta gramatica, encontre:
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1) derivagbes mais a esquerda
2) derivages mais a direita
3) derivages que ndo sao nem mais a esquerda nem mais a direita para as
sentencas:
a) rd+id+id
b) (id + id) * (id + id)
c) ((id + id) *id) + id
21. Considere a gramatica descrita pelas regras de produgao abaixo:

S — aAS S—oa
A — SbA A — ba
A—SS

construa derivagdes mais a esquerda para as cadeias:

a) aaa ba baaaabb aa baa
b) aaa baba aaa bb aa ba aa bbaa

22. Escrever um algoritmo que, daia,s duas cadeias a; e a; e uma G.L.C G =
(Vn, Vr, P, S), determine se al=G> ;.

%

23. Considere a gramatica

G=( {S7TL}, {a,b,+,—,%,/,[,),},P,S)

onde P= {S—-T+S
S—-T-S
S—-T
T—-LxT
T—-LIT
T—-1L
L — [S]

L—a

L — b}

Descreva informalmente qual é L(G). Encontre uma gramatica na forma nor-
mal de Chomsky que gera L(G).

24. Considere a gramatica G({A, B,C} , {0,1}, P, A) onde P consiste das produ-

¢oes:

A = 0A1 B - 1C0
A - 0AC B — AC
A—0 C - 1CB
A—1B0 C —- AB

Encontre uma gramatica G; equivalente a: G.

25. Se G € uma gramatica, escrita na FNC onde W € L(G) e ha uma derivacio de
W usando P passos, qual o comprimento de W? Prove sua resposta.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

Considere a gramatica

G= ({S} ’ {p,[,],n,c},P,S)

onde P consiste das produgdes:

P= {S—-p
S —nS
S — [ScS]}

Descreva L(G) informalmente. Encontre uma gramatica equivalente escrita na
forma normal de Chomsky. A partir da gramatica escrita na FNC encontre
uma gramatica equivalente escrita na forma normal de Greibach.

Dé uma GLC que gera a linguagem:
L={012"|i=j ou j=k, onde i,j,k>0)}

Dada a GLC,G = (Vn,Vr, P,S) onde
W= {S,A,B,C,D}
Vr= {0,1}
P= {5-0S1|04|D
A — ASC|1C|1
B — 0B1|01
C - 0D1
C — 01C}

Encontrar uma GLC equivalente sem simbolos estéreis e inacessiveis.

Encontre uma gramatica livre do contexto, sem simbolos initeis, equivalente
a gramatica descrita pelas regras abaixo:

S — AB|CA A — AA|IC|D
A—a C — aBlb

Considere a gramatica abaixo:

G=({S,X,Y,B,A,C,D}, {0,1},P,S)
P= S§—- XY A- AA|C|D
X—-B (C-90
Y= D—-1
B-YA EF- X

Construa uma gramatica G, equivalente a G tal que G; nao tenha produgdes
do tipo A — € nem A — B e nio tenha simbolos estéreis ou inacessiveis. Se
G, for amigua, construir G, equivalente a G, tal que G; seja nao ambigua.

Encontre gramaticas nao ambiguas que gerem os seguintes conjuntos:

a) nuimeros bindrios multiplos de 4, sem zeros nao significativos.
b) Ly = {X|X € {0,1}* nao possui trés, 1’s consecutivos }
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32.

33.

34.

c) numeros inteiros pares, positivos ou negativos, com sinal (exceto o zero),
sem zeros nao significativos.

d) Ly ={W | W€ {(,)} e W esta balanceada }

Considere a gramatica G = ({S, A, B}, {0,1}, P,S) onde P consiste das pro-
dugdes

S—AB A—a B-)

S—aBB A—aB B-bB

S—aSBa A-—aSb B —aSB

Encontre uma gramdtica equivalente,onde o simbolo reservado (inicial) S néo
aparece do lado direito das produgbes, e S — ) é a unica produgao que possui
A do lado direito.

Passar para a forma normal de Chomsky e para a forma normal de
Greibach as GLC abaixo:
1) §— AS
S—b
A—aB
B — aB
B—-b

2) S— AB
A — alb
B - AC
C—-D

D—a

3) S— AB
A — aaAlaa

B — aaBla

4) S — Ab|Ac
A — ABja

B —a

5) S — Ab|Bc
A — Aadla
B — Bala

6) S — BAb|CAc
A — BA|a
B—a

C—a

Dizer se a gramatica abaixo possui a propriedade do encasulamento. Justificar
sua resposta. :
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A-CB
A=b
B—-CA
C — AB

.C—a

SIS IR

Obs.: Uma gramatica G, é encasulada se 3 varidvel A tal que A = a,Aa,
onde a; e a; sio cadeias nao vazias.

35. Encontre uma gramatica regular equivalente a gramatica G = (Vn, Vr, P, S),

onde
VW= {S,A, B}
VT = {a, b}
P= {S— abbaA|bB
A — aA|aB
B — bA|aba|b}

36. Escreva uma gramadtica cuja linguagem seja {a"d"| n > 1}

37. Determine pelo menos 10 sentengas geradas pelas produgdes da gramatica:

<S>: = <B>| se <S>entao <S>senio <S>
<B>: = <C>| <C>+ <D>| + <C>
<C>:: = <D>| <C>* <D>| * <D>
<D>: = x|(<S>)]-<D>.
38. Dizer se sao ambiguas as gramaticas e determinar a L(G):
a) S — aSa
S— A
X = aaaa
/ s\
N
a S a
A
b) E—E+E
E—-E*E

E — Identificador
Identificador — @

c) S— SE
S—FE
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E-()
E —(S)

d) $—(5)
S—()8()

7 Conclusoes

Como comentado anteriormente esta Nota Didatica tem como objetivo familiarizar
o leitor com os conceitos basicos das Gramaticas enfatizando aqueles que subsidiam
a definicdo de Linguagens de Programacao.

Esta Nota Didatica tera continuidade em uma préxima nota relacionada com os
Reconhecedores das Gramaticas Regulares e Livres de Contexto, a ser publicada
futuramente.

Agadecimentos: as Profas. Maria das Gragas Volpe Nunes, Rosely Sanches e San-
dra Caldeira pela contribuigio com material didatico; a Carmen Lucia Pagadigorria
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