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| PARTE 1 ”

PROGRAMACAO

NAO-LINEAR




MODELOS DE OTIMIZACAO

Os modelos de otimizagio podem ser colocados na seguinte forma geral:

Caso Geral (Problema Restrito)

min (max) f{x)
sujeitoa  gx)=0
h(x) <0
xEQ
Linear

min (max(]) c'x
sujeitoa  [A]x=b

x™ <y <xMax

Problema Irrestrito

min (max) f{x)
syjeitoa x€Q



L. REVISAO

FUNCOES

f: R" -» R é continuaem x = x =x, @ xl-i.n;0 fx)=fxe) x— fx;x,5,..x,) €ER

TEOREMA DE WEIERSTRAS

UmaﬁmgiofcontinuanumcomgactoSt_e_x_numpontodeminimoems,istoé,ax‘ €eS/vx
€ S, fix) = fix).

Um conjunto de fun¢des a valores reais f,.f,,...f;, sobre R" pode ser olhado como um vetor
fungdo unico: f =(f.5,... )
f:R"> R
x> f{x) =(§;(x),£(x),...£,(x))

Esta fungdo é continua sEcada uma de suas componentes for continua.
Se isto acontecer, f € C. Se cada fungio componente tem derivada primeira continua = f €
C! e assim por diante.

Definicdo 1: ( Vetor Gradiente )

Seja f:R"> R
x= f(x)=f{x,,%;,....X,) de classe C',
entdo, define-se o gradiente de f como sendo o vetor:

mm4§?$?wig)
1 2

Definigdo 2: ( Matriz Hessiana )

Se f € C2, entiio define-se a matriz Hessiana de f em x, denotando por sz(x) ou H(x)

2
V2 (x) =H(x) =| 22
X) X) e,

FfPf
dax;0x;  Ox;0x;

Desde que: , a matriz Hessiana é simétrica.




CONJUNTOS E FUNCOES CONVEXAS

Definicdo 3: Um conjunto @ C R" é convexo se para qualquer
X,EQe VAE Q,0 <\ <], entdo Ax; H1 -N)x, € Q

Entdo, pode-se dizer que Q é convexo, se qualquer segmento de reta que liga quaisquer

2 de seus pontos, pertence ao conjunto {2.

Conjunto CONVEXO Conjunto NAO-CONVEXO
Proposicdo 1: Um conjunto  C R" satisfaz as seguintes propriedades:

I) SeQéconvexoef € R,
entdo B = {y|y=pFx, x € Q} ¢ convexo.

ID Se O, e 2, sdo convexos,
entio 2, + N, ={y|y=x+z x € Q,e z € Q,} ¢ convexo.

1) A intersecgdo de quaisquer conjuntos convexos € convexa.
Se 2, e 1, sdo convexos, entdo 0, NN}, ={y|y € @, e y € 11,} é convexo.

Definicdo 4: Dizemos que uma fungio f: R"—R definida sobre um conjunto convexo Q, é convexa
(fig. 1) se, paratodo x;,x, € 2, A € [0,1] tivermos: '
f(x, +H(1 -N)x;) < M(x;) +(1 -N)f(x,)

o
&

Separa V A\ € (0,1) e x; #x, tivermos:
£ +H1 =N)x,) < M{x;) +H1 =N f(x,)
entdo f e dita estritamente convexa.



Definicdo 5: A fungdo g definida no conjunto convexo Q € dita ser concava (fig. 2 e 3), se a fungdo f

= -g é convexa. A fungdo g ¢ dita estritamente concava se f = -g é estritamente convexa.

\ af(x, )H+(1-a)f(x,)

flox, +H1-a)x,)

|- S
X, X, X X

Figura 1. Fungio CONVEXA Figura 2. Fungio NAO-CONVEXA

Figura 3. Fungdo CONCAVA

MATRIZ

Definicdo 6: Uma matriz D ¢ dita semi-definida positiva, se o elemento d;; > 0 e os seguintes

determinantes s3o todos ndo negativos:

dy; d dy dyp dyy
d:; d:; =0 d2,1 dg'z d2,3 =20 .. ID' >0
’ , d3,1 d3,2 d3’3
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Se valer a desigualdade estrita, entdo D é dita definida positiva.

Podemos, também, dizer que D é semi-definida positiva, se para

vy € R, y'Dy 20

e que D é definida positiva, se para

vy # 0 € R", y'Dy >0
Se D ¢é definida (semi-definida) positiva, -D ¢ definida (semi-definida) negativa.

(a) Seja f(x,,x,) =2x? —8x,x, +9x3. Verificar que a matriz Hessiana é definida

Solugdo:

#r ot

; ~ ox?  ax0x

A matriz Hessiana: sz(,é) = 82;' 2121 2
axle axg

— =4x, —8x,; ot =18x, —8x, .. Vf(x) =

-8
ax, %,

-8 18

A =4>0 e A,=136>0 = V2f(x) é uma matriz definida positiva.

(b) Pode-se verificar de outro modo, isto é, através de:
x'V2f(x)x >0 para x # 0 € R?

4 -8
[x xz]'[_s 18]'[2]=8(X1ax2)

g(x,x,) = 4(x, —2);2)2 +2x2 ]
Observe que g(x,;,x%,) >0 para V¥ x;,x; € R. Entdo, Vi(x) é definida positiva. '

Observe, também, que f(x) = %xr V2 £(x) -x, isto é, se dividirmos g(x,,x,) por 2

obtemos f(x;,x,).



A fungdo que pode ser obtida através da formula
Q(x) =x" -D-x,
onde D é uma matriz simétrica, é chamada de FORMA QUADRATICA. A forma quadratica difere
da funcdo quadratica pelo fato da forma quadratica ndo possuir nenhum termo linear ou escalar.
Entdo
Q(x,,%,) = Tx2 —2xx —4x}
¢ uma forma quadratica, enquanto que
£(x,,%,) = 7% —2x,x —4x2 —6%, +x, +7
¢ uma funcio quadratica.
A matriz simétrica da forma quadratica é unica e

1
D=—Vf
5V E(x)

Proposicdo 2: Seja f € C2. EntHio f é convexa sobre  convexo contendo 1 ponto interior, onde a
matriz Hessiana de f é semi-definida positiva em todo ponto de Q. A fungdo f é estritamente convexa

se a sua matriz Hessiana ¢ definida positiva numa regido.



II. CONDICOES DE OTIMALIDADE

Estamos interessados em resolver o seguinte problema:

min  Rx) ¢y
sujeitoa x € Q, QCR', f:QCR'-=R

Obs.: 2= R", completamente irrestrito (na maioria dos casos).

Quais sdo as condigdes que devem ser satisfeitas num ponto solugio? }
Na verdade, essas condigdes sdo extensdes para o R" da caso para fun¢do de uma s6 variavel,

no que diz respeito a maximo e minimo.

IL.1. CONDICOES NECESSARIAS DE 1* ORDEM
Dado o problema (1). Existe uma solugdo para o problema?
Esta pergunta pode ser respondida através do Teorema de Weierstras:
"Se f ¢ continua e 2 é compacto, entdo existe uma solugdo.”
Contudo, nés estamos preocupados em caracterizar pontos solugdo e designar métodos

efetivos para encontra-los. 4
Existem 2 tipos de pontos solugdes: Minimo Local e Minimo Global, cujas defini¢des sao

apresentadas a seguir.
Definigio 1: ( Ponto de Minimo Local )

Um ponto x° € Q6 um ponto de minimo local (relativo) de f sobre 2 se3¢>0/ Vv x,
|x-x'| <g=fx) =2 {x).

Seflx)>f(x'),x # x = x échamado ponto de minimo local estrito.

Definigdo 2: ( Ponto de Minimo Global )

Um ponto x° € 2 é um ponto de minimo global de fsobre @ se: v x € 0, fix) = fix)
Se fix) > f{x"), ¥ x € Q é chamado ponto de minimo global estrito.



Q c R?

Nos estamos procurando um Ponto de Minimo Global.

Na pratica, entretanto, nés devemos nos contentar com um minimo local. Algoritmos
computacionais garantem Condicdo Necessaria de Minimo.

Condigdes Globais e solugdes globais podem, somente ser encontrados, se o problema possuir
certas propriedades de convexidade, as quais garantem que qualquer ponto minimo é um ponto
minimo global.

Portanto, procuremos pontos de minimo local. Antes, porém, precisamos da definicdo de

diregGes factiveis.

Definicdo 3: ( Diregdes Factiveis )

Dado x € Q, dizemos que um vetor d ¢ uma direg3o factivel se dado > 0,
xtad € Q Va,0<asd

Ao longo da diregdo d, f{x) pode ser escrita como uma fungdo de uma unica variavel a.
fx) = fix’+ad) = g(a)

entdo resultados do calculo I podem ser aplicados.

————

d \"‘\\ d7
d6 g
\ &, \

\\ S \
Q , 4 4 \\

/ ‘)

( dy % Na figura 4 observamos que:

\ P diregdes factiveis: d,d,,d,,ds,dg

\ R T ' . o o
~~~~~~~ - diregdes ndo factiveis:  d,,d,
Figura 4
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Proposicdo 1: ( Condigio Necessaria de 1* ordem )

Seja f: 2 C R°- R, £ € Cl. Se x* é um ponto de minimo local de f sobre 2, entdo
para qualquer d € R®, diregdo factivel em x", nés temos
VAx)d 0.

Dem.: Seja x* um ponto de minimo local e d diregio factivel.
Entioda 2 0/x=x+ad € Qparav0 < a < a

Desenvolvendo f em série de Taylor, em tormo do ponto X :

f(x'+ad) = f{ix ) +aVAX )d+r(a)  onde lin}) %"ll-» 0

Vamos supor que:
aVRx")d < 0= fix +ad) <fix") V0 < a < «a (absurdo!)
SVRx)d 20

Corolario: (Irrestrito)

Se x no interior de @ (como certamente seria o caso se @ C R™). Se x é um ponto de

minimo local de f sobre Q entdo

VAx)=0 ( condi¢ao de estacionaridade )
Dem.: Como x_ ¢ interior = todas as diregGes sdo factiveis = Vf(x') =0
, . . . of .,
Obs.: Deste corolario, obtemos um sistema de n equagoes o =0 em n incognitas (xi‘)

1
que, em muitos casos pode ser resolvido para determinar a solugdo. Na pratica, um problema de
otimizagdo é resolvido diretamente.

Exemplo 1) min f(x;,x;)=x? —x;x, +xj —3x,

Solugéo:

Este problema é irrestrito .". 2 = RZ. Logo, calculando V(x) = 0, obtém-se

2%, =X, =0 .

—X; +2%y =3

Resolvendo este sistema, conclui-se que o ponto (x,,X,)=(1,2) € um candidato a

minimo local de f.

11



Exercicio 2) Verifique que o ponto x' =(0,5 ; 0) é minimo global de:
min f(x;,x,)=x? —x, +X, +X;X,
x; 20, x5 20
e no entanto VA(x') # 0

11.2. CONDICOES NECESSARIAS DE 2* ORDEM

A Condigdo Necessaria de 1* ordem foi obtida fazendo-se uma aproximagio de 1* ordem da

fungdo f na vizinhanga do ponto de minimo local.
As condigdes adicionais podem ser obtidas fazendo aproximagdes de ordem maior.
As Condigdo Necessaria de 2* ordem, que sio definidas em termos da matriz Hessiana vif

sdo de extrema importancia.

Proposicdo 2: ( Condi¢do Necessaria 2* ordem )
Seja R C R®, fC C* e £ Q>R
Se x* é um ponto de minimo local de f sobre 0, entdo para qualquer diregdo factivel d

em {1 valem as relagdes:

D VAx') =0
I) Se VA(x')d=0 entdo dTVf(x )d =0

Dem.: a) Se £ € C? entdo, pela Condigdo Necessaria de 1* ordem, vale (I)
b) Se x" éum ponto de minimo e Vi(x)d =0, entio, expandindo f em torno de

X , até 2* ordem:

£f(x" +ad) =f +VF(x") - (ad) -4—;(ozd)TV2f(x') ‘(ad) +r(a)

onde r(c) -» 0 mais rapidamente que o?

Supor que d"v3f (x')d <0, entdo f (x‘ +ad) <f(x‘) para V « (absurdo!)

Exemplo Consideremos:  min f(x,,X,) =xF —X; +X, +X/X,
x 20; x, 20

of of
oo 2% L4k = :;(1/2 0) =0

1 1
12



of of 3
% 3 ( ) 2

2 2

L VR =0 3/2) = VAX)d=(0 3/2)(:‘)%42
2

Sed, = 0 = é valida condigdo (T) da proposigio 2
A condigdo (IT) da proposigéio 2 s se aplica se d, =0 entdo d=(d, 0)'

2,_21=’2,‘ 2d, +d,
Vf(x)—(l 0) Vf(x)d=( 4, )

d"V(x")d =2d? = 0
*. condigdo (II) satisfeita.

Proposi¢do 3: ( Caso Irrestrito )
Se x" esta no interior de 2 e x é um minimo local sobre Q, entio:

D VAx')d=0
m d'v(x)d =0 vd

Obs.: A condigdo (II) é equivalente a dizer que a matriz Hessiana é semi-definida positiva
Essa matriz é muito importante na analise de métodos iterativos para resolver

problemas de otimizagdo irrestrita.

I1.3. CONDICOES SUFICIENTES

. ~ o . . . * , ..
Quais sdo as condigdes suficientes que indicam que x é um minimo local?

As condigdes que colocaremos so se aplicam a problemas irrestritos ou para problemas onde o
ponto de minimo esta no intetior da regido factivel, desde que as condigGes correspondentes a
problema onde o minimo € obtido sobre o contomno do conjunto factivel ndo estdo dentro do estopo

deste trabalho.

13



Proposicdo 4: ( Condigdo Suficiente de 2" ordem - Caso Irrestrito )
Sejaf € C? e x um ponto interior, suponha:

D VAx)=0
I) V2£(x’) definida positiva

Entlo x é um ponto de minimo local estrito da fungdo f.

Prova:  Desde que V2f(x) é definida positiva, existe 3> 0 tal que V d;
d™V2£(x")d >g|d|} =pd"d
Entio pelo teorema de Taylor:

F(x* +d) —£(x") =%dTV2f(x')d +1(d) %Bldlz +1(d) >0

para valores pequenos de [d|
S Rx ) > fix) concluindo x é ponto de minimo local estrito.

Queremos observar que a condi¢do (I) da proposicdo 4 , significa supor que a fungdo f ¢é

estritamente convexa na vizinhanca de x .

Proposi¢do 5:
Se f é uma fungdo convexa continuamente diferencidvel, uma condigdo necessaria e

suficiente para que X' seja um 6timo local de f sobre R” é que:
Vi(x')=0
Isto quer dizer que no caso de fungdes convexas, a estacionaridade sozinha constitui

uma Condi¢do Necessaria e Suficiente de otimalidade local.

14



M. METODOS NUMERICOS PARA OTIMIZACAO DE FUNCOES
DIFERENCIAVEIS

Seja a fungdo f continua e com derivadas 1° continuas.

Vimos que em todos os casos, a estacionaridade de f é uma condigdo necessaria de
otimalidade. Por este motivo, praticamente, todos os métodos de otimizagdo sem restrigio no R"
procuram encontrar um ponto x_ onde Vf(x') = 0.

A idéia basica destes métodos é a seguinte:

A partir de um ponto inicial x° =(x‘,’ Xy .. xg)T gera-se uma sequéncia de pontos:
x!,%x2,...,x¥, que converge para o étimo local de f.

A cada etapa k, x** ¢ calculado por:

xKH =xk +oyd¥
onde o é o tamanho do passo e d =(d}‘ ds ... d& )T ¢ um dire¢do de deslocamento que pode

ser: o gradiente de fem x* : dy =-V£( x*) ou calculada a partir do gradiente VA(xY).

IIL1. METODOS DE GRADIENTE

Trata-se de uma familia de métodos que procede da seguinte maneira:

T
A partir de um ponto x° ==(x‘l’ X3 ... xg) , calcula-se o gradiente VA(x*) em x°.
Como o gradiente indica a direcdo de maior crescimento de f, desloca-se de uma quantidade
na dire¢do oposta ao grdiente, e assim define-se o ponto:

_0 . Vi(xY)
Y

O procedimento é repetido e gerando os pontos: x? , x° ,..., X", de acordo com a relagdo:

k
xkH =xk —akM onde ay >0

[7eo)

Dentro desta familia de métodos nds descrevemos os métodos de gradiente a passo pré-
determinado e da Descida Rapida (Steepest Descent).

15



IIL.1.1. METODO DO GRADIENTE A PASSO PRE-DETERMINADO

O método do gradiente a passo pré-determinado consiste em escolher a priori os valores dos
deslocamentos o .

Por exemplo nés podemos escolher o ==—11—

Em 1969, Poljak mostrou que este esquema iterativo converge para X se:
(@ o, » 0 quando k- o ¢
-
®) Zak =+
k=0

O inconveniente do método a passo pré-determinado é que a convergéncia pode ser muito

lenta.

ALGORITMO DO METODO DE
GRADIENTE A PASSO PRE-DETERMINADO

o1 (1.1 1\
1)  ler um ponto de partida x =(x1 X3 .. x,,)

2) k=l
calcular f(x*)
k
3)  calcular d, Tﬁng;"

4)  Enquanto o critério de parada ndo for satisfeito faca

calcular o =%

# =Xk -—ozkd k

k+1)

calcular x¥

calcular f{x
k=k+1
Fim enquanto
5)  imprimir x*

CRITERIOS DE PARADA

Sdo apresentados, alguns dos critérios de parada mais utilizados nos métodos de gradiente:

Critério 1: max(

J <¢ para e>0dadoeondei=1,2,.,n

i

16



n 2
Critério 2:  |[Ve]} = Z(%) <¢ para £> 0 dado
id i

Jf(xk“) —£(x%)|
[FC<)

Critério 3: <¢ para ¢>0dado

Para cada um destes critérios, uma boa precaugdo seria a de exigir que o teste se verifique

sobre p iteragdes sucessivas (onde p é um nimero fixado a priori).

I11.1.2 METODO DA DESCIDA RAPIDA (STEEPEST DESCENT)

Neste método, de utilizagdo muito frequente, a;, € escothido de maneira a minimizar a fungdo

de a:
g(a) = f(x*- aVi(x*)) )

sobre o conjunto dos & = 0.

A minimizag3o de g(c) é chamada de minimizacio unidimensional ou busca unidimensional e
sera apresentada mais a frente.

O algoritmo de descida rapida é o seguinte:

ALGORITMO STEEPEST DESCENT
T
1)  ler um ponto de partida x° =(x? Xy ... xﬁ)
2) k=0
3) Repi
calcular dy =-Vf(x¥)
Busca Unidimensionali:
calcular o, tal que £(x* +od) =mx£{ £(x* +ozdk)}
o
calcular x¥* =x* +ay dy
k=k+1
Até que o critério de parada seja satisfeito
4)  imprimir x

17



I1.1.3. METODO DE BUSCA UNIDIMENSIONAL

Apos, nds apresentarmos alguns métodos de busca unidimensional.
Busca Unidimensional é um procedimento iterativo para a solugdo do problema (2).
O objetivo é obter
ga)=0

isto &, Vf(x-a’d)d = 0, ou ainda,

min f(x+od)

sujeitoa «a =0
onde X =(Xy,X,,...,%,) € d =(d;,d,,...,d;) sdo conhecidos.

e S

-

T~y -
e e e e P

T —
o~

WAL

Os métodos de busca unidimensional sdo sub-divididos em métodos que necessitam da

informagdo da derivada da fungdo f{x) e naqueles que ndo necessitam dessa informagdo.

IM.1.3.1. METODOS DE BUSCA UNIDIMENSIONAL QUE UTILIZAM
DERIVADAS

A seguir sdo apresentados trés métodos de busca unidimensional que utilizam derivadas.

1) METODO DA BISSECCAO

Sejag € C' e A\, € [a,,b,].
Esse método toma como base o resultado da derivada da fungdo g no ponto A, e em fungdo

do mesmo faz uma reduggo do intervalo [a, , b, ].

18



Escolhade A: . A =ak—;—l-’£

-9

o —
-3

g'(\) =0 = X\, éasolugdo

& A b, g'(A\) <0 = [ay ,by ] =g, by ]

& A b, g(A\) >0 = [ay 4y, b ] =[ag, ]

ALGORITMO DO METODO DA BISSECCAO

1)  dado: {a, b] com f{a).fib) <0
&> 0 (pequeno)
£'(x)
2) k=I; ag=a; b=b
3)  M=(a +b)/2
4)  Enquanto|b, -a,|>¢ e £'(\,) # 0 faca
Sef'(A\)<0
Entdo a,, = A
by = by

Sendo ap 4 = ay
by = A
k=k+1
M=(ay +by)/2
Fim enquanto
5 Selb —ay| =z

Entdo N = a4 ou N=by

6)  imprimir A,

19



n
Obs.: (a) Depois de n passos a redugdo do intervalo é: ( -;—) (b; —a;)

n
(b) Uma estimativa do nimero de passos: (-;—) (b —a) <1

Exemplo:  Encontrar o ponto de minimo de f{x) sabendo-se que sua derivada, dada por:
f'(x) =xlog(x) -1
tem 1 zeroem [2,0 3,0]

Solugio:

Xo =2—2+3- =25 f'(2)=-0,3979<0 e £'(3)=0,4314>0

a; =xg =2,5

SAE2S5 3,0
bob =30 - NE[BS 30

£'Q2,5)= —5,15-107% = {

X, —2’52+3 =275  £'@25<0e £3)>0

a, =a; =2,5

£12,75) = 0,2082
@7) - {b, =x =2,75

SNE 25 2,75]

2) METODO DE NEWTON

Sejaf € C2e supondo que num determinado ponto x, se conhece: f{x,), f'(x,) e f "(x,).

Entdo é possivel construir uma fungio q, que coincide com a f até 2* ordem, da seguinte maneira:
fx) = ) = £(x;) +'(x) - (x =) +H" (i) *(x =%, )
q'(xk_ﬂ) =f'(xk) +f"(xk) '(Xk.H '_xk) = 0

f'(x
X =Xk - f,.((xl;))

.. uma estimativa x; ; do ponto de minimo de f é:

20



Obs.: (a) O método de Newton pode ser visto como uma técnica iterativa para resolver equagdes da

g(xy)

forma g(x) =0, onde, para a minimizagdo, g(x) = f '(x). Nesta notagdo: x; ,; =x; - (%)
k

(b) O método de Newton tem ordem de convergéncia igual a 2.

Proposicio 1: Seja a fungio g € C? e seja x tal que g(x’) = 0 e g'(x’) # 0. Seja X
suficientemente proximo de x', entdo a sequéncia {x, } gerada pelo método de Newton converge

* A . ’ - .
para x com ordem de convergéncia no minimo igual a 2.

Prova:
Existem k, tal que |g"($)| <k, e k, tal que |g'()]> k,

Como g(x") = 0, portanto X 4 —x" =X — X M—)— expandindo em
g'(xy)
[g'(xk)‘(X‘ —xi) +8(xg) —g(x')]
g'(xy)

I3 *
torno de x, obtém-se: x, 4 —x =

1" v 2 .
Logo Xy 4 ;x. =_l.g (g-) '(X xk) onde Xy S&' <x
2 8'(xy)

Sendo g(x’) =g(xy) +8'(xy) -(x' —Xy )

2

b4

,xkﬂ —x" S%ll((_; Xx —X

Se —Zl—;:—z-lxk —x‘| <.1 = kaﬂ —x‘l < |xk -x.I

O método de Newton para busca unidimensional também pode ser obtido através da forma de
diferenciabilidade de f{x) no ponto X.

Ou seja:

Uma fungdo f{x) é dita ser 2 vezes diferenciavel em X se existe um vetor Vf(X) e uma matriz

sz(i) e uma fungdo N.E, - E, tal que
£(x) =£(X) +VE(X) - (x —%) +%(x —%)TV(F) - (x %) Hx X[ MZ;x %)

paracada x € S onde lim A\(x;x —X) =0

X+ X

Ent3o da diferenciabilidade da f{x) em X e de x = X +ad nos temos

2
£(X +ad) =f(%X) +aVf(%)d %dTVZf(i)d 6))
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Como

g(a) =f(X +ad)= g(0) =f(X)
g'(a) =Vf(X +ad)d = g'(0) =Vf(X)d 0))
g'"(a) =d"VH (X +ad)d = g"(0) =d"Vf(%)d

Entio, substituindo (2) em (1) nos temos:

2
] a 1"
g(a) =g(0) +ag'(0) 58 o 6
Como nds queremos obter g'(a') =0, basta derivarmos (3). Logo:

«_ g0 _ Vi(x)d
g"(0) d"Wi(x)d

A forma geral é
Vf(xk)d
Ay =0 ——
TR 4 T2e(x, )d

onde Xy =X +akdo, k= 0, 1, 2,.

Esta forma é mais facil de programar, pois ndo é necessario montar (construir) a fungio g(c).

O método de Newton para busca pode ser escrito como a seguir:
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ALGORITMO DO METODO DE NEWTON

Para os valores de x, d e epsilon dados

) k=1
ay =0
calcular grad = Vf(x)
calcular digrad = Vf(xT)d
calcular hess = V2 f(x)
calcular dihessdi = d"V2Rx)d

2)  Enquanto abs(digrad > epsilon) faca

_ digrad
calcular o) =a0 — Shossdi
calcular x, =x+ a;d
k=k+1
oy =

calcular grad = Vf{(x)
calcular digrad = Vi(xT)d
calcular hess = Vf{(x)
calcular dihessdi = dTV*fix)d

Fim enquanto
3)  saida de resultados

A timo —X0

Exemplo: Consideremos a fungio:

3 2
min f(x) = +o— —6x
| 3 2

Solugao:
£'(x) =x* +x —6 Xo =1,5
f''(x) =2x +1

X +x, —6 X2 +6
Xk'ﬂ .—_xk e —— e R R e

2xk +1 2xk +1
Temos pois:
2
Xy =1,5 X, _ 15 +6 =2,0625
2:1,5 +1

_2,0625" +6 _2,00076” +6
2-2,0625 +1 2-2,00076 +1

Assim trabalhando com 5 casas decimais obtemos que: x4 =X =2 ¢ ponto de
minimo da fungio dada.

X, =2,00076 X3 =2,00000
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3) METODO DAS SECANTES

Utilizando mais pontos, é requerida menos informagio da fungio f. Este método utiliza apenas
a primeira derivada, porém considera nio apenas ¢ ponto deterninado, mas também seu antecesor.

W -
P X X
Método de NEWTON Médoto das SECANTES

E possivel obter q, que aproxima-se dé f até a ordem 2.

£' (%) —F' (%) (x =% )
xk_l —Xk 2

q(x) =f(xy) +" (%) - (x —x) +

Ent3o: X =X —f'(xk)[f'(xt:_; :)f(r(xk)]

X4 Xk ]

Obs.. g(x) : £00) =0, assim %y =%, _g(Xk)[g(Xk—l) —8(xy)

4 2
Exemplo:  Seja £(x) =" ox

+3x xo =0; x; =1  £=0,0005

minimizar esta fungdo no intervalo [-1, 1]

Solugdo:
£'(x) =x> —9x +3

Xk "Xk ]

3
X4 =X —(xp —9%x, +3
i =Xk (% ) )(xi 9%, +3 —(x3 4 ~9%, 4 +3)

1-0
xy =1 (1> =91 43
2 =t )(13 ~9-1+3 —(0° —9-0 +3))
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Continuando com o mesmo processo, obtemos:
x, =0,375; f(x,) = -0,322266
x; =0,3319416; f(x;) =0,0491
x4 =0,3376346; f(x,) = -0,000222

Calculando o erro relativo, verifica-se que:

|xs —x5] [0,3376346 —0,3319416
|5 |0,3319416|

. min f(x) é dado por
X =0,3376346 c¢om 3 iteragles

'1IL1.3.2. METODOS QUE NAO UTILIZAM DERIVADAS

1) METODO DE FIBONACCI

Seja g: R»R uma fungio real.

Este método € utilizado quando ndo temos informagdes sobre a derivada da fungdo g ou a
fungdo ndo é diferenciavel. Para se utilizar este método é necessario que a fungio g seja unimodal,
isto €, ela tenha um unico minimo (Maximo).

Uma fungdo unimodal é uma fungao do tipo:

/

al a4 o* o2 o3 o

Fig. 1. Fungdo unimodal sobre o intervalo [«;, o3]
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Como resultado da definigio de fungGes unimodais nds temos que:

"Se nos calcularmos o valor da fungdo g em quatro pontos «;, a5, @3 € @, num intervalo
[a;, a3], vai existir um subintervalo que ndo contém o étimo e que pode ser eliminado (Fig 2).

Obtemos assim um intervalo reduzido, sobre o qual nés podemos recomegar a operagdo."

A Fig. 2 exemplifica a redugdo de um intervalo pela utilizagdo da propriedade das fungdes
unimodais.
A idéia do método de Fibonacci consiste em calcular o valor de g em N pontos escothidos de

maneira que o resultado obtido para cada novo ponto permita eliminar um subintervalo (o maior

possivel) do intervalo inicial.

g(a)

caso 1 .

g(ay) <g(ay)

novo intervalo [a;, ;] '

al o4 a2 o3 o

g(o)f

caso 2 i
ay <a2 "
glay) >g(ay) '

novo intervalo [ay, a;] , |

al o4 o2 a3 a
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g(o)

caso 3
a4 >a2
g(ay) <g(ay) H

novo intervalo [, , a3]

al o2 w3 o«

g(e)|

caso 4 .
oy >a2 q
g(ay) >g(ay) .
novo intervalo [¢;, ay] :

! i ,

; | |

al o2 o4 a3 o

Fig. 2. Propriedade da unimodalidade.

Suponha como na Fig. 3 que o intervalo inicial seja [;, @3] © que nds dispomos de valores

de g(c) nos pontos oy, &, e 5. Coloca-se o seguinte problema:

“Se nos desejarmos efetuar mais um experimento no ponto a4, onde nos devemos colocar a4

de modo a eliminar o maior subintervalo possivel?”

Isto € obtido fazendo a3 —ar, =ar, —0vy, isto é, colocando «, simétricamente no intervalo com

relagdo a «,.

Uma vez eliminado um subintervalo, por exemplo [, &3], um novo ponto é colocado
simétricamente no novo intervalo. E a estratégia se repete para este novo intervalo. Na n-ésima

iteragdo nds colocamos o n-ésimo ponto simetricamente com respeito no (n-1)-ésimo ponto.

Seja a Fig. 4 com L, como intervalo inicial e os pontos «; e «, dispostos simetricamente em
relagdo ao intervalo L, .
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No estagio seguinte «, e a; devem estar simétricos com relagdo a L, e a seguir a simetria

deve ser feita com relagdo a L, e assim sucessivamente.

N Y, Ul U hahatataiad \/Illu‘
3
e 3
.......................... ; B AR
N
% —
3] ~ o~ <
. o B 3 ~w -]
< | == i el L N N A | ———
3 g m ﬂ
=] < w
‘I N T R I
= <
3 3 S —
S —_
~ . 3
-« A2 ] I R S I
o o
- N
oy
to]
— N
A
||||||| N
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L3 =2L4 —£
L, =L, +L, onde ¢ é a distancia entre a3 e o,
Ll =L2 +L3

Se considerarmos s6 4 medidas, isto é, n=4 podemos escrever estas equa¢des do seguinte
modo:

L, =2L, —¢
L,, =L, +L, generalizando L; ; =L; +L;y para 1<j<n
Ln-3 =Ln—2 +Ln—l

L, =2L, —
L,, =QL, —e)+L, =3L, —¢ )
L,3 =GL, —€) H2L, —¢) =5L, —2¢
A série de Fibonacci é dada por:
F, =1, F=0, K =K +F _, para k=2,3, ...

Entdo os termos da série sdo: 1, 1,2, 3, §, 8, 13, ...

Observe nas equagdes (1) que o mimero 2 é o termo F, da série de Fibonacci, 3 é o termo F; e

5 otermo F,. Entdo podemos generalizar as equagdes (1) para:
Loy =Fju 'Ly —Fj4 ¢ j=12,..,n-1 )

Da equagdo (2) temos que o intervalo original L, é:

L, =F, -L, -F =R
1=k, Ly K, -¢ ondeLn—F +F e
n n

. . : . 1
Entdo com n avaliagdes da fungio g reduzimos o intervalo para uma fragio de I
n
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Uma vez comegado o processo de busca é-facil continuar usando a regra de simetria. Entdo
nos precisamos encontrar a posigdo do 1° ponto que € colocado L, unidades a partir de um dos

lados do intervalo originél. Este ponto (A, ou pu,) deve satisfazer a equagdo (3) dada por:

F1 Fn-2 Fn-1 Fn
%
al Al pl ' bl

E _
A =3, ‘*';_2(51 -a;)

€))

F
p =a; + 'Fn_-l (by —a¢)
n

Se escolhermos A, e p, de acordo com (3) tem-se garantidamente que: b, —\; =u, —a,

Em seguida, determina-se um novo ponto A, ou pja (respeitando a propriedade de g ser

unimodal) calculado por:

Fi Fn-3 a2 Fn-1

a2 y%) y2 b2

F
A, =a, +22(b, —a,)
Fn-{

Fn—2
Ry =25 "‘F_(bz —a,)
n-

De um modo geral:

Fk Fnk-1 Fnk Fn-k+1
%

ak Ax 1B bk
F
A =ay "“F"—_k_l (by —ay)
nkH

F
i =ay +F 2 by —ay)
n—%kH
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Exemplo:

a,=3 b, =8 A\ =5 p, =6
N=4 F,=1 F,=2 F,=3 F, =5

F. 2
A =2, +§2—(b1 —a,) =3 +5-5=5
4 = bl —>\1 b 31 _al 8 -5=6 -3 v

F 3
p =a, +==(b, —a,) =3 +=-5=6
F, 5

Existem duas possibilidades do novo intervalo: [a;,u;] e [A;,b;]. Apenas uma é
escothida dependendo dos sinais de f(A;)e f(u,).

F, 1
X2 =32 +—'l'(b2 —az) =5 +—-3 =6
F, 3

Caso o novo intervalo seja[5, 8] teremos:

F 2
o =324 2 (b2 —az) =54—-3=7
F, 3

F, 1
X2 =az +—l(b2 —az) =3 +— '3 =4
F, 3

Ou, caso o novo intervalo seja [3, 6]: F 2
By =2, +—2(by —a;) =3 +=-3=5
F, 3

Obs: A cada novo intervalo, somente um ponto ¢ marcado e portanto, somente um calculo da

fungdo g é necessario.

I11.2. METODO DE NEWTON

Nos supomos que a fungdo f ¢ duas vezes continuamente diferenciavel e que nés sabemos
calcular as derivadas segundas de f.

A idéia deste método é substituir, na vizinhanga do ponto x,, a fungdo f, pela s{xa
aproximagao quadratica

a(x) =F(x,) +VET (x, ) (x —x;) +172(x =) TV F (%, ) (x ~xy)
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O ponto x, ,; € escothido como o minimo de q(x).
A condigio necessaria para o minimo da fungdo quadratica q(x) é que Vq(x)=0, ou seja
Vq(x) =VE(x, ) +V2E(x, (% —x)
Va(xy ) =VE(x,) +VA(x )x ~xi ) =0
V2% ) (X —Xg) =—VE(xy)

X4 ~Xg =—[sz(xk)]_l VE(xy)

X =X V20| VEGx) k=0,1,2, ..

Observe que aqui tanto a diregdo como o tamanho do passo estdo fixos.

O método de Newton converge numa unica iteracio quando é aplicado a uma fungio
qqadrética estritamente convexa (V>f(x) definida positiva). Entretanto para uma fungdo qualquer o
método s6 converge se o ponto de partida x, ndo estiver longe da solugdo. Pode-se remediar esta

situagdo introduzindo uma modificagdo no método, ou seja
2 -1
X1 =%k —on V(x| VECx)

-1 v
onde oy, 6 o minimo de g(a) =f(x, +ady) com d, =—[V2f(xk)] VE (%, )

Exemplo:  Resolver o problema: min  f(x) =(x, —3x2)2 +(x, -1?
pelo método de Newton com x, ={2 07

Solugdo:
2 ve 2%, —6X, ve 4
" "o 0 =|6x, +20x, 2 (%) =] 44
2 4|5 32
2000y — 2 -
M 20} [*ee0]” =3, 1/2|

5 3/20f 4
! =0 _[Vlf(xo)]—lVf(xo) X! =E]_L/2 1/2][—14]

x! = E] solugdo étima
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EXERCICIOS 1

1. (Exercicio Resolvido) Considere o seguinte problema:

min  f(x,,X,) = 2x? +2x5 +2x,X, —14%x, —16x, +42

Fazer 2 iteragdes do Método de Steepest Descent, usando o Método de Newton
L s [0
como busca unidimensional e x° = ol

Solugdo:

4x, +2x, -14]

\% 4 =
(x1,%,) [4x2 +2x; —16

1% iteragdo:

{14 o _ (14 t_ e o |14
Vf(O,O)——[_IG] d —fo(O,O)—[IGJ X =x +ad” = 16

f{14a, 16a) = g(a), desenvolvendo:

g(a) =13520” 452 +42
g' (o) = 2704 —452

g''(a) = 2704
Busca unidimensional:
oy =0y — %) =0 o =022 _¢ 167

g (ao)
o = 14-0,1672 _ 2,3408

16-0,1672] |2,6752
2* iterag@o:
~0,7136 2.3408 —0,7136«

d'= ~vf : =| 2=x' +od' =| ’

(2,3408,2,6752) [0,6184 ] X' =x tod [2,6752 +o,6184a]
(2,3408 —0,7136; 2,6752 +0,6184«) = g(a), desenvolvendo_:_

g(a) = 0,9006c> —0,8911cx —37,7782
g'(a) =1,80120% ~0,8911
g'"(a) =1,8012
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Busca unidimensional:

g'"(ay) 1,8012

a, =a,

2

_[2,3408 —0,7136-0,49477 [1,9878
12,6752 +0,6184-0,4947 [ | 2,9811

§

2. (Exercicio Resolvido) Considere o problema do exercicio 1, com 0 mesmo x°, resolva
utilizando o Método de Newton. A solugdo encontrada é 6tima?

in

1,9878]

Resposta: x =
posta- x [2,9811

Solugdo:

x4 =k [V V()

o o [-14

_[0] Vf(x)—[_w]

o [4 2 oyt [ 0,333 —0,166
Vf(x")—[z 4} [vicx)] ‘[_0,166 0,333]

1|01 0,333 -0,166| | —14] _ 1,996
1o -0,166 0,333 -16{ |3,000

Resposta 1,996 2
DX = =
P 3,000( |3

A solugdo é dtima porque o método de Newton converge numa iteragdo, quando aplicado a
uma fungio quadratica (verifique!) e x° esta proximo a ela.

3. a) min £(x;,X;,%;) =5x% +x;%, +5%3 +x,%, +5x% —11x) —11x, —X,

com x*=(0 0 0)T
Utilizar o método Gradiente de "Steepest Descent” usando algum meétodo de busca

unidimensional. Solugdo: x =(1 1 0)T

b) min £(x;,%,) =—21—(3le +58xy%, +31x2) ~33x%, —27x

com x° =(1 1T Solugdo: x =(2 —1)T
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4. Seja o problema abaixo

min f(x,%x;) =2(x; —2x2)2 +x12 -2X,
Fazer 2 iteragSes do método do gradiente a passo pré-determinado com k = 50 comegando pelo

T
ponto x° :(—1- l)
2 3

obs.: trabalhar com 4 casas decimais.

5. Resolver o problema abaixo

min £(x;,%,) =(%, —3%;)? +(x, —1)*

a) Fazer 2 iteragles do gradiente Steepest Descent com Newton na busca unidimensional,
comegando com x° =(2 0)T.

b) Fazer do método de Newton.
6. Dada a fungdo: £(x,y) = x? +4xy + 2y -2y

a) Usando a C.N. de 1® ordem, encontre um candidato a ponto étimo da fung3o;

b) Verifique se é um ponto de minimo ou maximo analisando as condigdes de 2° ordem.

7. Encontre a reta que melhor se ajusta aos pontos: (2, 4), (4, 5) e (6, 8) por minimos desvios
quadraticos.

8. Considere o seguinte problema:
min  £(x,,%,) = %(9:(% —2xx, +9x2) = Tx, —17x,

Encontrar a solugao deste problema resolvendo os itens:
a) Fazer 2 iteragbes da método de Steepest Descent usando o método de Newton como busca

unidimensional e x° = (0.5 1.0)T
b) Utilizar o método de Newton. Neste caso, a solugdo é 6tima? Por que?

9. Considere a fungdo g(a) = 1o + o eointervalo de incerteza [0, 10]. Utilizando o Método da
44

Bissecgdo localize o minimo de g(«) em um intervalo de comprimento 10% do inicial.
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PROGRAMACAO LINEAR

1, INTRODUCAO

A PROGRAMACAO LINEAR (PL) resolve problemas que consistem na maximizago
ou minimizagio (por exemplo: lucros e perdas) de uma fungdo linear chamada FUNCAO
OBIJETIVO, respeitando um sistema linear chamado de RESTRICOES DO MODELO.

2. MODELOS DA PROGRAMACAO LINEAR

FORMULACAO: Nesta segdo apresentaremos alguns problemas tipicos que podem ser

formulados como um PL.
Exemplo 1) PROBLEMA DA DIETA

Um nutricionista precisa estabelecer uma dieta contendo pelo menos, 10 unidades de
vitamina A, 30 unidades de vitamina B e 18 unidades de vitamina C. Essas vitaminas est3o contidas

em quantidades variadas em cinco alimentos como mostrado no quadro abaixo:

NECESSIDADE DE VITAMINAS: ALIMENTOS
I I | mjiv;Vv
A 0 1 5 4 3
B 2 1 0 3 2
C 3 1 0 9 0
CUSTO 4 2 1] 10 5

Calcular as quantidades dos cinco alimentos que devem ser incluidas na dieta diaria, a

fim de obtermos o menor custo.

X;: quantidade do alimento i presente na dieta

Modelo Matematico

min  Z =4x; +2x, +x3 +10x, +5x
Xy +SX3 +4X4 +3x$ 210

3X1 +x: +QX4 =18
x; 20 i=1,...,5
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Exemplo 2) PROBLEMA DE TRANSPORTE

Uma empresa fabrica latas de conservas em 2 fabricas e as vende através de 3

depositos

FABRICAS DEPOSITOS

a; - capacidade de produggo da fabrica i
b; - demanda de produtos no depdsito j
C;; - custo por produto transportado da fabrica i ao depdsito j.

A empresa deseja saber como distribuir a produgio pela rede de modo a:
1) respeitar as capacidades produtivas de cada fabrica

2) respeitar as demandas de cada deposito

3) minimizar o custo total de transporte.

Modelo Matematico

Defmindo x;; a quantidade de produto transportado da fabrica i para o depdsito j

min z = ¢, +X, +c¢;, +X;; +C;; +X;; +C, +X, +C, +Xp +€y +Xy

X,, +X,, +X <a
S/a: 11 12 13 1
Xy X, +Xy =a,
e X1, +x,, 2b,

Xy3 +X,, =b,

x; 20 i=12 j=12,3
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Exercicio 3) PLANEJAMENTO DA PRODUCAO

Suponha que dispomos dos seguintes dados:

Matéria prima Produtos Disponibilidade
SAPATOS BOTINAS

COURO 2 1

BORRACHA 1 2 7

COLA 0 1

Lucro por unidade 1 1

e que: x, = quantidade de sapatos fabricados

X, = quantidade de botinas fabricadas

Deseja-se maximizar o lucro. Assim, este problema pode ser formulado como um PL

\

max z=x, +X,

s/fa 2x, +x, <8
X, +2x, <7
X, <3

x, 20 x, 20|

PL

v

Exemplo 4)

A Diregdo de Marketing de uma empresa de méveis metalicos para escritorio sugere o
langamento de um novo modelo de mesa de secretaria e estante em substitui¢io aos modelos atuais.
A Diregdo néo vé dificuldades de colocagdo no mercado para as estantes enquanto que
aconsetha que a produgdo mensal de mesas de secretarias ndo ultrapasse a 160 unidades.
Apés estudos levados a cabo pela Diregdo de Produgdo, conclui-se que:
- a disponibilidade mensal do Departamento de Estampagem é de 720 horas-

maquina.

- a disponibilidade mensal do Departamento de Montagem e Acabamento é de
880 horas-homem.

- cada mesa de secretaria necessita de 2 H-M de Estampagem e 4 H-H de
Acabamento.
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- cada estante necessita de 4 H-M de Estampagem e¢ 4 H-H de Montagem e

Acabamento.

Os lucros unitarios estimados sdo de R$ 6.000 para as mesas de secretarias e R$ 3.000
para as estantes.

A empresa deseja determinar o plano de produgdo mensal para estes novos modelos de

modo a maximizar os lucros.

Formulagio:
X, = quantidade de mesas de secretarias produzidas por més
Xy = quantidade de estantes produzidas por més.

Departamentos Produtos Disponibilidade total

mesas de secretarias | estantes
Estampagem 2 H-M 4 HM 720 H-M
Montagem 4 HH 4 HH 880 H-H
Lucros em R$ 6.000,00 | 3.000,00

Modelo Matematico pode ser colocado como:

max z=6000x, +3000x, & z=06x, +3x,

2x, +4x, <720
4x, +4x, <880
X, <160
x, 20, x, =20

s/a



3. SOLUCAO E REPRESENTACAO GRAFICA DE PROBLEMAS DE
PROGRAMACAO LINEAR

3.1 SOLUCAO UNICA

Considere o modelo de planejamento da produgio, ja apresentado

max z =x,; +X,
s/a 2x, +x, <8
X, +2x, <7
X, <3
x, 20 x, =0

Como esse modelo s6 possui duas variaveis, ele pode ser resolvido graficamente:

X1 A
- X220

A\ | 4 x2<3

Z=5 7

SOLUGAO
|1 OTIMA

X1+2X2<7
Xl +X2 =0 = Xl =_X2
X =0, X2 =]
X +X2 =] =
x =1, x,=0

Solugdo Otima: z=5, x 3, x 2
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Observe que:

- Cada restrigdo esta desenhada como uma reta.

- Cada desigualdade esta indicada por uma seta ao lado da linha representando os valores
permissiveis de x; e X,.

- Como as duas variaveis devem ser ndo negativas, a regido de valores permissiveis ¢ também
limitada pelos dois eixos coordenados.

- O poligono hachurado representa a regido de valores de x; e x, que satisfazem todas as
restrigdes (regido factivel).

- As linhas paralelas da figura representam varios valores da fungdo objetivo.

- A solugdo 6tima esta num ponto externo do poligono.

- A seta perpendicular as setas paralelas indica o sentido de crescimento da F.O. e ela é

dz(x) az(x))
ax =~ Ox,

encontrada através do gradiante da F.O., isto é, (

3.2 SOLUCOES OTIMAS ALTERNATIVAS

Se mudarmos a fung3o objetivo do problema anterior para:
max z =4x; +2x,

O que acontecera ?

X1A




x, =1, x, =0 X, =2, x, =0

4x, +2x, =2 = 4x, +2x, =4 =

x, =0, x,=1/2 x, =0, x, =l
=0, x, =2 x, =0, x, =3
4x, +2x, =8 = { ! ax, 42x, =12 = | !
X, =2, x; =1 X, =2, XxX; =2

Agora todos os pontos (um ponto infinito) sobre o segmento ab sio 6timos. Assim x, =3 e

X, =2 ainda sdo dtimose z= 16

3.3 SOLUCAO ILIMITADAS

Seja o problema

max z=-2x, +6x,
s/a x, +x, =2
—x, +x, <1
x, 20, x, 20

X1+X222

> 2%, +6x, =4
X2 X =0, x; =2/3
Xy =0, x; =-2

X3 =0, X, =]
Xa =O, X =—3
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3.4 APRESENTACAO DE UM PROBLEMA LINEAR

[max z=cx
s/a A;x <b;
Um PL genérico pode ser: 4 Ax 2b,
Ax =b,

| x =0

Para resol~ver o PL acima através do método SIMPLEX é necessario colocar o PL na
FORMA PADRAO definida abaixo:

.
max 2z =¢Cx

s/a Ax+v; <b,
3 A;x —v; 2b;
Ax =b,
x 20, v, 20, v; =0

v; = varidvel de FOLGA v; = variavel de EXCESSO

max 2z =¢Xx

Matricialmente, o modelo na forma padrioé: {s/a Ax =b
x 20

3.4.1. COLOCACAO DE UM PL QUALQUER NA FORMA PADRAO

1) Ocorréncia de desigualdade

a) Seja a inequagdo linear
a)X; +agX, +a5%; <b
Introduzindo uma variavel de folga positiva esta inequagdo ¢ equivalente a:

a,x, +a,x, +a;x; +x; =b com x; 20
b) Seja

alxl +azx2 +a3X3 Zb
Introduz-se a variavel de folga negativa

a;Xy +32X2 +a3x3 —Xj =b com Xj >0

2) Ocorréncia de b; <0

Mutltiplicar a restrigdo i por (-1)



3) Ocorréncia de variaveis livres
Variaveis livres sdo variaveis que ndo tem restricdo de sinal, isto é, podem ser positivas,

negativas ou nulas.

Se x, ¢ uma variavel livre, ela deve ser substituida por x,' e x,'' de maneira que
X =% %" com x '=20 e x, "' 20

X, >0 - x,.'>x,"

ese x, =0 - x,'=x,"
x, <0 - x, '<x," ) k ¥

pois se

4) Qcorréncia de varidvel ndo positiva

Se tivermos na formulagdo x, <0, basta substitui-la por x,'=-x, com x,'=0

Exemplo:  Colocar os PLs abaixo na FORMA PADRAO

max z =3x, +4x,
s/a x, +3x, <5
2x, +x, <4
X, <0, x, livre

1)

max z =3x, +4x,
s/a x, +3x, +x, =4
2x, +x, + x4 =5
x; <0, x,livre, x; 20, x, 20

fazendo x, =x;' —x,"' € x, =—x;' temos
max z=-3x,'+4x,'—4x,"
s/a —x,'+3x,' =3x,"" +x, =4

"‘2X1 ! +XZ' _XZ" +X4 =5
x,'20, x,'20, x,"=20, x; 20, x, =20,
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[max  z =3x, —x, +3x; =X,
s/a 3x; —2x, +X; ~X; =5
X, —X; +X, <7
2%, +x; —2X, =5
X, +3x, =3
x, 20, x, livre, x; <0, x, 20

2) 4

(max  z =3x, —x, +3x; —X,
s/a 3x; —2x, +X; — X4 —Xs =5
X, X5 +X, +Xg
1 -2x, —x; +2x, +x, =5
X, +3x, =3
| x, =0, x,livre, x; <0, x; 20, x,,X4,X; 20

fazendo x, =x,' —x," e x3 =—x3' com Xx,',x;"',x3' 20 temos

(max z=3x, —x,'+x," —3x,;' —x,

s/a 3x, —2x,'+2x," —X;' — X4 —Xq =5
X, —=x," X, + X, +xg =17

{ -2x, +x,' +2x, +x, =
X, +3x, =3

x, 20, x,'20, x,"=20, x,'=0,
x, 20, x, 20, x4 20, x, 20

3.4.2. ALGUMAS NOCOES NECESSARIAS A PL

1) O conjunto de solugdes factiveis do PL

max z = CX

s/a A;x <b;
AjXij
x=0

é um poliedro (poligono) convexo
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OTIMO

>

ppy v

2) A solugdo 6tima do PL é um Ponto Extremo (vértice) do poligono de restrigdes factiveis

: ‘\T

OTIMO

3 o

Consequéncia: O conjunto das solugdes candidatas a otimo fica restrito a um numero
finito de pontos (os vértices do poligono S).

3) Definigdo de solugdo basica de um PL
Seja o PL (ja colocado na forma padrio)

max z=c¢x
Ax =b
S
x =0 }
Com A(mxn),n>m.Seja A’ amatriz composta por m colunas L.I. (ou seja uma base)
de A e A’ as colunas restantes. Nos podemos escrever:

Alx; +A'x; =b x, =(ADH ' —(AH) TA'x,

s/a

v

A solugdo é dita basica se:
x; =0 e x; =(AD)7'b
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Se além disso, x; =0, temos uma solucdo basica factivel do PL.

Exemplo:

min z=1/2x, +2x, +3x; +x,

s/a x; +2x, +4x; +4x, =6
4x, +2x, +x; +2x, =10
X;,Xy,X3,X, 20

SejaI= {1, 4} o conjunto LI (base I) formado pelas colunas 1 e 4 de A. Entio:

1 4 2 4
Al = e Al = Alx, +ATx; =b
4 2 2 1
1 4] x| |2 4| |x|
4 2 x| 2 1 [xs]
—-2/14 4/14
(AH™ =
4/14 -1/14

=0 .. =0
Solucdo Basica: * 2

X3 =0
o —aAlyy - | |21 a1e)e| P2
_ X, 4/14 —1/14} {10 1

4) Uma solugdo basica factivel de um PL é um ponto extremo do conjunto (poligono) de solugdes
factiveis de ( S ) e vice-versa.

Exemplo: Para o PL abaixo, ache para cada ponto extremo do poligono das regides factiveis a
solugdo basica factivel

(max z =x, +x, (max z =x, +x,
s/a 2x; +x, <8 s/a 2x; +x, +x; =8
! x; +2x, <7 = 4 x; 2x, +x, =7
X, <3 X, +x4 =3
x; 20 { x; 20
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IA ={3,4,5}}= x; =0

JA ={1,2}

B=(1,4,5]_ % =0
IB ={2,3}

IC={1,2,5}] _ x;=0
IC ={3,4}

ID ={1,2,3} L X=
ID ={4,5}

[E={2,34}]_ x=0
JE ={1,5}

JA ={1,4}

A=(235)]_ x =0
X4 =0

Xy =0

x4 =7} ponto extremo A

x4 =3% ponto extremo B

X, =2} pomo C

X, =3 pontoD

x3 =33 ponto E

Xy =7/2
X3 =7/2 } pontoF
XS ="'l/2

Solugdo basica infactivel pois x5 <0

49



3.4.3 RESOLUCAO DO PL ATRAVES DO METODO SIMPLEX

Para se resolver o PL através do método simplex é necessario que o problema esteja na
forma candnica. Um PL esta candnica quando ele tem uma solugdo basica inicial e esta forma uma
base candnica.

Exemplo: SejaoPL:
max z =X, +x,
s/a 2x +x; <8

x| +2x, €7
X, <3

colocando este PL na forma padrao nos temos:

X, +X, =z (max) (lmhadaF.O.)
2x, +x, +X; =8
x, +2x, +xX4 =17

X, +x; =3

Se considerarmos a base I= {3, 4, 5} nds teremos uma solugdo basica factivel inicial

x; =0, x, =0
X3 =8, X4 =4, Xs =3

colocando este PL na tabela (tableau)

X, Xy X3 X4 Xs
1 1 0 0 0 z-0 linha da F.O.

X3 |2 1 1 0 0 8

x4 |1 2 0 1 0 7

xs (0 1 0 0 1 3
Observe na tabela (tableau) que:

; * As variaveis de base 1= {3, 4, 5}, (x5, X,;,%;) formam uma matriz identidade (base
candnica)

* Os coeficientes c¢; da fiungdo objetivo (linha da F.0.) para as variaveis da base

(¢3,¢4,C5) sd0 iguais a zero.

Esta é uma forma canénica do PL para esta base.
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PROCEDIMENTO DO METODO SIMPLEX (maximizaciio)

na base.

(Xi = 0)

Exemplo:

Passar de uma solugdo basica factivel a outra, tentando melhorar a fungdo objetivo:

1) Escolher uma variavel ndo basica que melhore a fungdo objetivo &; >0 e coloca-la

2) Escolher uma variavel basica para sair da base de modo a manter a factibilidade

Resolvendo o PL do exemplo anterior

X, +X, =z —0 (linha da F.0.)
2x, +x, +x, =8
X, +2x, +x, =17
X, +x;, =3
x; 20

Este PL ja tem solugdo inicial igual x;, =0, x, =0, x; =8, x, =4, x5 =3.
Escotho x, para aumentar de valor (entrar na base I ) e conservo x; no nivel zero

(fora da base).

Conclusio:

elemento

Para manter a factibilidade

X3 =8 —x2 = 8 —X, 20 = X, <8
X, =7 -2x, 7 2x, =0 x, <7/2
Xg =3 —x%, 3-—x, 20 X, <3 -» linha de bloqueio

* x, entrana base (assume valor positivo)
* X sai da base (assume valor zero)
[={3,4,5} = I'={3,4,2}

Para colocar o PL na forma candnica relativa a base T, basta pivotear em tomo do

2 —>ocoluna
A3 —» linha

Isto pode ser visto methor através da tabela (tableau)

5t



X3 X X X X%
1 1 o .0 0 z-0
X3 | 2 1 1 0o 0 8 ¢, >0
xx |1 2 o 1 0 }7
x5 1 0 1 o o0 1 3
1 0 0 0 -1 |z-3
x3 |2 0 1 0 -1 |5 nova solugdo basica factivel relativa a base
x4 | 1 0 0 1 2 |1 I'={3,4,2}
xs | O 1 0o 0 1 3

Observe agora que ¢; =1 >0. Entdo se aumentarmos 0 valor de x, a fungdo z vai

crescer Entdo fago x, crescer (entrar na base) e mantenho x5 =0 (fora da base)

X3 =5 "‘le
X4 =]. —'Xl
Xy =3

para manter a factibilidade:

5-2x, 20 x, =5/2
1—x, 20 x, <1 - linha de bloqueio

X, imrestrito

Conclusdio: * x; entrana base

* x4 saida base
I'={3,4,2} = I"={3,1,2}

Pivotear em tomo de A}

Xy  Xo X3 X4 X
6o o o -1 1 z-4
x3 {0 O 1 2 3 3 nova solugio basica factivel
x; |1 0 0 1 2 11 relativa a base I
xs |0 1 0 0 1 3

Como & =1 >0 seaumentarmos X, o valorde z aumenta.

X3 =3 "‘3X5

Xy =] +2x§

X2 =3 —'XS

para manter a factibilidade:
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3-3x, =0  x, <1 - linha de bloqueio
142x, 20 x, <-1/2
3—x, =0 Xs <3

O bloqueio é em x, (linha 1), logo: * x5 entra na base,
* x3 saida base.
I'=1{3,1,2}=1"={5,1,2}

Pivotear em Aj

X3 X X3 X X

0 0 -1/73 -1/3 0 z-35
x; | 0 0 173 -2/3 1 1 solugdo basica 6tima
X3 1 0 2/3 -173 0 3 X =3, X2 =2, Xs =]
xs | O 1 -1/3 23 0 2 x3 =0, x4 =0 e z=5

= Todos os coeficientes da fungo objetivo ( ¢; ) sdo negativos = z ndo pode mais aumentar.

3.4.4 INTERPRETACAO GEOMETRICA DO SIMPLEX

Caminha de modo extremo em ponto extremo adjacente através da aresta que os liga no
sentido de crescer z. .

Qbs: o que aconteceria se na primeira iteragdo ao invés de x, fizéssemos x, entrar na base?

X1 A

SOLUGAQ
| 1 OTIMA
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PROCEDIMENTO SIMPLEX (resumido)

A partir de uma BASE INICIAL FACTIVEL
1) verificar se a base factivel atual é otima.
Se for terminar.
Sendo va para 2.
2) determine a variavel ndo-basica a erntrar na base.
3) determine a variavel basica a sair da base.
4) achar a nova solugdo basica factivel (por pivoteamento) e voltar a 1.

3.4.5 CASOS ESPECIAIS

Serdo mostrados a seguir alguns casos especiais que podem ocorrer nos modelos de
programacao linear.

1) Problema de Minimizac¢io (fungdo objetivo de min)
Pode-se fazer uma das duas coisas a saber:

a) transformar o problema de minimizagdo num problema de maximizagao, isto é
min z(x) = - (max " z(x))
b) mudar o teste para saber se a solugdo é 6tima e o critério de entrada na base; isto é a

solugdo é otima se todos ¢; 20 e entra na base o ¢; mais negativo.

2) Empate na Entrada
Quando houver empate na escolha da variavel que entra na base, deye—se tomar a

decisdo arbritariamente.

3) Empate na Saida - Degeneracio
Como no caso anterior a decisdo deve ser arbritaria. SO que agora teremos uma solugdo
basica degenerada, isto é, uma variavel vai estar na base com um valor igual a zero.

4) Solugdes Miiltiplas
Eventualmente um modelo de PL pode apresentar mais de uma solugdo 6tima.

Quando o 6,- de uma vanavel que estiver fora da base for igual a zero, teremos
solu¢do mutltipla. A variavel pode entrar na base que nio altera o valor de z.

Exemplo (SOLUCAO DEGENERADA):

max z =5x, +2x,

X, <3
x, <4
s/a :
4x, +3x, <12
x; 20
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colocando na forma padréo:

max z =5x, +2x,

X, +X, =
s/a X2 THe =
4x, +3x, +x5 =12
x; =20
Xy Xp X3 X4 X
5 2 0 0 0 |z-0 ¢ =5>0 .. deve crescer
x3 | 1 0 1 0 0 3 linhal = 3 —x, 20 x, <3
X4 | 0 1 0 1 0 4 linha 2 x
X | 4 3 0 0 1 12 linha 3 = 12 —4x, 20 x; <3
pivoteando Nos dois lados tem-se x, <3
Xy X5 X3 X4 Xg escolhi x, para sair da base
0o 2 5 0 0 z-15
X § 1 0 0 0 3
X | 0 1 0 1 0 |4
xs § O 3 4 0 1 0

Note que a variavel basica x5 =0. Isto sempre ocorrera quando houver empate na saida.
Neste caso diz-se que a solugdo é basica degenerada.

Agora x, deve crescer (entrar na base) pois &, >0, x5 deve decrescer (sair da base).

XJ. X, X3 X4 XS
0 73 0 2331 z-15 Solugio 6tima pois todos &; <0

0

x |1 0 1 0 0
x3 10 0
1

3
4/3 1 -1/3] 4
0

x | 0 43 0 13

Se na ocasido do empate fosse escolhido x;, em vezde x; para sair da base, obter-se-ia:

Xg X X3 X4 X

0 74 0 0 -54|z-15
x; |0 341 0 -14}0
3]0 1 0 1 o0 |4
x |1 34 0 0 14}3

Deve-se ressaltar que no segundo caso conseguiu-se chegar a solugao 6tima com uma iteragdo
a menos.
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Exemplo (SOLUCAO MULTIPLA)

max z =x; +2X,
X <3

X, <4
X; +2x, <9
x; 20

s/a

Colocando o problema na forma padrdo, obtemos

como &, =2 >0

max z =x, +2X,
X, +x, =3
</a X, +X,4
X, +2x, +xs =9
x; 20
X; X, X3 X4 Xg
1 2 0 0 0 {=z-0
x3 |1 0 1 0 0 3
X4 |0 1 0 1 0 4
xs |1 2 0 O 1 9
Pivotear em tomo do elemento A%
X; Xy X3 X4 Xg como ¢, >0
1 0 0 2 0 | z-8
X3 |1 0 1 0 o0 3
Xy | 0 1 0 0 | 4
xs |1 0 o0 2 1 1
bloqueio:
linhal = 3 —x, 20 x, <3
linha2 = x, =4
linha3 = x, =1 -x, x, <1 bloqueio linha 3
X X X4 X
0 0 0 0 -1 | z-9
x3 [0 0 1 2 -1]|2
3 [0 1 0 1 0|4
x |1 0 o 2 1 |1
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". X, ¢ candidata a entrar na base

X, =3 —0x, =20
x, =4—-x, 20 x, 4
x, =9 ~2x, 20 x, <9/4

bloqueio linha 2

. X, Saidabase

", X, ¢ candidata a entrar na base

. Xs saida base.



SOLUCAO OTIMA: z=9 x, =1 X, =4 X3 =2 x,=0 x5=0

Note que x, esta fora da base com &, =0.

A fungdo objetivoé: z -9 =0x, —x; z=9 +0x, X,

Isto significa que a variavel x, pode entrar na base tomando qualquer valor, que a fungdo
objetivo ficara com seu valor inalterado.

Fazendo x, entrar na base, obtém-se:

X; Xy X3 X5 Xs

0o 0 0 0 - |z-9
x3] 0 0 112 1 -12)1
] 0 1 -120 12(3
5|1 0 1 0 0 |3

Note que &; =0, logose x; entrar na base deve-se retornar ao quadro anterior.

Exemplo (SOLUCAOQ ILIMITADA):

max z =3x; +X,

x, —6x, <6 X, —6x, +X, =6
s/a {—4x, +x, <4 = {—4x, +x, +x, =4
x; =0 x, 20

Xy Xy X3 X4
3 1 0 0 2

x3( 1 6 1 0 |6 x, <6 .. bloqueio linha 1

3] 4 1 0 1 4 X, =4 +4x, 20 x, =-1
0 19 -3 0 z-18

x| 1 6 1 0 6

Xl O 23 4 1 28

& =19>0 .. x, écandidato a entrar na base mas como todos os elementos de A? <0

(Af e A% <0) ndo temos candidato para sair da base. Logo solugdo ilimitada.

EXPRESSOES PARAMETRICAS DO CRESCIMENTO ILIMITADO
X, =6 +6x, 20 = X, =—1

x, =28 +23x, 20 = x, >-28/23
z =18 +19x, = z=18 +19x, —3x,
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3.4.6 ALGORITMO SIMPLEX (néo estruturado)
Supondo qile seja conhecida uma base factivel inicial I:

1) Coloque o problema na forma canénica relativa a base I

2) Determine ¢* =max ¢
: i€l

2.1) Se ¢* <0, entio terminou.
A solugdo basica correspondente a base I é 6tima

2.2) Se & >0, entdo va para 3.

3) Examine o vetor

31) Se A*<0 (isto ¢, todos seus componentes ndo s3o positivos), entdo

terminou.
O PL tem solugdo ilimitada (infinita)

32)Se {ijA$ >0} %0

a) Determine r tal que &= min —?—‘
Al @A >0 | Af

r

b) Identifique AS como elemento PIVO.
Defina a nova base I' trocando s por r.

¢) Pivoteie em tomo de A? e volte a 2

3.4.7 OBTENCAO DE UMA SOLUCAO BASICA FACTIVEL

Dado um problema:
max z =cxX

s/a Ax =b
x 20, b=0

Se nao houver nenhuma matriz identidade

xn-H
n+m Xp42
min El s/a Ax+ .7 |=b
Xi :
i=n+1 X
n+m

=0 i=12,....n +m
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Exemplo:

SIMPLEX.

nulas.

FASE 1

((max) z=-x, +2x,
s/a X, +x, =2
—X; +x, 21
x, <3
X;,X, 20

Colocando na forma padrio:

max z=-X; +2X,

X; +X, —X; +x =2
s/a {—x, +x, —X4 +x, =1
X, +X, =3

I={6,7,5} éumaBASE FACTIVEL que fomece uma solugio de partida para o

Porém, o novo PL s6 sera equivalente ao PL original se as variaveis artificiais forem

Ax =b  Ax +x,

x20  x,x, 20 % =9

PROCEDIMENTO PARA GERAR AS VARIAVEIS ARTIFICIAIS
METODO DAS DUAS FASES

Resolver o PL artificial:
min ¢ =1x,
s/la Ax +x, =b

X, x, =0

pelo método SIMPLEX. Se o 6timo encontrado for ¢ =0 (isto é, x, = 0), entdo a

solugdo tima correspondente é uma solugio basica factivel para o P.L. original.
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Se o valor étimo de ¢ for >0 (x, #0) = o PL original é INFACTIVEL.

A solugdo do PL artificial pode ter x, =0 com alguma variavel artificial na base

(DEGENERACAO).
FASE 2
Com a solugdo basica factivel encontrada na FASE 1, aplica-se o SIMPLEX ao PL
original.
Resolvendo o exemplo dado nesta segdo, temos:
FASE 1
(mn) ¢= , X¢ +X,
X, +X; —X; +Xg =2
s/a —X; +X, —X, +x, =1
X, +x, =3
x; 20 i=12,...,7
X X, X3 X4 Xg Xg Xq
0 0 0 0 0 1 1 ¢
1 -1 0 0 1 0 z
-1 1 -1 0 0 1 1 colocagdo na
0 1 0 1 0 0 3 forma canonica
0 2 1 1 0 0 0 ¢-3 em relagdo a base
X¢ | 1 1 -1 0 0 1 0 2 I={6,7,5}
X, | -1 1 10 0o 1 |1
xs |0 1 0 1 0 o |3
2 0 1 -1 0 0 2 o-1
X | 2 0 -1 1 0 1 -1 1 I={6,2,5}
X | -1 1 0 -1 0 0 1 1
xs | 1 0 0 1 1 0 -1 |2
0 0 0 0 0 1 1 o-0
x |1 0 -12 12 0 12 -172 {112 I1={1, 2, 5}
X {0 1 12 -12 0 172 12 |32 BASE OTIMA
x5 | O 0 172 12 1 -1/2 -1/2 {372
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Fim da FASE 1:

6 =0

0} O P.L. original é factivel
X =X7 =

FASE 2

Substituindo no quadro a fungio objetivo artificial pela original e abandonando as

variaveis artificiais:

Xy X2 X3 X5 X5
{1 2 0o o o0 |z
1 0 -12 12 0 |12
0 1 -12 -12 0 |32 colocago na
0 0 12 112 1 |31 forma canénica
0 0 12 32 0 z-5/2 em relagdo a base
x, |1 0 -12 12 0 [12 1={1,2,5}
X, |0 1 -122 -12 0 |31
X |0 0 12 12 1 [|3n
3 0 2 0 0 |z-4-
X |2 0 -1 1 o0 |1 1={4,2,5}
xx |1 1 1 0 o |2
xs [-1 0 1 o0 1 |1
1 0 o o0 -2 [z-6
X, [1 0 o0 1 1 [2 1= {4,2 3}
x, |0 1 0 o0 1 |3 BASE OTIMA
x31-1 0 1 0 1 |1
soLucko; M0 % =3 %=l

X4 =2 X5=0 z=6
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INTERPRETACAO GEOMETRICA
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EXERCICIOS 11

1. Colocar na forma padrl3o o modelo abaixo

Max z = 3x1 - x2 + 3x3 - X,

s.a 3x1 - 2x2 + xq - X, 2 5-
Xy = Xg + x, < 7
2x1 + X, - 2x4 2 -5

X, + 3x6 =3

X4 2 0, X4 2 0, X, 2 0, X, livre

2. Resolva pelo me€todo simplex o segﬁinte PL

(Max) Z = Xy + 3x2
S.a =Xy + X, < 4
'-xl + 2x2 <12
x1 + x2 <10
x 20

faCa a interpretaC3o geométrica do problena.

3. Resolva pelo simplex

Max £ = (1 2) x

o [ 0] =« [R]

4., Resolva, pelo simplex, o PL abaixo

Max Z = x, ¢+ 3x2

1
wx, ¢ 2x2 < 4
x4 + Xq <6
x4 + 3x2 <9

Quantas soluc¢des tem este problama?
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5. Resolva

(max) f =6x, +10x,
Xy =]
x, <10
6x, +4x, 236
X, 20, x, 20

s/a

6. Um fazendeiro tem 200 unidades de 4drea de terra, onde planeja
cultivar trigo, arroz e milho.. A producdo esperada é de ,1800
Kg por unidade de Area plantada de trigo, 2100 Kg por unidade
de 4rea plantada de arroz e 2900 Kg por unidade plantada de
milho. Para atender aoc consumo internmo de sua fazenda, ele
deve plantar pelo menos 12 unidades de &rea de trigo, 16
unidades de Area de arroz e 20 unidades de Area de milho, ele
tem condicdes de armazenar no madximo 700000 Kg. Sabendo que ©
trigo di& um lucro de 1.20 cruzeiros por Kg, o arroz 60
centavos por Kg e o milho 28 centavos por Kg, quantas unidades
de Area de cada produto ele deve plantar para que o0 seu lucro

seja o maior possivel?

7+ Um jovem estd saindo com duas namoradas: Maria e Luisa. Sabe
por experiéncia que:

a) Maria, elegante, goste de frequentar lugares sofisticados,
mais caros, de modo que uma saida de 3 horas custard 240
cruzeiros; '

b) Luisa, mais simples, prefere um divertimento mais popular;
de modo que uma saida de 3 horas custard 160 cruzeiros;

c) Seu orcamento permite dispor de 960 cruzeiros mensais para
diversido; o :

d) Seus afazeres escolares lhe ddo liberdade de no maximo 18
horqs e 4000 calorias de sua energia para atividades
80Cc1ais;

¢) Cada saida com Maria consome 5000 calorias, mas com Luisa,
mais alegre e extrovertida, gasta o dobro; .

f) Ele gosta das duas com a mesma intensidade.

Como ele deve planejar a sua vida social para obter ©
nimero maximo de saidas?
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8. O setor de transporte de cada da VASP operando em SSo Paulo

—dispég de 8 avides B-727, 15 avides Electra e 12 avides
Bandeirante para v8os amanhi. Hi carga para remeter amanhi

Para o Rio de Janeiro (30 ton) e Porto Alegre (20 ton).
custos e tonelagens dos avides s&o: gv ( ) o

) B-727 Electra Bandeirante
SP - RJ 23 .5 T T
SP - PA 58 . i0 ' 3.
Tonelagem 45 7 ' 4

Quintos e quais avides deven ser mandados para o RJ e PA para

satisfazer a demanda e minimizar os custos?

9. Problema das Batatas:
Uma Companhia de Alimentos produz trés tipos de batata fiita: palito, ondulada e palha.

Desde o comego do processo de manufatura, as batatas sdo ordenadas pelo tamanho e pela

qualidade, sendo separadas em linhas de produgéo.
Esta companhia possui dois fomecedores de batatas brutas. As batatas fomecidas sdo
alocadas conforme a tabela 1, ou seja, o rendimento das batatas brutas por fornecedor.

Fomecedor 1 | Fomecedor 2
PALITO 20% 30%
ONDULADA 20% 10%
PALHA 30% 30%
nao usada (lixo) | 30% 30%

Tabela 1 - RENDIMENTO - Tipo de batata frita produzida apartir das batatas brutas de cada
fomecedor.

As batatas do fornecedor 2 sdo mais lucrativas, sendo sua contribui¢ao no lucro por tonelada
de batata bruta igual a 6. Enquanto o fomecedor 1 contribui no lucro por tonelada em 5.

A companhia sabe que ndo pode estocar por muito tempo suas batatas manufaturadas, por
1ss0, existe um limite na produgao de cada tipo de batata, conforme tabala 2.

PALITO 1.8
ONDULADA 1.2
PALHA 2.4

Tabela 2 - LIMITE DE PRODUCAOQ, em toneladas, para cada tipo de batata frita.

Baseado nos dados fomecidos, o gerente de produgdo deseja defmir: Quantas toneladas de
batatas brutas comprara de cada fornecedor?
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Equacione o sistema e encontre a melhor quantidade de batata a ser compreada de cada

fornecedor.

10. Um companhia produz 2 tipos de aparelhos elétricos, que requerem 4 processos para suas

manufaturas.

HORAS-HOMENS GASTAS:

USINAGEM USINAGEM INSTALACAO | PINTURA
DAS PECAS DAS PECAS ELETRICA
DE METAL DE PLASTICO
LIQUIDIFICADOR 0.2 0.5 0.3 0.25
BATEDEIRA 0.4 0.6 0.6 0.1
HORAS-HOMENS DISPONIVEIS:
USINAGEM DAS | USINAGEM DAS INSTALACAO | PINTURA
PECAS DE PECAS DE ELETRICA
METAL PLASTICO
56 120 130 26

LUCRO EM CADA TIPO DE APARELHO ELETRICO:

LIQUIDIFICADOR R$ 18.00
BATEDEIRA R$ 20.00

Com os dados acima:

a) FORMULE o problema.

b) Faga a INTERPRETACAO GEOMETRICA para determinar quantos aparelhos de cada
tipo de aparelho elétrico a companhia deve produzir para maximizar o lucro.

c) Use o método SIMPLEX para determinar quantos aparelhos de cada tipo de aparelho
elétrico a companhia deve produzir para maximizar o lucro.

d) Refaca o item c) considerando que para o lucro para cada liquidificador seja R$ 10,00.
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