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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste curso é dar uma técnica para a classificacao de singularidades de
aplicacoes diferenciaveis. O germe de uma aplicagao (ver 3 pela defini¢ao) f : IR",0 —
IR?, 0 é dito singular se a matriz jacobiana D f(0) nao tem rank maximo, no contrario f
¢ dito reguar. Quando f ¢ regular, segui-se do teorema da funcao implicita que f pode
ser escrito em um sistema de coordinadas na forma (xy,---,x,) — (21, -+, 2,) €, em
particular, a fibra f~1(0) é uma variedade regular. No caso de germes de fungoes, se o
gradiente de f é nulo na origem e se a matriz Hessiana de f nao ¢ degenerada na origem,
o Teorema de Morse asserta que f pode ser escrit0, em coordenadas apropriadas, na
forma +af +a5+...+22. A estrutura da fibra f~'(0) depend so niimero de sinais (—)
na forma quadratica acima. Por exemplo, no caso n = 2 teremos um ponto isolado ou
um no.

Vamos considerar agora um caso onde D?f(0) é degenerada. Seja
f(z,y) = (x +3y)* + (x + 3y)* + 5(x + 3y)*y + y° + 159y5°%.

No primeiro abordo, ndo ¢ claro o que ¢ a estrutura de f~'(0). A mudanca de variaveis

X =2+4+3y,Y =y reduz f a forma
fIX,Y) = X2+ X 4 5X2Y + V3 4+ 159770
e a mudanga u = X (1 + X +5Y)2 v = Y(1 + 159Y*9)!/3 reduz novamente a
flu,v) =u® +v°.
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A forma final de f é mais simples que a forma inicial. Além disso, usando o fato de
que as fibras f~1(0) e (f o h)~!(0) sao difeomorficas por um germe de difeomorfismo
h, segui-se que a fibra da funcao f ¢é difeomorfica a uma cuspide. Em geral nao ¢
sempre facil exibir explicitamente as mudancas de variaveis que reduzem um germe a
uma forma mais simples (forma normal/modelo).

A busca de modelos, ou classificacao de objetos, é uma das principais preocupacoes
em matematica. Temos resultados da forma “todo grupo de Lie abeliano é isomorfo a
T" x IR™” onde T™ denota o n-toro, ou da forma “toda matriz quadrada é conjugada a
uma matriz com blocos de Jordan”. Note que a ferramenta que transforma os objetos
aos modelos é uma relacao de equivaléncia. A motivacao para a busca de uma forma
simples com representante de uma classe de equivaléncia é a de que tal modelo possui
todas as propriedades dos elementos da sua classe. Além disso, os céalculos com o
modelo podem ser feitos sem muitas dificuldades (ver o exemplo da cuspide acima).

Na teoria de singularidades de germes de aplicagoes diferencidveis, uma nocao de
equivaléncia é a mudanca de coordenadas na fonte e na meta. Uma questao fundamen-
tal desta teoria é a seguinte:

Ezxistem sistemas de coordenadas em IR™ e IRP nos quais [ pode ser escrita na forma
de um polinomio de grau k? Se a resposta é positiva qual é o menor k que satisfaz esta
propriedade?

Um germe de uma aplicacao f que satisfaz esta propriedade ¢é dito k-finitamente
determinado. A investigacao da determinacao finita comecou com os trabalhos de
John Mather em 1960, com uma estimativa sobre o grau de determinacao finita. Em 70,
Terence Gaffney e Andrew du Plessis apresentaram melhores aproximacoes para o grau
de determinacao de germes, mas foi somente nos anos 80 que a questao da determinacao
finita foi completamente resolvida por Bruce,du Plessis e Wall em [11]. Enunciamos e
demonstramos neste curso o teorema principal de [11]. Para isso, precisamos de alguns

resultados sobre grupos de Lie e dlgebra comutativa, principalmente os teoremas de



divisao e de preparacao.

O teorema da determinacao finita sozinho nao facilita a obtencao de listas de sin-
gularidades. Em [8], Bruce, Kirk e du Plessis desenvolveram um método para classi-
ficar singularidades. Explicaremos esse método, o aplicaremos aos germes de funcoes
IR",0 — IR,0 e as aplicacdes IR?,0 — IR?, 0. Observamos aqui que existem outras
técnicas para classificar singularidades. Por exemplo, no caso de fun¢oes, Arnold (ver
[2]) usou os poliedros de Newton para obter a famosa lista de singularidades de funcoes.
Mas a técnica de Transversal Completa desenvolvida em [8] é, até agora, a mais po-
derosa. Recentemente, Niel Kirk em sua tese de doutorado, desenvolveu um programa
(escrito em Maple), “Transversal”, que implementa os resultados de [8]. Este progra-
ma permitiu a obtencao de uma longa lista de singularidades de germes de aplicacoes
R?,0 — R*,0.

Daremos aplicacoes da classificacao de singularidades a alguns problemas em geo-

metria genérica. Isto serd feito através de resultados sobre os desdobramentos versais.

1.1 Agradecimentos

Esta apostila apresenta notas de um curso de doutorado que eu dei no ICMC-USP,
Sao Carlos, durante o primeiro semestre de 1998. Gostaria de agradecer os alunos e
professores Daniel, Joao, Jorge, José Carlos, Marcelo e Regilene que seguiram o curso.
Cada um dos participantes apresentou um semindrio no final do semestre provando
alguns resultados enunciados nas aulas ou abordando outros problemas da teoria de
singularidades relacionados a classificacao de germes. Os resultados sobre a dualidade
foram apresentados por Ana Claudia.

A lingua Portuguésa é muito bonita mas ainda tem segredos para mim na hora de
escrever. Por isso, agredeco todos que corrigiram uma palavra aqui e outra ali nesta
apostila. Um agradecimento especial a Miriam Manoel pela sua leitura detalhada do

texto e suas sugestoes.



Capitulo 2

Acoes de grupos de Lie

Principais Referéncias

e [16] M. Golubitsky and V. Guillemin, Stable mappings and their singularities.
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e [8] J.W. Bruce, N.P. Kirk and A.A. du Plessis, Complete transversals and the

classification of singularities, Nonlinearity 10 (1997), No. 1, 253-275.

Seja G um grupo com estrutura de variedade suave (C*). G é dito grupo de Lie se

a aplicagao G x G — G dada por (a,b) — ab~ ' é suave.

Exemplo 2.0.1 7. G = GL(n,R) = grupo de n X n matrizes inversiveis.
2. G = O(n) = subgrupo das matrizes ortogonais de GL(n,R).
3. G=T"=S8"x...xS"=n-toro.

Denotamos o espaco tangente a G na identidade e por T.G (ou LG). Existe uma

identificacao de T.G e G através da aplicacao

exp: T.,G — G
v o= P(l,v)



onde ¥ é o grupo a l-parametro associado a extensao de v através de um campo de
vetores invariantes a esquerda. A aplicacao “exp” é um difeomorfismo na vizinhanca
de e e d(exp) = id.

No caso em que G = GL(n,IR), temos T,G = M(n,IR) e exp(A) = 172, 5 A"

2.1 Acoes de grupos de Lie

Seja M uma variedade suave e G um grupo de Lie. Uma a¢do (a esquerda) de G sobre
M ¢é uma aplicacao suave

a: GxM — M
(g.2) = alg,z)

tal que a(e,z) =z e a(g, a(h,z)) = a(gh, z). Denotamos «(g, z) por g.z.

A 6rbita de um ponto x em M é o conjunto
Gz ={g.x,9 € G}.

A acdo «a define uma relacao de equivaléncia em G a saber: x ~ y se e sO se existe

g € G tal que y = g.x. A 6rbita de x é a classe de equivaléncia de x.

Exemplo 2.1.1 1. M = S?, G = grupo das rotagées sobre o pélo norte (G ~ S*).
As drbitas sao os paralelos (Figura 2.1). O conjunto M/G das classes de equi-
valéncia é parametrizado por [0, 1], onde 0,1 correspondem aos pélos.

2. M = 5?, G =grupo de todas as rotacoes. Existe uma sé orbita.

8. M=M(@2,R), G=GL(2,R), e a agio é dada por (A,N) e Gx N — A"'NA.

As drbitas tém como representantes as matrizes

A0 A —u Al 0 0

0 X /7 \pw X J7LO X)) \V0 0)°
com A, Ao, A, i € IR, Ay # Ag.

Teorema 2.1.2 Seja G um grupo de Lie agindo sobre uma variedade suave M. Entao

as orbitas sao subvariedades imersas de M.



Figura 2.1: Orbitas da acao de S' sobre S

2.2 Lema de Mather

Lema 2.2.1 (Lema de Mather) Seja o : G x M — G uma ag¢do suave de um grupo
de Lie G sobre uma variedade M, e seja V. uma subvariedade conexa de M. Entdo as

condicoes necessdrias e suficientes para que V' esteja contida em wma s orbita sao as

sequintes:
(a) T,(Gv) DT,V,Yv eV

(b) dimT,(G.v) é independente de v € V.

A condigao necessaria é trivial. A condicao (a) nao é suficiente: Seja G o

subgrupo de matrizes em GL(2,1R) que preservam o eixo-z. Entao

G—{(g Z) € GL(2.R)}.

Figura 2.2: V nao é contida em uma s6 orbita.



Seja M = IR? e suponha que a acdo é dada por A. ( Z ) =A ( ; > Existem duas
drbitas, o eixo-r e M — {eizo — x}.

Seja V a curva y = z%. Entao V satisfaz (a), nao satisfaz (b) e V ndo estd contida
em uma s6 orbita (Figura 2.2).
Demonstracao da condicao suficiente: Seja v € M e o, : G — M dada por
a,(g) = g.v, e denote por T,G o espaco tangente de G em e. Como T, (T,G) =
T,(G.v), segue que (a) e (b) sdo equivalentes a

(a') Ta(T.G) 2 T,V, Vv €V,

(0") dimT o, (T.G) é independente de v € V.

Dé uma norma |.| de Hilbert a T,G. Seja L, = (Ker(Ta, : T.G — T, M))~. Seja
L =Upv(vx L) CV xTG.

Usando (b'), L é um subfibrado vetorial sobre V de V' x T,G. Seja
Ly = Upev (T'a,) )(T,V) N Ly).
Usando (a') Ly é um subfibrado vetorial sobre V de L e a aplicagao
Upev Ty : Ly — TV

¢ um difeomorfismo de fibrados vetoriais. Seja 3 : TV — Ly a inversa desta aplicacao
enm:V xT,G — T,G a projecao natural. Entao ro g : TV — T,G é uma aplicacao
suave e

(d) Tay(wo B(n)) =n, VneTl,V,
pois n € TV, B(n) = (v, (Taw,)""(n)) e m(B(n)) = (Taw) " (m). (Ver Figura 2.3.)

Para mostrar que V' estda contida em uma s6 orbita basta mostrar que quaisquer
vy, 09 € V pertencem a mesma érbita. Como V' é conexa, existe um caminho ligando

v a g, isto é, uma aplicacao suave

v:[0,1] = V' tal que v(0) = v e y(1) = vo.



Ta

KerTa v

Jd<
<

Figura 2.3:

Basta mostrar que V¢, € [0,1] existe € > 0 tal que se t) — e < t < ty + €, entao (t)
pertence a érbita de y(tp).

Seja 7'(t) € T,V o vetor tangente a y(t) em t e X(t) = mo B(v'(t)) € T.G. X(t)
é uma fungdo C™ em t e usando (d) temos

(6) Tay(X (1)) = 7'(1).

Segue do teorema de existéncia de solucoes de equacoes diferenciais que existe uma

curva t — p(t) € G definida em t; — e < t <ty + € tal que
p(to) = e
4 -
k(1) = Xo(u(t))
onde X ¢ o tnico campo de vetores em G, invariante a direita, que estende X (¢).

Para demonstrar o teorema, basta provar que

(u() ) (v(1) = (to), to— €<t <to+e

pois isto mostra que y(t) estd na mesma Orbita que (o), Vt €]ty — €, to + €[. Temos
(@) v(0) = G )v(E) + p) " H (1)
_ du(t - ,
= (1)) (=42 (1) () + 5(1)).
Mas X ¢ invariante a direita, entao

— B0 () + (D) = =X (0)(t) (D) + 7 ()
= X)) + ')
=0
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Entao 4 (u(t)'v(t)) = 0. Como pu(ts) = e segue que p(t) 'y(t) = 7(ty) para

to—€e<t<tiy+e

Observacao 2.2.2 Veremos aplicacoes do Lema de Mather durante a classificacao de

germes de aplicacoes.

2.3 Transversal Completa

Um espago afim A é um espago invariante por transformacoes afins (translagoes e
mudancas lineares de coordenadas). A diferenca entre um espaco afim e um espaco
vetorial é que no espaco afim a origem perde importancia. Uma definicao rigorosa é a

seguinte.

Definicao 2.3.1 Um conjunto A é um espaco afim se existem um espaco vetorial Vu
e uma aplicagao A X Vi — A, (z,v) — x + v tais que
(i)z+0=zex+(ut+v)=(r+u)+vVeeA VuuveVy;

(ii) para quaisquer x,y € A existe um unico v € Vy tal que y = = + v.

Corolario 2.3.2 Seja G um grupo de Lie agindo sobre um espaco afim A e seja W
um subespaco vetorial de Vy.

Se x € A, entdo x + W estd contido em uma orbita so se
(a) W C LG.x
(b)Vy € x + W, LG.y = LG.x.

Podemos agora enunciar uma generalizacao do Lema de Mather que é muito im-

portante na classificacao de singularidades.

Teorema 2.3.3 (Transversal Completa) Seja G um grupo de Lie agindo suave-

mente sobre um espaco afim A, e seja W um subespaco vetorial de V4 com

LG.(x+w)=LGx, Ve € AeweW. (1)

11



LG.(x+W)=LG..x
X+

LG.x

Figura 2.4: Transversal Completa

Entao
(i) Vo € A
r+{LGanNW}CGan{z+ W}

(i1) Se xg € A e T é um subespaco vetorial de W tal que
W T+ LG.x, 2)
entao Yw € W, existem g € G, t € T tal que g.(xg +w) = xo +t. (Ver Figura 2.4.)

Demonstracao: (i) x + LG.x N W é um sub-espaco afim de A cujo espago tangente

¢ LG.xnNW. Se x +w € x4+ LG.x NW, entao
Toiw(G(x 4+ w)) = LG.(x +w) = LG.x,

o que significa que os espacos tangentes das dérbitas de pontos x + LG.x N W tém
dimensao constante e contém o espaco tangente de x + LG.x N W. Usando o Lema de

Mather (ou o Corolario 2.3.2) x + {LG.x N W} C G.z, o que implica na validade de
OF
(i)
UerG.(zo +1t) D Uer{eo +t+ LG.(zg +t) N W} de (i)

= Uper{xo +t+ LG.xg "W} de (1)
=x0+T+LGxoNW

=20+ (I'+ LG.xp) N W pois T C W
=9+ W (de (2)).

12



Observagao 2.3.4 (a) O teorema diz que a transversal T a drbita de xy contém um
representante da G-drbita de todos os elementes de xo+W de A. Porisso T se chama
“Transversal Completa”.

(b) A hipdtese (1) do teorema diz que o espago tangente ds drbitas de x + W € o
mesmo em todos os pontos x +w, e € iqual a LG.x. Esta condi¢cao pode ser substituida

por uma versao infinitesimal, a saber,
l(z+w)=lx

Vee A, we W, | € LG.

13



Capitulo 3

Germes de Aplicacoes
Diferenciaveis

Todas as aplicagoes serao consideradas C'*™ ou analiticas no caso real e holomorfas no

caso complexo.
Sejam duas aplicagoes f : U — KP e g : V — KP (K = IR ou () definidas em

vizinhancas U e V de um ponto ¢ € K”. Definimos a seguinte relacao de equivaléncia:
f ~ g <= dvizinhanca W de ¢, W C UNV tal que fiw = gw-

As classes de equivaléncia chamamos germes de aplicacoes no ponto ¢g. Sem perda

de generalidade tomamos ¢ =0 € K™. O germe de f em 0 é denotado por
f:K",0— KP.

O conjunto dos germes K" 0 — K? é denotado por O(n,p). Quando p = 1 (germes

de fungoes), o conjunto é denotado simplesmente por O,

1. O, ¢é um anel comutativo, com identidade 1:

As operacoes f +7 = f+g e f.g = f.g, onde f denota o germe de f, sio bem
definidas e fazem de O,, um anel comutativo com identidade 1.
Seja m, = {f € O, : f(0) = 0}; m, é o conjunto dos germes de fung¢des cujos

representantes se anulam em 0. Nao é dificil verificar que m,, é um ideal de O,,.

14



2. O, é um anel local (isto é, possui um unico ideal maximal):

O tnico ideal maximal é m,,. Defato, M um outro ideal e suponha que f € M—m,,.
Entdao f(0) # 0, portanto 1/f estd bem definida. Temos (1/f).f =T € M, portanto

M = O,,. Isto significa que m,, é o tinico ideal maximal de O,,.
A partir de agora, denotaremos um germe de f por f.

3. O(n,p) é um O,-mddulo:

(O(n,p),+) é um grupo abeliano, @,, é um anel, e a operacao

(f.F) = fF=(fF, . |F)
satisfaz
flg-F) = (fg9)-F
f.(F—i—G) = fF+fG
(f+9).F = fF+gF
1.F = F

3.1 Os grupos de Mather R, L, A.C,K

R ¢é o grupo dos germes de difeomorfismos K™, 0 — K™,0, £ é o grupo dos germes de
difeomorfismos K?,0 — K?,0, e A ¢é o produto direto R x L. Definimos acoes destes

grupos sobre m,,.O(n, p) como

hf = foh™', heR
kf = kof, kel
(hk).f = kofoh ', (hk)eA,

onde f € m,.O(n,p). O grupo R (resp. L) é chamado também o grupo de mudancas

de coordenadas na fonte (resp. na meta).

O grupo C é o grupo de germes de difeomorfismos K™ x K?, 0 — K" x K? 0 que
sao escritos na forma H(z,y) = (z, H'(z,y)) com H'(x,0) = 0 para € K™ préximo
da origem. A acao de C sobre m,,.O(n,p) é definida como

H.f(z) = H(z, f(z)), H€C, f€my.O(n,p).

15



C pode ser visto como o grupo de difeomorfismos K?,0 — KP? 0 parametrizados por
x € K". Denote h,(y) = H'(z,y), entdo a férmula antecedente pode ser escrita na

forma

O grupo K é o grupo dos germes de difeomorfismos K™ x K?,0 — K" x K?,0 que
sao escritos na forma
H(z,y) = (Mz), H'(z,y)),
onde h € R, H(x,0) = 0 para € K" préximo da origem. A acgao de K sobre

my.O(n, p) é definida como
H.f(z) = H(h ' (z), f(h Y (), HeE K, f€m,.On,p).

Isto é
HLf () = ho(F(h™ ().

O grupo K é chamado grupo de contato. O grupo C é um subgrupo normal de K e
os grupos R, L, A podem ser identificados com subgrupos de K.

O grupo de contato tem uma interpretagdo geométrica. Sejam (X;,Y;), i = 1,2,
dois pares dos germes de variedades suaves em IR" (0. Dizemos que os pares tém o
mesmo contato na origem se existe um difeomorfismo h € R tal que h(X;) = Xy e
h(Y1) =Y.

Suponha que cada X; seja parametrizada por ¢; : R™ — IR" e Y; seja definida por

uma submersao g; : R" — IR?, e seja f; = g; 0 ¢y, i = 1,2. Entao,

Teorema 3.1.1 Os pares (X1,Y1) e (Xo,Y3) tém o mesmo contato na origem se, e

somente se, fi e fo sio K-equivalentes.
Proof Ver [21].

Observacao 3.1.2 Os grupos de Mather ndo sdo grupos de Lie, pois as suas dimensdes

sao infinitas.
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3.2 Os espacos tangentes e as algebras de Lie

Definimos o “espaco tangente” a O(n, p) em f denotado 6y com o O,-médulo de campos
de vetores ao longo de f. Entao & € 6 se £ : K", 0 — T(K?) e m, 0 & = f, onde
7y T(KP) — KP ¢ a projecao do fibrado tangente T'(K?) de K? a K?.

Definimos 6,, = 6,,., e 0, = 0,,,, onde 1g» e 1x» denotam as aplicagoes identidades
de K" e KP respectivamente.

Seja G um subgrupo de K. Definimos a dlgebra de Lie, LG, de G como segue.
Seja ¢ ;] — €, €[x K"*? 0 — K" 0 uma curva em G tal que ¢y é a identidade em G.

Derivando-a temos um campo de vetores

0
z— a—f(t./ ) |1=0-

O conjunto de todos estes campos ¢ denotado por LG e é chamado a algebra de Lie do
grupo G.

Nao é dificil verificar que LR = m,,.0,, e LL = m,.0,.

Definimos o O,,-homomorfismo

tf:60, — 0
¢ = dfog

e 0 Op-homomorfismo (via f*: O, = O,, a — «ao f para a € O)

wf:0, — 0
Y = pof

Entao os espacos tangentes as orbitas dos grupos de Mather sao dados por
LR f=tf(myb,), LL-f=wf(m,b,), LC-f= f*(m,).b,
LA-f=LR-f+LL-f, LK-f=LR-f+1LC-f.
Na pratica, aplicamos a seguinte observacao. O conjunto 6; é um O,-mddulo livre
de rank p, pois se (y1,---,y,) é um sistema local de coordenadas em KP? 0, entao os

campos de vetores
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ao longo de f constituem uma base livre de 6. Podemos entao identificar §; com

O(n,p) e escrever os espagos tangentes acima como

) a
LR-f = m,- %%}

LL-f = [r(mp)fer, - ep}

LC-f = f*(my).0n{er,---,ep},
onde ey, - -, e, sdo elementos da base canonica em K? (considerados como elementos
de O(n, p)).

Observe que LA - f tem uma estrutura de mistura de médulos. Isto causa uma

complicacao no tratamento do grupo A.

Definimos a G-codimensao de f como
G — codim(f) = d(f,G) = dimg (m,.O(n,p)/LG - f)
Definimos a G,-codimensao de f como
G. — codim(f) = d.(f,G) = dimg(O(n,p)/L.G - f)

onde

LeR'f:tf(en)'/ Le'c'f:wf(gp)a Lec'f:f*(op)'9f7

LeA'.f:LeR'.f+Le£'.fa LP]Cf:LPRf+LPCf

O espaco L.G - f é chamado espaco tangent estendido.

Exemplo 3.2.1 (1). Seja f(z,y) = 22y +y*. Entao LR.f = mo(x,y)(22y, 2%+ ky*F 1)
e R —codim(f)=Fk+ 1.

(2) Seja f(t) = (¢,1?), entao LL,..f = O(1,2), e portanto a L, — codim(f) = 0.

(3) F(@.5,2) = (5,5, 4*1), LS = m(e, )0, 2) + mb+ (2,5, 2)0(3,3), por-

tanto I — codim(f) = k + 3.
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3.3 O espaco de jatos

k+1

Denotamos por m;

o espaco dos germes de funcoes cujos polinomios de Taylor de
ordem k£ na origem sao identicamente nulos. Uma das principais idéias na teoria de

singularidades é substituir o espago dos germes m,,.O(n, p) pelo espaco de k-jatos
T8 (n, p) = mn.O(n, p) /my . 0(n, p)

para algum k. Este espaco consiste dos germes de polinomios de grau < k sem o termo
constante, e é portanto um espago vetorial de dimensao finita. A cada f € m,.O(n, p)
associamos o k-jato j* f que é seu polinomio de Taylor de grau < k na origem.

Seja G um subgrupo de um dos grupos de Mather e defina G como o subgrupo
de G que consiste dos elementos de G cujo k-jato é a identidade. Estes sao subgrupos
normais de G e definem os grupos de jatos J*G = G/Gk. Estes grupos sao grupos de
Lie.

A acao de G sobre m,.O(n,p) induz uma acao de J*G sobre J*(n,p) que é uma

acao de grupo de Lie. A idéia é estudar a agao de G sobre m,,.O(n, p) através da agao

de J*G sobre J*(n,p).

Definicao 3.3.1 Um germe f € m,,.O(n,p) é dito k-G-determinado se qualquer g €
m,.O(n,p) tal que j¥g = j*f é G-equivalente a f.

f € dito finitamente determinado se é k-determinado para algum k.

A determinacao finita significa que o germe é equivalente a um de seus polinémios
de Taylor e que o problema da classificacao pode ser reduzido ao espaco dos k-jatos,

que é um espaco vetorial de dimensao finita.

3.4 Aplicacao do teorema da Transversal Completa

Seja H**'(n,p) o espago dos germes de polino-mios homogeéneos de grau k + 1 em

O(n,p) e denote por G; o subgrupo de G cujos elementos tém 1-jato igual a identidade.
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Proposicao 3.4.1 (Transversal Completa para jatos). Seja G um dos grupos de Ma-

ther. Entdo dado f € m,.O(n,p) e T C H* ' (n,p) tais que
H* (n,p) € LG+ T

qualquer (k+1)-jato j**1g, cujo j*g = j*f estd na mesma G,-érbita de j**1f +1t, para

algum t € T'.

Demonstracao: Exercicio. In particular, mostre que a proposicao nao vale para o

grupo G.

Exemplo 3.4.2 Consideremos o germe f(z,y) = (x,y* 2*y). Entao usando a Propo-
si¢ao 3.4.1, qualquer 2k-jato cujo (2k—1)-jato é igual a f é A -equivalente a (z, y?, 2%y),
pois o 2k-transversal é vazio neste caso. Considerando agora o (2k + 1)-transversal, nao
é dificil mostrar que qualquer (2k + 1)-jato cujo 2k-jato é igual a f é A;-equivalente a

(z, 9%, 2%y + Ay ).

3.5 Lista de exercicios

1. Mostre que se f; ~x fo, entao existe um difeomorfismo que leva o gréifico de f; ao

grafico de fs.
2. Mostre que se f; ~g fo onde G =R, L, A, C, entao fi ~r fa.

3. Seja Iy = (f1, -, fp) oideal em O,, gerado pelas componentes de f. Mostre que as
seguintes condigoes sao equivalentes para f,g € O(n, p):

(i) f, g sao C-equivalentes.

(ii) Os ideais Iy e I, sdo iguais.

(iii) Existe uma p x p matriz inversivel (u;;) com coeficientes em O,, tal que f; =

> uijg; para l <1 <p.
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(iv) Deduza que f e g sdo K-equivalentes se, e somente se, os ideais /5 e I, sao
isomorfos induzidos. (Dois ideais em O,, sao isomorfos induzidos se existe h € R tal

que h* leva um ideal ao outro.)

4. Calcule a G; — k-transversal completa (G = A, K) de f nos seguintes casos:
(1) flz,y) = (2,97 2y?),
(ii) f(2,y) = (z,9% y%),
(iii) f(z,y) = (2,9 2y°,9°),
(iv) f(z,y,2) = (z,9,2" + 22),
(
(

v) f(.y) = (a,2%),

vi) f(z,y,z,w) = 2? + y* + 2°w.
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Capitulo 4

Algebra Comutativa

Principais Referéncias

e [16] M. Golubitsky and V. Guillemin, Stable mappings and their singularities.

Graduate Text in Mathematics, vol. 14, Springer-Verlag, N.Y. 1973.

e [14] C.G. Gibson, Singular points of smooth mappings. Research Notes in Maths.

25, Pitman, London 1973.

e [3] T. Brocker and L.Lander, Differentiable Germs and Catastrophes, London

Math. Soc. Lecture Note Series 17, (Cambridge University Press, 1975).

Os conjunto m,,.O(n,p) e G (um dos grupos de Mather) sao espagos de Frechet
de dimensao infinita. Portanto os resultados sobre as agoes de grupos de Lie (Lema
de Mather, Transversal Completa) nao se aplicam diretamente pela acdo de G sobre
my,-O(n,p). Vimos que a agao de G sobre m,.O(n,p) induz uma agao de J*G sobre
JE(n,p) que é uma acdo de um grupo de Lie sobre uma variedade de dimensdo finita.
Para que a J¥G-6rbita de j* f satisfaca todas as propriedades da G-6rbita de f preci-
samos de um germe f finitamente G — k-determinado. Uma condicao necessaria para
que f seja finitamente G-determinado é que m**1.0O(n,p) C LG.f. Para obter resul-
tados sobre a suficiéncia de uma inclusao do tipo acima, precisamos usar ferramentas
da dlgebra comutativa, atravs da estrutura do espago tangent LG.f. No caso onde

G =R, Cou K o espaco tangente LG.f é um O,-modulo. Temos o seguinte resultado.
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4.1 Lema de Nakayama

Lema 4.1.1 Seja R um anel comutativo, m um ideal marimal em R. Seja C' um

R-mddulo, A e B R-sub-mddulos de C com A finitamente gerado.

Se A C B+ mA, entao A C B.

Demonstracao: Sejam a4, -- -, a, os geradores de A. Por hipétese, existem by, - -, b,

em B, \;; em m tal que

q
a; =b+ Y Njaj, 1<i<gq

J=1

Sejam a = (ay,---,aq), b = (by,---,b,) e A = ();;). Podemos escrever a equacao
acima na forma matricial

(I-ANa=b

onde I é a matriz identidade de ordem ¢ em R. Para demonstrar o Lema ¢é suficiente
mostrar que I — A é inversivel em R. Mas det(I — A) =1+ A, onde A\ € m, e como m

¢ maximal, 1 + A\ é inversivel. Portanto (I — A) é inversivel.
Corolario 4.1.2 Suponha que G =R, C ou K. Se

mit.O(n,p) C LG.f +mki™.0(n, p),
entio mF*t.O(n,p) C LG.f.

Prova: Aplique o Lema de Nakayama.

Nos casos dos grupos L e A os espacos tangentes nao sao mais O,-mdédulos. Preci-
samos de resultados mais fortes do que o Lema de Nakayama para tratar destes grupos,

a saber dos Teoremas de Preparacao.
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4.2 Teorema de Preparacao de Weierstrass

Teorema 4.2.1 (Teorema de Preparacao de Weierstrass) Seja F': € x €" — €

uma funcao holomorfa definida em uma vizinhanca de 0 € Cx C" tal que

a) F(w,0) = wkg(w), (w,0) € Cx C" e g é uma fung¢io holomorfa de uma varidvel

definida em uma vizinhanc¢a de 0 € €,

b) g(0) # 0.

Entao existe uma fungao holomorfa q : C<TC",0 — Ce funcoes holomorfas Ag, - -+, Ag_1 :

C",0 — Ctais que

(i) qF(w,z) = w* + X5 Ni(2)w' em uma vizinhanga de 0 € Cx C",

(ii) q(0) # 0

O Teorema de preparacao de Weierstrass segue do seguinte Teorema.

Teorema 4.2.2 (Teorema de Divisao de Weierstrass) Sejam F, g, k como no Teo-
rema 4.2.1 e G : C x C",0 — € uma funcao holomorfa definida em uma vizinhanca
de 0 € Cx €". Entao existem funcoes holomorfas q e r : Cx €, 0 — C tais que

(i) G =qF +r,

(ii) r(w, z) = X4 ri(2)w', onde r; sio funcées holomorfas, e

(111) q e r sdo Unicas.

Teorema 4.2.2 =—> Teorema 4.2.1:

Tomando G = w*, temos w* = q(w, 2)F(w, 2) + S5 ri(2)w’.

Precisamos mostrar que ¢(0,0) # 0. Temos:

wh = q(w,0)F(w,0) + Xk, 0 17 (0)w!
= q(w, 0)wkg(w) + ¥ i (0)w’.
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Logo, como ¢ e ¢ sao analiticas, segue que
q(0,0)g(0,0) =1 = ¢(0,0) # 0.

Prova do Teorema 4.2.2
(iii) Unicidade de g e r
Suponhamos que G = ¢, F + 1 = ¢ F + ry. Entao
k—1
(1 — @)F =ra—r1 =Y (ra(z) — ri(2))w',
i=0
o que mostra que 79 — r; ¢ um polinémio de grau < k£ — 1 em w. Vamos mostrar que
(¢1 — g2)F tem no minimo k raizes para qualquer z fixo numa vizinhanca de 0 € C".
Para isto é suficiente mostrar que isto ¢ vélido para a fungao h(w) = F(w, z).
Seja F(w) = F(w,0) = w*g(w). Entdo F tem k raizes em 0, e como F é analitica,
as rafzes sao isoladas. Entdo existe § > 0 tal que F(w) # 0 para 0 < |w| < 4.

Seja € = in fi,—s(|F(w)]).

Como F é continua existe uma vizinhanca de 0 € €" tal que |z| < o implica
\h(w) — F(w)| = |F(w,2) — F(w)| < e <|F(w)|, para |w| = ¢

Usando o Teorema de Rouché, segue que h e F tém o mesmo ntimero de raizes no
disco |w| < §. Entao F(w, z) (para |z| < o) tem no minimo k raizes, o que implica que

ql—qu()e?“g—ﬁ:().

nica 2. s polinomios s8Go 08 polinomios : | la forma
Definicao 4.2.3 Os pol Py l Cx C" x CF,0 — Cd

Pr(w, 2, \) = w* + X0 \w?, onde A = (A, -+, Mg 1).
Para provar (i) e (ii) do Teorema de Divisao de Weierstrass precisamos do seguinte:

Teorema 4.2.4 (Teorema de Divisao de Polinémios) Seja G : €x C", 0 — Cuma
funcdao holomorfa. Entdo existem funcoes holomorfas g, 7 : € x €™ x CF,0 — Cque

satisfazem
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(i) G(w, z) = q(w, 2, \) Pe(w, 2, \) + r(w, 2, \), e

(i3) r(w, 2, A) = ¥ ri(2, Mw?, onde r; sdo fungées holomorfas € x C* 0 — C.

Teorema 4.2.4 = (i) e (ii) do Teorema 4.2.2:

Sejam F' e G como no Teorema 4.2.2. Aplicando o Teorema 4.2.4 para F' e G temos
F=gqrP,+rr ¢ G=qcP+rq,

com rr(w,z,\) = e (2, Mw'.  As fungdes 7" e g satisfazem 77(0,0) = 0 e

qr(0) # 0 pois

whg(w) = F(w,0) = qp(w, O)Pk(w, 0) + rp(w,0)
= qr(w, 0)w* + X5 rp(0)w'.

Seja fi(\) =77 (0,\), entao det(df;/0A;)(0)) # 0, pois tomando z = 0 temos

wrg(w) = F(w,0)=qprP, +71r
= gr(w, 0, \)(w* + S wt) + S £ (0w

Derivando ambos os lados em relagao a A; e calculando em A = 0 obtemos

0
0= ﬂ(w,())w + qr(w, 0)w’ + Z Jw'.
O\
Comparando os coeficientes de w' para i < j segue que i(0) =0e %(0) = —qr(0),
J

e portanto det(9f;/0)\;)(0)) = (—1)*qr(0) # 0.
Aplicando o Teorema da Funcao Implicita (para aplicagdes holomorfas) existe uma
aplicagao holomorfa 6(z) = (61(z),- - -, 0, 1(2)), tais que #(0) = 0 e 7} (2,0(z)) =
Sejam q(w, z) = qr(w, 2,0(2)) e P(w, z) = Py(w, 2,0(z)). Temos

F(w,2) =qr(w,z,0(2))P.(w,2,0(2)) +rr(w, z,0(2))
= q(w, z)P(w, 2).

Além disso, §(0) = ¢r(0) # 0 e P(w,2) = F(w, 2)/q(w,z) em uma vizinhanga de 0
onde g(w, z) # 0.
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Substituindo tudo isso na equacao de G temos

G(w,z) =qg(w,z,0(2))P(w,z,0(2)) +rq(w, z,0(2))

= w2 IO P (w, 2) + ro(w, 2,60(2))

= Q(wa Z)F(U), Z) + T(wa Z)7

onde 7(w, 2) = rq(w, z,0(2)) = S rf(2,0(2)w’ = 24 ri(2)w'.

Prova do Teorema 4.2.4:

Seja G(w, z) uma funcao holomorfa, temos que encontrar ¢ e r tal que

G(w, z) = q(w, z, \) Pe(w, 2, A) + r(w, z, A),

onde 7(w, z,\) = S5} r;(z, \)w’. Pela definicao dos polinémios P, que
k-1 '
Pk(n: )\) - Pk(wa )\) = (77 - U))( Si(n'/ )‘)“)1)7
i=0

ou

Pk(na)\) _ Pk(w'/)‘) +k
n—w  n—w =

Usando a férmula integral de Cauchy

G(w,z) = L/ Mdn,
2 Sy n—w

onde 7 é uma curva fechada simples em €, e w um ponto no interior desta curva, temos

1 G( ,Z)P( 7)‘)
Glw.2) = 55 [, S Dnsyn

G(n,z) ¢ Pr(w,\ _ i
= g5 [ Fh () S sy (i, M)y

G(n,z c— G(n,z 1
= (m Jy %dn)ﬂ;(w, A)+ Zf:ol(%m» Jy Pk((%,/\)) si(1, A)dn)w'.

Sejam

_ 1 G(n,2)
qw,z,A) = 9ri ,[fy (77*“))717%(77,)\) dn

ri(z,A) = 5k [, pEksi(n, \)dn.

ﬁ bt Pk:(na)‘)

Estas funcoes estao bem definidas se, e somente se, as raizes de P, nao ocorrem na
curva v para A préximo de 0 € C*. Podemos escolher v satisfazendo esta propriedade,

0 que termina a demonstracao do teorema.

27



4.3 Teorema de Preparacao de Malgrange

A demonstracao do Teorema de Preparacao de Weierstrass pode ser adaptada para
tratar o caso de funcoes suaves reais. A tunica dificuldade vem da tltima parte da

demonstracao do Teorema de Divisao para polinomios.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Divisao de Mather) Seja F' uma func¢do suave R X
IR”,0 — IR, tal que F(t,0) = t*g(t) com ¢g(0) # 0. Entdo, dada qualquer funcdo suave
G:IR xIR",0— IR, existem funcoes suaves q e r tais que

(i) G = qF 4+ r em uma vizinhanga de 0,

(i3) v(t, x) = X4 ri(x)t" para (t,x) perto de 0.

Uma diferenca em relacao ao caso complexo é que as funcoes ¢ e r nao precisam ser
tnicas. Exemplo: F(t,x) =t* —x, G(t,x) =0. Entao ¢y =r; =0 e

“1zt <)

€
TQ(t'/x):{ 0 >0

and ¢o = —ry/F

sao dois pares que satisfazem as conclusoes do teorema. (No caso k = 1, as fungoes ¢
e T sa0 unicas.)

O Teorema de Divisao de Mather segue do Teorema de Divisao de polinomios.

Teorema 4.3.2 (Teorema de Divisao de Polinémios) Seja G(t,x) uma funcgdo
complexa definida e suave perto de 0 em IR x IR",0. Entdo existem funcdes complexas
q(t,x, \) e r(t,z, N) definidas em uma vizinhanca de 0 € R x R"™ x IR, 0 tais que

(i) G(t, ) = q(t, 2, \)Pp(t, 2, \) + r(t,z, \), e

(ii) r(t,z, N) = S50 ri(x, \w', onde r; sdo fungdes suaves definidas em uma vizi-
nhanca de 0 € R™ x R”.

Além disso se G € real, ¢ e r podem ser escolhidas reais.

O Teorema de Divisao de Mather segue do Teorema de Divisao de Polinomios de
uma maneira analoga ao caso complexo. No lugar da férmula integral de Cauchy

usamos o Teorema de Green.
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Seja z = x +1iy a coordenada complexa de IR? e Z = z — iy. Suponha que F : C— €

¢ dada por f +ig onde f,g: C— IR. Entao

oF of 99 1,0f dg af
oz ~ oz Tia: ~alge T a,) TG, +0x))
Em parhcular 2= = 0 se e somente se F' é holomorfa. Temos

Lema 4.3.3 Seja F': C— Cuma fungdo suave (quando considerada como uma apli-

cacio R* — IR?). Seja v uma curva simples e fechada em Ccujo interior é D. Entao

Fw) 1 / F(z // dz/\dz
w) = — —/ :
2wt Jy z —w 27T7 Z—w

Prova do Teorema 4.3.2:

para w € D

Seja G(t,z) uma fungao definida em uma vizinhanca de 0 € IR x IR". Precisamos
mostrar que G = ¢Pj, + r para algumas funcoes apropriadas ¢ e r.

Seja G(z,z,)\) uma extensio de G definida em uma vizinhanca de €x R™ x Q¥
Entao usando a mesma técnica da demonstracao do teorema da divisao de polinémios

para o caso complexo, temos G = ¢P, 4+ r (em €x IR" x €*), onde

1 G(n,x, ) dn 0G [0Z(n, z, \) dn A d7
q(w,x,\) = — //
210 Jy Pe(n,A) n—w 27r7 Pi(n, A) n—w
e
1 G(n,z,\) 0G |07 ( 77,T A) _
i.,.)\:—,/— // s;(n, \dn A dn.
il A) 211 Jy Pr(n, A) i1 27T7 Pr(n, A (n, A)en 1 di

As primeiras integrais em ¢ e r; estao bem definidas. O problema é na segunda
integral pois D contém os zeros de Py. Mas se for possivel escolher uma extensao G de
G tal que 8@/07 se anule nos zeros de P, para z real, teremos ¢ e r; bem definidas.
Para assegurar a diferenciabilidade de ¢ e r; uma condicao apropriada é que a extensao
G de G seja escolhida tal que 8@/82 se anule nos zeros de Py, para z real, com ordem

infinita. A existéncia desta extensao é dada pelo Teorema de extensao de Nirenberg

(ver [16]).
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4.4 Teorema de Preparacao de Malgrange Genera-
lizado

Proposicao 4.4.1 Seja R um anel comutativo local com identidade e m o ideal ma-
zimal de R. Seja A um R-mddulo finitamente gerado. Entao A/mA é um espago
vetorial de dimensdao finita sobre o corpo R/m. Seja ¢ : A — A/mA a proje¢io na-
tural e vy,---,v, uma base deste espaco vetorial. Fscolha e1,---,e, em A tais que

o(e;) = v;. Entdo ey, -+, e, sio geradores de A sobre R.

Prova: A acdo de R sobre A induz uma agao de R/m sobre A/mA. R/m é um corpo,
portanto A/mA é um espago vetorial. Sejam eq,---, e, os geradores de A e v; = ¢(e;).
Seja v € A/mA, entdo v = ¢(a) por algum a € A. Mas a = re; +---+ 16, (1; € A),
portanto v = ¢(ry)vy + - -+ + ¢(rn)v,. O que implica que vy, - -+, v, geram A/mA, isto
é A/mA tem dimensao finita.

Inversamente, seja vy, - -+, v, uma base de A/mA com v; = ¢(e;), i = 1---n. Seja
B o sub-médulo de A gerado por ey, ---,e,, e C = A/B. Como A ¢ finitamente gerado
sobre R entao C é finitamente gerado sobre R. Agora A = B +mA, poisse a € A

entdo ¢(a) = ¢(r)vi+- -+ ¢(rp)v,. Logo a =riey+---+rpe, +s, s € mA. Portanto,
C=A/B=(B+mA)/B=m(A/B)=mC.

Aplicando o Lema de Nakayama segue que C' = 0, isto é, A = B.

Seja f : IR",0 — RP,0 um germe de uma aplicacao C*°, e A um O,,-mdédulo. Entao
f*: 0, - O, dada por f*(¢) = ¢ o f é um homomorfismo de anéis. Portanto, A
pode ser visto com um O,-mdédulo, poisse a € Aep € O,, v.a = f*(¢).a = (Yo f).a.

Dizemos que A é um O,-mddulo via f*.

Teorema 4.4.2 (Teorema de Preparagio de Malgrange Generalizado) Seja f : R™, 0 —

IR?,0 um germe de uma aplicacio C*, e A um O,-mddulo finitamente gerado. Entdo
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A é um Op-mddulo (via f*) finitamente gerado se e somente se A/m,A € um espago

vetorial de dimensdo finita.

Observacoes 4.4.3 1. No caso dos germes de aplicacoes holomorfas, o teorema seque
do Teorema de Preparacao de Weierstrass.

2. O Teorema de Preparacao de Malgrange Generalizado implica no Teorema de
Divisdo de Mather. (Ver [16] para a demonstragdo.)

3. Se A é O,-mddulo finitamente gerado entdo, usando a Proposi¢io 4.4.1, A/m,A
¢ um espaco vetorial de dimensao finita. A outra implicac ao é demonstrada primei-

ramente no caso de submersoes e imersoes.

Lema 4.4.4 Sejar:IR™ 0 — IR" 1,0 0 germe da projecio (x1,-- -, x,) — (29, -+, ,),
e A um Op,-mddulo finitamente gerado. Se A/m, 1A € um espago vetorial de dimensao

finita entio A é um O,,_1-mddulo (via 7*) finitamente gerado.

Prova: Sejam e;,---,e, € A tais que 9¥(e;),- -, (e,) formam uma base de V =
A/m, 1A, onde vy : A — V é a projecao natural.

FEtapa 1: ey, ---,e, geram A como um O,-mddulo. Para demonstrar isso, obser-
vamos que m, ; C m,, o que induz uma projecao n : A/m, 1A — A/m,A. Entao
ny(er), -, np(e,) geram A/m, A, e segundo a Proposicao 4.4.1, e;,- -, e, geram A
como um O,,-maddulo.

FEtapa 2: Um elemento a € A tem a forma Y. (c;e; + fie;) onde ¢; € R e f; €
My 10,. Como ¥(er), -+, ¢¥(e,) é uma base de V, entdo a = Y1, ¢;e; + €, onde
€ € my 14, ec € R. Entao € = }7", gja;, gj € my1 € aj € A Pela Elapa 1,
a; = iy hijei, hij € O,. Entao e = Z”:](Z;”:] gjhi;j)ei, o que implica que a =
iz (ciei + fiei), onde f; =370 gihy;.

Etapa 3: Demonstragio do Lema. Pela Etapa 2, vie; = Y7 (cij + fij)e; com

¢i € Re f;; € m,_ 10,. Obtemos um sistema linear de n-equacoes a n-varidveis
j Jij ;
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€1, ey
n

D (21055 — i — figles = 0,

J=1

onde J;; € o delta de Kronecker. Seja P(zy,---,x,) o determinante da matriz (x6;; —
ci; — fij). Escrevendo o sistema acima na forma A.e = 0 e multiplicando pela matriz
adjunta, temos P.e = 0, ou seja P.e; = 0, Vi.

Além disso, temos f;;(x1,0,---,0) = 0 pois f;; € m,_10,. Entao
P(.’I?],O./ s 0) = def(”[‘](s” B Cij)

que é um polindémio em z; de grau < n. Entao existe £ < n tal que P(z1,0,---,0) =
t¥g(x1) e g(0) # 0. Pela Etapa 2, se a € A, entao a = X1, (c;e; + f;e;). Aplicando o

Teorema de Preparagao (usual) a f; e P, obtemos

k—1
_ J
fZ*QZP_FZTM(T?/aT:TL)Tl
J=0
Como Pe; = 0, fie; = S5 b (g, - -+, xn) 2l e; €
o — Vs Jibi — Zuj=0 Tig b2 yn ) b1t
n k—1 ]
_ j
a=> (ciei+ Y rij(me, -+, x,)xle;).
i=1 §=0
Entao A é gerado pelos nk elementos ey, -« -, e,, T1€, -+, T1€y, -+ -, ¥e, como um O, _,

pOiS Tij S Onfl.

Lema 4.4.5 Seja i : R",0 — IRP,0 o germe de uma imersio e A um O,-mddulo

finitamente gerado. Entdo A é um O,-mddulo finitamente gerado.

Demonstracao: Basta observar que a aplicacao ¢* : O, — O,, é sobrejetora.

Demonstragao do Teorema 4.4.2: Definimos a aplicacdo f(z) = (7, f(r)). Sejam

7 R" x R? = IR" ! x IR as projecoes dadas por

7Ti(f17],"'7."l,'i,y) = ('II"U""/'/I:Z?]-/Z/)‘
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Entdo f = myo0---om, o f. Como f é uma imersdo, aplicando o Lema 4.4.5, A é
um O, ,-médulo finitamente gerado. Como m,(IR" ' x R?)A D m,A, existe uma
proje¢ao natural A/m,A — A/m,(IR" ' x IR?)A, portanto A/m,(IR" ' x IR?)A é um
espaco vetorial de dimensao finita. As hipdteses do Lema 4.4.4 estao satisfeitas para
as projecao m,, o que nos permite concluir que A é O,,_;,-mddulo finitamente gerado.

Por indugao, o mesmo argumento implica que A é um O,-mddulo finitamente gerado.

4.5 Lema de Wall

Nas aplicacoes ao problema da determinacao finita, o seguinte lema, resultante do

teorema de preparacao, é muito importante. Ele foi provado em [25].

Lema 4.5.1 Sejam f : K",0 — KP?,0, C' um O,-mddulo finitamente gerado e A um
Op-sub-mddulo de f*m,.C. Sejam I, M C m, dois ideais de colength finitos em O,
(i) Se (a) M.C C (f*my+my.M).C, e (b) I.C C A+ M.I.C, entio 1.C C A.
(ii) Se M.C C A+ M?.C, entio M.C C A.

Prova: (i) Seja E = (f*m, + M).C/f*m,.C. Isto é um O,-médulo finitamente
gerado (desde que é um quociente de M.C' e M e C sao finitamente gerados). A
condicao (a) implica que m,,.FE = E, entao pelo lema de Nakayama, F = 0 e portanto
M.C C f*m,.C. Segue disso e de (b) que (¢): I.C C A+ f*m,.1.C.

Seja E' = (A + 1.C)/A. Segue de (c) que f*m,.E' = E'. O resultado E' = 0 segue
se mostrarmos que E’ é finitamente gerado sobre O,. Para isso basta mostrar para
1.C.

I.C ¢ finitamente gerado sobre O,, e como I.M.C C f*m,.I1.C
dimg (1.C/ f*m,.1.C) < dimp (I.C/M.1.C)

Isto ¢é finito visto que M é de colength finito. O resultado segue do Teorema de
Preparacao.

(ii) Aplicamos (i) com I = M.
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Capitulo 5

Determinacao Finita

Principais Referéncias

e [24] C.T.C Wall, Finite Determinacy of Smooth map-germs, Bull. London Math.

Soc., 13 (1981), 481-539.

e [25] C.T.C Wall, Classification and stability of singularities of smooth maps.
Singularity theory (Trieste, 1991), 920 952, World Sci. Publishing, River Edge,

NJ, 1995.

e [11] J.W. Bruce, A.A. du Plessis, C.T.C. Wall, Determinacy and unipotency,

Invent. Math. 88 (1987) 521-554.

A investigacao da determinacao finita comecou com os trabalhos de John Mather
em 1960 com uma série de artigos principais da teoria de singularidades. Mather deu
uma estimativa grosseira do grau de determinacao finita de um germe de aplicacao.
Terence Gaffney e Andrew du Plessis melhoraram bastante as aproximacoes do grau
de determinacao de germes. O artigo de C.T.C. Wall contém um survey dos resultados
conhecidos sobre a determinagao finita antes 1980. Foi somente em [11] que a questao
do grau da determinacao finita foi completamente resolvida usando as acoes de grupos
unipotentes. Neste capitulo apresentamos os principais resultados dos artigos [24] e

[11]. Observamos que o Lema correspondente ao Lema 4.5.1 em [24] nao esta correto.
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O lema foi substitudo pelo Lema 4.5.1 enunciado no capitulo anterior, que apareceu

em [25]

5.1 Critério da determinacao finita para os grupos
de Mather

Teorema 5.1.1 Para f € O(n,p) e G um grupo de Mather, sio equivalentes
(a) f € finitamente G-determinado,
(b) para algum k, mk.0, C LGf,
(c) d(f,G) < o0,
(d) de(f,G) < o0,
Além disso, se consideramos e =1 para G =R,C ou K e e =2 para G = L, A, temos
(i) Se f ér — G-determinado, entao m?‘lﬂf C LGf.
(ii) Se m! 1.0, C LGf, entao f é (er + 1) — G-determinado.

(iii) Se d(f,G) = d < oo, entdo m\d*Ve.0, C LGf.

As afirmacoes (a)-(d) seguem das afirmacoes (i), (ii) e (iii).

Prova da Parte (i) do Teorema 5.1.1:

Suponha que f é r-determinado. Entao, qualquer [-jato, [ > r, cujo r-jato é igual a
§"f é equivalente a f. Estes jatos formam uma sub-variedade em .J'(n, p) cujo espaco

tangente é m”"'.0;/mbt.6;. Portanto

mit 0, C LG.f +mh.o;.
Em particular, se [ = er + 1 temos

mpth.0; C LG.f +md .0,

Se G = R,C, K, aplicando o Lema de Nakayama, segue se que m'™'.0; C LG.f.
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Aplicando o Lema 4.5.1 com C' = 6 no caso £, ou C =6;/LR.f no caso A, A éa
imagem de LL.f em C, e M = m!™ segue que m/™'.0; C LG.f.

Prova da parte (ii) do Teorema 5.1.1:

Para demonstrar a parte (ii) do teorema, precisamos de alguns lemas de aproxi-
macao, mostrando que se f e g tem o mesmo [-jato entao os espacos tangentes LG.f e

LG.g diferenciam-se apenas em ordens maiores.

Lema 5.1.2 Sejam f e g com mesmo k — 1-jatos em 0.

(i) Se € € 0,,, entao tf(E) — tg(£) € mE—'.0;.
(ii) Se ¢ € O,, entio f*(¢) — g*(¢p) € mk.
(iii) Se n € 0,, entdo wf(n) — wg(n) € mk.0;.

(iv) LG.f +mF.0; = LG.g+mk.6,.

Prova: Exercicio.

Seja F': K" x K — K? x K um germe dado por F(x,t) = (Fy(z,t),t) (“level
preserving”). Definimos 6% como o conjunto dos campos de vetores verticais ao longo
de F (sao os campos cuja projecao em K é nula) . Entao nao é dificil ver que 0% = 0p,.

Temos
tE Oy e — 05, com imagem LLR.F
w'F 0y, o — 0%, com imagem L.L.F

Tratando F' como uma familia dos germes, usamos os ideais m,, (em O(n + 1)) e

m, (em O(p + 1)) que definem 0 x K, definimos

3

L'R.F = ' F (im0, )
L'L.F =wF(m,.0, )
L'C.F = F*m, .0,

3

com L'A.F e I'K.F definidos como as somas usuais.

Seja Fy(z,t) = (f(x),t) a familia constante. Entao

Lema 5.1.3 mk .0}, C L'G.Fy <= mk.0; C LG.f.
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Prova: Ver [24].

Lema 5.1.4 Sejam F,G : K" x K,0 — K? x K,0 tais que G — F € m*.0p. Entdo
(i) para £ € 0, 'F(§) —'G(E) € mE~".0Y,
(i) para & € Oper, F*(8) — G*(9) € mh Oy,
(iii) para n € 0, w'F(n) —w'G(n) € mk .0}

(iv) para cada G, L'G.F +mk.0), = L'G.G +mF .0,

Prova: Exercicio.

Podemos agora demonstrar a parte (ii) do teorema. Suponha que m!*'.0; C LG.f,

e seja g um germe com o mesmo l-jato que f, onde [ = er + 1. Pelo Lema 5.1.2
mit0; C LG.f +mht.0, = LG.g+mk.0,.

Usando o Lema 4.5.1 segue que m! .6, C LG.g.

Seja H : K" x K,0 - K? x K,0 uma interpolacao linear entre f e g, ou seja,
H(z,t) = (fi(x),t) com fi(x) = (1 —1t)f(z)+tg(x). Em cada ponto (0,%y),0 <ty <1,
f1, tem o mesmo [-jato que f. Entao pela observacao acima, m%“ﬂfto C LG.f,, e pelo
Lema 5.1.3 m] "' .0y, xiax) C LG.(fi, X idk). Aplicando o Lema 5.1.4 para F' = fi, x K
e G o germe de H em (0,ty): a diferenca é ((t — t9)(g(z) — f(2)),0) que pertence a
ml @'.. Portanto,

mite, ¢ L'G.G+mh oy,
Pelo Lema 4.5.1 isto implica m!™'6,, C L'G.G.

Em particular, o vetor dG(0,0/0t) — (0,0/0t) € L'G.G (denotado por tG(0/0t) —

0/0t). Para G = A isto significa que existem germes de campos de vetores £ € m,.0,,,

en € myb , tais que

p+1

t'G(&) + w'G(n) = tG(d/0t) — 9/ ot.
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A equacao acima implica na existéncia de duas familias a 1-parametro dos germes

de difeomorfismos A e B, preservando os niveis, tais que
BoGoA=f, xidg.

(Este é um resultado de Thom-Levine, ver [16] Theorem 3.3, pp 125-126, versao local.)

Portanto f; é A-equivalente a f;, para t proximo de ty,. Entao f = f; é A-equivalente

ag=fi.

Uma vez que o problema da determinacao finita estd resolvido, isto é, o germe f
foi provado ser finitamente determinado, podemos trabalhar no espaco J'(n,p) e usar
o Lema de Mather para ver se o germe é r determinado por algum r < [. Assim
podemos dar uma estimativa do grau da determinacao de f. Existem varios trabalhos
sobre esta estimativa (ver [24]). No caso do grupo A, a aproximacao ¢ feita usando
uma aproximacao do grau da IC-determinacao do germe, como mostram os seguintes

resultados.

Teorema 5.1.5 Se existe um O,-maodulo D tal que
(a) mi.0; Ctf(my.0,)+ f*my.D+mitt.6;,
(b) D C tf(0,)+wf(0,) +m;.0f,

entao f € s — A-determinado.

Corolario 5.1.6 Se
(a) mb,.0p C LK.f =tf(0n) + f*m,.0,
(b) mF.0; C L A.f=1tf(0,)+wf(6,),

entdo f € k+ 1 — A-determinado.

5.2 Determinacgao finita e unipoténcia

Uma solucao definitiva do problema da estimativa do grau da determinacao finita é

dada em [11] para uma grande classe de subgrupos de Mather. J& que o problema
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da determinacao finita foi resolvido por Mather, basta trabalhar em algum espaco dos
jatos J¥(n,p), para k grande. A idéia principal em [11] é perceber que a condicio
necessiria pera k — Gs-determinagao de um germe f (G = R,C,K, L, A, s > 1) é
também suficiente (onde G, é o subgupo de G cujos elementos tém s-jato a identidade).
Além disso, este resultado vale para qualquer subgrupo & de um dos grupos de Mather
tal que J'U é um grupo algébrico afim unipotente. Os resultados da teoria dos grupos

algébricos afins sdo essenciais no trabalho de Bruce-du Plessis-Wall (1997). Temos

abaixo algumas defini¢oes e conceitos sobre grupos algébricos.

Um grupo G C GL(n,K) (K = IR,C) é dito algébrico se G é um subconjunto
algébrico do conjunto aberto das matrizes inversiveis. O grupo G age algebricamente
sobre uma variedade afim M se a acao ¢ dada na forma polinomial.

Um endomorfismo a de um K-espaco vetorial V' é dito nilpotente, e I+« unipotente,
se o = 0, para algum r.

Um grupo algébrico de automorfismos unipotentes de um espaco vetorial é chamado

grupo algébrico unipotente.

Lema 5.2.1 Seja U um grupo algébrico afim unipotente, agindo algebricamente sobre
um espaco afim A. Seja B um subespaco vetorial de V. Se x € A, entdo x + B estd
contido em uma orbita so se

(a) B C LU.x,

(b)Vy € x+ B, LUy = LU.x.

Proposicao 5.2.2 Seja G um grupo algébrico afim agindo algebricamente sobre um
espaco afim A. Seja B um subespaco vetorial de V5 tal que existe uma agdo induzida de
G sobre A/B. Se para algum x € A, x+ B C G.x, entao existe um subgrupo unipotente

UcCG tal que x + B =U.x.

Proposicao 5.2.3 Seja H um subgrupo conexo e fechado do grupo J°IC, s > 1. Entao

H é um grupo algébrico afim unipotente se, e somente se, J'H é unipotente.

39



Definicao 5.2.4 Seja G um dos grupos de Mather. Um subgrupo H de G € dito for-
temente fechado se G; C H para algum s, e J*H é um subgrupo fechado de J°G. Além

disso, se J*H € um subgrupo algébrico, entao H € dito fortemente Z-fechado.

Teorema 5.2.5 Seja H um subgrupo fortemente Z-fechado de um dos grupos de Ma-
ther G. Entao, para qualquer v, f € O(n,p) é r — H-determinado se, e somente se,

existe um subgrupo fortemente fechado U C H de G, com J'U unipotente, tal que

m 0, C LU.f.

Prova “=": Como m!*'.0; C LU.f C LG.f, f ¢ finitamente G-determinado e
portanto G,-determinado para qualquer s. Escolha s tal que G, C U e k tal que f é
finitamente k& — G,-determinado. Entao basta mostrar que o espaco afim dos k-jatos
que tém o mesmo r-jato que f estd contido na J*U-érbita de j5f.

Usando os lemas de aproximacao (Lema 5.1.2), se ¢ tem o mesmo r-jato que f,

entao
LU.gC LU.f +m!Tt0;
= LU.f pela hipotese.

Tomando os k-jatos,

L(J*U).j*g € L(J"U).5* f,

para todo ¢ com o mesmo r-jato que f. Como J'U é unipotente, segue que .J*U
é unipotente (Proposi¢ao 5.2.3), e usando o Lema 5.2.1, concluimos que g estd na

mesma, érbita que f.

“—=": Como f é r — H-determinado, f é r — G-determinado e portanto k — G,-
determinado por algum k, onde s é tal que G, C H. Claramente k > s. Agora J*H C
J*G age sobre J*(n, p) com uma agao induzida sobre J"(n, p) = J*(n,p)/J¥(m"+1.0(n, p)).

Aplicando a Proposigao 5.2.2, com A = J¥(n,p), B = J*(m’*1.0(n,p)), G = J*H

3 3 3
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mostramos que existe um subgrupo unipotente U de J¥H tal que U.jbf = j*f +
TH(m.0(n, ).
Definimos U como o subgrupo de H tal que H, C U e J*U = U. Como J'U é

unipotente, entdo J'U é unipotente. Como f é k — G,-determinado,
mitt 0, C LG,.f C LU.f.
Finalmente, como LU.j* f = J¥(mI™1.0(n, p)), segue que
mith.0, C LU.f.

Teorema 5.2.6 Seja G um dos grupos de Mather. Entao f é r — Gy-determinado
(s > 1) se, e somente se,

mit.0p C LGs.f.

Prova Aplique o Teorema 5.2.5 para H = G,.
Corolério 5.2.7 f ér — G,-determinado (G = L ou A, s > 1) se, e somente se,

m;Jr] ﬂf C ngf + m;“ (f*mp(’)n + m;+])_(9(n7p)_

Prova: Aplique o Teorema 5.2.6 e o Lema 4.5.1.

No caso do grupo A os resultados acima sao usados atrav$ do seguinte coroldrio.

Corolario 5.2.8 Se f satisfaz

mh.0; CLK.f e
mit.0p C LA, f + mbr 1.0,

entao f ér — Aq-determinado.
Demonstracao: Das hipoteses do coroldrio temos

mit.0; C LA,.f + mI T LK. f.
e o resultado segue do Corolario 5.2.7.

41



Capitulo 6

Desdobramentos Versais

Principal Referéncia

e [18] J. Martinet, Singularities of smooth functions and maps, LMS Lecture Notes

58, Cambridge University Press 1982.

Seja f um germe finitamente determinado. Podemos considerar as deformacoes de f
e estudar os tipos de singularidades que aparecem em tais deformacoes. Em particular,
podemos perguntar se os tipos de singularidades que aparecem sao em ntimero finito e
se existe uma familia que contém todos estes tipos. Na verdade queremos que qualquer
outra deformacao de f seja obtida a partir desta familia. Tais familias chamam-se
deformacoes versais. Neste capitulo enunciamos os teoremas principais sobre as de-
formacoes e desdobramentos versais. Estudamos também alguns objetos geométricos
associados a tais familias.

A partir de agora tomamos K = IR, mas os resultados valem também para K = C.

Defini¢ao 6.0.9 Um desdobramento a s-paraimetros de um germe fo € m,.O(n,p) €

um germe
F:R" xR0 — R xR%0
(z,u) = (f(z,u),u)

tal que f(x,0) = fo(x). O germe f(x,u) é chamado uma deformacao de fj.
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Consideramos o caso G = A (os resultados sao anédlogos para qualquer grupo de
Mather). Dois desdobramentos F,G : R" x IR*,0 — IR x IR*,0 de fy sao isomorfos

se existirem dois germes de difemorfismos

¢o:R" xR0 — IR"xIR*0e
Y :IRP xIR?,0 — IR? xIR*0

que sao desdobramentos a s-parametros dos germes da identidades em IR" e IR res-

pectivamente, e

G=vyoFog¢

Como ¢g = 1~ e Y = 1gr, entao ¢, e ¢, sao germes de difeomorfismos para u
pequeno. Entao g, = v, o fy o ¢, e g, ¢ Ac-equivalente a f, via difeomorfismos
que sao suavemente parametrizados por u. Observamos que os germes g, fu, ¢ € Wy
nao podem ser considerados como germes em ( com meta 0, para u # 0. Por isso
chamamos a equivaléncia de A.-equivaléncia. Para manter a origem fixa temos que
impor ¢(0,u) =0 e ¥(0,u) = 0.

Dado um germe h : R?,0 — IR*, 0 definimos o pull-back de F por h, denotado por

h*F', o desdobramento a t-parametros

h*F(z,v) = (f(z,h(v)),v).

F e GG sao ditos equivalentes se existir um difeomorfismo h : IR*,0 — IR*, 0 tal que
G é isomorfo a h*F'. Esta é uma relacao de equivaléncia. Se G é um desdobramento a
t-parametros de fy (f ndo necessariamente igual a s), dizemos que G é induzido por F

se existir um germe A : R',0 — IR*, 0 tal que G é isomorfo a h*F.

Definicao 6.0.10 1. F ¢ versal se todos os desdobramentos de fy sdo induzidos por
F.
2. F € trivial se é isomorfo ao desdobramento constante (x,u) — (fo(x),u).

3. fo € estavel se todos os desdobramentos de fy sdo triviais.
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Dado F(z,u) = (f(z,u),u) um desdobramento de fy, as velocidades iniciais F; €
O(n,p) de F sao definidas como
of

Fi(z) = al't'(:c./()), para i=1,---,s.

Podemos enunciar agora o teorema fundamental da existéncia de desdobramentos

versais.

Teorema 6.0.11 O desdobramento F' € versal se, e somente se,

LAc.fo+R{F}, -, F,} = O(n,p).

Suponha que ¢ = A.-codim(fy) < oo e g1, -+, 9. € O(n, p) formam uma IR-base do

complementar de LA,.fo em O(n,p). Defina o desdobramento
F(z,u) = (fo(x) + > uigi(x),u),
i=1
com g; = FZ Entao

Corolério 6.0.12 F(z,u) = (fo(z) + >, wigi(x),u) € um desdobramento versal de

fo-

Coroldrio 6.0.13 fy possui um desdobramento versal se, e somente se, A.-codim(fy) <

0.
Temos também:
Teorema 6.0.14 f € estdvel se, e somente se, A.-codim(fy) = 0.

Se ¢ = A.-codim(fy), entdo o nimero minimo de parametros para um desdobra-

mento versal é c. Um desdobramento versal a c-parametros de fy é chamado miniversal.
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Teorema 6.0.15 Todos os desdobramentos miniversais de fy sao equivalentes.

Os resultados no caso dos A-desdobramentos sao andlogos, sé6 que usamos a A-
codim(fy) e supomos que gy, - -, gs € m,.O(n, p) geram o complementar de LA.f; em

m,,.O(n,p). Observamos que existe o seguinte resultado de Wilson.

Teorema 6.0.16 A-codim(fy) = A.-codim(fy) + n.

Os desdobramentos versais fornecem informacoes sobre a geometria do germes sin-

gulares.
Definicao 6.0.17 1. O conjunto dos pontos criticos de F' é
SF ={(z,u): DF,(z,u) é singular},

onde DF, denota a derivada c.r.a. x
2. O discriminante de F, A(F) é a imagem de XF, isto é, A(F) = F(XF).

3. O conjunto de bifurcacao é definido por
Bif(F)={ue R’ : 3z € R",0 com f, instdvel em x}
Uma aplicagao importante dos desdobramentos versais é a seguinte.

Proposicao 6.0.18 Quaisquer dois desdobramentos versais com mesmo numero de
parametros tém conjuntos de pontos criticos, discriminantes e conjuntos de bifurcacoes

difeormorfos.
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Capitulo 7

Classificacao dos germes de funcoes

Seja f : IR",0 — IR, 0 um germe de uma funcao suave. Se Vf(0) # 0, entao f ~x .
Se f é singular em 0, o objetivo é determinar uma lista de singularidades finitamente
determinadas. E claro que nao podemos obter todos os germes finitamente determina-
dos, portanto, restringimo-nos ao caso dos germes simples (Definicao 7.4.1).

Neste curso, a classificacdo dos germes de fungoes (ou de aplicagoes) é obtida por
inducao sobre o espaco de k-jatos. Dado um j*f usamos o teorema da Transversal
Completa para obter uma parametrizacao dos (k+1)-jatos que tem o k-jato igual a j* f.
Podemos usar o Lema de Mather para produzir as 6rbitas dentro desta parametrizacao.
Aplicamos o teste da determinagao finita a cada 6rbita no (k + 1)-jato (cuja k-jato é
7*f). Se o germe é finitamente determinado paramos o processo. Se nao, consideramos
o (k + 2)-jato. No caso de fungoes precisamos dos resultados que apresentamos na

proxima secao.

7.1 Singularidades de Morse e Lema da Decompo-
sicao

Definicao 7.1.1 Um germe f € m, € dito de Morse se j2f ¢ uma forma quadrdtica

nao degenerada.

Lema 7.1.2 ([18]) Um germe de Morse é R-equivalente a 3.1 +x?.
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Seja f € m,, entao o R-espaco tangente estendido de f é dado por L, R.f = J(f),
onde J(f) denota o ideal Jacobiano de f. Segue do teorema fundamental dos desdo-
bramentos versais (ver Teorema 6.0.11 no caso do grupo .A) que um desdobramento de

f é R.-versal se, e somente se,
J(f) + R{Fr, - Fy} = O,
Isto implica na seguinte proposicao.

Proposicao 7.1.3 Uma deformacao R.-miniversal de um germe de Morse f € dada

por f(z,u) = f(x) + u.

Observacao 7.1.4 No caso do grupo IC ou A um germe de Morse € estdvel.

Definigao 7.1.5 Um germe f € m?2 tem corank q se a matriz Hessiana (0° f /0x;01;(0))

tem rank p =n — q.

«© N ” .~ 2 4 N
Lema 7.1.6 (“Splitting Lemma” ou Lema de Decomposicdo) Se f € m; é uma singu-

laridade de corank q, entao f € R-equivalente a um germe da forma

Q(Ilv o pr) + g('rp-kla Ty xn)v
onde p+q =n, Q uma forma quadrdtica nao degenerada e j%g = 0.

Prova: Podemos supor que j2f é dado por uma forma quadrética nao degenerada
Q(z1,- -+, xp), e considerar f como um desdobramento de ). Como @)+ u é miniversal,
segue que f é isomorfo a ¢*(Q) + u) por algum germe g : R" 7”0 — IR, 0. Isto é, existe

um difeomorfismo ¢ tal que

f(d’(xla o :In)) = Q(gjla e ':Ip) +.‘J(Ip+1-/ o :1:,7)

Observemos que a singularidade de f é completamente determinada pela singula-

ridade de g. A vantagem do uso do Lema de Decomposicao é que g tem um nimero
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menor de variaveis. Podemos classificar agora os germes de fungoes usando o Teorema

da Transversal Completa e o Teorema 5.1.1 da determinacao finita, a saber, se
k O k+1
m,.O, CLR.f +m,; .0y,

entao f é k — R-determinado.

7.2 Singularidades de corank 1

Usando o Lema de Decomposigao, temos f = g(z) +¢q(xs, -+, z,), onde ¢ é uma forma
quadratica nao degenerada. Entao o problema neste caso se reduz a classificar funcoes
de uma s6 variavel.

k+1

Se g(0) = --- = g% = 0 mas g**1) £ 0, entdo ndo ¢ dificil mostrar que g é

(k + 1)-determinado e, portanto,

g ~r L

k+1

A singularidade +z ¢ chamada A;. Ela é de R.-codimensao £. Um desdobra-

mento versal é dado por
k+1 k-1
a4 4w+ .

A constante ug representa os niveis de f,(x). Em alguns casos somente a singularidade
de f é de interesse. Nest caso, é definido o desdobramento versal “potencial” como um

desdobramento que satisfaz

J(f)+R{F,, -, F} = my,.0,.

k+1 1um modelo de um desdobramento potencial é £2%+! 4+

No caso da singularidade +x
up_12* "+ -+ 4+ u;z. Uma outra maneira de eliminar o termo constante é considerar
o grupo K ou A. Nestes casos podemos obter o termo constante no desdobramento
usando o grupo L.

Os discriminantes e os conjuntos de bifurcacoes das singularidades A, e As sao

dados nas Figuras 7.1 e 7.2.
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Figura 7.1: Discriminante e conjunto de bifurcacao da singularidade As.

./ \J
/V w\
ww W

Figura 7.2: Discriminante e diagrama de bifurcagao da singularidade Aj.

7.3 Singularidades de corank 2

Pelo Lema de Decomposicao temos que considerar germes de funcoes de duas variaveis

g(z,y) com j%g = 0.

Seja j3g = apx® + a2y + aszy? + azy®. Podemos mudar varidveis e escrever g na

forma
2% £ 2y? se g possui uma ou trés raizes reais
N x1y? se g possui uma raiz dupla
=R 23 se g é uma ctibica perfeita
0 se g =20

O 3-jato 2* £ ay? é 3-determinado pois
m?(x,y) C m(z,y) < 32% +y?, £22y > +m'(z, y).

Esta singularidade é chamada D, e tem R.-codimensao 4. Um desdobramento versal
é dado por

2 £ 2y? + usr® + usr + ury + uy.
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Como no caso anterior, nao precisamos do termo uy no caso de um desdobramento
potencial.

O 3-jato zy?: Suponha j*2f = zy?, k > 5. Entao

JE NP (z,y) < y?, 20y >) N H (z,y) + RA2 '} = H (2, 9).

Segue do teorema da Transversal Completa que todos os (k — 1)-jatos cujos (k —2)
jatos sao iguais a xy? sdo equivalentes a xy% 4 az*~! para algum a € IR. Uma mudanca

de coordenadas mostra que as 6rbitas nesta familia sao

zy? £ 281 e ay?

A singularidade zy? & 2%~ ! é (k — 1)-determinada, pois
m* Nz, y) Cm(r,y) <y’ =+ (k- 1)2" %, 20y > +m¥(2, ).

Esta singularidade é chamada Dy e tem R.-codimensao k. Um desdobramento versal
é dado por

.icyQ + 2P uk,]mk*2 + 4 U + Uy + ug.

O 3-jato 2*: Temos f, = 3z* e f, =0,

JHm?(x,y) < 32,0 >) N H' (z,y) + R{zy’,y'} = H'(2,y).

Entao um elemento g de J*(2,1) com j%g = f ¢é equivalente a z* + axy® + by* para
algun par a,b € R.

e Se b #0, entao g ~p ¥*+axy® £y*. Seja V = {2* +azy’+y?* a € R} um espaco
vetorial em M = J*(2,1) e seja G = J*R. Aplicando o Lema de Mather segue que V
estd contido em uma sé drbita, o que mostra que g ~x 2* &+ y*. Esta singularidade é
4-determinada e é denotada por Fg. Ela tem R.-codimensao 6 com um desdobramento

versal dado por

2?4+ yt + uszy® 4+ way? + usay + uem 4+ wyy + uo.
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eSeb=0ea+#0, entdo g ~g 2> + zy>. Esta singularidade ¢ 5 determinada e é

denotada por F;. Tem R.-codimensao 7 com um desdobramento versal dado por

3 3 4 3 2 2
7+ 2Y” + ugy + Usy” + ugaxy” + uzy” + uxy + T + Uy.

e Se a = b = 0, entao um 5-jato cujo 4-jato é x® é equivalente a x> + cxy? + dy’.

Se d # 0, entdo g ~ 2% + y°. Esta singularidade, denotada por Eg, é 5-determinada e

tem R.-codimensao 8. Um desdobramento versal é dado por

z? + y5 + u7:cy3 + u6y3 + u5xy2 + u4y2 + UsTY + Uk + u1y4 + ug.

7.4 Singularidades simples

Defini¢ao 7.4.1 Uma singularidade finitamente determinada f € m,O(n,p) € dita
G-simples se existe uma vizinhaga V de j5f (k grande) em J*(n,p) tal que V contém

um nimero finito de drbitas de J*G em J*(n,p).

Exemplo 7.4.2 (1) n =p =1, f(z) = 25! é R-simples, pois para [ > k + 1, uma
vizinhanga de j'f que contém sé as érbitas Ay, s < k. (Ver o desdobramento versal de
Ag).

(2) Nem todos os germes sao R-simples. Seja

fi(z,y) = zy(z + y)(z — ty).

O conjunto f~1(0) é formado por 4 retas passando pelo origem. Podemos mostrar que

f: é finitamente determinado mas f; e fy nao sao R-equivalentes para t # t'.
Proposicao 7.4.3 Se f € m, é R-simples, entio corank(f) < 2.

Prova: j?f define uma forma quadrética de rank 7 em IR?. O espaco nulo desta forma
quadrdtica ¢ um subespaco vetorial de dimensao n — r. j3f define uma forma cibica

em V que é independente do sistema de coordenadas. Se ¢ € R entao D¢(0) leva V2
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a Vjz(fop)- Entao a acdo de J*R sobre J?(n, 1) induz uma acdo de GL(n —r,IR) sobre
0 espago das formas ciibicas de (n — r)-varidveis. Assim, se as formas ciibicas definidas
pelos germes f, g de rank r nao sao GL(n — r,IR)-equivalentes, entao f e g nao sao
R-equivalentes.

3

- i . ~ n—r+2
O espaco de ciibicas de (n — r)-varidaveis é de dimensao ( ) Mas

dimGL(n — r,IR) = (n —r)% logo se n —r > 3, entao (ng+2> > (n —r)?

e portanto as orbitas de GL(n —r,IR) tém codimensao > 1. Isto é qualquer vizinhanca

encontra um niumero infinito de érbitas.
Teorema 7.4.4 As singularidades R-simples em m,, sdo as Ay, Dy, Fs, FE7, Eg.

Prova: Usando os desdobramentos versais das singularidades no teorema, podemos
mostrar que estas singularidades sao simples. Segue da Proposicao 7.4.3 que s6 preci-
samos considerar os germes de corank < 2.

Se corank(f) = 1, entdao f ~z £2**! que é simples.

Se corank(f) = 2, entdo se f tem uma singularidade Dy, Eg, F; ou Eg, f é simples.
Caso contrario, usando o Lema de Mather podemos mostrar facilmente que f nao é
simples.

Podemos agora desenhar o diagrama de adjacéncia das singularidades simples:

Al < AQ — Ag — A4 — A5 — Aﬁ — A7 — Ag s

N NN N TN
Dy «— Dy «<—— D¢ <— D; «— Dg
NN TN

By +— FE;, <+— FEq
Observacao 7.4.5 1. A relacao entre as singularidades simples e as dlgebras de Lie
sitmples designadas pelos mesmos nomes ou grupos gerados pelas reflexoes € estudada
em [1].
2. Um germe de funcao é A-simples se, somente se, é K-simples se, somente se, é

R-simples.
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7.5 Caracterizacao geométrica dos germes finita-
mente determinados

Seja f € O, e denote X(f) = {z € R",0: Vf(z) = 0}. Se f é finitamente determi-
nado, entdo mF C J(f) para algum k e portanto X(f) C {0}. O inverso nao vale pois
f(z,y) = (2® + y?)? satisfaz %(f) = {0}, mas f nao ¢ finitamente determinado.

Seja f um germe de uma funcao analitica, e denote f(Da complexificacao de f.
Seja E(f(]; ={r € C",0: Vf(I%T) = 0}. Entao E(fqa ¢ um germe de uma variedade

holomorfa em C".
Proposicao 7.5.1 E(fq; C {0} se, e somente se, mF C J(f(la.

Prova: A suficiéncia é trivial. Suponha que Z(f(]; = {0}. Aplicando Nullstellensatz
para cada i = 1,---,n existem k; tais que 2 € J(f(la. Portanto m* C J(fq;7 onde

k = maz(k;).

Coroléario 7.5.2 Se f é um germe de uma funcdao analitica, entao f é R-finitamente

determinado se, e somente se, Z(f(l% C {o0}.

O resultado acima pode ser generalizado para germes de aplicacoes em O(n,p).
Um germe f é finitamente R-determinado se, e somente se, m*.O(n,p) C LR.f. Um

corolario da Proposicao 7.5.1 é o seguinte.

Coroldrio 7.5.3 Se f é um germe de uma aplica¢ao analitica em O(n,p), entdo [ é
R-finitamente determinado se, e somente se, E(fqa C {0}, onde E(f(ls ={z e C",0:

df(]%*r) ndo é sobrejetora}.

Proposi¢ao 7.5.4 Seja f € O(n,p), p > 2. Entao f é R-finitamente determinado

se, e somente se, [ € equivalente a um germe de uma aplicacao linear sobrejetora

IR",0 — IR”, 0.
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Prova: Se f é equivalente a um germe de uma aplicacao linear sobrejetora entao f é
1-R-determinado.

Suponha que f seja R-finitamente determinado. Entao podemos supor que f é um
polinoémio, portanto analitico. Logo E(f(]; C {0}.

Vamos mostrar que E(f(]; é vazio, provando que df(0) é uma submersao. (Usando
o teorema da Funcao Implicita, isto implica que f é equivalente a df (0).) Mostraremos
que se E(f(]; nao é vazio, entao d7m2(fq >p-—1.

Se n < p entao E(fqa = C",0. Suponha que n > p e considere a aplicacao
G0 ' (n, p).

Entao E(f(g = (j'f)7"(S1), onde S, é a variedade das matrizes de corank 1. Temos
codim(S1) = n—p+1 e portanto codimE(fqa < n—p+1. Isto implica que dMﬂE(f(]a >

p—12>1, pois p > 2.

Observacao 7.5.5 A proposi¢cdo acima mostra que para p > 2 a R-equivaléncia nao
dd informacoes sobre o comportamento infinitesimal das aplicacoes. Por isso precisa-

mos considerar também a a¢ao do grupo L (ou C).

7.6 Aplicacao a geometria plana

A teoria de singularidades nao somente reinterpreta resultados classicos da geometria
diferencial local das superficies no espaco Euclidiano IR?, como também permite a
descoberta de novos resultados fascinantes sobre esta geometria. Os novos resultados
seguiram da sugestao de René Thom que consiste em estudar o contato da superficie
com conjuntos especiais tais como planos, linhas, esferas, circulos, etc.. J. Montaldi
deu em [21] um método para estudar estes contatos. (Para um survey dos resultados
nesta area nos ultimos 20 anos, ver [4].)

Apresentamos nesta secao alguns resultados sobre a geometria plana de superficies

em IR?.
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Seja M uma superficie suave em R®. O contato de M com planos em IR* é dado

pela familia de func¢oes altura

H:MxS5 — R
(p,u) — <pu>

Para u fixo, a funcao H, é a funcao altura na direcdo u. Em p € M esta funcao
descreve o contato de M com o plano pelo ponto p cujo vetor normal é w.
Escolhamos coordenadas locais em torno de py, tais que a superficie M é dada como
o grafico da fungao z = f(x,y). Suponhamos que as diregoes em S? sao em torno de
u = (0,0,1). Estas direcoes podem ser parametrizadas por (a,b,1). Entao a familia

(alterada) de fungoes altura é dada, localmente, por

H:R*M xR?*,0 — R
((z.9),(a,0)) — f(z,y)+az+by

com Hy(z,y) = f(z,y). Queremos identificar geometricamente os tipos de singulari-
dades da funcao f e verificar se a familia H ¢ um desdobramento versal destas singu-
laridades. Como H ¢ uma deformacao a 2 parametros de f, somente as singularidades
de codimensao < 2 de f podem ser desdobradas versalmente por H, ou seja, somente
as singularidades A, Ay e As.

e A funcgdo f é singular na origem se, e somente se, f;(0,0) = £,(0,0) = 0, ou seja,
se, e somente, se a direcao (0,0,1) é a direcao normal a M em py. Suponha que f seja
singular em (0,0) e escreva j2f(z,y) = apx? + ayzy + azy?. A singularidade é de tipo
A; se, e somente se, j2f(z,y) é uma forma quadratica nao degenerada, isto é, se, e
somente se, ai — 4agas # 0. Isto significa que py nao ¢ um ponto parabdlico de M.

e Suponha que (0,0) seja um ponto parabdlico. Podemos fazer uma mudanca
de varidveis e escrever j2f(z,y) = apx? (com um novo ay # 0 se necessario). Seja
72 f(x,y) = agr® + box® + b1’y + bewy? + b3y®. A singularidade ¢ de tipo As, ou seja,
equivalente a +2% + y3 se, e somente se, b; # 0. Esta condicdo significa que a tnica

direcao assintdtica no ponto parabdlico ¢ transversal ao conjunto parabdlico.
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e Suponha que (0,0) seja um ponto parabdlico de M e by = 0, isto é, a tnica
direcao assintotica no ponto parabodlico é tangente ao conjunto parabdlico. Este ponto
é chamado cuspide de Gauss. Escreva j' f(x,y) = aox? + box® + b1y + byxy?® + ozt +
123y + cr?y? + csxy® + eyt A singularidade é de tipo As, ou seja, equivalente a
+2? + y* se, e somente se, b3 — dagey # 0.

Conclusao: a funcao altura H, tem uma singularidade

A; <= u é a direcao normal em p
Ay <= wu é a direcao normal em p, p é um ponto parabdlico
A3 <= wu é a direcao normal em p, p é uma cuspide de Gauss

Usando as notacgoes acima, a familia H de funcoes altura é um desdobramento versal
de uma singularidade do tipo

Ay Sempre
Ay Sempre
Az : Se by # 0, ou seja, se o conjunto parabdlico é uma curva regular.

No caso onde H é versal, podemos usar as propriedades dos desdobramentos versais
para obter algumas informacoes sobre a geometria de M. Em nosso caso, o discriminan-
te de H é precisamente o dual da superficie M, e o conjunto de bifurcacao é a imagem
do conjunto parabdlico na esfera de Gauss. Para ver isso, observe que a familia H é
singular em um ponto (p,u) se, e somente se, a dire¢do u coincide com a normal a
superficie no ponto p. Portanto, H(p,u) = (< p,u >, u) representa o plano tangente
a superficie no ponto p, ou seja, o discriminante de H é o dual da superficie M. por
outro lado, a parte local do conjunto de bifurcacao de H consiste nos pontos u onde
H, tem uma singularidade instavel. Isto é, o caso quando u ¢ o vetor normal em um
ponto parabdlico. Segue que quando as condicoes de versalidade de H estao satisfeitas,
temos os seguintes resultados (Figura 7.3).

O dual de M é localmente difeomorfo a

e uma superficie suave nos pontos Aj,

e uma cuspidal-edge nos pontos As,

e uma Rabo de andorinha no ponto As.
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(6] @ (©)]

Dual deM
Imagem do conjunto parabolico em g

Figura 7.3: Estuturas estdveis do dual de uma superficie.

A imagem do conjunto parabdlico na esfera de Gauss ¢ localmente difeomorfa a
e uma curva suave nos pontos As,

e uma cuspide no ponto As.

7.7 Lista de exercicios

1. Seja f € m,.O(n,p) um germe de uma aplicacao suave.

(i) Mostre que se m;t' C f*m2, entdo f é r — L-determinado.

(ii) Deduza que se mi*t C f*m,, entao f é (2r + 1) — L-determinado.

(iii) Deduza também que f é r — L-determinado se, e somente se, f é r — L;-
determinado.

(iv) Mostre que f é r — L-determinado se, e somente se, m ™! C f*m% + m2rt2,

2. Obtenha a A-classificacio dos germes simples IR,0 — IR?,0 e estude a geometria

dos germes de A.-codimensao < 2.
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Capitulo 8

Classificacao dos germes
R2 0 — R2.0

Principais Referéncias

e [22] J.H. Rieger, Families of maps from the plane to the plane. J. London Math.

Soc. (2) 36 (1987), no. 2, 351 369

e [13] T. Gaffney, The structure of LA.f, classification and an application to dif-
ferential geometry, Proceedings of Symposia in Pure Maths., Vol 40 (1983), Part

1, 409-427

A teoria de singularidades comecou com os trabalhos de Whitney (1955) sobre a
classificacao de singularidades estaveis do plano ao plano. Muitas listas de germes
IR?,0 — IR?, 0 seguiram, a mais longa até hoje é aquela apresentada por Rieger. Dare-
mos uma classificacao dos germes de corank 1 e codimensao < 2 usando a técnica da

Transversal Completa.

Seja F : IR*,0 — IR?* 0 um germe de uma aplicacdo suave. Se corank(F) < 1,

entao podemos mudar coordenadas e escrever F' na forma

F(x,y) = (x, f(z,y)).
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Pretendemos classificar germes sob a acao do grupo A que tem A, — codim < 2.
Seguimos o mesmo método da classsificacao de funcoes, a saber classificar pela inducao
sobre os espacos de jatos.

k=iyi na serie de Taylor de f.

Denotamos por a; o coeficiente do monomio z
Se a1 1 # 0 entdo F' é um germe de um difeomorfismo, portanto F' ~ 4 (z,y). Assim,

suponhamos que a;; = 0.

8.1 Fase inicial
Lema 8.1.1 As J?>A-drbitas singulares em J*(2,2) sio (z,y?), (z,zy) e (z,0).

Prova: j°f = (z,a107 + agpx?® + ag 12y + az2y?). Podemos eliminar o termo a; g

a22’12 2 elimina o termo

usando a agao a esquerda. Se asy # 0, entao a mudanga y — y — 5

zy. Para eliminar o termo z?, usamos uma mudanca de varidveis na meta da forma
(u,v) = (u,v — au?). O germe final é da forma (z,asy*). Uma mudanca escalar
reduze ao germe (x,y?).

Se ags =0 e agy # 0, entdo a mudanca Y = agx + as 1y, reduze a (z, zy).

Se asy = asy = 0, entao j2f ~ (x,0).
Proposicao 8.1.2 O germe F(x,y) = (z,y?) é 2-A-determinado e é A.- estdvel.

Prova: Temos F, = (1,0), F, = (0, 2y), portanto

Nao ¢ dificil ver que

mgH,u C L.A1F+m29p

Pelo Corolério 5.2.7, F' é 2-A;-determinado, portanto 2-A-determinado. A A.codim(F)

é igual a 0.
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8.2 Classificacao dos germes com o 2-jato igual a
(z,2y)

Considere um k-jato cujo 2-jato é (z,zy). Usando uma mudanca de coordenadas da
forma Y = y — p(x,y) podemos eliminar todos os termos divisiveis por z na segunda

componente excepto zy. Entdo este k-jato é equivalente a (z, vy + 5, a;,;97).

Proposi¢ao 8.2.1 Os germes de A, — codim < 2 com o 2-jato igual a (x,zy) sdo

equivalentes a um dos sequintes germes

Clspide (z, 2y + y*) A, — codim =0
Rabo de andorinha (z, vy + y*) 1
Borboleta (z, 2y +9° +y") 2

Prova: Considere o 3-jato j*F = (x,2y+a33y°®). Se agz # 0, entao j°F ~ (z, 2y +1?)
por uma mudanca escalar.

O germe (z,ry + y*) é 3-A-determinado. Calculando

Fo=(1y)e

F, = (0,2 + 3%
podemos verificar que

my.0p C LIC.F 4+ mj.0p.

Queremos mostrar que

my.0p C LAF +mi.0p.

Mostraremos primeiramente que os monomios de grau 6 estao contidos em LA, F +
m4.0r. Usando F, é claro que todos os monomios (P,0) de grau 6 estao em LA F +
mI.0r. Usando F, podemos ver também que todos os mondmios (0, zP) de grau 6 estao
em LA F +m?.0;. Precisamos entao mostrar que (0,y%) € LA, F + ml.0;. Considere

os seguintes vetores em LA, F + mI.0p, (denotando f; e f, as componentes de F):

(0, f3) = (0,2°y* 4 22y* +¢°),
y'Fy = (0,2y" + 3y°),
2y*F, = (0, 2%y% + 3xy?).
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O determinante da matriz associada ao sistema acima nao ¢ nulo, portanto y°% €
Usando os seguintes vetores

vF, = (0,zy® + 3y°),
zyF, = (0,2%y + 3zy?),
(O7f]f2) - (073729+37y3)7

mostramos que y® € LA F + m$.0p. Para obter o termo y* precisamos considerar um
grupo unipotente maior que A;. Seja U o subgrupo de A cujos elementos do grupo da
direita tem 1-jato representados por uma matriz unipotente triangular inferior. Entao

os seguintes vetores pertencem a L. f

y*F, = (0,79 + 3y*),
zF, = (0,2% 4+ 3zy?),

(0, f7) = (0,27).
Logo, y* € LUF + m3.0p. Pelo Corolério 5.2.7, F é 3-U-determinado, portanto 3-.A-
determinado. A A.codim(F') é igual a 0.

O resto da demonstracao da proposicao é um exercicio.

8.3 Classificacao dos germes com o 2-jato igual a
(,0)

Lema 8.3.1 As J*A-drbitas singulares em J*(2,2) que tém o 2-jato equivalente a

(2,0) sao (z,y> + 2%y), (x,y%), (2, 29?) e (z,0).

Prova: Seja J°F = (x,a307" + a3 12y + a3 22y* + a3 3y°).

az

e Se a3 3 # 0, entao usando a mudanca ¥V =y — "23x e eliminando o termo z*® por

3as

3

uma mudanga de coordenadas na meta, reduzimos j*F a (x, (3a3 a3 3 — a3 ,)/az 32%y +

3
azzy°).
Se 3azass — a3, # 0, entdo uma mudanca escalar reduze a (z,y* & z”y). Se nao,

JF = (2,y%).
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® Seazs = 0 eass # 0, entao usando o Lema de Mather podemos mostrar que
JF ~ (x,a321y%) ~ (2, 2y%).
e Se az3 = azz =0 e asz; # 0, entdo usando o Lema de Mather j3F ~ (z, z%y).

e Se todos os coeficientes se anulam, entao j*F = (z,0).

Proposicao 8.3.2 Um (k + 1)-jato cujo k-jato (k > 3) é equivalente a (z,y*) é equi-
valente a (z,y> +a%y) ou (z,y3). O germe (x,y> £aky) (k> 2) é (k+1)-determinado

é tem A, — codim igual a (k —1).

Prova: Exercicio.

Podemos mostrar que um k-jato cujo (k — 1)-jato (k > 3) é equivalente a (x, zy?)

é equivalente a (z,zy? + ijl (J”y’) Se asq # 0, entao o 4-jato ¢ equivalente a

(z, 2y + y).

Proposicao 8.3.3 As drbitas finitamente determinadas da “raiz” (z,zy* + y*) sdo
dadas por (z,zy* + y* + y?**"), k > 2. Este germe é (2k + 1)-determinado e tem

A, — codim igual ak — 2.

Prova: Exercicio.

Observacgao 8.3.4 Os demais germes conduzem a k-jatos de codimensao > 2.
Em conclusao temos

Proposicao 8.3.5 Os germes de codimensio < 2 de aplicacoes IR*,0 — IR?,0 e seus

desdobramentos A.-versais sao 0s sequintes:
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Nome Forma Normal Desdobramento Versal A, — codim

Submersdo (x,y) (z,y) 0
Dobra (z,9%) (z,9%) 0
Cuspide (z, 2y + v (z, 2y + v°) 0
Rabo de andorinha (x,zy + y*) (2, 2y + y* + uy?) 1
Labios/Bicos (z,y% + 2%y) (z,9% + 2%y + uy) 1
Borboleta (ryoy+9y° £y (v, 2y + v +y" + uy® + vy?) 2
Ganso (z,y% + 23y) (z, 9% + 23y + uy + vay) 2
Gaivota (x> + 9yt +9°) (v, 29 + y* + y° + uy + vy?) 2

8.4 Geometria dos desdobramentos e aplicacao a
geometria de superficies em R’

Seja M uma superficie suave em IR®*. O contato de M com retas em R® é dado pela
familia de projecdes ortogonais. Seja B = {(u,a) € S? x R’ :< u,a >= 0}. B é

simplesmente o fibrado tangente a S2. A familia de projecoes ortogonais ¢ dada por

P:MxS*> - B
(p/u> = (U,p— <p,u> U)

Para u fixo, a aplicacao P, é a projecao ortogonal na direcao u, ou seja, no ponto
po € M esta aplicacao descreve o contato de M com a reta pelo ponto p, e paralela ao
vetor u.

Escolhamos coordenadas locais em torno de pg, tal que a superficie M ¢é dada
como grafico da funcdo z = f(x,y). Suponhamos que as dire¢oes de interesse estao na
vizinhanga do vetor u = (0, 1,0). Estas dire¢oes podem ser parametrizadas por (a, 1,0),
que sdo pontos do plano y = 1, e projetamos no plano (z, z). Estas proje¢oes nao sao
ortogonais, mas as propriedades da familia das projecoes ortogonais sao preservadas.

As coordenadas da projecao de um ponto p € M no plano y = 0 ao longo da direcao

(a,1,b) sao dadas por (z,y, f(z,y)) + Ma,1,b) = (X, 0, Z), ou seja, A = —y. Portanto
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a familia das projecoes é dada por

P:R*xR%0 — IR?
((IU)(avb)) = (x—ay,f(x,y)—by)

e Py(x,y) = F(x,y) = (z, f(x,y)). Queremos identificar geometricamente os tipos de
singularidades de F e verificar se a familia P é um desdobramento versal destas singula-
ridades. Como H tem apenas 2 parametros, somente as singularidades de codimensao
< 2 podem ser desdobradas versalmente, ou seja, as singularidades enumeradas na

Proposicao 8.3.5. Temos a seguinte proposicao:

Proposicao 8.4.1 ([13]) As singularidades genéricas da proje¢ao ortogonal ao longo

da direcao u ocorrem em p € M quando

Nome Condigoes Geométricas
Dobra u € T, M
Cluspide u direcao assintotica

Rabo de andorinha u direcao assintotica,
p ponto de inflexao da curva assintotica

Ldbios/Bicos u direcdo assintotica,

p ponto parabdlico
Borboleta u direcdo assintotica,

p ponto de inflexao duplo da curva assintotica
Ganso u direcao assintotica,

a imagem assintética em S* da curva parabdlica tem um

cuspide, e a imagem Gaussiana tem uma inflexao
Gaivota u direcao assintotica

p cuspide de Gauss e a imagem assintotica da curva

parabdlica em S? tem um ponto de inflexdo.

Podemos verificar também que, em geral, a familia P das projecoes ortogonais é
um desdobramento versal das singularidades na Proposicao 8.3.5.

A projecao F' ¢ singular em um ponto p € M préximo da origem se, e somente
se, fy(z.y) = 0, ou seja, se, e somente se, a direcdo da projecao é tangente a M. A
imagem do conjunto critico 3, o discriminante A de F', é chamado o perfil/contorno
aparente da superficie M. Usando os resultados acima, podemos descrever a geometria

do perfil e as mudancas que ocorrem em familias a 1 ou 2 parametros. Supondo que
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Figura 8.1: Projecoes estaveis de superficies.
Figura 8.2: Transicoes do Rabo de andorinha.

P ¢ versal, basta determinar os discriminantes das formas normais e suas deformacoes

para obter modelos das singularidades dos perfis e das suas deformacoes.

8.5 Diagramas de bifurcacao das singularidades de
A, — codim < 2
Dobra: F = (z,y?), ¥ ={y =0}, A = {(z,0)} que é uma curva suave (Figura 8.1).

Cispide: F = (z,zy + y*), os pontos criticos sao parametrizados por x = —3y? e o

discriminante ¢ dado por A = {(—3y? —2¢*)} que ¢ uma cuspide (Figura 8.1).

Rabo_de andorinha: F = (z, vy + y*), os pontos criticos sao parametrizados por x =
—44%, e o discriminante é dado por A = {(—4y3, —3y")}. Considerando o desdobramen-
to versal F(z,y,u) = (z,zy+y*+uy?), os pontos criticos de F', sao parametrizados por
r = —4y* —2uy, e o discriminante de F, ¢ dado por A, = {(—4y® - 2uy, —3y* —uy?)}.
As deformacédes na curva A, sdao dadas na Figura 8.2, onde duas cuspides aparecem

em um lado da transicao.
Ldbios/Bicos: Considere o desdobramento versal F(z,y,u) = (z,y> + 2%y + uy). O
conjunto dos pontos criticos X, é dado pela equacao

3y’ £ 2° +u = 0.

65



Labios

><@ -

b > < >

Bicos

)

Figura 8.3: Transicoes de Lébios/Bicos.

Isto significa que X, passa pelas transi¢coes de Morse (Figura 8.3). As transicoes no

discriminante sao dadas na mesma figura.

Ganso: Um desdobramento versal é dado por F(x,y,u) = (z,y% + 2%y + uy + vay).
Esperamos encontrar algumas singularidades de codimensao 1 em uma curva no espaco
dos parametros (u, v). E claro que sé as singularidades Labios/Bicos podem acontecer
neste caso. FKstas singularidades ocorrem quando o conjunto dos pontos criticos é

singular, ou seja, denotando f = y* + 23y + uy + vry, quando

fy = fry = fyy = 0.

Resolvendo o sistema obtemos u = 22% ¢ v = —3z?. Entao o stratum Labios/Bicos é a

3

curva cuspide (u,v) = (223, —32?%). As transi¢oes no conjunto discriminante sao dadas

na Figura 8.4.

Borboleta: Considerando o F(z,y,u) = (z, 2y +y° £ y” +uy? + vy®). Podemos esperar

singularidades de tipo “rabo de andorinha” acontecerem em uma curva no plano (u, v).
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Figura 8.4: Diagrama de bifurcacao da singularidade Ganso.
Estas singularidades ocorrem quando
fy = fyy = fyyy =0,
ou seja, ao longo da curva
(u,v) = (20y* + 845°, —10y* F 35y*)

que ¢ uma cuspide. Existe também uma outra curva onde singularidades de tipo

cuspide-e-dobra ocorrem. Esta curva é parametrizada por
(—10/27t* + -+, —5/3t> + - )
que é também uma cispide. As bifurcagoes sao mostradas na Figura 8.5.

Gawota: Seja F(x,y,u) = (z,2y*> + y* + y° + uy + vy®) o desdobramento versal da

singularidade gaivota. As singularidades do tipo rabo de andorinha ocorrem na curva
(u,v) = (—4y® — 15y*, —4y — 10y?)
e o estrato Labios/Bicos é dado por u = 0 (s6 bicos).

67



X K, Ak
~ I
- ~

<
< <

Figura 8.5: Diagrama de bifurcacao da singularidade Borboleta.

Temos também multi-singularidades de tipo dobras tangentes. FKEsta bifurcacao
acontece quando existem dois pontos singulares distintos (z1,y1) # (22, y2), € as curvas
dobras corespondentes sao tangenciais. Como X é dado por f, = 0, a direcao tangente

é ao longo de v = (fyy, —fay), € portanto a direcao tangente a curva dobra é dada por

DF.v = f,,.(1, fu).

Entao as dobras sao tangentes se as direcoes (1, f(z1,y1,u,v)) e (1, fo(x2, Yo, u, v))
sao paralelas, ou seja se, e somente se, y; = £ys. Como (z1, f(z1,y1,u,v)) = (T2, f(x2, Y2, u, v))
temos ¥y = w5 e portanto y; = —yo. Agora f(z1,y1,u,v) = f(x1, —y1,u,v) e fy(z1, 91, u,v) =
fy(z1, —y1,u,v) = 0 implica que a funcao g(y) = f(x1,y, u,v) — f(21,y1, u, v) tem duas

raizes duplas y; e —y;. Entao

flany,u,v) = flanynuv) = (g —9)°(y +91)*(y — us)-

Comparando os coeficientes obtemos u = yi e v = —2y?. Entao as singularidades

dobras tangentes ocorrem ao longo da curva (yi, —2y?). Ver na Figura 8.6 o diagrama
de bifurcacao.
Podemos agora desenhar o diagrama de Adjacéncia das singularidades de codi-

mensao < 2:
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Figura 8.6: Diagrama de bifurcacao da singularidade Gaivota.

Submersdao «— Dobra <— Cuspide <— Ldbios/Bicos <— Ganso

) )
Rabo de <+— Gaivota
andorinha
T
Borboleta
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Capitulo 9

Dualidade

Principal Referéncia

e [7] J.W. Bruce e M.C. Romero-Fuster, Duality and projections of curves and

surfaces in 3-space, Quart. J. Math. Ozford (2) 42 (1991) 433-441.

Seja M uma superficie suave em IR®. Estudamos duas familias naturais sobre M,
a familia de funcoes altura

H:MxS> - R
(p7u) H <p7u>'

e a familia de projecoes ortogonais

P:MxS — B
(p,u) — (u,p— < p,u>u)

O conjunto de bifurcacao de cada familia é o conjunto dos pontos em S? onde a funcao
H, (resp. P,) nao é estavel. A instabilidade pode acontecer localmente, ou em situacoes
multi-locais.
As singularidades locais da funcao altura H, que podem ser desdobradas versal-
mente pela familia H sao dadas na Figura 9.1, e as multi-locais sao 24, 3A4; e A; A,.
Quando a familia H é um desdobramento versal de uma das singularidades listadas

acima, o conjunto de bifurcacao de H nesta singularidade é difeomorfo ao conjunto de
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Figura 9.2: Conjuntos de bifurcacao da familia das fungoes altura.

bifurcacao de um desdobramento versal a 2 parametros do modelo da singularidade em
questao. Entao, quando as condicoes de versalidade sao satisfeitas pela familia H, o
conjunto de bifurcacao ¢ dado na Figura 9.2.

O mesmo argumento vale para a familia P. As singularidades locais que podem ser
desdobradas versalmente pela familia P sao dadas na Proposicao 8.3.5. Os conjuntos
de bifurcacao da familia P nestas singularidades (quando P é versal) sao dados na
Figura 9.3.

Podemos mostrar que existem 13 singularidades multi-locais do plano no plano de
A, — codim < 2.

Vimos também na secao anterior que existe uma correspondéncia entre o acon-
tecimento de algumas singularidades da projecao ortogonal e da funcao altura. Por
exemplo, a singularidade 1dbios/bicos ocorre quando a projecao é ao longo da diregao
assintotica em um ponto parabélico ordinario. Mas a fun¢ao altura ao longo da direcao
normal em um ponto parabdlico tem uma singularidade do tipo As. Entao a singula-

ridade Ay da funcao altura e a singularidade labios/bicos da projegao ortogonal estao

o <

Labiogbicos ~ Rabode Ganso Borboleta Gaivota
andorinha

Figura 9.3: Conjuntos de bifurcacao da familia das projecoes.

71



Figura 9.4: Dualidade na esfera.

relacionadas. Esta relagao foi descoberta em [7]. Precisamos de alguns conceitos de
dualidade antes de enunciar o resultado.

Seja C' uma curva plana. O conjunto de todas as retas tangentes a C' formam uma
curva no plano projetivo afim IRP?, chamada a curva dual de C e denotada por C.
Esta dualidade pode ser vista também na esfera S%2. Se C ¢ uma curva em S? entao
a reta tangente em um ponto p de C' pode ser identificada com o circulo principal em
S?% tangente a C (este circulo é tinico). O circulo principal (equador) determina (e é
determinado por) um polo norte e um polo sul. Quando o ponto p varia sobre C' os
polos descrevem a curva dual de C' (temos duas cépias), ver Figura 9.4.

Uma propriedade principal da dualidade entre curvas (planas ou na esfera) é que o

dual de uma inflexao é um ponto cuspide.

Teorema 9.0.1 Seja M wuma superficie genérica. FEntao os conjuntos de bifurcacao
Bif(H) e Bif(P) em S? (ou RP?) sio duais, isto é, Bif(H) = Bif(P) e Bif(P) =

Bif(H), onde Bif(P) € o fecho dos estratos ldbios/bicos e dobras tangentes.

Prova: Seja N a aplicacao de Gauss da superficie. Lembramos que o shape operator

S em um ponto p é a aplicacao dN,, ou seja

d

S(U) = a

(N(B()))j1=0,
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dobras tangentes

Figura 9.5: Dobras tangentes.

onde  é uma curva por p = ((0), cujo vetor tangente em t =0 é v.

Provemos que o dual do estrato labios/bicos de Bif(P) é o estrato Ay de Bif(H).
Suponha que « parametriza parte da curva parabdlica (que é suave nos pontos As), e
que A(t) seja a parametrizacao da direcao assintGtica unica nos pontos «(t). Entao A(t)
é precisamente o estrato labios/bicos de Bif(P). Pela definicao da diregao assintética

temos

< A(t), N(a(t)) >= 0, pois A(t) € Ty M.
< A(t), S(A(t)) >=0, pois < A(t), S(A(t)) >= k,(A(t)) = 0.

Logo

L < A(t), N(a(t) >=0 =< A'(t), N(a(t) > + < A(t), S(d/(t)) >=0
=< A'(t), N(a(t)) >=0

isto é, A'(t) é ortogonal a N(a(t)). Assim, o pélo definido pelo circulo equador em S?
em A(t) é N(«a(t)). Esta curva é exatamente o estrato Ay de Bif(H).

Inversamente, o tangente ao estrato A, em Bif(H) é S(a/(t)) que é um multiplo de
S(A(t)) (pois S tem rank 1 nos pontos parabdlicos ordindrios.) Entao a dire¢ao dual que
corresponde a N(a(t)) é £A(t), pois < A(t), N(a(t)) >=0e < A(t), S(a/(t)) >= 0.

Provemos que o estrato dobra tangente em Bif(P) é dual do estrato 24; em
Bif(H).

Seja a(t) uma porcao suave do estrato dobras tangentes com [3(t) e () correspon-
dentes pontos da curva (ver Figura 9.5)

E claro que 3(t) — ~v(t) é um multiplo de a(t). Entao < 3(t) — ~(t), N(6(t)) >= 0

e N(B(t) = £N((t)). B facil verificar que ((t) — ~v(t) e 8'(t) — 7/ (t) geram o mesmo
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espaco que a(t) e a'(t). Entao

< B(t) — (1), N(B() >=< F'(t) — 7' (1), N(B(1)) >= 0,

ou seja, os vetores duais a a(t) sao +=N(/3(t)) que sao os vetores em Bif(H) correspon-

dentes ao estrato 2A4;.

Observacoes 9.0.2 1. Uma consequéncia, por exemplo, do Teorema 9.0.1 € que a
singularidade Az de H corresponde, sobre a dualidade em S?, & singularidade gaivota
de P.

2. O resultado de dualidade acima é generalizado em [5] e em [6] para tratar todos

0s germes na lista de singularidades do plano no plano dada por J.H. Rieger em [22].
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Capitulo 10

Comentarios

Obtemos duas classificagoes neste curso (germes de funcoes e germes de aplicagoes do
plano no plano). Existem vdrias listas de G-singularidades de K™, 0 — K? 0 (K = R
ou €), onde G é um dos grupos de Mather. Alguns dos germes ja classificados sao os

seguintes.

p=102n=1Lp=209n=1p=3[15n=2,p=2[22;n>2p=2[23];

n=2p=3[20; n=2,p=4[10]; n=3,p =3 [17].

Os teoremas da determinacao finita, da transversal completa, dos desdobramen-
tos e a técnica de classificacao apresentados neste curso para germes de aplicacoes
diferencidveis valem também para multi-germes. Existem algumas classificacoes de
multi-germes, ver por examplo, C.A. Hobbs (tese, Liverpool 1993), e R.G.W. Atique
(tese, Warwick/ICMC-USP, 1998).

Os teoremas da determinacao finita e dos desdobramentos sao enunciados para
grupos de Mather R, £, A,C, K. J.N. Damon [12] mostrou que esta teoria vale para
uma classe maior de subgrupos de Mather, a saber os subgrupos geométricos dos grupos
de Mather. Um exemplo de uma classe de subgrupos geométricos sao os subgrupos de
IC que preservam um germe de uma variedade na fonte ou na meta.

Podemos associar a cada germe de uma singularidade finitamente determinada in-

variantes que s6 dependem da classe de equivaléncia da singularidade. Por exemplo,
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a codimensdo de um germe é um invariante. No caso dos germes de IR? 0 — R, 0 o
nimero maximo de singularidades cispides que ocorrem em uma deformacgao do ger-
me é um invariante. No caso dos germes de corank 1 da forma F = (x, f(x,y)) este
nimero ¢ dado por ¢(F) = dimgO(z,y)/ < fy, fyy > . Este nimero é igual 2 para as
singularidades Labios/Bicos e Rabo de andorinha e é igual a 3 para as singularidades
Ganso, Gaivota e Borboleta.

A busca de invariantes é um ramo importante na teoria de singularidades de apli-
cacoes diferenciaveis. Invariantes podem ser usados para distinguir orbitas, pois dois
germes que tém valores distintos associados a um invariante nao sao equivalentes. A
constancia de alguns invariantes ao longo de um parametro ¢t em uma familia dos germes
fir pode implicar, em alguns casos, que todos os germes da familia sao equivalentes.

Uma outra questao importante na teoria de singularidades é encontrar os conjuntos
(n,p) onde os germes A-estdveis K", 0 — K? 0 sao densos. (Esta questao deu origem
ao trabalho de Whitney sobre aplicacoes do plano no plano.) Os pares que satisfa-
zem esta propriedade se chamam as boas dimensdes de Mather (ver [16]). Assim, nas
boas dimensoes, as aplicacoes podem ser aproximadas por aplicacoes estaveis. Uma
pergunta de Thom ¢é se todas as aplicagoes podem ser aproximadas por aplicacoes C°-
estaveis. A questao de C-estabilidade foi abordada por muitos pesquisadores e nao
estd completamente resolvida.

Um outro assunto estudado na teoria de singularidades é a equisingularidade e
trivialidade topoldgica de familias de germes. Ver por exemplo os trabalhos de J.N.
Damon, T. Gaffney e o livro de Andrew du Plessis e Terry Wall (LMS Monographs,
New séries, 9. Ozford University Press 1995).

A teoria de singularidades contribuiu bastante no desenvolvimento da outras dreas
da matemdtica, tais como a geometria diferencial, a teoria de bifurcagao e as equacgoes
diferenciais. O grupo de singularidades do ICMC-USP trabalha neste tipo de apli-

cacoes.
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Capitulo 11

Apéndice 2: Prova Escrita

Duracgao 9-30 de junho de 1998

O objetivo desta prova ¢ estudar as singularidades das projecoes de superficies
com bordo regular, e assim descrever o perfil da superficie juntamente com seu bordo,
locamente em um ponto p do bordo. Tomamos coordenadas locais de tal maneira que
p = (0,0,0) e a superficie seja parametrizada por ¢(x,y) = (z,y,9(z,y)),y > 0, (z,y)
proximo de (0,0). Assim, o bordo é dado por y = 0. Denotamos por X,0 o germe
(IR, IR x 0) e suponhamos que a projecdo é feita ao longo de (0, 1,0). Entdo o problema
se reduze a classificar germes de aplicacdes X,0 — IR%, 0 sobre o grupo B = Rx x L
onde Rx ¢ o subgrupo de R de difeomorfismos que preservam o germe da variedade

X na fonte.
1. Descreva os elementos h de Ry.

2. Calcule LB.f, f: X,0 — IR? 0 um germe C™.

3. Mostre que f ¢ finitamente B-determinado se, e somente se, m&.0(2,2) C LB.f

para algum k.

4. Mostre que se myt".0(2,2) C LB,.f, entao f é r — B-determinado.
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5. Deduza que se

of 0
mh.0(2,2) C Oy < 8_£U0_1]; > +f'my.0(2,2) + mht.0(2,2), e
myt.0(2,2) C LBi.f +mht.0(2,2),

entao f é r — Bi-determinado.

6. Obtenha a classificacao de singularidades de B.-codimensao < 1 e estude a geo-
metria do conjunto dos pontos criticos e do discriminante. Interprete geometri-

camente estas singularidades no caso das projecdes X, 0 — IR?, 0.
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