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Cap��tulo 1Introdu�c~ao
O objetivo deste curso �e dar uma t�ecnica para a classi�ca�c~ao de singularidades deaplica�c~oes diferenci�aveis. O germe de uma aplica�c~ao (ver 3 pela de�ni�c~ao) f : IRn; 0!IRp; 0 �e dito singular se a matriz jacobiana Df(0) n~ao tem rank m�aximo, no contrario f�e dito reguar. Quando f �e regular, segui-se do teorema da fun�c~ao impl��cita que f podeser escrito em um sistema de coordinadas na forma (x1; � � � ; xn) ! (x1; � � � ; xp) e, emparticular, a �bra f�1(0) �e uma variedade regular. No caso de germes de fun�c~oes, se ogradiente de f �e nulo na origem e se a matriz Hessiana de f n~ao �e degenerada na origem,o Teorema de Morse asserta que f pode ser escrit0, em coordenadas apropriadas, naforma �x21�x22+ : : :�x2n. A estrutura da �bra f�1(0) depend so n�umero de sinais (�)na forma quadr�atica acima. Por exemplo, no caso n = 2 teremos um ponto isolado ouum no.Vamos considerar agora um caso onde D2f(0) �e degenerada. Sejaf(x; y) = (x + 3y)2 + (x + 3y)2 + 5(x + 3y)2y + y3 + 159y500:No primeiro abordo, n~ao �e claro o que �e a estrutura de f�1(0). A mudan�ca de variaveisX = x+ 3y; Y = y reduz f �a formaf(X; Y ) = X2 +X3 + 5X2Y + Y 3 + 159Y 500;e a mudan�ca u = X(1 +X + 5Y )1=2; v = Y (1 + 159Y 499)1=3 reduz novamente af(u; v) = u2 + v3:3



A forma �nal de f �e mais simples que a forma inicial. Al�em disso, usando o fato deque as �bras f�1(0) e (f � h)�1(0) s~ao difeomor�cas por um germe de difeomor�smoh, segui-se que a �bra da fun�c~ao f �e difeomor�ca a uma c�uspide. Em geral n~ao �esempre facil exibir explicitamente as mudan�cas de variaveis que reduzem um germe auma forma mais simples (forma normal/modelo).A busca de modelos, ou classi�ca�c~ao de objetos, �e uma das principais preocupa�c~oesem matem�atica. Temos resultados da forma \todo grupo de Lie abeliano �e isomorfo aT n� IRm" onde T n denota o n-toro, ou da forma \toda matriz quadrada �e conjugada auma matriz com blocos de Jordan". Note que a ferramenta que transforma os objetosaos modelos �e uma rela�c~ao de equivalência. A motiva�c~ao para a busca de uma formasimples com representante de uma classe de equivalência �e a de que tal modelo possuitodas as propriedades dos elementos da sua classe. Al�em disso, os c�alculos com omodelo podem ser feitos sem muitas di�culdades (ver o exemplo da c�uspide acima).Na teoria de singularidades de germes de aplica�c~oes diferenci�aveis, uma no�c~ao deequivalência �e a mudan�ca de coordenadas na fonte e na meta. Uma quest~ao fundamen-tal desta teoria �e a seguinte:Existem sistemas de coordenadas em IRn e IRp nos quais f pode ser escrita na formade um polinômio de grau k? Se a resposta �e positiva qual �e o menor k que satisfaz estapropriedade?Um germe de uma aplica�c~ao f que satisfaz esta propriedade �e dito k-�nitamentedeterminado. A investiga�c~ao da determina�c~ao �nita come�cou com os trabalhos deJohn Mather em 1960, com uma estimativa sobre o grau de determina�c~ao �nita. Em 70,Terence Ga�ney e Andrew du Plessis apresentaram melhores aproxima�c~oes para o graude determina�c~ao de germes, mas foi somente nos anos 80 que a quest~ao da determina�c~ao�nita foi completamente resolvida por Bruce,du Plessis e Wall em [11]. Enunciamos edemonstramos neste curso o teorema principal de [11]. Para isso, precisamos de algunsresultados sobre grupos de Lie e �algebra comutativa, principalmente os teoremas de4



divis~ao e de prepara�c~ao.O teorema da determina�c~ao �nita sozinho n~ao facilita a obten�c~ao de listas de sin-gularidades. Em [8], Bruce, Kirk e du Plessis desenvolveram um m�etodo para classi-�car singularidades. Explicaremos esse m�etodo, o aplicaremos aos germes de fun�c~oesIRn; 0 ! IR; 0 e �as aplica�c~oes IR2; 0 ! IR2; 0. Observamos aqui que existem outrast�ecnicas para classi�car singularidades. Por exemplo, no caso de fun�c~oes, Arnold (ver[2]) usou os poliedros de Newton para obter a famosa lista de singularidades de fun�c~oes.Mas a t�ecnica de Transversal Completa desenvolvida em [8] �e, at�e agora, a mais po-derosa. Recentemente, Niel Kirk em sua tese de doutorado, desenvolveu um programa(escrito em Maple), \Transversal", que implementa os resultados de [8]. Este progra-ma permitiu a obten�c~ao de uma longa lista de singularidades de germes de aplica�c~oesIR2; 0! IR4; 0.Daremos aplica�c~oes da classi�ca�c~ao de singularidades a alguns problemas em geo-metria gen�erica. Isto ser�a feito atrav�es de resultados sobre os desdobramentos versais.1.1 AgradecimentosEsta apostila apresenta notas de um curso de doutorado que eu dei no ICMC-USP,S~ao Carlos, durante o primeiro semestre de 1998. Gostaria de agradecer os alunos eprofessores Daniel, Jo~ao, Jorge, Jos�e Carlos, Marcelo e Regilene que seguiram o curso.Cada um dos participantes apresentou um semin�ario no �nal do semestre provandoalguns resultados enunciados nas aulas ou abordando outros problemas da teoria desingularidades relacionados �a classi�ca�c~ao de germes. Os resultados sobre a dualidadeforam apresentados por Ana Claudia.A lingua Portuguêsa �e muito bonita mas ainda tem segredos para mim na hora deescrever. Por isso, agrede�co todos que corrigiram uma palavra aqui e outra ali nestaapostila. Um agradecimento especial a Miriam Manoel pela sua leitura detalhada dotexto e suas sugest~oes. 5



Cap��tulo 2A�c~oes de grupos de Lie
Principais Referências� [16] M. Golubitsky and V. Guillemin, Stable mappings and their singularities.Graduate Text in Mathematics, vol. 14, Springer-Verlag, N.Y. 1973.� [19] J.N. Mather, Stability of C1 mappings, IV: Classi�cation of stable germs byR-algebras, Pub. Math., IHES, 37 (1969), 223-248.� [8] J.W. Bruce, N.P. Kirk and A.A. du Plessis, Complete transversals and theclassi�cation of singularities, Nonlinearity 10 (1997), No. 1, 253-275.

Seja G um grupo com estrutura de variedade suave (C1). G �e dito grupo de Lie sea aplica�c~ao G�G! G dada por (a; b)! ab�1 �e suave.Exemplo 2.0.1 1. G = GL(n; IR) = grupo de n� n matrizes invers��veis.2. G = O(n) = subgrupo das matrizes ortogonais de GL(n; IR).3. G = T n = S1 � : : :� S1 = n-toro.Denotamos o espa�co tangente a G na identidade e por TeG (ou LG). Existe umaidenti�ca�c~ao de TeG e G atrav�es da aplica�c~aoexp : TeG ! Gv 7!  (1; v)6



onde  �e o grupo a 1-parâmetro associado �a extens~ao de v atrav�es de um campo devetores invariantes �a esquerda. A aplica�c~ao \exp" �e um difeomor�smo na vizinhan�cade e e d(exp) = id.No caso em que G = GL(n; IR), temos TeG =M(n; IR) e exp(A) = P1i=0 1i!Ai.2.1 A�c~oes de grupos de LieSeja M uma variedade suave e G um grupo de Lie. Uma a�c~ao (�a esquerda) de G sobreM �e uma aplica�c~ao suave � : G�M ! M(g; x) 7! �(g; x)tal que �(e; x) = x e �(g; �(h; x)) = �(gh; x). Denotamos �(g; x) por g:x.A �orbita de um ponto x em M �e o conjuntoG:x = fg:x; g 2 Gg:A a�c~ao � de�ne uma rela�c~ao de equivalência em G a saber: x � y se e s�o se existeg 2 G tal que y = g:x. A �orbita de x �e a classe de equivalência de x.Exemplo 2.1.1 1. M = S2, G = grupo das rota�c~oes sobre o p�olo norte (G � S1).As �orbitas s~ao os paralelos (Figura 2.1). O conjunto M=G das classes de equi-valência �e parametrizado por [0; 1], onde 0; 1 correspondem aos p�olos.2. M = S2, G =grupo de todas as rota�c~oes. Existe uma s�o �orbita.3. M =M(2; IR), G = GL(2; IR), e a a�c~ao �e dada por (A;N) 2 G�N ! A�1NA.As �orbitas têm como representantes as matrizes �1 00 �2 ! ;  � ��� � ! ;  � 10 � ! ;  0 00 0 ! ;com �1; �2; �; � 2 IR, �1 6= �2.Teorema 2.1.2 Seja G um grupo de Lie agindo sobre uma variedade suave M . Ent~aoas �orbitas s~ao subvariedades imersas de M .7



Figura 2.1: �Orbitas da a�c~ao de S1 sobre S2.2.2 Lema de MatherLema 2.2.1 (Lema de Mather) Seja � : G�M ! G uma a�c~ao suave de um grupode Lie G sobre uma variedade M , e seja V uma subvariedade conexa de M . Ent~ao ascondi�c~oes necess�arias e su�cientes para que V esteja contida em uma s�o �orbita s~ao asseguintes:(a) Tv(G:v) � TvV , 8v 2 V(b) dimTv(G:v) �e independente de v 2 V .A condi�c~ao necess�aria �e trivial. A condi�c~ao (a) n~ao �e su�ciente: Seja G osubgrupo de matrizes em GL(2; IR) que preservam o eixo-x. Ent~aoG = f a b0 d ! 2 GL(2; IR)g:
Figura 2.2: V n~ao �e contida em uma s�o �orbita.8



SejaM = IR2 e suponha que a a�c~ao �e dada por A: xy ! = A xy !. Existem duas�orbitas, o eixo-x e M � feixo� xg.Seja V a curva y = x2. Ent~ao V satisfaz (a), n~ao satisfaz (b) e V n~ao est�a contidaem uma s�o �orbita (Figura 2.2).Demonstra�c~ao da condi�c~ao su�ciente: Seja v 2 M e �v : G ! M dada por�v(g) = g:v, e denote por TeG o espa�co tangente de G em e. Como T�v(TeG) =Tv(G:v), segue que (a) e (b) s~ao equivalentes a(a0) T�v(TeG) � TvV , 8v 2 V ,(b0) dimT�v(TeG) �e independente de v 2 V .Dê uma norma j:j de Hilbert a TeG. Seja Lv = (Ker(T�v : TeG ! TvM))?. SejaL = [v2V (v � Lv) � V � TeG.Usando (b0), L �e um sub�brado vetorial sobre V de V � TeG. SejaL0 = [v2V ((T�v)�1)(TvV ) \ Lv):Usando (a0) L0 �e um sub�brado vetorial sobre V de L e a aplica�c~ao[v2V T�v : L0 ! TV�e um difeomor�smo de �brados vetoriais. Seja � : TV ! L0 a inversa desta aplica�c~aoe � : V � TeG ! TeG a proje�c~ao natural. Ent~ao � � � : TV ! TeG �e uma aplica�c~aosuave e(d) T�v(� � �(�)) = �; 8� 2 TvV ,pois � 2 TvV , �(�) = (v; (T�v)�1(�)) e �(�(�)) = (T�v)�1(�). (Ver Figura 2.3.)Para mostrar que V est�a contida em uma s�o �orbita basta mostrar que quaisquerv1; v2 2 V pertencem �a mesma �orbita. Como V �e conexa, existe um caminho ligandov1 a v2, isto �e, uma aplica�c~ao suave
 : [0; 1]! V tal que 
(0) = v1 e 
(1) = v2:9
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Figura 2.3:Basta mostrar que 8t0 2 [0; 1] existe � > 0 tal que se t0 � � < t < t0 + �, ent~ao 
(t)pertence �a �orbita de 
(t0).Seja 
0(t) 2 T
(t)V o vetor tangente a 
(t) em t e X(t) = � � �(
0(t)) 2 TeG. X(t)�e uma fun�c~ao C1 em t e usando (d) temos(e) T�
(t)(X(t)) = 
0(t).Segue do teorema de existência de solu�c~oes de equa�c~oes diferenciais que existe umacurva t! �(t) 2 G de�nida em t0 � � < t < t0 + � tal que�(t0) = eddt�(t) = ~Xt(�(t))onde ~X �e o �unico campo de vetores em G, invariante �a direita, que estende X(t).Para demonstrar o teorema, basta provar que(�(t)�1)(
(t)) = 
(t0); t0 � � < t < t0 + �;pois isto mostra que 
(t) est�a na mesma �orbita que 
(t0), 8t 2]t0 � �; t0 + �[. Temosddt(�(t)�1
(t)) = ddt(�(t)�1)
(t) + �(t)�1 ddt(
(t))= (�(t)�1):(�d�(t)dt �(t)�1
(t) + ddt
(t)):Mas ~X �e invariante �a direita, ent~ao�d�(t)dt �(t)�1
(t) + ddt
(t) = �X(t):�(t)�1
(t) + 
0(t)= �X(t):
(t) + 
0(t)= 010



Ent~ao ddt(�(t)�1
(t)) = 0. Como �(t0) = e segue que �(t)�1
(t) = 
(t0) parat0 � � < t < t0 + �.Observa�c~ao 2.2.2 Veremos aplica�c~oes do Lema de Mather durante a classi�ca�c~ao degermes de aplica�c~oes.2.3 Transversal CompletaUm espa�co a�m A �e um espa�co invariante por transforma�c~oes a�ns (transla�c~oes emudan�cas lineares de coordenadas). A diferen�ca entre um espa�co a�m e um espa�covetorial �e que no espa�co a�m a origem perde importância. Uma de�ni�c~ao rigorosa �e aseguinte.De�ni�c~ao 2.3.1 Um conjunto A �e um espa�co a�m se existem um espa�co vetorial VAe uma aplica�c~ao A� VA ! A, (x; v) 7! x+ v tais que(i) x + 0 = x e x + (u+ v) = (x + u) + v 8x 2 A, 8u; v 2 VA;(ii) para quaisquer x; y 2 A existe um �unico v 2 VA tal que y = x+ v.Corol�ario 2.3.2 Seja G um grupo de Lie agindo sobre um espa�co a�m A e seja Wum subespa�co vetorial de VA.Se x 2 A, ent~ao x +W est�a contido em uma �orbita s�o se(a) W � LG:x(b) 8y 2 x+W; LG:y = LG:x.Podemos agora enunciar uma generaliza�c~ao do Lema de Mather que �e muito im-portante na classi�ca�c~ao de singularidades.Teorema 2.3.3 (Transversal Completa) Seja G um grupo de Lie agindo suave-mente sobre um espa�co a�m A, e seja W um subespa�co vetorial de VA comLG:(x + w) = LG:x; 8x 2 A e w 2 W: (1)11
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Figura 2.4: Transversal CompletaEnt~ao(i) 8x 2 A x+ fLG:x \Wg � G:x \ fx +Wg(ii) Se x0 2 A e T �e um subespa�co vetorial de W tal queW � T + LG:x0; (2)ent~ao 8w 2 W , existem g 2 G; t 2 T tal que g:(x0 + w) = x0 + t. (Ver Figura 2.4.)Demonstra�c~ao: (i) x + LG:x \W �e um sub-espa�co a�m de A cujo espa�co tangente�e LG:x \W . Se x + w 2 x + LG:x \W , ent~aoTx+w(G:(x+ w)) = LG:(x + w) = LG:x;o que signi�ca que os espa�cos tangentes das �orbitas de pontos x + LG:x \ W têmdimens~ao constante e contêm o espa�co tangente de x+ LG:x \W . Usando o Lema deMather (ou o Corol�ario 2.3.2) x + fLG:x \Wg � G:x, o que implica na validade de(i). (ii) [t2TG:(x0 + t) � [t2T fx0 + t+ LG:(x0 + t) \Wg de (i)= [t2T fx0 + t + LG:x0 \Wg de (1)= x0 + T + LG:x0 \W= x0 + (T + LG:x0) \W pois T � W= x0 +W (de (2)):12



Observa�c~ao 2.3.4 (a) O teorema diz que a transversal T �a �orbita de x0 cont�em umrepresentante da G-�orbita de todos os elementes de x0+W de A. Por isso T se chama\Transversal Completa".(b) A hip�otese (1) do teorema diz que o espa�co tangente �as �orbitas de x +W �e omesmo em todos os pontos x+w, e �e igual a LG:x. Esta condi�c~ao pode ser substitu��dapor uma vers~ao in�nitesimal, a saber,l:(x + w) = l:x8x 2 A; w 2 W; l 2 LG:

13



Cap��tulo 3Germes de Aplica�c~oesDiferenci�aveis
Todas as aplica�c~oes ser~ao consideradas C1 ou anal��ticas no caso real e holomorfas nocaso complexo.Sejam duas aplica�c~oes f : U ! Kp e g : V ! Kp (K = IR ou C) de�nidas emvizinhan�cas U e V de um ponto q 2 Kn. De�nimos a seguinte rela�c~ao de equivalência:f � g () 9 vizinhan�ca W de q; W � U \ V tal que fjW = gjW :�As classes de equivalência chamamos germes de aplica�c~oes no ponto q. Sem perdade generalidade tomamos q = 0 2 Kn. O germe de f em 0 �e denotado porf : Kn; 0! Kp:O conjunto dos germes Kn; 0 ! Kp �e denotado por O(n; p). Quando p = 1 (germesde fun�c~oes), o conjunto �e denotado simplesmente por On.1. On �e um anel comutativo, com identidade 1:As opera�c~oes f + g = f + g e f:g = f:g, onde f denota o germe de f , s~ao bemde�nidas e fazem de On um anel comutativo com identidade 1.Seja mn = ff 2 On : f(0) = 0g; mn �e o conjunto dos germes de fun�c~oes cujosrepresentantes se anulam em 0. N~ao �e dif��cil veri�car que mn �e um ideal de On.14



2. On �e um anel local (isto �e, possui um �unico ideal maximal):O �unico ideal maximal �emn. Defato,M um outro ideal e suponha que f 2 M�mn.Ent~ao f(0) 6= 0, portanto 1=f est�a bem de�nida. Temos (1=f):f = 1 2 M, portantoM = On. Isto signi�ca que mn �e o �unico ideal maximal de On.A partir de agora, denotaremos um germe de f por f .3. O(n; p) �e um On-m�odulo:(O(n; p);+) �e um grupo abeliano, On �e um anel, e a opera�c~aoOn �O(n; p) ! O(n; p)(f; F ) 7! f:F = (f:F1; :::; f:Fn)satisfaz f:(g:F ) = (fg):Ff:(F +G) = f:F + f:G(f + g):F = f:F + g:F1:F = F:3.1 Os grupos de Mather R;L;A; C;KR �e o grupo dos germes de difeomor�smos Kn; 0! Kn; 0, L �e o grupo dos germes dedifeomor�smos Kp; 0! Kp; 0, e A �e o produto direto R� L. De�nimos a�c~oes destesgrupos sobre mn:O(n; p) comoh:f = f � h�1; h 2 Rk:f = k � f; k 2 L(h; k):f = k � f � h�1; (h; k) 2 A;onde f 2 mn:O(n; p). O grupo R (resp. L) �e chamado tamb�em o grupo de mudan�casde coordenadas na fonte (resp. na meta).O grupo C �e o grupo de germes de difeomor�smos Kn � Kp; 0 ! Kn �Kp; 0 ques~ao escritos na forma H(x; y) = (x;H 0(x; y)) com H 0(x; 0) = 0 para x 2 Kn pr�oximoda origem. A a�c~ao de C sobre mn:O(n; p) �e de�nida comoH:f(x) = H(x; f(x)); H 2 C; f 2 mn:O(n; p):15



C pode ser visto como o grupo de difeomor�smos Kp; 0 ! Kp; 0 parametrizados porx 2 Kn. Denote hx(y) = H 0(x; y), ent~ao a f�ormula antecedente pode ser escrita naforma H:f(x) = hx(f(x)):O grupo K �e o grupo dos germes de difeomor�smos Kn �Kp; 0! Kn �Kp; 0 ques~ao escritos na forma H(x; y) = (h(x); H 0(x; y));onde h 2 R, H(x; 0) = 0 para x 2 Kn pr�oximo da origem. A a�c~ao de K sobremn:O(n; p) �e de�nida comoH:f(x) = H(h�1(x); f(h�1(x))); H 2 K; f 2 mn:O(n; p):Isto �e H:f(x) = hx(f(h�1(x))):O grupo K �e chamado grupo de contato. O grupo C �e um subgrupo normal de K eos grupos R, L, A podem ser identi�cados com subgrupos de K.O grupo de contato tem uma interpreta�c~ao geom�etrica. Sejam (Xi; Yi), i = 1; 2,dois pares dos germes de variedades suaves em IRn; 0. Dizemos que os pares têm omesmo contato na origem se existe um difeomor�smo h 2 R tal que h(X1) = X2 eh(Y1) = Y2:Suponha que cada Xi seja parametrizada por �i : IRm ! IRn e Yi seja de�nida poruma submers~ao gi : IRn ! IRp, e seja fi = gi � �i, i = 1; 2. Ent~ao,Teorema 3.1.1 Os pares (X1; Y1) e (X2; Y2) têm o mesmo contato na origem se, esomente se, f1 e f2 s~ao K-equivalentes.Proof Ver [21].Observa�c~ao 3.1.2 Os grupos de Mather n~ao s~ao grupos de Lie, pois as suas dimens~oess~ao in�nitas. 16



3.2 Os espa�cos tangentes e as �algebras de LieDe�nimos o \espa�co tangente" aO(n; p) em f denotado �f com oOn-m�odulo de camposde vetores ao longo de f . Ent~ao � 2 �f se � : Kn; 0 ! T (Kp) e �p � � = f , onde�p : T (Kp)! Kp �e a proje�c~ao do �brado tangente T (Kp) de Kp a Kp.De�nimos �n = �1Kn e �p = �1Kp , onde 1Kn e 1Kp denotam as aplica�c~oes identidadesde Kn e Kp respectivamente.Seja G um subgrupo de K. De�nimos a �algebra de Lie, LG, de G como segue.Seja � :] � �; �[�Kn+p; 0 ! Kn+p; 0 uma curva em G tal que �0 �e a identidade em G.Derivando-a temos um campo de vetoresz ! @�@t (t; z)jt=0:O conjunto de todos estes campos �e denotado por LG e �e chamado a �algebra de Lie dogrupo G.N~ao �e dif��cil veri�car que LR = mn:�n e LL = mp:�p.De�nimos o On-homomor�smotf : �n ! �f� 7! df � �e o Op-homomor�smo (via f � : Op ! On, � 7! � � f para � 2 Op)wf : �p ! �f 7!  � f:Ent~ao os espa�cos tangentes �as �orbitas dos grupos de Mather s~ao dados porLR � f = tf(mn:�n); LL � f = wf(mp:�p); LC � f = f �(mp):�f ;LA � f = LR � f + LL � f; LK � f = LR � f + LC � f:Na pr�atica, aplicamos a seguinte observa�c~ao. O conjunto �f �e um On-m�odulo livrede rank p, pois se (y1; � � � ; yp) �e um sistema local de coordenadas em Kp; 0, ent~ao oscampos de vetores ( @@y1 ) � f; � � � ; ( @@yp ) � f17



ao longo de f constituem uma base livre de �f . Podemos ent~ao identi�car �f comO(n; p) e escrever os espa�cos tangentes acima comoLR � f = mn � f @f@x1 ; � � � ; @f@xngLL � f = f �(mp):fe1; � � � ; epgLC � f = f �(mp):On:fe1; � � � ; epg;onde e1; � � � ; ep s~ao elementos da base canônica em Kp (considerados como elementosde O(n; p)).Observe que LA � f tem uma estrutura de mistura de m�odulos. Isto causa umacomplica�c~ao no tratamento do grupo A.De�nimos a G-codimens~ao de f comoG � codim(f) = d(f;G) = dimK(mn:O(n; p)=LG � f)De�nimos a Ge-codimens~ao de f comoGe � codim(f) = de(f;G) = dimK(O(n; p)=LeG � f)onde LeR � f = tf(�n); LeL � f = wf(�p); LeC � f = f �(Op):�f ;LeA � f = LeR � f + LeL � f; LeK � f = LeR � f + LeC � f:O espa�co LeG � f �e chamado espa�co tangent estendido.Exemplo 3.2.1 (1). Seja f(x; y) = x2y+yk. Ent~ao LR:f = m2(x; y)h2xy; x2+kyk�1ie R� codim(f) = k + 1.(2) Seja f(t) = (t; t2), ent~ao LLe:f = O(1; 2), e portanto a Le � codim(f) = 0:(3) f(x; y; z) = (x; y; zk+1), LK:f = m(x; y)O(x; y; z) + mk+1(x; y; z)O(3; 3), por-tanto K � codim(f) = k + 3:
18



3.3 O espa�co de jatosDenotamos por mk+1n o espa�co dos germes de fun�c~oes cujos polinômios de Taylor deordem k na origem s~ao identicamente nulos. Uma das principais id�eias na teoria desingularidades �e substituir o espa�co dos germes mn:O(n; p) pelo espa�co de k-jatosJk(n; p) = mn:O(n; p)=mk+1n :O(n; p)para algum k. Este espa�co consiste dos germes de polinômios de grau � k sem o termoconstante, e �e portanto um espa�co vetorial de dimens~ao �nita. A cada f 2 mn:O(n; p)associamos o k-jato jkf que �e seu polinômio de Taylor de grau � k na origem.Seja G um subgrupo de um dos grupos de Mather e de�na Gk como o subgrupode G que consiste dos elementos de G cujo k-jato �e a identidade. Estes s~ao subgruposnormais de G e de�nem os grupos de jatos JkG = G=Gk. Estes grupos s~ao grupos deLie.A a�c~ao de G sobre mn:O(n; p) induz uma a�c~ao de JkG sobre Jk(n; p) que �e umaa�c~ao de grupo de Lie. A id�eia �e estudar a a�c~ao de G sobre mn:O(n; p) atrav�es da a�c~aode JkG sobre Jk(n; p).De�ni�c~ao 3.3.1 Um germe f 2 mn:O(n; p) �e dito k-G-determinado se qualquer g 2mn:O(n; p) tal que jkg = jkf �e G-equivalente a f .f �e dito �nitamente determinado se �e k-determinado para algum k.A determina�c~ao �nita signi�ca que o germe �e equivalente a um de seus polinômiosde Taylor e que o problema da classi�ca�c~ao pode ser reduzido ao espa�co dos k-jatos,que �e um espa�co vetorial de dimens~ao �nita.3.4 Aplica�c~ao do teorema da Transversal CompletaSeja Hk+1(n; p) o espa�co dos germes de polinô-mios homogêneos de grau k + 1 emO(n; p) e denote por G1 o subgrupo de G cujos elementos têm 1-jato igual �a identidade.19



Proposi�c~ao 3.4.1 (Transversal Completa para jatos). Seja G um dos grupos de Ma-ther. Ent~ao dado f 2 mn:O(n; p) e T � Hk+1(n; p) tais queHk+1(n; p) � L(Jk+1G1):jk+1f + Tqualquer (k+1)-jato jk+1g, cujo jkg = jkf est�a na mesma G1-�orbita de jk+1f + t, paraalgum t 2 T .Demonstra�c~ao: Exerc��cio. In particular, mostre que a proposi�c~ao n~ao vale para ogrupo G.Exemplo 3.4.2 Consideremos o germe f(x; y) = (x; y2; x2y). Ent~ao usando a Propo-si�c~ao 3.4.1, qualquer 2k-jato cujo (2k�1)-jato �e igual a f �eA1-equivalente a (x; y2; x2y),pois o 2k-transversal �e vazio neste caso. Considerando agora o (2k+1)-transversal, n~ao�e dif��cil mostrar que qualquer (2k + 1)-jato cujo 2k-jato �e igual a f �e A1-equivalente a(x; y2; x2y + �y2k+1).3.5 Lista de exerc��cios1. Mostre que se f1 �K f2, ent~ao existe um difeomor�smo que leva o gr�a�co de f1 aogr�a�co de f2.2. Mostre que se f1 �G f2 onde G = R;L;A; C, ent~ao f1 �K f2.3. Seja If = hf1; � � � ; fpi o ideal em On gerado pelas componentes de f . Mostre que asseguintes condi�c~oes s~ao equivalentes para f; g 2 O(n; p):(i) f; g s~ao C-equivalentes.(ii) Os ideais If e Ig s~ao iguais.(iii) Existe uma p � p matriz invers��vel (uij) com coe�cientes em On tal que fi =Pj uijgj para 1 � i � p.
20



(iv) Deduza que f e g s~ao K-equivalentes se, e somente se, os ideais If e Ig s~aoisomorfos induzidos. (Dois ideais em On s~ao isomorfos induzidos se existe h 2 R talque h� leva um ideal ao outro.)4. Calcule a G1 � k-transversal completa (G = A;K) de f nos seguintes casos:(i) f(x; y) = (x; y2; xy3),(ii) f(x; y) = (x; y2; y3),(iii) f(x; y) = (x; y2; xy3; y5),(iv) f(x; y; z) = (x; y; z4 + xz),(v) f(x; y) = (x; x2y),(vi) f(x; y; z; w) = x2 + y2 + z2w.
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Cap��tulo 4�Algebra Comutativa
Principais Referências� [16] M. Golubitsky and V. Guillemin, Stable mappings and their singularities.Graduate Text in Mathematics, vol. 14, Springer-Verlag, N.Y. 1973.� [14] C.G. Gibson, Singular points of smooth mappings. Research Notes in Maths.25, Pitman, London 1973.� [3] T. Br�ocker and L.Lander, Di�erentiable Germs and Catastrophes, LondonMath. Soc. Lecture Note Series 17, (Cambridge University Press, 1975).Os conjunto mn:O(n; p) e G (um dos grupos de Mather) s~ao espa�cos de Frechetde dimens~ao in�nita. Portanto os resultados sobre as a�c~oes de grupos de Lie (Lemade Mather, Transversal Completa) n~ao se aplicam diretamente pela a�c~ao de G sobremn:O(n; p). Vimos que a a�c~ao de G sobre mn:O(n; p) induz uma a�c~ao de JkG sobreJk(n; p) que �e uma a�c~ao de um grupo de Lie sobre uma variedade de dimens~ao �nita.Para que a JkG-�orbita de jkf satisfa�ca todas as propriedades da G-�orbita de f preci-samos de um germe f �nitamente G � k-determinado. Uma condi�c~ao necess�aria paraque f seja �nitamente G-determinado �e que mk+1n :O(n; p) � LG:f . Para obter resul-tados sobre a su�ciência de uma inclus~ao do tipo acima, precisamos usar ferramentasda �algebra comutativa, atrav�s da estrutura do espa�co tangent LG:f . No caso ondeG = R; C ou K o espa�co tangente LG:f �e um On-modulo. Temos o seguinte resultado.22



4.1 Lema de NakayamaLema 4.1.1 Seja R um anel comutativo, m um ideal maximal em R. Seja C umR-m�odulo, A e B R-sub-m�odulos de C com A �nitamente gerado.Se A � B +mA; ent~ao A � B:Demonstra�c~ao: Sejam a1; � � � ; aq os geradores de A. Por hip�otese, existem b1; � � � ; bqem B, �ij em m tal que ai = bi + qXj=1�ijaj; 1 � i � qSejam a = (a1; � � � ; aq), b = (b1; � � � ; bq) e � = (�ij). Podemos escrever a equa�c~aoacima na forma matricial (I � �)a = bonde I �e a matriz identidade de ordem q em R. Para demonstrar o Lema �e su�cientemostrar que I � � �e invers��vel em R. Mas det(I � �) = 1 + �, onde � 2 m, e como m�e maximal, 1 + � �e invers��vel. Portanto (I � �) �e invers��vel.Corol�ario 4.1.2 Suponha que G = R; C ou K. Semk+1n :O(n; p) � LG:f +mk+2n :O(n; p);ent~ao mk+1n :O(n; p) � LG:f .Prova: Aplique o Lema de Nakayama.Nos casos dos grupos L e A os espa�cos tangentes n~ao s~ao mais On-m�odulos. Preci-samos de resultados mais fortes do que o Lema de Nakayama para tratar destes grupos,a saber dos Teoremas de Prepara�c~ao. 23



4.2 Teorema de Prepara�c~ao de WeierstrassTeorema 4.2.1 (Teorema de Prepara�c~ao de Weierstrass) Seja F : C � Cn ! Cuma fun�c~ao holomorfa de�nida em uma vizinhan�ca de 0 2 C� Cn tal quea) F (w; 0) = wkg(w), (w; 0) 2 C� Cn e g �e uma fun�c~ao holomorfa de uma vari�avelde�nida em uma vizinhan�ca de 0 2 C,b) g(0) 6= 0.Ent~ao existe uma fun�c~ao holomorfa q : C�Cn; 0! Ce fun�c~oes holomorfas �0; � � � ; �k�1 :Cn; 0! Ctais que(i) qF (w; z) = wk +Pk�1i=0 �i(z)wi em uma vizinhan�ca de 0 2 C� Cn,(ii) q(0) 6= 0.O Teorema de prepara�c~ao de Weierstrass segue do seguinte Teorema.Teorema 4.2.2 (Teorema de Divis~ao de Weierstrass) Sejam F; g; k como no Teo-rema 4.2.1 e G : C � Cn; 0 ! C uma fun�c~ao holomorfa de�nida em uma vizinhan�cade 0 2 C� Cn. Ent~ao existem fun�c~oes holomorfas q e r : C� Cn; 0! C tais que(i) G = qF + r,(ii) r(w; z) = Pk�1i=0 ri(z)wi, onde ri s~ao fun�c~oes holomorfas, e(iii) q e r s~ao �unicas.Teorema 4.2.2 =) Teorema 4.2.1:Tomando G = wk, temos wk = q(w; z)F (w; z) +Pk�1i=0 ri(z)wi.Precisamos mostrar que q(0; 0) 6= 0. Temos:wk = q(w; 0)F (w; 0) +Pk�1i=0 ri(0)wi= q(w; 0)wkg(w) +Pk�1i=0 ri(0)wi:24



Logo, como g e q s~ao anal��ticas, segue queq(0; 0)g(0; 0) = 1 =) q(0; 0) 6= 0:Prova do Teorema 4.2.2(iii) Unicidade de q e rSuponhamos que G = q1F + r1 = q2F + r2. Ent~ao(q1 � q2)F = r2 � r1 = k�1Xi=0(r2(z)� r1(z))wi;o que mostra que r2 � r1 �e um polinômio de grau � k � 1 em w. Vamos mostrar que(q1 � q2)F tem no m��nimo k ra��zes para qualquer z �xo numa vizinhan�ca de 0 2 Cn.Para isto �e su�ciente mostrar que isto �e v�alido para a fun�c~ao h(w) = F (w; z).Seja F (w) = F (w; 0) = wkg(w). Ent~ao F tem k ra��zes em 0, e como F �e anal��tica,as ra��zes s~ao isoladas. Ent~ao existe � > 0 tal que F (w) 6= 0 para 0 < jwj < �.Seja � = infjwj=�(jF (w)j):Como F �e cont��nua existe uma vizinhan�ca de 0 2 Cn tal que jzj < � implicajh(w)� F (w)j = jF (w; z)� F (w)j < � � jF (w)j; para jwj = �Usando o Teorema de Rouch�e, segue que h e F têm o mesmo n�umero de ra��zes nodisco jwj < �. Ent~ao F (w; z) (para jzj < �) tem no m��nimo k ra��zes, o que implica queq1 � q2 = 0 e r2 � r1 = 0.De�ni�c~ao 4.2.3 Os polinômios Pk s~ao os polinômios C� Cn � Ck; 0 ! Cda formaPk(w; z; �) = wk +Pk�1i=0 �iwi, onde � = (�1; � � � ; �k�1).Para provar (i) e (ii) do Teorema de Divis~ao de Weierstrass precisamos do seguinte:Teorema 4.2.4 (Teorema de Divis~ao de Polinômios) Seja G : C�Cn; 0! Cumafun�c~ao holomorfa. Ent~ao existem fun�c~oes holomorfas q; r : C � Cn � Ck; 0 ! Cquesatisfazem 25



(i) G(w; z) = q(w; z; �)Pk(w; z; �) + r(w; z; �), e(ii) r(w; z; �) = Pk�1i=0 ri(z; �)wi, onde ri s~ao fun�c~oes holomorfas Cn � Ck; 0! C.Teorema 4.2.4 =) (i) e (ii) do Teorema 4.2.2:Sejam F e G como no Teorema 4.2.2. Aplicando o Teorema 4.2.4 para F e G temosF = qFPk + rF e G = qGPk + rG;com rF (w; z; �) = Pk�1i=0 rFi (z; �)wi. As fun�c~oes rFi e qF satisfazem rFi (0; 0) = 0 eqF (0) 6= 0 pois wkg(w) = F (w; 0) = qF (w; 0)Pk(w; 0) + rF (w; 0)= qF (w; 0)wk +Pk�1i=0 rF (0)wi:Seja fi(�) = rFi (0; �), ent~ao det(@fi=@�j)(0)) 6= 0, pois tomando z = 0 temoswkg(w) = F (w; 0) = qFPk + rF= qF (w; 0; �)(wk +Pk�1i=0 �iwi) +Pk�1i=0 fi(�)wi:Derivando ambos os lados em rela�c~ao a �j e calculando em � = 0 obtemos0 = @qF@�j (w; 0)wk + qF (w; 0)wj + k�1Xi=0 @fi@�j (0)wi:Comparando os coe�cientes de wi para i < j segue que @fi@�j (0) = 0 e @fj@�j (0) = �qF (0),e portanto det(@fi=@�j)(0)) = (�1)kqF (0) 6= 0.Aplicando o Teorema da Fun�c~ao Impl��cita (para aplica�c~oes holomorfas) existe umaaplica�c~ao holomorfa �(z) = (�1(z); � � � ; �k�1(z)), tais que �(0) = 0 e rFj (z; �(z)) = 0.Sejam q(w; z) = qF (w; z; �(z)) e P (w; z) = Pk(w; z; �(z)). TemosF (w; z) = qF (w; z; �(z))Pk(w; z; �(z)) + rF (w; z; �(z))= q(w; z)P (w; z):Al�em disso, q(0) = qF (0) 6= 0 e P (w; z) = F (w; z)=q(w; z) em uma vizinhan�ca de 0onde q(w; z) 6= 0. 26



Substituindo tudo isso na equa�c~ao de G temosG(w; z) = qG(w; z; �(z))Pk(w; z; �(z)) + rG(w; z; �(z))= qG(w;z;�(z))q(w;z) F (w; z) + rG(w; z; �(z))= q(w; z)F (w; z) + r(w; z);onde r(w; z) = rG(w; z; �(z)) = Pk�1i=0 rGi (z; �(z))wi = Pk�1i=0 ri(z)wi.Prova do Teorema 4.2.4:Seja G(w; z) uma fun�c~ao holomorfa, temos que encontrar q e r tal queG(w; z) = q(w; z; �)Pk(w; z; �) + r(w; z; �);onde r(w; z; �) = Pk�1i=0 ri(z; �)wi. Pela de�ni�c~ao dos polinômios Pk quePk(�; �)� Pk(w; �) = (� � w)(k�1Xi=0 si(�; �)wi);ou Pk(�; �)� � w = Pk(w; �)� � w + k�1Xi=0 si(�; �)wi:Usando a f�ormula integral de CauchyG(w; z) = 12�i Z
 G(�; z)� � w d�;onde 
 �e uma curva fechada simples em C, e w um ponto no interior desta curva, temosG(w; z) = 12�i R
 G(�;z)��w Pk(�;�)Pk(�;�)d�= 12�i R
 G(�;z)Pk(�;�)(Pk(w;�)��w +Pk�1i=0 si(�; �)wi)d�= ( 12�i R
 G(�;z)(��w)Pk(�;�)d�)Pk(w; �) +Pk�1i=0 ( 12�i R
 G(�;z)Pk(�;�)si(�; �)d�)wi:Sejam q(w; z; �) = 12�i R
 G(�;z)(��w)Pk(�;�)d�ri(z; �) = 12�i R
 G(�;z)Pk(�;�)si(�; �)d�:Estas fun�c~oes est~ao bem de�nidas se, e somente se, as ra��zes de Pk n~ao ocorrem nacurva 
 para � pr�oximo de 0 2 Ck. Podemos escolher 
 satisfazendo esta propriedade,o que termina a demonstra�c~ao do teorema.27



4.3 Teorema de Prepara�c~ao de MalgrangeA demonstra�c~ao do Teorema de Prepara�c~ao de Weierstrass pode ser adaptada paratratar o caso de fun�c~oes suaves reais. A �unica di�culdade vem da �ultima parte dademonstra�c~ao do Teorema de Divis~ao para polinômios.Teorema 4.3.1 (Teorema de Divis~ao de Mather) Seja F uma fun�c~ao suave IR�IRn; 0! IR, tal que F (t; 0) = tkg(t) com g(0) 6= 0. Ent~ao, dada qualquer fun�c~ao suaveG : IR� IRn; 0! IR , existem fun�c~oes suaves q e r tais que(i) G = qF + r em uma vizinhan�ca de 0,(ii) r(t; x) = Pk�1i=0 ri(x)ti para (t; x) perto de 0.Uma diferen�ca em rela�c~ao ao caso complexo �e que as fun�c~oes q e r n~ao precisam ser�unicas. Exemplo: F (t; x) = t2 � x, G(t; x) � 0. Ent~ao q1 = r1 = 0 er2(t; x) = f e�1=x2 x < 00 x � 0 and q2 = �r2=Fs~ao dois pares que satisfazem as conclus~oes do teorema. (No caso k = 1, as fun�c~oes qe r s~ao �unicas.)O Teorema de Divis~ao de Mather segue do Teorema de Divis~ao de polinômios.Teorema 4.3.2 (Teorema de Divis~ao de Polinômios) Seja G(t; x) uma fun�c~aocomplexa de�nida e suave perto de 0 em IR� IRn; 0. Ent~ao existem fun�c~oes complexasq(t; x; �) e r(t; x; �) de�nidas em uma vizinhan�ca de 0 2 IR� IRn � IRk; 0 tais que(i) G(t; x) = q(t; x; �)Pk(t; x; �) + r(t; x; �), e(ii) r(t; x; �) = Pk�1i=0 ri(x; �)wi, onde ri s~ao fun�c~oes suaves de�nidas em uma vizi-nhan�ca de 0 2 IRn � IRk.Al�em disso se G �e real, q e r podem ser escolhidas reais.O Teorema de Divis~ao de Mather segue do Teorema de Divis~ao de Polinômios deuma maneira an�aloga ao caso complexo. No lugar da f�ormula integral de Cauchyusamos o Teorema de Green. 28



Seja z = x+ iy a coordenada complexa de IR2 e z = x� iy. Suponha que F : C! C�e dada por f + ig onde f; g : C! IR. Ent~ao@F@z = @f@z + i@g@z = 12((@f@x � @g@y ) + i(@f@y + @g@x )):Em particular @F@z = 0 se e somente se F �e holomorfa. TemosLema 4.3.3 Seja F : C! Cuma fun�c~ao suave (quando considerada como uma apli-ca�c~ao IR2 ! IR2). Seja 
 uma curva simples e fechada em Ccujo interior �e D. Ent~aopara w 2 D F (w) = 12�i Z
 F (z)z � wdz + 12�i Z ZD @F@z (z)dz ^ dzz � w :Prova do Teorema 4.3.2:Seja G(t; x) uma fun�c~ao de�nida em uma vizinhan�ca de 0 2 IR � IRn. Precisamosmostrar que G = qPk + r para algumas fun�c~oes apropriadas q e r.Seja ~G(z; x; �) uma extens~ao de G de�nida em uma vizinhan�ca de C� IRn � Ck.Ent~ao usando a mesma t�ecnica da demonstra�c~ao do teorema da divis~ao de polinômiospara o caso complexo, temos ~G = qPk + r (em C� IRn � Ck), ondeq(w; x; �) = 12�i Z
 ~G(�; x; �)Pk(�; �) d�� � w + 12�i Z ZD @ ~G=@z(�; x; �)Pk(�; �) d� ^ d�� � we ri(x; �) = 12�i Z
 ~G(�; x; �)Pk(�; �) si(�; �)d� + 12�i Z ZD @ ~G=@z(�; x; �)Pk(�; �) si(�; �)d� ^ d�:As primeiras integrais em q e ri est~ao bem de�nidas. O problema �e na segundaintegral pois D cont�em os zeros de Pk. Mas se for poss��vel escolher uma extens~ao ~G deG tal que @ ~G=@z se anule nos zeros de Pk para z real, teremos q e ri bem de�nidas.Para assegurar a diferenciabilidade de q e ri uma condi�c~ao apropriada �e que a extens~ao~G de G seja escolhida tal que @ ~G=@z se anule nos zeros de Pk, para z real, com ordemin�nita. A existência desta extens~ao �e dada pelo Teorema de extens~ao de Nirenberg(ver [16]). 29



4.4 Teorema de Prepara�c~ao de Malgrange Genera-lizadoProposi�c~ao 4.4.1 Seja R um anel comutativo local com identidade e m o ideal ma-ximal de R. Seja A um R-m�odulo �nitamente gerado. Ent~ao A=mA �e um espa�covetorial de dimens~ao �nita sobre o corpo R=m. Seja � : A ! A=mA a proje�c~ao na-tural e v1; � � � ; vn uma base deste espa�co vetorial. Escolha e1; � � � ; en em A tais que�(ei) = vi. Ent~ao e1; � � � ; en s~ao geradores de A sobre R.Prova: A a�c~ao de R sobre A induz uma a�c~ao de R=m sobre A=mA. R=m �e um corpo,portanto A=mA �e um espa�co vetorial. Sejam e1; � � � ; en os geradores de A e vi = �(ei).Seja v 2 A=mA, ent~ao v = �(a) por algum a 2 A. Mas a = r1e1 + � � �+ rnen (ri 2 A),portanto v = �(r1)v1 + � � �+ �(rn)vn. O que implica que v1; � � � ; vn geram A=mA, isto�e A=mA tem dimens~ao �nita.Inversamente, seja v1; � � � ; vn uma base de A=mA com vi = �(ei); i = 1 � � �n: SejaB o sub-m�odulo de A gerado por e1; � � � ; en, e C = A=B. Como A �e �nitamente geradosobre R ent~ao C �e �nitamente gerado sobre R. Agora A = B + mA, pois se a 2 Aent~ao �(a) = �(r1)v1+ � � �+�(rn)vn. Logo a = r1e1+ � � �+rnen+s, s 2 mA. Portanto,C = A=B = (B +mA)=B = m(A=B) = mC:Aplicando o Lema de Nakayama segue que C = 0, isto �e, A = B.Seja f : IRn; 0! Rp; 0 um germe de uma aplica�c~ao C1, e A um On-m�odulo. Ent~aof � : Op ! On dada por f �( ) =  � f �e um homomor�smo de an�eis. Portanto, Apode ser visto com um Op-m�odulo, pois se a 2 A e  2 Op,  :a = f �( ):a = ( � f):a.Dizemos que A �e um Op-m�odulo via f �.Teorema 4.4.2 (Teorema de Prepara�c~ao de Malgrange Generalizado) Seja f : IRn; 0!IRp; 0 um germe de uma aplica�c~ao C1, e A um On-m�odulo �nitamente gerado. Ent~ao30



A �e um Op-m�odulo (via f �) �nitamente gerado se e somente se A=mpA �e um espa�covetorial de dimens~ao �nita.Observa�c~oes 4.4.3 1. No caso dos germes de aplica�c~oes holomorfas, o teorema seguedo Teorema de Prepara�c~ao de Weierstrass.2. O Teorema de Prepara�c~ao de Malgrange Generalizado implica no Teorema deDivis~ao de Mather. (Ver [16] para a demonstra�c~ao.)3. Se A �e Op-m�odulo �nitamente gerado ent~ao, usando a Proposi�c~ao 4.4.1, A=mpA�e um espa�co vetorial de dimens~ao �nita. A outra implica�c ao �e demonstrada primei-ramente no caso de submers~oes e imers~oes.Lema 4.4.4 Seja � : IRn; 0! IRn�1; 0 o germe da proje�c~ao (x1; � � � ; xn) 7! (x2; � � � ; xn),e A um On-m�odulo �nitamente gerado. Se A=mn�1A �e um espa�co vetorial de dimens~ao�nita ent~ao A �e um On�1-m�odulo (via ��) �nitamente gerado.Prova: Sejam e1; � � � ; en 2 A tais que  (e1); � � � ;  (en) formam uma base de V =A=mn�1A, onde  : A! V �e a proje�c~ao natural.Etapa 1: e1; � � � ; en geram A como um On-m�odulo. Para demonstrar isso, obser-vamos que mn�1 � mn, o que induz uma proje�c~ao � : A=mn�1A ! A=mnA. Ent~ao� (e1); � � � ; � (en) geram A=mnA, e segundo a Proposi�c~ao 4.4.1, e1; � � � ; en geram Acomo um On-m�odulo.Etapa 2: Um elemento a 2 A tem a forma Pni=1(ciei + fiei) onde ci 2 IR e fi 2mn�1On. Como  (e1); � � � ;  (en) �e uma base de V , ent~ao a = Pni=1 ciei + e, ondee 2 mn�1A, e ci 2 IR. Ent~ao e = Pmj=1 gjaj, gj 2 mn�1 e aj 2 A. Pela Etapa 1,aj = Pni=1 hijei, hij 2 On. Ent~ao e = Pni=1(Pmj=1 gjhij)ei, o que implica que a =Pni=1(ciei + fiei), onde fi = Pmj=1 gjhij.Etapa 3: Demonstra�c~ao do Lema. Pela Etapa 2, x1ei = Pnj=1(cij + fij)ej comcij 2 IR e fij 2 mn�1On. Obtemos um sistema linear de n-equa�c~oes a n-vari�aveis31



e1; � � � ; en nXj=1(x1�ij � cij � fij)ej = 0;onde �ij �e o delta de Kronecker. Seja P (x1; � � � ; xn) o determinante da matriz (x1�ij �cij � fij). Escrevendo o sistema acima na forma A:e = 0 e multiplicando pela matrizadjunta, temos P:e = 0, ou seja P:ei = 0; 8i.Al�em disso, temos fij(x1; 0; � � � ; 0) = 0 pois fij 2 mn�1On. Ent~aoP (x1; 0; � � � ; 0) = det(x1�ij � cij)que �e um polinômio em x1 de grau � n. Ent~ao existe k � n tal que P (x1; 0; � � � ; 0) =xk1g(x1) e g(0) 6= 0. Pela Etapa 2, se a 2 A, ent~ao a = Pni=1(ciei + fiei). Aplicando oTeorema de Prepara�c~ao (usual) a fi e P , obtemosfi = qiP + k�1Xj=0 rij(x2; � � � ; xn)xj1:Como Pei = 0, fiei = Pk�1j=0 rij(x2; � � � ; xn)xj1ei ea = nXi=1(ciei + k�1Xj=0 rij(x2; � � � ; xn)xj1ei):Ent~ao A �e gerado pelos nk elementos e1; � � � ; en; x1e1; � � � ; x1en; � � � ; xk1en como umOn�1,pois rij 2 On�1.Lema 4.4.5 Seja i : IRn; 0 ! IRp; 0 o germe de uma imers~ao e A um On-m�odulo�nitamente gerado. Ent~ao A �e um Op-m�odulo �nitamente gerado.Demonstra�c~ao: Basta observar que a aplica�c~ao i� : Op ! On �e sobrejetora.Demonstra�c~ao do Teorema 4.4.2: De�nimos a aplica�c~ao f(x) = (x; f(x)). Sejam�i : IRi � IRp ! IRi�1 � IRp as proje�c~oes dadas por�i(x1; � � � ; xi; y) = (x1; � � � ; xi�1; y):32



Ent~ao f = �1 � � � � � �n � f . Como f �e uma imers~ao, aplicando o Lema 4.4.5, A �eum On+p-m�odulo �nitamente gerado. Como mp(IRn�1 � IRp)A � mpA, existe umaproje�c~ao natural A=mpA! A=mp(IRn�1 � IRp)A, portanto A=mp(IRn�1 � IRp)A �e umespa�co vetorial de dimens~ao �nita. As hip�oteses do Lema 4.4.4 est~ao satisfeitas paraas proje�c~ao �n, o que nos permite concluir que A �e On�1+p-m�odulo �nitamente gerado.Por indu�c~ao, o mesmo argumento implica que A �e um Op-m�odulo �nitamente gerado.4.5 Lema de WallNas aplica�c~oes ao problema da determina�c~ao �nita, o seguinte lema, resultante doteorema de prepara�c~ao, �e muito importante. Ele foi provado em [25].Lema 4.5.1 Sejam f : Kn; 0 ! Kp; 0, C um On-m�odulo �nitamente gerado e A umOp-sub-m�odulo de f �mp:C. Sejam I;M � mn dois ideais de colength �nitos em On.(i) Se (a) M:C � (f �mp +mn:M):C, e (b) I:C � A+M:I:C, ent~ao I:C � A.(ii) Se M:C � A+M2:C, ent~ao M:C � A.Prova: (i) Seja E = (f �mp + M):C=f �mp:C. Isto �e um On-m�odulo �nitamentegerado (desde que �e um quociente de M:C e M e C s~ao �nitamente gerados). Acondi�c~ao (a) implica que mn:E = E, ent~ao pelo lema de Nakayama, E = 0 e portantoM:C � f �mp:C: Segue disso e de (b) que (c): I:C � A+ f �mp:I:C.Seja E 0 = (A + I:C)=A: Segue de (c) que f �mp:E 0 = E 0. O resultado E 0 = 0 seguese mostrarmos que E 0 �e �nitamente gerado sobre Op. Para isso basta mostrar paraI:C.I:C �e �nitamente gerado sobre On, e como I:M:C � f �mp:I:CdimIR(I:C=f �mp:I:C) � dimIR(I:C=M:I:C)Isto �e �nito visto que M �e de colength �nito. O resultado segue do Teorema dePrepara�c~ao.(ii) Aplicamos (i) com I =M . 33



Cap��tulo 5Determina�c~ao Finita
Principais Referências� [24] C.T.C Wall, Finite Determinacy of Smooth map-germs, Bull. London Math.Soc., 13 (1981), 481-539.� [25] C.T.C Wall, Classi�cation and stability of singularities of smooth maps.Singularity theory (Trieste, 1991), 920{952, World Sci. Publishing, River Edge,NJ, 1995.� [11] J.W. Bruce, A.A. du Plessis, C.T.C. Wall, Determinacy and unipotency,Invent. Math. 88 (1987) 521-554.A investiga�c~ao da determina�c~ao �nita come�cou com os trabalhos de John Matherem 1960 com uma s�erie de artigos principais da teoria de singularidades. Mather deuuma estimativa grosseira do grau de determina�c~ao �nita de um germe de aplica�c~ao.Terence Ga�ney e Andrew du Plessis melhoraram bastante as aproxima�c~oes do graude determina�c~ao de germes. O artigo de C.T.C. Wall cont�em um survey dos resultadosconhecidos sobre a determina�c~ao �nita antes 1980. Foi somente em [11] que a quest~aodo grau da determina�c~ao �nita foi completamente resolvida usando as a�c~oes de gruposunipotentes. Neste cap��tulo apresentamos os principais resultados dos artigos [24] e[11]. Observamos que o Lema correspondente ao Lema 4.5.1 em [24] n~ao est�a correto.34



O lema foi substitudo pelo Lema 4.5.1 enunciado no cap��tulo anterior, que apareceuem [25]
5.1 Crit�erio da determina�c~ao �nita para os gruposde MatherTeorema 5.1.1 Para f 2 O(n; p) e G um grupo de Mather, s~ao equivalentes(a) f �e �nitamente G-determinado,(b) para algum k, mkn:�f � LGf ,(c) d(f;G) <1,(d) de(f;G) <1,Al�em disso, se consideramos � = 1 para G = R; C ou K e � = 2 para G = L;A, temos(i) Se f �e r � G-determinado, ent~ao mr+1n :�f � LGf .(ii) Se mr+1n :�f � LGf , ent~ao f �e (�r + 1)� G-determinado.(iii) Se d(f;G) = d <1, ent~ao m(d+1)�n :�f � LGf .As a�rma�c~oes (a)-(d) seguem das a�rma�c~oes (i), (ii) e (iii).Prova da Parte (i) do Teorema 5.1.1:Suponha que f �e r-determinado. Ent~ao, qualquer l-jato, l � r, cujo r-jato �e igual ajrf �e equivalente a f . Estes jatos formam uma sub-variedade em J l(n; p) cujo espa�cotangente �e mr+1n :�f=ml+1n :�f . Portantomr+1n :�f � LG:f +ml+1n :�f :Em particular, se l = �r + 1 temosmr+1n :�f � LG:f +m�r+2n :�f :Se G = R; C;K, aplicando o Lema de Nakayama, segue se que mr+1n :�f � LG:f .35



Aplicando o Lema 4.5.1 com C = �f no caso L, ou C = �f=LR:f no caso A, A �e aimagem de LL:f em C, e M = mr+1n , segue que mr+1n :�f � LG:f .Prova da parte (ii) do Teorema 5.1.1:Para demonstrar a parte (ii) do teorema, precisamos de alguns lemas de aproxi-ma�c~ao, mostrando que se f e g tem o mesmo l-jato ent~ao os espa�cos tangentes LG:f eLG:g diferenciam-se apenas em ordens maiores.Lema 5.1.2 Sejam f e g com mesmo k � 1-jatos em 0.(i) Se � 2 �n, ent~ao tf(�)� tg(�) 2 mk�1n :�f .(ii) Se � 2 Op, ent~ao f �(�)� g�(�) 2 mkn.(iii) Se � 2 �p, ent~ao wf(�)� wg(�) 2 mkn:�f .(iv) LG:f +mkn:�f = LG:g +mkn:�g.Prova: Exerc��cio.Seja F : Kn � K ! Kp � K um germe dado por F (x; t) = (F1(x; t); t) (\levelpreserving"). De�nimos �0F como o conjunto dos campos de vetores verticais ao longode F (s~ao os campos cuja proje�c~ao em K �e nula) . Ent~ao n~ao �e dif��cil ver que �0F = �F1 .Temos t0F : �0Kn�K ! �0F ; com imagem L0eR:Fw0F : �0Kp�K ! �0F ; com imagem L0eL:FTratando F como uma fam��lia dos germes, usamos os ideais mn (em O(n + 1)) emp (em O(p+ 1)) que de�nem 0�K, de�nimosL0R:F = t0F (mn:�0Kn�K);L0L:F = w0F (mp:�0Kp�K);L0C:F = F �mp:�0F ;com L0A:F e L0K:F de�nidos como as somas usuais.Seja F0(x; t) = (f(x); t) a fam��lia constante. Ent~aoLema 5.1.3 mkn:�0F0 � L0G:F0 () mkn:�f � LG:f:36



Prova: Ver [24].Lema 5.1.4 Sejam F;G : Kn �K; 0! Kp �K; 0 tais que G� F 2 mkn:�F . Ent~ao(i) para � 2 �0n+1, t0F (�)� t0G(�) 2 mk�1n :�0F ,(ii) para � 2 Op+1, F �(�)�G�(�) 2 mkn:On+1,(iii) para � 2 �0p+1, w0F (�)� w0G(�) 2 mkn:�0F .(iv) para cada G, L0G:F +mkn:�0F = L0G:G+mkn:�0G.Prova: Exerc��cio.Podemos agora demonstrar a parte (ii) do teorema. Suponha que mr+1n :�f � LG:f ,e seja g um germe com o mesmo l-jato que f , onde l = �r + 1. Pelo Lema 5.1.2mr+1n :�f � LG:f +ml+1n :�f = LG:g +ml+1n :�g:Usando o Lema 4.5.1 segue que mr+1n :�g � LG:g.Seja H : Kn � K; 0 ! Kp � K; 0 uma interpola�c~ao linear entre f e g, ou seja,H(x; t) = (ft(x); t) com ft(x) = (1� t)f(x) + tg(x). Em cada ponto (0; t0); 0 � t0 � 1,ft0 tem o mesmo l-jato que f . Ent~ao pela observa�c~ao acima, mr+1n :�ft0 � LG:ft0 , e peloLema 5.1.3 mr+1n :�(ft0�idK) � LG:(ft0� idK). Aplicando o Lema 5.1.4 para F = ft0�Ke G o germe de H em (0; t0): a diferen�ca �e ((t � t0)(g(x) � f(x)); 0) que pertence amln�0F . Portanto, mr+1n �0G � L0G:G+ml+1n :�0G:Pelo Lema 4.5.1 isto implica mr+1n �0G � L0G:G.Em particular, o vetor dG(0; @=@t) � (0; @=@t) 2 L0G:G (denotado por tG(@=@t) �@=@t). Para G = A isto signi�ca que existem germes de campos de vetores � 2 mn:�0n+1e � 2 mp:�0p+1 tais que t0G(�) + w0G(�) = tG(@=@t) � @=@t:37



A equa�c~ao acima implica na existência de duas fam��lias �a 1-parâmetro dos germesde difeomor�smos A e B, preservando os n��veis, tais queB �G � A = ft0 � idK:(Este �e um resultado de Thom-Levine, ver [16] Theorem 3.3, pp 125-126, vers~ao local.)Portanto ft �e A-equivalente a ft0 para t pr�oximo de t0. Ent~ao f = f0 �e A-equivalentea g = f1.Uma vez que o problema da determina�c~ao �nita est�a resolvido, isto �e, o germe ffoi provado ser �nitamente determinado, podemos trabalhar no espa�co J l(n; p) e usaro Lema de Mather para ver se o germe �e r determinado por algum r < l. Assimpodemos dar uma estimativa do grau da determina�c~ao de f . Existem v�arios trabalhossobre esta estimativa (ver [24]). No caso do grupo A, a aproxima�c~ao �e feita usandouma aproxima�c~ao do grau da K-determina�c~ao do germe, como mostram os seguintesresultados.Teorema 5.1.5 Se existe um On-m�odulo D tal que(a) msn:�f � tf(mn:�n) + f �mp:D +ms+1n :�f ,(b) D � tf(�n) + wf(�p) +msn:�f ,ent~ao f �e s�A-determinado.Corol�ario 5.1.6 Se(a) mln:�f � LeK:f = tf(�n) + f �mp:�f ,(b) mkn:�f � LeA:f = tf(�n) + wf(�p),ent~ao f �e k + l �A-determinado.5.2 Determina�c~ao �nita e unipotênciaUma solu�c~ao de�nitiva do problema da estimativa do grau da determina�c~ao �nita �edada em [11] para uma grande classe de subgrupos de Mather. J�a que o problema38



da determina�c~ao �nita foi resolvido por Mather, basta trabalhar em algum espa�co dosjatos Jk(n; p), para k grande. A id�eia principal em [11] �e perceber que a condi�c~aonecess�aria pera k � Gs-determina�c~ao de um germe f (G = R; C;K;L;A; s � 1) �etamb�em su�ciente (onde Gs �e o subgupo de G cujos elementos têm s-jato �a identidade).Al�em disso, este resultado vale para qualquer subgrupo U de um dos grupos de Mathertal que J1U �e um grupo alg�ebrico a�m unipotente. Os resultados da teoria dos gruposalg�ebricos a�ns s~ao essenciais no trabalho de Bruce-du Plessis-Wall (1997). Temosabaixo algumas de�ni�c~oes e conceitos sobre grupos alg�ebricos.Um grupo G � GL(n;K) (K = IR;C) �e dito alg�ebrico se G �e um subconjuntoalg�ebrico do conjunto aberto das matrizes invers��veis. O grupo G age algebricamentesobre uma variedade a�m M se a a�c~ao �e dada na forma polinomial.Um endomor�smo � de umK-espa�co vetorial V �e dito nilpotente, e I+� unipotente,se �r = 0, para algum r.Um grupo alg�ebrico de automor�smos unipotentes de um espa�co vetorial �e chamadogrupo alg�ebrico unipotente.Lema 5.2.1 Seja U um grupo alg�ebrico a�m unipotente, agindo algebricamente sobreum espa�co a�m A. Seja B um subespa�co vetorial de VA. Se x 2 A, ent~ao x + B est�acontido em uma �orbita s�o se(a) B � LU:x,(b) 8y 2 x+B; LU:y = LU:x.Proposi�c~ao 5.2.2 Seja G um grupo alg�ebrico a�m agindo algebricamente sobre umespa�co a�m A. Seja B um subespa�co vetorial de VA tal que existe uma a�c~ao induzida deG sobre A=B. Se para algum x 2 A, x+B � G:x, ent~ao existe um subgrupo unipotenteU � G tal que x+B = U:x.Proposi�c~ao 5.2.3 Seja H um subgrupo conexo e fechado do grupo JsK, s � 1. Ent~aoH �e um grupo alg�ebrico a�m unipotente se, e somente se, J1H �e unipotente.39



De�ni�c~ao 5.2.4 Seja G um dos grupos de Mather. Um subgrupo H de G �e dito for-temente fechado se Gs � H para algum s, e JsH �e um subgrupo fechado de JsG. Al�emdisso, se JsH �e um subgrupo alg�ebrico, ent~ao H �e dito fortemente Z-fechado.Teorema 5.2.5 Seja H um subgrupo fortemente Z-fechado de um dos grupos de Ma-ther G. Ent~ao, para qualquer r, f 2 O(n; p) �e r � H-determinado se, e somente se,existe um subgrupo fortemente fechado U � H de G, com J1U unipotente, tal quemr+1n :�f � LU :f:
Prova \=)": Como mr+1n :�f � LU :f � LG:f , f �e �nitamente G-determinado eportanto Gs-determinado para qualquer s. Escolha s tal que Gs � U e k tal que f �e�nitamente k � Gs-determinado. Ent~ao basta mostrar que o espa�co a�m dos k-jatosque têm o mesmo r-jato que f est�a contido na JkU -�orbita de jkf .Usando os lemas de aproxima�c~ao (Lema 5.1.2), se g tem o mesmo r-jato que f;ent~ao LU :g � LU :f +mr+1n :�f= LU :f pela hip�otese:Tomando os k-jatos, L(JkU):jkg � L(JkU):jkf;para todo g com o mesmo r-jato que f . Como J1U �e unipotente, segue que JkU�e unipotente (Proposi�c~ao 5.2.3), e usando o Lema 5.2.1, conclu��mos que g est�a namesma �orbita que f .\(=": Como f �e r � H-determinado, f �e r � G-determinado e portanto k � Gs-determinado por algum k, onde s �e tal que Gs � H. Claramente k � s. Agora JkH �JkG age sobre Jk(n; p) com uma a�c~ao induzida sobre Jr(n; p) = Jk(n; p)=Jk(mr+1n :O(n; p)).Aplicando a Proposi�c~ao 5.2.2, com A = Jk(n; p), B = Jk(mr+1n :O(n; p)), G = JkH,40



mostramos que existe um subgrupo unipotente U de JkH tal que U:jkf = jkf +Jk(mr+1n :O(n; p)).De�nimos U como o subgrupo de H tal que Hk � U e JkU = U . Como J1U �eunipotente, ent~ao J1U �e unipotente. Como f �e k � Gs-determinado,mk+1n :�f � LGs:f � LU :f:Finalmente, como LU:jkf = Jk(mr+1n :O(n; p)), segue quemr+1n :�f � LU :f:Teorema 5.2.6 Seja G um dos grupos de Mather. Ent~ao f �e r � Gs-determinado(s � 1) se, e somente se, mr+1n :�f � LGs:f:Prova Aplique o Teorema 5.2.5 para H = Gs.Corol�ario 5.2.7 f �e r � Gs-determinado (G = L ou A, s � 1) se, e somente se,mr+1n :�f � LGs:f +mr+1n :(f �mp:On +mr+1n ):O(n; p):
Prova: Aplique o Teorema 5.2.6 e o Lema 4.5.1.No caso do grupo A os resultados acima s~ao usados atrav�s do seguinte corol�ario.Corol�ario 5.2.8 Se f satisfazmln:�f � LK:f emr+1n :�f � LA1:f +ml+r+1n :�f ;ent~ao f �e r �A1-determinado.Demonstra�c~ao: Das hip�oteses do corol�ario temosmr+1n :�f � LA1:f +mr+1n LK:f:e o resultado segue do Corol�ario 5.2.7. 41



Cap��tulo 6Desdobramentos Versais
Principal Referência� [18] J. Martinet, Singularities of smooth functions and maps, LMS Lecture Notes58, Cambridge University Press 1982.

Seja f um germe �nitamente determinado. Podemos considerar as deforma�c~oes de fe estudar os tipos de singularidades que aparecem em tais deforma�c~oes. Em particular,podemos perguntar se os tipos de singularidades que aparecem s~ao em n�umero �nito ese existe uma fam��lia que cont�em todos estes tipos. Na verdade queremos que qualqueroutra deforma�c~ao de f seja obtida a partir desta fam��lia. Tais fam��lias chamam-sedeforma�c~oes versais. Neste cap��tulo enunciamos os teoremas principais sobre as de-forma�c~oes e desdobramentos versais. Estudamos tamb�em alguns objetos geom�etricosassociados a tais fam��lias.A partir de agora tomamos K = IR, mas os resultados valem tamb�em para K = C.De�ni�c~ao 6.0.9 Um desdobramento a s-parâmetros de um germe f0 2 mn:O(n; p) �eum germe F : IRn � IRs; 0 ! IRp � IRs; 0(x; u) 7! (f(x; u); u)tal que f(x; 0) = f0(x). O germe f(x; u) �e chamado uma deforma�c~ao de f0.42



Consideramos o caso G = A (os resultados s~ao an�alogos para qualquer grupo deMather). Dois desdobramentos F;G : IRn � IRs; 0 ! IRp � IRs; 0 de f0 s~ao isomorfosse existirem dois germes de difemor�smos� : IRn � IRs; 0 ! IRn � IRs; 0 e : IRp � IRs; 0 ! IRp � IRs; 0que s~ao desdobramentos a s-parâmetros dos germes da identidades em IRn e IRp res-pectivamente, e G =  � F � ��1:Como �0 = 1IRn e  0 = 1IRp, ent~ao �u e �v s~ao germes de difeomor�smos para upequeno. Ent~ao gu =  u � fu � ��1u e gu �e Ae-equivalente a fu via difeomor�smosque s~ao suavemente parametrizados por u. Observamos que os germes gu; fu; �u e  un~ao podem ser considerados como germes em 0 com meta 0, para u 6= 0. Por issochamamos a equivalência de Ae-equivalência. Para manter a origem �xa temos queimpor �(0; u) = 0 e  (0; u) = 0.Dado um germe h : IRt; 0! IRs; 0 de�nimos o pull-back de F por h, denotado porh�F , o desdobramento a t-parâmetrosh�F (x; v) = (f(x; h(v)); v):F e G s~ao ditos equivalentes se existir um difeomor�smo h : IRs; 0! IRs; 0 tal queG �e isomorfo a h�F . Esta �e uma rela�c~ao de equivalência. Se G �e um desdobramento at-parâmetros de f0 (t n~ao necessariamente igual a s), dizemos que G �e induzido por Fse existir um germe h : IRt; 0! IRs; 0 tal que G �e isomorfo a h�F .De�ni�c~ao 6.0.10 1. F �e versal se todos os desdobramentos de f0 s~ao induzidos porF . 2. F �e trivial se �e isomorfo ao desdobramento constante (x; u) 7! (f0(x); u):3. f0 �e est�avel se todos os desdobramentos de f0 s~ao triviais.43



Dado F (x; u) = (f(x; u); u) um desdobramento de f0, as velocidades iniciais _Fi 2O(n; p) de F s~ao de�nidas como_Fi(x) = @f@ui (x; 0); para i = 1; � � � ; s:Podemos enunciar agora o teorema fundamental da existência de desdobramentosversais.Teorema 6.0.11 O desdobramento F �e versal se, e somente se,LAe:f0 + IRf _F1; � � � ; _Fsg = O(n; p):
Suponha que c = Ae-codim(f0) <1 e g1; � � � ; gc 2 O(n; p) formam uma IR-base docomplementar de LAe:f0 em O(n; p). De�na o desdobramentoF (x; u) = (f0(x) + cXi=1 uigi(x); u);com gi = _Fi. Ent~aoCorol�ario 6.0.12 F (x; u) = (f0(x) +Pci=1 uigi(x); u) �e um desdobramento versal def0.Corol�ario 6.0.13 f0 possui um desdobramento versal se, e somente se, Ae-codim(f0) <1.Temos tamb�em:Teorema 6.0.14 f0 �e est�avel se, e somente se, Ae-codim(f0) = 0.Se c = Ae-codim(f0), ent~ao o n�umero m��nimo de parâmetros para um desdobra-mento versal �e c. Um desdobramento versal a c-parâmetros de f0 �e chamadominiversal.44



Teorema 6.0.15 Todos os desdobramentos miniversais de f0 s~ao equivalentes.Os resultados no caso dos A-desdobramentos s~ao an�alogos, s�o que usamos a A-codim(f0) e supomos que g1; � � � ; gs 2 mn:O(n; p) geram o complementar de LA:f0 emmn:O(n; p). Observamos que existe o seguinte resultado de Wilson.Teorema 6.0.16 A-codim(f0) = Ae-codim(f0) + n:Os desdobramentos versais fornecem informa�c~oes sobre a geometria do germes sin-gulares.De�ni�c~ao 6.0.17 1. O conjunto dos pontos cr��ticos de F �e�F = f(x; u) : DFx(x; u) �e singularg;onde DFx denota a derivada c.r.a. x2. O discriminante de F , �(F ) �e a imagem de �F , isto �e, �(F ) = F (�F ).3. O conjunto de bifurca�c~ao �e de�nido porBif(F ) = fu 2 IRs : 9x 2 IRn; 0 com fu inst�avel em xgUma aplica�c~ao importante dos desdobramentos versais �e a seguinte.Proposi�c~ao 6.0.18 Quaisquer dois desdobramentos versais com mesmo n�umero deparâmetros têm conjuntos de pontos cr��ticos, discriminantes e conjuntos de bifurca�c~oesdifeomorfos.
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Cap��tulo 7Classi�ca�c~ao dos germes de fun�c~oes
Seja f : IRn; 0! IR; 0 um germe de uma fun�c~ao suave. Se rf(0) 6= 0, ent~ao f 'R x1.Se f �e singular em 0, o objetivo �e determinar uma lista de singularidades �nitamentedeterminadas. �E claro que n~ao podemos obter todos os germes �nitamente determina-dos, portanto, restringimo-nos ao caso dos germes simples (De�ni�c~ao 7.4.1).Neste curso, a classi�ca�c~ao dos germes de fun�c~oes (ou de aplica�c~oes) �e obtida porindu�c~ao sobre o espa�co de k-jatos. Dado um jkf usamos o teorema da TransversalCompleta para obter uma parametriza�c~ao dos (k+1)-jatos que tem o k-jato igual a jkf .Podemos usar o Lema de Mather para produzir as �orbitas dentro desta parametriza�c~ao.Aplicamos o teste da determina�c~ao �nita a cada �orbita no (k + 1)-jato (cuja k-jato �ejkf). Se o germe �e �nitamente determinado paramos o processo. Se n~ao, consideramoso (k + 2)-jato. No caso de fun�c~oes precisamos dos resultados que apresentamos napr�oxima se�c~ao.7.1 Singularidades de Morse e Lema da Decompo-si�c~aoDe�ni�c~ao 7.1.1 Um germe f 2 mn �e dito de Morse se j2f �e uma forma quadr�atican~ao degenerada.Lema 7.1.2 ([18]) Um germe de Morse �e R-equivalente a Pni=1�x2i .46



Seja f 2 mn, ent~ao o R-espa�co tangente estendido de f �e dado por LeR:f = J(f),onde J(f) denota o ideal Jacobiano de f . Segue do teorema fundamental dos desdo-bramentos versais (ver Teorema 6.0.11 no caso do grupo A) que um desdobramento def �e Re-versal se, e somente se,J(f) + IRf _F1; � � � ; _Fsg = On:Isto implica na seguinte proposi�c~ao.Proposi�c~ao 7.1.3 Uma deforma�c~ao Re-miniversal de um germe de Morse f �e dadapor f(x; u) = f(x) + u.Observa�c~ao 7.1.4 No caso do grupo K ou A um germe de Morse �e est�avel.De�ni�c~ao 7.1.5 Um germe f 2 m2n tem corank q se a matriz Hessiana (@2f=@xi@xj(0))tem rank p = n� q.Lema 7.1.6 (\Splitting Lemma" ou Lema de Decomposi�c~ao) Se f 2 m2n �e uma singu-laridade de corank q, ent~ao f �e R-equivalente a um germe da formaQ(x1; � � � ; xp) + g(xp+1; � � � ; xn);onde p+ q = n, Q uma forma quadr�atica n~ao degenerada e j2g = 0.Prova: Podemos supor que j2f �e dado por uma forma quadr�atica n~ao degeneradaQ(x1; � � � ; xp), e considerar f como um desdobramento de Q. Como Q+u �e miniversal,segue que f �e isomorfo a g�(Q+ u) por algum germe g : IRn�p; 0! IR; 0. Isto �e, existeum difeomor�smo � tal quef(�(x1; � � � ; xn)) = Q(x1; � � � ; xp) + g(xp+1; � � � ; xn):Observemos que a singularidade de f �e completamente determinada pela singula-ridade de g. A vantagem do uso do Lema de Decomposi�c~ao �e que g tem um n�umero47



menor de vari�aveis. Podemos classi�car agora os germes de fun�c~oes usando o Teoremada Transversal Completa e o Teorema 5.1.1 da determina�c~ao �nita, a saber, semkn:On � LR:f +mk+1n :On;ent~ao f �e k �R-determinado.7.2 Singularidades de corank 1Usando o Lema de Decomposi�c~ao, temos f = g(x)+ q(x2; � � � ; xn), onde q �e uma formaquadr�atica n~ao degenerada. Ent~ao o problema neste caso se reduz a classi�car fun�c~oesde uma s�o vari�avel.Se g(0) = � � � = g(k) = 0 mas g(k+1) 6= 0, ent~ao n~ao �e dif��cil mostrar que g �e(k + 1)-determinado e, portanto, g 'R �xk+1:A singularidade �xk+1 �e chamada Ak. Ela �e de Re-codimens~ao k. Um desdobra-mento versal �e dado por �xk+1 + uk�1xk�1 + � � �+ u1x+ u0:A constante u0 representa os n��veis de fu(x). Em alguns casos somente a singularidadede f �e de interesse. Nest caso, �e de�nido o desdobramento versal \potencial" como umdesdobramento que satisfazJ(f) + IRf _F1; � � � ; _Fsg = mn:On:No caso da singularidade �xk+1, um modelo de um desdobramento potencial �e �xk+1+uk�1xk�1 + � � �+ u1x. Uma outra maneira de eliminar o termo constante �e consideraro grupo K ou A. Nestes casos podemos obter o termo constante no desdobramentousando o grupo L.Os discriminantes e os conjuntos de bifurca�c~oes das singularidades A2 e A3 s~aodados nas Figuras 7.1 e 7.2. 48



Figura 7.1: Discriminante e conjunto de bifurca�c~ao da singularidade A2.

Figura 7.2: Discriminante e diagrama de bifurca�c~ao da singularidade A3.7.3 Singularidades de corank 2Pelo Lema de Decomposi�c~ao temos que considerar germes de fun�c~oes de duas vari�aveisg(x; y) com j2g = 0.Seja j3g = a0x3 + a1x2y + a2xy2 + a3y3. Podemos mudar vari�aveis e escrever g naforma g 'R 8>>><>>>: x3 � xy2 se g possui uma ou três ra��zes reaisxy2 se g possui uma raiz duplax3 se g �e uma c�ubica perfeita0 se g = 0O 3-jato x3 � xy2 �e 3-determinado poism3(x; y) � m(x; y) < 3x2 � y2;�2xy > +m4(x; y):Esta singularidade �e chamada D4 e tem Re-codimens~ao 4. Um desdobramento versal�e dado por x3 � xy2 + u3x2 + u2x + u1y + u0:49



Como no caso anterior, n~ao precisamos do termo u0 no caso de um desdobramentopotencial.O 3-jato xy2: Suponha jk�2f = xy2, k � 5. Ent~aoJk�1(m2(x; y) < y2; 2xy >) \Hk�1(x; y) + IR:fxk�1g = Hk�1(x; y):Segue do teorema da Transversal Completa que todos os (k� 1)-jatos cujos (k� 2)jatos s~ao iguais a xy2 s~ao equivalentes a xy2+axk�1 para algum a 2 IR. Uma mudan�cade coordenadas mostra que as �orbitas nesta fam��lia s~aoxy2 � xk�1 e xy2:A singularidade xy2 � xk�1 �e (k � 1)-determinada, poismk�1(x; y) � m(x; y) < y2 � (k � 1)xk�2; 2xy > +mk(x; y):Esta singularidade �e chamada Dk e tem Re-codimens~ao k. Um desdobramento versal�e dado por xy2 � xk�1 + uk�1xk�2 + � � �+ u2x+ u1y + u0:O 3-jato x3: Temos fx = 3x2 e fy = 0,J4(m2(x; y) < 3x2; 0 >) \H4(x; y) + IR:fxy3; y4g = H4(x; y):Ent~ao um elemento g de J4(2; 1) com j3g = f �e equivalente a x3 + axy3 + by4 paraalgun par a; b 2 IR.� Se b 6= 0, ent~ao g 'R x3+axy3�y4. Seja V = fx3+axy3�y4; a 2 IRg um espa�covetorial em M = J4(2; 1) e seja G = J4R. Aplicando o Lema de Mather segue que Vest�a contido em uma s�o �orbita, o que mostra que g 'R x3 � y4. Esta singularidade �e4-determinada e �e denotada por E6. Ela tem Re-codimens~ao 6 com um desdobramentoversal dado por x3 � y4 + u5xy2 + u4y2 + u3xy + u2x+ u1y + u0:50



� Se b = 0 e a 6= 0, ent~ao g 'R x3 + xy3. Esta singularidade �e 5 determinada e �edenotada por E7. Tem Re-codimens~ao 7 com um desdobramento versal dado porx3 + xy3 + u6y4 + u5y3 + u4xy2 + u3y2 + u2xy + u1x+ u0:� Se a = b = 0, ent~ao um 5-jato cujo 4-jato �e x3 �e equivalente a x3 + cxy4 + dy5.Se d 6= 0, ent~ao g ' x3 + y5. Esta singularidade, denotada por E8, �e 5-determinada etem Re-codimens~ao 8. Um desdobramento versal �e dado porx3 + y5 + u7xy3 + u6y3 + u5xy2 + u4y2 + u3xy + u2x+ u1y4 + u0:7.4 Singularidades simplesDe�ni�c~ao 7.4.1 Uma singularidade �nitamente determinada f 2 mnO(n; p) �e ditaG-simples se existe uma vizinha�ca V de jkf (k grande) em Jk(n; p) tal que V cont�emum n�umero �nito de �orbitas de JkG em Jk(n; p).Exemplo 7.4.2 (1) n = p = 1, f(x) = �xk+1 �e R-simples, pois para l � k + 1, umavizinhan�ca de jlf que cont�em s�o as �orbitas As; s � k. (Ver o desdobramento versal deAk).(2) Nem todos os germes s~ao R-simples. Sejaft(x; y) = xy(x+ y)(x� ty):O conjunto f�1(0) �e formado por 4 retas passando pelo origem. Podemos mostrar queft �e �nitamente determinado mas ft e ft0 n~ao s~ao R-equivalentes para t 6= t0.Proposi�c~ao 7.4.3 Se f 2 mn �e R-simples, ent~ao corank(f) � 2.Prova: j2f de�ne uma forma quadr�atica de rank r em IR2. O espa�co nulo desta formaquadr�atica �e um subespa�co vetorial de dimens~ao n � r. j3f de�ne uma forma c�ubicaem V que �e independente do sistema de coordenadas. Se � 2 R ent~ao D�(0) leva Vj2f51



a Vj2(f��). Ent~ao a a�c~ao de J3R sobre J3(n; 1) induz uma a�c~ao de GL(n� r; IR) sobreo espa�co das formas c�ubicas de (n� r)-vari�aveis. Assim, se as formas c�ubicas de�nidaspelos germes f; g de rank r n~ao s~ao GL(n � r; IR)-equivalentes, ent~ao f e g n~ao s~aoR-equivalentes.O espa�co de c�ubicas de (n � r)-vari�aveis �e de dimens~ao  n� r + 23 !. MasdimGL(n � r; IR) = (n � r)2; logo se n � r � 3, ent~ao  n� r + 23 ! > (n � r)2,e portanto as �orbitas de GL(n� r; IR) têm codimens~ao > 1. Isto �e qualquer vizinhan�caencontra um n�umero in�nito de �orbitas.Teorema 7.4.4 As singularidades R-simples em mn s~ao as Ak, Dk, E6, E7, E8.Prova: Usando os desdobramentos versais das singularidades no teorema, podemosmostrar que estas singularidades s~ao simples. Segue da Proposi�c~ao 7.4.3 que s�o preci-samos considerar os germes de corank � 2.Se corank(f) = 1, ent~ao f 'R �xk+1 que �e simples.Se corank(f) = 2, ent~ao se f tem uma singularidade Dk, E6, E7 ou E8, f �e simples.Caso contr�ario, usando o Lema de Mather podemos mostrar f�acilmente que f n~ao �esimples.Podemos agora desenhar o diagrama de adjacência das singularidades simples:A1  A2  A3  � A4  � A5  � A6  � A7  � A8 � � �- - " - " - " -D4  � D5  � D6  � D7  � D8- j - j - jE6  � E7  � E8Observa�c~ao 7.4.5 1. A rela�c~ao entre as singularidades simples e as �algebras de Liesimples designadas pelos mesmos nomes ou grupos gerados pelas re
ex~oes �e estudadaem [1].2. Um germe de fun�c~ao �e A-simples se, somente se, �e K-simples se, somente se, �eR-simples. 52



7.5 Caracteriza�c~ao geom�etrica dos germes �nita-mente determinadosSeja f 2 On e denote �(f) = fx 2 IRn; 0 : rf(x) = 0g. Se f �e �nitamente determi-nado, ent~ao mkn � J(f) para algum k e portanto �(f) � f0g. O inverso n~ao vale poisf(x; y) = (x2 + y2)2 satisfaz �(f) = f0g, mas f n~ao �e �nitamente determinado.Seja f um germe de uma fun�c~ao anal��tica, e denote fCa complexi�ca�c~ao de f .Seja �(fC) = fx 2 Cn; 0 : rfC(x) = 0g. Ent~ao �(fC) �e um germe de uma variedadeholomorfa em Cn.Proposi�c~ao 7.5.1 �(fC) � f0g se, e somente se, mkn � J(fC).Prova: A su�ciência �e trivial. Suponha que �(fC) = f0g. Aplicando Nullstellensatzpara cada i = 1; � � � ; n existem ki tais que xkii 2 J(fC). Portanto mkn � J(fC), ondek = max(ki).Corol�ario 7.5.2 Se f �e um germe de uma fun�c~ao anal��tica, ent~ao f �e R-�nitamentedeterminado se, e somente se, �(fC) � f0g.O resultado acima pode ser generalizado para germes de aplica�c~oes em O(n; p).Um germe f �e �nitamente R-determinado se, e somente se, mkn:O(n; p) � LR:f . Umcorol�ario da Proposi�c~ao 7.5.1 �e o seguinte.Corol�ario 7.5.3 Se f �e um germe de uma aplica�c~ao anal��tica em O(n; p), ent~ao f �eR-�nitamente determinado se, e somente se, �(fC) � f0g, onde �(fC) = fx 2 Cn; 0 :dfC(x) n~ao �e sobrejetorag.Proposi�c~ao 7.5.4 Seja f 2 O(n; p), p � 2. Ent~ao f �e R-�nitamente determinadose, e somente se, f �e equivalente a um germe de uma aplica�c~ao linear sobrejetoraIRn; 0! IRp; 0. 53



Prova: Se f �e equivalente a um germe de uma aplica�c~ao linear sobrejetora ent~ao f �e1-R-determinado.Suponha que f seja R-�nitamente determinado. Ent~ao podemos supor que f �e umpolinômio, portanto anal��tico. Logo �(fC) � f0g.Vamos mostrar que �(fC) �e vazio, provando que df(0) �e uma submers~ao. (Usandoo teorema da Fun�c~ao Impl��cita, isto implica que f �e equivalente a df(0).) Mostraremosque se �(fC) n~ao �e vazio, ent~ao dim�(fC) � p� 1.Se n < p ent~ao �(fC) = Cn; 0. Suponha que n � p e considere a aplica�c~aoj1f : Cn; 0! J1(n; p):Ent~ao �(fC) = (j1f)�1(S1), onde S1 �e a variedade das matrizes de corank 1. Temoscodim(S1) = n�p+1 e portanto codim�(fC) � n�p+1. Isto implica que dim�(fC) �p� 1 � 1, pois p � 2.Observa�c~ao 7.5.5 A proposi�c~ao acima mostra que para p � 2 a R-equivalência n~aod�a informa�c~oes sobre o comportamento in�nitesimal das aplica�c~oes. Por isso precisa-mos considerar tamb�em a a�c~ao do grupo L (ou C).7.6 Aplica�c~ao �a geometria planaA teoria de singularidades n~ao somente reinterpreta resultados cl�assicos da geometriadiferencial local das superf��cies no espa�co Euclidiano IR3, como tamb�em permite adescoberta de novos resultados fascinantes sobre esta geometria. Os novos resultadosseguiram da sugest~ao de Ren�e Thom que consiste em estudar o contato da superf��ciecom conjuntos especiais tais como planos, linhas, esferas, c��rculos, etc.. J. Montaldideu em [21] um m�etodo para estudar estes contatos. (Para um survey dos resultadosnesta �area nos ultimos 20 anos, ver [4].)Apresentamos nesta se�c~ao alguns resultados sobre a geometria plana de superf��ciesem IR3. 54



Seja M uma superf��cie suave em IR3. O contato de M com planos em IR3 �e dadopela fam��lia de fun�c~oes alturaH :M � S2 ! IR(p; u) 7! < p; u >Para u �xo, a fun�c~ao Hu �e a fun�c~ao altura na dire�c~ao u. Em p 2 M esta fun�c~aodescreve o contato de M com o plano pelo ponto p cujo vetor normal �e u.Escolhamos coordenadas locais em torno de p0, tais que a superf��cieM �e dada comoo gr�a�co da fun�c~ao z = f(x; y). Suponhamos que as dire�c~oes em S2 s~ao em torno deu = (0; 0; 1). Estas dire�c~oes podem ser parametrizadas por (a; b; 1). Ent~ao a fam��lia(alterada) de fun�c~oes altura �e dada, localmente, porH : IR2M � IR2; 0 ! IR((x; y); (a; b)) 7! f(x; y) + ax + bycom H0(x; y) = f(x; y). Queremos identi�car geometricamente os tipos de singulari-dades da fun�c~ao f e veri�car se a fam��lia H �e um desdobramento versal destas singu-laridades. Como H �e uma deforma�c~ao a 2 parâmetros de f , somente as singularidadesde codimens~ao � 2 de f podem ser desdobradas versalmente por H, ou seja, somenteas singularidades A1, A2 e A3.� A fun�c~ao f �e singular na origem se, e somente se, fx(0; 0) = fy(0; 0) = 0, ou seja,se, e somente, se a dire�c~ao (0; 0; 1) �e a dire�c~ao normal a M em p0. Suponha que f sejasingular em (0; 0) e escreva j2f(x; y) = a0x2 + a1xy + a2y2. A singularidade �e de tipoA1 se, e somente se, j2f(x; y) �e uma forma quadr�atica n~ao degenerada, isto �e, se, esomente se, a21 � 4a0a2 6= 0. Isto signi�ca que p0 n~ao �e um ponto parab�olico de M .� Suponha que (0; 0) seja um ponto parab�olico. Podemos fazer uma mudan�cade vari�aveis e escrever j2f(x; y) = a0x2 (com um novo a0 6= 0 se necess�ario). Sejaj3f(x; y) = a0x2 + b0x3 + b1x2y + b2xy2 + b3y3. A singularidade �e de tipo A2, ou seja,equivalente a �x2 + y3 se, e somente se, b3 6= 0. Esta condi�c~ao signi�ca que a �unicadire�c~ao assint�otica no ponto parab�olico �e transversal ao conjunto parab�olico.55



� Suponha que (0; 0) seja um ponto parab�olico de M e b3 = 0, isto �e, a �unicadire�c~ao assint�otica no ponto parab�olico �e tangente ao conjunto parab�olico. Este ponto�e chamado c�uspide de Gauss. Escreva j4f(x; y) = a0x2+ b0x3+ b1x2y+ b2xy2+ c0x4+c1x3y + c2x2y2 + c3xy3 + c4y4. A singularidade �e de tipo A3, ou seja, equivalente a�x2 � y4 se, e somente se, b22 � 4a0c4 6= 0.Conclus~ao: a fun�c~ao altura Hu tem uma singularidadeA1 () u �e a dire�c~ao normal em pA2 () u �e a dire�c~ao normal em p, p �e um ponto parab�olicoA3 () u �e a dire�c~ao normal em p, p �e uma c�uspide de GaussUsando as nota�c~oes acima, a fam��liaH de fun�c~oes altura �e um desdobramento versalde uma singularidade do tipoA1 : SempreA2 : SempreA3 : Se b2 6= 0, ou seja, se o conjunto parab�olico �e uma curva regular.No caso onde H �e versal, podemos usar as propriedades dos desdobramentos versaispara obter algumas informa�c~oes sobre a geometria deM . Em nosso caso, o discriminan-te de H �e precisamente o dual da superf��cie M , e o conjunto de bifurca�c~ao �e a imagemdo conjunto parab�olico na esfera de Gauss. Para ver isso, observe que a fam��lia H �esingular em um ponto (p; u) se, e somente se, a dire�c~ao u coincide com a normal �asuperf��cie no ponto p. Portanto, H(p; u) = (< p; u >; u) representa o plano tangente�a superf��cie no ponto p, ou seja, o discriminante de H �e o dual da superf��cie M . poroutro lado, a parte local do conjunto de bifurca�c~ao de H consiste nos pontos u ondeHu tem uma singularidade inst�avel. Isto �e, o caso quando u �e o vetor normal em umponto parab�olico. Segue que quando as condi�c~oes de versalidade de H est~ao satisfeitas,temos os seguintes resultados (Figura 7.3).O dual de M �e localmente difeomorfo a� uma superf��cie suave nos pontos A1,� uma cuspidal-edge nos pontos A2,� uma Rabo de andorinha no ponto A3.56



(1) (2) (3)

Dual de M

Imagem do conjunto parabolico em S
2Figura 7.3: Estuturas est�aveis do dual de uma superf��cie.A imagem do conjunto parab�olico na esfera de Gauss �e localmente difeomorfa a� uma curva suave nos pontos A2,� uma c�uspide no ponto A3.7.7 Lista de exerc��cios1. Seja f 2 mn:O(n; p) um germe de uma aplica�c~ao suave.(i) Mostre que se mr+1n � f �m2p, ent~ao f �e r � L-determinado.(ii) Deduza que se mr+1n � f �mp, ent~ao f �e (2r + 1)� L-determinado.(iii) Deduza tamb�em que f �e r � L-determinado se, e somente se, f �e r � L1-determinado.(iv) Mostre que f �e r � L-determinado se, e somente se, mr+1n � f �m2p +m2r+2n .2. Obtenha a A-classi�ca�c~ao dos germes simples IR; 0 ! IR2; 0 e estude a geometriados germes de Ae-codimens~ao � 2.
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Cap��tulo 8Classi�ca�c~ao dos germesIR2; 0! IR2; 0
Principais Referências� [22] J.H. Rieger, Families of maps from the plane to the plane. J. London Math.Soc. (2) 36 (1987), no. 2, 351{369.� [13] T. Ga�ney, The structure of LA:f , classi�cation and an application to dif-ferential geometry, Proceedings of Symposia in Pure Maths., Vol 40 (1983), Part1, 409-427A teoria de singularidades come�cou com os trabalhos de Whitney (1955) sobre aclassi�ca�c~ao de singularidades est�aveis do plano ao plano. Muitas listas de germesIR2; 0! IR2; 0 seguiram, a mais longa at�e hoje �e aquela apresentada por Rieger. Dare-mos uma classi�ca�c~ao dos germes de corank 1 e codimens~ao � 2 usando a t�ecnica daTransversal Completa.Seja F : IR2; 0 ! IR2; 0 um germe de uma aplica�c~ao suave. Se corank(F ) � 1,ent~ao podemos mudar coordenadas e escrever F na formaF (x; y) = (x; f(x; y)):58



Pretendemos classi�car germes sob a a�c~ao do grupo A que tem Ae � codim � 2.Seguimos o mesmo m�etodo da classsi�ca�c~ao de fun�c~oes, a saber classi�car pela indu�c~aosobre os espa�cos de jatos.Denotamos por ak;i o coe�ciente do monômio xk�iyi na serie de Taylor de f .Se a1;1 6= 0 ent~ao F �e um germe de um difeomor�smo, portanto F 'A (x; y). Assim,suponhamos que a1;1 = 0.8.1 Fase inicialLema 8.1.1 As J2A-�orbitas singulares em J2(2; 2) s~ao (x; y2), (x; xy) e (x; 0):Prova: j2f = (x; a1;0x + a2;0x2 + a2;1xy + a2;2y2). Podemos eliminar o termo a1;0usando a a�c~ao �a esquerda. Se a2;2 6= 0, ent~ao a mudan�ca y 7! y� a2;12a2;2x elimina o termoxy. Para eliminar o termo x2, usamos uma mudan�ca de vari�aveis na meta da forma(u; v) 7! (u; v � �u2). O germe �nal �e da forma (x; a2;2y2). Uma mudan�ca escalarreduze ao germe (x; y2).Se a2;2 = 0 e a2;1 6= 0, ent~ao a mudan�ca Y = a2;0x+ a2;1y, reduze a (x; xy).Se a2;2 = a2;1 = 0, ent~ao j2f ' (x; 0).Proposi�c~ao 8.1.2 O germe F (x; y) = (x; y2) �e 2-A-determinado e �e Ae- est�avel.Prova: Temos Fx = (1; 0); Fy = (0; 2y), portantom22:�F � LK:F:N~ao �e dif��cil ver que m32:�F � LA1F +m52:�F :Pelo Corol�ario 5.2.7, F �e 2-A1-determinado, portanto 2-A-determinado. AAecodim(F )�e igual a 0. 59



8.2 Classi�ca�c~ao dos germes com o 2-jato igual a(x; xy)Considere um k-jato cujo 2-jato �e (x; xy). Usando uma mudan�ca de coordenadas daforma Y = y � p(x; y) podemos eliminar todos os termos divis��veis por x na segundacomponente excepto xy. Ent~ao este k-jato �e equivalente a (x; xy +Pki=3 ai;iyi).Proposi�c~ao 8.2.1 Os germes de Ae � codim � 2 com o 2-jato igual a (x; xy) s~aoequivalentes a um dos seguintes germesC�uspide (x; xy + y3) Ae � codim = 0Rabo de andorinha (x; xy + y4) 1Borboleta (x; xy + y5 + y7) 2Prova: Considere o 3-jato j3F = (x; xy+a3;3y3). Se a3;3 6= 0, ent~ao j3F ' (x; xy+y3)por uma mudan�ca escalar.O germe (x; xy + y3) �e 3-A-determinado. CalculandoFx = (1; y) eFy = (0; x+ 3y2)podemos veri�car que m32:�F � LK:F +m42:�F :Queremos mostrar que m42:�F � LA1F +m72:�F :Mostraremos primeiramente que os monômios de grau 6 est~ao contidos em LA1F +m72:�F : Usando Fx �e claro que todos os monômios (P; 0) de grau 6 est~ao em LA1F +m72:�F . Usando Fy podemos ver tamb�em que todos os monômios (0; xP ) de grau 6 est~aoem LA1F +m72:�F . Precisamos ent~ao mostrar que (0; y6) 2 LA1F +m72:�F . Considereos seguintes vetores em LA1F +m72:�F , (denotando f1 e f2 as componentes de F ):(0; f 22 ) = (0; x2y2 + 2xy4 + y6);y4Fy = (0; xy4 + 3y6);xy2Fy = (0; x2y2 + 3xy4):60



O determinante da matriz associada ao sistema acima n~ao �e nulo, portanto y6 2LA1F +m72:�F .Usando os seguintes vetores y3Fy = (0; xy3 + 3y5);xyFy = (0; x2y + 3xy3);(0; f1f2) = (0; x2y + xy3);mostramos que y5 2 LA1F +m62:�F . Para obter o termo y4 precisamos considerar umgrupo unipotente maior que A1. Seja U o subgrupo de A cujos elementos do grupo dadireita tem 1-jato representados por uma matriz unipotente triangular inferior. Ent~aoos seguintes vetores pertencem a LU :fy2Fy = (0; xy2 + 3y4);xFy = (0; x2 + 3xy2);(0; f 21 ) = (0; x2):Logo, y4 2 LUF +m52:�F . Pelo Corol�ario 5.2.7, F �e 3-U -determinado, portanto 3-A-determinado. A Aecodim(F ) �e igual a 0.O resto da demonstra�c~ao da proposi�c~ao �e um exerc��cio.8.3 Classi�ca�c~ao dos germes com o 2-jato igual a(x; 0)Lema 8.3.1 As J3A-�orbitas singulares em J3(2; 2) que têm o 2-jato equivalente a(x; 0) s~ao (x; y3 � x2y), (x; y3), (x; xy2) e (x; 0).Prova: Seja J3F = (x; a3;0x3 + a3;1x2y + a3;2xy2 + a3;3y3):� Se a3;3 6= 0, ent~ao usando a mudan�ca Y = y� a3;23a3;3x e eliminando o termo x3 poruma mudan�ca de coordenadas na meta, reduzimos j3F a (x; (3a3;1a3;3�a23;2)=a3;3x2y+a3;3y3):Se 3a3;1a3;3 � a23;2 6= 0, ent~ao uma mudan�ca escalar reduze a (x; y3 � x2y). Se n~ao,j3F ' (x; y3): 61



� Se a3;3 = 0 e a3;2 6= 0, ent~ao usando o Lema de Mather podemos mostrar quej3F ' (x; a3;2xy2) ' (x; xy2).� Se a3;3 = a3;2 = 0 e a3;1 6= 0, ent~ao usando o Lema de Mather j3F ' (x; x2y).� Se todos os coe�cientes se anulam, ent~ao j3F = (x; 0).Proposi�c~ao 8.3.2 Um (k + 1)-jato cujo k-jato (k � 3) �e equivalente a (x; y3) �e equi-valente a (x; y3�xky) ou (x; y3). O germe (x; y3�xky) (k � 2) �e (k+1)-determinado�e tem Ae � codim igual a (k � 1).Prova: Exerc��cio.Podemos mostrar que um k-jato cujo (k � 1)-jato (k � 3) �e equivalente a (x; xy2)�e equivalente a (x; xy2 + Pki=4 ai;iyi). Se a4;4 6= 0, ent~ao o 4-jato �e equivalente a(x; xy2 + y4).Proposi�c~ao 8.3.3 As �orbitas �nitamente determinadas da \raiz" (x; xy2 + y4) s~aodadas por (x; xy2 + y4 + y2k+1), k � 2. Este germe �e (2k + 1)-determinado e temAe � codim igual ak � 2.Prova: Exerc��cio.Observa�c~ao 8.3.4 Os demais germes conduzem a k-jatos de codimens~ao > 2.Em conclus~ao temosProposi�c~ao 8.3.5 Os germes de codimens~ao � 2 de aplica�c~oes IR2; 0! IR2; 0 e seusdesdobramentos Ae-versais s~ao os seguintes:
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Nome Forma Normal Desdobramento Versal Ae � codimSubmers~ao (x; y) (x; y) 0Dobra (x; y2) (x; y2) 0C�uspide (x; xy + y3) (x; xy + y3) 0Rabo de andorinha (x; xy + y4) (x; xy + y4 + uy2) 1L�abios/Bicos (x; y3 � x2y) (x; y3 � x2y + uy) 1Borboleta (x; xy + y5 � y7) (x; xy + y5 + y7 + uy2 + vy3) 2Ganso (x; y3 + x3y) (x; y3 + x3y + uy + vxy) 2Gaivota (x; xy2 + y4 + y5) (x; xy2 + y4 + y5 + uy + vy3) 28.4 Geometria dos desdobramentos e aplica�c~ao �ageometria de superf��cies em IR3Seja M uma superf��cie suave em IR3. O contato de M com retas em IR3 �e dado pelafam��lia de proje�c~oes ortogonais. Seja B = f(u; a) 2 S2 � IR3 :< u; a >= 0g. B �esimplesmente o �brado tangente a S2. A fam��lia de proje�c~oes ortogonais �e dada porP :M � S2 ! B(p; u) 7! (u; p� < p; u > u):Para u �xo, a aplica�c~ao Pu �e a proje�c~ao ortogonal na dire�c~ao u, ou seja, no pontop0 2M esta aplica�c~ao descreve o contato de M com a reta pelo ponto p0 e paralela aovetor u.Escolhamos coordenadas locais em torno de p0, tal que a superf��cie M �e dadacomo gr�a�co da fun�c~ao z = f(x; y). Suponhamos que as dire�c~oes de interesse est~ao navizinhan�ca do vetor u = (0; 1; 0). Estas dire�c~oes podem ser parametrizadas por (a; 1; b),que s~ao pontos do plano y = 1, e projetamos no plano (x; z). Estas proje�c~oes n~ao s~aoortogonais, mas as propriedades da fam��lia das proje�c~oes ortogonais s~ao preservadas.As coordenadas da proje�c~ao de um ponto p 2M no plano y = 0 ao longo da dire�c~ao(a; 1; b) s~ao dadas por (x; y; f(x; y)) + �(a; 1; b) = (X; 0; Z), ou seja, � = �y. Portanto63



a fam��lia das proje�c~oes �e dada porP : IR2 � IR2; 0 ! IR2((x; y); (a; b)) 7! (x� ay; f(x; y)� by)e P0(x; y) = F (x; y) = (x; f(x; y)). Queremos identi�car geometricamente os tipos desingularidades de F e veri�car se a fam��lia P �e um desdobramento versal destas singula-ridades. Como H tem apenas 2 parâmetros, somente as singularidades de codimens~ao� 2 podem ser desdobradas versalmente, ou seja, as singularidades enumeradas naProposi�c~ao 8.3.5. Temos a seguinte proposi�c~ao:Proposi�c~ao 8.4.1 ([13]) As singularidades gen�ericas da proje�c~ao ortogonal ao longoda dire�c~ao u ocorrem em p 2M quandoNome Condi�c~oes Geom�etricasDobra u 2 Tp0MC�uspide u dire�c~ao assint�oticaRabo de andorinha u dire�c~ao assint�otica,p ponto de in
ex~ao da curva assint�oticaL�abios/Bicos u dire�c~ao assint�otica,p ponto parab�olicoBorboleta u dire�c~ao assint�otica,p ponto de in
ex~ao duplo da curva assint�oticaGanso u dire�c~ao assint�otica,a imagem assint�otica em S2 da curva parab�olica tem umc�uspide, e a imagem Gaussiana tem uma in
ex~aoGaivota u dire�c~ao assint�oticap c�uspide de Gauss e a imagem assint�otica da curvaparab�olica em S2 tem um ponto de in
ex~ao.Podemos veri�car tamb�em que, em geral, a fam��lia P das proje�c~oes ortogonais �eum desdobramento versal das singularidades na Proposi�c~ao 8.3.5.A proje�c~ao F �e singular em um ponto p 2 M pr�oximo da origem se, e somentese, fy(x; y) = 0, ou seja, se, e somente se, a dire�c~ao da proje�c~ao �e tangente a M . Aimagem do conjunto cr��tico �, o discriminante � de F , �e chamado o per�l/contornoaparente da superf��cieM . Usando os resultados acima, podemos descrever a geometriado per�l e as mudan�cas que ocorrem em fam��lias a 1 ou 2 parâmetros. Supondo que64



Figura 8.1: Proje�c~oes est�aveis de superf��cies.
Figura 8.2: Transi�c~oes do Rabo de andorinha.P �e versal, basta determinar os discriminantes das formas normais e suas deforma�c~oespara obter modelos das singularidades dos per�s e das suas deforma�c~oes.8.5 Diagramas de bifurca�c~ao das singularidades deAe � codim � 2Dobra: F = (x; y2), � = fy = 0g, � = f(x; 0)g que �e uma curva suave (Figura 8.1).C�uspide: F = (x; xy + y3), os pontos cr��ticos s~ao parametrizados por x = �3y2, e odiscriminante �e dado por � = f(�3y2;�2y3)g que �e uma c�uspide (Figura 8.1).Rabo de andorinha: F = (x; xy + y4), os pontos cr��ticos s~ao parametrizados por x =�4y3, e o discriminante �e dado por � = f(�4y3;�3y4)g. Considerando o desdobramen-to versal F (x; y; u) = (x; xy+y4+uy2), os pontos cr��ticos de F u s~ao parametrizados porx = �4y3�2uy, e o discriminante de F u �e dado por �u = f(�4y3�2uy;�3y4�uy2)g.As deforma�c~oes na curva �u s~ao dadas na Figura 8.2, onde duas c�uspides aparecemem um lado da transi�c~ao.L�abios/Bicos: Considere o desdobramento versal F (x; y; u) = (x; y3 � x2y + uy). Oconjunto dos pontos cr��ticos �u �e dado pela equa�c~ao3y2 � x2 + u = 0:65
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BicosFigura 8.3: Transi�c~oes de L�abios/Bicos.Isto signi�ca que �u passa pelas transi�c~oes de Morse (Figura 8.3). As transi�c~oes nodiscriminante s~ao dadas na mesma �gura.Ganso: Um desdobramento versal �e dado por F (x; y; u) = (x; y3 + x3y + uy + vxy).Esperamos encontrar algumas singularidades de codimens~ao 1 em uma curva no espa�codos parâmetros (u; v). �E claro que s�o as singularidades L�abios/Bicos podem acontecerneste caso. Estas singularidades ocorrem quando o conjunto dos pontos cr��ticos �esingular, ou seja, denotando f = y3 + x3y + uy + vxy, quandofy = fxy = fyy = 0:Resolvendo o sistema obtemos u = 2x3 e v = �3x2. Ent~ao o stratum L�abios/Bicos �e acurva c�uspide (u; v) = (2x3;�3x2). As transi�c~oes no conjunto discriminante s~ao dadasna Figura 8.4.Borboleta: Considerando o F (x; y; u) = (x; xy+ y5� y7+uy2+ vy3). Podemos esperarsingularidades de tipo \rabo de andorinha" acontecerem em uma curva no plano (u; v).66



Figura 8.4: Diagrama de bifurca�c~ao da singularidade Ganso.Estas singularidades ocorrem quandofy = fyy = fyyy = 0;ou seja, ao longo da curva(u; v) = (20y3 � 84y5;�10y2 � 35y4)que �e uma c�uspide. Existe tamb�em uma outra curva onde singularidades de tipoc�uspide-e-dobra ocorrem. Esta curva �e parametrizada por(�10=27t3 + � � � ;�5=3t2 + � � �)que �e tamb�em uma c�uspide. As bifurca�c~oes s~ao mostradas na Figura 8.5.Gaivota: Seja F (x; y; u) = (x; xy2 + y4 + y5 + uy + vy3) o desdobramento versal dasingularidade gaivota. As singularidades do tipo rabo de andorinha ocorrem na curva(u; v) = (�4y3 � 15y4;�4y � 10y2)e o estrato L�abios/Bicos �e dado por u = 0 (s�o bicos).67



Figura 8.5: Diagrama de bifurca�c~ao da singularidade Borboleta.Temos tamb�em multi-singularidades de tipo dobras tangentes. Esta bifurca�c~aoacontece quando existem dois pontos singulares distintos (x1; y1) 6= (x2; y2), e as curvasdobras corespondentes s~ao tangenciais. Como � �e dado por fy = 0, a dire�c~ao tangente�e ao longo de v = (fyy;�fxy), e portanto a dire�c~ao tangente �a curva dobra �e dada porDF:v = fyy:(1; fx):Ent~ao as dobras s~ao tangentes se as dire�c~oes (1; fx(x1; y1; u; v)) e (1; fx(x2; y2; u; v))s~ao paralelas, ou seja se, e somente se, y1 = �y2. Como (x1; f(x1; y1; u; v)) = (x2; f(x2; y2; u; v))temos x1 = x2 e portanto y1 = �y2. Agora f(x1; y1; u; v) = f(x1;�y1; u; v) e fy(x1; y1; u; v) =fy(x1;�y1; u; v) = 0 implica que a fun�c~ao g(y) = f(x1; y; u; v)�f(x1; y1; u; v) tem duasra��zes duplas y1 e �y1. Ent~aof(x1; y; u; v)� f(x1; y1; u; v) = (y � y1)2(y + y1)2(y � y3):Comparando os coe�cientes obtemos u = y41 e v = �2y21. Ent~ao as singularidadesdobras tangentes ocorrem ao longo da curva (y41;�2y21). Ver na Figura 8.6 o diagramade bifurca�c~ao.Podemos agora desenhar o diagrama de Adjacência das singularidades de codi-mens~ao � 2: 68



Figura 8.6: Diagrama de bifurca�c~ao da singularidade Gaivota.Submers~ao  � Dobra  � C�uspide  � L�abios/Bicos  � Ganso" "Rabo de  � Gaivotaandorinha"Borboleta
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Cap��tulo 9Dualidade
Principal Referência� [7] J.W. Bruce e M.C. Romero-Fuster, Duality and projections of curves andsurfaces in 3-space, Quart. J. Math. Oxford (2) 42 (1991) 433-441.

Seja M uma superf��cie suave em IR3. Estudamos duas fam��lias naturais sobre M ,a fam��lia de fun�c~oes altura H :M � S2 ! IR(p; u) 7! < p; u > :e a fam��lia de proje�c~oes ortogonaisP :M � S2 ! B(p; u) 7! (u; p� < p; u > u)O conjunto de bifurca�c~ao de cada fam��lia �e o conjunto dos pontos em S2 onde a fun�c~aoHu (resp. Pu) n~ao �e est�avel. A instabilidade pode acontecer localmente, ou em situa�c~oesmulti-locais.As singularidades locais da fun�c~ao altura Hu que podem ser desdobradas versal-mente pela fam��lia H s~ao dadas na Figura 9.1, e as multi-locais s~ao 2A1, 3A1 e A1A2.Quando a fam��lia H �e um desdobramento versal de uma das singularidades listadasacima, o conjunto de bifurca�c~ao de H nesta singularidade �e difeomorfo ao conjunto de70
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Figura 9.4: Dualidade na esfera.relacionadas. Esta rela�c~ao foi descoberta em [7]. Precisamos de alguns conceitos dedualidade antes de enunciar o resultado.Seja C uma curva plana. O conjunto de todas as retas tangentes a C formam umacurva no plano projetivo a�m IRP 2, chamada a curva dual de C e denotada por �C.Esta dualidade pode ser vista tamb�em na esfera S2. Se C �e uma curva em S2 ent~aoa reta tangente em um ponto p de C pode ser identi�cada com o c��rculo principal emS2 tangente a C (este c��rculo �e �unico). O c��rculo principal (equador) determina (e �edeterminado por) um polo norte e um polo sul. Quando o ponto p varia sobre C ospolos descrevem a curva dual de C (temos duas c�opias), ver Figura 9.4.Uma propriedade principal da dualidade entre curvas (planas ou na esfera) �e que odual de uma in
ex~ao �e um ponto c�uspide.Teorema 9.0.1 Seja M uma superf��cie gen�erica. Ent~ao os conjuntos de bifurca�c~aoBif(H) e Bif(P ) em S2 (ou IRP 2) s~ao duais, isto �e, Bif(H) = Bif(P ) e Bif(P ) =Bif(H), onde Bif(P ) �e o fecho dos estratos l�abios/bicos e dobras tangentes.Prova: Seja N a aplica�c~ao de Gauss da superf��cie. Lembramos que o shape operatorS em um ponto p �e a aplica�c~ao dNp, ou sejaS(v) = ddt(N(�(t)))jt=0;72
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a(t)Figura 9.5: Dobras tangentes.onde � �e uma curva por p = �(0), cujo vetor tangente em t = 0 �e v.Provemos que o dual do estrato l�abios/bicos de Bif(P ) �e o estrato A2 de Bif(H).Suponha que � parametriza parte da curva parab�olica (que �e suave nos pontos A2), eque A(t) seja a parametriza�c~ao da dire�c~ao assint�otica �unica nos pontos �(t). Ent~ao A(t)�e precisamente o estrato l�abios/bicos de Bif(P ). Pela de�ni�c~ao da dire�c~ao assint�oticatemos < A(t); N(�(t)) >� 0; pois A(t) 2 T�(t)M:< A(t); S(A(t)) >� 0; pois < A(t); S(A(t)) >= �n(A(t)) = 0:Logo ddt < A(t); N(�(t)) >= 0 )< A0(t); N(�(t)) > + < A(t); S(�0(t)) >= 0)< A0(t); N(�(t)) >= 0isto �e, A0(t) �e ortogonal a N(�(t)). Assim, o p�olo de�nido pelo c��rculo equador em S2em A(t) �e N(�(t)). Esta curva �e exatamente o estrato A2 de Bif(H).Inversamente, o tangente ao estrato A2 em Bif(H) �e S(�0(t)) que �e um m�ultiplo deS(A(t)) (pois S tem rank 1 nos pontos parab�olicos ordin�arios.) Ent~ao a dire�c~ao dual quecorresponde a N(�(t)) �e �A(t), pois < A(t); N(�(t)) >= 0 e < A(t); S(�0(t)) >= 0.Provemos que o estrato dobra tangente em Bif(P ) �e dual do estrato 2A1 emBif(H).Seja a(t) uma por�c~ao suave do estrato dobras tangentes com �(t) e 
(t) correspon-dentes pontos da curva (ver Figura 9.5)�E claro que �(t)� 
(t) �e um m�ultiplo de a(t). Ent~ao < �(t)� 
(t); N(�(t)) >= 0e N(�(t) = �N(
(t)). �E f�acil veri�car que �(t)� 
(t) e � 0(t)� 
0(t) geram o mesmo73



espa�co que a(t) e a0(t). Ent~ao< �(t)� 
(t); N(�(t)) >=< � 0(t)� 
0(t); N(�(t)) >= 0;ou seja, os vetores duais a a(t) s~ao �N(�(t)) que s~ao os vetores em Bif(H) correspon-dentes ao estrato 2A1.Observa�c~oes 9.0.2 1. Uma consequência, por exemplo, do Teorema 9.0.1 �e que asingularidade A3 de H corresponde, sobre a dualidade em S2, �a singularidade gaivotade P .2. O resultado de dualidade acima �e generalizado em [5] e em [6] para tratar todosos germes na lista de singularidades do plano no plano dada por J.H. Rieger em [22].

74



Cap��tulo 10Coment�arios
Obtemos duas classi�ca�c~oes neste curso (germes de fun�c~oes e germes de aplica�c~oes doplano no plano). Existem v�arias listas de G-singularidades de Kn; 0! Kp; 0 (K = IRou C), onde G �e um dos grupos de Mather. Alguns dos germes j�a classi�cados s~ao osseguintes.p = 1 [2]; n = 1; p = 2 [9]; n = 1; p = 3 [15]; n = 2; p = 2 [22]; n � 2; p = 2 [23];n = 2; p = 3 [20]; n = 2; p = 4 [10]; n = 3; p = 3 [17].Os teoremas da determina�c~ao �nita, da transversal completa, dos desdobramen-tos e a t�ecnica de classi�ca�c~ao apresentados neste curso para germes de aplica�c~oesdiferenci�aveis valem tamb�em para multi-germes. Existem algumas classi�ca�c~oes demulti-germes, ver por examplo, C.A. Hobbs (tese, Liverpool 1993), e R.G.W. Atique(tese, Warwick/ICMC-USP, 1998).Os teoremas da determina�c~ao �nita e dos desdobramentos s~ao enunciados paragrupos de Mather R;L;A; C;K. J.N. Damon [12] mostrou que esta teoria vale parauma classe maior de subgrupos de Mather, a saber os subgrupos geom�etricos dos gruposde Mather. Um exemplo de uma classe de subgrupos geom�etricos s~ao os subgrupos deK que preservam um germe de uma variedade na fonte ou na meta.Podemos associar a cada germe de uma singularidade �nitamente determinada in-variantes que s�o dependem da classe de equivalência da singularidade. Por exemplo,75



a codimens~ao de um germe �e um invariante. No caso dos germes de IR2; 0 ! IR2; 0 on�umero m�aximo de singularidades c�uspides que ocorrem em uma deforma�c~ao do ger-me �e um invariante. No caso dos germes de corank 1 da forma F = (x; f(x; y)) esten�umero �e dado por c(F ) = dimCO(x; y)= < fy; fyy > : Este n�umero �e igual 2 para assingularidades L�abios/Bicos e Rabo de andorinha e �e igual a 3 para as singularidadesGanso, Gaivota e Borboleta.A busca de invariantes �e um ramo importante na teoria de singularidades de apli-ca�c~oes diferenci�aveis. Invariantes podem ser usados para distinguir �orbitas, pois doisgermes que têm valores distintos associados a um invariante n~ao s~ao equivalentes. Aconstância de alguns invariantes ao longo de um parâmetro t em uma fam��lia dos germesft pode implicar, em alguns casos, que todos os germes da fam��lia s~ao equivalentes.Uma outra quest~ao importante na teoria de singularidades �e encontrar os conjuntos(n; p) onde os germes A-est�aveis Kn; 0! Kp; 0 s~ao densos. (Esta quest~ao deu origemao trabalho de Whitney sobre aplica�c~oes do plano no plano.) Os pares que satisfa-zem esta propriedade se chamam as boas dimens~oes de Mather (ver [16]). Assim, nasboas dimens~oes, as aplica�c~oes podem ser aproximadas por aplica�c~oes est�aveis. Umapergunta de Thom �e se todas as aplica�c~oes podem ser aproximadas por aplica�c~oes C0-est�aveis. A quest~ao de C0-estabilidade foi abordada por muitos pesquisadores e n~aoest�a completamente resolvida.Um outro assunto estudado na teoria de singularidades �e a equisingularidade etrivialidade topol�ogica de fam��lias de germes. Ver por exemplo os trabalhos de J.N.Damon, T. Ga�ney e o livro de Andrew du Plessis e Terry Wall (LMS Monographs,New s�eries, 9. Oxford University Press 1995).A teoria de singularidades contribuiu bastante no desenvolvimento da outras �areasda matem�atica, tais como a geometria diferencial, a teoria de bifurca�c~ao e as equa�c~oesdiferenciais. O grupo de singularidades do ICMC-USP trabalha neste tipo de apli-ca�c~oes. 76



Cap��tulo 11Apêndice 2: Prova Escrita
Dura�c~ao 9-30 de junho de 1998O objetivo desta prova �e estudar as singularidades das proje�c~oes de superf��ciescom bordo regular, e assim descrever o per�l da superf��cie juntamente com seu bordo,locamente em um ponto p do bordo. Tomamos coordenadas locais de tal maneira quep = (0; 0; 0) e a superf��cie seja parametrizada por �(x; y) = (x; y; g(x; y)); y � 0, (x; y)pr�oximo de (0; 0). Assim, o bordo �e dado por y = 0. Denotamos por X; 0 o germe(IR2; IR�0) e suponhamos que a proje�c~ao �e feita ao longo de (0; 1; 0). Ent~ao o problemase reduze a classi�car germes de aplica�c~oes X; 0 ! IR2; 0 sobre o grupo B = RX � Londe RX �e o subgrupo de R de difeomor�smos que preservam o germe da variedadeX na fonte.1. Descreva os elementos h de RX .2. Calcule LB:f , f : X; 0! IR2; 0 um germe C1.3. Mostre que f �e �nitamente B-determinado se, e somente se, mk2:O(2; 2) � LB:fpara algum k.4. Mostre que se mr+12 :O(2; 2) � LB1:f , ent~ao f �e r � B-determinado.
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5. Deduza que seml2:O(2; 2) � O2 < @f@x ; y@f@y > +f �m2:O(2; 2) +ml+12 :O(2; 2); emr+12 :O(2; 2) � LB1:f +ml+r+12 :O(2; 2);ent~ao f �e r � B1-determinado.6. Obtenha a classi�ca�c~ao de singularidades de Be-codimens~ao � 1 e estude a geo-metria do conjunto dos pontos cr��ticos e do discriminante. Interprete geometri-camente estas singularidades no caso das proje�c~oes X; 0! IR2; 0.
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