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Capitulo 1
Otimizacao Multi-Objetivo

Este Capitulo, onde sao apresentadas as nogoes basicas de Otimizacao Multi-Objetivo
(MOO, do inglés Multi-Objective Optimization) estd dividido em quatro segoes. Na
Secao 1.1, sao apresentados os principais conceitos tedricos da area. Na Secao 1.2, sao
definidas as metas em MOO. Na Secao 1.3, sao explicas as diferencas entre MOO e oti-
mizacao de objectivo simples. Finalmente, na Secao 1.4, sao apresentadas as principais
técnicas convencionais para resolver MOO, indicando as vantagens e desvantagens em
cada caso.

1.1 Problemas de Otimizacao Multi-Objetivo

Um Problema de Otimizagao Multi-Objetivo (MOOP, do inglés Multi-Objective Optimiza-
tion Problem) possui um conjunto de fungoes objetivo a serem otimizadas (maximizar ou
minimizar). Além disso, possui restri¢oes que devem ser satisfeitas para que uma solugao
seja factivel para o problema. O enunciado geral de um MOOP é o seguinte (Deb, 2001):

maximizar/minimizar  f,,(x)

restrita a gj(x) > 0, j=1,2,..., NRges; r
hy(x) = 0, k=12, NRig; (1.1)
oM <@y <3l i=1,2,... Noar,
onde x é um vetor de N,,, varidveis de decisao x = (x1,2s,...,2n,,, )] também deno-
: ~ (inf) (sup) L itad i fars :
minado de solugao. Os valores x; *’ e x; "’ representam os limites inferior e superior,

respectivamente, para a variavel x;. Esses limites definem o espaco de varidveis de de-
cisdo ou espaco de decisio Sgec. As NRges desigualdades (g;) e as NR;y, igualdades (hy)
sao chamadas de funcgoes de restricao. Uma solugao x factivel satisfaz as NR;g, + NRges
fungoes de restricao e os 2N, limites. Caso contrario, a solugao nao sera factivel. O
conjunto de todas as solugoes factiveis formam a regido factivel ou espaco de busca Sgqer.

Cada fungao f,,(x) pode ser maximizada ou minimizada. Porém, para trabalhar com
os algoritmos de otimizacao, é necessario converter todas as fungoes para serem apenas
maximizagao ou minimizacao. O vetor fungoes objetivo f(x) = [f1(x), f2(x), . - ., fn,,, (X)]
compoe um espaco multidimensional chamado espaco de objetivos Syp;. Para cada solucao
x 1no espaco de decisdo, existe um f(x) em Sy;. Esta é uma diferenca fundamental em
relacao a otimizacao de objetivos simples, cujo espaco de objetivos ¢ unidimensional. O
mapeamento ocorre entdo entre um vetor x (de dimensdo N,,-) e um vetor f(x) (de
dimensao N;). Por exemplo, se cada elemento de x e f(x) sdo nimeros reais, entao f(x)
estaria mapeada como f(x) : RNVver — RNobs,
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1.1.1 Solugoes Pareto-6timas

As fungoes objetivo empregadas nos MOOPs sao em geral conflitantes entre sim. Uma
funcao objetivo f; é conflitante com uma outra funcao f, quando nao é possivel melhorar o
valor de f; sem piorar o valor da funcao f;. Um exemplo pratico de objetivos conflitantes
sao preco e desempenho na compra de equipamentos, por exemplo, de computadores.
Os computadores de maior custo sao usualmente os de melhor desempenho e vice-versa.
Assim, em uma compra devem ser considerados varios modelos de computadores com
diversos valores nos objetivos de preco e desempenho. Se ambos os objetivos possuem
a mesma importancia, nao ha como afirmar, por exemplo, que certa reducao do prego
compensa certa perda de desempenho.

Em um MOOP, emprega-se o conceito de dominancia de Pareto para comparar duas
solugoes factiveis do problema. Dadas duas solugoes x e y, diz-se que x domina a y
(denotado como x <y) se as seguintes condigdes sao satisfeitas:

1. A solucao x é pelo menos igual a y em todas funcoes objetivo;
2. A solugao x é superior a y em pelo menos uma funcao objetivo.

Assim, existe um conjunto de solugoes que possuem vantagens em desempenho mas que
nao sao melhores em custo e vice-versa. Ou seja, existe um conjunto de alternativas
6timas que sao nao-dominadas entre sim nos objetivos custo e desempenho. Em um
MOOP, o conjunto de solugoes nao-dominadas é chamado de conjunto Pareto-étimo, o
qual representa as solucoes 6timas do problema. A fronteira de Pareto é o conjunto de
valores das fungoes objetivo das solugoes do conjunto Pareto-6timo. A Figura 1.1 mostra
os valores de prego e desempenho (de 0 a 100) de vérios alternativas para o exemplo de
compra de computadores. Nessa Figura sao mostradas a relacao de dominancia entre as
solugoes, o conjunto Pareto-6timo e a fronteira do Pareto.

A
Fronteira de Pareto
10.000 4 Relacoes de dominancia
3<2,5<1,5=<2
7500 02
1 Conjunto Pareto-6timo = {3,4,5}
o N 5
g 5.000 7
e
h )
2.500 3
0 20 40 60 80 100
Performance

Figura 1.1: Exemplo que ilustra o prego e a desempenho de varias opgoes (1-5) de compra
de computadores.

1.1.2 Dominancia de Pareto: definicao e propriedades

A seguir serao apresentados de uma maneira mais formal, os conceitos descritos na
Secao 1.1.1.

Definicao 1 Uma solu¢do x domina uma outra solu¢ao 'y (representado como x <Xy) se
as condi¢oes sequintes sao satisfeitas :
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1. A solugdo x nao é pior que'y em todos os objetivos, ou seja, fm(X) < fn(y) para
todom =1,2,..., Nop;.

2. A solugao x € estritamente melhor que y pelo menos em um objetivo, ou seja,
fm(x) < fin(y) pelo menos para um valor de m.

Deve-se notar, que a Definicao 1 é aplicada em um MOOP onde as fungoes objetivo
devem ser minimizadas. Se ambas as condigdes da Definicao 1 sao satisfeitas, pode-se
dizer que:

1. y é dominada por x;
2. X é nao-dominada por y;
3. x é nao inferior que y.

A Figura 1.1 mostra as relacoes de dominancia para o exemplo de custo desempenho.
A solugao 5 domina a solugao 1 (5 < 1), e a solugao 3 domina a solugao 2 (3 =< 2).
A relagao de dominancia satisfaz as seguintes propriedades:

1. Nao é reflexiva. Conforme a definicao 1 uma solugao nao pode ser dominada por si
mesma;

2. Nao ¢é simétrica, ou seja, x =< y nao implica que y < X;
3. Transitiva, dado que se x <y ey X z entao x <X z.

Essas propriedades caracterizam a relagao de dominancia como una relacao de ordem
parcial estrita (Deb, 2001). Um conjunto de solugdes para um MOOP, pode ser divi-
dido em conjunto de solucoes dominadas e nao-dominadas empregando o operador de
dominancia.

Definicao 2 Dado conjunto de solugoes P, o conjunto nao-dominado P’ é formado por:
P ={xecPlly:y=<x} (1.2)

Quando o conjunto de solucoes P corresponde ao conjunto de solucoes fativeis de
um MOOP (P = Sfaa), 0 conjunto nao-dominado P’ é chamado de conjunto Pareto-
otimo. A Figura 1.2 mostra varios exemplos de conjuntos Pareto-6timos, conforme varias
combinagoes de maximizagao/minimizacao de duas fungoes f1 e fo. A curva indica onde o
conjunto esta localizado. Essa figura também ilustra que é possivel ter conjuntos Pareto-
6timos formando por uma regiao continua ou pela uniao de regioes descontinuas.

O conceito de otimalidade local existe também em MOOPs. Um conjunto Pareto-
6timo local é definido conforme segue:

Definicao 3 Dados P, conjunto de solugdes e €, um numero positivo arbitrariamente
pequeno, o conjunto Pareto-étimo local P” € formado por:

P":{XEPHﬂy:ij/\||y—x||oo§e} (1.3)
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f, min f,, min f,

Espaco de
Objetivos

/, max f,, min f,

Espaco de
Objetivos

\4

minfl , max f2
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Objetivos
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Figura 1.2: Varios exemplos de conjuntos Pareto-Otimos.
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A Figura 1.3 mostra dois conjuntos Pareto-6timos que sao nao-dominados localmente,
mostrando a sua vizinhanga no seu espago de objetivos e no espago de varidveis (a direita).

Conjunto Pareto-Otimo Local

A A
/,

Espaco de Espaco de
. Objetivos Variaveis

*
LA B
Ve

Ll @)

> f1 »xl

Conjunto Pareto-Otimo Global

Figura 1.3: Solucoes Pareto-6timas locais e globais.

Finalmente, a fronteira de Pareto para um MOOP pode ser definida da seguinte forma:

Definicao 4 Dado um MOOP com f,,, m = 1... Ng; fungoes objetivo e cujo conjunto
Pareto otimo € P'. A fronteira de Pareto PF € formada por:

PF =A{f(x) | z € P'}, (1.4)

onde £(x) = [f1(x), f2(X), ..., fn., (X)] € 0 vetor de fungdes objetivo para a solugdo X.

Da mesma forma que o conjunto Pareto 6timo, podem existir fronteiras de Pareto
locais.

1.2 Metas em otimizacao multi-objetivo

Se a informacao adicional sobre importancia relativa dos objetivos é desconhecida, todas
as solugbes Pareto-Gtimas sao igualmente importantes. Deb et al. (2001; 2003) assinalam
trés importantes metas em otimizacao multi-objetivo:

1. Encontrar um conjunto de solugoes que esteja o mais préximo possivel da fronteira
de Pareto;

2. Encontrar um conjunto de solugoes com a maior diversidade possivel;

3. Realizar as duas metas anteriores com a maior eficiéncia computacional possivel.

A primeira meta é comum a qualquer processo de otimizac¢ao. Solugoes muito distantes
da fronteira de Pareto nao sao desejaveis. Por outro lado, encontrar a maior diversidade
dentro das solugoes é uma meta especifica para a otimizagao multi-objetivo. A Figura 1.4a
mostra uma distribuicao quase uniforme de solugoes na fronteira de Pareto. A Figura 1.4b
apresenta a fronteira com as solucoes apenas em algumas regioes, isto é, com baixa di-
versidade. E necessério assegurar a maior cobertura possivel da fronteira. Como em
MOOP trabalha-se com o espaco de decisoes e o espaco de objetivos, é também desejavel
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que as solugoes estejam adequadamente distribuidas em ambos os espacos. Em geral, a
diversidade em um desses espacos garante também a diversidade no outro. Para alguns
problemas, entretanto, isso nao acontece. Dado que encontrar um conjunto de solugoes
uniformemente distribuido é uma tarefa que pode consumir consideraveis recursos com-
putacionais (Deb et al., 2003), é necessario que tais solugoes sejam obtidas eficientemente.

1.3

A

5] /2

fi f1

Fronteira de Pareto Fronteira de Pareto
a b

Figura 1.4: Diferentes distribuicoes de solugoes na fronteira de Pareto.

Diferencas com a otimizacao de objetivos simples

Deb (2001) identifica trés importantes aspectos que diferenciam a otimizagdo multi-
objetivo e a otimizacao de objetivo simples:

1.

Em problemas de otimizagao com um inico objetivo, a meta é encontrar uma solucao
otima global. Se a funcao objetivo desses problemas for multimodal, poderia existir
mais de um 6timo global. Neste caso, todos os 6timos sao equivalentes. Por outro
lado, em MOOP, determinar o conjunto de solugoes da fronteira de Pareto é tao
importante quanto preservar a diversidade neste conjunto. Um algoritmo eficiente
para otimizacao multi-objetivo deve considerar ambos os aspectos;

Um MOOP trabalha com dois espagos (das varidveis e dos objetivos) ao invés de
um. Problemas de objetivo simples trabalham unicamente no espago de variaveis,
pois procuram apenas uma solucao no espaco de objetivos. Manter a diversidade em
ambos espacos complica mais o problema, dado que a proximidade de duas solucoes
no espago de variaveis nao implica proximidade no espago de objetivos.

Os métodos tradicionais de otimizacao multi-objetivo reduzem o conjunto de fungoes
objetivo a uma func¢ao simples a qual pondera cada objetivo. Estes métodos podem
também tratar cada objetivo separadamente, utilizando os demais objetivos como
restri¢oes. Portanto, um MOOP pode ser convertido por meio de algumas técnicas,
em um problema de otimizacao simples.
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1.4 Técnicas Tradicionais para MOOP

Nesta secao serao descritas as principais técnicas classicas usadas em MOOP somatorio
de pesos, métodos de restrigoes € e programagao por metas.

1.4.1 Somatdrio de pesos

O método de somatério dos pesos consiste em criar uma funcao objetivo somando cada
objetivo multiplicado por um peso (Deb, 2001). Os pesos sao fornecidos como parametros.
A escolha dos pesos é um problema importante que depende da relevancia de cada obje-
tivo. B necessério realizar a normalizacao de cada funcao objetivo dado que os diferentes
objetivos podem ter diferentes magnitudes. Por exemplo, o preco de um carro pode variar
de R$4.000 a R$30.000; enquanto o conforto pode estar entre 0% e 100%.

Uma vez que os objetivos estejam normalizados, pode-se formular uma fungao F(x)
que soma o0s objetivos normalizados e multiplicados por seus respectivos pesos. Assim,
um MOOP pode ser formulado como segue:

Nobj )
minimizar F(x) = Z Wiy frn (%),
m=1
restrita a  g;(x) > 0, j=1,2...., NRyes; (1.5)
hi(x) =0, k=1,2,..., NR;u;
xl(mf) S T S xl('sup)7 v = 1727 R Nvara /

onde w,, € [0,1] é o peso para cada funcao objetivo f,,. Pode-se mostrar que a solugao
do problema na Equacao 1.5 pertence ao conjunto Pareto-6timo se os pesos sao positivos
para todos os objetivos. Além disso, pode-se garantir que se um MOOP é convexo (Deb,
2001), qualquer solucdo Pareto-6tima pode ser encontrada usando o método de somatoério
dos pesos, empregados diferentes combinagoes de valores de w,,.

Seja um MOOP com dois objetivos. O espago de objetivos e a Fronteira de Pareto sao
mostrados na Figura 1.5. Tem-se um vetor de pesos w = (wq, wy) para cada objetivo.

A

f, \

\\ A \\\ \\ \
Espacode %\ a
Objetivos

\\\ b
¢ >
vy

Fronteira de Pareto

Figura 1.5: O Método do Somatdrio de Pesos.
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Dado um vetor de pesos w é possivel plotar o contorno de F' no espaco de objetivos.
Dado que F' é uma combinacao linear dos objetivos, obtém-se uma linha reta. Encontrar
o minimo valor da equagao 1.5 é equivalente a achar uma linha de contorno com um valor
minimo para F'.

A Figura 1.5 mostra varias linhas de contorno para I, sendo que a linha d é tangencial
a um ponto do espago de objetivos (A). Esse ponto encontra-se na Fronteira de Pareto
e, conseqiientemente, é uma solucao Pareto-6tima. Modificando os valores para w; e ws
encontra-se uma outra solugao Pareto-6tima.

Embora esse método seja simples, precisa de varias iteragoes para atingir toda a fron-
teira de Pareto. No caso de um MOOP nao convexo, este método nao é capaz de de-
terminar todas as solugoes. Além disso, a aplicagao de vetores de pesos uniformemente
distribuidos nao garante que seja obtido um conjunto de solucoes uniformemente dis-
tribuidas.

1.4.2 Meétodo de restricoes ¢

Haimes et al. (1971 apud Deb, 2001), sugeriram uma reformulacdo de MOOPs consi-
derando qualquer objetivo, mantendo restritos os demais objetivos com valores definidos
pelo usudario. A formulacao adotada é descrita a seguir:

minimizar f,(x),

restrita a  f,,(x) < e, m=1,2,..., Ny e m # u;
gJ(X) Z 07 J = 1727"-7NRdes; (16)
hio(x) = 0, k=1,2,..., NRipu;
2B <ai<2W =12, Noar,

onde cada ¢, definido pelo usuario representa um limite maximo para o valor de f,,. Por
exemplo, para um MOOP nao convexo de dois objetivos f; e fs, escolhe-se f, para ser
minimizado e mantém-se f; com a restricao f; < e;.

f2 A

\V

— O e ———

m,
0,
™
o

Figura 1.6: Método de restri¢oes £ (Deb, 2001).

A Figura 1.6 apresenta o espaco de objetivos e varios valores para £;. O minimo
para fo depende da escolha do €. Por exemplo, usando €{, o valor minimo para f; é
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ponto C. Entao, empregando valores diferentes de ¢, encontram-se diferentes solugoes
Pareto-6timas.

Desta forma, o método de restrigoes € pode ser usado para gerar as solugoes Pareto-
6timas independentemente de o espaco de objetivos ser convexo, nao convexo ou dis-
creto (Deb, 2001). Este método necessita que a escolha do vetor € esteja em uma regiao
factivel para cada objetivo. Por exemplo, na Figura 1.6, se for escolhido €, nenhuma
solucao sera obtida. Assim, como no somatério de pesos, sdo precisas varios iteracoes
para determina a fronteira de Pareto e o uso de uma distribuicao uniforme de £ nao
garante um conjunto de solucoes com a mesma distribuicao.

1.4.3 Programacao por metas

Esta técnica tenta encontrar solugoes que possam atingir uma meta pré-determinada para
uma ou mais fungoes objetivo. Caso nao exista uma solugao factivel que alcance as metas
para todos os objetivos, esta minimiza os desvios em relagao as metas.

Considere uma funcao f(x) para ser minimizada dentro do espaco de busca Sy, Para
cada objetivo é escolhido pelo usuario um valor meta z. Entao, o problema é formulado
para encontrar uma solucao cujo valor em f seja igual a z. Formalmente,

meta (f(x) = z),
X € Sfact

Para resolver um problema de programacao de metas, cada meta é convertida em uma
restricao de igualdade. Busca-se, entao, minimizar todos os desvios em relacao as metas.
Existem varias formas de trabalhar com esses problemas, as quais serao descritas a seguir:

e Programacao de metas com pesos: para um problema com N, objetivos, formula-
se uma fungao somando os desvios para cada um dos N,,; objetivos. A formulacao
geral desse problema pode ser descrita da seguinte forma:

N, obj )

minimizar Z(amgbm + Boalim)
m=1

restrita 8 fo(X) = Gn + o = 2Zm, m=1,2,..., Noy (1.7)
X € Sfact7
Gy M > 0, m=1,2,..., Npj, )

onde a,, e (3, sdo os pesos dos desvios positivo e negativo (¢, € Nm, respectiva-
mente) para o j-ésimo objetivo, z,, é a meta para a funcao f,, e Sr.t € 0 espaco de
decisao factivel. As solugoes obtidas por este método dependem consideravelmente
da escolha dos valores para a,, e B,,. Além disso, segundo Deb (2001), este método
possui dificuldades similares ao método do somatoério dos pesos;

e Programacgao de metas lexicograficas: aqui as metas sao organizadas em varios niveis
de prioridade. Resolvem-se seqiiencialmente vérios problemas de programacao de
metas. Inicialmente, as metas de primeira ordem de prioridade sao consideradas
na formulagao do problema. Caso existam multiplas solucoes, as metas de segunda
ordem de prioridade sao consideradas formulando outro problema para minimizar
apenas os desvios para as metas de segunda ordem. As metas de primeira ordem de
prioridade sao usadas como restricoes. O processo continua com os demais niveis
de prioridade até que seja encontrada uma tnica solugao. Utilizando esse método,
é encontrada freqiientemente uma solu¢ao Pareto-6tima. A Figura 1.7 mostra um
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espaco de objetivos para as fungoes f; e fo. Se fi é mais importante, minimiza-se
f1 primeiro e obtém-se as solugoes das regives AB e C'D nas quais f; é minima.
Dado que existem multiplas solucoes, minimiza-se f; somente nas regioes AB e
CD, encontradas na iteracao anterior. A solucao é o ponto D, que corresponde ao
minimo para f,. Entao, D é a solugdao para todo o problema de programacao de
metas lexicograficas.

fz A

7,
Figura 1.7: Método da programagao de metas lexicograficas (Deb, 2001).

e Programacao de metas min-max: neste método é minimizado o maximo desvio em
relacao as metas. A formulacao adotada é a seguinte:

Minimizar ¢

restrita a G + Bnlim < 0, m=1,2,..., Ny,
fj(x)_¢m+nmzzmv m:1727"'aNobj (18)
X € Sfacta
¢m7nm207 7’TI,:1,2,...,]\701,J‘7

onde ¢ é o desvio maximo para qualquer meta, ¢,, e n,, sao os desvios positivos e
negativos para cada objetivo, a,, e (3,, representam os pesos para cada desvio. Este
método requer também a escolha dos pesos a,, € [,,.

1.4.4 Vantagens e desvantagens das técnicas tradicionais

A principal vantagem das técnicas tradicionais é que possuem provas de convergéncia que
garantem encontrar pelo menos uma solugao Pareto-6tima (Coello et al., 2002; Deb, 2001).
Todas as técnicas descritas neste Capitulo reduzem um MOOP para um problema de ob-
jetivo simples. Cada técnica utiliza uma forma diferente de redugao e introduz parametros
adicionais. A escolha desses parametros afeta diretamente os resultados obtidos. Cada vez
que os parametros sao modificados, é necessario resolver um novo problema de otimizacao
simples. Portanto, para encontrar cada solucao Pareto-6tima, precisa-se solucionar um
problemas de objetivos simples.

Alguns métodos nao garantem solugoes ao longo de toda a fronteira de Pareto. Se
esta nao é convexa, o método do somatério dos pesos nao encontra certas solugoes, inde-
pendentemente dos pesos escolhidos.

Finalmente, todos as técnicas descritas precisam de parametros adicionais, tais como
pesos, metas, e vetores de restricao. Além disso, a distribuicao uniforme desses parametros
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nao garante a diversidade das solugoes Pareto-6timas. Porém, existem técnicas alterna-
tivas para tratar MOOPs. Dentre dessas técnicas, destacam-se os Algoritmos Evolutivos
(AEs (De Jong, 2006)) que apresentam varios aspectos positivos que motivam a aplicagao
dos mesmos. Na proxima Secao, serd tratada a aplicagao de AEs em MOOPs.

Para maiores informacoes dos métodos tradicionais, incluindo exemplos de aplicacao
é sugerida a leitura do Capitulo 2 do livro de Deb (2001).



Capitulo 2

Algoritmos Evolutivos para
Otimizacao Multi-Objetivo

Os Algoritmos Evolutivos (AEs) tém sido largamente explorados em problemas de oti-
mizacao. Uma das caracteristicas mais importantes dos AEs é que possibilitam encontrar
solugoes 6timas ou adequadas para um problema complexo sem usar informacao adicional,
como célculo de derivadas de fungdes (Goldberg, 1989). Um outro grande diferencial dos
AEs tem sido na solugao de problemas multi-objetivo.

Este capitulo apresenta os conceitos envolvidos no desenvolvimento de AEs para MO-
OPs (MOEA, do inglés Multi-Objective Evolutionary Algorithm) e descreve os principais
modelos existentes. A Secao 2.1 apresenta os principais modelos de AEs para MOOPs.
Finalmente, a Secao 3 detalha as métricas comumente empregadas para avaliar diferentes
modelos de MOEAs.

2.1 AEs para Otimizacao Multi-Objetivo

A possibilidade de se trabalhar com varias solugdes simultaneamente, de nao precisar
de informagoes adicionais e poder escapar de 6timos locais fazem dos AGs uma técnica
promissoria a ser empregada nos MOOPs.

A primeira implementagao de um MOEA foi proposta por Schaffer (1985). O modelo
sugerido foi denominado VEGA (do inglés Vector Evaluated Genetic Algorithm). Schaf-
fer fez uma modificagdo no AG convencional para avaliar cada objetivo separadamente.
Contudo, o método proposto nao permitia obter uma diversidade adequada nas solugoes
ao longo da fronteira de Pareto.

Goldberg (1989) propos varias abordagens para estender a aplicagoes de AGs para MO-
OPs. Uma das propostas utiliza um procedimento para ordenacao de solugoes baseado
no conceito de dominancia. Nesse método, o valor de aptidao para uma solucao ¢ é pro-
porcional ao ntimero de solugoes que ¢ domina. Desta forma, as solu¢oes nao-dominadas
sao enfatizadas obtendo maior quantidade de cépias na lista de reproducao.

Para manter a diversidade das solugoes, Goldberg sugeriu o emprego de um método de
compartilhamento (Goldberg, 1989), que permite levar em conta a densidade de solugoes
em uma vizinhanca no espaco de busca. Assim, solugoes que estejam melhor espalhadas
na fronteira de Pareto tém um melhor valor de compartilhamento. Baseadas nessas idéias
iniciais, foram propostos uma série de modelos de MOEAs.

A diferenca fundamental dos MOEAs em relagao aos AEs tradicionais é o operador
de selecao, dado que a comparacao entre duas solugoes é efeituada com base no conceito
de dominancia de Pareto. Em alguns métodos, o valor de aptidao é proporcional a do-
minancia da solugao. Outros métodos utilizam apenas a dominancia de Pareto e nao

15
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calculam o valor de aptidao com base no nivel de dominéancia. A aplicagdo dos MO-
EAs para MOOPs apresenta trés grandes vantagens com relacao as técnicas tradicionais
descritas na Segao 1.4 (Coello, 2001):

1. Nao introduzem parametros adicionais no problema;

2. Trabalham diretamente com varias fungoes usando o conceito de dominancia de
Pareto;

3. Um conjunto diversificado de solugoes pode ser encontrado apenas em uma execugao

do MOEA.
Os modelos de MOEA séo classificados por Deb (2001) em dois tipos:

1. Nao elitistas: sao aqueles modelos que, como o proprio nome indica, nao utilizam
alguma forma de elitismo nas suas iteragoes;

2. Elitistas: sao os modelos que empregam alguma forma o elitismo. Alguns modelos,
como o SPEA (Zitzler e Thiele, 1998) e o PESA (Corne et al., 2000) (ver Tabela
2.1, que enumera os principais modelos de MOEAs), utilizam uma populacdo ex-
terna onde sao armazenadas as solugoes nao-dominadas encontradas até o momento.
Outros métodos, como o NSGA-II (Deb et al., 2000), combinam a populacao atual
com a populacao anterior para preservar as melhores solugoes de ambas. O estudo
realizado por Zitzler et al. (2000) conclui que o elitismo melhora as solugoes encon-
tradas por um modelo MOEA. A partir desse trabalho, os novos modelos passaram
a incorporar alguma estratégia de elitismo.

A seguir serao apresentadas quatro dos principais modelos MOEAs, focalizando suas
vantagens, desvantagens e principais contribuicoes de cada um deles.

2.1.1 Multi-Objective Genetic Algorithm

O primeiro AE em dar énfase ao conceito de dominancia e a diversidade das solugoes ¢é o
Multi-Objective Genetic Algorithm (MOGA) (Fonseca e Fleming, 1993) de cada populagao
P, t=1,2,... Niyer, onde Ny, € numero de iteragoes. O MOGA se diferencia dos AGs
classicos pela forma com que atribui o valor de aptidao as solugoes.

Em cada iteracao t, calcula-se o valor Ndom,; para toda solugao i na populagao P;
conforme a seguinte equacao:

Ndom; =1+ |{j € P| j 2 i}| (2.1)

ou seja, Ndom; ¢ igual ao nimero de solugoes em P, que dominam a solugao ¢+ mais um.
O valor de ranking para a solugao ¢, denotado por rank; ¢ igual a:

rank; = 1 + Ndom; (2.2)

Assim, as solugoes nao-dominadas de P, possuem ranking 1. Pelo menos uma solucao
em P, possui o valor de rank; = 1 . O valor maximo de rank; é igual ao tamanho da
populacao P,. A Figura 2.1a mostra um conjunto de solugoes e a Figura 2.1b apresente os
seus respectivos valores rank;. Pode-se observar que alguns valores possiveis para rank;
(7,9, e 10) nao aparecem na Figura 2.1b. Define-se um contador u(rank;) como segue:

p(rank;) =1+ 1{j € B, j # 1 | rank; = rank;}|, (2.3)
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Sigla Nome do modelo Elistista
VEGA (Vector Evaluated Genetic Algorithm) (Schaffer, 1985) Nao
WBGA (Weight Based Genetic Algorithm,) (Hajela e Lin, 1992) Nao
MOGA (Multiple Objective Genetic Algorithm) (Fonseca e Fleming, | Nao

1993)
NSGA (Non-Dominated Sorting Genetic Algorithm) | (Srinivas e Deb, 1994) | Nao
NPGA (Niched-Pareto Genetic Algorithm) (Horn et al., 1994) Nao
PPES (Predator-Prey Evolutionary Strategy) (Laumanns et al., | Nao
1998)
REMOEA (Rudolph’s Elitist Multi-Objective Evoluti- | (Rudolph, 2001) Sim
onary Algorithm)
NSGA-II (Elitist Non-Dominated Sorting Genetic Al- | (Deb et al., 2000; Deb | Sim
gorithm) e Sundar, 2006)
SPEA, SPEA2 (Strenght Pareto Evolutionary Algo- | (Zitzler et al., 2001; | Sim
rithm) 1 e 2 Zitzler e Thiele, 1998)
TGA (Thermodynamical Genetic Algorithm) (Kita et al., 1996) Sim
PAES (Pareto-Archived Evolutionary Strategy) (Knowles e Corne, | Sim
1999)
MOMGA-I, MOMGA-II (Multi-Objective Messy Ge- | (Veldhuizen, 1999) Sim
netic Algorithm) I e 11
Micro-GA (Multi-Objective Micro-Genetic Algorithm) | (Coello, 2001) Sim
PESA-I, PESA-II (Pareto Envelope-Base Selection Al- | (Corne et al., 2001, | Sim
gorithm) T e 11 2000)
e-MOEA (e-dominance Multi-Objective Evolutionary | (Deb et al., 2003) Sim
Algorithm)

ou seja, p; conta o nimero de solugoes que possui valor de rank igual ao rank da solugao

A populacao P, é ordenada ascendentemente pelos valores rank;. Para cada solugao i €

P,, calcula~se um valor de aptidao preliminar (raw fitness, denotado por raw;) conforme
uma uma funcao linear ou outro tipo de funcao (Fonseca e Fleming, 1993). A aptidao de
uma solugao ¢ (denotado como F;) é a média dos valores raw; em todas as solugoes de P,
com o0 mesmo ranking, ou seja:

_ 2jraw;

w(rank;)’ (24)

onde j sao as solucoes em P, tal que rank; = rank;. Dessa forma, sao enfatizadas
as solucoes nao-dominadas. Para manter a diversidade entre solugoes nao-dominadas,
Fonseca e Fleming (1993) propuseram usar nichos para cada ranking. Uma vez obtidos
os nichos é calculada a aptidao compartilhada (denotada como F] e explicada na segao
2.1.1), tal valor é escalonado como segue:

o Flrank)
D S

J=177
onde j sao as solucoes em P, tal que rank; = rank;. Esse calculo comega com as solugoes
com valor rank; = 1, entao passa para rank; = 2 e assim sucessivamente. Apods esses

calculos, aplicam-se os operadores de sele¢ao, recombinagao e mutacao em P, para gerar
a nova populacao P, 1. O MOGA continua por Ny, iteracoes determinando as solugoes

F/

1)

(2.5)
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Figura 2.1: Célculo do ranking do algoritmo MOGA (Deb, 2001).

finais armazenadas na populagao Ppinq. A seqiiéncia de passos do MOGA ¢ mostrada no
Algoritmo 1.

Aptidao compartilhada

O objetivo da aptidao compartilhada (fitness sharing) é distribuir as solugoes em diferentes
regides ou nichos no espago de busca (Haupt e Haupt, 1998). A Figura 2.2 mostra um
conjunto de solucoes distribuidas em varios nichos, representados com circulos.

A

S )
2 nichos

Fronteira de Pareto

Figura 2.2: Conjunto de solugoes agrupadas em nichos.

Para cada solugao i € P; ¢é calculado um valor de contador de nicho (denotado como
ne;), definido como:

ne; =Y Sh(dy), (2.6)

JjeP;
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onde:

e j sao as solugoes em P, tal que rank; = rank;;

e d;; representa a distancia entre duas solugoes ¢ e j. Tal distancia é calculada no
espago de objetivos da seguinte forma:

Nopj . . 2
_ fm(z) _ fm(])
dij = mzzl (max fm — min fm> ’ (2.7)

onde f,,(7) e fi,(j) representam o valor da m-ésima funcao objetivo das solugoes i e
7, respectivamente. Além disso, max f,, e min f,, sao os valores minimos e maximos
para a m-ésima funcao objetivo;

e A funcao Sh da Equagao 2.6 é conhecida como funcdao de compartilhamento, que foi
proposta por Goldberg e Richardson (1987), sendo definida como:

dl] @
B (e <L
Sh(d’u) = ! (Ushare) » e dZJ = Oshare; (28)
0, caso contrario,

onde a é um parametro define o comportamento da fungao Sh e ogpare € 0 Tat0 do
nicho. O valor de ogpqre define a vizinhanga de uma solugao. Se d;; > Ospare as
solugoes 7 e 7 estao em nichos separados e S h(d) = 0. Caso contrario, Sh assume
um comportamento decrescente em relacao a ~ . O MOGA usa a funcao Sh com

o =1 € 04,47 atualizado dinamicamente. Os calculos do O 4pare €stao descritos com
detalhes em (Deb, 2001; Fonseca e Fleming, 1993).

A Equacao 2.6 representa o grau de multidao da regiao a que i pertence. Quanto maior
o numero de solugoes dentro nicho da solucao i, maior serd o seu valor nc;. Finalmente,
a aptidao compartilhada para i é dada por:

F =

)

(2.9)

ne;’
lembrando que F; é a aptidao média da solucao i. Assim, as solugoes que residem em um
nicho menos ocupado terao melhor aptidao de compartilhamento.

2.1.2 Non-dominated Sorting Genetic Algorithm

O algoritmo Non-dominated Sorting Genetic Algorithm (NSGA-II) (Deb et al., 2000) é
baseado em uma ordenacao elitista por dominancia (Pareto ranking). Esse procedimento
consiste em classificar as solugoes de um conjunto M em diversas fronteiras Fi, Fo, ... Fp
conforme ao grau de dominancia de tais solugoes. Assim, a fronteira F; contém as solugoes
nao-dominadas de todo o conjunto M. A fronteira F5 possui as solugoes nao-dominadas
de M — Fy; F3 contém as solugoes de M — (F; U Fy) e assim sucessivamente.

O procedimento de ordenagao por dominéancia proposto por Deb et al. (2000) é mos-
trado no Algoritmo 2. Para cada solugao ¢ contida em P sao calculados dois valores:

e nd;, o numero de solugoes que dominam a solucao i;

e U;, o conjunto de solugoes que sao dominadas pela solugao .
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Algoritmo 1: MOGA
Entrada: Conjunto de parametros relevantes ao MOGA
Saida: Solugoes na populacao Pripg-
Inicializacao
1 Inicializar os contadores pu(k) = 0, para todos os valores possiveis rankings k,
kE=1,...,N.
2 Criar uma populagao de solucoes aleatérias P, de N individuos

para cada geracaot =1,..., Ny., fagca

para cada solucao i € P, faga
Calcular Ngon, (i) conforme a Equacao 2.1
Calcular rank; conforme a Equagao 2.2
u(rank;) = p(rank;) + 1

fim

Ordenar descendentemente P, pelos valores rank;

rank* = max(rank;), i € P,

para cada solucao i € P, faga

8 Calcular raw;
Calcular F; conforme a Equagao 2.4
fim
10 k=1

enquanto k£ < rank* faca

para cada solu¢do i € Py|rank; = k faga
11 Calcular nc; conforme a Equagao 2.6
12 Calcular F} confirme a Equagao 2.5

fim
13 E=k+1

fim
14 Gerar a nova populagao P,.; aplicando os operadores genéticos
fim

15 Pfinal = PtJrl

As linhas 1-7 do Algoritmo 2 calculam tais valores para as solugoes em M. Além
disso, as solugoes com nd; = 0 estao contidas na fronteira F;. Em seguida, as linhas 9-16
percorrem o conjunto de solugoes dominadas U; para cada solugao ¢ de F;. O contador
nd; de cada solugao j em U; é diminuido em 1. Se nd; = 0, entao a solucao j pertence a
préxima fronteira, neste caso, F». A iteracao das linhas 9-16 é repetida até que todas as
solucoes estejam classificadas em uma fronteira. A Figura 2.3 ilustra este procedimento
aplicado a solucoes que minimizam f; e fs.

O algoritmo NSGA-II trabalha com duas populagoes, denotadas como P e () de tama-
nho N;,q. As populacoes P e () em cada iteracao t = 1,2, ... Ny, sao denotadas por P;
e @)y, respectivamente. Na primeira geracao, os individuos inicias da populacao P; geram
as solucoes em () pela aplicacao dos operadores de selecao, recombinacao e mutagao. A
seguir, ¢ estabelecido um processo competitivo para preencher N;,q vagas na populacao
P, entre 2N;,,4 individuos contidos em R; = P, U ();. Esta operacao é realizada usando
ordenacao por dominancia em R;, encaminhando as solugoes nao-dominadas contidas nas
fronteiras diretamente para a préxima geragao (elitismo).

Para garantir a diversidade na fronteira calculada, o NSGA-II emprega uma estimativa
da densidade das solucoes que rodeiam cada individuo da populacao. Assim, calcula-se a
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Algoritmo 2: Algoritmo para Ordenagao por Dominancia.

Entrada: M, um conjunto de solugoes
Saida: Fi, F»,...Fy, as fronteiras que classificam as solucoes de M.

1 para cada solucdo © € M faga
2 nd; =0
3 Uz =o
4 para cada solucdao j #i e j € M faga
5 se i = j entao U, = U, U {j}
6 se j =i entao nd; = nd; + 1
fim

7 se nd; = 0 entao F; = F; U {i}

fim
s k=1

9 enquanto F, # & faga
10 Temp =
11 para cada solucao i € Fj, faga
12 para cada solucao j € U, faga
13 n; =mn; —1
14 se n; =0 entao Temp = Temp U {j}
fim
fim
15 k=k+1
16 Fy, =Temp

fim

Ji

Figura 2.3: Ordenagao por dominancia (Deb, 2001).

média da distancia das duas solugoes adjacentes a cada individuo para todos os objetivos.
Esse valor é denominado distancia de multidao. O Algoritmo 3 mostra os passos a seguir
para calcular tal valor, onde crowdist, ¢ o valor da distancia de multidao do n-ésimo
individuo do conjunto M (denotado como M,) e f,,(M,) é o valor da m-ésima fungao
objetivo para tal individuo.

A aptidao de cada solucao i é determinada pelos seguintes valores:

1. rank; = k, o valor de ranking 7 é igual ao nimero da fronteira F;, a qual pertence;

2. crowdist;, o valor de distancia de multidao de 7.
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Algoritmo 3: Célculo da distancia de multidao.

Entrada:

M, uma conjunto de | M| solugoes

Saida: crow,, valores de distancia de multidao da n-ésima solugao em M.
1 para solugaon =1,2,...|M]| faga dist,, =0
2 param =1,2,..., Ny, faga
3 Classificar M por f,,
4
5

crowdist; = crowdist|y; = 00
paran=2...|M|—1 faca
| crowdist,, = crowdist, + fn(Mui1) — f(My—1)
fim
fim

O NSGA-IT emprega um processo de selecao por torneio. Em tal abordagem, duas
solucoes sao comparadas para escolher qual delas vai gerar descendentes na nova po-
pulagao. Uma solucao 7 é escolhida sobre uma solugao j se:

1. 4 possui um ranking menor que j, ou seja, rank; < rank;;

2. Se ambas as solugoes possuem o mesmo ranking e ¢ possui um maior valor de
distancia de multidao (ou seja, rank; = rank; e crowdist; > crowdist;).

O célculo da distancia de multidao permite que as solugoes melhor espalhadas passem
a ocupar as ultimas vagas disponiveis de P,,; garantindo a diversidade das solugoes. A
populacdo @11 é gerada utilizando os operadores de sele¢@o por torneio (descrita acima),
recombinacao e mutagao em P 1. O NSGA-II continua por Ny, iteracoes e as solugoes
finais encontram-se em P, 1UR; 1. A sequiéncia de passos seguido pelo NSGA-II é descrita
no Algoritmo 4. A Figura 2.4 mostra o esquema para uma iteragao do NSGA-II.

ordenagéo por

dominancia Nova populagao
v >
> \5{&
q distancia de
F multiddo
3
Q, . solugdes
rejeitadas
A
R

Figura 2.4: Esquema do modelo NSGA-II, baseado em (Deb, 2001).
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Algoritmo 4: NSGA-II
Entrada: Conjunto de parametros relevantes ao NSGA-II
Saida: Solugoes na populacoes Pfina € Q final-

Inicializacao
1 Criar uma populacao de solugoes aleatérias Py de Nj,q individuos
Ordenhar P; por dominancia
3 Aplicar operadores genéticos em P; para gerar uma nova populacao, ) de
tamanho Nj,q
para cada geracaot =1,..., Ny, faga
4 Aplicar o Algoritmo 2 em R, = P, U Q)
5 k=1
6 enquanto |P,1 + Fi| < Nyng faga
7 Aplicar o Algoritmo 3 em Fj,
8 P=PUF
9 E=k+1
fim
10 Aplicar o Algoritmo 3 em Fy
11 (Classificar a F}, pelo ranking e a distancia de multidao
12 Copiar as primeiras Nj,q — |Pi11| solucoes de Fy para P,y
13 Gerar a nova populagao ()41 aplicando os operadores genéticos em P14
fim

14 Pfinal = Pt—i—l
15 Qfmal = Q41

2.1.3 Strength Pareto Fvolutionary Algorithm

Zitzler et al. (2001) propuseram o Strength Pareto Evolutionary Algorithm (SPEA2).
Esse método emprega também duas populacao P e ). Na populacao (), chamada de
populagao externa, sao armazenadas apenas as solugoes nao-dominadas encontradas pelo
algoritmo. O tamanho da populacao ), denotado como N, é fornecido como parametro.
As populagoes P e ) em cada iteracao t = 1,2, ... Ny, sao denotadas como P; e (),
respectivamente.

O SPEA2 comeca criando uma populacao aleatoria P; e uma populacao externa ()q
inicialmente vazia. Em cada iteracao, o aptidao para cada solucao ¢ em R; = P, U@y é
obtido em vdrias etapas. Primeiro, um valor de aptidao (strenght fitness, denotado por
strenght; ), é calculado da seguinte forma:

strenght; = [{j,j € Ry, | i = j}. (2.10)

O valor strenght; representa o numero de solucoes em R; que sao dominadas pela
solucao . Assim, solugoes que nao-dominam nenhuma outra tém strenght; = 0. Calcula-
se também o valor de raw fitness, denotado como raw;, conforme a equagao:

raw; = Z strenght;. (2.11)
JER:,j=1
O valor raw; representa o somatoério dos valores strenght; das solugoes j € R; que
dominam ¢. Assim, as solugdes nao-dominadas tem um valor raw; = 0; enquanto as
solugbes com um raw; alto sdo dominadas por muitas solugoes em R;. A Figura 2.5
apresenta um conjunto de solugdes e seus valores (strenght;, raw;).
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Figura 2.5: Exemplo do célculo de raw; e strenght; no algoritmo SPEA2.

Conforme Zitzler et al. (2001), este mecanismo em certo nivel ordena as de solugdes
por dominancia, mas pode falhar quando existem muitas solu¢oes nao-dominadas. Neste
caso, existiriam muitas solugoes com rank; = 0 e nao enfatizaria a preferéncia de uma
solugao sobre uma outra. Para resolver esse problema, SPEA2 usa uma informagao de
densidade, baseada no método de k-vizinhos, onde a densidade em qualquer ponto é uma
funcao decrescente em relacao a k-ésima solucao mais préxima. Para cada solucao i em
R;, obtém-se as distancias Euclideanas (no espago de objetivos) em relagdo as outras
solugoes j € Ry, j # i. Tais distancias, denotadas como dist;;, sao ordenadas em ordem
ascendente. A densidade da solugao i, denotada como dens; é expressada como:

1

—. 2.12
distf; + 2 (2.12)

dens; =

O valor dens; é inversamente proporcional ao valor distancia com de i ao seu k-vizinho
mais préximo, denotada como dz’stfj. Os autores do SPEA2 recomendam empregar um

k = +/|R:|. A distancia dens; esté dentro do intervalo aberto (0,1). Finalmente, a aptidao
final para cada solucao ¢ em R;, denotada por Fj, é dada por:
F; = raw; + dens;. (2.13)

Se a solugao ¢ for ndo-dominada, terd um valor F; no intervalo [0, 1[. Caso contrario,
F; > 1. Uma vez calculado Fj, copia-se as solucoes nao-dominadas de R; para a nova
populacao externa ();,;. Existem 3 possiveis situacoes para realizar tal cépia:

1. |Q¢s1] = Negt, nesse caso nao se fazem modificagoes em |Qyy1].

2. |Qi11] < Nest, nesse caso, ordenam-se as solugoes de R; pelos valores de aptidao F;
e copiam-se as primeiras Ne,; — |Qyy1] solugdes i de Ry tal que F; > 1.

3. |Qi11] > Next, nesse caso se utiliza um algoritmo de corte em |Q;41], explicado na
subsecao seguinte.

Finalmente, realiza-se o processo de selecao por torneio, recombinagao e mutagao sobre
()11 para gerar a nova populagao Pjq.
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Algoritmo de Corte em SPEA2

O algoritmo de corte do SPEA2 restringe o tamanho de (), para N, solu¢oes. Em cada
iteracao escolhe-se uma solucao tal que a sua distancia para o seu vizinho mais proximo
seja a menor possivel. No caso de empate, calcula-se a segunda menor distancia. Se
houver empate novamente, calcula-se a terceira menor distancia e assim, sucessivamente.
Formalmente, uma solugao i’ é eliminada de (Q);,1 se as seguintes condigdes sao satisfeitas.

L. dist};, > dist; | 7,51 #7,j € Qi1 ou;
2. dz’sté,j, = distéj e dz’stf,j, > distfj | 7 #0 € Qui, | <k < New, 1<I<Kk

onde dz’st}/j,, distf}j, e distﬁ/j, representam a distancias de i’ e seu primeiro, k-ésimo e
[-ésimo vizinho mais préximo, respectivamente (denotado por j'). Similarmente, dist}j,
distfj e distéj representam a distancias de 7' a seu primeiro, k-ésimo e [-ésimo vizinho mais
préximo, respectivamente (denotado por j). Assim, sdo eliminadas solugoes em Q41 até
reduzir o seu tamanho para N,.;.

A Figura 2.6a mostra o conjunto de solugoes pertencentes a populacao externa Qi
e as setas que indicam o segundo vizinho mais préximo. Depois de aplicar o algoritmo de
corte para SPEA2, as solugdes 2,4 e 7 sao eliminadas da populacao Q1 (Figura 2.6b).
Além disso, o algoritmo de corte garante que as solugoes extremas para cada objetivo
sejam mantidas. O SPEA2 continua por Ny, iteragdes. As solugoes finais correspondem
as solugoes de Qy11. A seqiiéncia de passos realizada pelo SPEA2 é descrita no Algoritmo
5.

A
/,
L
» »
, / f,
ronteira de Pareto Fronteira de Pareto
a b

Figura 2.6: Algoritmo de Corte no modelo SPEA2.

2.1.4 e-dominance Multi-Objective FEvolutionary Algorithm

Deb et al. (2003) propuseram um MOEA baseado no conceito de e-dominancia, que foi de-
nominado (e-dominance Multi-Objective Evolutionary Algorithm (e-MOEA). O operador
de e-dominancia é formalmente definido a seguir:

Definicao 5 Dado um MOOP para a minimizacao do vetor de funcgoes objetivos f =
[f1s fas- o faops]- Sejam x ey duas solugdes quaisquer ao problema e seja o vetor € =
€1, €2, ..., €n,pj] tal que €, > 0,m = 1,2,..., Ny;. A solugao x e-domina a solugio y
(representado como x <.y ) se as condi¢cdes sequintes sao satisfeitas :
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Algoritmo 5: SPEA2
Entrada: Conjunto de parametros relevantes ao SPEA2
Saida: Solugoes na populacao @ fina-

Inicializacao
1 Criar uma populacao de solugoes aleatérias Py de Nj,q individuos
2 Ql = @
para cada geracaot =1,..., Ny, faca
para cada solucao i em R, = P, U (), faca
3 Calcular strenght; conforme a Equacao 2.10
4 Calcular raw; conforme a Equagao 2.11
5 Calcular dens; conforme a Equacgao 2.12
6 Calcular F; conforme a Equagao 2.13
fim
7 Copiar as solugoes ¢ € R, em Q1 tal que F; < 1
8 se |Qi+1| < Ny entao
Ordenar R; ascendentemente pelos valores Fj
10 Copiar as primeiras N, — |Qs11| solucoes de Ry para Q;11 tal que F; > 1
fim
11 se |Q+1| > Ney €ntao
| Reduzir Q1 aplicando o algoritmo de corte descrito na Secao 2.1.3
12 Gerar a nova populagao P, aplicando os operadores genéticos em Q11
fim

13 sz‘nal = Q41

1. Ym, m=1,2,...,Npj, (1 —€pn)fmn(x) < fin(y)
2. 3m, m=1,2,..., Nop; | (1 =€) firn(x) < fin(y)-
Um exemplo de e-dominancia para a minimizacao de duas funcoes é mostrado na

Figura 2.7, a qual mostra a regiao onde encontram-se as solugoes que 7 e a regiao maior
que ¢ e-domina.

adaj” / regidao dominada

fi

Figura 2.7: Exemplo de dominancia e e— dominancia da solucao 1.
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A idéia basica proposta no algoritmo e-MOEA ¢é empregar o conceito de e-dominancia
para dividir o espaco de busca do problema em hiperplanos. A diversidade das solucoes é
obtida mantendo apenas uma solucao em cada hiperplano. A Figura 2.8 mostra como a
e— dominancia é empregada para criar uma grade no espaco de busca para a minimizacao
de duas fungoes, onde a drea de cada rectangulo (hiperplano) é dada por €ey. Além
disso, tal figura mostra o vetor hip da solucao i, correspondente ao extremo inferior do
hiperplano ao qual 7 pertence.

] G

regiao €- dominadals. n sl i e RTINS (e atetets oseatessse
i

fi

Figura 2.8: Exemplo de divisao em hiperplanos do espaco de solugoes para f; e fs.

O e-MOEA possui duas populagoes, denotadas como P e (). Na primeira iteracao
do e-MOEA, as solugoes nao-e-dominadas de P sao copiadas para (). Em seguida, duas
solugoes, uma de cada populacao sao escolhidas para recombinacao. Para selecionar a
solugao de P, duas solugoes de P sao escolhidas. Se uma solugao domina a outra, entao
tal solucao é escolhida. Caso contrario, escolhe-se aleatoriamente uma delas. A solugao
de @) é selecionada aleatoriamente. As solugoes escolhidas sao recombinadas para gerar A
descendentes, que sao armazenadas no conjunto Desc.

Posteriormente, calculam-se as coordenadas de cada hiperplano contendo as solugoes
i € Desc (denotadas pelo vetor hip(i) = [hipy, hips, . .., hipn,,,]. Cada elemento hip,,, m =
1,2,..., Noy; € definido por:

me(i) — min f,,)
hip,, — o (2.14)
[(fm(i) — min f,)

€m

J , para minimizar f,,

—‘ , para maximizar f,,,

onde min f,, representa o valor minimo para m-ésima funcao objetivo f,, e €,, é o m-ésimo
valor do vetor €. Reciprocamente, empregando a Equagao 2.14, sao calculados os vetores
hip(j) para as solugoes j € Q). No préximo passo, cada solucao i € Desc é comparada
com as solugoes j € ). Podem acontecer os seguintes casos:

1. Se 3j € Q| hip(j) < hip(i), entdo j <. i. A solugdo i é descartada;
2. Se 3j € Q| hip(i) < hip(j), entdo i <, 7. A solugao ¢ substitui j em Q;

3. Caso contrario, significa que ¢ é nao e-dominadas com as solucoes em (). Podem
acontecer os seguintes casos:
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(a) Se dj € Q| hip(i) = hip(j), as solugdes i e j ocupam o mesmo hiperplano.
Nesse caso:
i. Se 7 < j, a solucao ¢ substitui 7 em Q);
ii. Se ¢ e j sao nao-dominadas entre si e diste() nip(s) < diSte(j) nip(j), entao
a solugao i substitui j em Q). diste() nip(i) € diste(j) nip(j) correspondem as
distancias euclideanas dos vetores de funcoes objetivo de i e j as coordena-
das do hiperplano ao qual 7 e j pertencem. Assim, a solugao mais préxima
as coordenadas do hiperplano é escolhida.

iii. Caso contrario, descarta-se 1.

(b) Se 3j € Q| hip(i) = hip(j), adiciona-se a solucdo i em Q.

A seqiiéncia de passos descrita acima para atualizacao da populacao () é mostrada no
Algoritmo 6. Tal procedimento garante que haja apenas uma solugao em cada hiperplano
da fronteira de Pareto. Dessa forma, o e MOEA possui duas propriedades importantes:

1. As solugdes encontradas encontram-se adequadamente distribuidas;

2. O tamanho da populacao () nao tém um limite especifico pré-determinado. As-
sim, |@| apenas depende da escolha do vetor €, que determina as dimensoes dos
hiperplanos que dividem o espago de busca.

Posteriormente, algumas solucoes j € P sao substituidas pelas solucoes descendentes
1 € Desc, conforme as seguintes condigoes:

1. Se {j € P|i=j}#0,isubstitui algum j | i < j escolhido aleatoriamente;
2. Sedj € P|j =i, asolucdo i é descartada;

3. Caso contrario, ¢ substitui algum j € P escolhido aleatoriamente.

Dessa forma, substituem-se parcialmente os individuos da populacao P, isso caracte-
riza 0 e MOEA como um AE steady-state (Goldberg, 1989). Ap6s um nimero especifico
de iteracoes, as solucoes finais do e-MOEA encontram-se em (). A seqiiéncia de passos do
e-MOEA ¢é descrita no Algoritmo 7.
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Algoritmo 6: Atualizagao de @) no e-MOEA.

N O ok ®

©

10

Entrada: Conjunto de solugoes ) e Desc
Saida: Conjunto @) atualizado
Inicializacao

fim

Calcular os vetores hip(i), Vi € Desc
Calcular os vetores hip(j), Vj € @

para cada solucao i em Desc faga
para cada solucao j em ) faga

se hip(j) < hip(i) entao Desc = Desc\ {i}
senao se hip(i) < hip(j) entao Q; = Q; \ {j}
senao se hip(i) = hip(j) entao
sei = jentao Q; = Q; \{j}
senao se j = ¢ entao Desc = Desc\ {i}
senao
Calcular d?:stf(z‘),hip(i) (§ distf(j)7hip(j)
senao Desc = Desc \ {i}
fim

fim

fim
Q; = Q; U Desc

se diste() nip(i) < diste(j) nip(j) €ntao Qy = Q; \ {7}
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Algoritmo 7: «MOEA

Entrada: Conjunto de parametros relevantes ao e-MOEA
Saida: Solugoes na populacao @ finai-
Inicializacao

Criar uma populacao de solugoes aleatérias Py

Copiar as solugoes nao e-dominadas de P; para

N =

para cada geracaot =1,..., Ny, faga
3 Escolher duas solugoes =,y € P,
4 sexr <yentao z’ =z
5 senao se y < x entao ' =y
6 senao ' =x ouy
7 Escolher ¢’ € @); aleatoriamente
8 Gerar o conjunto Desc de A descendentes mediante a recombinacao em x’ e
9 Temp = Desc
10 Aplicar o Algoritmo 6 em Q; e Temp
11 Qi1 = Q4
para cada solucao i em Desc faga
12 Dom ={j € P|i % j}
13 se Dom # () entao
14 Escolher um j € Dom aleatoriamente
15 P, =P\ {j}u{i}
fim
16 sendo se fij € P, | j < i entao
17 Escolher um j € P, aleatoriamente
18 Py =P\ {j}u{i}
fim
fim
19 Py =P
fim

20 sz'nal = Qt+1




Capitulo 3

Métricas de Desempenho de MOEASs

Comparar experimentalmente o desempenho de um ou varios MOEAs é uma tarefa nao
trivial (Deb, 2001; Zitzler et al., 2000). Conforme mencionado na Sec¢ao 1.2, duas das
metas da Otimizacao Multi-Objetivo sao a convergéncia e a diversidade das solucoes
encontradas. A Figura 3.1 ilustra ambas as metas. E necessdrio notar que convergencia e
diversidade podem ser conflitantes uma com a outra. Portanto, usar apenas uma métrica
nao avalia completamente o desempenho de um algoritmo (Deb, 2001). Por exemplo, a
Figura 3.2a mostra um caso hipotético onde os resultados do algoritmo A tem uma melhor
convergéncia que os resultados do algoritmo B; enquanto os resultados do algoritmo B
(Figura 3.2b) possuem uma melhor diversidade. Neste caso, um algoritmo nao é superior
ao outro com relacao aos critérios de convergeéncia e diversidade. Portanto, sao necessarias
pelo menos duas métricas para avaliar ambos os algoritmos, uma métrica para medir a
convergencia e outra para avaliar a diversidade das solugoes encontradas.

f
Fronteira de Pareto !

Figura 3.1: As dois metas da Otimizacao Multi-Objetivo (Deb, 2001).

A Figura 3.3 mostra outras situagdes. No primeiro caso (Figura 3.3a), o algoritmo A é
melhor que o algoritmo B. No segundo caso (Figura 3.3b), é dificil determinar qual algo-
ritmo possui o melhor desempenho. A comparacao dos algoritmos dependera fortemente
da métrica empregada.

A seguir, sao apresentadas algumas métricas de desempenho classificadas em dois
grupos:

1. Métricas para medir a convergéncia e;

2. Métricas de diversidade.

31



CAPITULO 3. METRICAS DE DESEMPENHO DE MOEAS 32

f 1 f 1
Fronteira de Pareto Fronteira de Pareto

a b

Figura 3.2: Distribuigao vs. Convergéncia na Fronteira de Pareto. (Deb, 2001)

Fronteira de Pareto Fronteira de Pareto
a b

Figura 3.3: Distribui¢ao vs. Convergéncia na Fronteira de Pareto. (Deb, 2001)
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Maiores detalhes de essas e outras métricas, podem ser encontrados na literatura (Deb,
2001; Veldhuizen, 1999; Zitzler et al., 2000).

3.1 Meétricas de Convergéncia

As métricas de convergéncia comparam o solugoes P encontradas ao conjunto solugoes
Pareto-6timas do problema, denotado por P’. Tais métricas sao aplicaveis quando se
conhece o conjunto Pareto-6timo.

3.1.1 Taxa de Erro

A métrica de taxa de erro, denotada por ER (do inglés, Error Ratio) calcula o nimero
de solugoes em P que nao estao em P’ (Veldhuizen, 1999):

{i e PNP}

|P| '
Assim, quanto menor for o valor de E'R, melhor sera a convergéencia. Se EFR = 0, significa
que P C P

ER = (3.1)

3.1.2 Distancia Geracional

Esta métrica representa a distancia Euclidiana média (no espaco de objetivos) entre as
solugdes de P e P’ (Veldhuizen, 1999). Tal valor, denotado como GD (do inglés Genera-
tional Distance) é dado pela seguinte expressao:

2:(77”Lz'ndz'sti)1/2

GD = £~ , 3.2

onde mindist; representa a distancia Euclideana no espaco de objetivos entre a solucao ¢
e a solucao mais proxima dela no conjunto P’. Tal valor pode ser expressado como:

Nob;
mindist; = min ;[fm(i) — fm ()12, (3.3)

onde f,,(i) e f(j) s@o os valores da m-ésima fungao objetivo de i e j, respectivamente.
Quanto mais proximo de zero for o valor GD, melhor serd a convergéncia de P.

3.1.3 Meétrica de Cobertura

Dados dois conjuntos de solugoes P e Q, esta métrica calcula a proporcao de solugoes de
Q que sao fracamente dominadas pelas solugoes de P (Zitzler et al., 2000). Tal valor,
denotado por SC(P, Q) (do inglés Set Coverage) é expressado por:

{ieP|3jeQei=j}
Q]

Quando SC(P, Q) = 1 todas as solugdes de Q sao dominadas por solugoes de P. Se
SC(P,Q) = 0, entdao nenhuma solucao de Q é fracamente dominada pelas solu¢oes em
P. Dado que o operador de dominancia nao é simétrico (ver Secao 1.1.2), SC(P, Q) nao
é necessariamente igual a SC(Q,P). Entao, deve-se calcular ambos os valores para saber
a proporcao de solugoes de P que dominam solugoes Q e vice-versa.

SC(P,Q) = |

(3.4)
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3.2 Meétricas de Diversidade

O conjunto de métricas descrito a seguir calculam a distribuicao das solugoes de um
conjunto P.

3.2.1 Espacamento

A métrica de espagamento calcula o desvio padrao entre as distancias de solugoes conse-
cutivas (no espago de objetivos) do conjunto P (Deb, 2001). Tal valor, denotado como
SP (do inglés Spacing) é dado pela seguinte expressao:

1 -
SP = \/W Z (neardist; — neardist)?, (3.5)
ijeP

onde neardist; representa a distancia (no espago de objetivos) entre a solugao i e a solugao
mais proxima dela no conjunto P. Tal valor pode ser expressado como:

Nobj

dist; — . (i) — £ (5] 3.6
neardis jergl;]n#m:l” (2) f (])‘ ( )

O valor neardist é a média dos valores neardist;, isto é:

Y icp neardist;

|P| '

Quanto menor for o valor da métrica SP, melhor distribuidas estarao as solucoes do
conjunto P.

neardist =

(3.7)

3.2.2 Numero de nichos

Esta métrica calcula o nimero de nichos (ver Se¢do 2.1.1) dentro de um conjunto de
solugoes P (Zitzler et al., 2000).. Tal valor, denotado como NC' (do inglés, Niche Count)
¢ dada pela seguinte expressao:

1

NC = — || dist;; > o 3.8
T 2 M ity > 33
onde dist;; a distancia entre as solugoes ¢ e j do conjunto P. Tal distancia pode ser
calculada no espaco de varidveis ou de objetivos. O valor NC' representa o nimero de
solucoes cuja distancia entre elas é maior que o parametro o. Quando dist;; < o, as
solugoes 7 e j estao no mesmo nicho. Quanto maior a quantidade de nichos formados em

P, melhor distribuidas estao as solucoes em tal conjunto.

3.2.3 Espalhamento

A métrica de espalhamento avalia a dispersao das solugoes no conjunto P ao longo da
fronteira de Pareto PF, assim como a distribuigao entre solugdes contiguas (no espago de
objetivos) de P. O valor desta métrica, denotada como SPREAD é dado pela seguinte
expressao:
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Nobj
Z extdist,, + Z |neardist; — neardist|
o m=1 i€EP
SPREAD = - , (3.9)
Z extdist,, + |P| x neardist
m=1

onde extdist,, representa a distancia FEuclidiana entre as solugoes extremas na m-ésima
funcao objetivo dos conjuntos P e P’. Tal valor é dado pela seguinte expressao:

P S N 1
extdist,, = dist;j | i rkrgr)lfm(k:) ej irég}fm(k), (3.10)

no caso de minimizagao da funcao f,,. O valor neardist; representa o valor da distancia de
duas solugoes contiguas, como expressado na Equagao 3.6. Tal valor pode ser substituido
pela distancia Euclidiana ou pelo valor de distancia de multidao explicado na Se¢ao 2.1.2.

O valor ideal para SPREAD é 0. Nesse caso, as seguintes condigoes sa0o necessarias:

1. As solucoes extremas de P’ estdo incluidas no conjunto P, ou seja extdist,, =
0, m = 1727--'7Nobj €,

2. A distribuicao das solugoes em P ¢é uniforme e, conseqiientemente, neardist; =
neardist,m = 1,2, ..., Ng;.

O valor de SPREAD esta no intervalo (0,1) quando:

1. A distribui¢ao das solugdes em P é uniforme (neardist; = neardist,m =1,2,..., Ny;)
€;

2. As solugoes extremas de P’ nao estao incluidas no conjunto P, ou seja, extdist,, >
0, m = 1727---7Nobj-

Satisfeitas as condic¢oes acima, SPREAD pode ser calculado por:

Nobj
Z extdist,,
SPREAD = m= : (3.11)
Nobj
Z extdist,, + |P| x neardist
m=1

Deacordo com a Equacao 3.11, o SPREAD estard préximo de 1 quando as solugoes
contiguas em P estiverem muito préximas, ou seja, se neardist estd proximo a zero. No
caso em que as solucoes nao estejam uniformemente distribuidas, o valor de SPREAD
pode ser maior que 1.
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