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Capitulo 1

Introducao

Nestas notas apresentamos um breve introducao ao estudo das singularidades
de aplicacoes diferenciaveis.

Mas o que é uma singularidade? Esta questao se coloca naturalmente no
estudo de fungdes reais a uma varidvel (no curso de calculo I), onde é visto
como descrever estas fungoes partir dos seus pontos criticos, que sao aqueles
onde a primeira derivada se anula. No estudo de aplicacoes f : U — RP onde
U é um aberto de R™ e f é de classe C*°, este conceito aparece naturalmente
e dizemos que um ponto x € U é um ponto critico de f se a sua matriz das
derivadas parciais calculada no ponto x nao tem posto maximo.

O objetivo inicial da teoria de singularidades foi justamente estudar estes
pontos criticos e as suas imagens por f, que sao as chamadas singularidades
de f. Este estudo teve como primeiro objetivo obter a classificacao destas
singularidades. Mas qual classificacao? A classificacdo de objetos é uma
atividade fundamental na matematica. Cada &rea tem sua nocao natural

de relacao de equivaléncia e um dos objetivos ¢ listar seus objetos a menos



desta equivaléncia. Assim por exemplo, temos a nogao de isomorfismo para
espagos vetoriais ou grupos e difeomorfismos para superficies.

No caso de aplicagoes de classe C*° definidas em abertos de R™ com va-
lores em R?, a relagao de equivaléncia natural consiste em mudancas de co-
ordenadas locais (difeomorfismos locais) no dominio (fonte) e contradominio
(meta). Assim, classificar singularidades é obter as classes de equivaléncia
segundo esta relacao. Podemos entender esta classificacao como uma con-
tinuacao natural do estudo de cdlculo em vérias varidveis, onde os resulta-
dos finais nos levam as formas locais das imersoes e das submersoes, com
aplicacoes definidas em conjuntos que tem somente pontos regulares, e o teo-
rema do posto constante que considera conjuntos com somente um tipo de
ponto critico, ou seja um aberto em que todos os pontos sao criticos e tem
o mesmo posto. Neste sentido, a teoria de singularidades comeca a partir
do teorema do posto constante, onde sao estudadas fungoes ou aplicacoes
definidas em abertos que tem diferentes tipos de pontos criticos. Neste caso,
a questao mais natural que se coloca é determinar uma forma normal (local)
descrevendo cada tipo de singularidade da aplicagao.

Nestas notas pretendemos estudar as formas normais das singularidades
das funcoes reais e também das aplicagoes do plano no plano. No caso das
funcgoes reais iremos descrever as singularidades em fungoes com codimensao
menor ou igual a cinco, tendo por base os resultados de Arnol’d em [1] e de
Thom descrito em [7]. A descri¢ao das aplicagoes do plano no plano ¢ feita
com base no trabalhos de Whitney [8] e Rieger [4]. Estas notas foram escritas

para o mini curso apresentado pelo autor no Programa de Verao de 2011 da

UFAL-Maceio, Alagoas.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 O Teorema do posto constante

Teorema 2.1.1. Teorema da Funcao inversa Seja f : U C R* — RP
uma aplicagao de classe C*. Se a aplicagdo derivada de f, denotada df(x),
¢ um isomorfismo para todo x € U, entao existem vizinhancas U e V' de x e

de f(x) tal que fyr : U — V' é um difeomorfismo (local) e neste caso n = p.

Definicao 2.1.2. Uma Imersao de um aberto U C R"™ em RP ¢ uma
aplicacao suave f: U — RP com df(z): R® — RP injetora, ou seja tem

postonen < p.

Uma Submersao de um aberto U C R" em R? é uma aplicacao suave

f: U —RP com df(x): R — RP sobrejetora, ou seja tem posto p e n > p.



Teorema 2.1.3. Forma Local das submersoes Se f : (R",0) — (R?,0)

¢ submersao, existe difeomorfismo local h : (R™,0) — (R™,0) com

foh(zy,....z,) = (21,...,2p).

Forma Local das imersées Se f : (R",0) — (RP,0) é imersdo,
eziste difeomorfismo local k : (RP,0) — (RP,0) com k o f(x1,...,2,) =
(1, . 2, 0,...,0).

Teorema do Posto constante [3/, p. 300. Sejam f : U — RP uma
aplicacao tal que em todos os pontos de U f tem posto constante m, entao
existem difeomorfismos locais h : (U C R™,0) — (R™,0) e k : (R",0) —
(RP,0) com ko foh (xy,. .. ,.x,)=(21, . ,Zm,0,...,0).

Imersoes e submersoes sao exemplos de aplicagoes de posto constante.

2.2 Jatos e Singularidades

Definigao 2.2.1. O espago dos k-jatos J*(n,p) é o espago vetorial real

das aplicages polinomiais g de R™ em R? de grau < k com ¢(0) = 0.

Definicao 2.2.2. Para cada aplicacao f : R® — RP de classe C* e cada
a € R", definimos a aplicacao j*f : R® — J*(n,p) por: j*f(a) = o polinémio
de Taylor de f(x + a) — f(a) de ordem k na origem. A aplicacao j*f é de
classe C* e j*f(a) é chamado de k-jato de f em a.

Exemplo: Seja f: R — R entao j*f(a) = f'(a)x + %ﬁ + et %mk
Exercicio: Determine a série de Taylor até a ordem 3 e o 3-jato de:

1. f:R" — R, para qualquer a € R™.
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2. f:R* =R, f(z,y) = 2° — y?, para qualquer a € R?,
3. [:R2 - R3 f(z,y) = (x,9% xy) em (0,0) € R

Definigao 2.2.3. O conjunto de pontos criticos de f, denotado X(f), é
o conjunto dos pontos x em R" tal que o posto da matriz df(z) é menor que
min(n, p). O conjunto singular de f, denotado A(f) é a imagem por f deste

conjunto, ou seja A(f) = f(3(f)).

A seguir introduzimos o conceito de acdo de um grupo em um conjunto.
Uma acao de um grupo G em um conjunto M é uma aplicagao ¢: G X
M — M, denotada por ¢(g,z) = g.z, tal que para todo z € M e g, h € G

temos:

(i) 1.z = x, onde 1 denota o elemento identidade de G,
(i) (gh).x= g.(h.x).

A 6rbita de x em M é o conjunto dos elementos y € M tal que existe

g € G com y = g.x. Notacao: G.x.

Definicao 2.2.4. x € M ¢ estavel se a sua orbita G.z é um aberto em M.



Capitulo 3

Germes em &,

3.1 A Aalgebra &,.

Denotamos por &, , o conjunto das aplicagoes de classe C*° definidas em um
aberto U de R™ com 0 € U. Chamamos a classe de todas as aplicacoes que
sao iguais a f em U de germe na origem em U. Iremos denotar esta classe
por f: (R" 0) — RP. Quando p =1 este conjunto é denotado por &,.
Exercicio: Mostre que: a. f € &, é invertivel, se, e somente se, f(0) # 0.
b. &, é um anel local cujo ideal maximal é m, = {f € &, : f(0) = 0}.
c. &,p ¢ um &,-mddulo livre de dimensao p.
d. m, é o ideal gerado por {x1,...,z,}.

e. mb={fe&, :j*f(0)=0}

Definicao 3.1.1. Topologia em &,,,,. Seja f € &,,. Dados ¢ > 0, R > 0
e k € N associamos a f uma vizinhanga fundamental em &, , formada
pelos germes de aplicagoes g : (R™,0) — RP tais que: Vo € R" com |z| < R,

5% f(z) — j*g(z)|| <€, onde || || ¢ uma norma no espaco dos jatos J*(n, p).



3.2 Acao do grupo R em &,

Neste capitulo estudamos germes f no anel &, que preservam a origem, para
estes germes usamos a notacao f: (R",0) — (R,0). Nosso objetivo é obter
uma lista parcial das classes de equivaléncia que sao determinadas a menos

de mudancas de coordenadas em R", mais precisamente,

Definigao 3.2.1. Dois germes f e g: (R",0) — (R, 0) em &, sao R-equivalentes
se existe um germe de difeomorfismo h: (R",0) — (R",0) tal que f = go h.
Notacao: f ~ g.

O conjunto dos germes de difeomorfismos h: (R",0) — (R",0) com a
operacao de composicao ¢ um grupo, que serd denotado por R. Este grupo
age em &, da seguinte maneira: h.f = f o h. Assim, dois germes f e g sao
R-equivalentes se, e somente se, suas R-érbitas sao iguais.

Denotamos por J(f) o ideal em &, gerado pelas derivadas parciais de f,
ou seja J(f) = <88—££,...,887{1>.

A R-codimensao (ou simplesmente codimensao) de um germe f € &,

n

J(f)

cod(f). Se este quociente é um espago vetorial de dimensao finita, dizemos

é definida como a dimensao (como espago vetorial real) de . Notagao:

que o germe [ tem codimensao finita em &,.

Um germe f em &, é estavel se sua codimensao ¢ nula.

Exercicio 3.2.2. Calcule a codimensao de f(x,y) = 23 + zy? em &,.



3.3 Singularidade isolada e codimensao finita

Definicao 3.3.1. Um germe f: (R",0) — (R,0) tem uma singularidade

isolada na origem se, e somente se, existe uma vizinhanga V' de 0 em R™ tal

que 0 € a tnica solugao das equacoes %(9&) =0, para todoz=1,...,n.

Exemplo: O germe f(x,y) = 2° — y” tem singularidade isolada na origem,

pois 2 (z,y) =52t =0 e g—i(x,y) = —T7y® = 0 somente para (z,y) = (0,0).

Proposicao 3.3.2. Seja f um germe em &, de codimensao finita positiva,

entdo f € um germe com uma singularidade isolada na origem.

Demonstracao. Primeiro observamos que a origem deve ser um ponto sin-

gular de f, pois se para algum i = 1,...,n temos %(O) # 0, entao %

é um elemento invertivel de &,, logo J(f) = &, e f tem codimensao zero.

Como f tem codimensdo positiva, existe um k tal que m* C J(f). Desta

forma, os monomios z¥, 2%, ..., 2% se escrevem como combinagao linear de

of of . .

Jam -+ o com coeficientes em &,. Como em um ponto singular de f todos
n

as derivadas parciais se anulam, entao estes monomios se anulam também,

ou seja, o ponto singular é a origem. O

Exemplo: 1. Seja f(z,y,2) = y* — 2%2* + 2°. Neste caso as derivadas
parciais de f se anulam ao longo do eixo x, portanto a origem em R? nao é
um ponto singular isolado e o germe f nao tem codimensao finita em &;.

2. Seja f(x,y) = (z% + y*)%. A origem é um ponto singular isolado mas

f nao tem codimensao finita.



Observamos que no caso de germes complexos f: (C",0) — (C,0), vale
a reciproca da Proposicao 3.3.2, mas a demontracao exige mais resultados
para ser obtida.

O resultado seguinte mostra que a codimensao é um invariante do germe.

Proposicao 3.3.3. Se dois germes f e g em &, sao R-equivalentes entao f

e g tém a mesma codimensao.

Demonstracao. Como f e g sao R-equivalentes existe um germe de difeomor-
fismo h : (R",0) — (R™,0) tal que g = f o h. Portanto h induz um isomor-
fismo h*: &, — &, dado por h*(f) = foh. Afirmamos que h*(J(f)) = J(g).
De fato, da Regra da Cadeia obtemos

dg of 3h “ af oh;
o0x; Z(amj 0x; Zh 6% 0x;

entdao J(g) C h*(J(f)). Se considerarmos a inversa h~! procedemos analoga-

mente para obter h*(J(f)) C J(g). O

Definigao 3.3.4. O nimero de Milnor, denotado por u(f) €

: En
[I,(f) = dlmR ﬁ
(Bams -1 50)

Exemplo: Para f(z,y) = «* —y*, J(f) = (5L, 5L) = (2%, 4°) e p(f) = 6.

A proposicao 3.3.3 mostra que o numero de Milnor é importante para
determinar se dois germes nao sao R-equivalentes, mas no caso de germes
de codimensao finita ele é um importante invariante topoldgico, no sentido
que se existe uma familia f; de germes de func¢oes com ntumero de Milnor

constante, entao para cada t; e ty existe um germe de homeomorfismo A tal

que fe, = fi, 0 h.
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A seguir apresentamos alguns resultados que nos permitem determinar
condigoes suficientes para que um germe esteja em uma R-6rbita. Inicial-

mente um importante resultado algébrico.

Lema 3.3.5 (Lema de Nakayama). Sejam & um anel comutativo com ele-
mento unidade 1 e m um ideal de £ com a propriedade que 1+ x € invertivel
em &€ para todo x € m. Sejam M um E-mdodulo e A e B £-submaddulos com

A finitamente gerado. Se A C B+ m.A, entao A C B.

Demonstracdo. Sejam aq, ..., a; geradores de A, por hipdtese existem by,. . ., by
em B e \;; em m tal que para 1 < i < t podemos escrever a;, = b; +
22:1 Aija;. Assim se considerarmos em notagao matricial a = (aq, ..., a),
b= (b,...,b) e A= ()\;;) a matriz formada pelos \; ; temos (Id — A)a =b
onde Id denota a matriz identidade correspondente.

Entao para obter que A C B, basta mostrar que existe uma solucao tinica
deste sistema, ou seja basta mostrar que a matriz (Id — A) é inversivel, para
isto, mas isto ocorre se, e somente se, o determinante da matriz (Id — A) é
diferente de 0, mas este determinante e da forma 1 + z com x € m, que por

hipétese é diferente de zero. O

Com o Lema de Nakayama é possivel mostrar que o anel &, nao é
Noetheriano, ou seja existe pelo menos um ideal que nao é finitamente
gerado, que neste caso € o ideal m:°. Para isto basta vermos que se m;° fosse
finitamente gerado, poderiamos escrever mo® C {0} +m,,-m:° e concluir pelo

Lema de Nakayama que m>° = {0}, o que nao é verdade.

Teorema 3.3.6. Seja f € &, tal que mF C m,J;. Entao para todo germe

g € &, com mesmo k-jato que f, temos que g ¢ R-equivalente a f.

11



O resultado acima ¢ interessante por apresentar condigoes suficientes para
a R-equivalencia de germes de fungoes, ou seja, mostra que nem tudo é feito
somente com mudanga de coordenadas.

Observamos também que a demonstracao deste Teorema é muito interes-
sante no sentido que mostra a interacao da Teoria de Singularidades com a
Algebra, pois usa o Lema de Nakayama, Anélise e Geometria, com a resolugao

de uma equacao diferencial e a obtengao de fluxos de campos de vetores.

Demonstracdo. Seja g € &, com j*(g) = j*(f). Para mostrar que f é R-
equivalente a g consideramos F' : R™ x [0,1] — R o caminho de germes
F(z,t) = fi(x) = (1 = t)f(x) + tg(z) e iremos mostrar que quaisquer dois
germes fi(z) = F(x,t) e fs(x) = F(x,s), deste caminho sao R-equivalentes,
ou seja, basta mostrar que se t e s sao préximos, entao f; é R-equivalente f

e como [0, 1] é compacto o resultado segue.

Afirmagao 1: Existe H : (R” x R, (0,s)) — R™ de classe C* tal que
a. H(x,s) ==

b. H(0,t) =0

c. F(H(x,t),t) = F(x,s).

Se a afirmacao 1. é verdadeira, seja h;(x) = H(x,t), entao segue de b. que
hi(0) = e de a. obtemos que hy(x) = x, logo hs é germe de difeomorfismo e
para t préximo de s, h; também é germe de difeomorfismo, finalmente, segue

de c. que
felhu(z)) = F(hy(x),t) = F(H(x,1),t) = fs(2),
ou seja, f; o hy = f, para t proximo de s e o resultado segue.

Nos resta mostrar entao que a afirmagao 1 é verdadeira.
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Afirmacao 2. Podemos trocar a condicao c. da afirmacao 1. por

, = OF OH, OF B

De, fato de ¢’ obtemos W =0, logo F(H(x,t),t) = F(x,s). Como

F(H(z,s),s) = G(z) = F(z,s) obtemos F(H(z,t),t) = F(x,s).
Afirmagao 3. Existe £ : R" x R, (0,s) — R", & = (&1, ...&,) suave que
satisfaz a equacéo diferencial :

d. S gk 5o, = —'gr com valor inicial

Agora, se existe £, entdo existe H, pois a equagdo & = &(x,t) tem por
solucao H : R" x R — R"™ com

f. 9% (x,t) = {(H(z,t),t) satisfazendo a condigao inicial H(z, s) = .

Agora so resta mostrar que estas condigoes implicam as condigoes a., b.
¢’. Mas vemos que a condicao a. segue de f., a condicao ¢’. segue de d. e

f. Aplicando d. em (H(x,t) =t), temos

> 6H (0,05 (H(w.0).0) = =S (1 (0.0
e de f. obtemos

> G G (e, 0.0) = =G 0,0

Agora considere o P.V.I. 8” = {(y,t), com y = y(t) e y(s) = o, cuja
solugao é y(t) = H(0,t), mas y(t) = 0 e concluimos que H(0,t) = 0.

Mostremos entao a afirmacao 3.

13



Seja Epti,0,5) = Ent1s = {9 : R X R, (0,5)) — R} de classe C*

Notemos que &, pode ser visto vomo um subanel de &, ,, isto ¢, um
germe de &, pode ser considerado como um germe em &, 11 s que nao depende
de t. Assim a condigao e mostra que & € m,.Eyq1.s.

Como %—I; = W = g—f € mktL pois 5% f(0) = j%¢(0) implica que
7*(g — £)(0) = 0.

Além disso, o8 = 20=0I+t9) _ (7 _ )L 22,

OF _9f _ (99 0f\_, (=1
or; Oz or; Ox; ox; '
Portanto
0 oF
mEEpi1s C mn<a—£>5n+1,s C mn(@)ﬁnﬂ,s +mitE, 1, C
oF
mn<a_xi>€n+1’5 + anrl,stgnJrl,sa

ook oF
Pois MyEnits C Mnlgy e,

Observamos entao que m’fLé’nH’S ¢ finitamente gerado em &, 41 5, pois é

gerado pelos monémios de grau k, nas variaveis x;, portanto

oF

miﬂ c mflé’nﬂ,s C mn<%>gn+l’s.
(A
Notemos que % € mt+t C mn<§—£>gn+17s.
Entao % = ng—;: onde n; € &1y Mi(x,t), ni(0,t) = 0, entdo tome
& = —1i- -

Corolario 3.3.7. 1. Se mF*t C m2J(f), entdo qualquer germe com o

mesmo k-jato que f é R-equivalente a f.
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Exemplo 3.3.8. f(z,y) = 23+ 4>, entao J(f) =< 22, y* > e myJ(f) = m3,

logo f qualquer germe com o mesmo 3-jato que f é R-equivalente a f.

Exemplo 3.3.9. f(x,y) = 2+y*, entao J(f) =< 23,9> >, porem myJ(f) =<
xh 2y, 2y ¢t ># mi, mas m3J(f) = m3 e obtemos que qualquer germe com

o mesmo H-jato que f é R-equivalente a f.

3.4 Germes de codimensao < 5

A classificacao dos germes de funcao se realiza ao determinarmos um re-
presentante para cada classe de R-equivaléncia. Em geral os representantes
escolhidos sao aqueles que tém a forma mais simples possivel com relagao a
um sistema de coordenadas conveniente. A estes germes damos o nome de
forma normal para esta classe de equivaléncia.

Observamos que conforme aumenta a codimensao do germe, mais dificil
fica a escolha do sistema de coordenadas que descreve a forma normal. Nesta
secao iremos descrever os germes com codimensao < 5.

Para os germes de codimensao 0 temos o seguinte

Proposicao 3.4.1. Um germe f tem codimensao 0 se, e somente se, a

ortgem nao € um ponto singular de f. Neste caso, f € equivalente a
(T1,. .., Tp) — T1.

Demonstracao. Suponhamos que f tem codimensao zero. Entao J(f) = &,.
Logo o elemento identidade 1 € J(f), ou seja, 1 = wlg—afl +...+ 1%% com

Y; € &,. Tomando z = 0 na ultima equacao obtemos que existe pelo menos
of

dz;

um i =1,...,n com £-(0) # 0. Portanto f é nao singular.
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Reciprocamente suponhamos que f é nao singular. Logo existe pelo
menos um i = 1,...,n com %(O) # 0 e portanto % ¢ invertivel. Entao
J(f) = &, e f tem codimensao 0. O fato de f ser equivalente ao germe

(x1,...,2,) — x1 segue da Forma Local das Submersdes. O

O proximo passo é obter a classificacao dos germes de codimensao 1.

Definigao 3.4.2. Um germe f € m? (isto é, a origem ¢ um ponto singular)

92 f
O0x;0x;

¢ nao degenerado se a matriz Hessiana H(f) = ( (0)) é nao singular.

Lema 3.4.3 (Lema de Morse). Um germe f € m2 € de codimensio 1 se, e

somente se, € nao degenerado. Neste caso f € equivalente a um germe da

forma (x1,...,2,) > 2+ + 22— — - — 1zl

Demonstracao. Aplicando o Lema de Nakayama é possivel mostrar que f €

m?2 é nao degenerado se, e somente se, J(f) = m,. Portanto, se f é nao

S dim o= 1. Por outro lado, se f tem

= 1 e concluimos que J(f) = m, e f é nao

degenerado, temos cod f = dim

£n_
J(f)

degenerado. Como m,, = J(f), f é equivalente ao seu 2-jato. Concluimos da

codimensao 1, entao dim

classificacao das formas quadraticas que f é equivalente ao germe acima. [J

Definigao 3.4.4. Seja f € m? de codimensao > 2. Dizemos que f tem

coposto ¢ se o posto da matriz Hessiana de f é n — c.

O Lema de Morse nos dé a classificagao dos germes de coposto 0. A seguir
obteremos a classificacao dos germes de coposto 1 e codimensao finita. Para

isto enunciamos um resultado auxiliar.

Lema 3.4.5 (Lema da Separagdo). Seja f € m2 de coposto c. Entdo f ¢

equivalente ao germe
(1) = g(@r, .. me) Fal £k
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Observamos que neste caso os germes f e g tém a mesma codimensao.

Mostre isto como exercicio.

Proposigao 3.4.6. Seja f € m2 de coposto 1 e codimensio k. Entdo f ¢é
equivalente ao germe (xy,...,x,) — £2ft £ 22 4+ ... &£ 22, Este germe ¢

chamado de singularidade Aj,.

A demonstracao deste resultado é simples e segue diretamente dos seguintes

fatos:

1. Pelo lema da separagao, f é equivalente ao germe (xi,...,x,) —
g(z) £ 23+ -+ 22 com g € m}.

2. Como g € m? tem codimensao finita, existe um germe h, com h(0) # 0
e g(xy) = 25 h(xy).

3. Um calculo direto nos permite entao mostrar que g é equivalente ao
germe £t
Como aplicagao do lema da divisao iremos estabelecer uma conexao en-

tre entre o coposto e a codimensao de um germe, que é fundamental para

determinarmos as formas normais.

Lema 3.4.7. Se f € m? é um germe de codimensao finita e de coposto c,

~ c(c+1)
entdo cod f > —— t+1

Demonstracao. Como f é de codimensao finita, temos pelo lema da divisao
que f é equivalente a um germe g(z1,...,x.) £z, £ - tz2, com g € m3.

Com f e g tendo a mesma codimensdao. Entao, como I = m.J(g) C m>
I+¢&
I+m.

temos cod I = codgl +cod; I +...+cod,.I+... com c%dI: dim

17



1 ¢ I 2 1
1, codI = dim +Me _ ¢, codl = dim Tme clet ) Portanto
1 I+m? 2 I+ m? 2
(c+1)
2

14c+ S < codI = ¢+ codJ(g) e o resultado segue. O
Assim obtemos as seguintes estimativas:

(i) Sec=1, cod f > 2,

(ii)) sec=2,cod f >4 e

(iii) se c=3, cod f > 7.

Como estamos interessados na classificacao dos germes de codimensao
< 5, basta considerarmos os germes de coposto < 2.
Como aplicacao direta do Lema 3.4.6, para os germes de coposto 1 obte-

mos o seguinte resultado:

Proposigao 3.4.8. R. Thom [6] ou [2, p. 129] Para um germe f € m? de
coposto 1 e codimensao < 5, a menos de uma soma de uma forma quadratica

nao degenerada em n—1 varidveis, f € equivalente a um dos sequintes germes
(i) x*, se cod f =2, dobra,
(i1) z*, se cod f = 3, cuspide,

(111) z°, se cod f = 4, rabo de andorinha,

(iv) 2%, se cod f =5, borboleta.

Para completar a lista dos germes de codimensao < 5, a proposi¢ao

seguinte descreve os germes de coposto 2.
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Proposigao 3.4.9. R. Thom [6] ou [2, p. 129] Todo germe f € m? de
coposto 2 e codimensdo < 5 € equivalente, a menos da soma de uma forma
quadrdtica nao degenerada em n — 2 varidveis, a um dos sequintes germes:

1. 23 — xy?* (umbilico eliptico),

2. 23 +y* (umbilico hiperbdlico) ou

3. 2%y +y* (umbilico parabdlico).

Demonstracao. O primeiro passo desta demonstracao é consequencia direta
do ”Lema da separacao”, ou seja como f é de coposto 2, f é equivalente a
g(z,y) £ a3+ 22+ ...+ 22 com g € m3 e codg =codf =4 oub. Obser-
vando que os termos de ordem 3 da Série de Taylor destes germes formam
uma forma cubica binaria nas varidveis x e y, a determinacao destas formas
normais segue diretamente da classificagao das formas cubicas binarias e de
uma andlise dos jatos de ordem 4 destes germes. Deixamos como exercicio a
finalizacao desta andlise. Observamos que as duas primeiras formas normais

tém codimensao 4 e a ultima tem codimensao 5. O
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Capitulo 4

Germes do plano no plano

Neste capitulo estudamos germes f: (R? 0) — (R?,0), ou seja elementos do
anel £ 9 que preservam a origem. Nosso objetivo é obter uma lista parcial
das classes de equivaléncia que sao determinadas a menos de mudancas de
coordenadas na fonte e na meta, ou seja a A-equivaléncia.

Ressaltamos a importancia destes resultados em Teoria de Singularidades
por que Whitney em [8, 1955] publicou o que foi considerado o primeiro tra-
balho da Teoria de Singularidades, mostrando quais as possiveis singulari-
dades que aparecem em uma aplicacao estavel do plano no plano. A partir
deste artigo apareceram varias listas com a classificacao das singularidades
que aparecem em germes com codimensao baixa, e em [4] temos uma lista
mais completa com as singularidades simples. Neste capitulo apresentamos
as singularidades em germes de codimensao menor ou igual a dois e temos

por referéncia o capitulo 8 de [5].
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4.1 O grupo A.

Neste capitulo estudamos germes f: (R 0) — (R?,0), ou seja elementos do
anel &5 que preservam a origem. Nosso objetivo é obter uma lista parcial
das classes de equivaléncia que sao determinadas a menos de mudancas de

coordenadas na fonte e na meta, ou seja a A-equivaléncia.

Definicao 4.1.1. Dois germes f e g sao A-equivalentes se existem germes
de difeomorfismo h: (R?,0) — (R%0) e k: (R%0) — (R?,0) tal que f =
kogoh™ti.

Aqui tambem temos que uma acao do grupo A, formado pelos pares de
difeomorfismos (h, k), em &5 e as 6rbitas Ag segundo esta acao sao obtidas
por todos os elementos f que se escrevem na forma f = ko goh™!.

Lembramos aqui que o espaco &5 tem uma estrutura de &-moédulo e os

espacos tangentes as érbitas sao sub-conjuntos de & .

Definigao 4.1.2. Um germe é chamado A-estavel se a sua A orbita é um

conjunto aberto em &z .

Whitney em [8] foi quem primeiro determinou quais sao as singularidades
que aparecem em um germe de aplicacao estavel do plano no plano. Este
trabalho é considerado pioneiro em Teoria de Singularidades e sua publicacao
determinou os rumos da pesquisa nesta Teoria por muito tempo. Seu princi-
pal resultado diz que na curva singular de qualquer aplicacao estavel existem

somente cuspides e dobras transversais como singularidades isoladas.
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Exemplo 4.1.3. Para f: R? — R? (z,9) — f(z,y) = (z,y* + 2y — 3?), o

conjunto de pontos criticos de f é dado por:

(f) =A{(z,y) e R?/4y’ + 2 — 2y = 0}

A curva singular de f: A(f) = f(2(f)) é uma curva com dois pontos de

cuspide e um ponto duplo.

4.2 As A-6rbitas singulares em &

O germe mais simples de aplicacao do plano no plano que preserva origem é
a identidade F'(z,y) = (x,y) e este germe nao tem singularidades, pois sua
matriz Jacobiana sempre tem posto dois, ou coposto zero.

Nosso proximo passo é estudar os germes de coposto um, ou seja aqueles
em que a matriz Jacobiana tem exatamente posto um, neste caso primeiro
observamos que qualquer germe de coposto um, a menos de mudanca de coor-
denadas, pode ser escrito na forma F'(z,y) = (z, f(z,y)). Iremos inicialmente
considerar os germes de grau no maximo dois, ou seja germes em J2(2,2).

Neste sentido nosso primeiro resultado é descrito na seguinte proposicgao.

Proposigao 4.2.1. Qualquer germe de coposto um em J?(2,2) é A-equivalente

a um dos sequintes germes: (z,y?), (z,zy) ou (x,0).

Para demonstrar esta proposi¢ao escrevemos o germe F'(z,y) na forma
geral F(z,y) = (z,ax + bx? + cxy + dy*). Observamos que a segunda coor-
denada de F(x,y) ndo pode ter termo puro y em sua série de Taylor, pois

neste caso o germe seria nao singular e A-equivalente a (z,y).
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Para eliminar o termo puro x desta funcao coordenada fazemos a mudanca
na meta: k'(u,v) = (u,v —au) e obtemos F} = k' o F' = (z,bx* + cxy + dy?).

A seguir, se d # 0, a mudanca na fonte h'(z,y) — (z,y — ¢/dz) nos da
Fy = Fyoh = (z, Az®> + By?). Agora fazemos uma mudanga de coordenadas
na meta k”(u,v) = (u,v — Au?) para obter F3 = k" o F, = (z,dy?)). Agora
podemos mostrar facilmente que este germe F3 é A-equivalente a (z,y?). Se
d =0 e c # 0, a mudanga na fonte (x,y) — (z,bx + cy) nos da o germe

(x,zy). Sed =c =0, F é A-equivalente a (z,0). O

Agora damos inicio ao estudo das A-6rbitas nos germes de grau maior.
Para isto em cada um destes representantes acrescentamos termos de grau
maior e tentamos descobrir representantes para as respectivas A-érbitas.

Dentre estes trés germes, primeiro estudamos (x,4%). A principal questao
é descobrir um representante para as A-6rbitas com 2-jato (z,y?) de todos
os germes de coposto 17

A menos de mudancas de coordenadas, tal germe se escreve na forma
(z,y* + > a; j2'y’) com i + j > 3. Uma aplicagao imediata de um teorema
analogo ao Teorema 3.3.6, mas relativo a A-equivaléncia nos mostra que todos
os germes da forma (z,y* + 3 a; ja'y?) com i + j > 3 estao na A-Grbita do

germe (z,y?). Observamos também que este germe é A-estdvel.

4.3 Germes com 2-jato (z,zy)

Este se escreve na forma (x, zy+ Y a; j2'y’) com i+j > 3. Ao fatorarmos os
termos divisiveis por x na segunda coordenada do germe, a composicao deste

com o difeomorfismo na fonte (z,y) — (z,y + > a; 2" 'y’) elimina todos
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estes termos na segunda componente, exceto o termo xy, entao este germe é

equivalente a (z,zy + Y. a;y%). A partir deste resultado, obtemos

Teorema 4.3.1. As érbitas de A-codimensio < 2 e 2-jato (z,xy) sdo:

(i) (x, 2y + y3), chamado de cispide, de codimensdo zero, ou estdvel.
(ii) (z,zy + y*), chamado de rabo de andorinha, de codimensdo 1.

(iii) (x,zy +vy° +y7), chamado de borboleta, de codimensao 2.

Demonstragdo. Se ag # 0 no germe (z,2y + ;553 a;y") qualquer germe ¢
equivalente ao germe (z,y?). Agora se az = 0 e ay # 0 entdao qualquer germe
é equivalente ao germe (z,y*) e finalmente se, a3 = a4 = 0 e a5 # 0, entdo
qualquer germe é equivalente ao germe (z,zy + y° + y”). A demonstracio
termina ao mostrarmos que se a3 = a4 = a; = 0 entao os germes tem

codimensao maior que 2. O

4.4 Germes com 2-jato (z,0)

No lema a seguir classificamos as 6rbitas com 2-jato (z,0) em J3(2,2).

Lema 4.4.1. As drbitas com 2-jato (x,0) em J>(2,2) sdo (z,y> + z%y),
(z,2y?) e (x,0).

Demonstragdo. Qualquer germe em J3(2,2) de coposto um com este 2-jato
se escreve na forma (x, ax®+br?y+ cxy? +dy?). Se d # 0 fazemos a mudanga

de coordenadas na meta (u,v) — (u,v—au?®) e a mudanca de coordenadas na

fonte (z,y) — (z,y — ¢/dx), para obter o germe (z, (3bd — ¢*)/dz*y). Neste
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caso, se (3bd — c?) = 0 obtemos que o germe é A-equivalente a (z,y?), se nao,
obtemos que o germe é A-equivalente a (x,y® £+ 2%y). Ressaltamos aqui que
estes dois germes nao sao equivalentes, ou seja sao representantes de orbitas
diferentes, mostre isto como exercicio. Se d = 0 e ¢ # 0, usando resultados
mais sofisticados, ¢ possivel mostrar que o germe é A-equivalente a (x, z%y).

Finalmente, se todos os coeficientes sao nulos temos o germe (z,0). ]
Para completar a classificacao, temos o seguinte.

Teorema 4.4.2. (i) Para k > 3, todo k+ 1-jato com k-jato A-equivalente
a (x,y%) € A-equivalente a (x,y® + 2%y) ou (z,y3). Os dois primeiros

tem codimensao k — 1.

(ii) Para k > 3, todo k-jato cujo k — 1-jato seja A-equivalente a (x,zy?)
¢ A-equivalente a (z,zy* + S, aiy). Se asq # 0 entdo o 4-jato é

equivalente a (x, xy? + y*).

(i1i) Para k > 2, todo k + 1-jato de codimensao finita, com k-jato A-

2k71)

equivalente a (x, zy? +y*) € A-equivalente a (z,zy* +y* +y , este

germe tem codimensao k — 2.
(iv) As outras orbitas tem codimensao maior ou igual a 2.

A demonstragao deste Teorema fica como exercicio e para finalizar.
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Teorema 4.4.3. Germes de codimensao menor ou igual a dois em Eso:
(i) Submersao, com forma normal (z,y) e codimensao 0.
(ii) Dobra, com forma normal (x,y*) e codimensdo 0.
(iii) Cispide, com forma normal (x,y* + xy) e codimensado 0.
(iv) Rabo de andorinha, com forma normal (z,y* + xy) e codimensado 1.
(v) Labios ou bicos, com forma normal (z,y> + x%y) e codimensdio 1.
(vi) Borboleta, com forma normal (z,y° + xy & y*) e codimensao 2.
(vii) Ganso, com forma normal (z,y> + x3y) e codimensao 2.

(viii) Gaivota, com forma normal (z,zy* + y* + y°) e codimensdo 2.
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