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Resumo

Neste trabalho apresentamos a análise Bayesiana de modelos de séries temporais auto-
regresivos de ordem p AR(p), considerando três alternativas de densidades a priori para os
parâmetros. Primeiramente consideramos a priori não informativa de Jeffreys, onde a densidade a
posteriori marginal, para os parâmetros do modelo, pode ser calculada analiticamente. No
segundo caso, adotamos uma límção densidade a priori conjugada normal—gama. No terceiro caso
adotamos uma densidade a priori informativa t—Student, p-dimensional, para os parâmetros, e uma
priori gama para o inverso da variância dos resíduos. Neste caso a análise a posteriori só pode ser
feita usando-se algoritmos de simulação em cadeia de Markov, MCMC. Nos três casos estudados,
utilizamos o algoritmo de simulação MCMC para fazer a previsão de valores futuros da série para
vários passos a frente e também para aplicar o critério de seleção de modelos utilizando a
densidade preditiva.

]. Introdução

”Aganálise de modelos de séries temporais é uma ferramenta muito importante em várias
áreas, tais como, engenharia, econômia e outras. A inferência desses modelos e feita geralmente
maximizando—se a fiinção de verossimilhança para os dados [Box, Jenkins e Reinsel, 1994]. Uma
abordagem alternativa proposta na literatura é a análise bayesiana [Broemeling e Land - 1988]. A
vantagem do uso dos método bayesianos é permitir a consideração de informações a priori sobre
os parâmetros do modelo na análise. Apesar disso a análise bayesiana geralmente leva a problemas
numéricos de dificil solução. No entanto com o surgimento de algoritmos de simulaçao de Monte—
Carlo baseado em Cadeias de Markov, essa técnica tomou novo impulso [Casela e George-1992].



Q ,ugsorídesses algoritmos para ajuste de modelos de séries temporais vem sendo feitocom sucesso
[Mcculloch e Tsay 4994], [de Alba 4993].

O objetivo deste trabalho é fazer a análise Bayesiana de modelos de séries temporais
quando diferentes densidades a priori são adotadas destacando as caracteristicas particulares de
cada modelo. Na análise bayesiana estudamos os modelos auto—regressivos considerando três
alternativas de densidades a priori para os parâmetros deste modelo. Primeiramente consideramos
a priori não informativa de Jeifreys, onde a densidade a posteriori marginal, para os parâmetros do
modelo, pode ser calculada analiticamente e mostra-se que o valor esperado dessa posteriori
coincide com o estimador de máxima verossimilhança. No segundo caso, adotamos uma função
densidade a priori conjugada normal-gama. Aqui, as densidades a posteriori também podem ser
calculadas analiticamente, resultando em uma densidade t-Student p-dimensional para os
parâmetros do modelo e uma densidade gama para o inverso da variância dos resíduos. A análise
da expressão do estimador de Bayes, para os parâmetros do modelo, mostra que este estimador é
uma média ponderada entre o estimador de máxima verossimilhança e o valor esperado da
densidade a priori.

O uso de densidades a priori conjugadas em geral recebe críticas por serem estas limções
pouco realista para tratamento de problemas reais. Para contornar estas criticas adotamos no
terceiro caso uma densidade a priori informativa t-Student, p-dimensional, para os parâmetros e
uma densidade a priori gama para o inverso da variância dos resíduos. Isto resulta em uma
densidade a posteriori não padronizada . Neste caso a análise a posteriori só pode ser feita
numericamente. Aqui optamos pelo uso de algoritmos de simulação de Monte Carlo em Cadeia de
Markov (MCMC), do tipo Metropolis-Hastings [Chib e Greenberg - 1995] e Gibbs Sampling
[Casella e George - 1992] os quais vêm se destacando com muita eficiência neste tipo de
abordagem, porém, exigindo para isso considerações práticas.

Um critério de seleção de modelos baseado na densidade preditiva é aplicado. Esses
resultados são comparados com a análise clássica onde a identificação do modelo é feita através
da função de autocorrelação, FAC e função de autocorrelação parcial, FACP, a escolha do melhor
modelo para um conjunto de dados é feita usando-se o Critério de Informação de Akaike AIC e o
Critério de Informação Bayesiano BIC.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: na seção 2 apresentamos o
desenvolvimento da timção de máxima verossimilhança para um Processo AR(p). Na seção 3

apresentamos a abordagem bayesiana para as três priori e uma análise preditiva com as priori
estudadas neste trabalho. Na seção 4 apresentamos as densidades condicionais deduzidas da
abordagem bayesiana e o algoritmo MCMC para os modelos AR(p). Na seção 5 é apresentado um
estudo numérico para dois conjuntos de dados gerados e um conjunto de dados real,
representando a componente estocástica de vazões médias mensais em (mª/s) que chegam ao
reservatóno da hidroelétrica de Fumas, no sudeste do Brasil.



2. Processo Auto-regressivo, AR (p)

Considere a série temporal Z,, t = 1, - - ',N gerada por um processo auto-regressivo de
ordem p, AR(p):

Z; = (b] Zt_1 + ....... + Óng_p + a, (2.1)

onde (1) E R% um vetor px 1, iªt, t = 1,2, ]c' uma sequência de variáveis aleatória i.i.d.

N (0,T"') e 7' = 1/02 > 0. Vamos supor agora um conjunto de N observações para essa série

que denotamos por Z = (Z,,H, ..., ZN)', e vamos denotar por Z,, = (ZI, Z,,)' as p
primeiras observações do processo. Escrevendo o modelo (2.1) como:

ª: = Zi _ 431214 _ _ ÓpZt—p (2—2)

Podemos escrever que a densidade de probabilidade conjunta para (a,,
t=p,p+1,...,N]como:

-
N

()f(ap,-.-,aNI</>,Zp) º< TNº-pexpi — % E aí]
!=]! |»!

A equação (2.2) relaciona os ruídos (a,,,,,,... ,aN) com os dados Z ch. Levando em
consideração que a relação (2.1) tem Jacobiano unitário, podemos escrever a densidade de
probabilidade conjunta dos dados Z, condicionada aos p—primeiros dados ZP, como:

N—p 7-
N

,) &

f(Z WT, Zp) ºC "'-5 "eXpí “'
5! 2.1(Zt _ d)]Zt—l '“ *“ ÓpZt—p )"] (2-3)
ºf)

Considerando o conjunto de dados Z e definindo-se a matriz X:

ZP“ ZI ' ' ' Zp (751

Z : Zell-2 ' X : Zº . . . Zp+l
8 $ —

45.2

ZN ZN_P . . ' ZN
NL.:Ip

4,7) ;;;/J



A função de verossimilhança, associada com os parâmetros (qb,r), condicionada aos
valores iniciais Z,, pode ser escrita a partir de (2.3) como:

£(d>,T|Z,Z,,) oc T”£”expg - 5 (z — quyçz - Xq5)) (2.4)

A função de verossimilhança (2.4) e' chamada de função de verossimilhança aproximada
por ter sido construída a partir da densidade conjunta dos dados condicionada aos p-primeiros
valores Zr- Tomando-se o logarítimo de (2.4) podemos calcular os estimadores de máxima

verossimilhança (EMV) para (à e r, seja:

[(qs,»r|z,z,) = ln([,(q5,'r|Z,Z,,)) = ªgf—'um) _ g(z - qu)'(z _ qu) (2.5)

Derivando (2.5) com relação a d) e 'r, e igualando a zero, temos:

ain(c(4>,rlz,z )) : TX'(Z _ qu) : o84)

0! c , z,z _ _ ,"( “à? ” = %% '-%(Z—Xaª) (Z—ch

Os EMV são dados por:

A «.

Podemos mostrar que a varrâncra observada dos estimadores dos parâmetros 4) são dadas
por:

Var( (?> ) = T_1(X'X)"'

Podemos verificar que:

(2 — quz — Xa) = (z — ? >'<z — 2) + (<i> — $)'X'X (<i> — 3) (2.6)

onde 2 é dado por:
2 : X3 (2.7)



Substituindo (2.7) em (2.5) essa função pode ser escrita como:

E «», 712,2,» oc Tªªºexpt — %Kd» — $>'X'X<d> — $) + (z — ªm — ªm (2.8)

Notando que £(<1),T|Z,Zp) é uma Normal—Gama, ou seja, £(q5l'r, Z,Z,,) é Normal com
média $> e matriz precisão TX'X e [X'/“Içá, Z,Z,,) é uma Gama.

2.1. Identificação da Ordem do Modelo

Identificar a ordem de um modelo auto—regressivo consiste em determinar o valor de p, ou
seja determinar o número adequado de termos que devemos considerar no modelo auto-
regrcssivo. A escolha de um valor pequeno de 13, por exemplo, p = 1 pode levar a uma
representação inadequada da série, por outro lado a escolha de um valor alto de p, por exemplo,
p = 6 pode levar a um modelo com um grau de complexidade desnecessário. O critério de escolha
do modelo adequado com o menor número de parâmetro possível é denominado por Box et alii-
1994, como critério de parcimoniosidade. Dois critérios de escolha do modelo, propostos na
literatura que levam em conta o critério de parcimoniosidade são: o critério de Akaike AlC,
[Akaike -l974] e o Critério de informação Bayesiano BlC, [Schwarz -l978]. De acordo com
esses critérios escolhe-se o modelo AR(p) que minimize os valores dos critérios de AIC e BIC,
onde ? denota o EMV de T.

A1C(p) : zw?"l + Lªpª" = maº + Lªpª"

B1C(p) = m?" + (p + 1)'——"l;,”) = lnaº + (1) + “%ij

3. Análise Bayesiana do Modelo AR(p)

A análise Bayesiana de modelos AR(p) começa pela escolha de uma fimção densidade a
priori para os parâmetros d) e T.

3.1. Considerando Priori Não Informativa.

Quando temos "pouca" informação sobre os parâmetros podemos adotar a priori não
informativa de .lchrcys; [Box e Tiao 4973]. Supondo d) e T, independentes, temos a densidade
conjunta a priori dada por:

no(Ó,T)0<1/T,T>0 (3.1)



Combinando-se a função de verossimilhança (2.8) com a priori (3.1), temos a densidade a
posteriori:

H(<ó, T) oc £(q5, TIZ,Zp) How, T) (3.2)

A densidade conjunta a posteriori (3.2) é uma densidade Normal-Gama, dada por:

&! A A A A
.

EWT) º< T º 'lexpi _ %be - <P)'X'X(<Iª - <i>) + (Z _ Z)'(Z * Z)]? (33)

Neste caso em particular, onde estamos usando uma priori não informativa, podemos
calcular as densidades para os parâmetros qS e 7', integrando diretamente (3.3). Assim temos:

um oc fªiª-'expi — a(z — ânz — ânjgexpi — %Kó — $)'X'X(d> —$>1qu> (3.4)

A integral (3.4) representa uma integral multipla para os parâmetros qS. Resolvendo essa
integral temos:

[I(T) o< Tàwª'ºªexpí — %(Z — â)'(Z — É» (3.5)

Portanto 'r tem uma densidade a posteriori Gama ((y—532), (Z — 27 (Z —- â ) /2).
temos então:

E(T|Z) = (N _ 2P)l(Z _ Z)'(Z _ le'l
Var('r|Z) = 2(N — 219) [(Z _ â)I(Z " â)l“º

Para encontrar agora a densidade a posteriori para os parâmetros da, integramos (343) com
relação a T, temos:

H(d>) oc jçfºrª'fºªexpt — alas — gba'X'X (<b — esc) + (Z — 2)'(Z — 2de
11<4»o< [(as — am (<» — $) + (z — âwz _ â)]—”—;º



Após algumas simplificações algébricas, podemos escrever a densidade a posteriori dos
parâmetros <p, como:

nw) OC [1 + ___lW-Q'Vgt-ª ]—”—zº : [1 + ;_;“?'VW ]—%(v+p)
_ p 1)

onde V = (N — 2p)(X'X)[(Z — â)'(z - â)]*l e v = N — 2p

Portanto (# tem densidade a posteriori t—Student, com v = (N — 2p) graus de liberdade,
A

vetor de localização gb e matriz de precisão V. 0 estimador bayesiano dos parâmetros, é o vetor
esperado a posteriori de $ ou seja, qâb = E («MZ ). sendo:

E(<15IZ) = $ = (X'Xr'X'z

Var(q5|Z) : U V”' ___
(x'xr'|(Z—2)'(Z—2)1

'U—2 N—2p—2

Notamos que neste caso, quando usa-se densidade a priori não—informativa, o estimador
A

bayesrano comerde com o EMV, gb,, = qi.

3.2. Considerando Priori Conjugada Normal-Gama

A função de verossimilhança (2.8) sugere o uso de uma densidade a priori conjugada
Normal-Gama. Assim, temos:

no(fb, T) = HI (cªir) na(T) (3.6)

HI (ólr) º< Tªexpi — %(d) — u)'P(<l> — u)]

Hg (T) oc T”_'exp[ — BT]

onde 4) C R.”, P C RP” e a, B escalares são hiperparâmctros. Combinando a função de
verossimilhança (2.8) com a densidade a priori (3.6) temos a densidade a posteriori dada por:



HQM) º< T Nªº % “lºxpí '- TDngºxpí — %(ó — ób)'V(45 — (M)] (37)

onde,
qb;, = (X'X + P)“ (X'Z + Pu)

V = X'X + P

D = 0 + à[(Z'Z + u'Pu) — (X'Z + Pu)'(X'X + P)"' (X'Z + PM)]

Devido a conjugação, temos que a densidade conjunta a posteriori (3.7) é uma Normal-
Gama. Assim, podemos determinar a densidade a posteriori de r, integrando (3.7) com relação
aos parâmetros d». Procedendo desta forma, temos:

mr) oc 'rºª'ºªªº'lexpí — TDUrªexpi — gw» — Mw — am dd)

H('r) oc TªªºfªªMexpí — TD) (3.8)

Temos portanto que o valor esperado e a variância a posteriori de 1' são dados por:

E(T|Z) = (N — p+ 2a)(2D)"' (3.9)

Var(7'|Z) = E(7'|Z)(D)"l (3.10)

Da mesma forma, integrando (3.7) com relação a T, temos a densidade marginal a
posteriori para os parâmetros dz, dada por: “

Hw» oc j;,ººrªªª—ºªl-lexpí — anºs — «abri/«b — 4») + 2011 dr

nw» oc [20 + (45 — ari/(qs — caer-ªªª (3.11)

reagrupando os termos, podemos escrever (3.1 I) como:

HW) ºc [1 + ————(º"íº)_,Z(ZºQ—ªº']“ªiºº (3.12)

onde,
W = (N — p + 2a)V(2D)"



Portanto, vemos que qb tem densidade a posteriori t-Student,p—dimensional, com
v = (N — p + 2a) graus de liberdade, vetor de localização d),, e matriz de precisão W. Então
podemos estimar os parâmetros da, pelo valor esperado da densidade (3.12) e a matriz de
covariância dos parâmetros pode ser obtida diretamente da matriz de precisão W. Assim temos:

mw) = (X'X + P)“'(X'Z + Pu) (3.13)

__ _L - _WVªlllªlzl " 0-2
W 1

“
(N-pl-la—l)

(3-l4l

Note de (3.13) que o valor esperado a posteriori, (15h, é uma média ponderada do estimador
A

de máxima verossimilhança d) e da média da densidade a priori, u, ou seja:

da = (X'X + P)" (sz + Pu) = (X'X + 1D)-l [(X/xy?» + Pp] . (3.15)

3.3. Considerando Priori t-Student

Supondo agora uma densidade a priori para os parâmetros <p, como sendo uma densidade
t-Student p-dimensional, com graus de liberdade n, e vamos considerar uma densidade a priori
Gama com parâmetros a e B para r, assim temos:

H1(d>) oc (1 + “ª“—%%)ªª“ (3.16)

H2(T) oc Tºª exp[ — BT] (3.17)

com grau de liberdade n, vetor de localização “ e matriz de precisão P.

A análise a posteriori é obtida combinando-se a &mção de verossimilhança (2.8) com
(3.16) e (3.17), desta forma temos:

H(d>, +) oc Tªªª-*exp[ — Tm + B(ó)/ºllH+ (45) (3.18)

onde:

Ba») = («> —— %%%an — $) + (z — Z)'<z — Z).



Notamos aqui que a densidade conjunta a posteriori não é uma densidade conhecida,
portanto só podemos avaliar as densidades & posteriori marginais por meio de métodos de
aproximação, tais como o método de Laplace [Tierney, Kass e Kadane -l986] ou usando métodos
de simulação de Monte Carlo em Cadeia de Markov, tais como, Gibbs Sampling [Casela e George
-1992] e Metropolis-Hastings [Chib e Greenberg 4995]. Neste trabalho vamos optar pelos
métodos de simulação por serem precisos e de facil implementação computacional. Com a
finalidade de fazer uma ilustração do uso de algoritmos de MCMC vamos fazer uma estimação
dos parâmetros d) e T para os casos em que temos prioris conjugada.

3.4 Análise Preditiva

O objetivo dos modelos de séries temporais é fazer previsão de valores futuros da série,
ZN-l-l) ZN+27 ' ' ' -

Previsão um passo a frente

Considerando uma observação futura ZN ,,,,dos dados Z = (Z, , Zz, . . . , ZN)' .

Seja,
, p

H (ZN41IZ,4>,T) ºª TªºXPl " %(ZNH _ ; $i ZN-(i—1))2] (3-19)

sendo:
p P P

(ZN-ll _ zlçbizN-(i—M2 = Zlºti.“ _ 2 ZN+1 Z Ói ZN—(i—I) + (Z, (Iªi ZN-(i-i))2
-ifª- if] ir.

fazendo:
7) Z.N

ZNIIZÓiZN—(i—i)=[ç75|,...,(pp]ZNH : =Ó'F
(:! ZN—(p—n

(É! (Iªi ZN-(i-1))2 = QS'Eçb

onde E é uma matrizp >< p (onde 0 um elemento é Z,_(,'_;) Z,_(J—_,)) e F é uma matriz p >< 1

(onde 0 j' "' elemento é ZN., , ZN_U_1)). Assim temos a densidade preditiva condicional,

“(ZAvi1|Z,d>,T)º< Tâexpl _ %(Zifm + Ó'EÓ — ZÓ'FH (3.20)
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A preditiva posteriori condicional e dada por:

H(.ZN—lla , Z) o<H(ZN_,1|Z,q5,T)H(q5,T|Z) (3.21)

onde II (çb,T|Z ) é a posteriori condicional dos parâmetros dado as observações.

Modelo com friorii não Informativa

Considerando uma priori não informativa, & posteriori é dada por (3.3), fazendo o produto
temos:

n<zN+1,qs,TIZ> oc Tººk—'em — 3 (z — ZW — 2) + zm
expí — % (<b — MW» — da.) + eª'Eó — 2 «S'FH (3.22)

Integrando (3.22) em (15 e T temos:

H(ZN_. , |Z) [1 + ——Z]G———M'_'2;") ]_N+ (3.23)

com
n = (1 _ F*'(V +E)"'F*)"F*'(V + E)-'c
V = X'X'

C = X'Z

P = (N - 2p)(1—- F"(V+ E)"F')“1

[2D + CTV—IC —- C"(V + E)“'(1 — F"(V + E)"F')“1C]"l

onde F* é um vetor p >< 1 com 0 j""' componente dado por ZN_(]'_1) ej = 1, ...,p.
Portanto (3.23) é a timção densidade preditiva um passo a frente, e é uma t-Student com

v = (N — 2p) graus de liberdade, localização 17 e precisão IP. Então podemos estimar o valor
esperado da densidade (3.23) e a variância pode ser obtida diretamente da matriz de precisão P.
Assim temos:

15% ,,, |Z) = (1 — F*'(V + E)—'F*)“'F*'(V + E)"' (:

VªT(ZN|||Z)“ ;:5 IP,—]

.? ....".é BiblioteCª
'Ja,ll



Modelo com Priori Informativa Normal-Gama

Considerando uma priori conjugada Normal-Gama, a posteriori é dada por (3.7), fazendo
o produto temos:

'

H(ZN+1,Ó,T|Z) cx Tºª—L” expí — %[(2D + ZM
Tª expí — W» — «M'VWJ — (bb) + ó'Eó — 2 «S'Fn (3.24)

Integrando (3.24) em d) e 7- temos:

, __ 2 N— +2a+1n<ZN+llZ)o<[1+ªÍ-%Llª º— (3.25)

com
n = (1 _ F*'(V + E)"'F*)“'F*'(V + rs)-*a

V = X'X + P

C : (X' Z + Pu)

P = (N —_p + 2a)(1— F"(V + E)'1F')“ª

[2D + C'V'IC — C'(V + E)”1(1— F"(V + E)'1F*)-'C]'x

Portanto (3.25) é a função densidade preditiva um passo a frente, e é uma t-Student, p
dimenional, com v = (N — p + 2 a) graus de liberdade, localização 17 e precisão 11”.

Então podemos estimar o valor esperado da densidade (3.25) e a variância pode ser obtida
diretamente da matriz de precisão IP. Assim temos:

E(ZN+1 |Z) = (1 — F*'(V + E)"F*)"F*'(V + E)"C

VªT(ZN+1|Z)= 1733 EM

12



Modelo com Priori Informativa t-Student

Considerando uma priori t-Student, & posteriori é dada por (3.18), fazendo o produto
temos:

N—Za—
H(-ZN|1,<P,(_ÉJ—T|Z)0<T” ªxPl 2[0+va+l]

expl-%lBló)+ó'Ed>-24>'F)1H1(l) (3.26)

Neste caso não é possível integrar a equação (3.26), a previsão de valores íthuros só
podem ser calculados por simulação ou aproximação numérica.

3.5 Previsão lc passos a frente

Denotando por Z, os k valores da série a serem previstos e por Z,, as últimas p
observações, ou seja:

Z,, : (ZN-(rl), ZN_(,,_2,, --,ZN)'

Seja H(Q&JIZ ) a densidade & posteriori para os parâmetros qb e T. A densidade preditiva
pode ser calculada por:

H<>Zf|Z=W(»::)ZIIÓJZ H(</>,T|Zp)d<de

onde fd: denota as p—integrais fl , . .. , fp.

A previsão dos valores futuros Z] pode ser obtida resolvendo-se a integral múltipla,

E(Zf|Z) = fz! H(Zf|Z)de
E(zf|z) = fzf[f$f1n(z,|qs,f,z,,) n(qs,T|z,,) qudT]de

Alterando a ordem das integrações temos,

E(Z,|Z) = fÓfTE(Zj|<b,7', ZP) n(4>,le,,) dqbdr (3.27)

13



Usando o modelo AR(p), temos:

Z(N|k) = ÓiZwik—i) +..

Colocando na forma matricial

1 o

—o 1

- + ÓpZW—(p—kn + ª(N+k)

0...0
0

DO

A = _ (bz _ (lºl 1

— (.,)k—l “lªla—2 “?)-km? 1
k,<k

«a, «a,-1 _aH “ª“
0 _ Ó,) — (bp—l _ (252

B = O O —— (bp . .. — ÓS

Podemos escrever:

AZf+BZp=a
Zf = 'A—IBZp-l'A—Ia

onde a é um vetor de variáveis aleatória i.i.d. N (C,T—'). Assim temos que Z, também é um
vetor de variáveis aleatória normalmente distribuída N [E (Z, IQS, T, Z), Var(Zf|d>, T, Z)] onde:

E(Zf|qb,7',Z) : — A“'BZ,,

Var(Zfl<15, T, Z) = 74 (A_| )(A_l )]

Substituindo (3.28) em (3.27) podemos calcular a previsão dos valores futuros Z[, no
entanto, para isso é necessário resolver a integral

E<ZÍIZ> = fófv ( — A-'Bz,,> H(d>,r|Z) daew
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A variância é calculada como:

VGT(Zf |Z)=E4,,T [Var(Zf ló, T, Z)] + Varª,” [E(Zf ld), T, Z)] (3.31)

onde:

Ei,, [Vanzfla T, Z)] = f,,fTVaMZflaªJ,Z)H(<1>,TIZ) dam

= MTT—' (A-1 )(A-1 )'H(<1>,TIZ) dw (3.32)

Devido a complexidade das expressões (3.30) e (3.31) quando p _>_ 2, geralmente essa
integral só pode ser calculada de forma aproximada. No entanto, mostraremos na seção 4 que
E (Z,lZ ) e Var(Z [|Z ) podem ser calculadas facilmente usando métodos de simulação de Monte-
Carlo.

3.6. Considerações sobre Seleção de Modelo

Na análise Bayesiana existem vários critérios para seleção de modelo. Aqui vamos
considerar o critério baseado na densidade preditiva. A densidade preditiva para ZN“, dado
Z,, = (Z, , Zz, . .. , ZN, . . . ZN+k)' e os parâmetros qb e 7' é dada por:

mzwalzk) «x f,,fjªexpi — WM — ;qs ZN-(,-_i,)ºin<as,r|2) daew (3.33)

A equação (3.33) pode também ser calculada usando simulação de Monnte Carlo. Neste
caso a densidade preditiva é estimada por Ck = H(ZN+k|Zk). Então fazemos o gráfico de c,,
versus k (k = 1,2,... ,n) para diferentes modelos, o maior valor de C;, (em média) indica o

melhor modelo. Escolhemos também o modelo tal que c(l) = HC,-(l) é máximo (1 é o indice do
i=l

modelo).

4. Algoritmos de MCMC

4.l Algoritmo Gibbs Sampling:

A técnica do Amostrador de Gibbs é usada para gerar variáveis aleatória de uma
distribuição sem utilizar sua densidade. 0 Amostrador de Gibbs é essencialmente um esquema
iterativo de amostragem de uma cadeia de Markov cujo núcleo de transição e formado pelas
distribuições condicionais.
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Modelo com Prioris não Informativa

Neste caso, temos uma densidade conjunta & posteriori, Normal-Gama, (3.3), dada por:

H(d>,r) « Tº?-lem — gua - $>'(X'X)(4> — $) + (z — 2>'<z — Em

As densidades & posteriori condicionais, são:

11(d>|r) w M€», (TV)-') (4.1)

H(Tld>) N P(N—gº, B) (4.2)

onde, E = àlw — $)'<X'X)(4> — $) + (Z — 2)'<z — Z)], V = (XX)-1

Modelo com Priori Informativa Normal-Gama

A posterion' conjugada para este caso dada por (3.7) é:

HÇÓJ) oc rªtª-'um — TDhªexpt — gw» — +,va — em

As densidades a posteriori condicionais, são:

HOW) N (dn, (TV)") (43)

[I(Tlrb) N “Nãº“, D + %(ó — M'Wd) — %)) (4.4)

onde,
V = (X'X + P)

D = [a + a(z'z + ,um) - (sz + Pp)'(X'X + P)'1(X'Z + Pm]

16



passo 1: lnicialize o contador de iterações j = 1 e arbitre valores iniciais:

w"=w9puawtnm
passo 2: Obtenha os novos valores gerando—sc a partir das densidades condicionais como se
segue:

(WH) N H($|TU))

Tmn N g(TMiHli)

passo 3: Atualize o contador de iterações para j <— j + 1 e volte ao passo 2, repetir este
procedimento até a convergência.

Após um número grande de iterações as sequências geradas (49 e Tj) convergirão para
uma amostra aleatória das variáveis <b N [I(QS) e 7" N H(T). Para verificar se a convergência já foi
atingida existem vários métodos [Cowles e Carlin 4996]. Neste trabalho vamos usar o critério de
Gelman e Rubin (1992).

4.2 Algoritmo Metropolis-Hastings & Gibbs Sampling:

Quando as distribuições condicionais não são facilmente identificadas nós usamos o
algoritmo de Metropolis-Hastings.

Modelo com Priori Informativa t—Student

Neste caso a posteriori conjugada é dada em (3.18).

IuaoaTªªªwwí—HB+BWVMNLW)

As posterioris condicionais são:

H(d>lr) cx fª?º-*expí — fw + ªos — $)'(X'X)(d> — Mn] (<») (4.5)

mnwwrw%#ãa+à8w» ao
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Aqui é conveniente escrever:

H(<15lT ) OC “P(ó) TM?)

onde: lIJ(çb) = Tºbªgº—Iapi — TLB + B(ç15)/2]]*

e usamos HI (QS) como núcleo para gerar os valores do parâmetro qb como se segue:

]) lnicialize o contador de iterações com j = 1 e arbitre valores iniciais com

Ów)=(q5(0 ),-'-9ÓPU))T (O)

2) Obtenha um novo valor a partir da função transição H, ($, q?)

3) Calcule a probabilidade de aceitação do novo valor na iteração j por:

min[1,L/'(L,_W) se dº(çbj) > 0
1 caso contrário.

a(dªnf) = %

4) Gerar u de UnifonnelO, 1] e faça:

d)“; : QS,“ SEUS a(dÃQY)
(j)] caso contrário

O valor gerado df“ é aceito com probabilidade & ou rejeitado com probabilidade (1 — a).

5) Gerar T0 W Gama(r|(/)H ])

6) Atualize o contador de iteração j paraj | 1 e volte para o passo 2 até a convergência.

18



4.3 Previsão usando MCMC

Retomando a equação (3.30) dada por:

E(z,|z) = L“ _ A'IBZP) n(qs,T|Z) dqãdr

O valor esperado pode ser calculado usando algoritmos de simulação de Monte-Carlo.
Para isso seja a amostra $U) = ($)”, (21 )); j = 1, ,m gerados por simulação (Amostrador de
Gibbs ou Metropolis-Hastings). Podemos calcular E(Zf |Z) usando essa amostra, por:

E<zf|2> = ;"z — A-lwºwaºnzp

Var(Zf|Z) = IÓanlzleMZf

Var(zf|2> = eªm->
Retomando as equações (3.31) e (3.32) temos:

Var(Zf|Z) = EÓ,T[Var(Zf|d>, T, Z)] + Varda, [E(Zf|q.$, T, Z)]

Usando simulação de Monte Carlo podemos calcular cada termo desta equação como:

Eºs” lVªT(Zf ló, % Z)] = #2 (rº))“ [Aº“ (<z5(”)llA—l (450% (4.7)
j=l

sendo:

E(Z;|<LU),TU),Z) = — A-lwºoBWUzp, j= 1,...,m
Podemos calcular a Varóºf como:

Vara., [mjm Z)] = aim—* («><f»B(asº>)zp>2 —

j=l

(#ÍÍAª (d»º')B(r/>(”)Zp)º (4.8)
j=l

Usando as equações (4.7) e (4.8) podemos calcular Var(Zf |Z).
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O critério de seleção de modelo utilizando simulação de Monte Carlo é feito através do
cálculo da preditiva ck = f (ZN+k)o qual pode ser estimado usando os resultado da simulação
MCMC, como:

A "ª . _ (.) p .

ck : ÉZIÇT-(n) ]eXPí _ %[ZN—Hc — 231
ÓEJ) ZN—(i—l)]2]

]“ 1_

Fazendo o gráfico de ck versus 19 (k = 1,2, ...) e calculando E(l) = ck(l) para cada
lt=l

modelo [, escolhemos o modelo que apresenta o maior EU).

5. Estudo de Casos

A comparação entre as abordagens clássica e baycsiana é feita neste trabalho
considerando-se duas séries de dados gerados e uma série real correspondente a componente
estocástica dos dados correspondente as vazões médias mensais que chegam ao reservatório de
Furnas no sudeste do Brasil. Uma descrição dos três componentes de dados é apresentado na
Tabela 1.

Tabela I- Dados usados para ajuste dos modelos
Descrição 4)! (152 7" N

série 1 AR(2) 0.8 — 0.5 0.5 200
série 2 AR(2) — 0.5 0.3 1.0 200
série 3 Dados reais — — — 540

No caso da série 3 a componente estocástica é calculada por:

Z _ Xt(r,m)—llm
“fim) _ Um

onde m representa o número de meses m = 1,2, , 12, T o número de anos r = 1,2,... ,45 e
t(r, m) = (r — 1)12 + m, um com são as médias e desvio-padrão estimado dos dados para cada
mês do ano. Para as três séries 0 modelo ajustado é um AR(2), ou seja:

Z: = (blz!—1 + 452Zt—2 + ªt

Um gráfico com as séries 1, 2 e com os últimos 200 pontos da série 3 é mostrado nas
figuras la, lb e le.
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Figura 1 (a) série 1, (b) série 2, (c) últimos 200 pontos da série 3.

A Figura 2 a seguir mostra a função de autocorrelação (FAC) e a função de
autoeorrelação parcial (FACP), para os dados da série 3 (Fumas).

'I -0.5 O 0.5 I

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 2: FAC c FAC P, para os dados da série 3.

A escolha da ordem do modelo da série 3 é feita através da análise da FAC e FACP
e usando-se os critérios AIC e BIC. O valor desses critérios para os modelos ajustados é
apresentado na Tabela 2.

Tabela 2 identificação do modelo
AR( | ) AR(2) AR(3)

AIC — 0.783516 — 0.811755 — 0.807023
BIC — 0.767621 — 0.787913 — 0.775234

Usando o procedimento baycsiano na verificação da adequabilidade do modelo através da
densidade preditiva H(ZN, kIZk), o valor médio de ck e o produto c(l) para as séries estudadas
neste trabalho é apresentado na tabela 3.
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Tabela 3 seleção de modelos

Fumas AR(l) AR(2) AR(3)
ck 0.9887 1.0107 1.0114
c(l) 4.784le-005 5.6579e-005 5.4942e-005

série 1 AR(1) AR(2) AR(3)
Ek 0.3726 0.4379 0.4345
c(l) 1.81140-024 1.7825e-022 6.8961e-023

série 2 AR(l ) AR(2) AR(3)
Ek 0.7450 0.7824 0.7819
o(l) 2.04l3e-008 l.l434e-007 1.0365e-007

Nas tabelas 2 e 3 observamos que o modelo de ordem 2 é o mais adequado. As figuras 3-a,
3-b c 3-c mostra o gráfico de ck versus k (k = 1,2,...
Fumas, série 1 e série 2 respectivamente.

——AR
“AR' AR

lâl

Figura 3: ck versus k para diferentes modelos ajustados aos dados, (a) Fumas, (b) Série 1, (c) Série 2

40 50

, n) para diferentes modelos, das séries

10 20 30
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Na Figura 4 apresentamos os histogramas estimado por simulação para os parâmetros (b 1,
(152 e 7", quando consideramos priori Nonnal-Gama, para a série 3 estudada neste trabalho.
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Figura 4: histograma estimado a posteriori para a série 3 (Fumas) considerando priori Normal-Gama para
os parâmetros qb], (152 e T respectivamente.
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Na Figura 4-a apresentamos os histogramas estimado por simulação para os parâmetros
d),, 452 e T, quando consideramos priori t-Student, para a série 3 (Fumas) estudada neste trabalho.
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Figura 4-a: histograma estimado a posteriori para a série 3 (Fumas) considerando priori t-Student para os
parâmetros qs], q» e 'r rcspcctivamcntc.



Observamos na Figura 4, que o comportamento da posteriori é aquele esperado na seção
3.2, e que com o uso da priori t-Student, apesar de não conhecermos a distribuição a posteriori,
os histogramas se apresentam de uma forma simétrica.

No caso particular de priori t-Student, onde utilizamos o algoritmo metropolis—hastings
foram geradas duas amostras de tamanho N = 6.000, desprezamos 3.000 e selecionamos para
estimação uma amostra de tamanho 200 tomando-se um valor a cada 15 gerado na última
sequência de 3.000 valores. Esse procedimento mostrou-se necessário para evitar a dependência
entre os valores gerados devido a rejeição de novos valores. A Figura 5 a seguir mostra a
correlação entre os valores gerados quando não se adota a seleção espaçada, para a série Furnas.

-1 as a as 1

"1 "3.5 º 0-5 1 .........
---- — '-*':W///// ,,,,º WW NEW

------------ —«_ .................. ª-' ............. . . —.......... :,.-Ú.5 O 0.5 1

dh (152

Figura 5 limção de autoeorrelação entre os valores gerados para d)] e dn; N=15.()00.

A Figura 6 mostra a correlação entre os valores gerados quando se adota a seleção
espaçada, procedendo assim diminue—se a correlação entre os dados gerados, e a variância do
estimador.

-1 -U.5 0.5 1 -1 43.5 [] 0.5 i

451 450

Figura 6- função de autoeorrelação entre os valores gerados para d)] e du; N=l .000.
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A Figura 7 a seguir mostra a convergência, para os dados da série 3 (Furnas), partindo—se
de uma condição inicial arbitrária.

0.8 | I | '

26

Figura 7 gráfico da convergência para d)], da e T com os dados da série 3 (Fumas), 30.000 iterações.

O comportamento apresentado para a série de Fumas é o mesmo para as séries 1 e 2.

As Tabelas 3, 4 e 5 apresentam os estimadores dos parâmetros qb], (bg er para cada uma
das três séries analisadas neste trabalho. EMV corresponde ao estimador de máxzima
verossimilhança; PNI( - ) corresponde ao estimador quando adotamos prioris não-informativa, EX
significa que esse é o estimador exato obtido pelas expressões do valor esperado da densidade a
posteriori e GS significa o estimador obtido por simulação usando-se o algoritmo Gibbs Sampling;
PNG( - ) são os estimadores obtidos usando prioris conjugada Normal-Gama; PTS são os
estimadores obtidos usando-se prioris t-Student com o algoritmo Metropolis-Hastings. Nestas
tabelas apresentamos também a variância do estimador e o critério de convergência proposto por
Gelman e Rubin (1992), quando os estimadores são obtidos por simulação. Este critério assegura
a convergência quando R % 1,0.

Tabela 4 Valores estimados dos parâmetros qb], (bg e T para a série 1

(251 SD R (#2 SD R T SD R
EMV 0.8156 0.0580 — — 0.5773 0.0581 — 0.4119 — —-

PN1(EX) 0.8156 0.0586 , —- 0.5773 0.058? " 0.407? 00412 "

PNI(GS) 0.8158 0.0581 1.0006 — 0.5773 0.0578 1.0001 0.4085 0.0411 1.0001
PNG(EX) 0.8141 0.0578 — — 0.5759 0.0579 — 0.4178 0.0400 —

PNG(GS) 0.8130 0.0588 1.0002 —0.5756 0.0580 1.0003 0.4186 0.0398 1.0001
PTS(MH) 0.818] 00550 [0003 70.5806 0.055? 1.0078 0.4154 0.0385 1.0035
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Tabela 5 Valorcs estimados dos parâmetros (I)], (122 o T para a série 2
d); SD R 4); SD R T SD R

EMV —— 0.5158 0.0679 — 0.2946 0.0684 — 1.2550 — —

PNI(EX) -- 0.5158 0.0686 — 0.2946 0.0691 — 1.2423 0.1255 —

PNl(GS) — 0.5163 0.0690 1.0000 0.2937 0.0685 1.0001 1.2443 0.1257 1.0001

PNG(EX) — 0.5141 0.0725 — 0.2951 0.0731 — 1.1003 0.1054 —

PNG(GS) — 0.5149 0.0737 1.0005 0.2947 0.0741 1.0001 1.1025 0.1058 1.0001

PTS(MH) — 0.5127 0.0620 1.0010 0.2965 0.0633 1.0053 1.0961 0.0987 1.0024

Tabela 6 Valores estimados dos parâmetros d)], gig e T para a série 3

al SD R az SD R 7' SD R
EMV 0.5834 0.0420 —— 0.1815 0.0421 — 2.3244 — —

PNI(EX) 0.5834 0.0421 — 0.1815 0.0421 — 2.3244 0.1417 —

PNI(GS) 0.5835 0.0421 1.0002 0.1809 0.0419 1.0000 2.3161 0.1409 1.0004
PNG(EX) 0.5815 0.044? — 0.1825 0.0447 — 2.0528 0.1229 —

PNG(GS) 0.5821 0.0447 1.0000 0.1820 0.0446 1 .0000 20531 O. 1229 1 .0002
PTS(MH) 0.5811 0.0406 1.0032 0.1824 0.0413 1.0003 2.0505 0.1223 1.0051

Observando os resultados obtidos concluímos que o uso dos algoritmos Gibbs Sampling e
Metropolis-Hastings tem um bom desempenho na estimativa dos parâmetros.

No caso particular de priori não informativa ou priori conjugada Normal-Gama as

posterioris dos parâmetros a é uma t-Student então podemos usar a variância estimada Var(q5)

para construir intervalos de confiança (1) = & j: ta/g Var(d>) , ou testar hipóteses Ho : çbi = 0,
i = 1, 2. Porém no caso de prioris t-Student & posteriori dos parâmetros não tem uma distribuição
conhecida, portanto o intervalo de credibilidade é calculado empiricamente dos dados simulados, e
os resultados obtidos são apresentados na Tabela 7.

Tabela 7 Intervalo de Credibilidade (0.95) para <p e T

4), rc a? re «r rc
série] 0.8181 0.6906; 0.9026 — 0.5783 - 0.6834; — 0.461? 0.4147 0.3583; 0.4967
série 2 — 0.512? — 0.6390; — 0.3959 02965 01681; 0.4226 1.0961 0.9017; 1.2823
série3 0.5811 0.4966; 0.6672 0.1824 0.0922; 0.2629 2.0505 1.8187; 2.2747
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As Tabelas 8, 9 e 10 apresentam as previsões 5 passos a frente, através das abordagens
clássica e bayesiana com o uso da priori Nonnal-Gama, para cada uma das três séries analisadas
neste trabalho.

Tabela 8 — previsão 5 passos a frente para série 1

série real prev.clássica prev.bayesiana int.credibilidade
-0.9958 —0.3539 -0.3530 -0.4049 -0.l985
0.1286 -0.6941 —0.6917 -0.7641 -0.4844

-l.0206 -0.3618 -0.3579 -0.4001 -0.2382

1.0503 0.1056 0.1098 0.0526 0.2892
0.4561 0.2950 0.2966 0.2276 0.5167
EMQ 0.4883 0.4871 ---

Tabela 9 - previsão 5 passos a frente para série 2
série real prev.clássica prev.bayesiana int.credibilidade
—2.2663 -2.4515 -2.4487 -2.5581 -2.1280
2.3289 2.1505 2.1509 1.9932 2.6233
-l.5616 -l.83l7 -l.8372 -2.0252 -l.2832
0.8875 1.5785 1.5939 1.3621 2.3098
0.4439 -l.3540 -l.3780 -l.5928 -0.7598
EMQ 0.7698 0.7918 —--

Tabela 10 - previsão 5 passos a frente para série 3 (Fumas)
série real prev.clássica prev.bayesiana int.credibilidade
—0.9881 -0.4809 -0.4809 —0.5077 -0.4021
-0.7129 -0.3643 -0.363l -0.3872 -0.2916
—O.3989 -0.2998 -0.3004 -0.3287 -0.2190
-0. 1546 -O.24lO -0.2420 -0.2695 —0. 1625
0.l625 -0.l950 -O.l97() -0.2236 -0.1209

EMQ o. 1048 0.1052
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Figura 8 - gráfico da previsão 5 passos a frente para a série 3(Furnas)
(+)=f€ªl; (*)=previsto.

Nas Tabelas 8, 9 e 10, observamos um bom desempenho do método bayesiano. A Figura 8

que segue mostra a previsão, para a série de Fumas para 5 valores futuros. Nesta figura
apresetamos também os valores da série observados após as previsões terem sido feitas. Notamos
que as previsões acompanham a tendência da série. Um comportamento semelhante se observou
com as demais séries analisadas neste trabalho.
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