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RESUMO

Neste trabalho consideramos a ordem de convergência por
, colocação para as equações integrais de Volterra de segunda espécie
com núcleo fracamente singular. Estas equações. em geral, possuem
soluções que tem derivadas singulares em t=0; obtendo,
consequentemente. taxa de convergência pequena. Mostraremos que é
possível obter ordem de convergência ótima, usando malha não uniforme
apropriada. 0 espaçamento dos nós é definido pelo comportamento da
solução exata na origem. Resultados numéricos são dados.

1 . INTRODUÇÃO.

Discutiremos & solução numérica por colocação para as
equações integrais de Volterra de segunda espécie com núcleo
fracamente singular.

&
—ay(t)=g(t)+I(t-s) k(t.s.y(s))ds. OSts'r. O<a<1. (1.1)

0

onde 3 e k são funções dadas de valor real e suficientemente suaves
sobre [O,T] e leR (S:=((t.s):0555ts'l')). respectivamente.



Cameron e McKee [71 considerararam & discretização da equação
(1.1) e derivaram um resultado de convergência ótima sob a hipótese
que a solução exata y e suave sobre [O.Tl. Em muitos problemas que

aparecem na prática. a solução de (1.1) não é suave em t=0; e isso
pode ser demonstrado (ver. por exemplo. Brunner e Houwen (41) que se
as funções 8 e k satisfazem geC'ªlOJ] e keC'(S). então y pode ser
expresso como.

W

y(t)=s(t)+ ): wnmanmºª'. telom
nzi

onde wneC'[0,T]. Deste modo y'(t) é descontínua quando t—>0'; e neste
caso a ordem de convergência é (i—a) conforme veremos na Seção 3

deste trabalho. Dado que a ordem de convergência é pequena. nosso
objetivo é procurar ordem ótima de convergência.

2. A EQUAÇÃO DE COLOCAÇÃO. (Blom e Brunner (31).

O método numérico & ser analisado é chamado de colocação no

espaço pol inomial spl ine,

(-1) _ , .= _S..-1 (ZN).—(u.u(t)|t€o,n. un(t)eP..1. OsnSN 1)»,

associado com a malha dada A" do intervalo [O,T], onde

A": 0=tº<tl<. . .<t"=T. Nel.

Aqui. P..—1 e o espaço dos polinômios reais de grau nâo maior a n—i

(um). Definimos, « :=[t ,t 1, o- :=(t .t ]. (isnsN—l) ;
. o 0 i n » ml
an=itn:lSnSN-i* (isto é, o conJunto dos pontos interiores da
malha A"). Além disso, hz=max<hn:0snsN-1; e i:=min(hn:osnsN—1;, onde

hn:=tml—tn ; a quantidade h e chamada o diâmetro da malha A“.

Uma sequência de malhas para [O.T] e chamada quase-uniforme.
se existe uma constante finita wzi independente de N tal que. h/K 51.

Uma sequencia de malhas para [O,T] definida por.



taua-34%. asnsN-l (Naa). (2.1)

é chamada de malha graduada; onde relR é dado por r=m/(1-a).
Assumiremos que rzl. As propriedades para este tipo de malha podem

ser vistas em Brunner e Houwen [6].

A aproximação para y & um elemento uesíjãzn) tal que,

t
u(t)=g(t)+ I(t—s)—ªk(t,s,u(s))ds. para todo teX(N),

o

u-l
onde X(N):=nººxn com lªgunª:=t.n+cjhn :Osc1<...<c_slf, onde «(c),
(lstm) são os parâmetros de colocação.

Para mostrar o caráter recursiva do método, a solução exata
(4)y de (1.1) é aproximada por um elemento “ES.-1 (Zn) satisfazendo &

equação integral dada sobre X(N); isto é.

un(t J)=lª'"(u;tmj)+n.

1—4: º -—

+h J.J(c —v) “Mt ,t +vh .u (t +vh ))dv" 0 J ª.) n n n n n

1535"; (2.2)
onde ,

“ruma“ ):=g(tn" ' l=0t
n—i tl" "ªkIng] (tm-s) (tn_,.s,ul(s))as,

[
OSnSN-l.

' Para escrever a equação (2.2) em forme. compacta.. definimos

: tn ft; -a
I[—-——— ] k(tn ,.t'+vhl,ul(t,+vhl))dv

Osisn—l; (lstm)
o(“lu;u1:= ' (2.3)n,! i c

[ ªcc —v)'ªx(t
o " " ot *Vh eu (t *Vh ))dv] n n n n n

i=n; (ISJSm)

Com esta notação & equaçâo (2.2) assume a seguinte forma,



un(tn'1)=g(tm Junyª olfllunmhránj'ª olglulm].
lsJSm; OsnsN-l (2.4)

A equação (2.2) ou (2.4) é chamada equação de colocação exata; e esta
representa uma sequencia de N sistemas de equações algébricas em R"

para .as componentes dos vetores Yn=(Yn'1.....Yn..)T. onde

Yn',:=un(tn.,). Depois de calcular Yu. a'aproxlmaçào u em on e
determinada por,

.
u (t +vh ):= ):Y L (v). t +vh so' ,n n n

181 n, _
) n n n

onde LJ denota o J-ésimo polinômio fundamental de Lagrange associado
com os m—paràmetros de colocação (cj); isto e,

m v-c
L (v):= TI"

o
_k lSJãm., k=1 ,) |:

R$]

TEOREHA 2.1.
Se 3 e' k são funções continuas. então uma escolha especial

dos parâmetros de colocação. 0=c1<c2<. ..<c <c =1. fornece uma
.!

aproximação u que é continua em [0.1']; isto é. ueSíÉ;(ZN):=S('“
C(l0.'l'l).
Demonstração .

(Zumnªl

A prova deste resultado é análoga a prova dada em Guillermo
[8] para equações integrais de Volterra com núcleo regular.

3. RESULTADOS DE CONVERGEIBIA.

Teorema 3. i .
Sejam as funções 5 e R em (1.1) pertencentes a C'[0.T] e

C'(S) respectivamente. com BI. e suponha que nenhuma das funções &

identicamente nula. Então existe l_1>0 tal que a equação de colocação
(2.4) define, para cada nemº), uma única aproximação uesti'm“). O

erro induzido por esta aproximação satisfaz. para qualquer escolha
dos parâmetros de colocação (c,) com Oscl<...<c_si. e para toda
sequencia de malha quase-uniforme.

Ilell = uy—uu = omªhª").
eu º



O expoente l-a & o melhor possivel. no sentido de que este
não pode ser sustituido por qualquer número maior que i-a.

Demonstração. Pode ser encontrada em Brunner [5].

Como pode—se observar. no Teorema 3.1, a taxa de convergência
é menor que 1. Nossa preocupação agora é como obter ordem ótima de

convergência ?

Uma maneira de construir aproximação por colocação de ordem

elevada, usando malha uniforme ou quase—uniforme, é obtido mudando o

espaço dos polinômios splines para o espaço não polinomial splino. Os

elementos deste novo espaço refletem o comportamento da solução exata
da equação (1.1) próximo de t=0 (ver por exemplo Brunner (41). A

desvantagem deste método e que a dimensão deste novo espaço é

significativamente maior que a dimensão de s:::)(ZN)(=Nm). Uma

outra alternativa pode ser considerada: colocação no espaço
polinomial spline szj'(2") usando malha graduada. A motivação para o

uso de malha graduada na aproximação de funções não suaves da forma
f(t)=tB(B>0) em [0,11 por polinômios splines foi dada por Rice [10].
Esta idéia foi subsequentemente adaptada para gerar aproximações de
ordem elevada para métodos de Galerkin, integração produto e
colocação por splines para a solução de equações integrais de
Fredholm de segunda espécie com núcleo fracamente singular, ver por
exemplo Schneider [12]. Vainikko e Uba [13] e Graham [9].

Agora apresentamos o Teorema de convergência ótima, assim

Teorema 3.2.
Sejam as funções g e )( em (1.1) de clase C"”) e Cm(S)

respectivamente (mªl). e assuma que nenhuma das funções e
identicamente nula. Se nª" e a malha graduada definida por (2.1),
então a correspondente equação de colocação (2.4) define para todo N

suficientemente grande, uma única aproximação nas::)(ZN). O erro
induzido por esta aproximação satisfaz.

|| e n = em“).
U

e, isto e verdade para todos os parâmetros de colocação (cj)
satisfazendo 03c1<. . .<c_s 1.



Demonstração. Pode ser encontrada em Brunner [5].

4. mscnznzAçAo DA EQUAÇÃO DE COLOCAÇÃO.

Temos assumido que as integrais em (2.3) podem ser resolvidas
exatamente. Nos problemas que aparecem na prática. muitas vezes não e

possivel resolver estas integrais em forma exata. Neste caso, temos

que aproxima-las por processos de quadraturas apropriadas.
Consideremos então, fórmulas de quadratura do tipo integração
produto.

u1 (n,"nª“ (a) k(tnd,ti+dlht,ul(tl+dlhl)), Osisn-l
A

oi!:[ulmlw
' ;: (4.1)o

:
"Ll(ª) k(tn J,tn+dJ'lhn.un(tn+dj lhn“. i=n

]:
Os parâmetros caracterizando as abscissas de quadratura em (4.1) são
da forma

Osd1<...<dusl e Osd <...<d sc (J=1....,m)
, 1.1 J.Po )

onde nº e u, são inteiros (ciados) maiores ou iguais a 1

(usualmente, “aim. uISm ). Aléni disso, os pesos de quadratura em

(4.1) são dados por,

« n ' t 't: 'ª
U "' (a) = [ —l'—l——— -v A (v)dv. i=O, . . .n-lJ.! 0 h' 1

J=1,...m; 1=1,....p1 (4.2)

c
= ª,

— -a = º :dhl(u) ]; (e, v) AJJ(v)dv, J 1,...,m. l 1...r,po
(4.3)

onde Al(v) e Ajl(v) são. respectivamente. os polinômios fundamentais
de Lagrange associados com os parâmetros de quadratura; isto é.

_"1
Al(v):=|| ª_d. (4.4)

h=i ] &

h:]



p
A (v):=|| ——————'—:——-——. (4.5)J" «=: ªl.: ªm

R$!

Desta maneira. usando as aproximações (4.1) na equação de
colocação (2.4) obtemos a equação de colocação discretizada completa,

“ : 1—a ;()» 1—a ª(J) “
.u “(tn. , ) g(tn',)+hn min";,al+rãíh On llul,al.

Fl..—um (n=0,....N-1). (4.6)

A equação (4.6) determina, para toda malha com diâmetro de malha
suficientemente pequeno, uma única aproximação us$:_:)(ZN )

Devido aos erros introduzidos na aproximação das integrais
(2.3) por (4.1), u será distinta da solução u de (2.4). Desde que.
sobre o subintervalo o". a aproximação u e dada por

A . A

u (t +vh )= ):Y L (v). t +vh ser . (4.7)n n n J=1 n.] ] n n n

onde Y l:=u (t 3), (4.6) constitui uma sequência de N sistemas de
' " no

A A “
equações algébricas para os vetores Yn:=(Yn 1,...,Yn m)TsR",

n=0,. ..N—l Uma vez que Yn é determinado, (4.7) permitirá a
aval iaçâo de u em on .

Agora. desejamos procurar a ordem de convergência da
aproximação 11 por colocação. Sejam então e: =y—u e e:=u—u. onde u e
u denotam. respectivamente. as soluções de (2. 4) e (4. 6). Desde que
e=(y-u)+(u-u). temos que

Hell : llell + Nell (4.3)D & D

A ordem de llellw em (4.8) e dado pelo Teorema 3.2 e a ordem da
perturbação : (devido a discretização completa de (2.4) por
integração numérica) dependerá essencialmente da escolha de no e ":
em (4.1). conforme será mostrado no Teorema 4.1.

Antes apresentaremos dois Lamas que serão úteis na prova do

7



Teorema 4.1.

Lema 4.1.
Os pesos de quadratura (u*“”'

11 (a)) definidos por (4.2)
satisfazem

W;";"(aH : um (xx-u'ª. J=1,....m; l=l....,ul ; (i<n)

onde a constante “(a) e dada por,

2
"(“)'='1—a A1. para sequências de malha graduada.

Aqui. A, denota a constante de Lebesgue (ver Rivlin [III) associada
aos parâmetros de quadratura (di.....d“ &

1

Demonstração. Ver Guillermo [8].

Lena 4.2.
Com as hipóteses do Teorema 3.2 , temos

x—an

Ehx Ilr u1=0(N”). n=o,....N-1n,i

onde “:= min(uo+1-a. “IL

Demonstração. Pode ser encontrada em Brunner [5]

Teorema 4.1.
SeJam ; e k em (1.1) m—vezes continuamente diferenciaveis em

seus respectivos dominios. Assuma que u e & (elementos de síj'(2N) )

denotam as soluções de (2.4) e (4.6) respectivamente, onde as
fórmulas de quadratura (4.1) foram usadas. Então. para
sequecias de malha graduada (definição 2.1), ::=u—u satisfaz,

Ilell = O(N'“).»

onde'u:=min(ub+i—a '":L

Prova:

Subtraindo (4.6) de (2.4). e considerando k(t,s,y)=K(t.s)y,



obtemos

» "'I A

e (t )=n"ª omlc ;a1+ Eu"“ o'ª'lc ;a] +
n n,] n n.n n 1:01 n.i !

n
+ Elª—a Eªqlu,:al. (ISJsm: ºªnãN“1) (4'9)
luo '

onde eu é a restrição de e ao subintervalo c;, e E(““"[ulzal são os

erros de quadratura definido por,

EU) . ”__ u)n”[u..ml. 0 [u ;a] — O(J)(G ;al,
*

OSnSN-l.
n,! n n,! :

Desde que enEP-_1, podemos escrever.
na

e (t +vh )= £!.(v) e (t ). t +vh ec (4.10)n n n 1:11 n n.! n n n

onde Ll(v) representa. o l—ésímo polinômio fundamental de Lagrange.
o(])para os parâmetros de colocação. Os termos nl le,;a] em (4.9) são

deste modo da seguinte forma,

n ”1
(n,!)IZ;[ El1uj'ª (a) kn'1(tx+d.hn) Lx(d-)]cx(t1,|)' 0515n_1

“m . _ºn'1[81.a]-
: po

|;1[ E=1 “1.8(a) kn|l(th+d1.Bhn)Ll(d)vª)]eh(tn,l)' i=n

(ISJSm)

onde R (.)=k(t , .).ª.) no 1

SeJa agora in(a) (OslsnsN-l) a matriz quadrada de ordem m.

quos elementos são,
“1

(n,!)
.E; um. (a) “Átia—a_n.) Ll(d.).. Osun—1

(n.!) :qj', (“3 (4.11)
"0

'El "J.-(a) kn,j(tn+dj,shn ) Lim] s)' i=n
,

(153,15m)

e defina os vetores.



.= (i) , (o) .
1' .= 'I

rn,“. [En'llul.a],....Emllulmll e n. [:'(tl.1).....c'(t.,_)]

Com esta notação a equação (4.9) assume a seguinte forma,

n-l n|-“ 1—1 l-a[I.-hn Qn,n(a)]nn= .th'. lehxlnl + nªch. rn'l. (4.12)

onde IIII & a matriz identidade. Consideremos primeiro a matriz
multiplicada por nn :desde que os elementos da matriz um(a) são
limitados (isto segue da limitação do núcleo K(t,s) e dos pesos de

quadratura (4.3)), e desde que hns h = O(N_'),n=0,....N—i; existe uma.

constante finita O:) não dependendo de h, tal que, para todo N

suficientemente grande,

"(1 —h“'ººo (a))"ªu s o'. n=0,...,N-l. (4.13). n um 1 O

0 Lema 4.1 nos permite derivar limitantes superiores para as normas

Ilo" :(“)"1' Por (4.11) achamos que.

"Qn.i(a)"1= max [Jªl'q;f;l)(a)lz 1=1._...m)_<_ º(a)(n_í)'u'

i==0, . . . .n—l. (nSN—l)

com a constante Q(a) dependendo do limite superior Kº para |K(t.s)| e
da constante de Lebesgue A:. De (4.12). usando (4.13) e a estimativa
para IIQn l(at)", obtemos

n-i n1-4! —a , l—a
Ilªnnil1 : Qºh lêem i) llnllll+Qº .th' llrmllli, (4.14)

com Qºz=QãQ(a). A expressão (4.14) é a desigualdade de Gronwall
discreta generalizada desejada; segue que. a ordem das normas llªnnlll

|I
serão dadas pela ordem das expressões ): h

x=o

1-4: Ilr ll . conforme foi1 n.! !

mostrado no Lema 4.2. Desde que o diâmetro h satisfaz h=0(N—1). segue

que llnnllls O(N—p). Além disso. (4.10) implica.

"
_ -uaa(tnwhn) s lªhah)! [aº(thH ; lilll'nnlll - O(N ).

10



uniformemente para tn+vhnecrn e n=0,....N—i (quando h—>o'. com Nhsr'r).
Isto é equivalente a afirmação dada no Teorema 4.1. o

Agora podemos derivar um resultado sobre a ordem de
convergência da aproximação u definida pela equação de colocação
discretizada completa (4.6); assim,

Corolario 4.1.
SeJam ; e 1: em (1.1) satisfazendo as condições estabelecidas

no Teorema 4.1. Suponha que as fórmulas de quadratura (4. l) usadas
para obter a equação de colocação discretizada completa (4.6)
correspondem a:

pº=ul=m. dl=cl, dj'l=chl='-cjcl (J, l=l. . . . ,m) (4.15)

com pesos de quadratura dados por (4.2) e (4.3). Então a aproximação
por colocação resultante us$::)(ZN) conduz ao erro e:=y-u
satisfazendo,

» e || = amº"“).
«o

considerando malha graduada definida em (2. l).

Demonstração.
Usando (4.8). Teorema 3.2 e Teorema 4; 1 (com u=m), obtemos

uên : ilell + Ilell = a(N")+ 0(N"')= em“). am D O

Antes de apresentar um exemplo. reescreveremos (4. 1)
tendo em consideração (4. 15). Usando (4.7). a expressão (4. 1) assume
a seguinte forma. '

A. (n.!)
15511.) (a) k(tn.1'tx.l'vx,l)' OSlSn i

“u) “
_Omllulmzl (4,16)

. . ,.

lawj'lmkun' ,. tn+cjclhn. E 1.3(cjcl "n.-)? i=n
asi

onde os pesos de quadratura são.

11



t t 't —a
(n.!) _ n,) ! _ _ _",” (a) Jo[——_Bí_—_ v] Ll(v)dv, 1-0...,n 1

.(d.l=l,...m) (4.17)

14: l
—a

um(a) = c, fºu—v) Ll(v)dv. (J.l=l.....m) (4.18)

5. EXEMPLO NUHÉRICO.

Consideremos & seguinte equação lntegrÃl.

"
-oz

.

“::
'

y(t)=1+J'A(t-s) y(s)ds, tel:=[0.l]; O<a<l (5.1)
o

A solução exata de (5.1) e dada por (ver Bakke e Jàckleulcz (21)

y(t)= Ekauru—unª'ª), tel; onde,

º .*
»

EB(z):= ZW denota a função Mittag-Leffler e !" é &
n=0

função gamma (ver Abramowitz e Stegun (11).

Para 0<a<1 obtemos a seguinte solução não suave,

1-4!y(t)= 1+ tlia + termos suaves. Portanto,

y'(t)= O(t_a) quando t—90+; enquanto “que y(t) é suave
em (0.11.

A equação integral (5.1) foi resolvida numericamente para
(-1) _
: (ZN) (de onde n—2). usando

como parâmetros de colocação os pontos de Gauss-Legendre,
A=-1 e asll/3.1/2) por colocação em S

. Os pesos de quadratura £4.17) e (4.18) sãoº1— 6 'c2— 6

t —t 1-4: .,t ”m'—t

(n,!) = n.] A

_ _“ nª,"? I _"J.: (a) um)“ “. ] [(a cocª —h. ]

_
tu.]..thl 1422-ch 'I)“ tn,] hl

h, 2 h, '

12



u(n."(a)= b(a) ___.tº'ªºt' “É t“It'—(&) —

1.2 "' w: hl a CI

t —t x-a t -t
- 3,142 322.32- - -[ h,

] [ h (2 a)(cll)]].

J=l.2; (OsiSn—l)

ra ..ubi“): b(a)c, “.?—Meigª)» '.,

.

_ x-a __ = '

When!)— Mode) [1 (2 a)ça“íglg _,J 1.2

_ 1
ºnde» º(ª)-' Ímã—«RW 1,

A correspondente equação de colocaçãoygiscretizada completa (4.6) é,

Yu,) - Fn(tn'J)-+ hº [&&th le_[tn.1.tn+cjclhn. Ll(c,cl)Yn'1+

+1..3(cjcl)Yn'2 ]+u1,2(ª) k[tn'1.tn+c,c2hn.L1(cjc2)Yn,l+

+L2(cjc2)Yn'2 ]], J=1.2; n=o,1..._.,N—1.

onde.
«— º'1 1-4: (n 1) “
Fn"n.j):= “tu.—')+ ;th' “fluª!“ (a) k(tn'1,tl.1,Yl.l)+

(n.!) "
+ “3.2 (a) k(tn.1't|,2'Y1,2) ],

cz—v v—c1
com, L “”=—T- e L (V)=——-—_—.—;—.—. ;1 c 1

2 e2 c! 2

A Tabela 5. 1 mostra; para.-cagª N. os erros máximos em 2", e
observamos que a ordem de convergencgíª da aproximação por colocação e
O(N'ª) com r=2/(1—a). :$ -É&,

Le

13



TABELA 5. 1

N (a=1/3. r=3) (cmi/2. r=4)

5 9.70 503 1.49 E-OZ

10 2.74 E-03 4.81 51-03

20 7. 19 51-04 1.45 51-03

6. ooucwsõzs.
.

A aproximação por colocação usª:)(ãp para a solução exata
da equação integral de Volterra de segunda espécie com núcleo
fracamente singular, bem como resultados de convergência foram
apresentados. Se geC'ªlOJ] e Izac—(S). a solução exata y da equação
integral (1.1) é m-vezes continuamente diferenciável em (O.T]. Em t=0
suas derivadas são, em geral. não limitadas. Como consequência disso,
a aproximação por colocação tem ordem de convergência O(N_"—m).

Como a ordem de convergência obtida é pequena, nosso
propósito foi procurar ordem ótima para o método numérico
considerado. Para isso, cons ideramos de alguma maneira. o

comportamento singular da solução exata próximo de t=0. usando malha
graduada. Mas. o preço que tivemos que pagar por conseguir ordem
ótima foi caro; pois, usando malha graduada. com N suficientemente
grande, nos temos que inicializar o processo recursivo do método com

um subintervalo muito pequeno, ver Guillermo [8]. Isso pode criar um

sério problema de arredondamento, contaminando possivelmente o
subsequente processo recursiva. Esta dificuldade pratica apresentada
aqui. restringe a aplicabilidade do método e. portanto. consideramos
este problema como ponto de partida para a pesquisa de outras
alternativas na procura de ordem ótima de convergência.
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