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RESUMO

Neste trabalho consideramos a ordem de convergéncia por
. colocagho para as equagdes Integrais de Volterra de segunda espécie
com nucleo fracamente singular. Estas equagbes, em geral, possuem
solugdes que tem derivadas singulares em t=0; obtendo,
consequentemente, taxa de convergéncia pequena. Mostraremos que é
possivel obter ordem de convergéncia 6tima, usando malha n&o uniforme
apropriada. O espacamento dos nés é definido pelo comportamento da

solugfio exata na origem. Resultados numéricos séo dados.

1. INTRODUGAO.
Discutiremos a solugdo numérica por colocagio para as

equacdes Integrais de Volterra de segunda espécie com nucleo

fracamente singular,
t -0
y(t)=g(t)+I (t-5)"% k(t,s,y(s))ds, OstsT, O<a<1, (1.1)
0

onde g e k sfo fungdes dadas de valor real e suficientemente suaves

sobre [0,T] e SxR (S:={(t,s):0ssstsT}), respectivamente.



Cameron e McKee [7]) considerararam a discretizacio da equagfo
(1.1) e derivaram um resultado de convergénclia 6tima sob a hipbétese
que a solugdo exata y €& suave sobre [0,T]. Em muitos problemas que
aparecem na pratica, a solugéo de (1.1) nfo é suave em t=0; e isso
pode ser demonstrado (ver, por exemplo, Brunner e Houwen [4]) que se
as funcdes g e k satisfazem geC"(0,T) e keC®(S), entdo y pode ser

expresso como,

[ ]
y(t)=g(t)+ [ wn(t;a)t"“‘“’. tel0,T]

n=zl1

onde wneC'IO.T]. Deste modo y’'(t) €& descontinua quando t-—>0’; e neste
caso a ordem de convergéncia & (1-a) conforme veremos na Segéo 3
deste trabalho. Dado que .a ordem de convergéncia é pequena, nosso

objetivo & procurar ordem 6tima de convergéncia.

2. A EQUAGAO DE COLOCAGAO. (Blom e Brunner [3]).

O método numérico a ser analisado é chamado de colocagio no

espago polinomial spline,

(-1) e, - _
S, (2").—{u.u(t)|teo,n. un(t)eP-q. OsnsN-1},

associado com a malha dada Au do intervalo {0,T], onde
AN: 0=t°<tl<. . .<t“=T. N21.

Aqui, l;"._1 é o espago dos polindmios reals de grau néo maior a m-1
(m21)., Definimos, o:=[t,t ], o:=(t,t ], (1snsN-1) ;
. 0 o 1 n n  nel

Z":={tn: 1snsN-1}  (isto &, o conjunto dos pontos interiores da
malha 4 ). Além disso, h:=max{h :0snsN-1} e h:=nin{h :0snsN-1}, onde
hn: =tn¢l-tn ; & quantidade h &€ chamada o diametro da malhﬁ An'

Una sequéncia de malhas para [0,T] é chamada quase-uniforme,
se existe uma constante finita 721 independente de N tal que, h/h =j3.

Uma sequéncia de malhas para (0,T) definida por,



tn:-s(-lu‘-)'r. OsnsN-1  (N22), (2.1)

¢ chamada de malha graduada; onde reR ¢ dado por r=mn/(1-a).
Assumiremos que rzl. As propriedades para este tipo de malha podem

ser vistas em Brunner e Houwen [6],

A aproximag8o para y & um elemento ues::’(z“) tal que,

t
u(t)=g(t)+ I(t-s)_“k(t,s,u(s))ds. para todo teX(N),
0

K-1
onde X(N):=UX  com ll(n:={t.nu‘:=t.n+cjhn 10sc <...<c s1}, onde {cJ}

(1=j=m) s&o os par&metros de colocagéo.

Para mostrar o carater recursivo do método, a solucéo exata
(-1)

y de (1.1) é aproximada por um elemento ueSm_1

(2 n) satisfazendo a

equagéo integral dada sobre X(N); isto é,

un(t.n J)=Fn(u;tn j)+

(]
+h! 7% I e -v) %k (t ,t +vh ,u (t +vh ))dv
n 0 J n,} n n n n n

1=<j=m (2.2)

onde,

'rn(u;tn =gl

n-1 tlﬂ _ak
’J)*|§0 L (tnd-s) (tnd.s.ul(s))ds,
1

OsnsN-1.

" Para escrevef a equagéio (2.2) em forma cpmpacta, definimos

r o tn.J-ti -

Io[-—ﬁl—-— - ] k(tn’j.t'whl.u‘(t‘+vhl))dv

Osisn-1; (1sjsm)
@“)[u so) =4 ' (2.3)
n,¥ 1 c
I "(c -v)-uk(t ,t +vh ,u (t +vh ))dv
o J n,J n n n n n

- i=n; (1sjsm)

Com esta notagfo a equagéo (2.2) assume a seguinte forma,



ult =gt ,)+h:"' O.:fllun;ah:g:h:’a ) ;al,
1sjsm; OsnsN-1 (2.4)
A equagBo (2.2) ou (2.4) & chamada equagho de colocaghio exata; e esta
representa uma sequéncia de N sistemas de equagées algébricas em R"
para .as componentes dos vetores Y:(Ym o .Yn'.)'r. onde
Ynd:=un(tn.’). Depois de calcular Yn. a aproximaglo u em o é

determinada por,

»
u(t+vh ):=YyY L(v), t+vheor ,
n n n yei nJj ) n nn

onde l.J denota o Jj-ésimo polinbmio fundamental de Lagrange associado

com os m-parametros de colocagéo (cj); isto &,

m v=C

L (v):="TT c _k 1sjsm.
] k=t ) k
k#)
TEOREMA 2.1.
Se g e k sdo fungdes continuas, entfo uma escolha especial
dos paréametros de colocagéo, 0=c1<c2<. ..<c <cn=1, fornece uma
(0) (-1)

aproximacio u que é continua em [0,T]; isto é, ueSn_l(Z"):-'S
c(fo,T]).

Demonstracgéao.

(Z)n

n-1

A prova deste resultado é andloga a prova dada em Guillermo

(8] para equagdes integrais de Volterra com nicleo regular.

3. RESULTADOS DE CONVERGENCIA.

Teorema 3.1.

Sejam as fungdes g e k em (1.1) pertencentes a C"[0,T] e
C"(S) respectivamente, com m=1, e suponha que nenhuma das fungdes &
identicamente nula. Entfo existe h>0 tal que a equagio de colocagéo
(2.4) define, para cada he(0,h), uma Gnica aproximag&o ues::’(z“). 0
erro induzido por esta aproximacio satisfaz, para qualquer escolha
dos parametros de colocagéo (c’) com 0sc <...<c sl, e para toda
sequéncla de malha quase~uniforme,

el = lly-ul = O(N %),
w0 -



O expoente 1-a é o melhor possivel, no sentido de que este

nfo pode ser sustituido por qualquer nimero majlor que 1-a.

Demonstragéo. Pode ser encontrada em Brunner [5].

Como pode-se observar, no Teorema 3.1, a taxa de convergéncia
é menor que 1. Nossa preocupagéio agora & como obter ordem 6tima de

convergéncia ?

Uma maneira de construir aproximagfio por colocagéo de ordem
elevada, usando malha uniforme ou quase-uniforme, é obtido mudando o
espago dos polindmios splines para o espago n3o polinomial spline. Os
elementos deste novo espago refletem o comportamento da solugéio exata
da equagdo (1.1) préximo de t=0 (ver por exemplo Brunner [4]). A
desvantagem deste método &€ que a dimensdo deste novo espago é
significativamente malor que a dimensfio de S:::)(ZN)(=Nm). Uma
outra alternativa pode ser considerada: colocagdo no espago
polinomial spline S::)(Z") usando malha graduada. A motivagio para o
uso de malha graduada na aproximaclo de fungdes ndo suaves da forma
£(t)=tP(8>0) em {0,1] por polinémios splines foi dada por Rice [10].
Esta idéla fol subsequentemente adaptada para gerar aproximacgdes de
ordem elevada para métodos de Galerkin, integragdo produto e
colocagdao por splines para a solugdo de equagdes Iintegrais de
Fredholm de segunda espécle com nicleo fracamente singular, ver por

exemplo Schneider [12], Vainikko e Uba [13) e Graham [9].
Agora apresentamos o Teorema de convergéncla 6tima, assim

Teorema 3.2.

SeJam as fungdes g e k em (1.1) de clase c™1) e c™s)
respectivamente (mz1), e assuma que nenhuma das fungdes &
identicamente nula. Se A,‘J" ) ¢ a walha graduada definida por (2.1),
entio a correspondente equagéo de colocagéo (2.4) define para todo N
suficientemente grande, uma unica aproximagéo uesi::)(ZN). O erro

induzido por esta aproximagfo satisfaz,
hell =0N™,
[ ]

e, isto ¢é verdade para todos os par&metros de colocagéo (cJ)

satisfazendo Oscl<...<c;s 1.



Demonstrac8o. Pode ser encontrada em Brunner [5].

4. DISCRETIZAGAO DA EQUAGAO DE COLOCAGAO.

Temos assumido que as integrals em (2.3) podem ser resolvidas
exatamente. Nos problemas que aparecem na pratica, multas vezes n&o é
possivel resolver estas integrals ém forma exata. Neste caso, temos
que aproximé-las por processos de quadraturas epropriadas.
Consideremos ent8o, férmulas de quadratura do tipo integragéo

produto,
[ pl
(n,1)

l;um (@) k(t .t +dh ,u (t +dh)), Osisn-1

Oijzlul:al =4
, ", {(4.1)
L WLl(a) k(tn,j’tn+dj,lhn'un(tn+dj.lhn))' i=n

.

Os parametros caracterizando as abscissas de quadratura em (4.1) séo

da forma
0 sd1<...<d” =1 e 0sd <...«<d <c (J=1,...,m)

1 o

onde u e H séo Inteiros (dados) maiores ou 1iguais a 1

o
(usualmente, uOSm, u‘Sm ). Além disso, os pesos de quadratura em

(4.1) s&o dados por,

tnj \ -0
{——LE———— -v] Al(v)dv, 1=0,..,n-1

1
U‘n'”(a) = J'
i

3,1 o

J=1,...m 1=l,....p (4.2)

c
= J - & = . =
ﬂbl(a) J; (cj v) AJJ(v)dv, J=1,....,m; 1 1"'f’"o

(4.3)

onde Al(v) e Ajl(v) sfio, respectivamente, os polinémios fundamentals

de Lagrange associados com os par@metros de quadratura; isto é,

M v,
A= (4.4)

k=1 1 k

k#]



m

A, (v)e= ) e, (4.5)
P e

k#1

Desta maneira, usando as aproximagdes (4.1) na equagiio de

colocaq&d (2.4) obtemos a equagBio de colocaglo discretizada completa,

u e, dmgle ™ 8l a]+l§oh:'a 10

J=1,....m (n=0,...,N-1). (4.6)

A equacio (4.6) determina, para toda malha com diametro de malha

suficientemente pequeno, uma unica aproximagéo ueS( ”(z ).

Devido aos erros introduzidos na aproximagio das integrais
(2.3) por (4.1), u serd distinta da solugdo u de (2.4). Desde que,

sobre o subintervalo crn a aproximagédo u é dada por

-~ »n ~

u(t +vh )= ¥Y L (v), t +vheo, (4.7)

n n n y=1 nJ J n n n
onde Yn :=u (t j), {4.6) constitul uma sequéncia de N sistemas de
equagdes algébricas para oS vetores Yn:=(Yn REEE ,Yn D)TGIRN,
n=0,...,N-1, Uma vez que Y é determinado, (4.7) permitira a

avalliagéo de u em o .

Agora. dese jamos procurar a ordem de convergéncia da
aproximaqao u por colocacéo. Sejam entﬁo e =y-u e c'=u-u. onde u e
u denotam, respectivamente, as solugdes de (2.4) e (4.6). Desde que

;=(y-u)+(u-u). temos que
ll;ll s Kell  + Hel (4.8)
[ 4 [ [ ]

A ordem de lell en (4.8) & dado peio Teorema 3.2 e a ordem da
perturbagéo € (devido a discretizagBio completa de (2.4) por
integracfio numérica) dependerd essencialmente da escolha de k, e p

em (4.1), conforme sera mostrado no Teorema 4.1.

Antes apresentaremos dois Lemas que seréio uteis na prova do

7



Teorema 4.1.

Lema 4.1.

Os pesos de quadratura (W'™!

I (a)) definidos por (4.2)

satisfazem
|wYX"(u)| s W (0-1)7%  J=1,....m; 1=1,...,un ; (i<n)

onde a constante W(a) é dada por,

2
Wla):=—7—

A:' para sequéncias de malha graduada.

Aqui, A’ denota a constante de Lebesgue (ver Rivlin [11])) associada

aos parametros de quadratura {dx""'dp b
1

Demonstracéo. Ver Guillermo [8].

Lema 4.2.

Com as hipéteses do Teorema 3.2 , temos

n
Ihur 0= 0NY), ne0,...,N-1
1=0 !

onde u:= min(uo+1-a. ulL

Demonstracédo. Pode ser encontrada em Brunner [5]

Teorema 4.1.

SeJam g e k em (1.1) m-vezes continuamente diferencliaveis em
seus respectivos dominios. Assuma que u e ; (elementos de S::’(ZN) )
denotam as solugdes de (2.4) e (4.6) respectivamente, onde as
féormulas de quadratura (4.1) foram usadas. Entéo, para

sequécias de malha graduada (definigéo 2.1), c:=u-; satisfaz,

Bell = O(N'™),
-]

onde'u:=m1n(ub+l-a .ulL

Prova:

Subtraindo (4.6) de (2.4), e considerando k(t,s,y)=K(t,s)y,



obtemos

- n-1 -~
et )=n'"" oV e ;ale TH 6 (c ;a) +
n n,J n n,n n 1=0’ n,d

n
+ ThEusal, (1sysm; OsnsN-1) (4.9)
§=0 ™ '

$ 1

onde € ¢éa restrico de € ao subintervalo LA E (\1.«] so os

erros de quadratura definido por,

(J) (1)

[u al: -Q [u ta - ;J:(a’;al, " 0snsN-1.

Desde que cneP podemos escrever,

n-1’
€ (t +vh )= ZL (v) e (t ), t +vh eo (4.10)
n n n 121 n,l1 n n n

onde Ll(v) representa o l-ésimo polin6mio fundamental de Lagrange.

(J)

para os parametros de colocagdo. Os termos [c ;o] em (4.9) sdo

deste modo da seguinte forma,

[ = n
(n,l)( )
xz;[ z:-1"’ 1os o3

(t‘+d'hl) Ll(d-)]t:‘(t.l l). O=i=n-1
(‘”[c‘ a)=
n,1 - “0

L I;[ L W (a) kn.’(tn+dj’shn)l.l(d)’.)]en(tn'l), i=n

(1sj=m)

onde kn.J(.)=k(tn”. ).

Seja agora Qn‘(u) (0sisnsN-1) a matriz quadrada de ordem m,

cujos elementos sio,

[ u
(n,1)
.Ei Hj’ (a) kn.J(t,+d-h‘) Lx(d.)’ 0sisn-1
q(n.l)(a)l_=<
31 l‘ (4.11)
L.E U (a) kn'J(tn+dJ"hn ) Ll(dj.s). i=n

(1=, 1=m)

e defina os vetores,



e lptV . (), | T - T
rn". [En"[u‘.a],....En"[u‘.a]] e N [c‘(t'.l).....c'(t"-)]

Com esta notagéo a equaglo (4.8) assume a seguinte forma,

, (4.12)

1-a nela D oi-a
[I-hn Qn.n(a)]nn= z h‘ Qntl(a)n‘ * z h i r“p 1

i=0 1=0
onde I. é a matriz identidade. Consideremos primeiro a matriz
multiplicada por n :desde que os elementos da matriz Qn’n(a) séo
limitados (isto segue da limitaglo do nuicleo K(t,s) e dos pesos de
quadratura (4.3)), e desde que hns h = O(N-‘),n=0,....N-l; existe uma.
constante finita Q;’ nfo dependendo de h, tal que, para todo N

suficientemente grande,
(1 -h'* g (e s @, n=0,...,N-1. (4.13)
R n n,n 1 0

O Lema 4.1 nos permite derivar limitantes superiores para as normas

llQn i(¢>L)lll. Por (4.11) achamos que,

I|Qn.‘(a)"1= max {J§1'q;?;‘)(a)|: 1:1'....'“} < Q(a)(n_i)-a.

i=0,...,n-1. (nsN-1)

com a constante Q(a) dependendo do limite superior Ko para |K(t,s)| e
da constante de Lebesgue Ax' De (4.12), usando (4.13) e a estimativa

para IIQn l(a)ll, obtemos

n~1 n
il sQh ™ L(n-1)""unu +q Ln™ wr . (4.14)
1=0 1=0 '

com Q°:=Q;Q(¢). A expresséio (4.14) é a desigualdade de Gronwall

discreta generalizada desejada; segue que, a ordem das normas Il'nnlll
n

seréo dadas pela ordem das expressdes } h
1=0

1-&
ir #_, conforme foi
H n,d 1

mostrado no Lema 4.2. Desde que o diémetro h satisfaz h=0(N"), segue

que llnnll1=' o(N""). Além disso, (4.10) implica,

: _ o
cn(tnwhn) s l§l|l.l(v)| lcn(tn.l)l s l\lllnnll1 = O(N7),

10



uniformemente para tn«»vh“ecrn e n=0,...,N-1 (quando h-»0°, com NhsrT).
Isto é equivalente a afirmagéio dada no Teorema 4.1. 0O

Agora podemos derivar um resultado sobre a ordem de
convergéncia da aproximagio u definida pela equaglio de colocagho

discretizada completa (4.6); assim,

Corolério 4.1.
Sejam g e k em (1.1) satisfazendo as condigles estabelecidas

no Teorema 4.1. Suponha que as férmulas de quadratura (4.1) usadas
para obter a equaglo de colocaglio discretizada completa (4.6)

correspondem a:

H =H =m, d1=cx’ o:ij'l=c"'l==c‘,cl (J,1=1,...,m) (4.15)

com pesos de quadratura dados por (4.2) e (4.3). Ent&o a aproximacgéo

por colocagéo resultante uesi::)(ZN) conduz &80 erro e:=y-u

satiéfazendo,
el =0N™,
]
considerando malha graduada definida em (2.1).

Demonstragéo.

Usando (4.8), Teorema 3.2 e Teorema 4.1 (com pu=m), obtemos
Well s el + el = ON™)+ O(N™)= 0(N™). o
0 0 [

Antes de apresentar um exemplo, reescreveremos (4.1)
tendo em consideragéo (4.15). Usando (4.7), a expresséo (4.1) assume

a seguinte forma,

»
{(n,1)
1§1u"' () k(tn.J’ti.l'Yl,l)' Osisn-1

A(J’ -~ .
Qn.l[ul,al (4.16)

[ ] n ~
‘ij"(a)k(tn’ 5 tn+cjclhn. T L‘(c“cl )Yn.-), i=n

s=1

onde os pesos de quadratura séo,

11



1ot -t -«
W ) 'f["ﬂ_r’r—" -v] L (v)dv,  1=0,..,n-1

(J,1=1,...m) (4.17)

1
W () = c;“" J'ou-v)"" L (v)dv, (J,1=1,...,m) (4.18)

5. EXEMPLO NUMERICO.

Consideremos a seguinte equagéo integn;;i.
t -~ . i )

y(t)= 1+J' A(t-s) %y(s)ds, tel:=[0,1]; O<a<1 (5.1)
0

A soluglio exata de (5.1) & dada por (ver Bakke e Jackiewicz (2])

y(t)= E_ (r(1-a)t'™®), tel; onde,

m B -
EB(z):= z"ﬂ%’»ﬁﬁf denota a fungdo Mittag-Leffler e I' é a
n=0

fungio gamma (ver Abramowitz e Stegun [1]).

Para O<a<l obtemos a seguinte solugéo ndo suave,

1~

y(t)= 1+ t

léa + termos suaves. Portanto,
y'(t)= ot™™ quando t-—>0+; enquanto que y(t) é suave
em (0,1).

A equagho Integral (5.1) fol resolvida numericamente para

(-1) _
. (ZN) (de onde m=2), usando

como parémetros de colocagfio os pontos de Gauss—Légendre,

A=-1 e ae{1/3,1/2} por colocagio em S

. Os pesos de quadratura {4.17) e (4.18) séo

¢= 6 'c2- 6
t -t 1-0 .;t ,Amﬂ—t
(1)) nJ 1 e U omF 1) L
W () b(a){[ 3 ] [(z R ]

- t'n.J-.t'lﬂ ba(z_a)(c _1)_ tn,j i1+1
h‘ 2 h‘ !

12



t -t J1ex ot -t
;?'”(a): b(a){[ '_:,‘—l] ‘éé:t.[.:- n.:, ‘ -(z-a’cl] B

t -t 1-¢ ot -t
n’j “’ n',, l"
¥ A N |
1 \
J=1,2; (0sisn-1)
1-a ]
w,"(¢)= b(a)c’ l(2-a)c2-<mf. :

_ 10 o Y. g :
Wj'z(a)- b(a)c’ [1-(2 a)(:;fg]_. 1+ J=1,2

1
onde, bla):= riyrs—aile . ) T

A correspondente equagdo de colocagdo,discretizada completa (4.6) é

1-0 iy
Yn'J = Fn(tn.JH h{\ {Hbl(a) k_[tnd.t;cjc‘hn. Ll(cjci)Yn'li'

+L2(°ch)vn,a ]Wj'z(a) k[t

.t +cch ,L(cc)Yy +
}J n jJ2n 1 )2 n,

Lylee))V . ]} J=1,2; n=0,1,...,N-1,

onde,
n- A
~ = 1-a (n 1)
F (b, Di=glt )+ ‘Zoh‘ {J! (@) k(t, .t .Y )+
(n,1) iy
* uj.z (a) k(tn.J'ts.z'Ys 2) }'
CZ‘V \"'c1 .
conm, LI(V)g‘—C_-:é- e L (V)='—-‘-:'r»‘ .
1 2 1

A Tabela 5.1 mostra, para.cada N, os erros wmaximos em Z,, e

observamos que a ordem de convergéncia da aproximagéo por colocagéo é
O(N2) com r=2/(1-a).

B3 -

0t

13



TABELA §6.1

N (a=1/3, r=3) (=172, r=4)
5 9.70 E-03 1.49 E-02
10 2.74 E-03 4.81 E-03
20 7.19 E-04 1.45 E-03

6. CONCLUSOES. |

A aproximaglo por colocagéo ues.(.::)(%‘) para a soluglio exata
da equaglio integral de Volterra de segunda espécie com nucleo
fracamente singular, bem como resultados de convergéncia foram
apresentados. Se geC"l0,T] e keC"(S), a solugio exata y da equagho
integral (1.1) é m-vezes continuamente diferenciavel em (0,T). Em t=0
suas derlivadas sfo, em geral, nao limitadas. Como consequéncia disso,

a aproximagdo por colocagdo tem ordem de convergéncia O(N-“'a)).

Como a ordem de convergéncia obtida ¢é pequena, nosso
proposito fol procurar ordem 6tima para o método numérico
considerado. Para isso, consideramos de alguma maneira, o
comportamento singular da solugdo exata préoximo de t=0, usando malha
graduada. Mas, o prego que tivemos que pagar por conseguir ordem
6tima foi caro; pols, usando malha graduada, com N suficientemente
grande, nos temos que iniclalizar o processo recursivo do método com
um subintervalo muito pequeno, ver Guillermo [8). Isso pode criar um
sério problema de arredondamento, contaminando possivelmente o
subsequente processo recursivo. Esta dificuldade pratica apresentada
aqui, restringe a aplicablilidade do método e, portanto, consideramos
este problema como ponto de partida para a pesquisa de outras
alternativas na procura de ordem 6tima de convergéncia.
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