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1 Introducao

—
——

Chamaremos de Equagdes Algébrico-Diferenciais (EAD) a um sistema que envolve
equagdes algébricas e/ou diferenciais. Este tipo de equagdo surge naturalmente em muitas
aplicagGes, tais como:

« Equagdes do Movimento Descrito por Péndulos;

Simulagio de Trabalhos Elétricos;

Engenharia de Controle;

Dinamica de Fluidos;

« Sistemas Mecanicos Restritos e outros.

As EAD apresentam dificuldades numéricas e analiticas quando n3o ocorrem por
meio de uma Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) ou Equagdes Puramente Diferenciais.

No Capitulo 2 definiremos o conceito de indice das EAD. Geralmente as EAD de
indices elevados tornam o problema, numericamente, mais dificil. Gostariamos de ressaltar
que este trabalho aborda apenas sistemas de indice zero ou um.

Temos ainda outras definigGes e resultados importantes, neste capitulo, que sem estes
ndo poderiamos concluir nosso trabalho.

No Capitulo 3 estudaremos uma das classes dos métodos de passos miultiplos,
conhecido como diferenciagdo para tras (backward differentiation formulas) ou método
BDF. Estes métodos sdo, amplamente, usados para a integragio de equagdes diferenciais
stiff.

No Capitulo 4 estudaremos os métodos de Runge-Kutta Implicito (RKI).
Recentemente tem sido desenvolvido muitos estudos sobre este método devido as seguintes
razdes: a combinagdo de ordem elevada com boa estabilidade; permite uma selegio simples
do passo dado; é um método de inicio proprio; e outras.
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No Capitulo S analisaremos o desenvolvimento de algoritmos para resolver sistemas
de EAD usando os métodos BDF e RKI e, em particular, os algoritmos utilizados em dois
codigos, ja consagrados, o DASSL e o RADAUS.

O codigo DASSL utiliza o método BDF. Este cédigo é indicado para resolver
sistemas completamente implicito de EAD de indice zero ou um. Podemos, também, aplicar
este codigo em EAD semi explicita, como veremos no Capitulo 6.

O codigo RADAUS utiliza o método de RKI em sistemas semi explicitos. Este
codigo, também, obtém resultados satisfatorios para sistemas de EAD semi explicito de
indice maior ou igual a dois.

No Capitulo 6 apresentaremos resultados numéricos de alguns exemplos de sistemas
de EAD de indice zero ou um. Os resultados destes exemplos sio obtidos usando os
cddigos DASSL e RADAUS.

No Capitulo 7 faremos uma conclusdo do trabalho de um modo geral, assim como as
comparagOes dos resultados obtidos no Capitulo 6, avaliando a estabilidade dos métodos
BDF e Runge-Kutta Implicito.



2 Teoria das EAD

I

2.1 Introducio

Neste capitulo desenvolveremos uma teoria necessaria para compreendermos
algumas das diferengas entre Equagdes Algébrico-Diferenciais e EquagGes Diferenciais
Ordinarias. Esta teoria encontra-se em [BRENAN - 89].

Apresentaremos, inicialmente, algumas defini¢des necessarias para a compreensdo de
resultados posteriores. ’

Defini¢do 2.1.1 Um Homeomorfismo entre X e Y é uma aplicagdo ¢:X —»Y
continua, inversivel com inversa continua. Se ¢ e ¢~ sdo de classe C*, dizemos que ¢ é

um Homeomorfismo de classe C* entre X e Y. Um Homeomorfismo de classe C*, com
k > 1 é dito Difeomorfismo de classe C*.

Defini¢do 2.1.2 M c R* é uma Variedade de classe C’ de dimensdo n se para
~ todo x € M, existem vizinhangas abertas U c R* de x, V c R" e um Homeomorfismo de
classe C", oV ->UnNM.

A fungdo y(f) é uma solugio da EAD ndo linear geral
F(t,y,y)=0 (2.1.1)

tem um intervalo / se y € continuamente diferenciavel em / e satisfaz (2.1.1) para todo
te I

Definigio 2.1.3 Seja I um intervalo aberto de R, Q um conjunto conexo aberto
de R*™' e F uma fungdo diferenciavel de Q@ em R™. Entdo a EAD (2.1.1) é solivel em
I sobre Q se existe uma familia r-dimensional de solugbes ¢1,c) definidas em um

conjunto conexo aberto IxQ, Q c R’ tal que 3
i) (1,c) estd definida em I para cada c € Q;
i) (1, Kt.c),¢'(tc)) € Q para(tc) elxQ);
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iii) Se w(f) é qualquer outra solugdo e (1, y(t, c), y'(t, ¢)) € Q, entdo

w(®) = ¢(1, ¢) paraalgumc € Q;
iv) o grdfico de ¢ como uma fungdo de (1,c) é uma variedade (r+1)-dimensional.

Defini¢do 2.1.4 Denotamos o indice de uma EAD por v, onde v é o numero

minimo de vezes que a equagdo (2.1.1), ou parte dela, deve ser diferenciada em relagdo a
! para determinar y' como uma fungdo continuadey e t.

2.2 EAD Lineares com Coeficientes Constantes
Consideraremos a EAD linear com coeficiente constante

Ax'+Bx = f, 2.2.1)
onde A e B sdo matrizes m x m.

Defini¢cdo 2.2.1 Se A é um pardmetro complexo, entdo (AA+ B) é a matriz pencil.

Definigdo 2.2.2 Se det(AA+ B) ndo é identicamente nulo como uma fungdo de 2,
entdo a matriz pencil (ou pencil ) é regular.Quando o pencil é regular, dizemos que a EAD
também é regular.

Teorema 2.2.1 Suponha que (A + B) é um pencil regular. Entdo existe matrizes
ndo singulares P e Q tais que

1 0 C 0
PAQ=[O N}, PBQ=[O 1]’ (22.2)

onde N é uma matriz nilpotente com indice de nilpoténcia k e I a matriz identidade.
No caso especial em que A é ndo singular, PAQ =1 e PBQ = C. Se det(AA+ B) é
identicamente constante, entdo (2.2.2) reduza PAQ=N e PBQ =1

Considerando que as mudangas de coordenadas P e () proporcionadas por este
‘teorema sejam aplicadas a EAD (2.2.1), isto é, considerando x = Qy, entdo (2.2.1) torna-se

AQy'+BQy = f. Multiplicando a esquerda por P, temos

PAQy'+PBQy = Pf. (2.2.3)

Fazendo Pf = [ J fz]’ e usando o Teorema 2.2.1, obtemos

o B 0]
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ou
»+Cy, = f (2.2.42)

Ny, +y, = 1, (2.2.4b)

onde (2.2.4a) é uma EDO cuja solugdo existe para qualquer valor inicial de Y1 e qualquer
fungio /i continua e, (2.2.4b) tem apenas uma solugdo , pois

Ny, +y,=(ND+1)y, = f,

assim y, =(ND +1)"' f, onde ng;‘

Mas

(ND+1)" =(I-(-ND))" = i(—ND)" = Z'(-ND)" =Z(—'1)"N’D",

onde k é o indice de nilpoténcia de N, ou seja N* =0 e N*'#0, assim (ND)'=0 para
i > k. Desta forma

¥, =(ND+1)"f, = :\i(—l)‘ N'f (2.2.5)

d'f,

onde f, = ol

Teorema 2.2.2 A EAD linear com coeficiente constante (2.2.1) é solivel se, e
somente se (AA+ B) ¢é um pencil regular.

2.3 EAD Lineares com Coeficientes Variando com o Tempo
As EAD lineares com coeficientes variando com o tempo tém a forma
A@®)x' (1) +B()x(t)= f (1) 23.1)

e esta definida no intervalo /.

Defini¢do 2.3.1 O sistema (2.3.1) com A e B matrizes m x m é sohivel em I se,
para toda f m-vezes diferencidvel, existe pelo menos uma solugdo para (2.3.1)
continuamente diferenciavel. Além disso, as solugdes sdo definidas em I e determinadas
para algum valor em t € 1.

Definicdo 2.3.2 Suponha que (2.3.1) é solivel em 1, o indice de (2.3.1) é o
numero minimo de diferenciagdes necessarias para determinar x' em fungdo de x e 1.
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Defini¢do 2.3.3 Se (2.3.1) é uma EAD regular, entdo o indice local em f,
denotado por v (1), é o indice do pencil (24(1) + B(1)).

Considerando a mudanga de coordenada em (2.3.1) dada por x = O(¢)y e também
multiplicando por P(), obtemos

PAQy'+(PAQ'+PBQ) y = Pf, (23.2)

onde P e Q s3o ndo singulares no intervalo de interesse € pelo menos tdo suave quanto os
coeficientes da EAD.

Definicdo 2.3.4 O sistema (2.3.1) é semi explicito se estiver na forma

x; +B,,()x, +B,(1)x, = f,

(23.3)
B, (1)x, + By (1)x, = f,.

A EAD semi explicita (2.3.3) tem indice um se, e somente se B,, € ndo singular para
todo 7.

Defini¢do 2.3.5 A EAD (2.3.1) estd na forma Hessenberg de dimensdo r se pode
ser escrita como

(7 0 . . 0] _x; 1B * * B, B [x] [A]
I . . . B, * * B,, O
A N L L (N I I
A .o % .
_O . . . O_ _x',_ L 0 i 0 Br,r—] 0 | _xr_ ,_fr_,

onde x, sdo vetores, B; sdo matrizes e o produto B,, |B

ror=-1"r-1r-2"

..B,, é ndo singular.

Defini¢do 2.3.6 Dizemos que o sistema (2.3.1) estd na forma candnica padréo se

I 07, [cw o] |
02 O Teero -

onde N é estritamente triangular inferior (ou superior).

Defini¢cdo 2.3.7 Uma propriedade de uma matriz é uma propriedade estrutural se
todo elemento ndo nulo da matriz pode ser trocado por variaveis independentes e a
propriedade ainda vale em um conjunto aberto de valores destas variaveis.
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Teorema 2.3.1 Suponha que (2.3.1) é solivel em I, entdo (2.3.1) é analiticamente

equivalente a
1o '+ 00,8 235
o N[ Tlo 17 |nf (23.5)

onde Nz,+z,=h tem solu¢do unica para cada fungéio h. Além disso, existe uma
Sfamilia contdvel de intervalos abertos disjuntos I, , tal que UI, ¢é denso em I. O

sistema Nz, +z, =h é analiticamente equivalente a algum sistema na forma candnica
padrdo Mw'+w = f onde M é estruturalmente nilpotente.

Defini¢do 2.3.8 A EAD é uma cadeia triangular de r-ésima ordem se tem a forma

- - ~ - - - ~ -

A, 0 . . 0][x B, 0 . . 0][x f
A21 A22 le Bzz .
A31 A32 A33 . + B31 * ¥ . =
* * L ) * *x % x|
_Arl * * * Arr_ _xr_ _Br] * *ox Brr_ _xr_ _./;'_

i-1
e cada subsistema A,x,+B,x, = f,—Y (4,x,+B;x,) é de indice zero, ou indice um, ou
=

tem a forma Hessenberg ou estd na forma candnica padréo.

2.4 EAD néo Lineares

Muitas das EAD importantes sdo ndo lineares. A teoria usada para EAD linear com
coeficiente variando com o tempo € de grande importancia para desenvolvermos uma teoria
analoga em sistemas ndo lineares. A ndo linearidade tera apenas resultados locais.

Consideremos a EAD ndo linear (2.1.1) e o seguinte sistema de equagdes

Fo(t,y,y") =0
F (t, b " " = O
i (£2:050") : (2.4.1)
Fyg@y,y',,y9 ) =0
onde, por exemplo, Fy,, = F,,y"+F, y'+F, Podemos escrever (2.4.1), na forma
Fj(tayayj)ZO’ (242)

4

onde y, =[y',.‘.y""]
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Defini¢io 2.4.1 O indice v de (2.1.1) é 0 menor nimero v tal que F,,, determina
apenas a varidvel y' como uma fungdo continuade y e t.

Definigio 2.4.2 O indice local v, de(2.1.1) para (1,7,3') é o indice do pencil
AF(1,9,9") + F(1.,9.9)

Defini¢ido 2.4.3 A EAD (2.1.1) possui a forma Hessenberg de dimensdo r se
pode ser escrita como

x, = F(x,%,...,X,,1)
x2 = E(xl’xZ"",xr—]’l)

E( i1 %5 ,x,_,,t), 3<i<r-1

0 = I:r(x -—lat)
e (OF 10x,.,)(8F. 1 9x,.,)..(OF/ 0x)(JF | dx,) é ndo singular.

Definigdo 2.4.4 A EAD (2.1.1) estd na forma candnica padrdo de dimensdo r se
pode ser escrita como

xl = E(xl’t)
N(xl’xz ’I)xIZ = x2 + h(x]’t)’

onde N é uma matriz bloco r x r estritamente triangular inferior.

Defini¢do 2.4.5 A EAD (2.1.1) é uma cadeia trzangular inferior de ordem r se tem
a Jorma

F;(x;’xlat) = 0
F,(x,,x,,%,,x,,1)=0

F(x]’ iR r’xl’ ke r’t) 0

e o sistema definido pelas fungbes F, é uma EDQ implicita, ou tem indice um, ou estd na
Jforma Hessenberg, ou na forma candnica padrdo em relagdo a varidvel x; .



3 Método BDF

————
s —

3.1 Introducio

Neste capitulo estudaremos as propriedades de convergéncia e ordem dos métodos de
passos multiplos lineares, em particular, o método BDF aplicado em sistemas de EquagGes
Algébrico-Diferenciais na forma

Fit y y)=0, (3.1.1)

onde F'e y tem a mesma dimens3o. Assumiremos que /' é continuamente diferenciavel.

Definicdo 3.1.1 f(x,h) ¢ O(h?) seexiste k > 0 tal que |f (x, k)| < kh” para h

suficientemente pequeno.

Veremos que a solugio do método BDF de k passos ¢ O(h*) para sistemas de indice
um,

3.2 Métodos de Passos Miltiplos

Para a EDO n3o linear

y'=gty) (3.2.1)

o método de passo miltiplo linear tem a forma
k k
>ay,,-hybgl,, y, )=0. (32.2)
j=0 j=0

O método one-leg para (3.2.2) envolve apenas uma avaliagdo de g e tem a forma

1 k k k
—h—Zajyn_j—g[ijt"_j,ijyn_j]zo. (3.23)
7=0 J=0 =0
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O método BDF pode ser considerado como sendo um método de passo multiplo
linear ou um método one-leg, basta tomar nas equagdes (3.2.2) e (3.2.3),
by=1¢€eb,=0,j=12, ..k

A primeira técnica geral para solugdes numéricas de EAD, proposta por Gear
[GEAR - 71], foi utilizando o método BDF. Este método foi utilizado, inicialmente, em
sistemas de equagdes diferenciais acoplados a equagdes algébricas

'=f(,x,
y'=J %) (3.2.4)
0 =g(,x,),
onde y e g tém a mesma dimensio. O método BDF trata as variaveis algébricas e

diferenciais do problema (3.2.4) de maneira analoga. Assim este método pode ser estendido
para a generalizagdo de qualquer sistema completamente implicito (3.1.1)

O método BDF mais simples ¢ o método de Euler implicito, que consiste em substituir
a derivada em (3.1.1) por uma diferenga para tras

F(r.,,y,.,&‘Ty"i} 0, (3.2.5)

onde h=1, -t _,. O sistema de equagbes ndo lineares resultante para y, em cada passo é
usualmente resolvido pelo método de Newton.

O método BDF de k& passos consiste em substituir y' pela derivada do polinémio que
interpola a solugdo sobre os pontos 7, ,# t, . avaliados em #,. Assim,

notp-19crtpy-

F(t,,,yn,p“;:" ) =0, | (3.2.6)

k
onde gy, = Z ay,; e a,, i=0,1,. k, sido os coeficientes do método BDF.
i=0

Da teoria de equagdes diferenciais ordinarias temos que o método BDF de & passos é
estavel para k < 6 e instavel para £k > 7, [LAMBERT - 73].

3.3 Convergéncia do Método BDF

Para o resultado de convergéncia do método BDF aplicado ao sistema de EAD linear
com coeficiente constante, temos o seguinte teorema, cuja demonstragdo encontra-se em
[BRENAN - 89], assim como as demais demonstragdes deste capitulo.
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Teorema 3.3.1 O método BDF de k passos, com k < 7 e h fixo, aplicado ao
sistema de EAD linear com coeficiente constante e indice v é convergente de ordem O(h")
depois de (v - 1)k + 1 passos.

3.3.1 Sistemas Semi Explicitos

Sistemas semi explicitos de indice um sdo escritos na forma

y'=s(t,xy) (3.3.1a)

0 =g(1,x,), (3.3.10)
onde

g,(t,x,y) (3.32)

¢ inversivel na vizinhanga da solugdo de (3.3.1).

Defini¢do 3.3.1 Um método de passo miltiplo linear aplicado a (3.3.1) é dado

por
. k k
Yay,, =hy b fx, .y, .1.,) (3.3.32)
j=0 j=0 '
0 =g(x,,y,,t,)- | (3.3.3b)

Os métodos de passos multiplos aplicados as EAD semi explicitas de indice um s3o
estaveis e convergente para EAD de mesma ordem, assim como no caso de EDO. Este
resultado segue do teorema da fungdo implicita. Especificamente, g pode ser resolvida para
y, emtermos de x,, istoé y,=G(Z,,x,), entdo, y, pode ser inserida na formula de

passos multiplos (3.3.3a) para produzir a mesma equagdo diferenga das obtidas quando
aplicamos o método linear de passos multiplos na EDO

y'= f(x,G(x,1),1). (3.3.4)

Em principio, a EAD semi explicita pode ser resolvida por qualquer método de passo
multiplo linear que seja apropriado para a EDO (3.3 .4).

3.3.2 Sistemas Completamente Implicitos

Sistemas completamente implicitos de indice um, tém a forma

F(t,y,y")=0

Y(t)=Y,. (3:3.3)
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Assumiremos que F é uma fungdo suficientemente suave e que, existe uma solugédo
suave y(7) satisfazendo os valores iniciais dados.

Defini¢do 3.3.2 A EAD ndo linear (3.3.5) é de indice uniforme um se o indice do
sistema de coeficientes constantes Aw'(t)+Bw(t)=g(l), onde A=F,(i,,7') e
B= Fy(f 3,9, é um para todo (f,3,9') na vizinhanga do grdfico da solugdo e, além
disso, se ‘

i) as derivadas parciais de A com respeito a t, y, y' existem e sdo limitadas

na vizinhanga da solugdo;
ii) o posto de A é constante na vizinhanga da solugdo.

Para a analise de convergéncia do método BDF, assumirmos que /' tém a forma

76y ')]. (3.3.6)

F(t’y’y'):[ g(t,y)

Lema 3.3.1 Seja y um vetor m-dimensiomal, entdo se F é uniforme de indice um na
forma (3.3.6), sempre existira matrizes P(1, y(), y'(©)) e O(t, y(9), y'(D)) tais que

Cty(1),y' @) 0 ] (33.7)

I, 0
PAQ:[; 0]’ PBQ:[ 0 1

onde A(t,y(1),y' (1)) = F,(t,y(1),y'(t)), B(t,y(1),y' (1)) = F, (1, y(2),y' (1)), m=m +m,
e satisfazem
i) O(t,y(1),y' (1)) e Q7' (1,y(2),y'(t)) existem e sdo limitadas para
todo (t,y(1),y'(t)) resolvendo (3.3.5),
i) Q7' (1, (), y' 1)) O, ¥(1,),y' (1)) =1, +O(t, - 1),
i) C(1,y(1,),y' (1)) = C(t,, y(1,), y' (1)) + O(t, - 1,).

m2

Teorema 3.3.2 Considere (3.3.5) sendo uma EAD uniforme de indice um no
intervalo I = [to, t,+T). Entdo a solugdo numérica de (3.3.5) pelo método BDF de k

passos, com k < 7 e h fixo, converge com O(h*) de exatiddo se todos valores iniciais sdo
O(h*) e se a iteragdo de Newton em cada passo é resolvida com O(h**') de exatiddo.

A demonstrago deste teorema encontra-se com mais detalhes em [PIRES - 94].



4 Método Runge-Kutta Implicito

|i
t
|

4.1 Introducio

Estudaremos aqui, as propriedades de ordem, estabilidade e convergéncia do método
de RKI aplicado a sistemas de EAD na forma

Fiyy')=0, (4.1.1)
onde os valores iniciais y(#,) e y'(?,) sdo dados.

Muitas vezes, estes métodos nio alcangam a mesma ordem de exatidio em sistemas
algébricos-diferenciais como o fazem em sistemas puramente diferenciais.

Muitos resultados deste capitulo, foram obtidos em [PETZOLD - 86],
[HAIRER - 89] ¢ [HAIRER - 91].

O método RKI para solugéo da EDO

Y =f1,) | (4.1.2)
¢ dado por _

M
K:f(tn—l-*'cih’yn—l-{—hzaij)?): i=1a2,-~~,M

J=1

. (4.1.3)
yn :yn-l + hszy:
i=1

onde h=t, -1, _,.
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Considerando este método aplicado ao sistema de EAD (4.1.1), temos

U

M
F(tn-l+cih’yn-]+hza”y Y;) = O, i=1,2,...,M

= (4.1.4)
M
yn =yn—l + hszx
i=]
O método de RKI, também, pode ser denotado pelo diagrama de Butcher
G | ap 4y Y
a a a
%) n z WM cl A s
- br o )
Cyv | D Q2 s
b b b,

onde A =(a,), b=[b,b,,....by] € c=[c,c,,....c,]

Consideraremos apenas métodos cuja matriz Runge-Kutta 4 = (a, ), em (4.1.5), seja
ndo singular.

Nos preocuparemos aqui, apenas com sistemas de EAD de indice um. Uma EAD
linear
A@)y' (1) +B()y(1) = g(1), (4.16)

tem indice um se existem matrizes, dependendo do tempo, ndo singulares P e Q tais que

I, 0 c
roawow=ls 0| roswen-| 1 @

Esta transformag@o separa o sistema em partes "diferencial" e "algébrica". No caso
de sistemas ndo lineares, associamos as matrizes 4 e Bcom F, e F,, respectivamente.

4.2 Sistemas Lineares com Coeficientes Constantes

Considere o sistema de EAD (4.1.1) e o método de RKI de M-estagios(4.1.4)
aplicado a este sistema onde a matriz 4 = (a,;) € ndo singular. Sendo y, determinado por

(4.1.4), y,, e t,_, conhecidos, o método de RKI pode ser escrito na forma

Yo = Yo + Byt Y00, h). (4.2.1)

Partindo deste procedimento necessitamos de algumas defini¢des.
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Defini¢do 4.2.1 O erro local d, do método (4.1.4) ¢é dado por
() =y(t,,) +hlt, (1), h) - d,. (4.2.2)

Definicdo 4.2.2 O método de RKI (4.1.4) ¢é estritamente estavel para a EAD
(4.1.1) se a diferenga entre o passo Runge-Kutta perturbado

F[ oy +Ch, z",+hZaUZ)+é") ) =0, i=12,. .M
(4.2.3)

2, =z

S B2 + 8

n-1

i=12,.,(M+1), e o passo Runge-Kutta (4.1.4)

satisfazem |z, -y,|<K,A, onde 0<h<h, e K,, h, sdo constantes que dependem
apenas do método e da EAD.

sendo z, =y, + 85",

b

Consideraremos a EAD linear com coeficiente constante
Ay'+By = g(1). (4.2.4)

Assumindo que o indice € um, entdo existem matrizes ndo singulares P e Q tais que
pag=|" " pg=|¢ 425
Q - 0 0 > - 0o I . ( it )
Aplicando o método de RKI em (4.2.4), obtemos
. M .
AY, +B| y,, +hZaiJ.I’j =g(t,, +ch), i=12,.. M

M
yn] Z
i=1

(4.2.6)

Considerando j,=0"y,, ' =0Q7'Y, [§,8,] = &(t) = Pg(t) e pré-multiplicando
(4.2.6) por P, obtemos

-, M e}
PAQY, + PBQ[ Puo +hY.a,Y, ) =2, tch),

=

N 427
j;n =j)n—l + hzblft‘



4 - Método Runge-Kutta Implicito 16

Desta forma as partes diferencial e algébrica do sistema sio completamente
desacopladas. Assim, € suficiente estudarmos separadamente estas partes para obtermos um
entendimento geral das EAD lineares com coeficientes constantes.

Desde que tenhamos assumido que o indice é um, o sistema (4.2.4) divide-se em um
sistema de equagGes diferenciais e em um sistema de equagdes algébricas, onde o sistema de
equagdes algébricas €

¥, =8,(1), (4.2.8)

que por simplicidade denotaremos y, =y e £, =g.

Aplicando o método de RKI, definido em (4.1.4), na equagdo (4.2.8), temos

M
Yoa+thY aY =g, +ch), i=12,.. .M (4.2.9a)
J=1

M
Yo =Yor + hYBY. (4.2.9b)

i=1

Devido a 4 = (a;) ser nio singular, determinamos }"'= [K Y ,...,YM]' unicamente por
(4.2.9a).

Para encontrar o erro local consideraremos
Yo =8, (4.2.10)
assim, substituindo (4.2.10) em (4.2.9a), obtemos

1
ay = -,;(g(tn.l +ch)-g(1,.1)),

Mk

[N
I
—

que fornece o sistema de equagdes

a, b +a,Y,+--+a,Y,

(g(tn—] +c1h)—g(tn—l))/h
ayh +a22Y;+‘“+a2MYM = (g(tn—l +¢h) —g(tn—l))/h
aMlYl' +aM2Y2'+'”+aWY};/I = (g(t ateh)-g@,, ))/h

cuja forma matricial €

a, - au|l¥ (g(tn-l +oh)-g(,, ))/h

G ey | | Yy (g(tn—1+cMh)—g(tn—1))/h
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— 30 < ide -l (5
Sendo A =(a;) ndo singular e considerando A" = (4,) temos

K a, - 4,y (g(tn—1+clh)"g(t,,_1))/h

Y)(/ Ay 0 Ay (g(tn-]+cMh)_g(tn—l))/h

que pode ser escrito na forma

Y'=A"G, (4.2.11a)
onde
(g(tn—l +ch)-g(,., ))/h
G=1| : : (4.2.11b)
(g(tn—l +e,h)-g(t,., ))/h
Agora, substituindo (4.2.10) na equagio (4.2.9b), obtemos
M + ' ' ’
Vo =8t,,) + HLbY =gt,.) + HBY +bY+-+b,Y,)
i=1
¥
=g(t,.)+h[b,...by]| | |=8(1, ) +hB'AG. (4.2.12)
Yy
Assim, o erro local é dado por
d,=g(t, ) +hb'A'G-g(,). (4.2.13)

Expandindo os termos de (4.2.13) em série de Taylor em torno de 7, , temos

e

(g(tn—l) +g'(t, )oh+g" (tn—l)gﬁzﬁ)“ +-- ) - g(tn—l)]/h

d =gt )+hb' A"

(g(tn—l) +g8'(t, . )eh+ g”(tn—l)% +-- ) - g(tn-l):l/h

_(g(t,,_1)+g'(t,,_l )t, 1 )+g"(,., )9_;2’_1)_+]

sendo h=1, ~1, , obtemos
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Clhg'+( ) gn (clh) m
S . 2 6
d =-|hg'+— 5 g"+— g"'+ +b'A"|
. (eh)’ L h)’
h + M m .
_CM g 2 g"+ 6 J

H o1, )+ R,

=-Zk: g”( _1)+b¢4‘z

onde R, = Z g"’(t )(1 b A c’ ec’-[c,,cz, cM] j=12,...,k, assim

r—k+l
k r
d,= —Z,‘% Ot )(1-8'A"e") + R

supondo b'A'¢’ =1, j=1,2,.. k(faremos um comentirio mais geral ao definirmos as
condigdes algébricas mais a frente), temos d, = R, e

o0 r ) k+1

Rd:_;,}:'! go(t, 1)(1 b'A 1"]) (: l)|g(k+1)(§)(1—b",4 e "*‘),

Considerando que ”g("“’

< M,,,, podemos majorar R, da seguinte forma

h+1

k+l( Ib"41 k+1

Portanto, d, = O(h*"') se b'A'e’ =1, j=12,.. k.

Defini¢cao 4.2.3 A ordem algébrica do método de RKI (4.2.11) ¢ igual a k, se
d, = O(h""”), para toda equagdo (4.2.8) com g(t) suficientemente suave.

Teorema 4.2.1 A ordem algébrica do método de RKI (4.1.4) é k, se, e somente
se os coeficientes do método satisfazem

PA =1, j=12, k. (4.2.15)
A seguir, examinaremos a propagagdo dos erros para o método de RKI aplicado em

sistemas lineares com coeficientes constantes [PETZOLD - 86]. Resolvendo (4.2.10) para o
método de RKI com perturbagdo (4.2.3) temos
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gy

M
z,,+hY a,Z +6) = gt . +ch), i=12..M
A (4.2.16)
z,=2,, + hD_bZ +6M".
i=1

Subtraindo (4.2.16) de (4.2.9), considerando e, =y, -z, € E,

1

=Y, - Z,, obtemos

M
e, +hy aE -8 =0, i=12,..,.M (4.2.17a)
j=1
M U
e,=e,, + hY bE -&"". (4.2.17b)

i=]
Resolvendo (4.2.17a) para E, temos
h[anE; +a,E, +“'.+a1ME;M] = 62) e,
h[aM,E{ +a,,E,+ - +aWE]'w] =M +e .

Matricialmente temos

all alM E; é(n]) 1
A i . Pol=l o +]ie.,
G " Ay EM é(nM) 1
ainda, podendo ser escrito como
1
E; = ‘};"4—‘(@:— SV, en-—l)» (4218)

onde E, =[E,E,,...,.E, ], 8,=[62,6,..,6] e e,=[11,..,1]"
Substituindo em (4.2.17b) temos
e,=(1-b'A" ¢, )¢, +b A5, - 5 (4.2.19)

Assim, mostramos o seguinte resultado:
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Teorema 4.2.2 O método de RKI (4.14) é estritamente estavel para EAD
lineares com coeficientes constantes de indice um se, e somente se os coeficientes do
método satisfazem

-p'A" e, | <1. (4.2.20)

Definindo a constante de estabilidade r por r=1-b'A" ¢, dizemos que 0 método
de RKI satisfaz a condi¢do estrita de estabilidade se |r|<1 e é satisfeita a condi¢do de

estabilidade se |r|<1.

A estimativa para o erro local torna-se simples, para sistemas de indice um, agora
que conhecemos o erro de truncamento local e a propriedade de estabilidade do método.
Considerando que &, e 6" representam, em cada estagio, o erro de truncamento local,
excluindo o erro de arredondamento e, de acordo com a suposi¢do do erro local (4.2.10),
segue por (4.2.20) que

e, =(b' A8, - 5M). (4.2.21)

Como o erro local d, foi denotado como sendo O(h"““) e de acordo com a
suposig¢do de que e, =d, temos

b’p‘“é}, _é(nMn) — O(hk"“).

Em seguida, reescrevemos a expressio para o erro global dado na equagéo (4.2.19),
isto é,

en = ren—] +(b"‘4-1§n - 6(nM+]))‘
Assim,

en—l = ren—2 +(b'”4-15n—1 - é(n]fllﬂ))
_ -1 M+1)
en—2 - ren—3 + (bt‘A 5}1—2 - é(n—; )

€ =re+ (bt‘/{qal - é(lMH))

Portanto, e, torna-se

n-1
e, =r"e,+ 3 r'(b' A8, - 6M0). (4.2.22)
i=0
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Observe que, o erro global sera igual ao erro local se r = 0 em (4.2.22). Para |r| <1,
segue de (4.2.22) que

mk +|

I-r" 1
onde M é uma constante positiva. Visto que r independe de 7 e lim P temos,
noe 1—p —-r

neste caso, que a ordem do erro global é a mesma do erro local na parte "algébrica do
sistema". A partir disto temos os seguintes resultados.

Defini¢do 4.2.4 A ordem do método de RKI (4.1.4) aplicado a sistemas de EAD
com coeficientes constantes, é igual a k, se o método converge com erro global O(h"C)

para todo sistema linear com coeficientes constantes (4.2.4) de indice um e com g(1)
suficientemente suave.

Teorema 4.2.3 Suponha que o método de RKI (4.1.4) satisfaga a condigdo de
estabilidade (4.2.20) e a matriz A dos coeficientes do método é ndo singular. Entdo a
ordem do erro global do método de RKI, aplicado a sistemas de EAD lineares com
coeficientes constantes, é k_, dado por

k,=min(k, +1k,), : (4.2.23)

onde k, ¢ a ordem do método para sistemas puramente diferenciais.

4.3 Sistemas nio Lineares

Os métodos de RKI, em geral, ndo obtém a mesma ordem de exatiddo para sistemas
completamente implicitos de indice um como ocorrem em sistemas lineares. Esta perda
adicional de exatiddo deve-se ao fato da mistura que pode ocorrer entre a solugdo da parte
diferencial e da parte algébrica do sistema.

Defini¢do 4.3.1 O i-ésimo erro de truncamento local 5, em t,, do método de
RKI de M-estdgiosé dado por

éf") =y( )+hz Jy ( 0 +c}h)—y(ln_] +Cih), i= ],2,...,M (431&)

S = y(tn1)+h2by (e +6h) = y(,). (4.3.1b)

i=]
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Definigdo 4.3.2 A condi¢do de ordem k,, do método de RKI de M-estdgios(4.1.4),
¢ dada por

k, = min(k, k,,....ky, ky,.), (4.32)

com & = O(W*"), i=1,2,..,(M+1).

M
Considere ¢, = Za,j e as condigdes algébricas C(q), B(q), D(q) e A(q)

i=1

M ct
C(q): D a;c™ =—l"—, i=12,. .M, k=12,...q
7=
B(q): Zb’ cfk_‘ = -k_’ k = 1’2"",q (4.3.3)

D(q): Zbiq?"aqz-l-c’—(l—cf), j=12,.,M, k=12,..q
i=1

CA(q) BTATC =1, k=12,..4q.

O método de RKI tem condigdo de ordem k, se C(k,) e B(k,) forem validos. Além
disso, se C(q) e B(q+1) forem validos, a ordem k, da EDO ¢ pelo menos g+1. 4,(q)
corresponde a condigdo de ordem para sistemas lineares com coeficientes constantes de

indice um (ver segdo 4.2). Isto pode ser visto, facilmente pela expansio de (4.3.1) em série
de Taylor em torno de ¢, , ( veja [FRANK - 85a] e [FRANK - 85b] ).

Por meio das equagdes algébricas C(q), B(q) e D(q) podemos obter varias classes
de métodos. Uma classe destes métodos é o RADAU IIA, que sera discutido no Capitulo 5.

Teorema 4.3.1 Suponha que F(y, y', {) = 0 tenha indice uniforme um, que o
método de RKI satisfaca a condi¢do de estabilidade |r| <1, que os erros nas condigdes

iniciais sejam O(hG) e que os erros na iteragdo de Newton sejam O(h‘”‘s) onde 5§ =1 se

Ir| =1, caso contrario,5=0 e G > 1. Entdo o erro global satisfaz |e,| = O(h°), onde

e’l

q, se C(q) e B(q) sdo validos
G={q+1, se C(q), B(q+1) sdovdlidose —-1<r <1
q+1, se C(q), B(q+1), A(g+1) sdovdlidos e r =1

A demonstragio deste teorema encontra-se com mais detalhes em [ROMEIRO - 94].



S Algoritmos

S.1 Introducio

Neste capitulo analisaremos o desenvolvimento de algoritmos para resolver sistemas
de EAD, usando os métodos BDF e RKI e, em particular, os algoritmos utilizados em dois
codigos ja consagrados, o DASSL e o RADAUS.

O codigo DASSL, de Petzold [PETZOLD - 82], utiliza 0 método BDF.

O codigo RADAUS, de Hairer ¢ Wainner [HAIRER - 91], utiliza o método
RADAU IIA de 3-estagios.

O método RADAU IIA € uma da varias classes existentes do método de RKI, obtido
a partir das condigdes algébricas B(g), C(q) e D(q) (ver equagdes (4.3.3)), onde estas
condigGes satisfazem

B@M-1), CM), DM-1), ¢, =1 e b=a,, i=1..M.

5.2 Algoritmos e Estratégias no DASSL

DASSL ¢é um codigo para resolver sistemas de equagbes algébrico-diferenciais, de
indice zero ou um, na forma

F(1,y,y')=0
Y(t) =Y, | (5.2.1)
V') =y

onde F, y e y' sdo vetores n-dimensionais.

O DASSL aproxima a derivada usando férmulas de diferengas para tras (BDF) de
k-ésima ordem, k =1,...,5 €, em todo passo, € escolhido a ordem £ e o tamanho do passo
h ., baseado no procedimento da solugéo.

n+l
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Aqui, descreveremos a formula basica usada no DASSL. Para encontrar uma
aproximag3o para a solugdo em {,,,, primeiramente, supomos um valor inicial para a
solugio através da avaliagdo do polindmio preditor e a sua derivada em 7__,. O polindmio

preditor w”,, € um polindmio que interpola y, , , isto €,

n+l

wra(t,) =Y =012,k (5.2.2)

Os valores previstos para y e y' sdo obtidos pela avaliagio w7, (z,,,) e w”.(z,,,).
Assim,

(0
yn o = wn+l (tn+l)

(5.2.3)
ynO) = wn+l (tn+1)

A aproximagdo y,,,, para a solugdo em 7,,,, € a solugdo da formula do corretor e ¢,
finalmente, reconhecida pelo DASSL. A férmula usada é de coeficiente principal fixo de

k-ésima ordem do método BDF.

A solugdo para a formula do corretor € o vetor y,,, dado pelo polindmio corretor
que interpola o polindmio preditor em k pontos igualmente espagados ¢ ., —ih, i=1,.. .k
e satisfaz (5.2.1), isto é,

n+l( 1) = Yo
Sﬂ(tnﬂ +1) wn+] (tn+] - ihn+1)s l <i<g k (524)
F(tnﬂ’ n+1( +l)’wn+l(tn+l))

Os valores do preditor (%, ¥ e do corretor y,,, em ¢

1 S30 definidos em
termos dos polindmios que interpola a solugdo em poucos passos. Segundo as idéias de
Krogh [KROGH - 74] e Shampine e Gordon [SHAMPINE - 75], estes polindmios sio
representados no DASSL em termos de diferengas divididas modificada em y. Mais

precisamente, as quantidades descritas passo a passo sdo dadas por

w(n+)=h_  +h+-+h, , =t —t. . i21
a(n+)=h,/y(n+l), izl

Bi(n+1)=1

B(n+1)= y(n+Dy,(n+)..y,_(n+1) i1
' vy, (). v ()
$(n)=y,

$,(n) =y, (M) y,(n)... v, (MY Vors > Vuoin ], I>1
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gi(n)=B(n+1)g(n), izl (5.2.5)
p(n+l)=1
o(n+l)= P (1= D! i>1

v Dy, (nt D)yt 1)

7,(n+1)=0

y.(n+D=y_(m+D+a_m+D/h,,, i>1

a’(n+1)= ~i a,(n+1).

Jj=1
As diferengas divididas sdo definidas pelas relagSes de recorréncias
1=,

[yn’yn-l"“’yn-kH]—[yn-l’yn—Z""’yn-—k]
ln _tn-k .

[yn’yn-l""’yn—k]=

O polindmio do preditor ¢ dado em termos de diferengas divididas por

W (=Y, + =1 ), Y ]+ E =)A=, DY Yrs Voa o
+ (1 - tn)(t - tn—l)”'(t - tn—k+1)[yn’yn—l""’yn—k]' (5.2.6)

Avaliando w’, em ¢ ,, e reescrevendo (5.2.6) em termos da notagdo de (5.2.5) temos

k+1

w:ﬂ(tm»l) = Z ¢:(")yn

k+1

Logo, a formula do preditor ¢ y%) =" 4,(n).
i=1

n+l

Agora, diferenciando (5.2.6) e avaliando em ¢, ,, encontramos, apds algumas

manipulagdes,
k+)

Yuid = Z y;(n+1)4;(n).
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Para encontrarmos a féormula do corretor temos, das equagdes (5.2.2), (5.2.3) e
(5.2.4), que

Wl (1) = wh (1) = 5(1) (. - ¥2) (.2.7)
onde
b( n+l Ihn+|) i':lsz’"-’k
b(r,)=1

Diferenciando a equagio (5.2.7) e avaliando em ¢,,, obtemos a equacao do corretor
para a implementagdo do coeficiente principal fixo,

as(yn-H - ) + hn+1(y;-+1 - yn(fl)) =0, (5.2.8)
onde a, esta definido em (5.2.5).

Resolvendo (5.2.8) para y,,, e substituindo em (5.2.2) temos

- ha‘ S )) =0. (5.2.9)

F(tnﬂ’yml’y;z(-?;
n+1
5.2.1 Solucio do Sistema nio Linear
Para simplificar a notagao, reescreveremos a equagdo do corretor (5.2.9) como sendo

F(t,y,ay+p) =0, (5.2.10)

a - :
com a=—- e fB=y -y, sendo todas as varidveis avaliadas em 7,

n+1

O corretor é resolvido usando o método de Newton modificado. Isto nos da
Y0 = Y - GAF(t, Y™, 0y + ), (52.11)

onde y® ¢é dado por (5.2.6) e G é a matriz

G=af(1.y, 00" +B)+ E (1.5, ay" + ).
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Em DASSL o critério de parada € dado por

(m+1)

-yl

onde y* € a solugdo da equagdo do corretor € p é uma estimativa do raio de convergéncia,
sendo que esta estimativa € dada por

=y

5.3 Algoritmos e Estratégias no RADAUS

O codigo RADAUS ¢ indicado para resolver sistemas semi explicitos de equagdes
algébrico-diferenciais cuja forma é

By'= f(x,5), (%)=,

onde B €é uma matriz constante quadrada.

5.3.1 Soluc¢io do Sistema nio Linear

Aplicando o método de RKI na EAD (4.1.1) obtemos

o i

M .
F[ln—l+cxh’yn—l+hzaY' Y)=O 1:1’9M (531)
J=1

O método de Newton, aplicado a este sistema, é dado por
26 = 70 _ pG-(z®)G(z) (53.2)

sendo

t
b

(k) _ (k) y'(k) '(k)
Z® =(y®,p® ¥ ®)

M M ‘
G(Z(")) = I:F(tn_, +eh, Y, +hY, aUY;("),Y;'(")),...,F(t,,_, +eph, Y, + B, a, Y0 1® H ;

j=] J:]
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F} +ha, F} - ha,,F)
DG(Z"") _ : .. :

>

ha, ,FM - FM+ha, FM

onde

M
K= Fy[t"_' +6h Y, +hzay};(k)’}:(k))

J=1

M
F;' = F;”[zn-l +ch,y,., +hzaij);(k),x(k)}

.j:l
para i=1,.. M.

Ao calcularmos a matriz DG(Z ""), em cada iteragdo de Newton, obtemos um custo

muito alto, para evitarmos isto, usamos o método de Newton modificado. Este método faz
com que a matriz DG(Z "‘)) seja a mesma em todas as iteragdes, isto é F, = £,(1,_,,5,,) e

F; = B. Desta forma DG(Z®) torna-se

F,+ha,F, - ha,, F;
pG(z®)=|  : : = I®F, +M4QF
hay,F, - F+hay,F,

Logo, para resolvermos (5.3.1), usamos a iteragdo de Newton modificado, isto é

(18 F; + M@ F)S® = -G(z®)

Z&+) — 7k 4 k)

A matriz (I ®Fy'f+h,4®ﬁ;’) ¢ inversivel, isto pode ser visto em usando o
Lema3.3.1.

S(k+1)

Pelo fato da convergéncia ser linear, isto é,
parada usado em RADAUS ¢ dado por

Sp"S(")", p<1, o critério de

” Z(k.+1) 7

< 1—‘_°;”Z<“‘> -y%), (5.3.3)



5 Algoritmos - 29

onde p é uma estimativa do raio de convergéncia

jo0-2)

j o (5:3.4)

P

O erro iteragdo ndo deve ser maior que a discretizagdo do erro local. Sendo,
usualmente, considerado como sendo proximo de uma certa tolerncia (Tol). Por esta
razdo, a iteragdo para quando

n|S®| < k. Tol, (5.3.5)

Px

com 7, = e aceitando Z**" como sendo uma aproximagdo de Z*. Esta estratégia

k
0 pode ser aplicada ap6s, no minimo, duas iteragdes.

5.3.2 Valor Inicial para a Iteracao de Newton

H 1

M
Seja ¥ =y, ,+hY.aY, i=1,..,M e considere z=Y-y,  onde z=0(h),
j=

pois
M
z,=hyal, i=1.,M. - (53.6)
j=1

Logo, uma escolha natural e simples do valor inicial para a iteragdo de Newton
(5.3.2) pode ser

©®=0, i=1.,M. (53.7)

. Porém, em geral, escolhas melhores sdo possiveis. Se o método de RKI satisfaz a
condigido C(q) (Capitulo 4), para algum g <M, entio

z =yt +ch) =y, + O(h"”). (5.3.8)

Suponha, agora que ¢, #0, i=1,2,3, pois estamos usando o método RADAU IIA
de 3-estagios, e considere o polindmio interpolador de grau 3 definido por

Q(0)=0
Q(c) = z,.‘"d, i=1,2,3,

d

onde z™ sdo determinados no passo anterior.
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Desde que o erro na interpolagdo € O(h"*'), obtemos junto com (5.3.8)
Wt +ch) = y,, - 0@ = O(n").
Usando valores de ((f), além do intervalo [0,1] (ver Figura 5.3.1), obtemos

zi(O):Q(1+wci)+yn-yn—l’ =123 e W=h"ew

old

. (5.3.9)

Experimentos numéricos com o método RADAU IIA de 3-estagios mostram que
(5.3.9) produz uma convergéncia mais segura que (5.3.7).

7~ N
(=]
z
z 12 Z1
old . : 3
z; old ! | !
Z5 ; s g
old
¥4
[ | i | | ]
0 ¢ cy 1 l+er l+ecyr 1+r
\. /

Figura 5.3.1 - Polindmio Q(¥)
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6.1 Introduciao

Neste capitulo usaremos os codigos DASSL e RADAUS para obtermos a solugio de
sistemas de EAD de indice zero ou um das equagdes:

e Equagdo do Péndulo;
e Equag@o de Van der Pol;

e Equagio da Esfera.

e Equagdo Teste.

6.2 Equacao do Péndulo

Seja a EAD semi explicita ndo linear

p=u (6.2.1a)
g'=v (6.2.1b)
mu'=—pA (6.2.1¢c)
mv'=—-qiA-g (6.2.1d)
0=p*+q’-I. (6.2.1¢)

Nesta formulag@o o sistema (6.2.1) tem indice trés. Diferenciando (6.2.1e) temos
O=pu+gqv. (6.2.2)

Assim, as equagdes (6.2.1a)-(6.2.1d) e (6.2.2) formam a EAD nd3o linear semi
explicita de indice dois. Diferenciado mais uma vez e usando (6.2.1e) obtemos

0=m(u*+v*)-gq-I*A. (6.2.3)

Assim (6.2.1a)-(6.2.1d) e (6.2.3) formam a EAD né#o linear semi explicita de indice um.



6 Resultados Numeéricos

Para nossa analise usaremos o intervalo [0,10], consideraremos /=1, g=1, m=1¢
valores iniciais consistentes p(0)=1, ¢(0)=0, #(0)=0,

A solugdo obtida pelo DASSL com uma tolerdncia para o erro local

ATOL = RTOL =1.0D - S encontra-se na Tabela 6.2.1,

x p q

0.00 | 0.1000000000E+01 | 0.0000000000E+00
100 | 0.8795015006E+00 | -0.4757984996E+00
200 | -0.2041872563E+00 | -0.9789636645E+00
3.00 | -0.9688347838E+00 | -0.2477426641E+00
400 | -0.9990188721E+00 | -0.4276027400E-01
500 | -0.6851283926E+00 | -0.7283317595E+00
6.00 | 0.5645477174E+00 | -0.8255042201E+00
700 | 0.9961859922E+00 | -0.8689733379E-01
800 | 0.9853129756E+00 | -0.1698778608E+00
9.00 | 0.3682141699E+00 | -0.9296837137E+00
10.00 | -0.8115772951E+00 | -0.5844822734E+00

Tabela 6.2.1: Solugdo Equagdo do Péndulo usando o DASSL

cujas estatisticas do resultado do método sdo:

2337 avaliagdes da fungio;
172 avaliagdes da jacobiana,
1692 passos computados, sendo que 21 foram rejeitados.

A solugdo obtida pelo RADAUS com uma tolerdncia para o erro local

ATOL = RTOL =1.0D - § encontra-se na Tabela 6.2.2,

x p q
0.00 | 0.1000000000E+01 | 0.0000000000E-+00
1.00 | 0.8795328332E+00 | -0.4758128248E+00
2.00 | -0.2042128917E+00 | -0.9789203122E+00
300 | -0.9688684308E+00 | -0.2476518781E+00
400 | -0.9991221412E+00 | -0.4267367969E-01
500 | -0.6852563897E+00 | -0.7283108499E+00
600 | 0.5646441095E+00 | -0.8253279488E+00
700 | 0.9962728515E+00 | -0.8655024711E-01
800 | 0.9855612854E+00 | -0.1695384548E+00
900 | 0.3685838004E+00 | -0.9295984457E+00

10.00 | -0.8117276987E+00 | -0.5839949224E+00

Tabela 6.2.2: Solugdo Equagdo do Péndulo usando o RADAUS

v(0)=0 e A(0)=0.
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cujas estatisticas do resultado do método sdo:

538 avaliagdes da fungao;
53 avaliagOes da jacobiana;
62 passos computados, sendo que 57 foram aceitos e 2 rejeitados;
62 decomposigdes LU foram calculadas, ou seja, quantidade de vezes que o
sistema linear € resolvido;
160 substituigdes para frente e para tras de ambos sistemas dados por L e U.

6.3 Equacio de Van der Pol

Seja a EAD ndo linear semi explicita de indice zero

Y=z

Er (1-y)z— . (6.3.1)

Para a nossa analise usaremos o intervalo [0,2] e consideraremos valores iniciais

consistentes y(0)=2, z(0)=-0.66,com £=1.0D-6.

A solugdo obtida pelo DASSL com ATOL=RTOL=10D-5

Tabela 6.3.1,
X y z
0.00 0.2000000000E+01 -0.6600000000E+00
0.20 0.1858188832E+01 | -0.7575585837E+00
0.40 0.9069492018E+00 -0.9069492018E+00
0.60 0.1484551264E+01 -0.1233128055E+01
0.80 0.1083748147E+01 -0.6207686279E+01
1.00 -0.1863586036E+01 0.7535888277E+00
1.20 -0.1699644783E+01 0.8998517064E+00
1.40 -0.1493272169E+01 0.1214168340E+01
1.60 -0.1120353612E+01 0.4389615940E+01
1.80 0.1868953098E+01 | -0.7496773787E+00
2.00 0.1706022520E+01 -0.8929650991E+00

Tabela 6.3.1: Equagdo de Van der Pol usando o DASSL

cujas estatisticas do resultado do método sdo:

14365

avaliagBes da fungio;

1233 avaliagGes da jacobiana;
8385 passos computados, sendo que 273 foram rejeitados.

encontra-se na
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A solugdo obtida pelo RADAUS com ATOL =RTOL =1.0D-5 encontra-se na

Tabela 6.3.2,
X y z
0.00 0.2000000000E+01 -0.6600000000E+00
- 0.20 0.1858204676E+01 | -0.7575443999E+00
0.40 0.1693209270E+01 -0.9069428212E+00
0.60 0.1484575388E+01 | -0.1233048474E+01
0.80 0.1083921569E+01 -0.6195343946E+01
1.00 -0.1863646716E+01 0.7535455796E+00
1.20 -0.1699713795E+01 0.8997617000E+00
1.40 -0.1493387337E+01 0.1213935300E+01
1.60 -0.1120811876E+01 0.4373845558E+01
1.80 0.1869058815E+01 -0.7496098398E+00
2.00 0.1706167729E+01 -0.8928088236E+00

Tabela 6.3.2: Equagdo de Van der Pol usando o RADAUS

cujas estatisticas do resultado do método sdo:

3473 avaliagdes da fungdo;
294 avaliagdes da jacobiana;

476 passos computados, sendo que 463 foram aceitos e 12 rejeitados;
379 decomposi¢des LU foram calculadas, ou seja, quantidade de vezes que o
sistema linear € resolvido,
1003 substituigdes para frente e para tras de ambos sistemas dados por L e U.

6.4 Equacio da Esfera
Seja a EAD n@o linear implicita
x?+yt+y?=1. (6.4.1)
Como RADAUS resolve apenas sistemas na forma semi explicita, reescreveremos

(6.4.1) como sendo
y'=i ’1_x2 _y2 ,

que é a equagdo da esfera na forma semi explicita.

(6.4.2)

Para a nossa analise usaremos o intervalo [0,1] e consideraremos valor inicial
consistente y(0)=0. Veremos que a equagdo da esfera tem singularidade quando
x =+ 0.7975005D+00, também observaremos que o codigo DASSL passa por esta
singularidade o mesmo n3o ocorre com o codigo RADAUS.
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A solugdo obtida pelo DASSL, usando a parte positiva da equagdo (6.4.2), isto é,
y'=4y1-x2-3»*, com ATOL=RTOL =1.0D~6 encontra-se na Tabela 6.4.1,

x y
0.00 0.0000000000E+00
0.10 0.9983347389E-01
0.20 0.1986698677E+00
0.30 0.2955219490E+00
0.40 0.3894216083E+00
0.50 0.4794299565E+00
0.60 0.5646476071E+00
0.70 0.6442235985E+00
0.80 0.7173620816E+00
0.90 0.7833323466E+00
1.00 0.8414759471E+00

Tabela 6.4.1: Equagio da Esfera usando o
DASSL

cujas estatisticas do resultado do método sdo:

1327 avaliagGes da fungio;
677 avaliagbes da jacobiana,
1011 passos computados, sendo que 10 foram rejeitados.

A solugio obtida pelo DASSL, usando equagdo implicita (6.4.1), com
ATOL = RTOL = 1.0D - 6 encontra-se na Tabela 6.4.2,

x y
0.00 0.0000000000E-+00
0.10 0.9983347389E-01
0.20 0.1986698593E+00
0.30 0.2955218577E+00
0.40 0.3894212026E+00
0.50 0.4794295539E+00
0.60 0.5646474364E+00
0.70 0.6442231276E+00
0.80 0.7173610736E+00
0.90 0.7833314321E+00
1.00 0.8414749838E+00

Tabela 6.4.2: Equagdo da Esfera usando o
DASSL
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cujas estatisticas do resultado do método sdo:

1185 avaliagbes da fungio;
677 avaliagGes da jacobiana,
1009 passos computados, e nenhum passo rejeitado.

A solugdo obtida pelo RADAUS, usando a parte positiva da equagio (6.4.2), com
ATOL = RTOL = 1.0D - 6 encontra-se na Tabela 6.4.3,

X y

0.00 0.0000000000E+00
0.10 0.9966642867E-01

0.20 0.1973223552E+00
0.30 0.2909126948E+00
0.40 0.3782748086E+00
0.50 - 0.4570282005E+00
0.60 0.5243338768E+00
0.70 0.5762208042E+00

Tabela 6.4.3: Equagdo da Esfera usando o
RADAUS '

cujas estatisticas do resultado do método s@o:

474 avaliages da fungio;
42 avaliagdes da jacobiana;
114 passos computados, sendo que 65 foram aceitos e 48 rejeitados;
87 decomposigdes LU foram calculadas,, ou seja, quantidade de vezes que o
sistema linear € resolvido;
136 substituigdes para frente e para tras de ambos sistemas dados por L e U.

Como comentamos, no inicio desta se¢io, o codigo RADAUS para quando
x = 0.7975005D+00 e h= 0.3455723D-15.
6.5 Equacdo Teste

Seja a EAD linear de indice zero

Para a nossa analise usaremos o intervalo [-10,10] com A = 50 e consideraremos valor
inicial consistente y(0)=1.

Neste exemplo, vericaremos a estabilidade dos métodos.
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A solugdo obtida pelo DASSL com ATOL =RTOL=10D-6 encontra-se na

Tabela 6.5.1,
X y Erro

-10.00 | -0.1860210341E-16 | 0.2610976758E+200

-8.00 | -0.2570236933E-16 | 0.1342041424E+158

-6.00 | -0.2365326141E-14 | 0.4594471877E+116

-4.00 | -0.1319363747E-13 | 0.9533687826E+73

-2.00 | -0.4420550209E-11 | 0.1188295646E+33
0.00 | 1.0000000000E+01 | 0.0000000000E+00
2.00 | 0.2689010223E+44 | 0.3322328557E-03
4.00 | 0.7230807133E+87 | 0.6688877475E-03
6.00 | 0.1944379863+131 | 0.1005684491E-02
8.00 | 0.5228479980+174 | 0.1342589501E-02
10.00 | 0.1405949675+218 | 0.1679588226E-02

Tabela 6.5.1: Equagio Teste usando o DASSL

cujas estatisticas do resultado do método s@o:

58279 avaliagOes da fungdo;
879 avaliagGes da jacobiana,

55741 passos computados, sendo que 140 foram rejeitados;
A solugdo obtida pelo RADAUS com ATOL=RTOL=10D-6 encontra-se na
Tabela 6.5.2,
X y Erro
-10.00 | 0.4747760941E-14 | 0.6663920309E+203
~ 8.00 | -0.4903333626E-13 0.2560260791E+161
- 6.00 | 0.4055127546E-14 | 0.7876786782E+116
-4.00 | 0.2045322112E-11 0.1477944393E+76
-2.00 | -0.4479671822E-11 | 0.1204188262E+33
0.00 | 0.1000000000E+01 0.0000000000E+00
2.00 | 0.2688117384E+44 0.9001393152E-07
4.00 | 0.7225975277E+87 | 0.2088606472E-06
6.00 | 0.1942427112+131 0.3691675860E-06
8.00 | 0.5221472676+174 0.5720042493E-06
10.00 { 0.1403593230+218 | 0.7212839936E-06

Tabela 6.5.2: Equagdo Teste usando o RADAUS
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cujas estatisticas do resultado do método séo:

22042 avaliagdes da fungdo;
2 avaliagdes da jacobiana,
5038 passos computados, sendo que 5038 foram aceitos e nenhum rejeitado;
69 decomposigdes LU foram calculadas,, ou seja, quantidade de vezes que o
sistema linear € resolvido;
5668 substituigdes para frente e para tras de ambos sistemas dados por L e U.
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Neste trabalho estudamos EAD, apenas, de indices zero ou um. O motivo disto é
que queriamos fazer comparagdes com os resultados dos métodos BDF e RKI usando os
codigos DASSL e RADAUS, respectivamente.

Os métodos de passos multiplos, em particular o método BDF, aplicados em EAD
semi explicita de indice um s3o estaveis e convergentes para EAD com a mesma ordem de
convergéncia de uma EDO.

Muitas vezes os métodos de Runge-Kutta Implicito ndo alcangam a mesma ordem
de exatidio em EAD como o fazem em EDO.

Vimos que o os codigos DASSL e RADAUS podem ser aplicados para resolver
sistemas de EAD de indices zero ou um. Ambos os codigos resolvem os sistemas ndo
lineares usando o método de Newton com algumas modificagGes.

Ao fazermos a anilise dos resultados dos exemplos apresentados no Capitulo 6
observamos que:

i) O codigo DASSL resolve sistemas de EAD tanto na forma semi explicita quanto
na forma implicita, 0 mesmo ndo ocorre com 0 RADAUS, que resolve apenas sistemas de
EAD na forma semi explicita; :

ii) O DASSL apresenta melhores resultados quando usamos a EAD na forma
implicita, como pode ser visto na equagdo da esfera. Também, pode ser observado que o
custo na forma implicita € menor;

iif) No caso da equagdo da esfera, o codigo RADAUS ¢ muito mais estavel perto da
singularidade, enquanto que o DASSL passa por esta singularidade.

Ao rodarmos os exemplos numéricos vimos que o cddigo RADAUS exige muito
‘mais informagdes, sobre a EAD, que o DASSL, tornando assim o c6digo mais estavel, em
compensagdo ndo é necessaria tantas informagdes para utilizar o codigo DASSL, facilitando
o trabalho do usuario.
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Os codigos em discussdo podem ser calculados usando o seguinte processo:
e o proprio codigo calcula as derivadas parciais,
e o usuario fornece as derivadas parciais,
em ambos os casos foi observado que ndo ha diferengas significativas do resultado.

Para os exemplos apresentados no Capitulo 6 podemos observar que o custo do
método BDF em relagdo ao método de Runge-Kutta é mais alto.
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