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Resumo

O Modelo de Misturas ICA foi originalmente proposto para realizar a classificacao
ndo supervisionada de dados modelados como uma mistura de classes descritas
por combinagdes lineares de densidades independentes nao Gaussianas. Uma vez
que o algoritmo de aprendizagem original é baseado em uma técnica de otimizacao
de gradiente, notou-se que o seu desempenho € afetado, entre outros fatores, por
algumas limitagOes associadas a esse tipo de abordagem.

Neste trabalho, melhorias relativas a aspectos de implementagao e modelagem sao
incorporadas ao Modelo de Misturas ICA, com o objetivo de atingir melhores re-
sultados de classificacdo. Nesse sentido, algumas modifica¢oes nas regras de apren-
dizado e modelagem do sistema sdo propostas, baseando-se em uma abordagem
para maximizagdo da informagdo transferida em uma rede neural de entradas nao

lineares. '
Além disso, o método de otimizagdo de Levenberg-Marquardt, que utiliza a in-
formacgao da segunda derivada da fungdo objetivo, é incorporada ao algoritmo de
aprendizagem para garantir e melhorar a convergéncia do modelo. Resultados com-
parativos experimentais obtidos pelo modelo aperfeicoado e pelo original sdo apre-
sentados para mostrar que as modificagoes propostas podem melhorar significa-
tivamente o desempenho da classificagdo, considerando dados simulados (gerados
aleatoriamente) e o bem conhecido conjunto de dados Iris. Para avaliar o desem-
penho dos modelos em uma aplicagdo de processamento de imagens, resultados de
segmentacio, envolvendo imagens de diferentes dominios também sdo apresentados.

Palavras-Chave: Analise de Componentes Independentes, Métodos de Otimizagao,
Classificagio Nao Supervisionada, Modelos de Misturas, Segmentagao de Imagens.
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1 Introducao

Classificacao e agrupamento de padrdes sdo problemas encontrados com frequéncia
em véarios campos da ciéncia, como biologia, medicina, visdo computacional e inteligéncia
artificial (Jain, Duin, and Mao 2000). Um problema de classificacdo de padrées pode
ser resolvido computacionalmente por algoritmos supervisionados ou nao supervisionados
(Watanabe 1985). Em uma classificagdo supervisionada, cada padrao do conjunto de
dados é identificado como sendo um membro de uma classe predefinida. Ja um algoritmo
de classificacao nao supervisionado associa cada padrao a uma classe baseando-se somente
em estatisticas, sem nenhum conhecimento sobre as classes de treinamento.

Uma abordagem para classificacdo ndo supervisionada é baseada em modelos de mis-
turas (ver, por exemplo, (Duda and Hart 1973; Bishop 1994)), nos quais a distribuigdo dos
dados é modelada como uma soma ponderada de densidades condicionais. Por exemplo,
no caso de um modelo de misturas Gaussianas (também chamadas de normais), assume-se
que os dados em cada classe tém uma distribuicdo Gaussiana multivariada. Entretanto,
essa suposicao implica que o modelo de misturas Gaussianas explora somente estatisticas
de segunda ordem (médias e covaridncias) dos dados observados para estimar as densida-
des a posteriori.

Nos tltimos anos, a técnica da Andlise de Componentes Independentes (ICA)* tem
sido bastante aplicada em varias dreas da ciéncia, devido ao fato de que esse método ex-
plora estatisticas de ordem mais altas em um conjunto de dados (Hyvérinen, Karhunen,
and Oja 2001), (Comon 1994), (Bell and Sejnowski 1995). De fato, a técnica ICA é uma
generalizacdo da Anédlise de Componentes Principais (PCA)? (ver, por exemplo (John-
son and Wichern 1998), (Manly 1986) e (Oliveira 1997)), uma vez que o método ICA
transforma linearmente as varidveis originais em componentes independentes, ao invés de
somente nao correlacionadas, como no caso da PCA. 3

Varidveis aleatérias v, ys,. . ., yn Sa0 consideradas independentes se a informacéao re-
ferente ao valor de y; nao fornece nenhuma informagao sobre os valores de y;, para @ # j.
O conceito de independéncia pode ser definido por meio de densidades de probabilidade.
Denotando por p(y1, ¥, - - ., ¥») & fungdo de densidade de probabilidade (fpd) conjunta de
y; ¢ por p;(y;) a fdp marginal de y;, isto é, a fdp individual de y;, nao interessando os
valores das demais varidveis aleatdrias, pode-se dizer que as varidveis y; sio independentes
se, e somente se, a fdp conjunta for fatordavel da seguinte forma:

Py, Y2, -, ¥n) = P1(t1) P2(¥2) - - Pa(Yn). (1)

O Modelo de Misturas ICA (ICAMM)* foi proposto por Lee e colaboradores em (Lee;
Lewicki, and Sejnowski 2000), com o objetivo de superar uma limitacio da técnica ICA,

1do original, em inglés, Independent Component Analysis.

2do original, em inglés, Principal Component Analysis. i

3Recomenda-se que o leitor tenha algum conhecimento da técnica PCA para que possa melhor com-
preender o conteido deste trabalho.

4do original, em inglés, ICA Mixture Model.



que consiste na suposigdo de que as fontes geradoras dos dados sao independentes. Em tal
abordagem, essa suposigao foi relaxada utilizando-se o conceito de modelo de misturas.

Cada, classe no ICAMM é descrita por uma combinagao linear de fontes independen-
tes com densidades ndo Gaussianas. O algoritmo encontra as componentes independentes
e a matriz de bases para cada classe utilizando o algoritmo de aprendizagem infomax
estendido (Lee, Girolami, and Sejnowski 1999) e também calcula a probabilidade de per-
tinéncia de classe para cada padrao do conjunto de dados. As regras de aprendizado para
o ICAMM foram derivadas utilizando o método de otimizacao do gradiente ascendente
para maximizar a funcao de log-verossimilhanca dos dados.

Apesar de algumas caracteristicas promissoras do ICAMM terem sido reportadas em
(Lee, Lewicki, and Sejnowski 2000), no presente trabalho, apesar das intimeras tentati-
vas, nao foi obtido sucesso na reprodugao dos resultados experimentais obtidos por Lee e
colaboradores. Ao invés do bom desempenho de classificagdo do método, relatado no tra-
balho original, foram observados em experimentos com dados simulados e com o conjunto
de dados de flores Iris, uma convergéncia muito lenta e resultados de classificacio insa-
tisfatérios. Em dois artigos encontrados na literatura (Ridder, Kittler, and Duin 2000),
(Shah, Arora, Robila, and Varshney 2002), o ICAMM também foi aplicado sem grandes
resultados. Em (Ridder, Kittler, and Duin 2000), o ICAMM teve um bom desempenho
para dados 2-D simulados, porém a vantagem de utilizar o método para segmentar ima-
gens nao foi provada conclusivamente. Em (Shah, Arora, Robila, and Varshney 2002),
algumas técnicas de extragao de caracteristicas foram consideradas como etapas de pré-
processamento para reduzir a dimensionalidade dos dados, tentando, assim, aumentar
a eficiéncia do ICAMM. Apesar das precisdes médias de classificagdo obtidas por essa
abordagem terem sido maiores do que aquelas obtidas pelo método k-médias (MacQueen
1967), os autores encontraram algumas limitagoes e suposi¢bes que comprometem o uso
do ICAMM em classificacao de dados de sensoreamento remoto.

Com o objetivo de melhorar o desempenho do ICAMM, o presente trabalho introduz
o Modelo de Misturas ICA Aperfeicoado (EICAMM)3, que implementa algumas modi-
ficagoes no ICAMM originalmente proposto. Assim como no ICAMM original, algumas
modificagbes também sao baseadas na abordagem de maximiza¢do de informagio para
separagao cega de fontes e deconvolugdo cega de fontes, proposta por Bell e Sejnowski
em (Bell and Sejnowski 1995). Nesse trabalho, foi introduzido um novo algoritmo auto-
organizante que maximiza a informacao transferida em uma rede de unidades n&o lineares.
As nao linearidades na fungao de transferéncia sao capazes de captar momentos de ordem
mais altas (Hyvérinen, Karhunen, and Oja 2001) das distribuicdes de entrada e realizar
redugao de redundancia entre as unidades na representacao de saida.

Um dos problemas associados ao ICAMM estd relacionado ao fato que o seu algo-
ritmo de aprendizagem é baseado em uma técnica de otimizagao de gradiente. Portanto,
foi observado que o desempenho do método é afetado, entre outros fatores, por algumas
limitagdes conhecidas associadas a esse tipo de abordagem. A técnica do gradiente ascen-
dente (ou descendente) tornou-se famosa na literatura como um método padrao para trei-
namento em redes neurais (Masters 1995). O uso difundido dessa técnica estd relacionado
principalmente a sua propriedade mais importante: pode ser provado matematicamente

Sdo original, em inglés, Enhanced ICA Mixture Model.



que esse algoritmo sempre ird convergir para um minimo local da funcao objetivo, apesar
de um grande nimero de iteragdes ser frequentemente necessario. Além disso, um outro
problema importante a ser resolvido € que nao existe garantia que o método nao ficard
preso a um minimo local.

Com o objetivo de amenizar este problema, algumas melhorias foram adicionadas
a0 ICAMM original por meio da incorporagao de algumas caracteristicas de métodos
de otimizacao nao linear. Nesse sentido, o método de Levenberg-Marquardt (ver, por
exemplo, (Masters 1995)) foi incorporado ao algoritmo de aprendizagem para garantir e
melhorar a convergéncia do modelo.

Para mostrar a eficiéncia do modelo proposto, um estudo comparativo apresentado
neste trabalho discute os resultados obtidos pelos modelos EICAMM e ICAMM. A par-
tir dessa discussao, pode-se notar que as modificagoes propostas neste trabalho podem
melhorar significativamente o desempenho de classificagdo do método, considerando-se
conjuntos de dados simulados (gerados aleatoriamente) e o bem conhecido conjunto de
dados de flores Iris.

Este trabalho estd organizado como segue. Na Segdo 2, conceitos bésicos da técnica
ICA sao apresentados. O Modelo de Misturas ICA original é descrito na Segdo 3. Na
Secdo 4, o Modelo de Misturas ICA Aperfeigoado é apresentado. Os resultados experi-
mentais deste trabalho sao apresentados e discutidos na Secao 5. Finalmente, na Secdo
6, conclusoes e trabalhos futuros sao apresentados.

2 Analise de Componentes Independentes

Em contraste a transformagoes baseadas em medidas de correlagao, como a PCA, a
técnica ICA nao somente transforma os sinais em novos sinais ndo correlacionados entre si
(utilizando estatisticas de segunda ordem), mas também reduz dependéncias estatisticas
de mais altas ordens, na tentativa de tornar os sinais os mais independentes uns dos outros
quanto possivel.

2.1 Motivagao

Uma motivagdo bastante utilizada para ilustrar o funcionamento do método ICA é
considerar uma situacao na qual existem varios sinais emitidos por fontes ou objetos
fisicos diferentes (Hyvarinen, Karhunen, and Oja 2001). Tais fontes poderiam ser, por
exemplo, diferentes dreas do cérebro emitindo sinais elétricos; pessoas conversando em
um ambiente e emitindo, portanto, sinais de fala; ou telefones méveis emitindo ondas de
rddio. Deve-se assumir, ainda, que existem véarios sensores ou receptores. Esses sensores
estao em diferentes posicdes, de modo que cada sinal registrado é uma soma ponderada
(isto é, uma combinagao linear) dos diferentes sinais de fontes originais.

Como exemplo, pode-se imaginar a seguinte situagao: dois interlocutores estao conver-
sando em um ambiente no qual estdo instalados dois microfones em diferentes localizacoes.
Os microfones 1 e 2 fornecem sinais registrados em instantes de tempo e que poderiam ser

3



denotados por z;(t) e z2(t), respectivamente. Neste caso, z; ¢ z3 sao as amplitudes do
sinal e ¢ o instante de tempo. Cada um desses sinais registrados é uma soma ponderada
dos sinais de fala s;(t) e s3(t) emitidos pelos dois interlocutores. Dessa forma, os sinais
z1(t) e z2(t) podem ser expressos pelas seguintes equagoes lineares:

A (t) = ansl(t) + G]zSz(t) (2)
:L‘g(t) = a2181(t) -+ azzsz(t), » (3)

em que aij, a3, dg1 € Gzp SA0 alguns parametros que dependem das distancias entre
os microfones (sensores) e os interlocutores (fontes). Assume-se que esses parametros
sdo desconhecidos, uma vez que nao é possivel saber o valor de a;;(i,7 = 1,2), sem
conhecer todas as propriedades do sistema fisico, o que, em geral, é uma tarefa dificil.
O objetivo é, nesse caso, estimar os dois sinais originais s;(¢) e s»(t), usando somente os
sinals registrados z;(t) e z2(t). Esse problema especifico é referenciado na literatura como

problema do cocktail party, ou, de forma mais geral, problema da separagio cega de sinais
de fontes (BSS) °.

Figura 1: Exemplo de sinais originais.

Para ilustrar esse problema, pode-se considerar as formas de ondas das Figuras 1
e 2 (Hyvarinen, Karhunen, and Oja 2001), apesar destas nao corresponderem a sinais
realistas. Os sinais originais s;(t) e s2(t) poderiam se apresentar como na Figura 1 e os
sinais misturados z; (t) e zz(t) poderiam ser como aqueles vistos na Figura 2. O problema
resume-se, entdo, a recuperar os dados da Figura 1 usando somente os dados presentes na
Figura 2.

©
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Figura 2: Exemplos de misturas de sinais observadas.

8do original, em inglés, Blind Source Separation.



Uma abordagem para solucionar esse problema seria utilizar alguma informagao sobre
as propriedades estatisticas dos sinais s;(t) para estimar os pardmetros a;;. No caso da
ICA, é suficiente assumir que s;(t) e sp(t), em qualquer instante t, sdo estatisticamente
independentes. Essa suposi¢cdo nao é realista em muitos casos, € ndo ¢ necessario que
seja exatamente verdadeira na pratica (Hyvérinen, Karhunen, and Oja 2001). A técnica
ICA pode ser utilizada para estimar os pardmetros a;;, baseando-se na informagao de
independéncia, o que permite separar os dois sinais de fontes originais si(t) e s2(t) a
partir de suas misturas z,(t) e z2(t). A Figura 3 (Hyvérinen, Karhunen, and Oja 2001)
fornece os dois sinais estimados pelo método ICA. Como pode ser visto, estes sinais estao
muito préximos dos sinais de fontes originais (a inversdo dos sinais nao é importante nesse
caso).

Figura 3: As estimativas dos sinais de fontes originais, calculadas usando somente os
sinais observados na Figura 2.

2.2 ICA em algumas aplicagoes reais

Uma aplicagao real importante da ICA diz respeito & anélise de registros de atividades
cerebrais, como por exemplo, registros dados por eletroencefalograma (EEG) e magne-
toencefalograma (MEG). Esses dados consistem em registros de potenciais elétricos ou
magnéticos medidos em diferentes localizagdes do escalpo 7 ou do cérebro. Neste caso,
pode-se assumir que os dados sao gerados pela mistura de componentes relativas a ati-
vidades cerebrais e musculares. Essa situagao é bem similar ao problema do cocktail
party: deseja-se encontrar as componentes originais da atividade cerebral, mas somente é
possivel observar as misturas de componentes. A ICA pode, entao, revelar informagoes
interessantes sobre a atividade cerebral, utilizando as componentes independentes encon-
tradas pelo método. Dentre vérios trabalhos relevantes envolvendo ICA e esse tipo de
aplicagdo, pode-se citar (Makeig, Jung, Bell, Ghahramani, and Sejnowski 1997), (Vigério,
Sareld, Jousmaki, Hamalainen, and Oja 2000) e (Jung, Makeig, McKeown, Bell, Lee, and
Sejnowski 2001).

Também nas ciéncias sociais, a ICA tem sido considerada uma ferramenta importante
para a descoberta de fatores independentes, por exemplo, em problemas de ecomometria
(Back and Weigend 1997), (Oja, Kiviluoto, and Malaroiu 2000).

Uma outra aplicagdo importante da ICA refere-se a utilizacdo desta técnica como
método para extracdo de caracteristicas relevantes em um conjunto de dados. As carac-

"Pele que cobre o topo da cabega humana



teristicas encontradas nesse tipo de aplicacao da ICA podem ser usadas para representar
imagens (Bell and Sejnowski 1997), (Hyvarinen, Oja, Hoyer, and Hurri 1998), (Olshausen
and Field 1996), dados de dudio (Bell and Sejnowski 1996) e outros tipos de dados em
tarefas como compressdo e supressao de ruidos.

2.3 Definicao da Técnica ICA

Para definir rigorosamente a técnica ICA (Comon 1994), (Jutten and Herault 1991),
pode-se utilizar o modelo estatistico de varidveis latentes, que sdo varidveis que nao po-
dem ser diretamente observadas. Assume-se que sao observadas m varidveis aleatérias

T1,Ts,...,Z, modeladas como combinagoes lineares de n varidveis aleatdrias latentes
81,82, .., 8n:

T; = ;181 + aigS2 + ...+ QinSn, paratodoi=1,...,n, (4)
em que a;;,%,j = 1,...,n sao alguns coeficientes reais. Por definicdo, as varidveis s; sdo

estatisticamente mutuamente independentes.

O modelo ICA é, portanto, um modelo generativo, isto €, que descreve como os dados
sao gerados por um processo de mistura das varidveis s;, denominadas de componentes
independentes. Os tnicos termos observaveis no modelo ICA sao as varidveis aleatérias z;,
uma vez que as varidveis s; sao latentes e os coeficientes a;; sao desconhecidos. Portanto,
tanto as componentes independentes s; quanto os coeficientes Qj devem ser estimados
utilizando somente os valores observados das varidveis aleatérias x;.

O indice relativo ao instante de tempo ¢ foi omitido na Equacao(4), uma vez que, no
modelo ICA, assume-se que cada mistura x;, assim como cada componente independente
s;, s@o varidveis aleatdrias, deixando de ser consideradas como sinais em um determinado
instante de tempo.

Utilizando a notagao vetorial, denota-se por x o vetor aleatério cujos elementos sao as
combinacdes lineares x1, Za, . .., Zn, € por s o vetor aleatorio com os elementos sy, g, .. ., 8,
e por A a matriz com os coeficientes a; ;. Nesse caso, convenciona-se que todos os vetores
do modelo sdo vetores-coluna; portanto xT, o vetor transposto de x, é um vetor-linha.

Dessa forma, na notagao vetorial, o modelo ICA pode ser escrito como:

x = As (5)

ou, de forma equivalente,

X = Zn: a;s; (6)
=1

em que os vetores a; sao as colunas da matriz A.



No decorrer deste trabalho, assume-se que o nimero de vetores observados é igual ao
numero de sinajs de fontes, embora em varias aplicagoes seja mais realistico assumir que
esses nimeros sejam diferentes (ver, por exemplo, (Olshausen and Field 1997), (Lewicki
and Sejnowski 2000)).

2.4 Suposicoes e Restrigoes da ICA

Para assegurar que o modelo ICA bdsico apresentado na Sec¢ao(2.3) possa ser estimado,
algumas suposigdes e restrigoes, enumeradas a seguir, sao necessarias.

1. Deve-se assumir que as componentes independentes s; sao estatisticamente inde-
pendentes. Esse principio é a base da ICA.

2. As componentes independentes devem apresentar distribuigoes ndo gaussianas.

Os cumulantes de alta ordem sdo iguais a zero para distribuicoes gaussianas, porém
informagdes de ordem mais alta sao essenciais para a estimagao do modelo ICA (ver
secoes 7.4 e 7.5 em (Hyvérinen, Karhunen, and Oja 2001)). Portanto, o procedi-
mento para a técnica ICA fica praticamente impossivel se as variaveis observadas
tiverem distribuicGes gaussianas.

Uma medida de nao normalidade frequentemente utilizada na estimagado ICA ¢ a
medida de kurtosis, dada pela seguinte equacao:

kurt(y) = E{y*} — 3, (7)

em que y é uma varidvel aleatéria. Uma variavel gaussiana apresenta um valor de
kurtosis igual a zero. Varidveis com kurtosis positivas possuem uma distribuicao
supergaussiana, como € o caso da distribuigdo de Laplace (ou dupla exponencial).
J4 um valor de kurtosis negativo implica em uma distribuigdo subgaussiana, como
no caso da distribuigdo uniforme. Exemplos dessas distribui¢gbes podem ser vistos
na Figura (4).

3. Para simplificar o modelo, pode-se assumir que a matriz de coeficientes A é qua-
drada.

Em outras palavras, o nimero de componentes independentes € igual ao nimero de
varidveis observadas. Embora, em alguns casos, essa suposi¢ao possa ser relaxada
(ver, por exemplo, (Olshausen and Field 1997), (Lewicki and Sejnowski 2000)), é
muito importante considera-la, uma vez que a mesma simplifica bastante o modelo.
Partindo dessa suposigao, e também assumindo que A é inversivel, depois de es-
timar a matriz A, é possivel computar a sua inversa, W, e obter as componentes
independentes por meio de:

s = Wx. (8)

Dessa forma, também deve-se assumir que a matriz de coeficientes A é inversivel.



Figura 4: Exemplos de fungdes de densidade de probabilidade supergaussianas e subgaus-
sianas. Linha sélida: densidade Laplaciana. Linha tracejada: densidade moderadamente
supergaussiana. Linha pontilhada-tracejada: densidade fortemente supergaussiana. Li-
nha pontilhada: densidade gaussiana.

4. Sem perda de generalidade, pode-se assumir que as varidveis observadas e as com-
ponentes independentes possuem média igual a zero. Essa suposicao ¢ feita pois
simplifica bastante a teoria e os algoritmos derivados da técnica ICA.

Se essa suposicao nao for verdadeira, pode-se proceder com uma etapa de pré-
processamento para ICA, na qual as varidveis observadas sdo subtraidas da sua
média amostral. Isso significa que as varidveis originais, denotadas aqui por x’
podem ser pré-processadas utilizando-se a seguinte equagao:

x =x' — E{x'}, (9)

onde E{.} denota o operador de esperanga matematica. Dessa forma, as compo-
nentes independentes também terao média zero, uma vez que:

E{s} = A" E{x}. (10)

2.5 Ambiguidades do modelo ICA

Analisando o modelo ICA formulado na Equagdo (5), pode-se notar que as seguintes
ambiguidades ou indeterminéncias precisam ser consideradas:

1. Nao é possivel determinar as varidncias das componentes independentes.

A razéo para essa afirmagcao reside no fato que, uma vez que s e A sao desconhecidos,
qualquer multiplicador escalar «; aplicado a uma das fontes s; pode ser cancelado
dividindo-se a coluna correspondente a; de A pelo mesmo escalar:

x = 3(-a)(si00). (11)
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Procedendo dessa forma, as magnitudes das componentes independentes podem ser
facilmente restauradas. Felizmente, essa ambiguidade € insignificante na maioria
das aplicagoes.

2. Nao é possivel determinar a ordem das componentes independentes, tal como acon-
tece na técnica PCA, na qual...

Novamente devido ao fato de que s e A sdo desconhecidos, a ordem dos termos da
somatdria na Equacao (6) pode mudar livremente, considerando qualquer uma das
componentes independentes como sendo a primeira.

2.6 Decorrelagao, Branqueamento e Independéncia

Dadas algumas varidveis aleatérias, é possivel utilizar métodos lineares para trans-
formd-las em varidveis nao correlacionadas. Um processo utilizado para esse fim é deno-
minado de branqueamento (whitening) e pode ser implementado utilizando-se a técnica
PCA. Nessa se¢ao, é explicado porque métodos de decorrelagio de varidveis, como a PCA,
nao podem ser utilizados para encontrar as componentes independentes em um conjunto
de dados.

Néao correlagdo pode ser considerada como uma forma mais fraca de independéncia.
Duas varidveis aleatdrias y; e y, sdo ditas nao correlacionadas se a covaridncia entre estas
varidveis for igual a zero:

cov(y1,y2) = E{p132} — E{u1} E{y2} = 0. (12)

Assumindo que as variaveis aleatérias y; e y2 tém média zero, a covaridncia entre estas é
igual & correlacao corr(yy,y2) = E{y1y2}. Dessa forma, duas varidveis sao consideradas
nao correlacionadas se a correlagdo entre estas for igual a zero.

Se duas varidveis aleatorias forem independentes, estas também serdo nao correlacio-
nadas. Isso acontece devido a uma propriedade importante de independéncia estatistica
que estabelece que se y; e y» sdo independentes, entdo, para quaisquer duas fungées h; e
hs, tem-se que:

E{hi(y1)h2(v2)} = E{hl(yl)}E{hz(y2)}~ (13)

Dessa forma, tomando-se hi(y1) = y1 € ha(y2) = Yo, pode-se notar que independéncia
implica em correlagao, uma vez que, para essas escolhas de h; e hg, a condigdo apresentada
na Equagdo(12) é satisfeita. Como exemplo, pode-se assumir que o par (y;,73), com
valores discretos para as varidveis aleatérias, segue uma distribuigao de probabilidade na
qual as observagoes (0,1), (0,—1), (1,0) e (—1,0) ocorrem com probabilidades iguais a
1/4. Nesse caso,

E{yiya} =0 e E{wm}E{y:} =0,



Portanto, observando a condicao apresentada na Equagao(12) pode-se concluir que y; e
Y2 sdo nao correlacionados. Por outro lado, nao correlagao nao implica em independéncia,
pois considerando h(y;) = y? e ha(y2) = y3, tem-se que:

E{yly3} =0 e E{yi}E{y}} =1/4,
o que viola a propriedade de independéncia, apresentada na Equagao(13).

Uma propriedade um pouco mais forte que a néo correlacao é a propriedade de bran-
queamento. Um vetor aleatério com média zero, y, é branquecado se seus componentes
sao nao correlacionados e possuem variancias iguais a um. Em outras palavras, a matriz
de covariancia (assim como a matriz de correlagdo) de y é igual & matriz identidade:

E{yy"} =1 (14)

Consequentemente, o processo de branqueamento corresponde a transformar linearmente
o vetor de dados observados x, multiplicando-o por alguma matriz V:

z = VX, (15)

de modo a obter um novo vetor z que satisfaca a Equagao (15).

Uma vez que a operagao de branqueamento consiste essencialmente em uma operacao
de decorrelagdo seguida de uma mudancga de escala, a técnica PCA pode ser usada para
esse proposito.

Seja E = (e;...e,) a matriz cujas colunas sao os autovetores com norma unitdria
da matriz de covaridncia C, = E{xxT}. Esses autovetores podem ser computados a
partir de uma amostra dos vetores x por meio de métodos estatisticos cldssicos (ver, por
exemplo, (Johnson and Wichern 1998)), ou utilizando algum algoritmo de aprendizagem
para PCA (ver, por exemplo, (Diamantaras and Kung 1996) e (Oliveira 1997)).

Seja D = diag(d; ...d,) a matriz diagonal com os autovalores de C. Entdo uma
transformagéo linear de branqueamento pode ser dada por:

V =D V?E", (16)

uma vez que os elementos de D correspondem as varidncias das componentes originais x
e os vetores de E fornecem as bases para o novo subespago no qual as componentes sao
nao correlacionadas.

Além do operador linear V da Equacdo(16), qualquer matriz UV, com U sendo uma
matriz ortogonal, também é uma matriz de branquemento. Uma instancia importante de
UV é a matriz ED™Y/2ET, que foi obtida multiplicando-se a matriz V da Equacao(16),
pela esquerda, pela matriz ortogonal E. A matllz resultante dessa operagao é a matriz
inversa da raiz quadrada de Cy, denotada por Ccx , 0 que simplifica os cdlculos envolvidos
no processo de branqueamento.
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3 Abordagem ICA baseada na Teoria da Informacao

Nos trabalhos pioneiros sobre componentes independentes, o estudo da separacéo de
sinais de fontes misturados e observados em um vetor de sinais de sensores era conside-
rado um problema cldssico de processamento de sinais de dificil solugdo. Num trabalho
importante de separagao cega de fontes (BSS), Herault e Jutten (Herault and Jutten
1986) introduziram um algoritmo adaptativo em uma arquitetura simples, com feedback,
capaz de separar varias fontes independentes desconhecidas. Essa abordagem foi posteri-
ormente pesquisada por Jutten e Herault (Jutten and Herault 1991), Karhunen e Jout-
sensalo (Karhunen and Joutsensalo 1994) e Cichocki et al. (Cichocki, Unbehauen, and
Rummert 1994). Comon (Comon 1994) introduziu o conceito de Andlise de Componentes
Independentes e propos fungoes de custo relacionadas a aproximagao da minimizacao da
informagao mitua entre os sensores.

Em paralelo aos estudos envolvendo o problema de BBS, regras de aprendizado nao
supervisionado baseadas na teoria da informagdo foram propostas por Linsker (Linsker
1992). A meta era maximizar a informagdo mitua entre as entradas e saidas de uma
rede neural. Essa abordagem estd relacionada ao principio da redugao de redundincia
sugerido por Barlow (Barlow 1961) como uma estratégia para codificagio em neurdnios.
De acordo com esse principio, cada neur6nio deveria codificar caracteristicas que fossem
tdo estatisticamente independentes dos outros neurdnios quanto possivel, considerando
um determinado conjunto de entradas. Roth e Baram (Roth and Baram 1996) e Bell e
Sejnowski (Bell and Sejnowski 1995) derivaram, independentemente, regras de aprendi-
zado por gradiente estocasticas para essa maximizagao e aplicaram-nas, respectivamente,
a previsdo e andlise de séries temporais e a separagao cega de fontes. Bell e Sejnowski
(Bell and Sejnowski 1995) incorporaram o problema BBS a um arcabougo de teoria da
informagéao e demonstraram a eficiéncia do modelo para a separagao de fontes misturadas.
Seus métodos sdo mais plausiveis a partir de uma perspectiva de processamento neural
do que as fungdes de custo baseadas em cumulantes proposta por Comon (Comon 1994).
Um método adaptativo para BBS, similar a esse trabalho de Comon, foi proposto por
Cardoso e Laheld (Cardoso 1998).

Outros algoritmos para realizar ICA foram propostos a partir de diferentes pontos de
vista. Abordagens de Estimagdo por Mdxima Verossimilhanca (MLE)® para ICA foram
inicialmente propostos por Gaeta e Lacoume (Gaeta and Lacoume 1990) e elaborados
por Pearlmutter e Parra (Pearlmutter and Parra 1996). Algoritmos de PCA néo linear,
que foram desenvolvidos por Karhunen e Joutsensalo (Karhunen and Joutsensalo 1994),
Xu (Xu 1993) e Oja (Oja 1997), também podem ser vistos a partir do principio de ma-
ximizagdo da informagao (também chamado de infomaz), uma vez que estes algoritmos
aproximadamente minimizam a informacao mitua nas saidas da rede.

A seguir, serd demonstrado como uma abordagem para ICA pode ser formulada em
um arcabouco para o problema de separacdo de fontes, baseando-se em conceitos da teoria
da informacao.

8o original, em inglés, Maximum Likelihood Estimation.
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3.1 Formulagao do problema ICA utilizando conceitos de teoria
de informacao

Inicialmente, assume-se que existe um vetor M-dimensional com média zero s(t) =
[s1(2), ..., sm(t)]T, cujos componentes sdo mutuamente independentes. O vetor s(t) cor-
responde aos M sinais de fontes independentes s;(t) com valores escalares. Dessa forma,
pode-se escrever a fdp multivariada do vetor s(t) como o produto das distribuicdes mar-
ginais independentes:

pls(®) = [[pi(s:(®). (17)

Um vetor de dados x(t) = [z1(t), ..., zn(t)]T é observado a cada instante de tempo t,
tal que:

x(t) = As(t), (18)

onde A é uma matriz escalar N x M. Como as componentes x; dos vetores observados nao
séo consideradas como sendo independentes, a fdp multivariada p(x) nao ir4 satisfazer
a igualdade de produto na Equagio (17). A informagdo mitua /(x) do vetor observado
é dada pela medida de divergéncia D(.||.) de Kullback-Leibler (KL) entre a densidade
multivariada p(x) e a densidade escrita na forma de produto:

M p(x
Hpi(:ci)) = /p(x) log —HNP—()(:—L',-—)dX' (19)

I =D 'Y
) (p< ) e

A informacao mitua é sempre positiva e é igual a zero somente quando as componentes z;
sao independentes (Cover and Thomas 1991). Portanto, nessa abordagem, a informagao
mutua dos dados observados é utilizada como uma medida de dependéncia a ser minimi-
zada.

A meta da ICA é encontrar uma transformagao linear W dos sinais de sensores de-
pendentes x que torne as saidas u tao independentes quanto possivel:

Uy = Wxt = WASt, (20)

onde u é uma estimativa das fontes originais. As fontes sao recuperadas de forma exata
quando W ¢ a inversa de A. Todavia, existem ambiguidades nesse problema (ver Segao
(2.5)) e a matriz A~ geralmente ndo pode ser determinada na sua forma exata. O que
pode ser feito é estimar uma versao rescalonada e permutada dos M sinais de fontes, uma
vez que nao é possivel conhecer a magnitude e a ordem desses sinais.

Para a estimacdo da matriz W pela abordagem infomax, além das suposigbes e res-
tricoes da ICA apresentadas na Segdo(2.4), deve-se supor a auséncia de ruidos de sensores,
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ou no maximo a existéncia de sinais com poucos ruidos aditivos. Essa suposi¢ao é ne-
cessaria para satisfazer a condicdo de maximizacdo de informagao, que estabelece que a
informagao mitua entre as saidas somente é minimizada no caso de pouco ruido (Linsker
1992), (Nadal and Parga 1994).

3.2 Abordagem Infomax para ICA

Considerando um processador neural com entradas x e saidas y, Nadal e Parga (Na-
dal and Parga 1994) mostraram que a maximizagao da transferéncia de informagao em
uma rede neural nao linear minimiza a informacdo mitua entre as saidas quando a oti-
mizacao é aplicada aos pesos sindpticos W e & fungdo de transferéncia néo linear g(u).
Roth e Baram (Roth and Baram 1996) e Bell e Sejnowski (Bell and Sejnowski 1995)
derivaram, independentemente, regras de aprendizado por gradiente para resolver esse
problema de maximizagao, e aplicaram-nas, respectivamente, para previsao e andlise de
séries temporais e separagao cega de fontes. Bell e Sejnowski (Bell and Sejnowski 1995)
propuseram um algoritmo de aprendizado simples para uma rede neural feedforward que
separa cegamente misturas lineares x de fontes independentes s, utilizando o principio de
maximizacao de informagao. Eles mostraram que maximizar a entropia conjunta H(y) da
saida de um processador neural pode aproximadamente minimizar a informacao mutua
entre as componentes de saida y; = g(u;), em que g(u;) é uma néo linearidade monotonica
inversivel, ¥ sendo u = Wx.

A entropia conjunta das saidas de uma rede neural é dada por:

H(yl,. . ,yN) = H(yl) + ... +H(yN) - I(yl,...,yN), (21)
onde H(y;) sdo as entropias marginais das saidas e I(yy,...,yn) € a informacdo mitua
dessas safdas. Maximizar H(yi,...,yy) consiste, portanto, em maximizar as entropias

marginais e minimizar a informagao muitua I(y).

Esse problema ¢, ainda, equivalente & maximizar a informagado mitua I(y,x) que as
saidas y de uma rede neural possuem sobre as suas entradas x. Essa medida pode ser
definida como:

I(y,x) = H(y) — H(ylx), (22)

onde H(y|x) é a entropia da saida que ndo tenha advindo da entradas x. No caso de
auséncia de ruido (ou melhor, quando ndo se sabe o que é ruido e o que é sinal na
entrada), o mapeamento entre x e y é deterministico e H(y|x) possui um valor muito
pequeno, podendo, portanto, ser desprezado no processo de maximizagao.

As saidas y sao varidveis aleatérias de amplitude limitada e, portanto, as entropias
marginais H(y;) atingem seus valores mdximos quando as distribuicées de y; forem uni-
formes. Maximizar a entropia conjunta também ird diminuir I(y,,...,yy), uma vez que

%a fungdo g(u;) é monotdnica inversivel se esta possuir uma tnica fungio inversa g~ (u;).
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a informagdo mitua é sempre positiva. Para I(yi,...,yn) = 0, a entropia conjunta é a
soma das entropias marginais:

H(yy, - yn) = H(y) + ...+ H(yw). (23)
Dessa forma, o valor maximo para H(yi,...,yn) € atingido quando a informacdo mitua
entre as varidveis aleatérias v, . . ., yn for igual a zero e suas distribuigdes marginais forem

uniformes.

Nessa abordagem, os pesos sinapticos W sado determinados maximizando-se a entropia
conjunta em relagdo 8 W. Nesse caso, a derivada da Equagéo (21) em relagao & W pode ser
escrita em termos da divergéncia KL entre a distribui¢do uniforme multivariada, denotada
por p1(¥), e a estimativa da distribuigdo multivariada p(y):

0H(y) 0
oW "W("

D(p1(y)lip(y)))- (24)

No limite, quando a fungdo de transferéncia g(u;) e W sdo otimizados, a entropia conjunta
H(y) é méxima, e p(y) = p1(y), de modo que I(y) = 0. Se g(u;) for um mapeamento
inversivel de u; para y;, a divergéncia KL na Equagao(24) é igual a divergéncia KL entre
as estimativas da distribui¢do de fontes p(u) e da distribuigao das fontes verdadeiras p(s),

D(p1(y)llp(y)) = D(p(s)|lp(w)), (25)

uma vez que a divergéncia KL é invariante para qualquer transformagao inversivel.

Se a informagdo mutua entre as saidas for igual & zero, ou seja, I(y1,...,yy) =0, a in-
formacao mitua antes de aplicar a néo linearidade, I(u;, ..., uy), também deve ser igual
a zero. Isso ocorre porque a fungao néo linear g(u;) nao introduz quaisquer dependéncias.
Um resultado fundamental encontrado na literatura estabelece que, quando g(u;) é mo-
notonicamente crescente ou decrescente (isto é, possui uma nica fungdo inversa g7 (u;)),
a relacdo entre u; e y; é dada por (Papoulis 1991):

p( ) = P(Ui) _ p(ui)

Y OSTY (26)
du; a’u,i
Se y; apresentar uma distribui¢do uniforme, segue que:
0g(u;)
plu) = | 2502 | (27)
7

uma vez que, nesse caso, p(y;) atinge o seu valor maximo igual a 1.

Isso significa que u; é uma varidvel independente com uma distribuigdo que possui
aproximadamente a forma da derivada da nao linearidade, g. No caso da fungao logistica,
(ver Figura(5a)), a fdp apropriada possui a forma apresentada na Figura(5b). Bell e

14



Sejnowski (Bell and Sejnowski 1995) realizaram a separacao de misturas de varios sinais
de fala e musica utilizando a abordagem infomax com fungao de transferéncia logistica,
também chamada de funcao sigméide.

Fungédo Logistica

a) 1 T T Y v j///— T T

Q8

0.6

04f /
o2 4
0 i i ol i

Derivada da Fungio Logistica

b) 1 T T T T T —T LI
os} / \

entrada x

Figura 5: (a)A funcao 1oglstlca (y =1/(1 +exp(—zx))) e (b) sua derivada (g% =y(1-y)).

Uma arquitetura simples que pode realizar o mapeamento de X para y consiste em
uma rede neural feedforward com uma tnica camada e uma funcdo de ativacao de saida
ndo linear y; = g(u;). A escolha dessa nao linearidade é essencial para que a minimizagao
da informagao mitua realize a técnica ICA. Como proposto em (Bell and Sejnowski 1995)
e apresentado a seguir, as regras de aprendizado para ICA podem ser derivadas por meio
da maximizagao da entropia de saida H(y) de um processador neural.

3.2.1 Regras de Aprendizado ICA para uma Rede Neural com uma Entrada
e uma Saida

Quando uma tinica entrada z passa por uma funcdo de transferéncia g(x) para resultar
em uma variavel de saida y, a entropia da saida, H(y) é maximizada, alinhando-se as
partes de alta densidade da fdp de z com as partes de alta inclinagao da fungao g(z) (ver,
como ilustragdo, a Figura(5)).

Adaptando a Equacdo(26) para esse caso, tem-se que:




A entropia da saida é dada por:

H(y) = —E{lnp,(y)}. (29)

Substituindo a Equagao(28) na Equagao(29), tem-se que:

1) = B{n] 2|} - B{inp.(o)}. (30)

O segundo termo a direita da Equagdo(30) refere-se & entropia de z, podendo-se, portanto,
considerar que o mesmo nao ¢ afetado pelas alteragoes no parametro w que determinam
g(z). Dessa forma, para maximizar a entropia de y, por meio de mudancgas aplicadas &
w, € necessédrio concentrar-se apenas na maximizagao do primeiro termo da Equagao(30),
que corresponde ao valor esperado do logaritmo do quanto a entrada x afeta a saida y.
Isso pode ser realizado considerando-se um conjunto de treinamento de entradas z para
aproximar a densidade p,(z), e derivando-se uma regra de aprendizado por subida de

gradiente, da seguinte forma:
_(oy\'d [dy ‘
)-() w(3) @

= L U =wr+w 32
vy= 1+e—u’ - 0 ( )
Oy
= L = 1 _
30 y(1—y) (33)

e as regras de aprendizado derivadas a partir da férmula geral dada na Equagao(31) sao
as seguintes:

1
Aw x ” + z(1 — 2y) (34)
Awp ox 1 - 2y. (35)

As derivacoes completas para as regras nas Equacoes (34) e (35) podem ser encontradas
no Apéndice A.

A Figura(6) ilustra o efeito das regras para atualizagao de w e wy. Por exemplo, se
a fdp da entrada, p,(z) for gaussiana, a regra para wy ird alinhar a parte mais inclinada
da curva sigméide com o pico de p,(x), casando a densidade da entrada com a curva da
funcao y. Esse método para aproximar densidades foi inicialmente proposto em (Roth and
Baram 1996). A regra para w ird, dessa forma, escalonar a inclinagédo da curva sigmdide
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y =gx)

0x

Figura 6: Uma entrada z com densidade p,(z), nesse caso uma densidade normal, passa
por uma funcao nao linear g(x). Como resultado, a média da entrada, z, deve coincidir
com o termo wy e a variancia da entrada, o2, deve coincidir com a inclinagdo da funcao

g9(z).

para estimar a variancia de p,(z). Por exemplo, uma fdp apresentando uma forma estreita
iria resultar em uma sigmoéide de alta inclinagao.

Para a fungao tangente hiperbdlica,

y = tanh(u), u=wzx+ wg (36)
Oy
/o — a2
y=3,=1-v, (37)

obtém-se as seguintes regras de aprendizado:

Aw x 1 2zy (38)
w
Awy x —2y. (39)

As derivagbes completas para as regras nas Equagdes (38) e (39) podem ser encontradas
no Apéndice A. '

Pode-se observar que as regras para w, apresentadas nas Equagbes (34) e (38), pos-
suem um termo anti-Hebbiano, z(1 — 2y) (fungéo logistica) ou —2zy (fungio tangente
hiperbélica), e um termo anti-decaimento 1/w. Esse termo tem o papel de evitar duas
situagbes nas quais a saida y torna-se néo informativa: (i) quando os valores de y ficam
saturados em 0 ou 1 e (1) quando w é tao pequeno que o valor de y permanece por volta
de 0.5.

O efeito dessas regras é produzir uma distribuicdo de saida f,(y) que seja préxima
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a distribuicdo uniforme, que é a distribuicdo com entropia méxima para uma varidvel
limitada entre 0 e 1.

A seguir, sera mostrado como essa abordagem pode ser adequada a uma rede neural
artificial com entradas e saidas multidimensionais.

3.3 Regras de Aprendizado ICA para uma Rede Neural com N
Entradas e N Saidas

Considere uma rede neural com um vetor de entrada x € R" | isto é, x é N-dimensional,
uma matriz de pesos W, um vetor de ruido wy e um vetor de saidas y = g(Wx + wg) €
RY. De maneira andloga & Equagdo (28), é possivel relacionar py(x) com py(y) pelo
determinante da matriz Jacobiana J(x), da seguinte forma (Papoulis 1991):

_ Px(x)
py(y) = a7 (40)

onde |J| é o valor absoluto do determinante da matriz Jacobiana, dada pela seguinte
matriz de derivadas parciais:

9y ... On
oz, Oy,
J=1 s (41)
Oyn ., Ouyn
oz Ozn

A derivagdo das regras para a adaptagao de W e wy, neste caso, procede como no
caso para uma uma entrada e uma saida, visto anteriormente. No entanto, por estar
considerando vetores no espago R", ao invés de maximizar In |0y/dz|, deve-se maximizar
In|J|. Essa quantidade representa o logaritmo do volume de espago em y no qual os
pontos em x sdo mapeados. Maximizando-se essa quantidade, tenta-se espalhar de forma
uniforme, o conjunto de treinamento de pontos x em y.

Pode-se considerar, primeiramente, o caso de uma rede neural composta por unidades
com fungéo de ativacao sigmoéide, y = g(u), u = Wx+wy, com g sendo a fungio logistica
g(u) = (1 +e ™)t As regras de aprendizado derivadas para esse caso sdo similares as
das Equagoes (34) e (35):

AW [WT]—l + (1 = 2y)x* (42)
Awyx 1-—2y. (43)

No entanto, agora X, y, Wo e 1 sdo vetores € RY (1 é um vetor no qual todos os
elementos sdo iguais a 1), W é uma matriz e o termo anti-Hebbiano tornou-se um produto
interno entre dois vetores. O termo anti-decaimento foi generalizado para um termo anti-
redundédncia: a inversa da transposta da matriz de pesos. Para um peso individual, w;;,
essa regra equivale a:
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cof W5

_— i1 — 2y, 4
det W +x1(1 2yz)’ (4 )

Awij 0.8

onde cof w;j, o cofator de w;;, é obtido multiplicando-se (—1)"*7 pelo determinante da
matriz obtida removendo-se a i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz W.

A derivagdo completa para a regra em (42) pode ser encontrada no Apéndice A. Essa
regra tem o mesmo efeito da regra para w apresentada na Equacdo(34). A excegdo aqui
é que, ao invés do ponto instdvel da dinadmica da rede ser w = 0, qualquer matriz W
cujo determinante seja igual zero ird resultar em uma solugdo degenerada. Nesse caso,
para que a rede encontre uma solugao estavel, as diferentes unidades y; devem aprender
a representar aspectos diferentes das entradas. Portanto, quando os vetores de pesos
referentes a duas unidades de saida diferentes tornam-se muito parecidos, o determinante
de W torna-se pequeno e a dindmica natural do aprendizado faz com que esses dois
vetores de pesos divirjam entre si. Na regra apresentada na Equagdo(44), esse efeito é
atenuado pelo numerador, cof w;;. Quando esse cofator torna-se pequeno, pode haver
uma indicagdo de que existe uma degeneragdo na matriz de pesos do resto dessa camada
(ou seja, aqueles pesos que ndo estdo associados com a entrada z; ou com a saida y;),
mostrando que, nesse caso, qualquer degeneragao em W tem pouca relagdo com o peso
especifico w;; que estd sendo ajustado.

Para neur6nios cujas fungoes de transferéncia sejam a fungdo tangente hiperbdlica, as
seguintes regras de aprendizado sao derivadas:

AW [WT]_l — 2yxT (45)
Awg x  —2y. (46)

Generalizando as regras de aprendizado para W, apresentadas nas Equagoes (42) e
(45), para qualquer fungad de transferéncia ou ativacao g(u), chega-se & seguinte equagio:

AW o« [WT] ™ = p(u)x7, (47)

que é de fundamental importancia na derivagdo do modelo ICAMM, que serd apresentado
na Secao (4). De fato, essa mesma regra pode ser derivada a partir de outros pontos de
vista tedricos, tais como por meio das abordagens MLE (Pearlmutter and Parra 1996) e
maximizacdo da negentropia (Girolami and Fyfe 1997). Uma revisao dessas técnicas e as
relagoes entre estas podem ser encontradas em (Lee, Girolami, Bell, and Sejnowski 1998).

3.4 Equivaléncia entre Maximizagao de Informacgao e Estimacao
por Maxima Verossimilhanca

Como dito anteriormente, no modelo ICA, as observagoes x sao assumidas como sendo
geradas a partir de varidveis latentes s por meio de um mapeamento linear A. No caso
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da auséncia de ruido, pode-se usar um estimador paramétrico da densidade p(x;a) para
encontrar um vetor de pardmetros a que minimize a diferenca entre o modelo generativo
p(x; a) e a distribui¢do observada p(x). Os vetores a sdo considerados os vetores de bases
de A, de modo que p(x;a) é uma estimativa da densidade p(x) dos vetores observados. A
diferenga entre a estimativa da densidade e a densidade das obervagoes pode ser medida
pela divergéncia KL:

Dlpxsa)) = [ poyton Tax = ) — [ o) ogpxaldx,  (48)

)

onde p(x) é a fdp das observagdes x e p(x; a) é uma estimativa paramétrica da distribuigao
p(x). A divergéncia D(p(x)||p(x; a)) é zero somente quando a estimativa p(x; a) for igual
4 densidade das observagdes p(x). Pearlmutter e Parra (Pearlmutter and Parra 1996) e
Cardoso (Cardoso 1998) mostraram que as abordagens infomax e MLE sao equivalentes
para a ICA, como serd descrito brevemente aqui.

A verossimilhanca de que a amostra X = {zj,...,z7} seja geradas com uma distri-

buigao particular p(x;a) é:

T

p(X;a) = [ [ p(xi; ). (49)

i=1

Tomando-se o logaritmo da Equagao(49) e dividindo a mesma pelo niimero de observacaes,
resulta na log-verossimilhanga normalizada, dada pela seguinte equagao:

T
L(a) = 5= 3 logplx; a). (50)

Uma. vez que essa equagao corresponde a média amostral de log p(X; a), esta ird convergir,
pela lei dos grandes nimeros (ver, por exemplo, (DeGroot 1987)), para a sua esperanga
matematica: :

L(a) = /p(x) log p(x; a)dx. (51)

Fazendo p(x;a) = é}%’(‘f‘)lp(x), a equagdo anterior pode ser reescrita da seguinte forma:

L(a) = /p(x) log p(x)dx — /p(x) log ﬁf)(:;(;) dx (52)

H(x) — D(p(x), p(x[|a)). (53)

Uma vez que H(x) nao depende de W, maximizar a log-verossimilhanga corresponde a
minimizar a divergéncia KL entre a densidade das observagoes p(x) e a densidade estimada

p(x;a),
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0L(a) 0

o] — - D), ). (54

Dado que A é uma matriz inversivel e a divergéncia KL é invariante sob uma trans-
formacao inversivel, minimizar a divergéncia KL apresentada na Equacao(54) equivale a
minimizar a divergéncia entre a densidade das estimativas de fontes p(u) e a densidade
das fontes verdadeiras p(s):

o) 2 D(p(s)o(w). (55)

Dessa forma, as Equacoes (55) e (24) sdo equivalentes para o método ICA.

4 Modelo de Misturas ICA

Uma limitagdo da ICA é a suposi¢do de que as fontes sao independentes. Em (Lee,
Lewicki, and Sejnowski 2000), é apresentada uma abordagem para relaxar essa suposigao
utilizando modelos de misturas. Em um modelo de misturas (ver, por exemplo, (Duda
and Hart 1973)), os dados observados podem ser categorizados em vérias classes mutua-
mente exclusivas. Quando os dados em cada classe sdo modelados com uma distribuigao
gaussiana (normal) multivariada, o modelo é chamado de modelo de misturas gaussia-
nas. O conceito de modelo de misturas pode ser generalizado por meio da suposigio
de que os dados em cada classe sao gerados por uma combinagéo linear de fontes néo
gaussianas independentes, como no caso da ICA. Tal modelo é chamado de Modelo de
Misturas ICA (ICAMM). O algoritmo para a aprendizagem dos pardmetros desse mo-
delo utiliza o método de otimizagao gradiente ascendente para maximizar a funcio de
log-verossimilhanga dos dados.

No decorrer desta secao, assume-se que os dados N-dimensionais X = x,,..., X7 sao
gerados independentemente por um modelo de misturas de densidades (Duda and Hart
1973). A verossimilhanga dos dados é dada pela densidade conjunta:

p(X|©) = [[p(x:|®), (56)

sendo a log-verossimilhanga, portanto, dada pela seguinte equagao:

T
L= logp(x,|®). (57)

A densidade das misturas é dada por:
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K
p(x:|©) = > p(x:|Ck, 01)p(Ck), (58)
t=1

onde © = (6y,...,0x) sdo os parametros desconhecidos para cada p(x|Cy, 6x), chamadas
de densidades das componentes da mistura. Nesse caso, C), denota a classe k e assume-se
que o nimero de classes, K, é conhecido de antem&o. Assume-se, ainda que as densidades
das componentes sao nao gaussianas e que os dados em cada classe sdo descritos por:

Xt = AkSk + bk, (59)
onde Ay é uma matriz escalar N x N1? e by, é o vetor de ruido para a classe k. O vetor
si € chamado de vetor de fontes para classe k.

A meta do ICAMM é classificar um conjunto de dados nao rotulados e determinar os
parametros para cada classe (Ag, bg) e as probabilidades condicionais p(C|x;, ©) para
todos os dados do conjunto.

O algoritmo iterativo que realiza a subida do gradiente da funcao de log-verossimithanga
dos dados (ver Equagdo 57) possui os seguintes passos:

e Compute a log-verossimilhanga dos dados para cada classe:

log p(x¢|Ck, 0r) = log p(sk) — log(| det(Ay)]), (60)

onde f; = {Ay,by}. Nesse caso, sy = A '(x;—by) é implicitamente modelado para
a adaptacao de Ag;

o Compute a probabilidade para cada classe, dado o vetor de dados x;:

p(%¢|Ck, 0k )p(Ck)
p(Ck|x:,0) = ; 61
(Celxes ©) = 5 ol Cebi () 61
e Adapte as matrizes Ay e os vetores de bias by para cada classe, utilizando as se-
guintes regras:

AA; < —p(Cy, | %1, ©)A[l — K tanh(sg)s] — spsi] (62)
_ Zt xtp(Ck | Xty @)
th(ck | xta@) 7

em quet=1,...,T e K é uma matriz diagonal N-dimensional cujos elementos k ;
sao adaptados da seguinte forma:

by (63)

ki = sign(E{sech2(sk,i,t)}E{sﬁ,i,t} - E{[tanh(sk,i,t)]sk,i,t})‘ (64)

10Neste caso, o niimero de fontes é igual ao ntimero de sensores.
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A distribuigao é considerada supergaussiana quando ki ; = 1 e subgaussiana quando
ki = —1 (Girolami 1998).

Como discutido na Segdo (2), existem vérios métodos para adaptar as matrizes Ay no
modelo ICA. O algoritmo ICAMM é baseado na regra de aprendizado ICA infomax es-
tendida (Lee, Girolami, and Sejnowski 1999), que possibilita separar fontes desconhecidas
com distribuigoes sub e supergaussianas. Essa separagao é atingida por meio de um tipo
simples de regra de aprendizado que foi primeiramente derivada por Girolami (Girolami
1998). A regra de aprendizado em (Lee, Girolami, and Sejnowski 1999) utiliza a analise
de estabilidade de (Cardoso 1998) para alternar entre regimes sub e super-Gaussianos.

Para a estimagao da fungao log-verossimilhanga da Equagao (60), o termo log p(si) é
modelado como segue:

N

Sk
log p(skt) o< — Z (kk,i log(cosh sk ;:) — kQ,z,t) (65)

i=1

4.1 Derivagao do Algoritmo ICAMM

Para a derivagao do algoritmo ICAMM, assume-se que p(X|®), como dado na Equacéao
(56) é uma fungao diferencidvel de ©. Lembrando que a log-verossimilhanca L dos dados
¢é dada por:

T
L=7logp(x.|®) (66)

e, usando a Equagao (58), o gradiente para os parametros de cada classe k é:

v9kp(xtl®)

p(x:|©)

Vo, 0(x¢|Cr, 0 )p(Ci)
the) .

T

Z

Z:: Vo, [Ek:l p(x¢|Ck, k) p(Ck))
2

Usando a regra de Bayes (ver, por exemplo (Papoulis 1991)) a probabilidade de classe
para um vetor de dados x; é:°

8, Ci)p(C
p(Cilx,, @) = S22 e PP

)
Yok p(%elbk, Ci)p(Ch) (68)
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Substituindo a Equagéo (68) na Equagao (67), tem-se:

Vekp(xt'|9k, Ci)p(Ck)
p(thglm Cr)p(Ck)

l{

V&k Ck' t;

T
T
Z (Cilxz, ©) Vo, log p(x:|Ck, O).-

A fungdo de log-verossimilhanca na Equagdo (69) representa a log-verossimilhanca

para cada classe. No modelo ICAMM, a log-verossimilhanga de classe é dada pela log-
verossimilhanga para o modelo ICA padrao:

p(sk)
l det Akl (70)
= log p(A;'(x; — by)) — log | det Ay|.

log P(Xt ICk; 9k) = log

Em (Lee, Lewicki, and Sejnowski 2000), o método do gradiente ascendente é utili-
zado para estimar os pardmetros que maximizam a funcao de log-verossimilhanga. Os
parametros do gradiente para cada classe sao o gradiente da matriz de bases A e o gra-
diente do vetor de ruido bg, Vg, L = {Va, L, V, L}, os quais serdo considerados, um por
vez, a seguir.

4.1.1 Estimacao das Matrizes de Bases
As matrizes de bases Ay para cada classe podem ser atualizadas utilizando a Equacao

(69).

T
VacL = p(Cklx:, ®)Va, log p(:|Ck, 0)- (71)
t=1

A atualizagdo (adaptacdo) € realizada utilizando o método do gradiente ascendente do
gradiente da densidade de componentes em relagao as matrizes de base, resultando em:

AA; x p(Crlx:, ®)V A, log p(x¢|Ch, bk). (72)
Pode-se notar que na adaptagdo das matrizes de bases, o gradiente da densidade de
componentes com respeito as matrizes de bases Ay é ponderado por p(Ck|x;, ©).

A computagdo de Va, log p(x:|Ck, 0) pode ser realizada por meio da técnica de ICA.
A regra de aprendizagem para as matrizes de bases A pode ser derivada a partir de vérios
pontos de vista tedricos, tais como por meio das abordagens MLE (Pearlmutter and Parra
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1996), infomax (Bell and Sejnowski 1995) e maximizagdo da negentropia (Girolami and
Fyfe 1997).

O algoritmo de aprendizado para o ICAMM é derivado em (Lee, Lewicki, and Sej-
nowski 2000) utilizando a Estimagdo por Maxima Verossimilhanga (MLE)!'. A aborda-
gem MLE para separagio cega de fontes foi primeiramente proposta por Gaeta e Lacoume
(Gaeta and Lacoume 1990) e Pham e Garrat (Pham and Garrat 1997), sendo mais recen-
temente pesquisada por Peralmutter and Parra (Pearlmutter and Parra 1996) e Cardoso
(Cardoso 1997). A funcdo densidade de probabilidade das observagdes x pode ser expressa
como (Papoulis 1991) (Amari and Cardoso 1997):

p(x) = | det Wip(u), (73)

em que p(u) = [/, pi(u;) é a suposta distribuicdo de p(s). A log-verossimilhanca da
Equacao (73) é:

N
L(u, W) = log|det W| + Z log p; (u;). (74)

=1

Como det W = 3 wjjcof(w;;) para algum j, onde cof’ (W) denota a transposta de

1
cof(W) e W-1 = et WcofT(W), tem-se que, para o primeiro termo da Equagao (74):
9 log | det W] = Cof(W) = (WT)-1 (75)
oW det W '

Por sua vez, o segundo termo da Equagdo (74) é derivado da seguinte forma:

0 N\~ 9 ]
m;logpi(ui) = sy loem(ua) + ...+ s logpy (uy) =

M% aPN(“N)a_uM
— Ou; OW o ouy OW _
{ Pi(w) pn (un) }
apal u1) apg(uN) T
= e, — A [Tz 2] 76
|:p1(’LL1) 'pN(uN)} [ 142 N] ( )
Denominando:
Op{u) 8;(;(11.1) 3g(uN) T
‘P(u):_'_au_z[—i—,...,—— U ] , 77
p(u) p(u1) p(uy) (77)

1o original, em inglés, Maximum-Likelihood Estimation.
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maximizar a log-verossimilhanca com respeito a W, resulta na seguinte regra de apren-
dizado para W:

AW « (WD) — p(u)xT], (78)

que é, por sua vez, idéntica & Equagdo(47), derivada por meio da abordagem infomax
(Bell and Sejnowski 1995).

Uma maneira ainda mais eficiente para maximizar a log-verossimilhanca é seguir o gra-
diente “natural” (Amari, Cichocki, and Yang 1996), obtido multiplicando-se o gradiente
calculado no ponto W, pela direita, pela matriz WTW. O gradiente natural é utilizado
neste caso pois simplifica a regra de aprendizado da Equagao (78) e acelera a convergéncia
do modelo (Amari 1998). A aplicacdo do termo de gradiente natural resulta, portanto,
na seguinte regra de gradiente descendente para fungao de log-verossimilhanca dos dados:

OL(u, W)
A 2 WTW.
W W w (79)
Utilizando o fato de que x¥ = u"(W7T)~! a Equagao (78) pode ser reescrita da seguinte
forma:

AW ox | (W) = plau”(WT) 2| (50)

Colocando o termo (W7T)~! em evidéncia, tem-se que:
AW {I - w(u)uT] (WT)~1, (81)
Por fim, multiplicando a Equagdo (81), pela direita, pelo termo W”W do gradiente
natural, obtém-se:
AW [I - w(u)uT] (WH'WTW =

AW [I - w(u)uT]W. (82)

A estimativa de densidade paramétrica p;(u;) desempenha um papel essencial para o
sucesso da regra de aprendizado da Equagdo (83). A convergéncia local é assegurada se
p;i(u;) for uma estimativa da verdadeira densidade das fontes (Pham and Garrat 1997). Por
exemplo, a fungdo sigmdide usada no algoritmo de Bell e Sejnowski (Bell and Sejnowski
1995) é adequada para separar fontes supergaussianas, isto ¢, fdp’s com caudas mais
pesadas do que a distribuicdo gaussiana.
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Uma maneira de generalizar a regra de aprendizado para fontes com distribuigoes
subgaussianas ou supergaussianas € derivar regras de aprendizado separadas para com-
ponentes subgaussianas e supergaussianas. Para isso é necessario adequar, para cada
caso, o termo nédo linear p(u), que é dependente da fdp das estimativas de fontes. No
modelo infomax (Bell and Sejnowski 1995), apresentado na Se¢ao (3.2), os termos nao li-
neares ¢(u) foram derivados somente para distribuigoes de fontes supergaussianas. Dessa
forma, a abordagem infomax original apresenta a limitacao de ndo separar fontes que
possuem densidades subgaussianas. O algortimo proposto em (Girolami 1998) apresenta
derivacdes para termos nao lineares p(u) que permitem realizar a separagio estdvel de
fontes supergaussianas e subgaussianas.

Uma densidade simétrica estritamente subgaussiana pode ser modelada utilizando-
se uma forma simétrica do modelo de misturas de Pearson (Pearson 1894), como segue
(Girolami 1998):

p(u) = = (N(p,0%) + N(-p,d?), (83)

N| =

em que N(u,o?) é a densidade normal com média p e variancia o2

0% =1, a Equagao (77) fica reduzida a:

. Fazendo p =1 e

@(u) = == =y — tanh(u). (84)
Para fontes com densidades supergaussianas, pode-se adotar a seguinte densidade:

p(u) o< N(u)sech?(u), (85)

em que N(u) é uma densidade normal com média zero com varidncia unitdria. A nao
linearidade p(u) é, agora:

%
o(u) = o u + tanh(u). | (86)

As Equagoes (84) e (86) podem ser combinadas como:
AW « [I — Ktanh(u)u” — uuT]W

k; =1  supergaussiana
{ k; = —1 subgaussiana, (87)
em que k; sao os elementos da matriz diagonal N-dimensional K. Os elementos k;’s
foram derivados a partir de uma andlise formulada em (Cardoso 1998). A utilizacao dessa
abordagem resultou na seguinte escolha para feita os k;’s, feita em (Lee, Girolami, and
Sejnowski 1999):
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ki = sign(E{sech®(s;;)} E{s?,} — E{[tanh(si,t)]si,f,}) (88)
o que assegura a estabilidade da regra de aprendizado.

4.1.2 Regras de Aprendizado do Modelo ICAMM

Pode-se escrever as Equagoes (87) e (91) em termos das matrizes de bases Ay para
cada classe:

AAg x —p(Cx | x¢, ©)AL[L ~ K tanh(sy)sl — sps?], (89)
em que:
sk = AL (e — by), (90)
e
k; = sign(E{sech®(s;s)} E{s?,} — E{[tanh(s,-,t)]si,t}) (91)

A distribuicdo da fonte é supergaussiana quando k;; = 1 e subgaussiana quando ky; =
—1. A adaptagdo do logaritmo da probabilidade a priori log p(sx) pode ser aproximada
da seguinte forma:

N 2
St
log p(sg) ox — E (kkz log(cosh sk i¢) — kz’“t). (92)

=1
4.1.3 Estimacao dos Vetores de Bias

A Equagdo (69) pode ser utilizada para adaptar os vetores de bias by para cada classe,
da seguinte forma:

T
Vo L = ZP(Ck|Xz, ®)Vy, log p(x:|Ck, bk). (93)
t=1

A adaptagdo é realizada utilizando-se a subida do gradiente da densidade das compo-
nentes com respeito ao vetor de bias by, resultando em:

Aby = p(Cx|x¢, )V, log p(x:|Ck, Ok ). (94)
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Utilizando a Equagao (70) na Equagao (94), é possivel adaptar by como segue:

Aby, o< p(Ci|xt, @)V, [log p(A; ' (x: — bi)) — log | det Ag]. (95)

Entretanto, ao invés de utilizar a informacao de gradiente, em (Lee, Lewicki, and
Sejnowski 2000), foi utilizada uma férmula aproximada para a adaptagao do vetor de
bias. Nessa aproximacao, foi assumido que:

Vi L =0

T (96)
Z p(Cr|x¢, ©) Vi, log p(x¢|Ck, 0) = 0

t=1

A substitui¢do da Equagao (70) na Equagdo (96) mostra que o gradiente do primeiro
termo da Equagdo (70) tem que ser igual a zero. A partir dessa conclusdo, segue que:

Vo, log p(A;  (x, — by)) = 0. (97)

Na derivacdo apresentada em (Lee, Lewicki, and Sejnowski 2000), assume-se ainda
se que um grande volume de dados z; estiver disponivel e a fdp p(s;) for simétrica e
diferencidvel, entdo logp(s;) também serd simétrico e o vetor de bias pode ser, portanto,
aproximado pela média ponderada das observagoes:

b, — Zt XtP(Ck | Xi, @)
T p(Cr [%,0)

(98)

5 Modelo de Misturas ICA Aperfeigoado (EICAMM)

Modelo de Misturas ICA Aperfeicoado (EICAMM), proposto neste trabalho, foi deri-
vado a partir de algumas modificagdes importantes realizadas no ICAMM, considerando
aspectos de modelagem e implementacao. Essas modificagGes sdo apresentadas nesta
segao.

5.1 Reformﬁlagéo do Modelo de Classes

Ao invés de considerar o termo de bias como sendo adicionado aos dados depois que
estes foram gerados por um modelo ICA (ver Equagdo (59)), no EICAMM, os vetores de
bias sao considerados como sendo adicionados aos sinais das fontes geradoras. A partir
dessa modificagdo, origina-se uma outra equagao, diferente daquela correspondente no
ICAMM, para descrever os dados em cada classe, dada por:

X = Ak(sk + bk). (99)
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A justificativa para essa modificagao reside no fato que, na abordagem infomax, supoe-
se a auséncia de ruidos nos sensores x, ou no maximo a existéncia de sinais com poucos
ruidos aditivos. Portanto, com o objetivo de garantir a auséncia de ruidos adicionados aos
sensores, estes ruidos sdo considerados como adicionados as fontes s, antes do processo de
mistura de acordo com o modelo generativo ICA apresentado na Equagdo (4).

5.2 Regra de Aprendizado para os Termos de Bias

Com o objetivo de formular uma regra de aprendizado mais informativa para os termos
de bias by, no EICAMM, uma nova regra de aprendizado é derivada utilizando a aborda-
gem proposta em (Bell and Sejnowski 1995) para maximizar a informagdo mitua que a
saida Y de um processador de rede neural possui sobre a sua entrada X. De acordo com
essa idéia, quando uma Unica entrada T passa através de uma fungao de transferéncia nao
linear g(z), resulta numa varidvel de saida y, de modo que a informagéo mitua entre essas
duas varidveis é maximizada. Por meio dessa transformacao, as partes de alta densidade
da fdp de z alinha-se com as partes de alta inclinagao da func¢ao g(x), como apresentado
na Figura (5).

Dessa forma, as regras de aprendizado para pesos e biases em uma rede neural, de
acordo com a abordagem em (Bell and Sejnowski 1995), sdo formuladas utilizando alguma.
fungdo de transferéncia ndo linear. Na formulagdo do EICAMM, uma nova regra de
aprendizado para os termos de bias by para cada classe é proposta, considerando-se, aqui,
a funcdo de transferéncia como sendo a tangente hiperbdlica:

Aby = —2tanh(sy). (100)

As vantagens dessa nova regra para atualizagdo dos vetores de bias em relagao a regra
correspondente no ICAMM séo:

e Aregrado EICAMM é adaptativa, ao contrario da regra correspondente no ICAMM,
no sentido que esta leva em conta, na iteragao corrente, os resultados obtidos nas
iteragdes anteriores. Essa vantagem pode ser verificada comparando-se as Equacoes
(98) e (100) para atualizacdo dos termos de bias nos modelos ICAMM e EICAMM,
respectivamente.

e Essa nova regra é formulada de acordo com a teoria de maximizagao de informagao
formalmente proposta em (Bell and Sejnowski 1995), o que leva ao relaxamento da
suposicao na que se baseia a regra para a adaptagao dos termos de bias do I[CAMM,
de que um grande volume de dados de entrada esteja disponivel.

5.3 As matrizes de bases no EICAMM sao ortogonais

Na derivagdo do modelo ICAMM, considera-se que W, = A~ Dessa forma, a
Equagao(87), derivada em (Lee, Lewicki, and Sejnowski 2000) para a adaptagdo das ma-
trizes de bases pode ser reescrita como:
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AW « [I - K tanh(u)u” — uu”]A1 ‘ (101)

Entretanto, para que a passagem na derivacao feita em (Lee, Lewicki, and Sejnowski
2000) da Equacao(87) para a Equagao(89) possa ser realizada, deve-se considerar que as
matrizes de bases estimadas pelo modelo sejam ortogonais.

Dessa forma, uma outra modificacdo no ICAMM foi incorborada ao modelo EICAMM
por meio da suposicao de que as matrizes Ay sdo ortogonais, de modo que A1 = AT,

Portanto, a regra de adaptacéo para as matrizes de bases Ay no EICAMM é dada por:

AAk X p(Ck l X4, H)Ak(]: — Ktanh(sk)sf g skSZ)T, (102)

onde s; = Afx, — by, considerando o modelo para os dados de classe utilizado no EI-
CAMM e formalizado na Equagao(99). Aqui, nota-se que o operador de transposigio
¢ utilizado, ao invés da matriz inversa A,:l para a modelagem implicita dos vetores de
fontes s, 0o que implica em uma vantagem computacional do EICAMM, em relagdo ao
ICAMM originalmente proposto.

Consequentemente, no modelo EICAMM, as matrizes de bases Ay sdo ortogonalizadas
em cada iteracao, utilizando a seguinte equacao:

Ap = A (ATAL)V2, (103)

5.4 O modelo EICAMM utiliza informacgoes de segunda deri-
vada

Quando a segunda derivada da funcao objetivo é relativamente ficil de calcular, pode-
se incorporar essa informacao para acelerar a convergéncia do algoritmo e garantir a
aproximacdo do minimo local da fungao (Masters 1995). Com base nessa motivacao, uma
modificagao na regra de atualizacdo para as matrizes de bases Ay foi proposta neste tra-
balho por meio da incorporacao da segunda derivada da funcao de log-verossimilhanca dos
dados. A seguir, serd apresentado como os métodos de Newton e Levenberg-Marquardt
podem ser formalizados para serem utilizados no EICAMM.

5.4.1 Método de Newton

Para modelar o método de Newton para o EICAMM, as segundas derivadas da fungao
de log-verossimilhanca, dadas pela matriz Hessiana, devem ser incorporadas a regra de
aprendizado da Equagao (102). Consequentemente, a nova regra de atualizagiao para as
matrizes de bases Ay é dada por:

AA o p(Cr | %1, O)H ' AL(T ~ K tanh(sg)st — sgst)7, (104)
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tendo sido calculada, neste trabalho, por meio das seguintes derivacoes:

AW « [I - Ktanh(u)u” — uu”|W (105)
Calculando a segunda derivada em relagdo & W na Equacéo (105), obtém-se:

d(I — K tanh(u)u? — uu”)

(I — K tanh(u)u” — uu®) + W W = (106)
T
(I- K tanh(u)u” —uu?) + (=K tanh(u)sT AT — Ksech?(u)Asu? — u-giw - %u"r)(\;\;;

(I - K tanh(u)u” — uu”) — K tanh(u)u” — Ksech?*(u)uu’ — uAs,W — As,u"W. (108)
Usando o resultado u; = Wx; = WAs; e substituindo-o na Equacao (X), obtém-se:

I — K tanh(u)u” — uu” — K tanh(u)u” — — Ksech?(u)uu? — 3uu? =

I — 2K tanh(u)u” — Ksech?(u)uu” — 3uu?. (109)

5.4.2 Método de Levenberg-Marquardt

Por meio da incorporagao do método de Levenberg-Marquardt a regra para atualizacao
para as matrizes Ay, uma outra modificacao também foi proposta, no modelo EICAMM,
para garantir que a matriz Hessiana H seja positiva definida!?, uma vez que essa é uma
condicdo necessaria para que H seja inversivel (Bazaraa 1979). Essa modificacao é for-
mulada como:

AAy x p(C | x4, 0)(H + pI) ' Ax(I — K tanh(sg)si — sgst )7, (110)

onde 1 é uma pequena constante no intervalo (0,1).

Nos experimentos deste trabalho, o modelo EICAMM utiliza o método de Levenberg-
Marquardt em sua regra de aprendizado para as matrizes Ay, como formalizado na
Equagao (110).

6 Resultados Experimentais

Para comparar o desempenho do EICAMM com aquele apresentado pelo ICAMM,
ambas abordagens foram utilizadas para para classificar dados gerados aleatoriamente

12Uma matriz A é positiva definida se x” Ax > 0, para qualquer vetor x diferente de zero.
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e 0 bem conhecido conjunto de dados Iris. Primeiramente, foram geradas duas classes
de dados 2D, 3D e 5D com distribuigdo de Laplace (supergaussiana) com o objetivo de
avaliar os desempenhos dos métodos para o caso do ntimero de classes K = 2 e dimensdes
N = 2 (ver Figura (7)), N =3 e N = 5. Para testar o caso no qual K = 3, foi adicionada
aos dados previamente gerados mais uma classe, desta vez com distribuicdo uniforme
(subgaussiana), como pode ser observado na Figura (8). Nesses experimentos com dados
simulados, foram gerados 1000 pontos de dados para cada classe, embora somente 100
tenham sido utilizados para gerar as Figuras (7) e (8).

E de duas cl Laplacianas simulad:

p
8 T . T —r T

X2

Figura 7: Exemplo de dados simulados com duas classes Laplacianas.

O conjunto de dados Iris (Duda and Hart 1973) contém trés classes que representam
tipos de flores, com 150 exemplos em cada uma, e quatro atributos numéricos. Uma das
classes € linearmente separavel das outras duas, as quais nao sao linearmente separiveis
entre si. Os experimentos para esse conjunto de dados foram realizados para todas as trés
classes e para somente as duas classes que sao linearmente separéveis.

Tabela 1: Resultados de Classificacdo para Dados Simulados — ICAMM.

Niamero Ndamero Precisao
de Dimensodes | de Classes

2 2 50.05%
2 3 75.00%
3 2 50.00%
3 3 75.00%
5 2 50.00%
5 3 75.00%

As Tabelas (1) e (2) apresentam os resultados de classificagiao para os dados simulados,
em termos de precisao, para os modelos ICAMMM e EICAMM, respectivamente. Pode-se
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Exemplo de tres classes nao Gaussianas simuladas

T

Figura 8: Exemplo de dados simulados com duas classes Laplacianas e uma classe uni-

forme.

Tabela 2: Resultados de classificagdo para dados simulados - EICAMM.

Numero
de Dimensoes

Nimero
de Classes

Erro
Aparente

80.01%

85.40%

79.50%

71.13%

95.70%

oW w N

W W N W N

61.37%

notar que o desempenho do EICAMM superou, de forma significativa, o desempenho do

método ICAMM.

Os resultados de classificagdo, em termos de precisao, para o conjunto de dados de
flores Iris e ambos os modelos sdo apresentados na Tabela (3). Novamente, o modelo
EICAMM obteve melhores resultados do que aqueles atingidos pelo ICAMM.

Tabela 3: Resultados de classificagao para o conjunto de dados Iris.

Numero de Classes Modelo Precisao
2 ICAMM | 54.00%
2 EICAMM | 99.00%
3 ICAMM 25.00%
3 EICAMM | 75.76%
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7 Conclusoes

Neste trabalho, foi apresentado o Modelo Aperfeicoado de Misturas ICA (EICAMM),
proposto pelos autores. O método incorpora algumas modificagdes ao modelo ICAMM,
considerando determinados aspectos de modelagem e implementagao. Para melhor com-
preensdo do modelo proposto, também é realizada uma revisao de conceitos e abordagens
relacionados & técnica ICA.

Com o objetivo de avaliar a eficiéncia do modelo proposto, um estudo compara-
tivo apresentou e discutiu alguns resultados obtidos pelos modelos EICAMM e ICAMM.
Notou-se que as modificagoes propostas podem melhorar significativamente o desempenho
de classificagdo do modelo original, considerando experimentos com dados simulados e o
conjunto de dados Iris.

Testes adicionais, considerando dados de imagens para segmentagdo, estdo sendo re-
alizados para avaliar o desempenho do EICAMM nesta aplicagdao de processamento de
imagens.
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A Derivacao das Regras de Aprendizado ICA

A.1 Para uma Rede Neural com uma Entrada e uma Saida
A.1.1 Funcao de transferéncia logistica
A funcéo de transferéncia logistica é dada pela seguinte equagao nao linear:

1

VST e

U = wx + wo. (111)

A derivada parcial de y em relagao a u é calculada da seguinte forma:

,_ 0y L 1 e ~
V= u I+ev)? A+ew) \I+er) =

— a +le_u) (1 - a +le_u)) = y(l—y). (112)

Para a derivagao da regra de aprendizado para w, a seguinte equagao diferencial deve

ser resolvida:
(% 19 [y
)=(5) 5(5) (113)

sendo que, neste caso, y é a funcao logistica, apresentada na Equacédo (111).

Oy

dz

0H a
A’LUOCCT)E--BTU—<IH

Tem-se que:

0 Oy Ou

5:@'/5 = 3—35; = y(1 —y)w =wy(l - y), (114)

0 Oy O

2 = 2l =yl -y =ya(l - ), (115)
Oy

% Wl—y)= 5=(

= wy(l-y)(1 —y) —ywy(l —y) (usando(l14)) =
(
(

wy(l-y)1-y—y) =
wy(l —y)(1—2y). ' (116)

Logo:
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2(2)- 2(2)
_ %(yx(l—y)> (usando(115)) =

= y(1 —y)+xa—8x(y(1 —y)) =

= y(1 —y) +zwy(l —y)(1 - 2y) (usando(116)) =
= y(1—y)(1+wz(l - 2y)). (117)
Dividindo a Equagao (117) pela Equagdo (114), obtém-se:
1
Aw = o + z(1 — 2y) (118)

Para a derivagao da regra de aprendizado para wy, a seguinte equagao diferencial deve

ser resolvida:
_(oy\"" o [dy
) - (6:15) Owp (%)’ (119)

sendo que, neste caso, y € a fungdo logistica, apresentada na Equacdo (111).

%

Awg B_H = 0 <1n
oz

Jwg ?3?0

Tem-se que:

o _ o

Dessa forma,
o (w)_ 9(9y
Owg \ Oz az \ Qwg

%,

- a—x<y(1—y)> (usando(120)). _

_ 9y, _ —9y\ _
o 83:(1 y)+y(8x> B

= wy(1 - y)(1 - 2y). (121)
Dividindo a Equagao (121) pela Equagéo (114), obtém-se:

Awy =1 - 2y. (122)
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A.2 Fungao de transferéncia tangente hiperbdlica

A funcao de transferéncia tangente hiperbdlica ¢ dada pela seguinte equagao néo linear:

y = tanh(u), u=wz+ w (123)

A derivada parcial de y em relacao a u é calculada da seguinte forma:

y = % = sech?(u) = 1 — tanh?®(u), =1 — y2. (124)

Para a derivagado da regra de aprendizado para w, a seguinte equagao diferencial deve

ser resolvida:
ay\ ' 9 [oy
>_(a—> “aU,(a;)’ (125)

sendo que, neste caso, y € a funcdo tangente hiperbdlica, apresentada na Equagao (123).

Awocﬁ— 4 <ln

9 (1,19
ow  Bw

oz

Tem-se que:
-3—2: g—z%z (1 —y*)w (usando(124)) (126)
0 Oy Ou
%= 5%55= (1 -9z (127)
9 (9y\_ 9 (%) _
dw \dz/) 0z \ow)
= 6%((1—3/2):6) (usando(127)) =

= (1-9)+ x% ((1 — y2)>b (usando a regra do produto para derivada)

= (-9 +a(-2)
= (1—9y)-2zy(l -¢)w=

(1 -y - 2zyw). (128)

Dividindo a Equagao (128) pela Equagao (126), obtém-se:

1
Aw = — — 2zy. (129)
w

Para a derivagdo da regra de aprendizado para wy, a seguinte equacao diferencial deve
ser resolvida:
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%y

Awgy x ifi _ 9 (ln
ox

ng N 8_wo

@)@

sendo que, neste caso, y é a funcdo tangente hiperbélica, apresentada na Equacéo (123).

Tem-se que:

dy _ Oy Ou 9
gw—o—%ﬂ*(l y°). (131)

Dessa forma,

9 (% _ 9(9y
371)() oz N oz 8’(1)0
3} 9 _
= 5£<l—y> (usando(131)) =

= =2y(l - y*)w. (132)
Dividindo a Equagao (132) pela Equagdo (126), obtém-se:

A.3 Para uma Rede Neural com N Entradas e N Saidas

Como W ¢é uma matriz quadrada e g é uma funcio inversivel, a fdp multivariada de
y pode ser escrita como (Papoulis 1991):

_px(x)
py(y) = a7 (134)

onde |J| é o valor absoluto da matriz Jacobiana de derivadas parciais (ver Equagao (41)).
Esse valor pode ser simplificado pelo produto entre o determinante da matriz de pesos e
as derivadas, y,, das saidas, y; em relagdo as entradas da rede:

N
J = (det W) [ ] ui. (135)

i=1

Por exemplo, no caso da fungao sigmoide logistica:
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1

Trew’ (136)

Yy =

vi = %i(1 — vi). (137)

A funcdo a ser maximizada, no caso da abordagem infomax, refere-se & entropia con-
junta da saida, dada por:

H(y) = —Ellnpy(y)] =
= E[In|J{] — E[lnpx(x)] (usando a relagao em (134)) (138)

Aqui, os pesos devem ser ajustados para maximizar H(y). Nesse caso, as mudancas
aplicadas aos pesos em W s6 irdo afetar o termo E[In|J|] na Equagio (138). Portanto,
substituindo a Equagéo (135) na Equagao (138), resulta em:

OH 9] 8
AW o« s = seeln|J| = = In | det W + - 1nH|y, (139)

Uma vez que det W = Zj wy; cof wy;, para qualquer linha 7, tem-se, para um unico peso
Wij:

cof w;
det W~

In|det W| = (140)

0
awi]-

Para a derivada em relagao & matriz completa W, utiliza-se a definicdo de uma matriz
inversa!'® e o fato que a matriz adjunta, adj W, é a transposta da matriz de cofatores!?.
Isso resulta em:

(adj W)T
det W

-1

In|det W| = = [WT7] (141)

oW

Para o segundo termo na Equagdo (139), nota-se que o produto, In[], |yi|, divide-se em
uma somatdria de termos logaritmicos, sendo que somente um desses termos depende de
um particular w;;. O célculo da derivada correspondente a esse termo depende da fungao
néo linear utilizada para a transferéncia de informagcéo e procede de maneira analoga ao
caso de uma rede neural com uma unidade.

13A inversa de uma matriz quadrada A é uma matriz denotada por A~!, com a propriedade que
AxA'=A1«A=1

14A matriz adjunta de uma matriz quadrada A tem a propriedade que: A xadj (A) =adj (A) * A =
det(A) * I. Portanto, a inversa de A pode ser escrita como: A~ = (1/det(A)) x adj(A).
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