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Resumo

Neste trabalho, iremos apresentar uma técnica para a simulagdo do espalhamento de
um contaminante em um lengol fredtico que emprega o Método de Volumes Finitos e malhas
triangulares ndo estruturadas. A simulagdo é baseada no esquema conservativo explicito cell-
vertex. As malhas empregadas sdo geradas por triangulag@o de Delaunay, a partir de um novo
algoritmo de gerac¢do de malhas baseado em imagens. O método numérico implementado utiliza
a estrutura de dados topolégica SHE - Singular Handle Edge. As solu¢des numéricas obtidas
sdo comparadas qualitativamente com a solug@o analitica e com as solugdes obtidadas pelo
Método de Diferengas Finitas. Os resultados numéricos obtidos mostram a viabilidade do

método proposto como uma alternativa para a simulagio desse tipo de problema fisico.
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Abstract

In this the work we present a numerical technique for contaminant spreading simulation
in a groundwater, which uses finite volume methods and unstructured triangular mesh. The
simulation is based on an explicit cell-vertex conservative method. The meshes employed
are genereted by Delaunay triangulation, using a new algorithm for mesh generation based
on imagens. The numerical method implemented uses a topological data structured SHE -
Singular Handle Edge. The numerical solutions are qualitativaly compered with an analitic
solution and numerical solutions obtained by finite diference method. The numerical results
show the capabilities of the proposed method.
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1 Introducao

Atualmente, o nimero de trabalhos que utilizam o Método de Elementos Finitos — MEF
(FEM - finite element method) na simulagdo numérica de contaminag@o em lengdis subterra-
neos e 0 Método de Volumes Finitos — MVF (FMV - finite volume method) na simulagio de
escoamento em leng6is subterraneos tem-se tornado significativo, principalmente pelo respaldo
ambiental [14], [12], [24], [19]. Conforme Liu et al.[14], problemas de contaminag@o em
lengéis subterrdneos sdo, em geral, mais dificeis de tratar do que problemas de contaminagéo
na superficie. A principal dificuldade estd na detec¢gio de como e o quéo rapido se da essa
contaminag@o. Nesse sentido, a simula¢@o numérica computacional deste tipo de situag?o € titil
no entendimento de como se dé essa contaminagdo. Apesar de, ser um assunto de grande
importdncia ambiental, ndo € muito comum encontrar trabalhos que utilizam o Método de
Volumes Finitos para simulag@o numérica que descreve a contaminagdo em dguas subterraneas.
Liu ez al. [14] apresentam uma simulagio bidimensional em uma malha néo estruturada rica
na descri¢ao do método e com poucos exemplos. Comparagoes entre 0 MVF e o Método das
Diferengas Finitas - MDF também sdo apresentados em seu trabalho.

A principal contribuigio deste trabalho consiste do ferramental completo utilizado para a
simulagdo do fendmeno fisico. Uma das inovagdes € a combinagio de malhas triangulares
Delaunay [6], cuja principal vantagem de utilizago € a adequagdo em dominios arbitrarios. O
uso da estrutura de dados topoldgica SHE-Singular Handle Edge [19] e de um novo e eficiente
algoritmo de geragdo de malhas baseado em imagens [5].

O uso de malhas ndo estruturadas, geralmente triangulares, € tradicio do Método de Ele-
mentos Finitos. Um dos trabalhos pioneiros utilizando o Método de Volumes Finitos em malhas
triangulares € o de Winslow [34]. Recentemente, um grande esforgo por parte da comunidade
cientifica vem sendo realizado no desenvolvimento de métodos numéricos para a simulagdo de
escoamento de fluidos, nos quais malhas no estruturadas sio usadas juntamente com o Método
de Volumes Finitos [1, 2, 15, 21, 29, 32]. Tais métodos tém recebido a denominagzo de “Control
Volume Based Finite Element Method”, CVFEM, em primeiro lugar, pelo uso de mathas néo
estruturadas triangulares que ddo origem aos Volumes Finitos, também denominados volumes
de controle, e, segundo, pelos passos seguidos na formulagéo, semelhantes aos da formulagéo
classica de elementos finitos. Os volumes de controle utilizados nos balangos de conservagao,
centrados nos vértices dos triangulos da malha, podem ser criados de duas formas distintas
[15]. Uma delas utiliza a triangulag@o de Delaunay [6, 25, 27] e di origem ao diagrama de
Voronoi', como os empregados em Maliska [15]. A outra, utiliza 0 Método das Medianas e
dé origem a diagramas mais gerais, como os empregados em Baliga e Patankar [1], Baliga,
Phan e Patankar [2] e Prakash e Patankar [21]. O uso de malhas triangulares Delaunay e os

'Dual geométrico da triangulagdo de Delaunay.



volumes de controle definidos como os diagramas de Voronoi apresentam algumas vantagens
com relagdo aos cdlculos numéricos que envolvem o balango do fluxo em cada volume, em
contrapartida, essa vantagem estd altamente associada a esse tipo especifico de malha. Por outro
lado, a vantagem no emprego do Método das Medianas € que ele pode ser aplicado a qualquer
tipo de malha, inclusive em malhas hibridas (elementos triangulares, quadrangulares, dentre
outros), e particularm¢nte em malhas Delaunay, entretanto, os cdlculos numéricos associados
passam a ser mais elaborados. Ambas formulagdes sdo apresentadas neste trabalho. As malhas
ndo estruturadas Delaunay s@o geradas pelo algoritmo proposto por Cuadros-Vargas [5], € os
resultados apresentados neste trabalho sdo obtidos utilizando os diagramas de Voronoi como
volumes de controle. Com a finalidade de comparar os resultados obtidos, foi implementado
o esquema cléssico de Diferencas Finitas em malhas cartesianas estruturadas. Os resultados
obtidos s@o descritos na Segéo 7.

2 Modelo Matematico

Nesta sec¢do, a equagdo que governa o escoamento de um contaminante num lengol subter-
raneo, € derivada, usando principios de conservagio de massa e leis de dinamica de fluidos.
A velocidade na qual a 4gua do lengol subterraneo se move € uma 'fungﬁo de trés variaveis:
condutividadade hidraulica, porosidade (comumente denominada permeabilidade) e gradiente
hidraulico [3]. A condutividade hidrdulica é uma medida da capacidade de transmissdo de
agua num aquifero. Altos valores de condutividade hidraulica indicam que um aquifero pode
prontamente transmitir 4gua. Baixos valores indicam baixa capacidade de transmissdo. Como
materiais geolégicos variam em sua capacidade de transmitir 4gua, os valores de condutividade
hidraulica variam em doze ordens de magnitude. Alguns terrenos, formados com argila, por
exemplo, apresentam condutividade hidrdulica de 0.00000001 c¢m /s, enquanto outros, forma-
dos de pedras, podem alcangar valores de 10000 ¢ /s. Valores de condutividade ndo devem
ser confundidos com velocidade mesmo apesar de terem unidades similares. Por exemplo,
centimetro por segundo nao € uma velocidade, mas sim uma contragéo de centimentros cibicos
por centimetros quadrados por segundo (cm?®/cm?/s).

A porosidade de um aquifero também relaciona-se a transmissdo de dgua. Ela é uma
medida da quantidade de espago aberto em um aquifero. Terrenos formados com argila e
cascalho tipicamente apresentam altas porosidades, enquanto os formados por areia e mistura
de diferentes tamanhos de graos tendem a apresentar baixas porosidades.

A velocidade na qual a 4gua se move em um aquifero € proporcional a condutividade
hidraulica e ao gradiente hidraulico, e inversamente proporcional a porosidade. Destes trés
fatores, a condutividade hidraulica comumente tem o maior efeito sobre a velocidade. Portanto,
aquiferos com alta condutividade hidraulica, como areia e depésito de cascalhos, transmitirdo



dgua mais rapidamente que aquiferos com baixa condutividade como a lama. As velocidades
em lengdis sdo tipicamente muito baixas, variando de um centimetro por dia a quase um metro
por dia.

A equagdo obtida aqui baseia-se na conservacao de massa [7]. O meio poroso € considerado
homogéneo, isotrépico, saturado e o fluxo € considerado estaciondrio. Além disso, vamos
considerar que a lei de Darcy se aplica. Baseado nessa lei temos que o escoamento é descrito
por uma velocidade linear média que transporta a substincia dissolvida (contaminante) por
adveccao.

A seguir, estabelecemos um modelo matemdtico da conservagéo de massa. O escoamento
que entra e sai de um pequeno elemento de uma particdo do meio poroso serd considerado.
Em coordenadas cartesianas, a descarga especifica v tem componentes (v, v,) € a velocidade
linear média 7 = v/p tem componentes (7,, U, ), sendo p a porosidade do meio. A razdo do
transporte advectivo € igual a 7. A concentragfio do contaminante C' estd definida como a massa
do contaminante por unidade de volume da solugdo. A massa do contaminante por unidade
de volume do meio poroso €, portanto, p C. Para um meio homogéneo a porosidade p é uma

constante, e vale que
opC) aC
or 'O’
A massa do contaminante pode ser representada por

transporte por advecgdo = U,pCdA,

transporte por disper¢do = p Dm%% dA,

onde D, € o coeficiente de disper¢do na diregiio = e dA é o comprimento de uma das faces de
um elemento de uma parti¢do da area.
Se F, representa a massa total do contaminante por unidade de area transportada na direcéo

z para uma unidade de tempo, entdo

F.=9.pC-pD.5. )
Analogamente para y,
_ oC
Fy=vpr—pra—y. )

O termo negativo indica que o contaminante move-se em diregéio a 4rea de baixa concen-
tragao.

A quantidade total de contaminante entrando e saindo do elemento é, portanto

0F, OF,
(82: + 6y>dxdy.

Como a substancia dissolvida € ndo-reativa, a diferenga entre o fluxo que entra e sai do
elemento iguala-se & quantidade de substincia acumulada no elemento. A razio de mudanga de
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massa no elemento é ac 0C
iUi

onde a segunda frag@o dessa equag@o € um termo fonte, na qual, @; é a vazao inicial de entrada
e saida de fluido do elemento, C; € a concentragéo inicial de contaminante e b € a espessura do
aquifero.

A expressao completa da conservag@o de massa torna-se, portanto

8F, L 0F,  8C  QC:

oz * oy Por ~ bdzdy )
Substituindo as equagdes (1) e (2) na igualdade acima, obtemos
o(T,C) 9(w,C) 0 ( oC 0 oc\ _ oC Q:C;
bz oy s \P5z ) Tag\Pay) =B T ovdzay @

No meio homogéneo, a velocidade 7 € estacionéria e uniforme (ou seja, ndo ha variagio no
tempo e no espago) € os coeficientes de disper¢do D,, D, ndo variam no espago. Podemos
entdo, escrever a equagdo (4) como

oC oC o*C o*C  aC Q:C;
Tp———Ty—+ D=+ Dy = — + ———.
Y2 ~ Oy Tl T Voy: ot + pbdz dy

As unidades das varidveis estdo descritas a seguir:

[C] = (10"%kg/m], [l =[], [D.]=I[D,]=[m%/dia]=T e [v]=[m/dia].

3 Soluciao Analitica

Aqui, apresentaremos uma solugdo analitica do problema da dispersdo/convecgdo de um
poluente em um lengol de dgua subterraneo. Uma das caracteristicas do processo dispersivo é
que a solug@o se espalha nas dire¢Ges longitudinais e transversais ao fluxo [7]. No problema
considerado, o contaminante € introduzido no lengol subterrineo como um termo fonte instan-
taneo no escoamento, que € uniforme.

Como a impureza € transportada ao longo do fluxo, ela se espalha em todas as dire¢des no
plano horizontal. A massa total da impureza ndo se altera, mas a massa ocupa um volume cada
vez maior do meio poroso. O processo mecéanico de dispersdo estd diretamente dependente
(apesar do meio poroso ser isotrépico) das propriedades da textura do meio e condutividade
hidraulica. A dispersdo do contaminante assume um comportamento eliptico a medida que o
contaminante se transporta. Isso ocorre porque a dispersdo é maior na diregdo do escoamento
(longitudinal) do que nas dire¢des normais a linha do escoamento (transversal).

A distribui¢io de concentragio da impureza no nivel de tempo ¢ serd dada por

CoVo X? Y?
8(nt)32\ /DD, T ("ZB;Z - ID_yt) !

4
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onde D, e D, sdo coeficientes de dispersdo nas diregdes z € y, X e Y sdo as distancias do centro
de massa do contaminante nas diregdes z e y, isto é, X = (z —xz¢) — v, te Y = (y —yo) — v,
na qual, z; e yp sdo as coordenadas cartesianas da posigdo inicial do contaminante.

A posicdo do centro de gravidade da massa do contaminante no tempo ¢ estard ao longo
do fluxo na diregéo = nas coordenadas (z,y:), onde z, = Ut = vt/n, U é a velocidade linear
média e v é a descarga especifica. A concentragdo maxima € localizada no centro de gravidade
da pluma de contaminante, onde X = Oe Y = 0. A massa do contaminante introduzida
inicialmente € igual a Cp V4, onde Cp € a concentrag@o inicial € Vp € o volume inicial. Em
formulagdes matemdticas das condigdes iniciais, o contaminante € introduzido num ponto e
portanto tem massa, mas ndo volume.

Da equagdo (5) segue que a concetragdo maxima ocorre no centro de gravidade do conta-

minante e € dada por
Co Vo

8(tm)3/24/D, Dy'
A éarea onde ocorre 99, 7% da massa do contaminante € descrita por uma elipse com centro
de massa de dimensdes 30, = V2Dt e 30, = \/2D,t, onde o € o desvio padrio da dis-

tribuigdo de concentragio. Em baixas velocidades da difusdo molecular o mecanismo dispersivo

C'max =

¢ dominante, neste caso a migragdo do contaminante € circular.

4 Meétodos Numéricos

Netsa segdo, apresentaremos brevemente o Método de Diferengas Finitas aplicado a solugio
da equagio do transporte de um contaminante (4), e também duas formulagdes do Método de

Volumes Finitos aplicados 2 mesma equag@o.

4.1 Meétodo de Diferencas Finitas

Uma técnica de discretizagdo muito conhecida e utilizada na literatura de Dindmica dos
Fluidos Computacional é o Método de Diferencas Finitas. No presente trabalho, essa técnica
foi aplicada para resolver numericamente a equago (4) sobre uma malha co-localizada. Nesse
tipo de malha, a indexagio das incognitas na célula, como a concentragio e as velocidades, é
feita nos vértices da matha.

A derivada temporal da equagdo (4) € aproximada pelo Método de Euler explicito e os
termos viscosos aproximados por diferengas centrais de segunda ordem. Assumindo que o
problema no qual estamos interessados em resolver admite um campo de velocidade constante,
e que essas velocidades sio baixas, os termos convectivos foram aproximados por diferengas

centrais de segunda ordem.



A principio, essa ndo € aproximagio adequada para os termos convectivos, devido ao seu
carater hiperbdlico, mas conforme as caracteristicas do problema (baixas velocidades) os termos
convectivos ndo tém forte influéncia. Logo, a aproximag@o utilizada € eficiente e simples no
ponto-de-vista de implementagio. Um dos desafios na Dindmica de Fluidos Computacional é
encontrar aproximagdes para os termos convectivos que néo introduzam distorgdes na solugdo
numérica.

Para o leitor interessado, algumas das principais aproximagdes frequentemente utilizadas
sdo: HYBRID [28], QUICK (Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics)
[13], PLDS (Power-Law Differencing Schemes) [20], SMART [8], HLPA (Hybrid Linear/
Parabolic Approximation) [36] € VONOS (Variable Order Non-Oscilatory Scheme) [31].

Assim, aplicando um esquema explicito, a equagdo (4) € discretizada da seguinte forma

n+1 n n n
i —C _ D, ( ir1,y — 200 + C?—l,j) +D, (Cf,'m - 203 + fj—l)

At (Az)? (Ay)?
no ", . cr... —-C".
_ i+1,7 i—1,j _ 1,J+1 %,7—1 n
b ( 2Az ) v ( 28y ) 5 ©

onde os indices 7 e j sdo utilizados para representar as coordenadas cartesianas x € y, € o indice
n € usado para representar o tempo.

A equagdo (6) pode ser reescrita como

no_9C". 4+ (O, . n _ 90" +C". N\
n+l n i+1,5 1,J i—1,7 i,j+1 7 i,j—1
= oy o o, (S o, (St S

n_o . —-Cr. . cr.. - Cnr.
_ i+1,5 i—-1,5 _ 1,741 %,j—1 n
Ug (——-————2Am ) Uy (___2Ay ) + S,J] . @)

O tratamento explicito dos termos viscosos imp0e severas restrigdes no passo temporal para
que o método mantenha-se estavel. Essa restri¢do pode ser derivada do critério de Von Neumann

[11] e escrita como

DAt  D,At 1
o2 T age = 2 ®
ou ainda, .
1 D D -
< Z ad y )
At<g ((Aw)? * (Ay)Z) ©)

4.2 O Método de Volumes Finitos

O conceito chave usado durante toda a formulagio de Volumes Finitos € o principio de
conservagdo de uma determinada quantidade fisica expressa pelas equagdes governantes sobre
qualquer volume finito, também denominado volume de controle [35].

O dominio do escoamento € discretizado em um conjunto de volumes de controle ndo

sobrepostos, que podem ser irregulares no tamanho e na forma.



Os valores de uma varidvel dependente ® sdao armazenados no centréide dos volumes do
controle, ou seja, nos vértices dos tridngulos da malha (Figura 1). As equagdes discretizadas da
varidvel dependente $ sdo obtidas integrando a equag@o governante sobre cada um dos volumes
de controle no dominio.

O processo de discretizagéio torna-se mais conveniente reconhecendo-se o fato que todas as
equagdes governantes relevantes possuem uma forma comum, isto €, a forma da equagio geral

do transporte na forma tensorial

0 0 0 (.09
N—— N k — i termo fonte
termo nio estaciondrio termo convectivo termo d]fusivo
Ou, na forma divergente 5
—(AD)+V - J = Se, (11)
ot
com 9%
J=Auy®-T—,
axk

denotando o fluxo total (convecgdo mais difusiio) que passa através da face.

O simbolo ® refere-se a uma varidvel dependente que pode ser uma componente de um
vetor, um tensor ou mesmo um escalar. Os coeficientes A e I" t€m significados diferentes para
cada varidvel dependente, e Sg € chamado termo fonte, que engloba todos os termos que néo
podem ser acomodados nos termos convectivo e difusivo, e € especifico a um @ particular.

Integrando a equag@o geral do transporte (11) sobre o intervalo de tempo d¢ e o respectivo
volume de controle com o volume genérico AV, obtemos

// A——dth+/ v-dedt=/ Se dV dt. (12)
it JAV 5t JAV 6t JAV

Aplicando o teorema da Divergéncia de Gauss, podemos transformar a integral no volume
que envolve J em uma integral de superficie. Assim, a equacgfo integrada de uma varidvel
dependente particular ¢ sobre cada volume de controle pode ser discretizada como

/ A— dth+// Jp n dQdt = / S dV dt, (13)
ot 8t JQey stJav

sendo €., a 4rea das superficies do volume e n; sendo o vetor normal a face, unitdrio e que
aponta para fora.

Logo, calculando as integrais, temos

Aaa(I)AV(St + 4t Ji ny dS2 = Se AV i, (14)
Qco
onde
o
AFAV + Ji i dSY = SeAV. (15)
QCU



Vamos linearizar o termo fonte na forma S = S,® + S.. Suponhamos que, o valor no né
central P do volume de controle prevalece sobre todo o volume de controle para os termos que
ndo sdo explicitamente uma fungdo da posigao, tal como o termo da derivada temporal 5t eo
termo fonte Ss.

Adotando a férmula de Euler implicita “backward” de primeira ordem sobre o intervalo de

tempo 6t, em vista de sua simplicidade e estabilidade incondicional para célculos numéricos,

temos
ay (@7 — @7) + ) JenedQ = (S, + S,®,)AV, (16)
com A
ay = = AV, (17)

onde o sobrescrito n denota os valores resultantes do nivel de tempo anterior.

A integral no volume do termo fonte Sg, que geralmente é dependente da prépria varidvel
dependente, foi linearizada como uma fungio de ®, com S, sendo a parte que ndo depende
explicitamente de @, e §,, o coeficiente de ®,. O overbar indica que os valores aplicados sdo

avaliados usando o campo conhecido no tempo n (ou da iteragdo precedente).

Figura 1: Volume de controle centrado em P [15].

Agora, o unico termo integral restante é aquele que envolve o fluxo total J,. Uma vez
que, conhecemos os valores da varidvel dependente nas faces do volume de controle a partir de
um esquema de aproximag@o da variagéo espacial apropriado (isto €, a fung@o de interpolagio
baseada no volume de controle) que relaciona o fluxo total J;, em cada face do volume de
controle aos valores da varidvel dependente nos nés vizinhos, entdo esta integral pode ser
manipulada usando o valor multiplicado pela respectiva drea da face.

Assim, a forma final da equagZo integrada, ou seja, a equagio de aproximagdo algébrica que
estabelece a relagdo do valor ¢, no né central P com os valores dos nés dos seus vizinhos, €
determinada e pode ser simbolicamente expressa em uma forma generalizada (nominalmente

linear) para cada um dos volumes de controle do dominio

0@ = Y ans®ny + Se + ap®), (18)
nb
com
a, = Zanb+a2—§p, 19)
nb
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onde a soma deve ser feita sobre todos os nds vizinhos nb dos nds centrados em P. Os
coeficientes a,; sdo fun¢des das varidveis dependentes e seus conteiidos dependem de como
estabelecer a relag@o entre o fluxo total J e os valores da varidvel dependente nos nés vizi-
nhos. Dependendo assim, tanto da forma do volume de controle usado quanto do esquema de
aproximagio adotado. S3o estes coeficientes que determinam a exatiddo espacial da solugio
final.

Apés ter executado as etapas acima mencionadas para cada um dos volumes de controle
no dominio, cada um dos nés no dominio do escoamento tem sua prépria equagao discretizada
como a equagdo (18). Estas equacgdes algébricas lineares podem prontamente ser resolvidas
usando um método estavel e eficiente, como, por exemplo o Método dos Gradientes Conjugados

[22], no caso de matrizes simétricas e definitas positivas ou GMRES, no caso geral [26].

5 O Método de Volumes Finitos Aplicado a Equacao de Trans-
porte

Conforme mencionado na Segdo 1, para obtermos os volumes de controle elementares a
partir de uma malha nAo-estruturada, dispde-se de algumas técnicas. Uma delas é o Método de
Voronoi, onde os volumes s@o gerados a partir do dual da triangulagiio de Delaunay, o diagrama
de Voronoi [6]. Esse processo de obtengdo dos volumes serd empregado no modelo numérico a
ser desenvolvido neste trabalho.

Outra técnica conhecida é o Método das Medianas, na qual os volumes sdo gerados a partir
de uma triangulag@o, que pode ser uma triangulagéio qualquer ou a triangulacdo de Delaunay.

Esse processo de obtengdo dos volumes também sera apresentado neste trabalho.

5.1 Meétodo de Voronoi para Construcao dos Volumes de Controle

Observando os principios de conservagido, a triangulagdo de Delaunay pode ser empregada
para construir os volumes finitos [15]. O resultado é o Diagrama de Voronoi, que na realidade
¢ o dual geométrico da triangulagéo de Delaunay.

As propriedades dos diagramas de Voronoi s@o significativas para a realizagio dos balangos
de conservag@o sobre os volumes. A Figura 2 apresenta um diagrama de Voronoi no qual

pode-se observar as seguintes propriedades:

1. O segmento AB é normal ao segmento P2 e corta-o ao meio. Esta propriedade é muito
importante para avaliar as derivadas normais que envolverdo o ponto P e seus vizinhos.
Além disso, as interpolagdes para obter as propriedades nas interfaces sdo realizadas

como se a malha fosse uniforme pois o segmento a € igual ao b.



2. Qualquer ponto, dentro do diagrama de Voronoi centrado em P, esta mais perto de P do

que de qualquer ponto vizinho, o que fornece & discretizagéo uma boa uniformidade.

|

!

I
A 4
s

N

Figura 2: Caracteristicas dos diagramas de Voronoi (linha continua), dual geométrico da
triangulag@o de Delaunay (linha pontilhada) [15].

Os diagramas de Voronoi nédo sdo, obviamente, de facil geragdo, uma vez que devem satis-
fazer a essas propriedades. Entretanto, tem-se as vantagens da simplicidade das aproximagdes
numéricas existentes em um sistema ortogonal estruturado e as vantagens da flexibilidade,

caracteristica principal das malhas ndo-estruturadas.

5.1.1 Solucdo da Equaciio do Transporte

- Conforme descrito na Sec@o 4.2, o Método de Volumes Finitos consiste essencialmente em
fazer um balango de conservagdo da propriedade em questdo em cada um dos volumes de
controle.

A equagdo do transporte de um contaminante, em coordenadas cartesianas, é dada pela

equacdo (4). Usando a notagdo de fluxo J,é possivel escrever (4) na forma divergente,

= +V-(J)=S8, (20)

onde J é dado por
J=-DVC+@C Q1)

com D = (D,, D,), ¥ = (vs,v,) e S é o termo fonte, dado por
_ @G
nbdzdy dy’
Pode-se observar que, a equagdo (20) apresenta a mesma forma da equagdo (11), onde
QiCi
nbdrdy
Desta forma, aplicar o Método de Volumes Finitos a equagdo (20) significa integra-la no

q):C, A=1, I'=D e S<p=—

tempo e sobre o volume de controle, como segue

/ -——dVJt+//V Jdv 6t = //SdVJt (22)
ot &t 8t



onde

%%AV&+5t/V-de = SAV 6. (23)
\
Finalmente, utilizando Euler explicito para aproximar a derivada temporal
n+l _ =
9_._dt_9_Av+/v.Jdv=5AV, (24)
14

onde o sobrescrito n denota o tempo.
Aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss a essa integral, obtemos:
n+l __ m .
o= = ¢ AV+/J-ﬁdS=SAV, (25)
5

onde 77 é um vetor unitério normal a S que aponta para forae S é a fronteira fechadado volume
V.

Lembrando que, J é dado por

J=-DVC+7C, (26)
temos Cn+1 n C
_.;C__AV_/D?TdS+/Cz7-ﬁdS=SAV. @n
dt s On S

Figura 3: Volume de controle - Método de Voronoi [15].

Considerando um volume de controle como o ilustrado na Figura 3, encontramos

ntl _ on aC
C——E—C—AV— > (%> ASp + Y (7-7)p CpASp =SAV. (28)
_ N

inter faces inter faces

Linearizando o termo fonte da seguinte maneira,
S =8pC+ Sc (29)

obtemos

n+l _
(SpC + Sc)AV = Q.TQ_AV_ 3 <g—0) ASp,
P

inter faces

+ Y (¥-)p CrASk. (30)

inter faces

11



Neste momento, nos deparamos com a vantagem do uso de diagramas de Voronoi. A
derivada normal de C nas interfaces P, do volume de controle € facilmente determinada, pois
todos os pontos vizinhos estio ligados a P através da normal

8C\ _ Ci—Cp

Por outro lado, € necessério estabelecer uma fungdo de interpolagdo para C e utilizd-la na
face P,, na aproximagao dos termos convectivos da equagdo (30). Devido a problemas bem
conhecidos de estabilidade, que envolvem a aproximagio dos termos convectivos, uma possi-
bilidade para a fung@o de interpolagdo € fazé-la depender do niimero de Peclet e procedermos
de maneira andloga aos esquemas UPWIND [10, 20] e WUDS [23], amplamente utilizados em
proximagdes de diferengas finitas.

Entretanto, fisicamente, o escoamento em lengéis freédticos € caracterizado por baixas ve-
locidades tornando possivel, portanto, a utilizagio de uma aproximagdo simplificada para o
termo convectivo na face P; do volume de controle. Tal aproximagéo € dada pela média

Cp. = 9_‘_;&

Assim, como no Método de Diferengas Finitas, uma formulagdo explicita foi aplicado a

(32)

Volumes Finitos. Neste trabalho, uma restricdo aproximada para o passo temporal no Método

de Volumes Finitos em malhas ndo-estruturadas pode ser aproximadamente escrita como

1/ 2D\
At S 5 (Amédia) , (33)
ou 1 A
< Z média
At < 1 (——D ) , (34)

onde A, € a aresta média, e por simplicidade, D, = D,
Os resultados obtidos utilizando essa discretizagdo do Método de Volumes Finitos estdo

descritos na Segdo 7.

5.2 Método das Medianas para Construcio dos Volumes de Controle

Uma forma de se obter os volumes de controle ndo-estruturados € através do Método das
Medianas. Apesar deste trabalho empregar malhas Delaunay na simulagdo de escoamentos, o
Método das Medianas € geral e pode ser aplicado a qualquer tipo de malha triangular para a
construgio dos volumes de controle.

Esse método, consiste em ligar os centréides dos tridngulos com os pontos médios dos lados
dos tridngulos.

Uma vantagem desse método € que utilizando os centréides dos tridngulos para gerar os
volumes de controle, fica assegurado que néo existird volumes de controle exteriores a malha.

12



Ao contrario dos volumes de controle criados a partir de diagramas de Voronoi, cujos centros
sdo circuncentros e podem, portanto, ser exteriores aos triangulos da malha.

Além disso, uma informagio adicional fornecida pelo Método das Mediana € que o cen-
tréide de um tridgngulo o divide em trés subtridngulos de areas idénticas. Ou seja a drea de
cada volume de controle interior a um determinado elemento triangular € exatamente igual a

um tergo da area do elemento, o que simplifica os célculos.

5.2.1 Solucio da Equacio do Transporte

Nessa secdo pretendemos aplicar um Método de Volumes Finitos do tipo CVFEM a solugdo
da equagdo do transporte de um contaminante C em um lengol de 4gua subterraneo. Os volumes
de controle em questio sio obtidos pela aplicagdo do Método das Medianas em uma malha néo
estruturada gerada por triangulac@o de Delaunay [15].

Considere a equagao de transporte de um contaminante (4), escrita em sua forma divergente

oC
§+V-(f)=5, (35)

onde J é dado por
J=-DVC+4C. (36)
Lembrando que, D = (D, D,), 7 = (v, vy) € S € o termo fonte.
De forma semelhante a outros métodos de obtengdo das equagdes aproximadas partindo das
equagdes de balango, o procedimento do Método de Volumes Finitos consiste na integragéo
da equagdo diferencial na forma conservativa no volume de controle. Neste caso, 0 volume

de controle estd mostrado na Figura 4 onde vemos que ele é composto por contribuigdes de

oy
T
ey

6

diversos elementos do tipo 123.

Figura 4: Volume de controle para o Método da Mediana [15].

Integrando a equag@o (35) no volume de controle, restrita ao elemento 123, conforme des-

crito na Segdo 5.1, obtemos que

dt =
ntl _ om _ -ndS —
crm=C Ve </5J ndS SAVm,)

13
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onde AVjq3 € a drea do quadrilatero 1a0c.

Contudo, os cdlculos apresentados acima referem-se ao volume de controle centrado no
vértice 1, restrito ao elemento 123. As contribui¢des dos demais elementos triangulares que
compdem o volume de controle centrado em 1 também devem ser adicionadas. Logo, a equagio
(37) resulta em

dt ([° = ¢ "
cttl = C" - — (/ J-ﬁd5+/ J-ﬁdS——SAV)
AV \J, 0
+ [contr. dos elementos associados ao né 1]|" (38)

onde AV € a drea do volume centrado no vértice 1.
Como, o fluxo J representa o fluxo total, isto &, os fluxos devidos a convecgio e a difuso,

podemos redefini-lo da seguinte maneira
J=J+Jy, (39)

onde J; = —DVC € o fluxo difusivo e fz = ¥ C é o fluxo convectivo.
Assim, as integrais que envolvem o fluxo total na equag@o (38) podem ser avaliadas nas
superficies dos volumes de controle separadamente para os termos de convecgio e difusdo

conforme serd descrito nas préximas segoes.
5.2.1a. Avaliando o Termo Dissipativo

Uma vez que, queremos calcular
- 0 - ¢ -
/Jl'ﬁdS=/ Jl-ﬁdS+/J1-ﬁdS, (40)
S a 0

a integral dada pela equagdo (38), referente ao fluxo difusivo Ji, requer o valor das derivadas

parciais de C ao longo das linhas a0 e Oc. O fluxo é dado por

- oC oC
.]1 = (le, le) = <—D35:;’ —Dy?a—y—) . (41)
3
C
1 ‘
a 2

Figura 5: Elemento triangular [15].

Por outro lado, os valores de C' sdo armazenados nos vértices dos elementos triangulares,
fazendo-se necessario, o estabelecimento de uma fungio de interpolagéo para C'. Tal fungao de
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interpolagdo deve, a partir do conhecimento de C nos vértices dos tridngulos, permitir o célculo
de C' e de suas derivadas em qualquer posigio dentro do elemento triangular. Em especial, os
valores das derivadas de C' serdo necessarios em pontos ¢ e r, conforme mostra a Figura 5.

A fungio de interpolagdo escolhida para C €
C=azx+Py+1. (42)

Com os valores de C, Cy, C3 e os valores das coordenadas (z,y) nos pontos 1, 2 e 3, é
possivel encontrar os valores das constantes «, 5 e v. Em (z,y) = (z1,41), temos que C = C,
em (z,y) = (z2,y2), C = Cy e em (z,y) = (x3,y3), C = Cs. Substituindo esses valores na
equagdo (39), obtém-se

C, = ani+ Py +7
Cy = azy+ By +7 43)
Cs = arz+Pys+17.

Essas trés expressoes, podem ser escritas como o seguinte sistema linear

Ty y 1 x Cy
T2 Y2 1 Bl=1|C|, (44)
T3 ys 1 0! Cs
cuja solugdo, resulta nos valores para as constantes o, (3 € -y, dadas por
—y3)C1 + (y3 — y1)C — 19)C.
o = [(yz ¥3)C1 + (y3 — 91)Ca + (1 — 12) 3] ’ 5)
Det
[(1‘3 — z9)C1 + (1 — 23)Cs + (22 — :1:1)03]
g = 5 : (46)
et
[(z2ys — z3y2)C1 + (z3yr — 2193)Ca + (T1y2 — T211)Cs)
vy = , 47
Det
onde
Det = (z1y2 + Tays + T3yh — Y1T2 — Y2T3 — YaT1)- (48)

Lembrando que, o fluxo difusivo J, é dado pela equagdo (41), € possivel obter as derivadas
de C com relagio a z e a y, usando a fung@o de interpolag@o (42). Assim, as componentes J, €
Jy, resultam em

Ji, = —aD, e Ji, = —BD,. 49)

T v

Substituindo as expressdes da equagdo (49) na equagdo (40), € possivel calcular as integrais

referentes a J;, ao longo de a0 e Oc, ou seja,

0
/ *flﬁdS = Jl:(yo_ya)'i"*]lz(xa—m())
= (aDgz)(Ya — %) + (BDy)(z0 — Za)

(50)
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[ TS = )+ o =)
= (aDz)(yo ~ ¥) + (ﬁDy)(xc ~ Top).

(S
Assim,

/ Ji - 1dS = aDy(ys — ye) + 8Dy (2 — Z4). (52)
S

A Figura 6 representa a interpretagio geométrica das integragdes dadas pelas equagdes (50)
e (51).

1
Figura 6: Representagio de J nas interfaces deintegragdo [15].

Considerando o vetor J nos pontos r € ¢, 0 produto —Jo(Ya — Yo) + Jy(xa — o) nés dd 0
fluxo que atravessa a face a0, ao passo que o produto J,(y. — yo) — J, (T — Zo) calcula o fluxo
em Oc. Os sinais que aparecem estdo de acordo com o sistema de eixo local.

Logo, substituindo as expressdes para as constantes a e 8 na equagao (52), temos que a
integral ao longo da superficie S pertencente ao elemento 123 relativa ao volume de controle

associado ao vértice 1 resulta em

0 c
/ J-7idS + / J- S = DiyCy + DizCy + DusCs, (53)
a 0
onde os coeficientes sdo dados por

1
Dy = 5= [Dz(ya = %)(¥2 = ¥s) + Dy(@a — ) (w2 — 23)), (54

1
Dyy = 'D—et[Dz(ya = Ye)(ys — 1) + Dy(za — ) (3 — 71)], (55)

1
D3 = T)E[D’(y“ = ¥e) (W1 — y2) + Dy(za — zc)(z1 — 22)]. (36)

A contribuig@o para os volumes de controle dos vértices 2 e 3 pode ser calculada de maneira
andloga e armazenadas em constantes D;;, com 1 < 7,57 < 3. Tais contribui¢des s3o ar-
mazenadas, portanto em uma matriz D, dos termos dissipativos, de ordem 3, com cada elemento
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na forma

1

Dy = 2D t[D (z2 — #3)% + Da(y2 — y3)?]

Dy, = 2D t[D (z2 — x3)(x3 — 71) + De(y2 — y3)(y3 — 11)]

D3 = 2D t[D (22 — z3)(z1 — 22) + Do(y2 — y3) (1 — 32))]

Dy = 2Det ——[Dy(za — z3)(x3 — 1) + Do (y2 — y3)(y3s — ¥1)]

Dy = 2Det =———[Dy(z3 — 21)* + Do(ys — 11)?] oD
Dy = 2D t[D ( 2)(373 —x1) + Doy — yz)(ys - yl)]

Dy = 3 D t[D 23)(21 — 2) + Du(y2 — y3) (11 — 2))]

D3y = 2D€t [D ( .'131)(-731 - 1'2) + Da:(yB - yl)(yl - y2)]

D33 = 2De t[D (21— x2)® + Da(y1 — y2)?),

onde o primeiro indice, relaciona-se com o vértice em questio e o segundo com as contribuigdes
dos vértices vizinhos.
Portanto, o célculo da integral em (40), para cada um dos trés vértices do tridngulo, é

reduzido a seguinte multiplicagdo

Dy Dy Dy Cy
Dy; Dyy Dy Cy |- (58)
D3y D3y Da Cs

5.2.1b. Avaliando o Termo Convectivo

Como, queremos calcular
0 c
/L-v‘idSz/fz-ﬁdS+/f2-ﬁdS, (59)
S a 0

a integral dada pela equagéo (38), referente ao fluxo convectivo Ja, requer o valor das veloci-

dades do escoamento a0 e Oc. O fluxo convectivo é dado por
Jo = (Jo,, Jo,) = (Cvg, Cy). (60)

Considerando um volume de controle conforme o descrito na Figura 4, e um elemento
do tipo 123, conforme o descrito na Figura 5, é possivel proceder analogamente ao caso da

discretizag@o do termo dissipativo e, a partir da equagéo (59), obtemos
/C‘ ndS = /O’v ndS-i-/Cz')‘-r'idS, (61)
s
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onde ¥ = (vg,vy).
Conforme o ilustrado na Figura 4, as integragdes ao longo dos segmentos a0 e Oc resultam

em
0
/ C7- 7 dS = Crva(yo — ya) + Civy (e — 20) 62)

/ CU-7dS = Civg(ye — yo) + Civy(xo — ), (63)
0

onde o indice 7 representa o vértice em questdo.

No caso do termo dissipativo, devido a fungdo de interpolagdo (42) para C ser linear, as
derivadas parciais de C' eram constantes dentro de cada elemento triangular, e em especial,
sobre as linhas a0 e Oc. Portanto, as integrais em (50) e (51) podiam ser somadas e os termos
simplificados, resultando na equagdo (52).

No caso do termo convectivo, as velocidades ndo apresentam a propriedade de serem cons-
tantes no interior do tridingulo e tal adi¢do ndo pode ser efetuada.

Lembrando que, para um elemento triangular como o descrito na Figura 5, os valores de
(Za,Ya) € (xc,ye) s@o facilmente obtidos, pois, sdo os pontos médios dos lados do tridngulo.
Temos ainda, que o (zg,yo) também é obtido trivialmente por ser o centréide do tridngulo.
Dessa forma, teremos com relagio ao volume de controle centrado no vértice 1, as seguintes
expressoes

1
Eyp = 5 [va(—th — 2 + 2ys) — vy(—21 — T2 + 23)]

1
Ey = g [vo(y1 — 2y2 + y3) — vy(21 — 222 + 23)]

1
Ey = r [vz(yl +yo — 2y3) — vy(zl + Xy — ys)]
X (64)
By = 2 [vs(21 ~v2 = ¥s) = vy(201 — 22— 3)]

1

Ey = 5 (vz(—y1 + 2y2 — y3) — v, (—21 + 23, — 73)]
1

Eyp = 8 [ve(—2y1 + Y2 + y3) — vy (=221 + 2 + z3)],

onde o primeiro indice relaciona-se com o vértice em questdo e o segundo com as contribui¢des
dos vértices vizinhos.
Portanto, o célculo da integral em (58), para cada um dos trés vértices do tridngulo, €

reduzido a seguinte multiplicagdo

0 FEip Eis Ci
Eyy 0 Eps Cy |- (65)
E3; Ep 0 Cs

Note que, a matriz em questdo € uma matriz antissimétrica, concordando com o sentido

fisico do processo.
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As multiplicagdes realizadas nas equagdes (58) e (65), fornecendo as contribuigdes dos
fluxos dissipativo e convectivo, respectivamente, fornecem como resultado um vetor de ordem
3, que nada mais € do que as contribuigdes calculadas para os trés vértices do tridngulo em
questdo. Esses valores sdo armazenados nos vértices dos tridngulos, utilizando adequadamente
a estrutura de dados. Os célculos s3o efetuados por tridngulos e o balango de conservagdo do
contaminante € feito portanto, parcialmente. Apds terem sido realizados todos os calculos sobre
todos os tridngulos da malha, os balangos de conservagio terdo sido realizados completamente
e o resultado estard armazenado nos vértices dos tridqngulos, que s@o os centros dos volumes de

controle.

5.2.1¢. O Avanco Temporal

O Método CVFEM ¢ um Método de Volumes Finitos baseado na formulag@o de Elementos
Finitos, e por esta razdo os todos os célculos sdo focados e realizados sobre cada elemento
triangular. Desta forma, pode-se observar que o calculo das matrizes D e E s@o realizados para
cada elemento da malha, e que as contribuigdes para os volumes sdo obtidas, portanto, apés
adicionar todas as contribuig¢des devidas a todos os m elementos da malha.

Foram calculadas as contribui¢des de todos os elementos da malha e, consequentemente foi
realizado o balango de conservagdo do contaminante em cada volume de controle, o avango

temporal pode ser realizado, para cada volume, da seguinte maneira

CcrHl = Or + z—:/ (DISS; — CONV; + )", (66)

onde AV é€ a drea do volume centrado no vértice i e DISS e CONYV sio os valores armazena-
dos em cada vértice da malha, referentes aos balangos de conservagio dos fluxos difusivo, dado

pela equagdo (58), e convectivo, dado pela equagio (65), respectivamente.

6 Estrutura de dados Topolédgica e Geracido de Malhas

A qualidade da solugdo numérica, depende basicamente de dois fatores: o primeiro é refer-
ente ao esquema numérico para solucionar a equagio, e o segundo, e nio menos importante, é
referente a “qualidade da malha” em que se realiza a simulag&o numérica.

Nesta secdo, descreveremos brevemente a estrutura de dados topolégica [19] utilizada para
representar € manipular as malhas e o Método de Geragdo de Malhas [5] que utilizamos na
discretizagao dos dominios.

A estrutura de dados topolégica que utilizamos € denominada SHE-Singular Handle Edge
[19], difere de outras estruturas tradicionais (windge-edge (4], half-edge [16] e quad-edge [9])
pela capacidade dela de manipular vértices singulares e de manter uma representagdo explicita
dos bordos da malha. Embora, a representagéo explicita dos bordos ndo seja comum em
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estruturas de dados topoldgicas, ela é essencial e simplifica o armazenamento de condigdes
de contorno presentes em simulagdes numéricas.

Para manter a integridade das informagdes de vizinhanga (topoldgicas) das entidades da
malha (vértice, aresta, faces, singularidades e bordo) a SHE utiliza os operadores de Morse
[18].

A SHE mantém uma representagdo explicita de oito entidades topoldgicas

SHE: representa todas as malhas — na pratica omitimos esta entidade devido ao fato de

realizarmos a simulag@o em apenas uma malha por vez;

Mesh: representa cada componente conexa da malha;

Vertex: representa os vértices da malha;

Half-edge: representa uma aresta contida numa face;

Sing: representa cada componente singular incidente a um vértice;

Face: representa as faces ou células da malha;

Boundary-curve: representa as curvas de contorno na matha;

Boundary-edge: representa as arestas do contorno.

As entidades Half-edge, Sing e Boundary-edge sio armazenadas em listas circulares
dindmicas, enquanto as demais entidades sdo armazenadas em listas néo circulares. As relagtes

entre as entidades topoldgicas sdo apresentadas na Figura 7.

£ /
L J: 1 - .'""j""'. ;'"']-"""": [ TR E;‘ ]
Ventices Faces Boundary m U Mesh ! oVerlex ! Boundary Hnlf— sn
ayL l i J [ Curves b) i i €) b i i Bl P Mue

| Holf-Edge Bounday
Lemamannt Half-Edge Curve
d) e ™ )y /il LG
Lista Lism {7777 IS
g) Nao circutar Circolor ..., i Poniciras

Figura 7: Relagdes entre as entidades que constituem a estrutura de dados SHE [19].

Cada Mesh, aponta para as listas de suas componentes: Vertices, Faces e Boundary-
curves (Figura 7 a)). Cada Vertex, aponta para sua lista Sing e também possui um ponteiro de
volta para a malha (Mesh) na qual est4 contido (Figura 7 b)).
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A Half-edge € orientada no sentido anti-horéario e possui um ponteiro para o seu vértice
inicial. A entidade Half-edge também possui um ponteiro para a Half-edge em sua face
adjacente, caso ela ndo seja de contorno. Se a Half-edge for de contorno, entdo ela aponta para
um Boundary-edge (Figura 7 c)). Cada Sing aponta para a Half-edge que “deixa” seu vértice
associado. Se o vértice € singular, entdo tem uma lista circular Sing, e cada elemento nesta lista
aponta para uma Half-edge no contorno de cada componente formando a singularidade (Figura
7 d)).

Cada entidade Face, aponta para a lista circular de Half-edges que define sua orientagio
(Figura 7 e) e as Boundary-curves apontam para listas circulares de suas Boundary-edges.
Cada Boundary-edge, aponta para a Boundary-curve na qual esta contida e para a Half-edge
que a representa (Figura 7 f)).

A estrutura de dados e um conjunto completo de métodos para acessar as informagdes
armazenadas na SHE foram implementados através do paradigma de orientac@o objetos, uti-
lizando a linguagem C++ padrao [30].

Um mecanismo denominado iterator, é oferecido para percorrer os elementos da SHE de
maneira simplificada. Os métodos Begin() e End(), definidos para cada classe, sdo responsaveis
pela inicializagdo e finalizagdo do iterator.

Por exemplo, o seguinte c6digo imprime as coordenadas de todos os vértices na malha,
percorrendo a lista de Vertex:

Iterator <SHE_Vertex> iv;
iv = m->Begin_vertex() ;
for (; iv != m->End_vertex(); ++iv)

cout << iv->Get_x() << iv->Get_y() << endl;

As principais vantagens do iterator, em termos de facilidade para o usudrio da SHE, esta no
encapsulamento das listas e na padronizag@o do acesso a elas.

O método de geracdo de malhas que utilizamos, proposto por Cuadros-Vargas [5], gera
malhas diretamente a partir de imagens. Tal interesse, foi originalmente motivado pela possi-
bilidade de gerar malhas em objetos a partir de dados extraidos de dispositivos n@o invasivos,
sem a necessidade da etapa de detecg@o dos contornos da imagem. Como exemplo, podemos
citar: Tomografia Computadorizada (CT-Computed Tomography) € Ressondncia Magnética
(MRI-Magnetic Ressonance Imaging). Esta metodologia de geragdo de malhas, para o nosso
problema em particular, tem se mostrado muito eficiente, ndo apenas pelo fato de tornar o
processo de modelagem do dominio de simulagio mais eficiente e realistico, mas também por
permitir refinamento préximos aos pontos de inje¢do do contaminante.

A principal caracteristicas do método proposto por Cuadros-Vargas € a geragido de malhas
triangulares Delaunay, adaptada a partir da metodologia de refinamento proposta por Ruppert
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[25]. Convém salientar que a triangulagdo de Delaunay unida com o refinamento proposto por
Ruppert possui caracteristicas desejdveis para nosso processo de simulagao: tridngulos com boa
razdo de aspecto e maior concentrag@o de elementos em regides do dominio em que € necessério
assegurar a precisao da solugdo numérica.

A Figura 8 apresenta um exemplo de uma malha gerada a partir de uma imagem utilizando

o método de Cuadros-Vargas.

Figura 8: Exemplo de uma malha gerada segundo o método de Cuadros-Vargas: a figura (a)
apresenta a imagem original (Corcovado-Rio de Janeiro); a figura (b) apresenta uma malha
gerada a partir da figura (a): € possivel notar que a malha esta refinada em regides do dominio

de maior curvatura e préxima aos contornos.

7 Resultados Numéricos

Nesta se¢do, apresentaremos os resultados obtidos pelos Métodos de Diferengas Finitas e de
Volumes Finitos aplicados para a obteng¢ao da solugao numérica da equagao (4).

O problema simulado foi a inje¢do de um contaminante em um lengol subterrdneo em
uma posi¢do determinada a priori. Assumimos que, o dominio é confinado e que no inicio
da simulag@o a concentra¢@o € nula em todo dominio e nos contornos, exceto no ponto de
inje¢do do poluente. Uma caracteristica desse tipo de problema fisico € apresentar velocidades
de escoamento baixas.

Desta forma, € plausivel admitir que o poluente néo atingird os contornos com o passar do
tempo, e portanto o valor de concentragdo nos contornos € sempre nulo.

Dois tipos de simulagdes foram realizadas no problema do espalhamento do contaminante

1. Na primeira, o contaminante € injetado apenas no tempo inicial, isto €, a concentragao ¢

imposta como condi¢do inicial e esta simplesmente se espalha a cada passo no tempo;

2. Na segunda, a inje¢do do contaminante no ponto determinado € feita a cada passo de

tempo.
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Em ambas simulagdes, foram realizadas comparagdes qualitativas entre as solugdes obtidas
por Diferengas Finitas e Volumes Finitos. Nesta comparagdo, o dominio utilizado foi um

quadrado de dimensdes 100 m x100m, o campo de velocidades dado por
(vz,vy) = (0.001, 0.05) m/dia,

e a concentragao injetada foi Cipjetor = 10.0mg/!.

Para estas comparagdes qualitativas, admitimos no Método de Diferencgas Finitas o espaga-
mento nas dire¢des x e y iguais, ou seja, Az = Ay = 2.0m, na qual o nimero de células é
50 x 50.

Em Volumes Finitos a aresta média A,, = 1.99m, o nimero de elementos triangulares é
igual a 5765 e o nimero de volumes de controle € 2995.

Em ambos os métodos o coeficiente de difusdo é dado por I' = 1.0m?/dia.

Desta maneira, € possivel avaliarmos um valor para o passo no tempo (At), de acordo com
a restri¢ao (9) para Diferengas Finitas, e de acordo com a restri¢ao (34) para Volumes Finitos.

Portanto, ambos os métodos, o valor de passo temporal € At = 0.5dia. O tempo final de

simulag@o € Tina = 500 dias, e o valor de inje¢do do contaminante Cipjetor = 10.0mg/I.

7.1 Injecao Inicial de Contaminante

Nesta simulag@o, com a inje¢do do contaminante apenas no tempo inicial, realizamos uma
comparagdo qualitativa entre os métodos numeéricos e a solug@o analitica, descrita na Segdo 3.
Os resultados obtidos pelo Método de Diferencas Finitas, Volumes Finitos e a solugdo

analitica, para diferentes tempos podem ser observados nas Figuras 9, 10 e 11, respectivamente.

(a) 1 iteragao

(b) 100 iteragodes

(c) 200 iteragdes

Escala de contaminantes
000 143 286 429 571

wd
Al Y

Escala de contaminantes Escala de contaminantes
7.14 857 0.0 0w omws oo oo o m  ousss o7 oo oo omi  oar: _oaws

ous  oosw 00
i B s 3

Figura 9: Comparagao qualitativa (dominio 100 m x 100 m) — Diferencas Finitas: injecéo inicial,
dt = 0.5dia, I' = 1m?/dia, (vs,v,) = (0.001,0.05) m/dia.
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(a) 1 iteragdo (b) 100 iteragdes (c) 200 iteracdes

200 0713 143 214 285 3. : . g y oows o oan

Figura 10: Comparagéo qualitativa (dominio 100 m x 100 m) — Volumes Finitos: injec&o inicial,
dt = 0.5dia, T = 1m?/dia, (v, v,) = (0.001,0.05) m/s.

(a) 1 iteragdo (b) 100 iteragdes

(c) 200 iteragdes

-

00 00X 00%S 004 ow o oazm

0.00 0.132 0.264 0396 0.529 0.661 0.793 0925

Figura 11: Comparag@o qualitativa (dominio 100m x 100m) — Solug@o analitica: injeg@o
inicial, dt = 0.5 dia, I' = 1 m?/dia, (vz,v,) = (0.001,0.05) m/s.
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7.2 Injecdo Constante de Contaminante

As Figuras 12 e 13, apresentam resultados numéricos do Método de Diferencas Finitas
e de Volumes Finitos, respectivamente, na simulagdo do problema da inje¢do constante de

contaminante, no caso em que dt = 0.5dia, ' = 1 m?/dia, (v;,v,) = (0.001,0.05) m/dia.

(a) 1 iteragdo (b) 1000 iteragdes (c) 2000 iteragdes

(d) 3000 iteragdes

(e) 4000 iteragdo (f) 5000 iteracdes (g) 6000 iteracdes (h) 7000 iteragdes

Concentragdo de contaminantes

000 143 286 429 571 7.14 857 10.0

Figura 12: Comparag@o qualitativa (dominio 100 m x 100 m) — Diferencgas Finitas.

(a) 1 iteragdo (b) 1000 iteragdes (c) 2000 iteragdes (d) 3000 iteragdes

(e) 4000 iteragdo (f) 5000 iteracdes (g) 6000 iteragdes (h) 7000 iteragdes

Concentragdo de contaminantes
0.00 143 286 4.29 571 714 857 10.0

o

Figura 13: Comparag@o qualitativa (dominio 100 m x 100 m) — Volumes Finitos.
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Verificamos que, os resultados sdo qualitativamente préximos em diferentes tempos. Pode-

mos observar a concomitancia no comportamento do espalhamento de fluido, que esté de acordo
com o campo de velocidades.

Uma breve discuss@o sobre o estudo da convergéncia do Método de Volumes Finitos foi
realizada. O método numérico para o problema da injegao constante foi aplicado usando quatro

malhas distintas, trés uniformes e uma refinada a partir de uma imagem [5]
e malha grossa (138 volumes de controle e 235 elementos triangulares);
e malha intermediaria (205 volumes de controle e 929 elementos triangulares);
e malha fina (2995 volumes de controle e 5765 elementos triangulares);
e malha com refinamento local (484 volumes de controle e 878 elementos triangulares).

Uma das vantagens de utilizarmos o Método de Volume Finitos e malhas ndo-estruturadas
na simulag@o de escoamento de fluidos € a possibilidade de empregarmos refinamento da malha
em regides de interesse.

Nos problemas propostos neste trabalho, a regido de interesse € a regido na qual o con-
taminante estd sendo injetado. Para verificarmos a eficiéncia do Método de Volumes Finitos

simulamos o problema da inje¢@o constante do contaminante usando as malhas ilustradas na
Figura 14.

(a) (b)

Figura 14: Malhas para a simulagdo de Volumes Finitos

Em todas as simulagdes a velocidade € dada por (v.,v,) = (0.001,0.005) m/dia, I' =
1m?/dia e as dimensdes sdo 1000 m x 1000 m. As Figuras de 15 a 18 ilustram os resultados
obtidos.
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(a) 0.5 dia (b) 50 dias (c) 100 dias (d) 150 dias

(e) 200 dias (f) 250 dias (g) 300 dias (h) 500 dias

Concentragdo de contaminantes
0.00 143 286 4.29 571 714 857 100

A
-

Figura 15: Resultados numéricos — malha grossa

(a) 0.5 dia (b) 50 dias (c) 100 dias (d) 150 dias

(e) 200 dia (f) 250 dias (g) 300 dias (h) 500 dias

Concentragdo de contaminantes
1.43  2.86 4.29 571 714 857 10.0

Figura 16: Comparagdes—malha média
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(a) 0.5 dia (b) 50 dias (c) 100 dias (d) 150 dias

(e) 200 dias (f) 250 dias (g) 300 dias (h) 500 dias

Concentragdo de contaminantes

000 1.43 286 7.14 857 10.0

14
¥

Figura 17: Resultados numéricos — malha fina

(a) 0.5 dia (b) 50 dias (c) 100 dias (d) 150 dias

@

(e) 200 dias (f) 250 dias (g) 300 dias (h) 500 dias

Concentragdo de contaminantes

0.00 1.43 2.86 4.29 5.71 7.14 8.57 10.0
s B © R %

SR
Figura 18: Resultados numéricos — malha refinada em torno do ponto de injegao
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