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UTILIZACAO DA INF ERENCIA BAYESIANA EM
EXPERIMENTOS DE CAPTURA-RECAPTURA

Silvana Aparecida CEREGATO"
Josemar RODRIGUES*

« RESUMO: O objetivo deste trabalho é propor um ajuste para o estimador de Petersen
(1896) via maximizagdo da densidade preditiva, similar ao ajuste de Bartlett (1937). Um
conjunto de dados simulados € utilizado para estudar a eficiéncia deste ajuste.

o UNITERMOS: Inferéncia Bayesiana, Captura-Recaptura, Densidade Preditiva.

1. Introducgao

Um problema de grande interesse em Ciéncias Biologicas ¢ o de estimagdo do
tamanho de uma populagio animal.

Tal problema pode ser resolvido empregando-se o método de captura-recaptura,
descrito da seguinte maneira: duas ou mais amostras sio selecionadas da populagdo em
estudo. Todos os animais capturados na primeira amostra sdo marcados. Em seguida, todos
os marcados (ou parte deles) sio devolvidos a populagdo. Para cada uma das amostras
subsequientes sdo registradas as capturas dos animais marcados e nio marcados. Todos os
animais nio marcados recebem uma marca e, em alguns casos, os animais anteriormente
marcados também recebem uma nova marca, indicando a época de sua captura. Em seguida

todos os animais (ou parte deles) sio devolvidos a populagdo.

Neste trabalho apresentamos uma forma de estimar o tamanho de uma populagio
animal utilizando o método de captura-recaptura via Inferéncia Bayesiana Preditiva (ver,
por exemplo, O'Hagan, 1994; Press, 1989).Comparamos o estimador obtido com o
estimador de Petersen (1896) utilizando um conjunto de dados simulados.
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2. Etapas do Experimento de Captura-Recaptura

Suponhamos que exista uma populagdo animal cujo tamanho precisa ser estimado.
O processo de captura-recaptura ¢ formulado através das seguintes etapas:

1* etapa: Supondo que o tamanho da populagio € N (desconhecido),
selecionamos sem reposigdo, através de um mecanismo aleatorio, n, animais que sao

marcados e devolvidos a populagéo;

2" etapa: Considerando a populagdo animal anterior selecionamos com
reposigdo », animais e observamos, dentre eles, 77 animais ja marcados na primeira etapa. A

. n
probabilidade de capturar um animal marcado nesta segunda etapa € dada por ¢ = fIO.

Assim, temos que M|n,, ¢ ~ Binomial (r,, ¢), portanto,
A n—m
P[M=m|n,,c]z(")c’”(l—c)' : @)
m

A média e a variancia de m sio, respectivamente:

E(M)=n,c V(M)=n,c(1—c),

Considerando .apenas essas duas etapas iniciais do experimento de captura-
recaptura, podemos obter o estimador de Petersen (1896), muito conhecido e utilizado em
problemas de estimagdo do tamanho de uma populagio animal.

Esse estimador é obtido igualando-se a proporgdo de marcados na populagio,

n o . m .
representada por ﬁ" a proporgdo de marcados na amostra, representada por —, ou seja,
n
1

N, = 2% )
m

3. Previsio Bayesiana no Experimento de Captura-Recaptura

A fim de empregarmos a previsio Bayesiana (ver, por exemplo, O'Hagan, 1994;
Press, 1989) no experimento de captura-recaptura devemos considerar a hipotese de que,
ao realizarmos uma terceira etapa de captura na populagio estudada, a probabilidade de

. , n
captura de cada animal marcado ¢ dada por m=— ouseja, n =c
N .

Assim, a terceira etapa a ser realizada futuramente pode ser descrita da seguinte
forma: supondo que a probabilidade de captura de um animal marcado é ® devemos



capturar com reposigdo, dentro da populagdo de tamanho N, um certo niimero de animais,
denotado por ».

Podemos dizer, entdo, que nesta terceira etapa realizaremos N ensaios de Bernoulli,
cuja probabilidade de sucesso € n. Logo, n]N, n ~ Binomial (N, ), ou seja,

P[n=nyN, n]-—-(N)n""(l—n)N—%. 3)

ny
A terceira etapa ¢ exatamente a segunda etapa onde substituimos n, por N.

Com o objetivo de aplicar o Método Bayesiano para solucionar nosso problema de
captura-recaptura, podemos supor que o pardmetro T, que representa a probabilidade de

captura de um animal marcado, dentro da populagdo de tamanho N, tem uma distribui¢do a
priori conjugada (Press, 1989), por exemplo uma distribui¢do Beta(a,b), onde a>0 e

b>0. Assim,

' (1-n)"". 4)

Os dados incorporados no nosso estudo sio provenientes da segunda etapa do
experimento de captura-recaptura, ou seja, a fungdo de verossimilhanga, I(m|n,,7t), ¢ dada

pela expressdo (1). Logo, combinando as expressGes (1) e (4), obtemos a distribui¢do a
posteriori para nt, dada por:

)l ) L_pw(1-n)"

j p(n)l(mln,,n)dn

pln|n,m) = 5)

onde:. a=a+meP=b+n-m.

Portanto, os parametros da distribuigdio a posteriori representam os parametros da

distribuicdo a priori de 7 atualizados pelos dados observados na segunda etapa do
experimento de captura-recaptura.

Podemos determinar a densidade preditiva (ver, por exemplo, Press, 1989) para a
varidvel aleatoria n integrando o produto das expressdes (3) e (5) com respeito ao
pardmetro m, da seguinte forma;

P[n=n|N]= jP[n =N,z Jp(n|m ,m)dn.

0

Logo, a densidade preditiva para # corresponde a uma distribuigdo
Beta - Binomial(N,a,B) (Bernardo & Smith, 1994):

n=n|N|= N\ +B)T(N -1, +B)I (1, +a)
P[ o,N] [”o) Mo)r(B)r(a+B+N) (6)




Nosso objetivo nesta terceira etapa do experimento de captura-recaptura € estimar o
tamanho da populagio animal, N, de modo que a probabilidade de recapturar todos os

animais marcados na primeira etapa seja a maxima possivel, ou seja, desejamos maximizar
P[ =n |N] em relagio a N.

Considerando a expressdo (6) como uma fungdo de N apresentamos a seguir 0s
valores de N que maximizam P[n = n,|N].

Tabela 1: Valores de N que maximizam P[n = nOIN]

Possiveis valores de N
B=1 h,
B>1 < o n,
B-1
>1 o -1 -
b m>— n-l+n——¢cZ n(,—1+n(,—l-3—l +1
B-1 o b
B>1 o B-1 p-1__ m 7
n0>E—:I no—l+n0—,—(—x———6$Z n(]+n0 o = o ( )
a+p-1
Observagio: x[| corresponde ao menor inteiro ndo superior a X € Z é o conjunto

dos numeros inteiros relativos.

Notemos que o estimador N dado em (7) pode ser escrito da seguinte forma:

N, = AN, t)

onde A = m(w}

n, a
Concluimos entdo que o estimador Bayesiano, denotado por N, que maximiza a

densidade preditiva da variavel aleatoria n corresponde ao estimador de Petersen
multiplicado por um ajuste.

Se trabalharmos com uma prjori ndo informativa para ., ou seja, a = b = 0, temos
que os parametros da posteriori de 7 sd0 o =m e B = i, — m. Neste caso,

Bsz(l“l‘J- 9)
m

Se o numero de animais capturados na seg,unda etapa do experimento de captura-
recaptura € razoavelmente grande o estimador N € aproximadamente o estimador de
Petersen. ‘



Além disso, em (9) o ajuste para o estimador Bayesiano € similar as chamadas

corregdes de Bartlett (1937), cujo objetivo é tornar os estimadores menos viciados.

No exemplo a seguir verificamos a influéncia de tal ajuste nos estimadores obtidos e

comparamos o estimador (8) com o estimador de Petersen.

4. Exemplo

Podemos ilustrar esse problema de captura-recaptura com um exemplo numerico,
através de uma simulagdo utilizando o software MINITAB.

Considerando conhecidos os valores de: N: tamanho da populagdo animal, #,:
numero de animais capturados na 1* etapa do experimento € n,: numero de animais
capturados na 2* etapa do experimento, geramos 200 dados a partir de uma distribui¢do

N A n
Binomial com parametros n, e ﬁ" Esses dados gerados correspondem aos valores de m:

numero de animais marcados observados na 2* etapa do experimento. Substituindo esses
valores nos estimadores (2) e (8), podemos compara-los com o verdadeiro valor de N e
verificar qual deles € o mais eficiente.

" _0.3.

Seja N = 600 e n, = 180. Assim, n = N

Consideremos algumas distribuiges a priori para ¢ com diferentes pardmetros a e

b, apresentadas a seguir:

Tabela 2: Parametros a e b para a priori Beta(a,b) den

a b E(n) | Var(n)
1 2 0.3333 | 0.055556
6 14 0.3000 | 0.010000
9 21 0.3000 | 0.006774
16 37 0.3019 | 0.003903
32 73 0.3048 | 0.001999

Notemos que, & medida que os pardmetros a e b aumentam, mais informativa se
torna a distribui¢do a priori para m. Além disso, consideremos diferentes valores para n,

(30, 50, 70 e 90) para verificar qual seu impacto nos estimadores de Petersen e Bayesiano.

Utilizando o software MINITAB, geramos 200 valores para m e verificamos o
comportamento da eficiéncia relativa dos estimadores de Petersen e Bayesiano para
diferentes distribui¢des a priori através da seguinte expressdo:



(10)

3 R -NY
M. o N
N 200

Também apresentamos uma comparagio da eficiéncia relativa do estimador

Bayesiano em relagdo ao estimador de Petersen, utilizando o seguinte criténo:

3
.y (N, -N
B (R,) =3

i=1

Assim, nas Tabelas 3 e 4, temos os seguintes resultados:

Tabela 3: Eficiéncia relativa de N, e Niis)

parimetros da M, n=30 n=50 n =170 n, =90
priori(a e b)
— IC]P 0.1499 0.0588 0.0425 0.034
(0, 0) ﬁa( it} 0.13286  0.05533  0.04046  0.03286
(1,2) I:IB(l ) 0.09126  0.04608 0.03555 0.02962
6, 14) ﬁs(s ) 0.031871 0.024589 0.022249 0.019979
9, 21) I:JB(') ) 0.0208 0.0184 0.01760  0.01630
(16, 37) Nn( 657 0.00993  0.010692 0.01112  0.010923
(32,73) Nsm 5 0.003555  0.004757 0.005307  0.005597

Tabela 4: Comparagio da eficiéncia relativa de N, em relagdo a N,

B (Ry)
parimetros da  Estimador  n, =30 m =50 n =70 n, =90
Priori (a ¢ )
e ——————————————————ee ]
0, 0) ﬁa(m-m 1.0524688  0.9862195 1.0084661 1.0210054
(1,2) ﬁmz) 1.5322839  1.2544771 1.2064427 1.2106201
(6, 14) ﬁn(a.u) 3.4654519 2.0316789 1.7189549  1.5527626
9, 21) I:[B(“” 5.2200724  2.6993872 2.1467539 1.8612969
(16, 37) NB(16.37) 12.19422  5.1588392 3.62635 2.9654916
(32, 73) I:Jn(sz.m 134.82521  46.495151  22.592091  20.653773




Pela Tabela 3 observamos que o estimador Bayesiano é mais consistente que o
estimador de Petersen, pois produz medidas menores, principalmente nos casos em que

foram utilizadas prioris informativas.

Através da Tabela 4, verificamos a eficiéncia do estimador Bayesiano em relagdo ao
estimador de Petersen, que se tomna significativa 4 medida que incorporamos informagdes a
priori e trabalhamos com amostras pequenas. No caso de amostras grandes tal eficiéncia
ndo ¢ tdo significativa pois as informagdes a priori sdo absorvidas pelos dados contidos na

amostra.
5. Conclusoes

A utiliza¢do da Inferéncia Bayesiana em problemas de captura-recaptura se torna
viavel quando o pesquisador dispde de informagdes a priori a respeito do comportamento
da populagdo animal em estudo.

Neste trabalho consideramos problemas de captura-recaptura com homogeneidade,
ou seja, cuja probabilidade de captura é a mesma para todos os animais da populagao.

O fato do estimador Bayesiano ser proporcional ao estimador de Petersen ¢ muito
importante pois, numa situagio de total desinformagio (na qual utilizamos uma priori ndo-
informativa) o fator de ajuste do estimador Bayesiano se torna similar as chamadas
corregdes de Bartlett (1937), cujo objetivo € diminuir o vicio dos estimadores.

Para pequenas amostras, notamos que o estimador Bayesiano € muito mais eficiente
que o estimador de Petersen, principalmente quando incorporamos informagdes confiaveis
(prioris informativas) no nosso estudo. Esse resultado pode ser empregado, por exemplo,
no estudo de uma espécie em extingdo, na qual N é razoavelmente pequeno e,
conseqiientemente, também #, o sera. Qualquer informag3o a priori incorporada ao estudo
sera de grande auxilio para a obtengdo do estimador Bayesiano para N de modo que este
seja mais eficiente que o estimador de Petersen.

Uma proposta de estudo € analisar situagdes mais complexas como problemas de
captura-recaptura com heterogeneidade, ou entdo situagdes nas quais a probabilidade de
recaptura de um animal ¢ diferente da probabilidade de captura.

Além disso, deixamos como proposta um estudo para obtengdo de um critério
visando a escolha adequada de 1, ou o desenvolvimento de uma Inferéncia Bayesiana

considerando uma distribuio a priori para n,, por exemplo uma distribui¢do Poisson.
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