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Resumo

‘Neste trabalho, abordamos os modelos de séries temporais estaciondrias
do tipo AR(p) e MA(q). O objetivo principal € propor para estes modelos o uso
de algoritmos de simulagiio de Monte Carlo com Cadeia de Markov (MCMC)
para o célculo das estimativas de méxima verossimilhanca. Aqui, os algoritmos
utilizados foram o amostrador de Gibbs e o algoritmo de Metropolis-Hastings.
Os resultados obtidos usando MCMC s3o comparados com as estimativas
feitas por métodos numéricos propostos em [Box, Jenkins e Reinsel - 1994] e
[Miller - 1995]. '

Abstract

In this work, the autoregressive and moving average time series models
were considered. The main objective here is to use the Markov Chain Monte
Carlo (MCMC) method (Metropolis-Hastings algorithm and the "Gibbs
Sampler) to calculate the maximum likelihood estimates in the ordinary sense
(a point in the parameter space that maximizes the likelihood). The proposed
method was applied to the simulated and the real date record. The estimates
obtained by the MCMC method were compared with likelihood estimates by

iterative numerical methods.

Palavras-chaves: estimativa de médxima verossimilhanga; MCMC; modelos de

séries temporais.

1. Introducao

z

Na anilise de séries temporais, um dos passos importantes € a estimagdo dos

pardmetros do modelo matemdtico ajustado a série dada. Uma maneira de proceder esta



estimagZo € através do uso de métodos de estimativas de méxima verossimilhanca. No nosso
caso estamos interessados em obter as estimativas para os modelos de séries temporais
estaciondrias do tipo AR(p) e MA(q). A complexidade da expressio da funcio de
verossimilhanga exata para estes modelos sugere o uso de métodos numéricos baseados em
aproximagdes como os apresentados em [Box, Jenkins e Reinsel - 1994]. Também em [Miller
- 1995] € proposto um método numérico, para o caso de modelos AR(p), que utiliza um

algoritmo iterativo baseado em expressdes mais simples para as derivadas da funcdo de

verossimilhanca. Um método proposto para estimar os pardmetros de modelos MA(1) é
apresentado em [Anderson, et al - 1996]. O objetivo deste projeto é propor como método de
obten¢do das estimativas de méxima verossimilhanca, o uso de algoritmos de simulagdo de
Monte Carlo com Cadeia de Markov (MCMC), mais especificamente o algoritmo amostrador
de Gibbs [Casella e George - 1992] e o algoritmo de Metropolis-Hastings [Chib e Greenberg -
1995]. O uso de simulagdo de Monte Carlo para o cdlculo de estimativas de médxima
verossimilhanga foi proposto inicialmente por [Geyer € Thompson- 1992] e [Geyer - 1994].
Nesse trabalho é usado programagdo linear para encontrar o suporte da fungdo de
verossimilhanga e entdo acha a distribuicdo da familia exponencial neste suporte. Na proposta
do nosso trabalho os parAmetros dos modelos sdo interpretados como varidveis aleatrias cuja
densidade tem como niicleo a funcdo de verossimilhanga do modelo, entdo os algoritmos
amostrador de Gibbs e Metropolis-Hastings sdo usados para gerar uma amostra desses
parimetros e a estimativa de mdxima verossimilhan¢a desses parmetros € tomada como
sendo a moda da amostra gerada.

No final do trabalho, apresentamos comparagdes entre 0s resultados da aplicagdo dos
métodos numéricos e da aplicagdo de MCMC em séries geradas por modelos AR(2) e MA(2).

2. A Funcio de Verossimilhanca Exata
2.1 Funciio de Verossimilhanca Exata para Processos AR(p)

Suponhamos que uma dada série Z_ = (z,, Z,, ..., zn)' € gerada pelo modelo auto-

regressivo estaciondrio de ordem p, ou AR(p):
Zt = ¢lzt—1 + ¢2 Z¢—2+ et ¢P Zt—p + a,

onde E [Zt] =0 ¢ {a,} é um ruido branco gaussiano com variancia az. Em [Box, Jenkins e
Reinsel - 1994] mostra-se que a fungdo de verossimilhanga exata para este modelo pode ser

expressa na forma



t=p+l1
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com 7, V5 - »7,., as autocovariancias do processo.

2.2 Funcio de Verossimilhanca Exata para Processos MA(q)
Consideremos o modelo de médias-méveis invertivel de ordem q, MA(q), dado por:

z=a,—06a,_—04a_,—..—0a,
2, ',
onde E[Z'] = 0 e suponhamos que uma dada série z, = (z,, z,,..., z,) € gerada por este
) . p .o iAo 2 .
modelo. Suponhamos também que {a,} é um ruido branco gaussiano com varidncia o . Seja
. ! . . . . ’ ~
a,=(a,_,a,,.. a) um vetor g-dimensional dos valores preliminares do ruido. Entfo,

pode-se mostrar que a densidade conjunta de z_ e a. pode ser escrita como:

) (nt+q)/2

p(z,,a.0,7) = (2_11{ ezp{ - 5 [(z, — Fa,)G G (z, — Fa.) + a;d*]}

onde:

-0=1(60,9,,.., Gq)' ;

- G é uma matriz triangular inferior de tamanho n x n formada por 1's na diagonal
principal, -0; na primeira subdiagonal, -0 na segunda subdiagonal, € assim por
diante, com 6; = 0, parai > q; '

- F" é uma matriz de tamanho n x q da forma F' = (B:I, O’)/ , onde

0, 041 6,

0o 6 6,
B,= — !

0 0 0,



¢ uma matriz quadrada de ordem q ¢ O uma matriz nula de ordem (n — q) x q

Esta densidade pode ser escrita na seguinte forma:

T

: q/2 ,
(%) emn{ - o)

p(zn,a*le, T) = (%)n/gexp{ - % [(z, — Fa.) G'G'(z, — Fa,)|}

a qual pode ser interpretada como
p(z,,a.|0,7) = p(z |a., 0,7) p(a.l6,7)

onde:

n/2 ] -1 -1 .
p(z |a.,0,7) = (%) exp{ - 7 [(z, — Fa.) G~ G (z, — Fa.)]}

r \? T '
p(an,7) = (%)" ezp{ - } dian) @

Supondo conhecido o valor de a., podemos estimar os pardmetros @ e 7 usando a

fun¢do de verossimilhanga exata:
L(e, 7] zn,a.,,) = p(z_|a., 6, 7) p(a.|0,T)
ou seja,

n/2
L(6,7|2,a.) = () " eop{ - § [(2, — Fa.) GG (2, — Fa.)]}
T

. (—;)q/zexp{ — %a;a,..} 3)

3. Método de Simulacio de Monte Carlo com Cadeia de Markov
(MCMC) para Estimativas de Maxima Verossimilhanca

Consideremos a fungdo de verossimilhanga L(\), A € A (espago de pardmetros), para
os modelos AR(p) ou MA(q). Interpretando os parimetros destes modelos como varidveis

aleatérias, podemos construir uma fungio densidade de probabilidade por:



PN = 2 L(A)
onde
C= f,\ L(X)dX

Desta forma, o estimador de méxima verossimilhanga X é amoda da densidade P(A).
A vantagem desta interpretagio é que podemos calcular X usando algoritmos de

Simula?z"lo MCMC, sem necessidade do conhecimento da constante ¢, Esses algoritmos

simulam no espago de pardmetros uma cadeia de Markov cuja distribuicdo estacionéria seja
dada por p, de modo que, para uma iteragio suficientemente alta da cadeia podemos
considerar que os valores finais simulados representam amostras da densidade desejada. Os
algoritmos aqui utilizados foram o amostrador de Gibbs [Casella e George - 1992] e o
algoritmo de Metropolis-Hastings [Chib e Greenberg - 1995]. Para identificar € monitorar a
convergéncia destes algoritmos, utilizamos o critério de convergéncia proposto por [Gelman e
Rubin -1992). Este método propde o célculo do fator de reducdo de escala \/ﬁ, cujo valor
deve estar proximo de 1 para garantir a convergéncia. A seguir descrevemos o

desenvolvimento da teoria necessaria para a aplicagio dos algoritmos nos modelos AR(p) e
MA(q). '

3.1 Aplicacdo de MCMC em Processos AR(p)

Consideremos a expressdo da fungfo de verossimilhanga exata apresentada em (1). As
estimativas de mdxima verossimilhanca podem ser obtidas, aplicando-se o algoritmo de
Metropolis-Hastings. Inicialmente, vamos reescrever a fungdo de verossimilhanga como o

produto de duas fung¢des. Para isso denotemos:

Zp+l ZP 1 ¢1
z z ¢
Y = P2 , X = p:+1 2 e ¢ — :2
Z . Z
" (n—-p)x1 n-1 P (n-p)xp . ¢" px1

Podemos entio, escrever o somatério da expressao na forma

S (2 - bz — o — $2.,) = ¥ —X¢) (¥ — X8)

t=p+1

E possivel mostrar que:

o~

Y -XP) ¥ -Xp)=@p—PXX(p—P+ (Y -Y)[¥-7)



onde

=1

 e=(XX)'XY
Y=X¢=X(XX)"XY

O vetor ¢ é denominado o estimador de méxima verossimilhanca quando usamos a fungio de
verossimilhanca "aproximada" - [Box, Jenkins e Reinse] - 1994].

Assim, podemos escrever a fungio de verossimilhanga exata como:
L(¢,r|z,) = ¥ (¢, 7) ¥, (9, 7)

definindo-se as fungdes

1/2

emp{ -2 [z;Mp(”)zp +(Y-Y)(Y - 17)] }

v, (8,7) = ()| M0
V(4= ()" e[~ 56-DXX G-

Notemos que ¥, (¢, 7) € uma normal p-dimensional com média de precisdo 7X 'X.
Seja p(¢, 7) = V,(¢, 7). Temos que

p(glr) ~ N (8, (X' X)")

p(rlg) ~ T(3, 36 - HX X ¢ —)

Entdo, podemos aplicar o algoritmo de Metropolis-Hastings utilizando as densidades
acima para gerar os candidatos da amostra, sendo que a probabilidade de aceitagio de cada

candidato ¢” ~ p(p|r) € dada por:
. v,6”,7)
a, = ming 1, ——=—
¥ (67,7

e a probabilidade de aceitacdo de ™~ p(7|¢) é dada por:

. ¥ (6,7
o, = ming 1, ———=~
v.(p,7 )



3.2 Aplicagiio de MCMC em Processos MA(q)

Vimos anteriormente em (3) a expressao da fungdo de verossimilhanga exata para um

processo MA(q). Observamos que:

‘p(B |7,a4,2,) x T ezp{ ~ 3 [(z, — Fa.) G7'G™(z, — Fa,)|}

p(7]8,a,,2) x T("+q)/zexp{ - %S(O, a..)}
onde

S@,a.) = (z, — Fa.) GG ' (z, — Fa.) + a.a.
Também em (2), vimos que
- \9/2
p(a.)d,7) = (2—7;) ezp{ ~ a G}

Entdo, utilizando algoritmos MCMC, podemos gerar valores para a., 7 € 6,

implementando o seguinte algoritmo:

. o v s s [ 0
1) Fazer j = 1e dar os valores iniciais a,, , 7 "e 9" ;
2) Gerar:
() G- G-\,
a, ~ pla«@ ", 7 " );

) G-1_6)
T~ p(r 67", a, ,zn);

8% ~ ( P ‘Tu) a(n z,.) ;

3) Fazer j — j + 1 e repetir os passos 2) e 3) até convergéncia.

Note que:
a,~ N (0, 7'_1)

T ~ F(n;q + 1, S(oéa*))

6 ~p@|7, z,a,).

Entdo, podemos utilizar o amostrador de Gibbs para gerar a.. e T €, no caso de.@, como

ndo € possivel identificar uma distribui¢do conhecida, utilizamos o algoritmo de Metropolis-

Hastmgs tomando como nicleo uma distribui¢do normal N (/,La, ) onde os parametros pu, €

aa devem ser ajustados de acordo com a taxa de aceitagdo dos valores simulados.



4.  Exemplos

Apresentamos aqui a aplicagdo do método MCMC para o caso especifico de séries
temporais geradas por modelos AR(2) e MA(2). Para o modelo AR(2), os resultados deste
método sdo comparados com os resultados obtidos pelos métodos numéricos estimativas
minimos quadrados e aproximagdo das estimativas de maxima verossimilhanga apresentados

em [Box, Jenkins € Reinsel - 1994], ¢ pelo método ARMLE apresentado em [Miller - 1995].

Para o modelo MA(2), os métodos numéricos utilizados para comparago foram: estimacdo de
méxima verossimilhanga condicional e estimagfio de maxima verossimilhanga incondicional

também propostos em [Box, Jenkins e Reinsel - 1994).

Exemplo 1:

Modelo AR(2): série de dados reais com 576 observagdes formada pelas vazdes
médias mensais do reservatério de Furnas durante 48 anos, no periodo de janeiro de 1931 a
dezembro de 1978. A seguir, apresentamos o gréfico da série e os resultados de cada método

aplicado.

z(t)

0 100 200 300 400 500 600
t

fig. 1 - Griéfico da série de dados reais Furnas com 576

observagoes.

Tabela 1 - Resultados das estimativas para os pardmetros da série Furnas.

Método T ?, ' o,
Estimat. Minimos Quadrados 2.20994 0.59602 0.17437
Aproximacéo das EM.V. 2.20993 0.59499 0.17376
ARMLE 2.20993 0.59500 0.17376
Metropolis-Hastings 2.20503 0.59736 0.17588




Vemos que as estimativas dos métodos foram bastante préximas para todos os
pardmetros.

Na implementagdo do algoritmo de Metropolis-Hastings, para cada pardmetro foram
simuladas 2 cadeias com 20000 iteragdes cada e descartada parte inicial de cada cadeia,

correspondente a 30% de cada uma. Também foram tomados valores espagados de 20
iteracOes (devido a alta correlagdo entre os valores gerados), totalizando uma amostra de
tamanho 1400. Um resumo dos resultados obtidos pelo algoritmo de Metropolis-Hastings sdo

dados na tabela abaixo:

Tabela 2 - Metropolis-Hastings para a série Furnas.

T @, ?,
Média 2.20562 0.59322 0.17575
Moda (EMV) 2.20503 0.59736 0.17588
Mediana 2.19634 0.59379 0.17525
VR - (crit. de conv.) 1.00462 1.00094 0.99986

Os histogramas construidos com as amostras selecionadas para cada um dos

pardmetros, assim como o grafico de convergéncia sdo dados nas figuras seguintes:

o 2 % 9
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fig. 2 - Histogramas das amostras geradas para 7, ¢, € ¢,.
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fig. 3 - Gréfico indicando a convergéncia das 2 cadeias

geradas, com seus repectivos pontos de partida.

No grifico acima, temos no eixo horizontal ¢, € ¢, e no vertical 7. Notamos neste
gréfico a convergéncia do algoritmo para duas condig6es iniciais diferentes.

Exemplo 2:

Modelo MA(2): série de 100 observagdes simuladas pelo modelo invertivel:
z, = a, — 0.8a,_, +0.6a,_,, onde a, ~ N(O, 1).
4

3r

4
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t

fig. 4 - Gréfico da série simulada z. = a, — 0.8a,_, +0.6a,_,




Para cada um dos métodos, as estimativas calculadas para T , §, e 0, sdo dadas na
tabela abaixo:

Tabela 3 - Resultados das estimativas para os pardmetros da série.

Métodos T 0, 0,

Est. de Mdxima Verossimilhanca Condicional 097237 078550  -0.64290

Est. de Médxima Verossimilhanga Incondicional ~ 1.00256 0.78630  -0.64340
Gibbs / Metropolis-Hastings 0.99749 0.71545 -0.56344

Analisando os resultados, vemos que para T as estimativas dos dois ultimos métodos
foram bastante préximas do valor real 7 =1 e que para 6, e 6, as estimativas do método
MCMC foram mais baixas do que os métodos numéricos.

Para os métodos numéricos, o incremento usado para 0, e 6, foi de 10™ Para o método
MCMUC, foram simuladas 2 cadeias com 15000 itera¢Ges cada, para cada um dos parametros.
A selecdo da amostra final foi realizada descartando-se parte inicial de cada cadeia
(correspondente a 30% de cada uma) e tomando-se valores espagados de 10 iteracdes (devido
a correlagio entre os valores simulados), totalizando assim 2100 amostras péra cada
pardmetro. No uso do algoritmo de Metropolis-Hastings para a geragdo dos candidatos de 6,
ajustamos como nicleo uma normal com média p, = (0.7, -0.5) e variancia a: = 0.01. Um

resumo dos resultados obtidos pelo algoritmo sdo dados na tabela abaixo:

Tabela 4 - Gibbs/Metropolis-Hastings para a série z, = a, — 0.8a,_, + 0.6a,_,.

T 9, 6,
Média 0.98540 0.71043 20.53684
Moda (EMV) 0.99749 0.71545 -0.56344
Mediana 0.97742 0.71207 -0.53832
V'R - (crit. de conv.) 1.00013 1.00911 " 1.00431

A seguir, apresentamos os histogramas das amostras selecionadas para cada parametro
e, na figura seguinte, o grifico de convergéncia das duas cadeias com todos os pontos
simulados pelo algoritmo.

[
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fig. 5 - Histogramas das amostras geradas por MCMC para 7,0, e 0,.
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fig. 6 - Gréfico indicando a convergéncia das duas cadeias
geradas, com seus repectivos pontos de partida.

5. Conclusoes

As principais conclusdes obtidas com o desenvolvimento deste trabalho foram:
e O uso de algoritmos MCMC para o célculo das estimativas de maxima

verossimilnanca em modelos AR(p) mostra-se vidvel quando adota-se a funcdo de
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verossimilhanca exata, pois tais estimativas s6 podem ser calculadas fazendo-se
simplificacdes desta fun¢do e usando-se métodos numéricos. Com o uso de algoritmos
MCMC essas simplificagdes ndo sdo necessdrias.

e O uso de algoritmos MCMC em modelos MA(q) para o célculo das estimativas de
maxima verossimilhanca apresenta a vantagem de que além de estimar de forma precisa os
parametros do modelo, ndo necessita o uso de “backforecasting" como no método estimagdo

de méxima verossimilhanga incondicional, o qual € um tanto arbitrério ao se assumir valores
nulos para [e ], t =n+1, n+2, ... . Usando MCMC este problema é contornado pois a,_,

a, .- @, sdo gerados da sua distribuicdo de probabilidade. Além disso, o uso de MCMC

2g)
evita um algoritmo de maximizagao da fungio S(@).

e Na comparagdo do uso do algoritmo MCMC com os métodos numéricos, os
resultados mostraram que as estimativas obtidas via MCMC estdo muito proximas das obtidas
com os outros métodos no caso dos modelos AR(p). No caso dos modelos MA(q) a diferenga
entre as estimativas para o pardmetro 6 mostraram-se um pouco maiores, porém com
resultados bastante satisfatérios. Uma desvantagem que surge no uso de MCMC em modelos
MA(q) é o tempo computacional. Devido 2 necessidade de operagdes com matrizes de ordem
n x n (grande), estes algoritmos mostram-se mais lentos que os demais. No entanto, a
vantagem dos métodos numéricos pode diminuir muito & medida que a discretizagio do
intervalo de variagdo dos parimetros nestes métodos aumenta. Esta discretizacdo também

afeta a precis@o desses métodos.
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