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CONFIABILIDADE DE REDES: UlVI ENFOQUE
BAYESIANO

Sandra Cristina de OLIVEIRA*, Jorge Alberto ACHCAR*

RESUMO: Neste artigo, apresentamos uma análise Bayesiana para confiabilidade de sistemas de
redes usando métodos de simulação de Monte Carlo via Cadeias de Markov. Assumimos diferentes
densidades a priori para as confiabilidades dos componentes individuais, com o objetivo de
obtermos sumários de interesse. A metodologia é exemplificada considerando um caso especial de
sistema complexo composto por nove componentes. Consideramos ainda confiabilidade de redes do
tipo k-out—of—m para a qual ilustramos um exemplo numérico.

PALAVRAS—CHAVE: Confiabilidade de Redes, Análise Bayesiana, Métodos de Monte Carlo via
Cadeias de Markov.

1. Introdução

Assumindo uma rede com n componentes, definimos Xi(t) “como uma variável indicadora

para o funcionamento do i_ésimo componente, i = 1, ..., n e X (t) como uma variável indicadora

para o funcionamento do sistema. Assim, Xi(t) : 1(0) se o i_ésimo componente está funcionando
(ou não) e X (t) : 1(O), se o sistema está funcionando (ou não) num dado tempo t > 0.

* Instituto de Ciências Matemáticas e de Computação, Universidade de São Paulo - USP, 13560-970. São Carlos, SP..
Brasil.



A confiabilidade esperada do i_ésimo componente é dada por go,-(t) = P(Xi(t) = 1) e _a

confiabilidade esperada do sistema é dada“ por p(t) = P(X (t) = 1). A confiabilidade esperada do

sistema é expressa por uma função h(p ), p = (pl, ..., pn), das confiabilidades dos componentes

individuais dependendo da estrutura do sistema: série, paralelo ou qualquer outra configuração geral.

Para um sistema em série temos:

W) = Mg) = PiX(t) = ll =' PiX1(t) = 1, ...,Xn(t) = ll = Iªin- (1)
i=1

e para um sistema em paralelo,

por) = Mg ) = PiX(t) = 1) = 1 — PiX(t) = Ol =
n

= 1 —P[X1(t) =o,...,x,,(t) =o; = 1 -1'[(1 —p,-). (2)
í=1

Considerando um caso especial de sistema de rede complexo composto por nove

componentes, temos:

ia

.4
i
'l

Figura 1 - Sistema de rede com nove componentes.

O cálculo da confiabilidade do sistema da Figura 1 não é trivial, porém, utilizando o lema da

decomposição pivotal (Barlow & Proschan, 1981) podemos obter bons resultados.

Seja X(t) =ó(X1,X2,X3,X4,X5,X6,X7,X3,Xg). Realizando todas as combinações
possíveis, obtemos a confiabilidade do sistema como uma função das confiabilidades dos

“(o.

componentes individuais pi (Oliveira, 1999).



Para obtermos sumários a posteriori de interesse usamos métodos de Monte Carlo via

Cadeias de Markov (MCMC) baseado nos algoritmos de Gibbs Sampling (Gelfand & Smith, 1994) e

Metropolis Hastings (Chib & Greenberg, 1995). O uso de métodos MCMC em análise Bayesiana de

confiabilidade de redes tem sido explorada por vários autores (ver, por exemplo: Achcar, 1998).

2. Análise Bayesiana para sistemas de redes

2.1 Função de verossimilhança para £
Assumindo que, para os 17. componentes de um sistema de rede, temos o conjunto de dados

D : [(m—wiki = 1, ..., n], onde n, réplicas do i_ésimo componente são'testadas em um dado

tempo t e zi é o número de réplicas do i_ésimo componente que sobrevivem ao teste. A função de

verossimilhança para3 = (pl, ..., p,,) é dada por:

L< >=fi(;º;:)pzºª(1—pi>m-ºz o<p.-<1. (3)
N .?,:

2.2 Distribuição conjunta a priori para p
Assumindo independência a priori para os parâmetros, podemos considerar uma distribuição

conjunta a priori para p dada pelo produto de distribuições Beta,

«I(pWHPª' (—1—pl)ª (4)
:=].

onde 0 < p,— < 1, a, e b, são constantes conhecidas.

Normalmente a suposição de independência a priori para ;) pode não ser razoável. Lynn,
N

Singpurwalla e Smith (1995) propõem algumas distribuições a priori para sistemas de rede
assumindo dependência a priori, o que é mais realístico nas aplicações.

Uma destas distribuições (Chen & Singpurwalla, 1996) considera seqiiências permutáveis de
. , . “(n.pgs e componentes altamente confiaveis, sendo dada por:



n (1—1

aªíl—Hl—Pi); ln(1—_1';(.—)-), sea=(n—1)“1
=1 ,

l .

71'2 (£ ) : tn “C!—1 l_(l_pol )l—(n—1)a
1“(HIM—pó)) (W), ªdiªm—fl)—

1:
' (5)

ondep*(1) = min(p1, ..., pn).
'

Quando temos sequências permutáveis e componentes idênticos ou quase idênticos, ou seja,

os componentes são aproximadamente os mesmos (de Finetti, 1972) consideramos, para o caso
bivariado, a distribuição a priori dada por:

7r3(191,I72|912)oc “P( '- % [912001 'P2)2]]' - (6)
'

onde 012 é um parâmetro que indica a forma das distribuições marginais de p,-, i= 1, 2 e da

correlação entre pl e pz.

Para o caso trivariado e multivariado temos, respectivamente:

"a(P1,P2,P3|') º< ªpi _ % [912071 "m)º + 913(P1—P3)2 + 923<P2 “PB?” (7)

7T3(P1, ---,Pn| ') ºC “Pi _ %Q) (8)

onde Q é um polinômio de grau dois em pl, ..., Pn-

Para componentes não muito confiáveis nem idênticos, uma outra distribuição a priori é

proposta por Lee (1993). No caso bivariado, dado Q = (a1,a2,61,62,w12), a distribuição conjunta
a priori para pl e pz é dada por:

_

..

“(171,sz Q) = «(mg, > «(mig ) [1 + Rizoma») (9)

onde Riz(101,P2) =w12Ó(P1)Ó(P2)a Ó(Pi)=Pi-/ti, ui=E(pi) e «(p,—|Q) é a distribuição
marginal Beta para pi, com parâmetros aie &, i = 1, 2. O parâmetro 'wlg indica a intensidade da

relação entre pl e pz , com w12 = O denotando independência.

A extensão para dimensão n envolve um alargamento apropriado de ª no sentido de

abranger todas as dependências possíveis. A distribuição é dada por:



7r4(P1; "wpnl º) : III"-(pilª, ) (1 + R12...n(p17 "º7pn)) (10)

onde R12...n( & ) segue o modelo de R12( . ) dado anteriormente.

3. Inferência Bayesiana

Considerando os algoritmos de Gibbs Sampling e Metropolis-Hastings, geramos amostras
para obtermos inferências para as confiabilidades dos componentes individuais pi(t) e para a

confiabilidade do sistema de rede p(t). Um estimador de Bayes de pi com respeito à função de perda
quadrática é dado por:

Ebm-|D) =fpi7r(g!D)dg. ' (11)

Seja piªs) , z' = 1, ..., n os valores obtidos para pi na r_ésima replicação e s_ésima iteração.
onde R e S são, respectivamente, o número total de simulações (ou cadeias) e o número de iterações
do algoritmo. Então, ( 1 1) pode ser dado pela estimativa de Monte Carlo

A_ 4
R S

(r,s) 12)lºi-Ez Zpi- (

Uma estimativa de Monte Carlo para a confiabilidade do sistema de rede h(p ) com respeito

à função de perda quadrática, é dada por:

E _ A R S
II (7.3) (T,—?)

..

13)(£)—R E E (Pi ,"upn ) (.C!)

4. Análise Bayesiana para o sistema da Figura 1

Considerando o sistema de rede complexo com nove componentes (Figura 1) e o conjunto de

dadosD : ((m-,na) : (12,11); (10,8); (7,5); (14, 12); (18, 12); (20, 18); (18, 17); (9,6); (15, 12))
i = 1, ..., 9 onde n,- é o número de réplicas do i_ésimo componente que são testadas em um dado

tempo t e :::,- denota o número de réplicas que sobrevivem ao teste.



Através da pro
obtermos amostras rep-

simulação, geramos 5 c
e com as restantes, de c

15, totalizando 500 da
são mesmo pontos amostrais da distribuição desejada é o proposto por Gelman e Rubin (1992).

De acordo com os dados, os estimadores de Monte Carlo obtidos para E(pi| D) e os
intervalos de credibilidade (95%) para pi, z'= 1, ,9 são dados pela Tabela 1 e pela Tabela 2.

respectivamente.

gramação realizada no software Matlab versão 4.2b, com o objetivo de

*esentativas das distribuições de interesse e de realizarmos inferências via

adeias com 2000 iterações em cada. Desprezamos as 500 primeiras iterações
.ada cadeia, construímos uma amostra tomando valores espaçados de 15 em

os. O critério de convergência para a verificação de que os valores gerados

Tabela 1 - Estimadores de Monte Carlo para E(pi| D), i = 1, ..., 9.
Distribuição a priori

"1.03, ) "2030 7ra(g) “(g )

Em) D) 09152 09182 0.8350 0.8520
É(p2| D) 0.8104 0.8058 0.8090 07511
137053) D) 0.7432 0.7499 0.7224 0.6949

EW D) 0.8607 0.8594 0.7818 0.8137
É(p5| D) 0.6829 0.6776 0.6737 0.6594
É(p6| D) 0.8990 0.8996 0.8794 0.8630
É(p7| D) 09415 09381 09014 09077
É(pgl D) 0.6955 0.6959 0.6964 0.6325

Em,) D) 0.8068 0.8137 0.7462 0.7648

Distribuição a priori
Tabela 2 - Intervalos de credibilidade (95 %) para pai = 1, ..., 9.

'

«103 ) 8203 ) Mg ) 70103 )

pl O.7213;0.9969 0.7465;0.9965 0.6364;O.9778 0.6701;0.9760
p2 0545009702 0535609737 0.6221;0.9393 0482809350
173 0423809579 0437209567 0.4925;0.9040 0.3815;0.9207
p4 0.6548;0.9795 0.6526;0.9795 0583309355 0574609524
p5 0.4656;O.8669 0.4294;0.8558 0.4801;0.8362 O.4413;0.8464
Ps O.7436;0.9861 O.7540;0.9828 0.7592;0.9725 0.6851;0.9700

p7 0.8047;0.9978 0.788l;0.9984 0.7724;0.9857 O.7690;0.9899

pg 0402409173 0418909377 0482908760, 0.3206;0.8763
pg 0588809532 0.6022;0.9576 0540509003 0559309237



A Tabela 3 mostra as estimativas para E(p(t)| D), ou seja, a média a posteriori para a

confiabilidade do sistema da Figura l-e os intervalos de credibilidade (95%) para p(t).

Tabela 3" - Estimadores de Bayes para a confiabilidade do sistema da Figura 1.

Distribuição a priori
7193) 772% ) 77333) Mg)

É(p(t)|D) 0.9571 0.9567 0.9130 0.9110
IC(95%)p(t) 0.886l;0.9912- 0.8809;0.9927 0.8239;O.9744 0.8040;O.9698

Para o caso de independência a priori entre os parâmetros consideramos ai : 1.125 e

b,- = 0.125. As distribuições marginais a posteriori para pi são dadas por:

“I(pi |D)

ou seja,

l.125+:L'.-— I(l _ pi)n,-—z,-—0.125—l, i= 1, ..., 9

;!)i |D w Beta[1.125 + ac,-,nz- — a:,- — 0.125], i: 1, ..., 9.
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Figura 2 — Distribuições marginais a posteriori para pm : 1, ..., 9 assumindo m (p
N
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Para sequências permutáveis e componentes altamente confiáveis, a distribuição conjunta &

posteriori para p (ver (S)) é dada por:

9

77203, |D) = [1 “ (1 ” PMI—8ª] Hi PÍ'U “ lidªm—ªªª (lil
': : .

onde pa) : min(p1, ..., pg). Assumindo a = 0.1, garantimos que os valores de pi tendam a ser

grandes. As distribuições condicionais usadas para gerarmos amostras de (15) via algoritmos de
Gibbs Sampling com Metropolis-Hastings são dadas por:

”g(pil pci); D) OC pg,-11 — pi)ní+ª_zi—l ÓQZ )9i : 19 "ºi 9 (16)

onde «Mg ) = expílºgl 1 - (1 — pí1))1“ªª1 ) 8 pm =(p1, pH, pm, pg).
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Figura 3 — Distribuições marginais a posteriori para pi, i : la,—..., 9 assumindo 7r2( ).
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Para o caso de seqíiências perrnutáveis e componentes idênticos ou quase idênticos.

assumimos a situação onde pl é semelhante a pz, pg semelhante a p4 , ps semelhante a p,- e pg

semelhante a. pg , com valores representando correlações altamente positivas entre os parâmetros
dados por 012 = 067 = 100, 034 = 089 = 50 e os restantes próximos de zero, exceto 035 = 945 ':
Portanto, a distribuição conjunta a posteriori para£ (ver (7) e (S)) é dada por:

7r3(p|D)oc[prf'(1-Jªpãº—[ºizwlP2)2+934(P3—P4)2+
i=1

+ 935(P3 — Ps)2 + 945074 — P5)2 + 067(P6 + P7)2 + 989(P8 '- n)?” (17)

e as distribuições condicionais requeridas para o algoritmo de Metropolis-Hastings por:

P1|P(1),D ºº Piªu " PDM—zª “P( '- % 912001 _P2)2%

pz! pm, D oc piºu - pz)"ª'ª2 expí — % 012091 — pz?)
p3|p(3),D oc gpu —ps)"ª'ªª empí — — [934(P3 —p4) +egg<pg— mºl)
104! pp,), D oc pZª(1 —- Mªrª"1 empí— [934% — pg)2 + 045(p4 — Ps)2“
p5| pm, D ºc ps(1 — p5)"ª ªª empã — -2[035% — ps)2 + 945(p4 — ps)2”
PSI P(s), D ºC Pc,-.ªu “' 296)"6”ª “P( "' “à967(P6 + P7)2

NHNlr—Mr—

)
P7lp(7), D ºº 177(1 _P7)"7“ ezpí ' 5 967(P6 P??)
p81p(s),D 0< pãª(1 — ps)"ª“ªªª empí — % ºsg(ps — )pgª)

pºl pw), D ºc pãº(1 — Mªº—ªº empí — % ºsg(ps — pg)”;
(18)
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Figura 4 - Distribuições marginais a posteriori para pm : 1, ..., 9 assumindo 7r3 (p )
N

Para componentes não muito confiáveis nem idênticos, assumimos distribuições marginais
uniformes (0,1)para pi dado ª , wlz = 1034 : w67 = wgg = 2, que correspondem às correlações

positivas entre P1 e p;, entre pg e 124, entre p6 e 1h e entre pg e pg. Assumimos, também,

1034 : 1935 = 1945 = 1 e todas as outras dependências como zero. Então, a distribuição conjunta &

posteriori para p (ver (10)) é dada por:

(—1 pi)"*ªªW(p), (19)
N

7D100 |D)º< HI)?

onde 11; (p ) =

+ 71135 (173 *
+ 1089 (P8 '- NID—l

M|—

V

Logo, _as distribuições condicionais a posteriori são dadas por:

10



9

7f4(pilp(i), D) ºc [IIA—”"O — iºl-)""? 1!) (g ) , i = 1, 9 (20)

onde pu) : (pl, ..., pi_1, pi“, ..., pg).Podernos observar que os pgs são gerados via algoritmo de

Metropolis-Hastings cujo núcleo é uma distribuição Beta com parâmetros a:,- + 1 e ni -— xi + 1.
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Figura 5 - Distribuições marginais & posteriori para pi,z' = 1, ..., 9 assumindo 7r4( ).

5. Análise Bayesiana hierárquica para o sistema da Figura 1

Considerando o sistema complexo da Figura 1 e o conjunto de dados D associados à função
de verossimilhança dada em (3), estruturamos o problema incorporando no modelo relações

probabilísticas a respeito dos parâmetros e dos hiperparãmetros através de distribuições a priori

hierárquicas.

ll



5.1 Distribuição a priori hierárquica para p

5.1.1“ Seqiiências permutáveis e componentes altamente confiáveis

Para o caso de seqiiências permutáveis e componentes altamente confiáveis, a distribuição
conjunta a priori de p (ver (S)) é dada por:

”293 'ª) : at) ( lºI(l “Pi))ª—1í1—(l—fgla)l—8a>
i=1

onde p*(1) = min(p1, ..., pg).

Seja

Mg ,a) = Mg la) 7ro(a) (21)

onde no(a) oc aª'le'bª , a > O e a, b são conhecidos, ou seja, a N Gama(a, b). Então,

9 0—1 1__ 1_ # 1—8a

7r2(£ ,a) oc aªª—1 e'bª ( H(1 - p,)? (ªL—? ' (22)
i=1

Portanto, a distribuição conjunta a posteriori é dada por:

_ __
»: 1—80

“(l—pamºªªªªH—l—l“ p“) ) (23),,(p a|D>o< aº+ª'1e'ªª(_lºIpí—º1-sa
i=1

'»

e, a partir de (23), obtemos as distribuições condicionais dadas por:

7r2(pi| pºpa, D) oc pixª(1—— p,—)"*"'ª"""ºf"l 471% ), i = 1, ...,9

71'2(ªlg ,D) º< (lª—leªº Ó2(£ )

(24)
onde P(i) = (Pl, ---» Pi-i, Pm, mp9) e

12



Mg > = exp ( logll — (1 -Pf1))1'ªªll
,

g .

(152% ) = exp ( gloga + [Em,- —z',- +a — 1) log(1 -p,-)] +
i=l

+ log [1 —— (1 — guy-ªª] — log(1 — 8a)?“

Assumindo a = 100 e b = 1000, de maneira que continuemos a garantir que os valores de p,-

tendam a ser grandes e, utilizando as mesmas condições de programação descritas nas seções 3 e 4,
construímos uma amostra com o objetivo de obtermos os sumários a posteriori de interesse.

Tabela 4 - Estimadores de Monte Carlo para E(p,—| D) e E(a| D), i = 1, ..., 9.
772% )

Modelo não hierárquico Modelo hierárquico
E(p1| D) 0.9182 0.9237

E(p2| D) 0.8058 0.8106

EW D) 0.7499 0.7438

Em) D) 0.8594 0.8692

EW D) 0.6776 0.6863

É(p6| D) 0.8996 0.9029

fam D) 0.9381 0.9439

É(p3| D) 0.6959 0.7001

Em?) D) 0.8137 0.8073

É(a| D) — 0.0998

Tabela 5 - Intervalos de credibilidade (95 %) para pi o_a, z' = 1, ..., 9.

"2% )

Modelo não hierárquico Modelo hierárquico
pl 0.7465;0.9965 0.7249;0.9975
pz 0.5356;0.9737 0.5442;0.9706
pg O.4372;0.9567 0.3996;0.9616
p.; 0.6526;0.9795 0.6692;0.9789
ps 0.4294;0.8558 0.4474;0.8644
pô O.7540;0.9828 0.7560;0.9865
197 0.788] ;0.9984 0.8262;0.9972
pg 0.4189;0.9377 0.3925;0.932_1L
pg 0.6022;0.9576 0.5986;O.9536

a - 0.0818;0.1202

13



5.1.2 Sequências permutáveis e componentes idênticos ou quase idênticos

Para sequências permutáveis e componentes idênticos ou quase idênticos, considerando a

situação descrita anterioxmente, assumimos:

012 N Normal (100, 16) 967 N Normal (100, 16)
034 N Normal (50, 9) 089 N Normal (50, 9)
035 N Normal (10, 4) — 045 N Normal (10, 4)

e os demais iguais a zero.

A distribuição conjunta a priori para £ (ver (6)) é dada por:

"3% | 912, 934, 935,945, 967, 989) ºC “P( _ %[912(P1 " P2)2 + 934093 " P4)2 +

+ 935(P3 _ P5)2 + 945(P4 - P5)2 + 967(P6 “ PIV + 989098 '- P9)2] )
Seja,

7f3(P ,912,934,935,945,967,989) = 7f3(P |912,934,935,945,967,989) X

X 7fo( 012, 934,935,945,967,989).
.

(25)

Assumindo independência a priori entre 912, 034, 035, 045, 967 e 089, temos:

7l'0( 6712, 934, 935, 945, 967, 989) OC eírpí - 515 (912 — 100)2 - à (967 - 100? '-
“ 1%(934 — 50)2 “ à(ºsg - 50)2 * à(ºss " 10)2 “ %(045 “ 10??- '* (26)

Logo,

"a(g , ºu, 934,935,945,967, 989) ºC “P( -%[912(P1 " P2)2 + 067(p6 * P7)2 +

+ 934(P3 _ 1702 + 989078 _ Pg)2 + 935(P3 _ Ps)2 + 945(P4 “ 1%?” X

X empí - 515 (912 - 100)2 “ à (967 _ 100)2 "' 1%(934 - 50)2 _ 1%(989 - 50)2 '
— à(aaf. — 10>º — 5045 - unº). .

.

(27)
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Portanto, de (27) obtemos a distribuição conjunta & posteriori dada por:

7F3(P ,912, 934, 935, 945, 967, 989| D) º< [Hpz"(1 — p-)"ª'ªª] x.

X expí "' %[912(P1 — P2)2 + 967(P6 " Pr)2 + 934(P3 - P4)2 1+ 989(P8 - P9)2 + 935(P3 _ Ps)2 +
+ 045(p4 — ps?” empí — à (012 — 100)2 - 315 (067 _ 100)2 _ à(ºw _ 50)2 _
_ à(agg — 50)2 - %(035 _ 10)2 — %(045 - 10?) (28)

e as distribuições condicionais requeridas para o algoritmo de Metropolis-Hastings dadas por:

P1|P(1),,Q, ,D oc pªpa -W) expí — 1-012(p1— paª)
P2|P(2),,Q, ,D ºc pãº(1 - m')” ªº expí — % 912(p1——pz)ª)

p3|p(3),£ ,D º< p3ª(1-Ps')"ª ªª ewpf- % [934(p3— p4)º +935(p3 —sp)ª"
almª,,,)N,D º< pff(1- m))““expí- % [ªsd(—m 104)2 +º45(p4 -P5)2])
P5|P(5),N ,D ºc Jº?(1——)p:,)"ª ªªewpí— % [035((m- ps)º +945(P4 “Ps?”
pôl p(s),N ,D « pãª(1 — pe)"ª'ªªª ewpí — % 067(pe— P72) )

p7|pm0,N ,D º< p77(1 -mmª? empí— % 9a(ps——pr)º)

pm,),N ,D oc p,ª(l— p,) expí— ªesganaº?)
P9|P<9>,,€, D º< pêº1—( ps,)"º“mí -%989(P -p9)º)
912) P, 967, 934, 989, 935, 945, D ºC efBPí—

%912(P18-
P2)2- %-2(912 “ 100?)

967| P, 912, 934, 989, 935, 945, D ºC Cªipi- %967(P6 _ P?)2 55 (967 _ 100?)

934|P, 912, 967,989,935, 945,17 0< “P( %934(P3- P4)2— TIs" (934 - 50?)
989) P, 912,967,934,935, 945,0 º< “P( %98 9(P8 - P9)2" fls" (989 " 50?)
935|P, 912,967,934,989,945,D ºº ªwpí- %935(pg — 12—5)2 %(035 —10)º)

945) P, 912,967, 934,989, 935, D º< expf— %"945( P4 — P5)2"' % (945 *10)2)
(29)

onde pm : (p1,'“)pi—17pi+13 "'a 199), R =(pli'º'1p9
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Tabela 6 - Estimadores de Monte Carlo para E(p,-| D), i--— 1, ,9 e E(012| D), E(067| D),
E(034| D))E(989| D) 50935) D) º E(94sl D)-

7ra(íº )

modelo não hierárquico modelo hierárquico
É(p1 | D) 0.8350 0.8407

É(p2| D) 0.80% 08024
É(p3| D) 07224 07302
Em) D) 07818 07809
É(p5| D) 06737 06787
É(p6| D) 0.8794 0.8777

Em) D) 09014 0.8978

É(pg| 2) 06964 06967
É(p9| D) 0.7462 0.7348

7012 | D) - 99.8235

E(067| D) - 1001540

E(634|D) — 502937

Éwsg | D) _- 50.0278

Éwss | D) - 9.9338

É(045|D) - 9.8978

Tabela 7 - Intervalos de credibilidade (95 %) para pi, i = 1, ..., 9.43 paraE .

“3% )

modelo não hierárquico modelo hierárquico
19l 0.6364;0.9778 0672309670
pz 0622109393 O.6259;0.9388
;;»3 0492509040 04984091 1 1

134 0583309355 0593209385
125 0480108362 0510908429
p6 0759209725 0744209702
p, 0772409857 0765709853
168 0482908760 0477408844
pg 0540509003 0533908973
en — 94.3003;105.8196
067 _ 94.5564;105.6539
034 — 46.2810;54.8787
039 _ 46.9800;52.9151
035 - 7.047l;l3.l389
045 _ 6.9554;12.6'3'42
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5.1.3 Componentes não muito confiáveis nem idênticos

Para o caso de componentes não muito confiáveis nem idênticos, assumimos:

w12 N Normal (2,1) 'w67 N Normal (2,1)
11734 N Normal (2,1) w89'N Normal (2,1)
1035 N Normal(1,1) w45 N Normal (1, 1)

e as demais dependências iguais a zero.

A distribuição conjunta a priori para p (ver (7) e (8)) é dada por:

"493 |w12,w67,w34,w89,w35,w45) ºª tº (£ %)

onde ª = (w12,w67,w34,w89,w35,w45) ª ªp(g,w)=1+w12(P1—%)(P2—%) +

+w67 Pô"%)(W—%)+w34(p3'%)(P4—'21')+w89(p “gºla—%)“?
+w35 (Ps-%)(P5-%)+w45 (p4—%)(ps—%).

Seja,

"403 & ) = “(P |w12,w67,w34,w89,w35,w45) ><

N N
>< "o(w12,w67,w34,w89,w35,w45)- (30)

Assumindo independência a priori entre ww, um, 11134, wgg, 11135, w45 , temos:

71'0('wl2710674034,'11789JU35fw45) ºC “Pã _ % (1012 " 2)2 " %;(ww * 2)2 " %(w34 - 2)2 _

“ à(w89—2)2—%(w35 *Nº—%(Ws—lyi- (31)

Logo,

7f4(P ,w12,w67,w34,w89,w35,w45) OC 1/1 (R ,ª!) empí “ % (11112 “ 2)2 *

" % (WG? _ 2)2 “ %(w34 _ 2)2 * %(wsº _ 2)2 ' %(wss - UZ “' %(w45 _ Dº)- (32)

Portanto, de (32) obtemos & distribuição conjunta a posterioridada por:
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7T4(P ,w12,w67,w34,w89,w35,w45|D) ºC
N

x campi — -ª(wlg — 2)2 — %(wm — 2)2 — %(w34 — 2)2 — %(ng —- 2)2 —

" %(wsã " UZ “' 501145 _ nº?

e as distribuições condicionais dadas por:

pilp(i)7ª 7-0 DC pfi(1 _piyliªzí w (£ 9% >*

w12|£ ,w67,w34, 1089, was, w45,D ºC “P( "'
wmlg ,w12,w34»w89,w35,w45,D ºC “P( '
w34|£ ,w12,w67,w89,w35,w45,D ºC “Pi "
wsglg ,w12,w67,w34,w35,w45,D ºC eªªPí
'wsãlg ,w12,w67,w347w89,w45,D º< empí-
w45|£ ,w121w67,w34,w89,w35,D ºC exp

ºnde p(i)=(p17 "º? pi—la pi-Hi "'7 139), E =(p17'ººa

Tabela 8 - Estimadores de Monte Carlo para E(pi| D), i = 1, ...,
E(w35| D) e E('LU45| D).E(w34| D), E(w89| D),

i= 1, ..., 9

ªdn—mº) wow)
%(w67-2)2)1P(g,w)
%(wu—zV) Www)
“(1989-Hw w)
Mªia's—1)? 44,5%)

-%(w45—1)º) «MM)

7r4(g )

modelo não hierárquico modelo hierárquico
É(p1| D) 0.8520 0.8580

É(p2| D) 0.7511 0.7600

É(p3| D) 0.6949 0.6742

É(p4| D) 0. 8137 0.8173

É(p5| D) 0.6594 0.6527 '-

É(p6| D) 0.8630 0.8666

Em) D) 0.9077 0.8996
É(pg| D) 0.6325 0.6502
É(p9| D) 0.7648 0.7699
É(w12| D) - 2.0l83
É(w67| D) — 2.048]

à(w34ID) - 2.0496

É(w89| D) — 2.0139
13111135) D) - 0.991 1

É(w4sl D) — 1.0424
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(34)

P9) e % = (w12,w67,w34,w89,w35,11145)-
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Tabela 9 - Intervalos de credibilidade (95 %) para ps, 73 = 1, ...,. 9 e para gg .

"4 (g )

modelo não hierárquico modelo hierárquico
pl 0.6701 ',0.9760 0.6330;0.9791 '

pz 0.4828;O.9350 0.4899;0.9386
p3 0.3815;0.9207 0.3419;O.9137
p4 0.5746;0.9524 0.5988;O.9635
pf, 0.4413;0.8464 0.4164;O.8369
pô 0.6851;0.9700 0.7176;0.9689
p; 0.7690:0.9899 0.7372;O.9851
pg 0.3206;0.8763 O.34l9;0.8946
pg O.5593;0.9237 O.5497;0.93 14

wlz —— O.5979;3.3118
w67 -— O.4707;3.5877
w34 — 0.7549;3.3921
wsg — 0.6294;3.3422
'El/35 — 'O.2844;2.2728
w45 —— -0.4l4l;2.2449

6. Sistemas k-out-of-m

Supor que S é um sistema com m componentes, de modo que, o sistema funciona se .e

somente se pelo menos lc componentes operam com sucesso. Este sistema é conhecido como um
sistema k-out—of-m. Se A: = m obtemos sistemas em série e se le = lobtemos sistemas em paralelo,
ou seja, sistemas em série e em paralelo são casos especiais de um sistema k-out-of-m (ver, por
exemplo: Martz & Waller, 1982).

Assumir que os tempos de vida dos componentes são variáveis aleatórias independentes e
';identicamente distribuídas com densidade exponencial

QI“6" (35)Q!!—f(hº) =

onde0<0<oo,0<t<oo.

Considerar um sistema com ni réplicas para o Lésimo componente, i: 1, 2, ..., m sendo

testadas separadamente, onde n = Zn,-. Se k = m = 1, temos um sistema com somente uma
i=1 ªh-

unidade e o sistema é conhecido como um sistema "one-unit".
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Seja X, (t) uma variável indicadora para o funcionamento do i_ésimo componente.
i = 1, ..., m num dado tempo t > O. A confiabilidade do z'_ésimo componente é dada por
p,-(t) = P(Xi(t) = 1) e [X,-(t) = 1] => (T,- 2 t), i = 1, ...,m. Assim, 'pi(t) = P[X,-(t) = 1) =
= P( T,- 2 t) = li,-(t), onde IE,—(t) é'a confiabilidade em t para o i_ésimo componente. Maiores
detalhes podem ser encontrados em Achcar (1992).

6.1 Um exemplo: Sistemas 3-out-of-5

Um sistema 3-out-of-5 que consiste de componentes independentes e exponencialmente
idênticos tem um tempo de vida de t = 45 horas. Um teste de vida no componente consistiu em
testar 10 unidades (réplicas) até que todas falhassem. Os tempos de vida observados (em horas)
foram 80, 96, 99, 111,121, 126,140,149,175e 203. Portanto, o tempo total sob teste foi

T = 1300.

Assumir que a confiabilidade do z'_ésimo componente em t é dada por Pi (t) = 5%, t = 45.
45 A

Então, fã,-(45) = e'T, onde 0 = % (EMV do tempo de vida médio).

Logo,

"p,—(45) = empí —%) = 0.7074
_

(36)

e a confiabilidade de um sistema 3-out-of-5 é dada por:

R(t)= P1(t)P2( t) P3(t [1 —p4(t)]
D;, p5(]+P1(t);º2(t) p4(t) [1ps(t)] [1 —p5(t)] +

+p1(t)ps(t)p4(t) [1— pz(t)] [1 _p5(4)]+1,3(4)p,(4)[1_p,(4)] [1— pã(t)] +
+p1( )pz(t) p5(t) [ _p,(4)] [ -m( t)] +p1(t)))103(t p5(t) [1 —p4(t)] [1 —p4(t)] +
)ps(t)p5(t) [1—p1(t)] [ —p4( t)] +p1(t )p4(t)ps(t ) [1 — pz(t)] [1- ps(t)] +
ZR )p4(t)ps(t) [1—p1(t)] [1 —p3(t)]+ Psp(t)4t( );ºs(t) [1 —p1(t)] [1—102(t)]

+P1(t)íº2(t)103(t) 134“) [1 “' Pam] +P1(t)P2(t)P3(t)P5(t) [1 -P4(t)] +
+ p1(t) pz(t) MU MU) [1 — ps(t)] + 101 (t) ps(t) p4(t) ps(t) [1 - pz(t)] +
+ 1020“) P3(t) 1040) 10503) [1 — p1(t)] + P1(t) P2(t) Ps“) 104“) P5(t) -

'h.
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Consideremos, primeiramente, que cada componente p,-(t), i: 1, ...,5, seja permutável e
altamente confiável. Então, as distribuições a priori e a posteriori para p são dadas, respectivamente.N
por:

5 a—l «1_ 1_ : 1—4a
.

«g(g ) = as [ªo diz-)) >< (%> '“(38)

5 .

vrzçg | D) º< [1 - (1 —P?1))1'4ª] >< ªpi:º-“(l- pi )"""ª'ª'ª'1 (39)

e as distribuições condicionais requeridas para gerar amostras de (39) via algoritmo de Gibbs

Sampling com Metropolis—Hastings dadas por:

“(P,—(Papi?) º< Piªu*IDz')”"+º'_ªº"'1 >< Ó(£),i= 1,---,5 (40)

ºnde #3 ) = empilºgil ' (1 “FEUP—4ª] ], P(i) = (Pt, ..., pi—l; Pm, ..., P5) e assumimos

a = 0.2 (em (40)), de modo que possamos garantir que os valores de p,- tendam a ser grandes.

Assumindo ainda que cada componente pi(t) , i= 1, ...,5 seja permutável e idêntico ou

quase idêntico na situação onde pl é semelhante a pg , pz semelhante a p.; e pq semelhante a p5 , com

013 = 924 = 100 e 035 = 50, e os restantes próximos de zero, exceto 912 = 045 = 10. As

distribuições a priori e a posteriori para p são dadas, respectivamente, por:N

7r3(P ) º< “P( - %[912(P1 + 172)2 + 913(P1 — 103)2 + 924092 " 174)2 + 935(P3 + lºs)2 +

+ 945004 _ 105)?“ (41)

7r3(P |D [5H Pf'((1 Pi)"”ª] X “P(-' %[912(P1Pz)2 + 91:1(101—173.)2 +
i=l

+ 924012 — mº + 035(p3 — ps)ª + 045(p4 — pa?” (42)

e as distribuições condicionais requeridas para o algoritmo de Metropolis-Hastings:

P1(P(1),D º< Pfª(1-P1)"'—I' >< ªªIPí “% [912071 _ Pz)2 +913(P1- 17:02“

P2|P(2),D ºº Pãº(1-'Pz)"º'l2 x “Pi “% [912031 * 102)2 +924(Prº—13:02“

p3lp(s),D oc pãª(1—p3)"ª'ªª >< empí -% [913(P1——P3)2 +035(p3— ps?"
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P4|P(4),D º< Pf“ " POM—“ >< “P( “ % [924092 ' P4)2 + 945(P4 '- Psy]
P5|P(5),D º< PÉS(1'P5)'“—ªª >< Cªlºi “% [935(P3 -105)2 + 045074 *P5)2]

(43)

Assumindo um outro caso onde os componentes p.,(t) , i = 1, ..., 5 não são muito confiáveis
nem idênticos, consideramos distribuições marginais uniformes (0,1) para Pi dado Q .

1013 = 1024 = 1035 = 2, que correspondem às correlações positivas entre pl e p;; , entre pg e p; e entre

pg e %. Assumimos, também, wlz = w45 = 1 e os restantes como zero. Portanto, as distribuições a

priori e a posteriori para 19 são dadas, respectivamente, por:N

'7r4(g)º< Mg) (44)
5 ,

'

«4033 ID) ºc ªpfª(1—pi)"ª'ªª >< «Mg ) (45)

ºnde i/J(£)=1+wiz(p1—%)(pz—â)+w13(p1—%)(p3—%)+w24(p2—%)(p4—â—) +

+w35 (P _ %) (Ps — %) +w45 (292- %) (Ps-' %)-

As distribuições condicionais a posteriori são dadas por:

W4(pi| p('i)7 D) OC p?(1— Pirª—xª X w( ), i = 11'",5 (46)
N

onde p(i) =(p1) "') pi—li pi+1r "') 1,5)

6.2 Ilustração Numérica
.

Para uma ilustração numérica, geramos 5 conjuntos de dados para os quais consideramos

n, = 50 (número de réplicas do z'_ésimo componente testadas em t: 45) e 5445) = 0.7074,

i=1,...,5. Assim, a partir de gerações de "binomiais" obtemos $i (número de réplicas que

sobrevivem ao teste). Os dados obtidos foram D = [0113300 = (50,40); (50,36); (50,41);

(50,38); (50,37)), i = 1, ...,5. onde n, é o número de réplicas do i_ésimo componente que são

testadas em um dado tempo t e a:, denota o número de réplicas que sobrevivem ao teste.
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'De acordo com os dados e utilizando as mesmas condições de programação descritas nas

seções 3 e 4, construímos uma amostra, para a obtenção de sumários a posteriori. Estes sumários

estão ilustrados nas Tabelas 10, 11 e 12 a seguir.

Tabela 10 - Estimadores de Monte Carlo para E(p,-| D), i = 1, ..., 5.

Distribuição a priori
na(g )

,
«a(g ) Mg )

É(p1| D) 0.7981 0.7957 0.7905
É(p2| D) 0.7237 0.7225 0.7134

É(p3| D) 0.8239 0.804] 0.8120

É(p4| D) 0.7608 0.7472 0.7540 .

É(p5| D) 0.7450 0.7933 0.7336

Tabela 11 - Intervalos de credibilidade (95 %) para p;, i = 1, ..., 5.

Distribuição a priori

Mg) Mg) “(g)
pl 0.6767;0.8976 0.7033 ;0.8838 0.6700;0. 8906

pg 0.5808;0.83 14 0.6108;0.8186 0.5890;0.8l36
pg 0.7229;0.9128 0.71 15 ;0.90 1 6 0.6970;0.9014
p4 0.643 1 ;0.8683 0.6376;0.8391 0.63 l9;0.8563
% 0.6078;0.8507 0.6794;0.8844 0.6101;0.8392

. Tabela 12 — Estimadores de Bayes para a confiabilidade do sistema 3-out-of-5.

Distribuição a priori
“a(g ) “a(g) “(g)

É(R(t)|D) 0.9175 0.9191 0.9086
IC(95%)R(t) 0.8605;0.9587 0.8632;0.958O "0354099511

Os gráficos que mostram a forma das distribuições marginais a posteriori para p,—,

i: 1,...,5, considerando a distribuição a priori 7r2(p ) - componentes permutáveis e altamente
N

confiáveis, 7r3 (p ) - componentes permutáveis e idênticos ou quase idênticos e «4 (p ) - componentesN N
não muito confiáveis nem idênticos, São ilustrados pelas figurasascguir.

_
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distribuiçao a priori 7r2 (p ).
N

9 9 0

8 U !

1 1 1

E e 6 ,

S 5 5

4 l 4

3 &
E

; “ª 7

1 | |

0.2 04 06 09 | “º 02 04 0! 08 ' 01 04 00 08 !

px P: P.!

9 9

e O

1 1

6 £

5 5

4 4

3 !

2 7
*

| 1

nº º? 04 08 º. 1 ºn 02 04 00 06 l

m Ps

Figura. 7 - Distribuições marginais a posteriori para pi , i = 1, ..., 5 considerando

distribuição a priori «g(g ).

'in.

24



a..“...

>
a.....

...o-..".

DnUhAuD—JDD

º 2 0 4 0 6 0 8 02 04 o; ºn 02 0.4 º! 08

(humm

anuncio—uau

O—uuhu

0 2 0.4 0.0 º) o: (M ou 08
P4 P5
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7. Algumas conclusões

A análise estatística de modelos usados para avaliar a confiabilidade de redes, em geral, pode

ser complicada quando a rede tem muitos componentes ou não é muito precisa usando métodos de

inferência clássica. Além disso, informações de especialistas podem ser incorporadas em

distribuições a priori envolvendo vários parâmetros. Este fato motiva o uso de métodos Bayesianos

em análise da confiabilidade de redes.

O uso de métodos de simulação de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) como os

algoritmos de Gibbs Sampling e Metropolis-Hastings, que são de fácil implementação, torna viável e

relativamente simples a obtenção de quantidades a posteriori de interesse. Podemos considerar ainda
diferentes distribuições a priori para a confiabilidade dos componentes individuais Pi, i = 1, ..., n.
Os exemplos apresentados neste artigo ilustram a viabilidade da metodologia proposta.

Para o sistema de rede da Figura 1, observamos que os sumários & posteriori obtidos
considerando as distribuições & priori 7r1 (p ) (componentes independentes) e 7r2(p ) (sequências

N N
permutáveis e componentes altamente confiáveis) estão próximos. Para as distribuições a priori

«; (p ) (seqiiências permutáveis e componentes idênticos ou quase idênticos) e m (p ) (componentesN N
não muito confiáveis nem idênticos) também obtivemos resultados próximos, mas, um pouco
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inferiores aos de 7r1(p ) e «2 (p ). Além disso, verificamos que o modelo Bayesiano hierárquico e o
N N

modelo Bayesiano não hierárquico produziram resultados similares, ou seja, a escolha dos valores

para o primeiro modelo foi razoável.

OLIVEIRA, S. C., ACHCAR, J . A. Network reliability systems: a Bayesian approach.

ABSTRACT: In this paper, we present a Bayesian analysis for network reliability systems using
Markov Chain Monte Carlo methods. We assume different prior distributions for the individual.
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