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ANALISE BAYESIANA PARA DADOS DE SOBREVIVENCIA COM FUNCOES
DE RISCO EM FORMA DE U

Jorge Alberto ACHCAR ™
Valdirene de Fitima BARBOSA ~

BMRESUMO: Neste artigo, consideramos o uso de métodos de Monte Carlo em cadeias de
Markov (MCMC) para uma analise Bayesiana de dados de sobrevivéncia com fungdo de
risco em forma de banheira ou U.

Virios modelos sdo considerados, e em especial consideramos um modelo proposto por
Ryu (1993). Um exemplo de aplicag@o ¢ introduzido para ilustrar a metodologia proposta.

WPalavras-chaves: dados de sobrevivéncia, fungio de risco em forma de U, analise
Bayesiana.

1 Introdugao

Em analise de dados de sobrevivéncia é muito comum situa¢des onde o tempo de vida
associado a uma causa particular nao ser observado, mas somente ser conhecido tempo de
vida minimo entre todas as causas possiveis de falha incluindo a causa particular de
interesse. Muitas vezes, a causa particular de falha ndo ¢ indicada para os tempos de
sobrevivéncia observados.

Um caso especial € dado por unidades ou componentes fabricados numa linha de
producio onde ha uma pequena propor¢do de componentes com algum defeito de
fabricagdo que leva a falha precoce do componente e uma grande proporgio de
componentes sem
defeito de fabricagdo que falham por envelhecimento ou desgaste natural. Assim, ha
interesse em modelos que incorporam essas duas causas de falhas: falhas precoces e falhas
por envelhecimento.

Neste caso, a fungdo de risco (ver por exemplo, Kalbfleisch e Prentice, 1980) pode ter uma
forma de baheira ou U, e os modelos paramétricos usuais como as distribuigdes de
Weibull, Exponencial, Gama entre outros, ndo sdo adequados para analisar os dados.

A mesma situagio € encontrada para dados médicos onde podemos ter dois ou mais riscos
competitivos que levam a morte do paciente.

Assim, o tempo de vida observado ¢ dado por T = min(T, T,), onde T1 é o tempo
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de vida devido & causa defeito de fabricagdo e T, é o tempo de vida devido ao envelheci-
mento.

Muitas distribuigoes sdo introduzidas para modelar esse tipo de dados tais como a familia
de distribuigbes Gama generalizada proposta por Stacy(1982), a familia Poténcia-Expo-
nencial formulada por Smith e Bain (1975). Uma revisdo para modelos com funcdo de
risco na forma de U é dada por Rajarshi e Rajarshi (1988). Uma ampla variedade de
métodos de estimagdo e testes de hipoteses tais como o método dos momentos, minimos
quadrados ponderados e méxima verossimilhaga foram discutidos para esses modelos (ver
por exemplo, Rajarshi e Rajarshi (1988), e Hjorth(1980)). Mudholkar (1995) apresenta
uma, generalizagdo da familia de distribuicado Weibull chamada familia de distribuicdo
Weibull exponenciada que além de incluir distribui¢oes com fungdes de risco em forma de
U e unimodal também admite uma ampla classe de distribui¢oes com riscos monétonos
computacionalmente conveniente para andlise de dados com censuras. Modelos com riscos
Poly-Weibull sdo introduzidos por Berger e Sun (1993,1996) e Louzada-Neto (1999).

Chan e Meeker (1997) assumem que 77 e T s@o independentes e T; tem fungao
distribuicdo p Fi(t, 6,) e T> tem funcdo distribuigdo Fi(t, 62), isto é, F(t, ) = P(T < t)
=1- (1 - pFl(t, 01)) (1 g F2 (t, 92)) ,onde 0= (91, 02)

Na pratica, em geral T} e T, nao sdo duas varidveis aleatorias independentes. Neste
caso podemos considerar uma distribuicado de sobrevivéncia bivariada, como por exem-
plo, a districdo bivariada introduzida por Ryu (1993) que é uma extensido do modelo de
Marshall e Olkin (1967).

Em geral, podemos ter dificuldades para obter inferéncias classicas para esse tipo
de modelo especialmente com dados censurados. O uso de métodos Bayesianos para, esse
tipo de modelo pode ser de grande aplicabilidade, especialmente usando métodos MCMC
(Monte Carlo em Cadeias de Markov). Entre esses métodos de simulagdo, destacamos
o algoritmo Gibbs sampling (ver por exemplo, Gelfand & Smith, 1990) e o algoritmo
Metropolis-Hastings (ver por exemplo, Roberts & Smith, 1993).

2 Alguns Modelos Com funcoes de Risco em Forma
de U

Nesta secao, introduzimos alguns modelos com fungao de risco em forma de U.

2.1 A familia de distribuigoes Weibull Exponenciada

A distribuicao (WE) com pardmetros a, e o para o tempo de vida T tem funcdo de
densidade dada por

af £\ £\*) [t\*!
=—|1- - (= —{— — o<t
0= [-ea{-C) Y ee{-G)}E) 0ctce
onde a > 0,0 > 0 s&o paradmetros de forma e o > 0 é o parametro de escala.
A funcdo de sobrevivéncia de T denotada S(t) = P(T > t) é dada por

S(t)=1— [1—exp{— (3)0}]0 £ 0 )

g



De (1) e (2) a fungéo de risco de 7', definida por A(t) = {%, é dada, por
£\@ 0—lex _ ia -t_a—l
h(t) — d [1 _ exP:{—_ (;) }] pf a("z } (0) (3)
N [TE——r ~v

O modelo WE apresenta funcoes de risco nas seguintes formas:

(i) mondtona crescente se > 1eaf > 1,
(if) mondtona decrecente sea < 1e af <1,
(iii) forma de banheirasea>1leafl<le
(iv) unimodalde a<leao >1

2.2 A familia de distribuicoes IDB

A distribui¢do IDB proposta por Hjort(1980) com dois pardmetros de forma e um de
escala é definida por sua fungdo de sobrevivéncia:

512

€

S(t) = —— 4
(1+ pt)? @

onde 6 > 0,8 > 0 e 3> 0. A fungdo de densidade de probabilidade é dada por
fy= LXPVLD iy 5 Q

1+ 8P |
A funcao de risco é dada por
t)=4

h(t) = ot + 13 5t (6)

De (6) temos alguns casos especiais da distribui¢do IDB:

(a) distribuigdo de Rayleigh (distribuicdo Weibull) se 6 = 0,

(b) distribui¢do exponencial (distribuicdo Weibull) se § = 8 =0,
(c) distribuigdo com risco decrescente se § = 0,

(d) distribuicdo com risco crescente se § > 643,

(e) distribuigdo com risco na forma de U se 0 < § < 8f.

2.3 A distribuicao Poténcia Exponencial

Smith e Bain (1975,1976) introduzem uma familia de distribui¢do chamada Poténcia Ex-
ponencial com dois pardmetros cuja fungao densidade de probabilidade é dada por,

B B
f(t) = BaPtPexp {1 —exp (—2) + (é) } ,t>0 )
onde a > 0 e 8> 0. A funcao distribuicdo acumulada é dada por
B
F(t)::l—exp{l——exp (—Ct;) }, (8)
De (7) e (8) a fungéo de risco é dada por
__f@) o s ts
ht) = T prs = B P L exp (D)), >0 ©)

A funcgéo de risco (9) tem forma de U ge 0<p<1l.



2.4 Modelo Bivariado de Ryu

Ryu (1993), generaliza o cendrio fisico considerado por Marshall e Olkin (1967) admitindo
choques que produzem efeitos de forma acumulativa aumentando o risco de falha. O mo-
delo bivariado de Ryu tem densidade marginal com taxa de falha crescente e a densidade
conjunta indica que um par de sistemas antigo tem menor probabilidade de sobrevivéncia,
do que um novo par, sendo que os choques se acumulam com o passar do tempo. Ao
contrario do modelo de Marshall e Olkin, o modelo de Ryu é absolutamente continuo.

2.4.1 Modelo de Ryu
Ryu (1993), considera T; e T3 os tempos de falha dos sistemas 1 e 2, respectivamente,
como sendo varidveis aleatérias dependentes. Sendo assim, a fungéo densidade do modelo
bivariado de Ryu é dada por:

Para t1 > tg,

f(ty, t2) =

— py e Pilti-t2) 4 3 e~Piti-Pata
F(ty, t2) (Az 4+ AppeAlt~ta) _ 712 (B A ﬂfz ))

A12
A+ Ajg — Ao (t1—t2) + —B1(t1—t2) __ ~Pi1t1—Pa2t2 +
( 1 12 12 15} Br + B2 (e € )
_ a _ A e~ (t1-t2) + e Piti-Bats
+ F(ty, t2) (,31 AjgePriti=ta) _ Br M2 (B o Ba )
Para t; < t,,
f(ty, t2) =

F(t, t2) (/\1 4 Mg e Pelta—ty) _ Aiz (Bre Pt 4 By g~ ti-Po t2))

B+ B2

A2 -
Ao+ diz — hpeP2la=t) L g, 22 (e—Palta—ti) _ o-Frti-fats
(2 12 12 ﬁ2ﬂ1+3(e € )|+

rBZ /\12 (ﬂ2 e P2 (t2~t1) + ‘51 e"ﬂl t1—5B2 tz)
B1+ B ) (10)

+F(t1, ty) <ﬂ2 Appe P timta)

onde F(ty, t3) = P(Ty > t,, T > t3).

Note que se A2 = 0, entdo T e T, sao variaveis aleatérias independentes, onde T;
tem distribuicdo exponencial com parametro A;,% = 1, 2.

A funcdo de sobrevivéncia conjunta é dada por:

Para 15 < t;,

P(T] >t, To > tg) =

Ao (1 — e~Pr(t1-t2) Ao (e—BL(t1~t2) _ o—Brt1—Pats
€xXp {—-()\1 + /\12) tl - AQ t2 + 12 ( ) 12 ( € )

A B+ B2
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Figura 1: Fungdo densidade (14): ( ....... Bi=0,5 ———p0=o00).

Para t; < o,
P(T] > t, T > tz) =

Ao (1 — e P2 (t2—t1) A B2 (ti—tz) _ ,~Prti~Pats
12(l—e ) 4 A2 (e e )} (11)
Ba Br+ B2

Note que quando 3 T 0o € B2 T 00, a fungdo de sobrevivéncia conjunta reduz-se a
distribui¢do exponencial bivariada de Marshall e Olkin (1967):

€Xp {'—(/\2 + A]g) t2 — /\2 tz +

P(Ty > t1, Ty > t2) = exp {—(A1 11 — A2 — Az max(t4, t3))} (12)

A fungao de sobrevivéncia para T; é dada por

— o Bit
P(T; >t):exp{——)\,-t—/\12t+ Ma (1 ,B-e )} ,i=1,2. (13)
A funcdo densidade para T; € dada por
Azl —e Pt
fTi(t) = [/\., + A12 (1 - 6_ﬁit)] exp {’—/\i t— /\12 t+ 2 { ,3 }} (14)

Observa-se que se f3; T 0o, a distribuicdo reduz-se & distribuigdo exponencial com
taxa de risco constante A; + Aj2 (ver figura (1)).
A funcéo de risco é dada por:

h-;(t) =N+ A]g (1 - 6_ﬂit) ,i =1,2. (15)

Note que h;(t) é crescente em t, a menos que 3; = oo .
2.4.2 Modelo Generalizado de Ryu

O modelo bivariado de Ryu pode ter a forma generalizada com fungdo de sobrevivéncia
conjunta dada por:

Para t; < 13,

P(T1 >ty, To > t2) =

A12 (1 — R (tl-—tz)) A2 (661 (t1—t2) __ e Prti—5 tz)}
+
B B1+ Be

5

€Xp {—)\1 tlal - A12 tl - Ag t2a2 +



Pa.ra t1 S tz,
P(Tl >t, T > t2) =

Az (1 —ef2lta=t)) )\, (e2ta—t) _ gPiti-Bata
WP%NHM—AuH—&b”+ 2(l—e ) | Auale e q

Be B1 + B2
(16)
Note que,quando a3 — 1 e ap — 1, as expressoes anteriores reduzem-se & (11).
- A fungéo densidade conjunta para (T1,73), fixando a; = a2 = 1, (ver 10), é dada
por:
(1) Para tl > t2,

F(t1,t2) = F(t1,t2) A2 + a1 A2 — c(Bras + B2b)] X [Ar + M2 — Az ar + Brc(ar — b)] +

+ F(t,t2) [B1A\12a; — Brc(Br a1 + B2 b))

(ii) Para ¢, < £y,
f(t1,t2) = F(t1,82) A+ a2 d2 — c(Baaz + B1b)] X Ao+ M2 — Arzaz + Bac(az — b)] +
+ F(t1,t2) [B2 M2 a2 — B2c (B2 a2 + B1 b)) .

onde F(tl,tg) = P(T] > i3, ™ > tz) €

a; = e—P1{ti—t2) Gy = e (tl——tz); b=eP tl-ﬂ2t2; c— B%fﬁ;
A funcdo de sobrevivéncia para T ¢ dada por,

P(T > t):exp{a—)\ut—blt"l __b2taz —ae‘“}

onde,(a ,b; ,bs ,c) = (:\5112 , A1,0 ,ﬂl), se T =T,
- %122, 01/\2 1ﬁ2)1 SeT:TZ
= (335 M, 0,81+ B2), se T=min(Ty, To) |

Assim, as densidades para T3, T3 ¢ T = min(T), T:) séo dadas por,

f(t)= {/\12+b1 a1t by g t""‘"‘—ace‘“} exp {a — Aj2t — by t™ — by t*? — ae‘“}

(17)
para todo t > 0.
Portanto,

() f(t)= {)\12 + Mt - Ame—ﬁlt‘} exp{& — A2ty — At — Ee—ﬂm}

B B

(18)

(1) f(t2)= {/\12 + A apt®® ! — )\126_'6“2} exp {ﬂ — Aata — Ao t3® — %C_ﬁ“?}
2 2

(19)

(is)  Se T =min(Th,T2), temos,



f(t)= {)\12 + A0t 4 Aot 4 Mg e—(ﬂ1+ﬁz)t} %

A12 Az _
X ex -A t—/\tl—/\ t""’——e(ﬁ”ﬁ”t} 20
p{ﬂl B2 1 ! ’ Br+ B2 ‘ (20)

2.4.3 O Modelo de Ryu para tempo de falha precoce e falha por enve- lheci-
mento

Considerando uma situagdo em que os dados sao tempos de falha de unidades de uma
populagdo para os quais ndo se tem informagao sobre a causa de falha, representa-se
entdo o tempo de falha de cada unidade por t = min(T1,T2). Isto é, tem-se dois riscos
competitivos para falhas T = min(T) ,T3), para o qual

(a) T, representa o tempo de falha precoce;

(b) T representa o tempo de falha por envelhecimento.

Considere entdo T = min(T;,T>) com uma distribui¢do de trés parametros :
0, = (ﬁﬁi}z—)’ Oy = A1+ A+ A12; O3 = ,31 + B2, onde 6, 83 = A2 mede a correlacdo entre
as causas de falha.

Nesta parametrizagao, a funcao densidade entao é escrita na forma:

f(t) = (02— 01 0se%") exp {6, — Oat — ™™t} £ >0, (21)
A fungao de sobrevivéncia é dada por:
S(t):P(T>t):exp{ﬁl—ﬂgt—Gle"’”} (22)
A funcgéo de risco é dada por:
h(t)=0,—60,03e7%¢ (23)

E importante observar as seguintes caracteristicas da fungao de risco:
(11) ].imtqo h ( t) = 02 — 01 93.
Observar que 6, — 6,03 < h(t) < 6, e que h(t) é uma funcdo crescente em ¢. Na
figura 2 temos casos especificos da fungdo de risco da distribuicdo de Ryu.
Observar ainda que,
(iii) Se 63 é grande, h(t) converge rdapido para #,; assim, as unidades rapidamente
mudam da taxa de falha 6, — 6, 63 para 6s;
(iv) Se 63 é pequeno, h (t) demora para mudar da taxa de falha 6, — 6, 03 para 6,.

2.4.4 O Modelo Generalizado de Ryu para tempo de falha precoce e falha
por envelhecimento

Seja T = min(Ty, T3) o tempo de vida de um componente, onde 77 e T; sdo dois riscos
competitivos. Considere a parametrizagdo Ay, Az, A12, q, &2, Bi2; onde Bz = B + Fo.
A fungdo de sobrevivéncia para T = min(T), Ty) é dada por:

S(t)=P(T>1) :exp{,B_ — Azt — A5 — At — %lie‘ﬂlzt,-} (24)
12 12
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Figura 2: Funcéo de risco da distribuigdo de Ryu ( — — — 6, = 0.022, 8, = 0.41 ¢ 0; =
105 ........ 0, =022 0,=041 e O;=1)

A densidade para T = min(T},T3) é da forma:

F
fT(t) = d dit) = {/\1 a1 el + Ag a2 ezl + A2 (1 — e—ﬁnt)} %
a o A12 —Biat
X €xp _Altl—’\2t2")\12t+_(1—e 12) (25)
Brz

A funcao de risco é dada por,
h(t) =Am -1 Az g g1 g A2 (1 — e~ P12 t) (26)

Na figura 3, temos casos especiais da funcéo de risco 26. Observamos uma grande
flexibilidade de ajuste.

Fr e PR L " N N .
J 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 3: FuncOes de risco 26 com parametros oq, ag, B12, A1, A2, A1z, res-
pectivamente. (I — RG(10,5,1,0.1,0.1,0.9),11 — RG(1.5,1.5,1,0.1,0.1,0.2),I1] —
RG(5,0.5,1,0.1,0.1,0.2), IV — RG(4,2.2,0.1,0.1,0.1,0.2)).

A fungao de sobrevivéncia para T' é dada por:

A1z (B4
(T >t) exp{ 1 2 12 +31 3 ( —€ ) (27)



3 Analise Bayesiana

Sejam t1,...,t, os tempos de vida observados para uma amostra aleatéria de n unida-
des com uma dlstrlbulgao de probabilidade dada pela densidade f(t;; 0) A fungao de
verossimilhanga é dada por

L(0) = l:[1 f(t:0) (28)

3.1 O modelo Weibull Exponenciada

A funcéo de verossimilhanga para (a,f, ) no o modelo Weibul-Exponenciada (ver secdo
2.1) considerando-se s6 dados sem censuras é dada por:

n ti n ti -1
L(a,6,0) = 00"~ exp {— Z(;)a} ]t [1 _exp {—(;)a}] (29)
i=1 i=1
Para inferéncia Bayesiana considera-se as seguintes distribuigées a priori para o, 3, o
a ~ (a1, b1); 6~ (a2 bs); o~ (a3, bs) (30)
com a; e b; conhecidos, i = 1,2, 3 onde I'(a;, b;) denota uma distribuigdo gama com média
# e variéncia (fi)-g Além disso, supor que a, # e o sdo independentes.
Combinando (29) e (30) obtém-se a distribuicdo a posteriori conjunta para
a, 0 e o0, dada por,
7(a,0,0 | D) x anter-ignte—lg—nates—1 exp{ TraE) —ba— bt~ b30'} X
(31)
x Ty 71 — exp {—(4)2})0
onde D denota o conjunto de dados.

As distribuigoes condicionais completas para o algoritmo Gibbs Sampling sdo dadas
por:

n(a | 0,0,D) x a1 exp{ PRHIRY ) L b1a} M2, 68711 —exp {_(%)a})o-l
7(6 | ,a,D) oc 07122 L exp —boO [T, t& (1 — exp{ (—*)“})"‘
n(o | a,8,D) x g~metas—? exp{ 7 (b)) — bao“} (1 - exp{ (4 )°})9'
(32)
Observar que precisamos usar o algoritmo de Metrépolis-Hastings para gerar amos-
tras de o, & e 0.

3.2 O Modelo IDB

A funcao de verossimilhanca para (4, 3,0) para o modelo IDB (ver secdo 2.2) é dada por
0 < = 1 (14 Bt)dt; + 6
L(5,5,0) =exp{——zt?}r[ (L+ Bi)t + (33)
23 )| A+ pet
Para inferéncia Bayesiana considera-se as seguintes distribuigées a priori:

§ ~T(er,dr); B~T(cada); 6 ~T(cs,ds) (34)

9



com ¢; e d; conhecidos, 7 = 1,2, 3, supor ainda que 4, 3 e 8 sdo independentes entre elas.
Combinando (33) e (34) obtém a distribui¢do a posteriori conjunta para 4,83 e 6,
dada por

Yt

(6,8, | D) ox 59187165 exp {—dld _

onde ¥,,(5,5,0) = IT~, L(‘Lﬁtlfgf
1+Bt
As distribuicGes condicionais completas para o algoritmo Gibbs Sampling sdo dadas

B - dso}wn('é, 5,0) (35)

por:
(6| B,0,D) o 54 exp {—dlé _ -Z—'%’t—‘?}\lln(cs, 8,0)

(B | 8,0D) o f=-te~P W, (5, 8, 0) (36)
7(0 | @, BD) x 1=, (5, 3,0)

Observar que precisamos usar o algoritmo de Metrépolis-Hastings para gerar amos-
tras de 6, B e 6.

3.3 O Modelo Poténcia Exponencial

A fungdo de verossimilhanga para (o, ) no modelo Poténcia-Exponencial é dada
por,

n . n ti B n
L(a,8) = Fo ™ [ ##7" exp {n + Y (5) - ew (t,r/a)"} (37)
=1 i=1 i=1
Considere as densidades a priori para « e  independentes dadas por
a~T(e, fi); B~T(e,fo) (38)

com e; € f; conhecidos, ¢ = 1,2.
Combinando (37) e (38), observamos que a densidade a posteriori conjunta é dada

por,
w(a, | D) oc e a8+ [T 4 exp {n FY P - Y el — fa fzﬁ}
=1 t=1 i=1
(39)
As distribuicGes condicionais completas para o algoritmo Gibbs sdo dadas por
n(a | B,D) x a8+ exp {n+ £ (4)° — T, €/ — fia )

(8| &, D) o fre I, 7 exp {n + T, (4)P — £, 6@/ — f,8)
Observar que devemos usar o algoritmo Metrépolis-Hastings para gerar amostras de
aef.
3.4 O Modelo de Ryu

A fungdo de verossimilhanga para 6,, 0, e 63 para o Modelo de Ryu , considerando
T = min(Th, Tz) (ver segdo 2.4.1) é dado por,

n

L(61, 0z, 03) = {H (62— 6105 c‘o3t")} X exp {el n—03 ti—60) e'e3t"} (41)

=1 i=t =1

10



Para inferéncia Bayesiana considera-se as seguintes distribui¢oes a priori:
01 ~ I‘(al, b]) ) 02 ~ F(az, bz) 3 03 ~ F(ag, b3) (42)

onde g; e b; sdo conhecidos, assumindo também que 64, 62 e 03 sdo independentes.
Combinando (41) e (42), obtém-se a distribui¢do a posteriori conjunta para 6y, 65 e
03 a qual é dada por

7(6y,02,0; | D) 0'111—1 e—b161 932-1 e—b202 0;3—1 e-bsoa{ ™ (62— 6,065 e—93 t;)}x

(43)
X exp {01 n—0,Y"  ti—0 X, e % ‘*‘}

As distribuigoes condicionais completas para o algoritmo Gibbs Sampling sdo dadas
por,
7r(01 | 0., 03,1)) o 9;‘1_1 e~bo \Ill(Q)
com,
¥1(0) = exp {91 n—6Yr, et LT In(f— 607 t‘)}
(6 | 61,03, D) x 032 te 4% x Vo ()
com, |
\1’2(Q) = €Xp {—'02 YraL+Yiiin (62 — 6,05 e~ t‘)}
71'(03 I 01,02,2)) o 9;3—] e b0 ‘113(_0_)

com, :

W3(0) = exp {-—91 YR, el 13" In(fy—0,0:e7% ts)}

(44)

Observar que precisamos do algoritmo Metropolis-Hastings para gerar amostras da
distribuigéo a posteriori conjunta.

3.5 O Modelo Generalizado de Ryu

Se considerarmos um conjunto de observgoes T3, ..., T,, iid, tais que T; = min(T;, Ta;),
i = 1,...,n em que a populagdo estd sujeita a duas causas de falha (falhas precoces e falhas
por envelhecimento), a fungdo de verossimilhanca a para. este modelo é dada por:

n 3
L) =1I{X st1 0} st ©)

Onde7 0= (Ah /\21 A127 0y, 0, :312)) €
fl(t | 6) = A1 0g g1
f2(t ! @) = Ao tez-1
fa(t| ©) = A2 (1 - C’B‘Zt)
Considerando a funcéo de sobrevivéncia dada em (24), podemos escrever:

L(@) = H {A]2 + A1 t?l_l + A t?z_l — A2 e P2 ti} X
=1

11



{—— — Ai2t; — Ap t?l — A ti® — 1\_1_2 e P12 ti} (45)
Bz Pra

Para simplificar a obtencao das distribuigoes & posteriori vamos considerar a in-
troducdo de varidveis latentes v; = (vy;, Ug;, ¥3;) ,t = 1,..., 1 as quais transformam o mo-
delo em componentes independentes (ver Tanner e Wong, 1987). Deste modo, o célculo
das densidades marginais a posteriori de © , necessirias para a implementacdo dos al-
goritmos de simulacdo de amostras do tipo MCMC, séao bastante facilitados. A varidvel
v; = (V3;,29,Y3),% = 1,...,n segue uma distribuicdo multinomial, onde v;; = 1,5 =
1,...,3 se t; for considerado como originado de uma populagao com fungdo de densidade
de probabilidade f; e Ei-‘:l v;; = 1. Deste modo, v; ~ MULT (hy; , hoi , hsi) i = 1,2,...,n
onde,

fi(ti 1 8) : S -
hi; = , onde j=1,2,3; hi; =11=1,2,...,n
7L filti ) 9) z::l ’

ASSiIl'l, ﬂ'(’l_}_,- I h:]i, h21‘,, h'3i) (0.8 1{;' 1)2. h,gf‘ , onde ha-g =1- hli - hz,;.
Portanto,

S LT 9)
i | P, hai, hai) o ois, vy =1
77(1_) l 145 ft2 3) 3:1—112 f](t |0) p Z 7

Assim, podemos escrever a funcgdo de verossimilhanga na forma,

L© | t,u) o H{II 15t 16)
Isto é, a verossmnlhan(;a para O ¢é dada por

L(©]t,v) o AT af A2 of? A3 x T, 1_e—ﬂlzn)"3' N

- = A A2 —
X exp {0!1 Rl + g R2 — A] E t_‘al —_ A2Z t?z AIZ Z t;+n 212 A1 6—5121‘;'}
=1 =1 1812 ﬁ12 i=1
(46)

onde, r; =Y 1 vii; J=1,2,3; R =37 viiln(t:); 5= 1,2
Considerando para © = (a1, a2, 52, A1, A2, A12), a distribuicéo a priori dada por:

ay ~ I(ay,b1); g~ I‘(a2,b2); Bia ~ F(Ga, bs) ;

47
M ~T(aeb); Az~ T(as,bs); Mz ~ Cag, bs) (47)

onde a;, b; sdo conhecidos, as distribuicdes completas necessarias para o algoritmo Gibbs
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Sampling sdo dadas por:

m(aa | O1), t,0) x i e x Uy (0)
onde,

ll’l(@) = €Xp {7’1 In a3 + (53] R] - /\1 Z.?:] t?l)}
7!'(0!2 I 9(2)7 L7y) x agz—le-—bzaz X \I’2(@)
onde,

U,(0) = exp {7’2 Inas +az Ry — X2 X0, t?“)}
m(Baz | Oy, £, 1) x B3 e7F2 x Uy(O)
onde,

U3(0) = exp {Z}‘zl v3:0; In (1 - e"ﬁl‘”‘) + 52 (n — 37, ef2 t,-)}
’K(Al | 8(4)7 L,Q) x T (a4 +m 1b4 + E?zl tzal)

W(A2 l 6(5): _t_,Q) o I (a5 +7‘2,b5 + Z?:l t’ca2)

(A2 | Oe), t,v) x T (0-6 +ra,be +30 ti + 31; g efzh L)

Br2
onde © = (91 102,03 ,04,05,05) = (01, az, B2, A1, A2, Ai2), € @(i) = (91,---,0;'-1,
Giv1,06)-

Observar que a1, o e B2 devem ser gerados usando o algoritmo Metropolis-Hastings.

(48)

3.6 Meétodo Bayesiano para selecao de Modelos

Em andlise Bayesiana, para selecionar o modelo que melhor se ajusta a cada conjunto
de dados, podemos utilizar a técnica das densidades preditivas condicionais ordenadas
(CPO) para t(z) ,i = 1, 2, ey TR dado t(i) = (tl, ...t,'__l,t.,;_’_l, ey tn)

A densidade preditiva para t; dado o vetor ¢; é dada por:

Ci=1(t)tw) = [ 1(t10) 7 (6]4w) o (49)

onde 7 (0 | t(,-)) é a densidade a posteriori de 6 dado ¢;

Utilizando as amostras geradas pelo algoritmo Gibbs Sampling-Metropolis, f (t..- | t(‘-))
pode ser aproximada pela estimativa de Monte Carlo,

— R
f(t1tw) = '11§ 21 f(t:169) (50)

onde R é o niimero de amostras 8 geradas pelo algoritmo.

Pode-se utilizar C; para selecionar os modelos. Uma forma é considerar graficos de
C; versus i, (i = 1,..,n) para os diferentes modelos, onde maiores valores de C; indicam
o melhor modelo. Outra forma é escolher o modelo cujo produto de C; seja maximo, ou
seja, C(l) = TI%., Ci(1), onde ! é o indice do modelo. Neste trabalho, sdo considerados:
Il = 1 =Weibull exponenciada, [ = 2 = Modelo IDB, I = 3 = Poténcia exponencial,
l = 4 = Modelo de Ryu e | = 5 = Generalizado de Ryu.

4 Um exemplo de aplicagao

Considere um conjunto de dados introduzidos por Aarset (1987), consistindo dos tempos
de vida de 50 componentes (ver Tabela 1).
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Tabela(1l): Tempos de vida de 50 componentes

0102 1 1 1 1 1 2 3 6 7 11 12 18 18

18 18 18 21 32 36 40 45 46 47 50 60 63 63 67
67 67 67 67 72 75 79 82 82 8 84 84 84 8 85
8 85 86 86

As estatisticas descritivas da Tabela 1 s@o dadas por: média = 45.6860;
mediana = 48.5000; variancia = 1078.

Para os dados da Tabela 1, consideramos os modelos Weibull- Exponenciada (2.1),
Modelo IDB (2.3), Poténcia Exponencial (2.3), Modelo de Ryu (2.4) e Modelo Generali-
zado de Ryu (2.5).

Para cada distribui¢ao considerada para os dados foi feita uma analise classica base-
ada em estimadores de maxima verossimilhanca e intervalos de confianga assinté- ticos e
uma andlise Bayesiana com o uso de priori informativa. Os estimadores de méaxima, verossi-
milhanga foram encontrados utilizando a rotina NLPRR do mddulo IML-SAS (Statistical
Analysis Sistem) que utiliza o método iterativo de Newton-Raphson para maximizar a
fungdo objetivo. Para a analise Bayesiana foi utilizado o OX -An Object-Oriented Ma-
trix Language para o modelo Generalizado de Ryu, e para os demais modelos o médulo
IML-SAS através do método de simulagdo MCMC, mais especificamente algoritmo Gibbs-
Sampling (ver por exemplo,Gelfand e Smith, 1990) e Metrépolis-Hastings(ver por exem-
plo, Smith e Roberts, 1993).

Para. o ajuste dos modelos Weibull-Exponenciada, IDB, Poténcia-Exponencial, e
Modelo de Ryu, foram geradas duas cadeias separadas de 10.000 iteragées das quais
excluiu-se as 2000 primeiras, considerando-se as iteragdes de 5 em 5, totalizando uma
amostra final com S = 3202 pontos. Para o modelo Generalizado de Ryu, foram geradas
3 cadeias separadas de 10.000 iteragbes das quais excluiu-se as 5000 primeiras, conside-
rando as iteragbes de 10 em 10, totalizando uma amostra final com S = 1503 pontos.
A convergéncia das amostras geradas pelo algoritmo Gibbs com Metropolis-Hastings foi
monitorada utilizando o método proposto por Gelman e Rubin (1992) o qual baseia-se na
técnica de analise de varidncia. Para cada modelo apresentamos um resumo das estimati-
vas, onde em cada tabela apresenta-se as médias a posteriori, intervalos de credibilidade de
95% , os estimadores dos fatores de reducao de escala potencial R (veja, Gelmann e Rubin,

1992), onde observamos convergéncia para todas as amostras (\/172 < 1.1), estimadores de
maéxima, verossimilhanca (EMV) e intervalos de confianca assintéticos, respectivamente.

4.1 A familia de distribuicoes Weibull Exponenciada

Considerando o modelo (1), foram utilizadas as densidades a priori (30) com a ~ I"(264.44,
100),6 ~ I'(7.58,51.98) ,0 ~ I'(26491.60,290.55) . Na Tabela 2, apresenta-se os resumos
das estimativas encontradas para o modelo WE.
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Tabela 2 . Sumdrio a posteriori e E.M.V para o modelo WE

Gibbs-Metrdpolis EM.V
média a post. i.cred. 95 % R emv i.conf.95 %
«a 2.8565 (2.5137;3.1613)  0.9998 | 5.4122 (5.4114;5.4130)
7 0.2136 (0.1155;0.2946)  0.9997 | 0.1269 (0.1148;0.1390)
o 91.1892 (90.1352;92.2589) 0.9998 | 91.5055 (91.5046;91.5063)

Na, figura 4, temos as densidades marginais a posteriori para «,0 e o aproximadas
pelas amostras geradas.

]
g

§ &
.

§ 5§35 8

freq.
frex

- B B E 8§

freq.

§ § 8 § B
. 3 5858 §

20 22 24 28 28 A& 32 4 L1 05 05 ns =5 25 000 [0} .20 030 040
a < 4

Figura 4: Densidades marginais a posteriori para os pariametros do modelo Weibull-
Exponenciada para os dados de Aarset.

4.2 O modelo IDB

Considerando o modelo (5) foram utilizadas as densidades a priori (34) ¢ ~ I'(33.30,
73669.89), B ~ I'(0.8775,1.2944), 6 ~ I'(1.4832,7.315). Na Tabela (3), apresenta-se os
resumos das estimativas encontradas para o modelo IDB.

Tabela (3). Sumdrio a posteriori e E.M.V para o modelo IDB

Gibbs-Metroépolis E.M.V \
média a post. i.cred. 95 % R emyv i.conf.95 %
) 0.0006 (0.0005;0.0008) 0.9997 | 0.00045 (0.00039;0.00050)
B 2.7575 (2.4243;3.0359) 1.0014 | 2.55464 (0.79882;4.31046)
0 0.1502 (0.0942;0.2284) 1.0019 | 0.18142 (0.08591;0.27692)
Na figura 5, temos os graficos das distribuigbes a posteriori marginais para
6, Bed.
: 4 =
£ . o

20 22 24 28 28 30 32 34 000037  00OMS 000083 OGS D00OSD  0.0m81 007 (X o8 om nz8 034
B 5 o

Figura 5: Densidades marginais a posteriori para os parametros do modelo IDB.
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4.3 O modelo Poténcia Exponencial

Considerando o modelo (7) foram utilizadas as densidades a priori (38) com o ~ I'(739.1483,
10), 8 ~ I'(82.28092, 100). Na Tabela (4), apresenta-se os resumos das estimativas encon-
tradas para o modelo Poténcia-Exponencial.

Tabela. (4). Sumdrio a posteriori e E.M.V para o modelo Poténcia-Ezponencial

Gibbs-Metrépolis EM.V
média a post. i.cred. 95 % R emy i.conf.95 %
o 74.0088 (68.8836;79.1357) 0.9997 | 73.91483  (68.36374;79.4659)
J5] 0.8342 (0.6930;0.8982)  1.0005 | 0.82809 (0.75369;0.90248)

Na figura 6, temos os gréficos das densidades a posteriori marginais para o € 3
aproximadas pelas amostras geradas.

E] [ ) 7 7 [ [ o o7 o7 0.2 (1) 0,90 0.4

o B
Figura 6: Densidades marginais a posteriori para os parametros do modelo Poténcia-
Exponencial para os dados de Aarset.

4.4 O Modelo de Ryu

Considerando o modelo (21) foram utilizadas as densidades a priori (42) com 6, ~
I'(20000, 100) ,6, ~ I'(280,1000),0; ~ I'(1.82952,100000). Na Tabela (5), apresenta-
se os resumos das estimativas encontradas para o modelo de Ryu.

Na figura 7, temos os graficos das densidades a posteriori marginais para 6,, 62 e 0s.

Tabela (5): Sumdrio a posteriori e E.M.V para o modelo de Ryu

Gibbs-Metrépolis EMYV
méd. a post. i.cred. 95 % R emv  iconf.95 % ,
6, 201.4074 (198.6175;203.8958) 1.0002 | 201.2109 (198.2515;204.1704)
02 0.2617 (0.2376;0.2949) 1.0005 | 0.2338 (0.1478;0.3197)
03 "0.0010 (0.0010;0.0011) 0.9999 | 0.00109 (0.0006;0.0015)

4.5 O Modelo Generalizado de Ryu

Considerando o modelo(25),foram utilizadas as densidades a priori (47) com «; ~ I'(100,
100), ag ~ T'(100, 100), Bi2 ~ I'(100,100), A, ~ I'(100,1000), Az ~ T'(100, 1000), A;z ~
T'(200, 1000). Na Tabela (6) apresenta-se os resumos das estimativas encontradas para o
modelo Generalizado de Ryu. Neste caso, ndo foi possivel encontrar os estimadores de
maxima verossimilhanga pelo método adotado previamente para. os outros modelos.
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Figura 8: Densidades marginais a posteriori para os parametros do modelo Generalizado
de Ryu para os dados de Aarset.

Na figura 8, temos os graficos das densidades a posteriori marginais para os pardmetros

do modelo.

Tabela (6). Sumdrio a posteriori para o modelo Generalizado de Ryu

Gibbs-Metrépolis

~

média a post. i.cred. 95 % R
aq 0.1987 (0.17177;0.22772) 0.99947
az 048163  (0.36831:0.64187) 1.00525
B2 0.89737 (0.72355;1.08605) 1.00138
A1 0.09300 (0.07657;0.11138) 0.99918
A2 0.08648 (0.06358;0.10722) 1.00312
A12 0.01131 (0.00621;0.01538) 1.00134

4.6 Discriminagao dos Modelos para os dados de Aarset

Para selecionar o melhor modelo, utilizou-se a técnica escrita na segdo (3.6). Com isso,
foram calculados os valores dos Cs, os quais se encontram na Tabela 7.
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Tabela 7. Valores do indice geral C(I)

Modelo C(l)=T1I~,Ci(1)
1 1.17e-101
2 1.28e-100
3 1.01e-102
4 1.72e-115
) 2.33e-096

Figura 9: Funcéo de risco do modelo Ryu Generalizado com estimativas bayesianas para,
os dados de Aarset.

Podemos observar pela Tabela 7 que o melhor modelo é o modelo Genera- lizado de
Ryu. Veja a fungéo de risco na figura (9)

5 Conclusoes

O uso de métodos MCMC para a andlise Bayesiana de dados de sobrevivéncia com fungio
de risco em forma de U (banheira) pode simplificar a obtencao das inferéncias de interesse
para diferentes modelos paramétricos usados para analisar os dados. Além disso, podemos
usar técnicas Bayesianas para discriminagdo do modelo a ser usado para o5 dados.
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