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Resumo

~'Neste trabatho consideramos um problema de inferéncia dos pardmetros dos modelos auto-

" regressivos com heterocedasticidade condicional, ARCH(p). As estimativas sio obtidas

-usando inferéncia classica e inferéncia Bayesiana via simulagdo de Monte Carlo em Cadeias
“de Markov (MCMC). Na abordagem ‘classica consideramos dados de 500 séries geradas com
os modelos  ARCH(2) e 1000 séries geradas com os modelos ARCH(S) e ARCH(7). Esses
- dados sdo usados para construir a distribuicdo empirica dos estimadores de méxima
© verossimilhanga dos parimetros destes modelos. Na analise Bayesiana consideramos uma
~reparametriza¢do do modelo e adotamos a distribuigio a priori normal para os parametros
- transformados. O resumo das distribui¢des a posteriori é obtido por simulagio de Monte Carlo
em Cadeias de Markov (MCMC). A comparagdo entre as duas abordagens ¢ feita para trés
modelos ARCH(2) sendo: um estacionario, um proximo da regido de nio estacionariedade e
- um fora da regido de estacionariedade. O efeito da ordem do modelo no problema de
inferéncia ¢ avaliado considerando um modelo ARCH(5) e um modelo ARCH(7). Em geral,
as estimativas pontuais de maxima verossimilhanga e Bayesiana apresentam-se proximas, mas
as estimativas da raiz quadrada do erro quadratico médio (RMSE) e do erro percentual
absoluto médio (MAPE) revelam que a abordagem Bayesiana € mais precisa que a abordagem
classica. Em algumas séries o intervalo de confianga para certos parametros do modelo
apresenta valores negativos, 0 que viola as restrigdes impostas aos parametros de um modelo
ARCH.
Palavras-chave: Modelos ARCH, Inferéncia Bayesiana, Séries Econométricas.



Abstract

In this work, we consider a inference problem of the parameters for Autoregressive
Conditional Heteroskedasticity (ARCH) models. The estimates are obtained by using classical
approach and a Bayesian analysis using Markov Chain Monte Carlo methods (MCMC). In the
classical approach we consider 500 series gerated with each ARCH(2) model and 1000 series
gerated with ARCH(S) and ARCH(7) models. These data are used constructing a empirical
distribution for the maximum likelihood estimators of parameters for those models. In the
Bayesian analysis we present a reparametrization of model using prior normal densities for
the transformed parameters. The posterior densities are obtained by using Monte Carlo
Markov Chain methods (MCMC). The comparison between two approaches are illustred
considering three ARCH(2) models: one stationary, one close on non-stationary region and
other stationary region outside. We also consider ARCH(5) and ARCH(7) models to evaluate
the effect of model order. In general, puntual maximum likelihood estimates and Bayesian
estimates are close, but the root mean squared error (RMSE) and the mean absolute percentual
error (MAPE) reveal that a Bayesian approach is more exact than classical approach. In some
series, the confidence interval for some parameters produces negative values, violating the
restrictions imposed to parameters of the ARCH model.

Keywords: ARCH models, Bayesian inference, Econometric series.

1 - INTRODUCAO

Uma simples analise graﬁca de séries financeiras revela que essas serles apresentam
uma alta volatilidade para alguns penodos de tempo. Descrever como essa volatlhdade muda
~ com o tempo € fundamental para a avaliagdo do risco de mvestlmentos e prec1ﬁcac;ao de
opgdes. Além disso, uma 1nferenc1a economeétrica eﬁaente, da média e van_ancla incondicional '
requer uma especnﬁcacao correta da variancia condicional. .

Os modelos mais consagrados para descrever a volatlhdade de senes financeiras s3o
os modelos ARCH, propostos por Engle (1982), ¢ os modelos ARCH — _generahzados
(GARCH) propostos por Bollerslev (1986). Uma ampla revisdo das propriedades desses
modelos pode ser encontrada em Bollerslev et al (1992).

Nos modelos ARCH ¢ considerado que a volatilidade em dado instante de tempo
depende de valores passados da série. A determinagdo de estimadores de maxima
verossimilhanga para os pardmetros dos modelos ARCH exige a maximizagdo de uma fungéo
ndo linear. Portanto, estimativas de maxima verossimilhanga sO0 podem ser obtidas
numericamente. Engle (1982) sugere o uso do método de Newton como um método iterativo
de calculo das estimativas de maxima verossimilhanga. Esse procedimento relaxa as restrigdes
impostas aos pardmetros que asseguram estacionariedade na covariancia. Por outro lado,

calcular estimadores de maxima verossimithanga com restrigdes envolve varias dificuldades

(Geweke, 1986a).



Além disso, procedimentos para identificag@o, ajuste e diagnéstico de modelos, assim
como previsdo de valores futuros de séries econométricas, usam propriedades da teoria
assintotica. Como os modelos estdo muito distantes da linearidade, essa abordagem torna-se
analiticamente intratavel. Uma alternativa para contornar tais dificuldades é considerar a
abordagem Bayesiana desses modelos.

Um dos primeiros trabalhos a propor a abordagem Bayesiana para modelos ARCH foi
Geweke (1989). Nesse trabalho foi considerado um caso particular de parametrizagdo que
facilitou a utilizagdo de distribui¢Ges a priori ndo informativas. As estimativas dos pardmetros
sdo obtidas usando algoritmo de simulagdo de Monte Carlo. Mais recentemente uma
abordagem Bayesiana foi proposta para modelos ARCH - generalizados (GARCH) em
Migon et al (1999) dentro da classe de modelos dinamicos. Além disso, Nakatsuma (2000),
desenvolveu um método de Monte Carlo em Cadeias de Markov (MCMC) para modelos de
regressdo linear com erros ARMA-GARCH, utilizando distribui¢des a priori normais para os
pardmetros dos mesmos e o algoritmo de simulagdo Metropolis-Hastings para gerar amostras
da distribuigdo a posteriori de interesse.

Neste trabalho apresentamos uma abordagem Bayesiana para a inferéncia dos
parametros de processos ARCH, utilizando técnicas de simulagio MCMC. Um dos objetivos
deste trabalho € comparar as estimativas Bayesianas com as estimativas de maxima
verossimithanga. Esta comparagéo ¢ feita usando as distribuigdes dos estimadores de méxima
verossimilhanga , obtidas empiricamente através da simulagdo de 500 séries com os modelos
+ ARCH(2) e de 1000 séries com os modelos ARCH(5) e ARCH(7) tendo, cada série, 300
observagges. Para cada série gerada, as estimativas de maxima veroséimilhanga dos
parametros dos modelos sdo calculadas numericamente, constituindo uma amostra do
estimador de méaxima verossimilhan¢a, que permite estimar os erros quadraticos médios e os
erros absolutos percentuais médios com relagéo aos verdadeiros pardmetros do modelo. Esses
erros, juntamente com os intervalos de confianga dados pelos percentis 2.5% e 97.5% dessa
amostra de estimativas, sdo comparados aos erros obtidos com a estimativa Bayesiana e aos
intervalos com 95% de credibilidade das distribui¢cdes a posteriori geradas com o algoritmo
Metropolis-Hastings.

Na abordagem Bayesiana apresentada neste trabalho, as distribui¢Ges a priori para os
parametros refletem as restrigbes gerais que os pardmetros de qualquer modelo ARCH(p)

devem satisfazer para assegurar volatilidade finita, ou seja, denotando por «,, j=1,..,p os
parametros do modelo, as distribuigdes a priori escolhidas devem satisfazer a, >0 €

0<a, <1, j=1,..,p. As restricdes nos parametros que asseguram a estacionariedade na



covaridncia do processo ndo sdo incorporadas a priori, uma vez que um dos objetivos da

analise Bayesiana deste trabalho € verificar essa propriedade a posteriori.

2 - MODELO ARCH(p)

O modelo linear ARCH(p) proposto por Engle (1982) pode ser resumido como:

ye=xp+z (1)

Z 'Qt-l ~ P(O,h,) | V)]
?

ho=ay+> az, (3)
Jj=1

onde:

P(-): é uma distribuigdo paramétrica, usualmente a Normal ou #-Student
X, : representa um vetor de variaveis exogenas
B : € um vetor de parametros desconhecidos

Q), , - representa o conjunto de informagdes disponiveis até o instante £ —1.

Neste trabalho, vamos considerar § =0 e o processo z, satisfazendo o modelo

1 :
z, = hle, A 4

P
h=ay+Y az}; 05

J=1

onde {¢&,,7>0} ¢ um ruido branco iid. N(0,]).

A estimativa de méaxima verossimilhanga para os pardmetros «; parte da hipétese da
distribui¢do de z,, ou similarmente de &,. Para que o modelo (4)-(5) seja plausivel (4 >0
para todo ) devemos ter @, >0 ¢ @, 20 para j=1,.,p. Além disso, para que o0 processo

z, tenha variancia finita, a condi¢do necessaria e suficiente € que todas as raizes do polinémio

2 i . «, 7 = . r . -
1- E a,q’ estejam fora do circulo de raio unitario. Quando esta condigdo ¢é satisfeita, a
j=l



P
varidncia incondicional de z, ¢ dada por «, / [I—Za j]. A condi¢io necessaria para
j=

P
covarincia estacionaria é que a, >0 e Za ; <1. Neste trabalho essas restrigdes serdo
J=1

relaxadas, para evitar as dificuldades de maximizagdo da fungdo de verossimilhanga sujeita a

restrigoes (Geweke, 1986a).

3 — ABORDAGEM CLASSICA PARA MODELOS ARCH(p)

Dada uma trajetoria observada Z:{z,,t =12,..,T } do processo z,, a fungio de
verossimilhan¢a de z,, t = p+1,...,T ¢ dada por:

o= T[] ool ©

t=p+]

onde a = (ao AN ) . Denotamos a média do log da fung@o de verossimilhanga por:

l(a1Z)— Zl (a|2) )

r— pt+l

onde /,(a | Z) indica o log da verossimilhanga da 7-ésima observagio, ou seja,

z}
l(alzt)—— logh, — - (3)
t

O gradiente da fungio /(a | Z) ¢ dado por:

a_13.4, o
oo T 510w

o, . ~
onde — é o vetor 1x (p + 1) cujas componentes s3o:

a, 1 (an .
= -1 =0,...., 10
oa, 2ht[6al.](h ] / d (19

7




Da equagdo (5) temos:

1 j=0
Oh, =1, . (11)
oa, |z j=12..p,t2p+1

Portanto,
2
% = —l—v, z_f_l (12)
oa 2h, '\ h,

onde v, =(1,z7,,..,z.,) € o gradiente de /(a|Z) pode ser calculado substituindo (12) em

(9), resultando em:

T 2
da T 42h ‘| h

t

Denotando por:

v, =Lz}, nzl)h s t=p+1.,T

V=, Yy
2 14)
ft:(f‘——lJ t=p+1..,T a9
h!
= fr)
ol ..
podemos escrever o na forma matricial como:
o 1 _
—_— :——v' 15
e 2T f | ( ' )
Y
Denotando a matriz Hessiana por H = , L j=01..pr temos:
oa,0a;
8%l T 25
-1 >, o1, (16)
da,0a; T, 3, 0a,0a;
onde:
2 K 2
o°l, _ 0| 1 oh Z a7
da,0a; Oa;|2h Oa;\ h

&, __ 1 (onYoh Yz ), 1 & (2 ), 1 (onY = on as)
oa,0a,  2h’\da; )\ Oa; | A, 2h, da,0a;  h, 2h,\ Oa; | h} da,



2
Da equagio (5) temos que o'h,
oa;0a;

2 2
0°l, __ 12 Oh, || Oh, 2 _ (19)
da0a; 2h; \ Oa; )\ Oa; h,

A matriz de informagéo I ={I, i, j =0,1,...p} € definida como:

= 0. Assim, (18) pode ser simplificada para:

I, =—E| i o, i,j=01..p 20)
v T 51, 0e;0a, ’ e

—-1=1, os elementos da matriz de

2
Usando o fato que E(Z—Z‘——l] E(Z)

t t

informac@o {f j» 1,J =0,1,...p} podem ser consistentemente estimados por:

« 1 & 1 [on on
I =— =0l 21
=T 2 TR {80: o0 } J P @

t=p+l

Usando a definigdo v, v, —(1 z,l, ,z,p)/h,, t=p+l,. JTev -(vp+,, ., V2, podemos

escrever a matriz de informacio por:

A 1 T ) . Lo ! . :
I= —TZ A | (22)

t=p+

Um método iterativo para calcular os estimadores de maxima verossimilhanga para os

parametros «;, j=0,1,..,p, proposto em Engle (1982) consiste em iteragir a seguinte

equacdo recursiva:

. (k)
o) =a® + [1‘*’]"[% } 23)

onde [/®7] é a matriz de informagio em (22) e [dI /6] o gradiente em (15), ambos

avaliados com a estimativa a®*). Substituindo (15) e (22) em (23) temos:

a(k+1) - (l(k) +["7: V]—l;;f (24)

Sob as condigdes em Engle (1982), os estimadores de méaxima verossimilhanga tém

D
distribuigo assintética normal com limite ~/T (@-a)>N (O,I - )



4 - ABORDAGEM BAYESIANA PARA MODELOS ARCH(p)

Considerando uma trajetéria observada dos retornos Z = (z,,...,z, ), a abordagem
Bayesiana do problema de inferéncia dos parametros do modelo ARCH(p) inicia-se

combinando a fungio de verossimilhanga dessa trajetéria L(a | Z) com a distribuigdo a priori
para os parametros 7,(a), resultando na distribuig@o a posteriori dada por:

(| Z) < L(a | Z)7y(a) (25)

Nos modelos ARCH(p), os pardmetros estdo restritos as condi¢des

P
a,>0,a;20,j=1.,p eZa ; <1 para assegurar estacionariedade na covariancia, uma
Jj=1

P
vez que a restri¢iao Za ; <1 exige que todos os a; € (O,l). Na abordagem Bayesiana, essas
Jj=1

restrigdes nos permite assegurar- faixas de variagdo para esses parametros, por exemplo,

podemos assegurar que existem intervalos [a b jJ com O<a;<b; <1, tais que
a,<a;<b;,,j=L2,.,p . Podemos considerar também que a, <, <h, com a, 2 0. Esta
- andlise nos leva a escolha de uma transformagido que mapeia os intervalos [a iob; J em um

dominio (— oo,+oo)_. Esta reparametrizagdo pode apresentar vantagens quando se pretende usar
algoritmos MCMC. Assim, optamos por uma reparametrizagio dada por:

a;,—a

¢j=log(bj ! J j=012,.p (26)

T4

Com esta reparametrizagdo, a fungdo de verossimilhanga € escrita da mesma forma

que em (6), mas com a volatilidade 4, reescrita com os parametros o, devidamente

transformados em ¢, por (26), ou seja:
Llp|Z)= ﬁ(—l——}m exp{— —i} (27)
t=p+l ht (¢)) 2h¢ (¢)

onde @ =($@s-6,). Denotando por E((p) uma matriz diagonal dada por

2(p) = diag(h a1 (@),.... h; (), podemos reescrever (27) como:



L(p| )« [det(2(p))] 2 eXp{—%Z'[z“ (<o)]Z} (28)

Assumindo que os $;,7=012,.,p, sio independentes com distribui¢es a priori
normal, com média zero e varidncia conhecida 0']2. e, denotando por
_ 2 . . . ‘o . PR
T, (¢ )= Normal(0,0 ; ),j=012,.,p, a distribuicdo conjunta a priori para

Q= (¢o ’¢1 9-'-9¢p) ¢ dada por:

H(¢)= lf!”j(¢j) (29)

Com (28) e (29) podemos escrever a distribuigZo conjunta a posteriori para ¢ como:
(5| oofgit [ T17.06)
n(p|Z) < — | expi-—5— TA\p, (30)
t=p+l ht ((9) 2hr (¢) Jj=0 o

As distribui¢des condicionais a posteriori para ¢; j=0,1,..., p, obtidas de (30), so

dadas por:
1, 10, 2) < Llp | Z)z,(9)) (31)

onde ¢_; € um vetor com os pardmetros do modelo exceto o pardmetro ¢;, ou seja,

¢_j = (¢oa¢1:"':¢j—1 ’¢j+l""’¢p) .

As distribui¢des condicionais dadas em (31) sfo utilizadas no algoritmo de simulagdo
MCMC, Metropolis-Hastings (Chib & Greenberg, 1995), para gerar uma amostra da

distribui¢@o conjunta a posteriori (30).

Algoritmo Metropolis-Hastings:
1) Fornega valores iniciais arbitrarios o0 = (¢§°) l Jj=0L...,p efagai=].
2) Gere um novo valor B dadensidade 7 ; (¢;), fazendo:

B = (¢°i-l)’¢li-l)’""¢§:1)’ﬁ’¢,(-i_1|)’---:¢,(,i_l))

3) Calcule a probabilidade de aceitago do novo valor gerado

l(¢}i—1),ﬂ)= {min{l,L(ﬂ)/L((p(i—l))} se L(¢(i—l))¢ 0

1, caso contrario



4) Gere uma variavel aleatoria uniforme « ~ U(0,1) e faga:
(-1)
50 - B, se u< Ap‘™, )
! ¢V, caso contrdrio

5) Repetir2aSpara j=0,.,p.

6) Faga i < i+1 e volte ao passo 2) até a convergéncia.

Apb6s a convergéncia os pardmetros originais «; , j = 0,1,..., p podem ser recuperados
pela transformag@o inversa:
¢;
_ be” +a;

i .
1+e¢’

a

Nota: O uso de distribui¢des a priori informativas como nucleo do algoritmo Metropolis-
Hastings € apropriado sempre que tais distribui¢des forem adequadamente escolhidas e o
dominio das mesmas envolverem o dominio da distribuigio a posteriori. Isso é possivel no
caso dos modelos ARCH(p), escolhendo adequadamente os parametros dos intervalos

[aj,bjj,j =0,l,...,p. A escolhade a; =0 ¢ b; =1 para j= 0,L,...p, pode levar a uma alta

taxa de rejeigdo no algoritmo Metropolis-Hastings.

O problema de inferéncia Bayesiana pode ser expresso como a avaliagdo da esperanca

de uma fungdo de interesse g(u) sob a densidade a posteriori 7[((1 | Z):

E[g(@)]= [g(o)r(a| Z)da | G2

A solug@o exata da integral miltipla em (32) ndo pode ser calculada analiticamente no
presente caso. No entanto, sempre que E[g(a)] existe, uma aproximagio para (32) pode ser

obtida por simulagdo de Monte Carlo (Geweke, 1986b).

Seja {a(i),i =1.,.M } uma seqiiéncia i.i.d de um vetor aleatério (p+/) dimensional

com distribuigio conjunta 7(a | Z). Numericamente aproximamos g = E[g(a)] por:

g =28 (33)



Sob condi¢bes regulares, para a aplicagdo do Teorema Central do Limite (Geweke,

1986b) temos que gy — E[g(u)], e pode ser mostrado que
M

M"(g, -8)> N0,c*) com o =Ele(a)-2]. Se & =M#Z(g(a“">—§M)2,
1=

entdo, M6, — o>. Referimo-nos a &,, como o erro padrio numérico na avaliagio de g .

Entfo, a precisdo numérica pode ser assegurada sob a suposi¢do g, ~ N(g,d,,), quando M
¢ grande. Um resumo das principais estatisticas dos pardmetros a;, j =0,...,p podem ser

obtidas pelo método de Monte Carlo, onde M representa o tamanho da cadeia gerada com o

algoritmo Metropolis-Hastings.

5 - COMPARACAO ENTRE AS ABORDAGENS

A comparagdo entre as abordagens ¢é feita calculando a raiz quadrada do erro
quadratico médio (RMSE) e o erro absoluto percentual médio (MAPE) entre os valores
verdadeiros dos parimetros e os valores estimados com cada uma das técnicas. E evidente que
essé tipo de comparacio s6 pode ser aplicado para situac;(")es hipotéticas, onde os parametros
dos modelos sdo -conhecidos, como € o caso deste estudo. Mesfno ndo sendo realista, esta
situagdo hipotética ressalta a potencialidade de cada técnica quanto & precisdo na inferéncia
.dos parametros, quando ndo estid presente o erro devido ao desconhecimento do verdadeiro.
valor dos pardmetros. Assim, os erros de estimagdo utilizados para comparar as duas

abordagens sdo:

2

K Aps . . . .
RMSE; = \/;‘lz(ej —9§'>) (34)

=

MAPE, = 110<0i|9f ;é}"’}

i=1 Jj

(35)

onde j=12,..,p.
Na andlise destes erros foram utilizados, para cada modelo, valores estimados com

dados das séries simuladas.



6 — APLICACOES

6.1 — Modelos ARCH(2)

Para compararmos as abordagens classica € Bayesiana foram geradas 500 séries de
tamanho 300, segundo um modelo ARCH(2), e as estimativas de maxima verossimilhanga e
Bayesiana foram obtidas a partir dos algoritmos propostos neste trabalho. Estas estimativas
foram utilizadas na construgdo da distribuigdo empirica dos estimadores. Entdo, foram
calculados a raiz quadrada do erro quadratico médio (RMSE) e o erro absoluto percentual
médio (MAPE) das estimativas, com relagdo aos pardmetros verdadeiros. Os trés modelos
ARCH(2) simulados estdo representados pela Tabela 1. Note que o modelo M3 viola a

restrigdo de covariancia estacionaria ¢, + a, <1. Este método foi adotado para verificarmos o

comportamento das duas técnicas nesta situagio.

Tabela 1: Modelos ARCH(2) simulados

Modelos a, o, a,
M1 1.00 0.80 0.15
M2 1.00 0.50 0.20

M3 100 0.90 0.20

Na abordagem Bayésiana considle'ram;)S os seguintges hiperpa.rémetrovs‘:

a, =0.5,b,=1.0; a,=0.0,b=1.0; a,=00,b,=05 ¢ o} =10,i=1,23

Na implementagio do algofitmo Metropolis-Hastings, para cada parimetro “foi
simulada' uma cadeia com 5000 iteragSes, descartado 50% e tomado valores de'5 em’S,
totalizando uma amostra de tamanho -500. ‘A convergéncia dos parametros foi verificada pelo
critério de Geweke (1992).

Os graficos da Figura 1 apresentam a distribuicdo empirica dos estimadores de
maxima verossimilhanga dos parametros do modelo M1. Este resultado € semelhante aos

obtidos para os modelos M2 e M3, que serdo omitidos aqui.

Figura 1 — Distribuic@o empirica dos estimadores do modelo M1



A Figura 2 apresenta os histogramas construidos com as amostras geradas por MCMC

da distribuigdo a posteriori dos parametros ,,a, € @,.

Figura 2 — Distribuicéo a posteriori dos parimetros do modelo M1

Os erros de estimativas apresentados na Tabela 2 a seguir, para cada um dos modelos
da Tabela 1, s3o usados para compararmos as duas abordagens. Estas avaliagdes mostram que
a abordagem Bayesiana apresenta estimativas mais precisas do que as estimativas de maxima
verossimilhanga. Este comportamento ndo muda conforme os parametros do modelo saem da

regifio de estacionariedade.

~ Tabela 2: Comparaqﬁo'para os modelos ARCH(2) simulados

Modelo M1 ~ " RMSE MAPE(%) IC(95%)

a N
Bayes 10178 . 0.1068 8.78 [0.8082,1.2024]
(24 .
" MIE 10365 = 02115 1642 - [0.7081,1.5019]
Bayes 0.7989 0.0375 3.88 [0.7277,0.8661]
a ) . )
O MLE 0.7830 0.1456 14.26 [0.4894,1.0649]
Baycs 0.1509 0.0324 17.56 [0.0855,0.2079]
a2
MLE 0.1435 0.0741 39.28 [0.0024,0.3026]
Modelo M2 : RMSE MAPE(%) 1C(95%)
Bayes 1.0098 01028 8.49 [0.8099,1.1982]
a .
C MLE 1.0261 0.1665 13.55 [0.7418,1.4299]
Bayes 0.5025 00920 1469 [0.3232,0.6683]
(94
' MLE 0.4836 0.1180 18.73 [0.2615,0.7058]
Bayes 0.2202 0.0554 2225 [0.1171,0.3279)
a2

MLE 0.1935 0.0827 33.05 [0.1851,0.3726]




Modelo M3 . RMSE MAPE(%) IC(95%)

a
Bayes 1.0041 0.1056 8.62 [0.7971,1.1890]
aO
MLE 1.0315 0.2108 16.64 [0.6622,1.5060]
Bayes 0.9240 0.1069 9.75 [0.7309,1.1164]
a
' MLE 0.8750 0.1543 13.62 [0.5599,1.1625]
Bayes 0.2194 0.0539 21.75 [0.1208,0.3205]
04
* MLE 0.1949 0.0746 29.99 [0.0429,0.3401]

6.2 — Modelo ARCH(S) e modelo ARCH(7)
Para verificarmos o efeito da ordem do modelo na precisdo das estimativas,
consideramos dois modelos de ordem elevada: um modelo ARCH(5) € um ARCH(7), com os

parametros dados pela Tabela 3. Na abordagem Bayesiana consideramos as distribuigdes a

priori dos parametros definidas nas faixas [a,.,bi], dadas pela Tabela 4. Foi considerado ainda,

em ambos os modelos, o’ =1.0, i=1,..., p, como variincia para as distribuigdes a priori.

Tabela 3: Modelos simulados

Modelos. ¢, a0 a, a, a, oay o a a,

ARCH(5) 1.00 - 050 .~ 020 . 0.15 0.08 0.05 -

ARCH(7)  1.00 Q.SO :(:).20 ~0.10 0.05 0.03 -~ 0.06 0.02

Tabela 4: Distribuic;ﬁes a priori dos modelos ARCH(5) e ARCH(7) simulados

Modelos o, a, a, a, a, o, o o,
a, 050 0.00 0.00  0.00 0.00 - 0.00 - -
b. 1.50 100 050 030 020 0.0 - -
al,. 050 000 000 000 000 000 000  0.00
b 1.50 100 050 020 010  0.06 012  0.04

No calculo das estimativas de maxima verossimilhanga do modelo ARCH(5) foram
geradas 1000 séries, mas o método iterativo de célculo das estimativas s6 convergiu para 901
destas séries. Na abordagem Bayesiana foi implementado o algoritmo Metropolis-Hastings,

através de procedimento analogo ao do modelo ARCH(2).



Os histogramas representando as distribuigdes empiricas dos estimadores de méaxima
verossimilhanga e as distribui¢des a posteriori dos pardmetros do modelo ARCH(S), sdo

apresentados nas Figuras 3 e 4, respectivamente.

Figura 4 — Distribuiciio a posteriori dos pariametros do modelo ARCH(5)



A Tabela 5 a seguir mostra os erros RMSE ¢ MAPE, juntamente com os intervalos de

95% de confianga dos estimadores classicos e os intervalos de 95% de credibilidade dos

estimadores Bayesianos.

Tabela 5: Comparacio para os modelos ARCH(S) simulados

Modelo M1 . RMSE MAPE(%) IC(95%)
Bayes 1.0076 0.0976 7.94 [0.7978,1.1734]
(94
’ MLE 1.0959 0.3328 25.33 [0.5461,1.8299]
Bayes 0.4981 0.0924 14.72 [0.3144,0.6650]
o
' MLE 0.4905 0.1263 19.86 [0.2458,0.7347]
Bayes 0.2208 0.0571 23.12 [0.1157,0.3273]
o
’ MLE 0.1928 0.0985 39.51 [0.0103,0.3934]
Bayes 0.1496 0.0307 17.79 [0.0908,0.2059]
o
’ MLE 0.1483 0.0898 47.63 [-0.0263,0.3424]
Bayes 0.0937 0.0225 22.53 [0.0599,0.1302]
a
Y MLE - 0.0719 0.0711: 70.04 [0.0556,0.2215]
.. Bayes ' . 0.0494 0.0071 11.59 - [0.0361,0.0633]
a. I ‘
; MLE 0.0445 © 0.0586 93.59 [-0.0533,0.1764]

Os resultados mostram que as estimativas Bayesianas apresentam menores erros
quadraticos médios e percentuais do que as estimativas de maxima verossimilhanga. Além
disso, os intervalos Bayesianos com 95% de credibilidade sdo menores do que os intervalos

classicos com 95% de confianga.

Para os pardmetros a,,a, € s, os intervalos classicos apresentam limites inferiores

negativos, o que nos leva erroneamente a suposicdo de que estes pardmetros ndo so

significativamente diferentes de zero.

Os erros na Tabela 5 e os erros na Tabela 2 mostram que, para o modelo de ordem
maior, ARCH(5), as estimativas de méaxima verossimilhanga sdo menos precisas do que para

o modelo ARCH(2).

Fa



No célculo das estimativas de méxima verossimilhanga do modelo ARCH(7) foram
geradas 1000 séries, mas o método numeérico apresentou convergéncia para 655 das mesmas.
A comparagio entre as abordagens classica e Bayesiana para o modelo ARCH(7) ¢

apresentada na Tabela 6 a seguir.

Tabela 6: Comparacio para os modelos ARCH(7) simulados

Modelo M1 . RMSE MAPE(%) IC(95%)
Bayes 1.0227 0.0968 7.96 [0.8298,1.1911]
ao
MLE 1.1274 0.3903 28.60 [0.5461,1.8299]
Bayes 0.4973 0.0629 10.29 [0.3712,0.6082]
(24
' MLE 0.4849 0.1275 20.22 [0.2458,0.7347]
Bayes 0.2215 0.0544 21.71 [0.1165,0.3153]
a
i MLE 0.1963 0.0971 39.05 [0.0103,0.3934)
Bayes 0.0995 0.0179 14.54 [0.0650,0.1337]
a

’ MLE ©0.0949 0.0773 61.57 [-0.0263,0.3424]
- ©  Bayes 0.0492 0.0063 10.33 [0.0378,0.0618]
a

| ' MLE . 0.0455 ~0.0730 11811 [-0.0556,0.2215]
Bayes 00298 - - 0.0028 7.46 [0.0249,0.0335)
o
vs MLE ~0.0285 " 0.0628 167.45 [-0.0533,0.1764]
Bayes =~ 0.0596 0.0092 1245 [0.0428,0.0776]
u .

: MLE 0.0535 - 0.0639 86.83 [-0.0533,0.1764]
‘ Bayes - 0.0198 0.0016 6.59 [0.0170,0.0234]
a

T MLE 0.0215 0.0557 21758 [-0.0533,0.1764]
CONCLUSAO

Este trabalho faz uma comparagdo entre as abordagens classica e Bayesiana para
estimagdio dos parametros de modelos ARCH(p), usando séries simuladas a partir de modelos
conhecidos e estimando os parimetros destes modelos com as duas técnicas propostas: a
inferéncia classica, que propde métodos quasi-Newton para calcular as estimativas de maxima

verossimilhanga, e a inferéncia Bayesiana, junto com algoritmo de simulagdio MCMC.



A comparagdo apresentada neste trabalho nos leva a conclusido de que a abordagem
Bayesiana ¢ muito mais precisa no que se refere ao calculo das estimativas pontuais e por
intervalo, ou seja, os intervalos com 95% de credibilidade obtidos com a inferéncia Bayesiana
tém amplitude inferior aos intervalos com 95% de confianga obtidos com a inferéncia
classica. Além disso, as estimativas pontuais tornam-se mais imprecisas 2 medida que a

ordem do modelo cresce, 0 que néo ocorre com a inferéncia Bayesiana.

Assim, podemos concluir que, apesar do maior esfor¢o computacional exigido pelos
algoritmos de simulagdo MCMC em relagio aos métodos quasi-Newton usados no célculo da
inferéncia classica, a precisdo das estimativas recomenda a abordagem Bayesiana para a

inferéncia dos parametros dos modelos ARCH(p), para p>2.
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