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Le premier pas dans ce long chemin en vue de calculer la dimension, que nous
appelons désormais dimension de Krull, d’une algèbre graduée & été donné par
W. Krull (1935) montrant que si A est un anneau (dans cet article, tout anneau
est commutatif à élément unité), la dimension de l’anneau de polynômes A[X ]

vérifie dim(A[X}) Z dim(A) + 1 (cf. [6]) et, par récurrence sur le nombre entier
n 2 1, dim(A[X,,….,X,,] _>_ dim(A) + 71. Il va de soi que les germes de cette
construction de Krull se trouvent déjà dans les travaux de D. Hilbert du début du
siècle concernant les idéaux dans les anneaux de polynômes ainsi que dans le livre
de RS. Macaulay (cf. [7]).

Par la suite, on a cherché des majorations pour la dimension des anneaux
de polynômes et ce fut probablement P. Jafiard (cf. [4]) le premier a avoir
montré que dim(A[X ]) S 2dim(A) + 1 donc par récurrence sur le nombre entier
n 2 1, dim(A[X1,….,Xn]) S 2"(dim(A) + 1) — 1 et ceci, pour tout anneau A.
Ultérieurement, P. Jaflard (cf. [4]) a amélioré cette inégalité en montrant que
dim(A[X1,.…,Xn]) S n(dim(A) + 1) — 1.

Le premier résultat précis dans cette direction est le théorème de Krull (cf.
[6]) qui nous dit que si A est un anneau noethérien, alors dim(A[X1,.…,Xn]) :
dim(A) + n. Quelques années plus tard, A. Seidenberg (cf. [12], [13]) a montré
que si A est un anneau de Prüfer, non nécessairement noethérien, on a aussi
dim(A[X;, . . . ,Xn]) : dim(A) + n. La parenté entre ces deux résultats est restée,
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à notre avis, sans explication jusqu’à une date toute récente (cf. [1], [2]). Dans le

paragraphe 1., nous nous occuperons de cette question.

Dans les années 1970/1971, en collaboration avec JP. Olivier, nous avons
bâti, à l’instar de P. Jafiard (cf. [4]), une théorie de la dimension dans les algèbres
symétriques, dans un article malheureusement non publié (cf. [9], [11]). Dans cet
article les auteurs démontrent, dans le cas local, la formule de la dimension de
Krull pour l’algèbre symétrique d’un module, formule retrouvée plus tard par C.
Hunecke et ME. Rossi (cf. [3]) sous des hypothèses de caténarité, à savoir, que si

A est un anneau noethérien et A! est un A—module de type fini, alors la dimension
de Krull de l’algèbre symétrique SA(M ) du A-module M s’écrit

dim(SA(M)—_— sup (dim(A/P)+th)l
P€Spec(A)

où p(Mp) est le nombre d’un système minimal de générateurs du Ala—module Mp
(cf. [1]). Nous allons montrer, ci-dessous, que cette formule est encore vraie pour
toute algèbre graduée (sur N) de type fini, à condition que l’anneau de base vérifie
l’inégalité de la dimension.

1. L’inégalité de la dimension. Si A et B sont deux anneaux intègres tels que
A soit un sous-anneau de B, on notera deg.trA(B ) le degré de transcendance du
corps de fractions de B sur le corps de fractions de A. On dira que le couple (A, B)
vérifie l’inégalité de la dimension si pour tout idéal premier Q de B, si l’on pose
P = Q 0 A, alors ht(Q) + deg.trA/p(B/Q) S ht(P) + deg.trA(B) et que le couple
(A,B) vérifie la formule de la dimension si l’inégalité ci—dessus est une égalité,
où ht(Q) désigne la hauteur de l’idéal Q. On dit encore que un anneau intègre A
vérifie l’inégalité de la dimension (resp. la formule de la dimension) si pour tout
anneau intègre B contenant A comme sous-anneau et tel que B soit une A—algèbre
de type fini, le couple (A,B) vérifie l’inégalité de la dimension (resp. la formule
de la dimension). Nous avons montré, dans [1], que l’hypothèse fondamentale qui
permet l’établissement de la formule de le dimension pour l’algèbre symétrique
d’un module est la suivante :

(HF) On supposem que A soit un anneau commutatif à élément unité tel que
pour tout idéal premier P de A, l’anneau quotient A/P vérifie l’inégalité de la
dimension.

Parmi les anneaux qui vérifient la condition (HF) on peut citer les anneaux
noethériens, les anneaux de Prüfer non nécessairement noethériens (cf. [12], [13]),
les S-domaines forts dans le sense de Kaplansky (cf. [5], [S]) ou encore les anneaux
universellement caténaires non nécessairement noethériens.

Dans le cas de l’algèbre symétrique, l’inégalité de la dimension est utilisée
sous la forme suivante : si A est un anneau commutatif à élément unité et
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M est un A-module de type fini, pour tout idéal premier P de A et quels
que soient les idéaux premiers Q et Q' de l’algèbre symétrique 5A(M ) tels que
Q C Q', Q 0 A = P et Q' DA = P, alors hi(Q'/Q) + deg.trA/p(SA(Àl)/Q') S
h1f(P) + deg-tTA/P(SA(M)/Q)-

2. Le théorème principal. Soient A un anneau et B une A-algèbre. Dire que
B est une A-algèbre graduée veut dire, dans notre contexte, qu’elle est graduée

00

sur N, c’est à dire, B : @ B,, avec Bo : A et les sous—A—modules B,, vérifient
n=0

les conditions B…Bn C B…+m quels que soient les entiers m 2 0 et n 2 O. Le
théorème principal dans cette direction est le suivant :

Théorème 2.1. Soient A un anneau commutatif à élément unité vérifiant la
condition (HF) et B une A-algèbre graduée de type fini sur A. Alors

dim(B) = sup (dim(A/P) + dim(B &; n(P))),
P€Spec(A)

où K(P) est le corps résiduel de l’anneau local Ap.

En effet, on remarque que si P est un idéal de A mon nécessairement premier,

l’idéal PB engendré par P dans B est gradué et P + B+, où B+ : ŒB,, est
n=]

l’idéal d’augmentation de B, est é al à l’idéal somme PB + B le uel est aussi% +1 q
gradué. De plus-, si P est un idéal premier de A, la n(P)-algèbre B ®A KZ(P) est
de type fini donc noethérienne et à partir de ces remarques, on démontre que
dim(B ®A n(A)) = ht(P + B+ /PB). Donc, si P1 % P2 sont deux idéaux premiers

de A, on a, dans B, P] + B+ & P2 + B+ et ceci entraîne que pour tout idéal

premier P de A,

dim(A/P) + ht(P + B+/PB) S dim(B).

On a ainsi l’inégalité

sup (dim(A/P) + dim(B (8A K(P)) S dim(B).
P€Spec(A)

La démonstration de l’autre inégalité est plus technique et pour ce faire, on renvoie
à la bibliographie citée (cf. [2])

3. Applications. Il est clair que la formule donnée au théorème 2.1. redonne,
comme cas particulier, celle de l’algèbre symétrique d’un module de type fini.
D’autres algèbres commutatives de type fini peuvent faire l’objet d’applications
du théorème 2.1.



En effet, soient A un anneau et M un A-module. On note FA(M ) l’algèbre
des puissances divisées du A-module M (cf.[10]) et TSA(M ) la sous—A-algèbre
commutative de l’algèbre tensorielle TA(M ) engendrée par les tenseurs symétriques
(cf. [10]). On sait qu’il existe un unique morphisme (canonique) de A-algèbres
I’A(.M) -—> TSA(M) qui applique :… sur :r®" pour tout : dans M et le lemme
suivant est bien connu (cf. [10]) :

Lemme 3.1. Soient A un anneau et M un A—module. Si M est un A—module libre,
le morphisme canonique de A-algèbres FAM) —> TSA(.M) est un isomorphisme.

On sait que étant donné un anneau A, un A—module M et un morphisme
d’anneaux A -—> A', il n’est pas toujours vrai que les A’-algèbres TSA(M ) ®A A' et
TSAr(.M ®A A' ) soient isomorphes en tant que A'-algèbres. Nous allons supposer
que cet isomorphisme se vérifie au moins dans un cas particulier, à savoir, dans
le cas où M est un A-module de type fini et où le morphisme d’anneaux est du
type A -—> K( P) pour tout idéal premier P de l’anneau A. Dans ce cas on dira que
l’algèbre des tenseurs symétriques TSA(M) est de type universel. Par exemple, si A
est une Q—algèbre, les algèbres I‘A(M ) et T5A(M ) sont isomorphes donc TSA(Jll )
est de type universel. Ces considérations nous conduisent au résultat suivant :

Proposition 3.2. Soient A un anneau commutatifâ élément unité vérifiant la
condition (HP) et M un A-module dont l’algèbre des tenseurs symétriques est
de type universel. Si la A-algèbre TA(M) est de type fini, alors dim(I‘A(M)) :
dim(TSÆM)).

Il est clair que, en général, l’algèbre I‘A(.M ) n’est pas de type fini même si
le A—module M l’est. Par-ailleurs, le fait que I‘A(M) soit de type fini et que
l’algèbre TSA(M ) soit de type universel entraînent que TSA(M ) est aussi de type
fini. En effet, TSA(]W ) s’écrit comme quotient de l’algèbre I‘A(M ) Or, d’après
le lemme 3.1., il existe un isomorphisme de n(P)—algèbres FK(p)(M ®,4 K(P)) ::
TSK(p)(ÀJ ®A n(P)) et puisque l’algèbre des tenseurs symétriques est de type
universel, en appliquant le théorème 2.1., la démonstration de la proposition
s’ensuit.

Le problème que l’on peut se poser est celui de savoir si, sous ces conditions,
les A—algèbres l‘,;(M) et TSA(AI) ne sont pas isomorphes.

Une autre algèbre intéressante à examiner au point de vue de la dimension
de Krull est la sous—algèbre commutative de l’algèbre extérieure engendrée par les
éléments homogènes de degré pair.

Exemple 3.3. Soient A un corps commutatif de caractéristique p > 0 et
B = Bo @ B.,. une PD-algèbre (PD pour puissances divisées) sur A. Pour tout
élément a: dans B.,, a:" : p!æ… : 0 donc P contient B+ pour tout idéal premier
P de B. Ceci entraîne que dim(B ) : dim(Bo). Ainsi, par exemple, si A est un un
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corps de caractéristique p > 0, pour tout A—module M, dim(l‘,flM)) : dim(A).
Et une remarque analogue vaut pour la PD—algèbre TSA(M )
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