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L’Obstruction d’Euler Locale d'une Application

Nivaldo de Gées Grulha Junior *

Résumé

Notre objectif dans ce travail est de présenter une généralisation pour I'obstruction d’Euler lo-
cale d'une fonction holomorphe singulieres a l'origine pour le cas d'une application holomorphe
f : (V,0) — (C*,0), ot (V,0) est un germe de variété analytique complexe, équidimensionnel
de dimension n > k. Le résultat principal est une formule (Théoreme 5) que fait relation entre
I'obstruction d’Euler locale (par k-chamnps) et I'obstruction d’Euler relative a f.

Introduction

L’obstruction d’Euler locale a été définie par MacPherson [M] comme l'un des ingrédients de sa
preuve de la conjecture de Deligne et Grothendieck concernant 'existence et l'unicité des classes
caractéristiques des variétés algébriques complexes singulieres. Elle a été ensuite définie par la
théorie d’obstruction par J.-P. Brasselet et M.H. Schwartz [BS] pour montrer que les classes de
Schwartz d’un variété singuliere coincident avec les classes de MacPherson. Par la suite, Gonzalez-
Sprinberg et Verdier [GS] ont montré une formule pour I'obstruction d’Euler locale en fonction des
classes de Chern de fibrés vectoriels sur le transformé de Nash de la variété algébrique. Pour des
singularités génériques, 'obstruction d’Euler s’exprime en termes d’invariants polaires, d’apres un
résultat de Lé et Teissier [LT].

Dans [BLS] J.-P. Brasselet, Lé D. T. et J. Seade donnent une formule du type de Lefschetz donc
plus topologique, pour l'obstruction d’Euler locale, alors que la formule de [LT] est une formule
complétement algébrique. La formule prouvée revient a dire que I’obstruction d’Euler locale, comme
fonction constructible, satisfait la condition d’Euler (en théorie bivariante) en ce qui concerne les
formes linéaires génériques. L’article [BMPS] est une suite naturelle de [BLS] ou le but est de
comprendre ce qui empéche l'obstruction d'Euler locale de satisfaire la condition d’Euler en ce qui
concerne les fonctions holomorphes singulieres a 'origine. Le défaut est appelé obstruction d'Euler
locale de f.
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J.-P. Brasselet, J. Seade et T. Suwa ont donné une définition pour 'obstruction d’Euler locale
associée a un k-repere sur une variété analytique [BSS|. Dans le méme esprit, notre objectif dans ce
travail est de présenter une généralisation possible pour [BMPS]. On donne une formule (Théoréme
5) pour représenter 1'obstruction d’Euler d'une application holomorphe f : (V,0) — (C*,0), o
(V,0) est un germe de variété analytique complexe, équidimensionnel de dimension n > k.

1 Modification de Nash

Soit (V,0) C (M,0) un germe de variété analytique complexe, équidimensionnel de dimension com-
plexe n et (M,0) un germe de variété complexe lisse de dimension complexe m. La Grassmanienne
des n-plans de C™ est notée G(n,m). Considérons le fibré en Grassmaniennes des n-plans (com-
plexes) de T'M, noté G. La fibre G, au dessus de € M est I’ensemble des n-plans de T, M, elle
est isomorphe & G(n,m). Un élément de G est noté (z, P) ot € M et P € G,. Sur la partie lisse
de V, on peut définir I'application de Gauss ¢ : V;.¢g — G de la fagon suivante :

é(x) = (2, TeVreg)-

P

Vreg — M

Définition 1 La modification de Nash V est définie comme l'adhérence de l'image de ¢ dans G.
Elle est munie d’une projection analytique naturelle v :V — V.

Le fibré tautologique 7" sur G est défini de la maniére suivante: La fibre T), de T', au dessus d'un
point p = (z, P) € G est I’ensemble des vecteurs v du n-plan P.

T,={veT:M:vePz=v(P))}

On définit le fibré T de base V comme la restriction de T sur ‘7, on a donc le diagramme :

F 2s T
l l
V - G
v lv
V — M

Un élément de T s’écrit : (z, P,v) ou P € Gy et v € P.



2 L’0Obstruction d’Euler Locale

Notons {V,} une stratification de Whitney de M compatible avec V. On suppose aussi que 1’origine
{0} est une strate. Notons SV l'union des fibrés tangents & toutes les strates, SV = UTV,, que
I'on peut regarder comme un sous-ensemble du fibré tangent T'M]|y,.

Définition 2 Soit v une section de TM au dessus d’une partie A de M, on dit que le champ v est
stratifié si pour x € Vo, N A on a v(zx) € T, Vy, ou V, est la strate contenant x.

Soit B¢(a) la boule dans M centrée en a et de rayon € (on a localement identifié M & C™).

Définition 3 On dit que le champ de vecteurs v est radial en a si v est un champ stratifié et si il
existe €y > 0 tel que le champ v est sortant de Be(a), pour 0 < € < €.

Lemme 1 ([BS], Proposition 9.1) Un champ de vecteurs stratifié v non nul défini sur un sous-

ensemble A C V' admet un relévement canonique v comme section non nulle de T' au dessus de
-1

v H(A).

Dans notre cas, pour un point & de V tel que = = v(Z), on définit (&) € T par #(Z) = (z, P,v),
olt P = Ty(Vreg) si & € Vreg, sinon on a P = limg; .z TIi(Vreg) ou z; est une suite de points de
Vreg tendant vers z, v(z) € T(Va) ou V, est la strate qui contient 2 mais par la condition (a) de
Whitney T,(V,) C P, donc v € P.

On a donc le diagramme suivant :

7 —>TMy
ﬁT 1171
‘7 v V

Si 7 est un point de V tel que v(Z) = z, alors v(z) € Tix(Vy) C TuM. On pose v.(5()) = (z,v(x))

Théoréme 1 (Bertini-Sard voir [V]) Si {V,} est une stratification de Whitney de V', pour €
suffisamment petit (et positif) la sphére OB.(0) est transverse auzx strates V.
Dans toute la suite, nous noterons B, = B¢(0).

La définition suivante est due & J.-P. Brasselet et M.H. Schwartz ([BS], Proposition 10.1). La
définition originale est due & R. MacPherson [M].



Définition 4 Soit v un champ de vecteurs radial sur VNOB, et v le relévement de v sur l’ensemble
v Y (VNOB,). Le champ v définit un_cocycle d’obstruction Obs(v), mesurant l'obstruction pour
étendre U comme section non-nulle de T au dessus de v (V N By) :

Obs(9) € Z*"(v™1(V N B,), v~V NIBy)).

L’obstruction d’Euler locale Euy(0) est I” évaluation du cocycle Obs(D) sur la classe fondamentale
v Y (VN Be),v Y (VNOB,)|, autrement dit :

Euy(0) := (Obs(9), [v (VN Be), v 1 (V N 8B,)]).

Le calcul de I'obstruction d’Euler Locale par la définition originale n’est pas facile, Lé et Teissier [LT]
on wmoutré une formule exprimant Euy (0) en fonction des multiplicités polaires. laquelle permet
d’effectuer le calcul pour des exemples concrets.

Théoréme 2 (Formule de Lé-Teissier)
Euy(0) =Y _(-1)*"'ma_g_1(V)

ot m;i(V') est la multiplicité de la i-variété polaire en 0.

Remarque 1 Comme propriétés importantes de ['obstruction d’Euler locale on a les résultats suiv-
ants :

e L’obstruction d’Euler locale en un point lisse est égale a 1.

o L’obstruction d’Euler locale en un point d’une courbe est la multiplicité du point sur la courbe

[GS].

e Un autre résultat trés important sur 'obstruction d’Euler locale, montré d’abord par J.-P.
Brasselet et M.H. Schwartz [BS], puis par plusieurs auteurs, est que l'obstruction d’Euler
locale est constante le long de chaque strate d'une stratification de Whitney.

3 Résultats antérieurs

La formule principale prouvée en [BLS] est une formule de type Lefschetz, pour l'obstruction
d'Euler locale. Elle s’avere étre équivalente a dire que l'obstruction locale d’Euler, comme fonction
constructible, satisfait la condition locale d’Euler (en théorie bivariante) en ce qui concerne les
formes linéaires génériques. Dans [BMPS] le but est de comprendre ce qui empéche 1'obstruction
locale d’Euler de satisfaire la condition locale d’Euler en ce qui concerne les fonctions qui sont
singulieres & l'origine. Ceci est mesuré par un invariant (ou "défaut™) de telles fonctions dont nous
rappelons la définition ci-dessous.



Théoréme 3 ( [BLS]Théoréme 3.1) Soit (V,0) C (M,0) un germe de variété analytique com-
plexe comme ci-dessus et {Vy} une stratification de Whitney de V. Soitl: U — C un forme linéaire
générique, ou U est un voisinage ouvert de 0 dans M. On a :

Euy(0) = > x(Va N BN (ko). Euv (Va)

ou € est suffisamment petit, ty € C\{0} est situé prés de lorigine et Euy(Vy) est 'obstruction
d’Euler de V en n’importe quel point de la strate V.

Exemple 1 Considerons la fonction f(z,y,t) = y* — x> —t?2? et notons V = f~1(0). Considérons
la stratification définie par {Vy = {0},V1 = {aze dest},Va = Vieq}. C'est une stratification de
Whitney de V. Considérons la forme l(z,y,t) =t. La formule précédante dit que

Euy(0) = x(VonBeNl™(tg)). Euy (Vo) +x(ViNBNI " (to)). Euy (Vi) +x(VaNBeNl ™ (). Euy (Va)

Mais, Vo N B¢ N1~ Y(tg) = 0 donc on a x(VoN BeN 1~ (tp)) = 0.

D’autre part Vi N B¢ N1~ (ty) = {(0,0,t0)} donc on a (Vi N B N1~ (tg)) = 1.
Enfin VoN BeN17Y(to) = {(z,y,t)/y? — z® — t3z* = 0}\{(0,0,¢0)}.

Avec l'aide du théoréme 2 de [GLM] on peut calculer x(Va N B. N1~ (tg)) = —1

Avec laide du théoréme 2 et de l'observation 1 on a Euy (V1) = 2 et Euy(Va) = Euy(Vreg) = 1.
Donc on a
Euy(0) =0.Fuy(0) + 1.2+ (-1).1=1.

3.1 Construction du champ Vy f(2)

Soit (V,0) C (M,0) un germe de variété analytique complexe, équidimensionnel de dimension
complexe n et (M,0) un germe de variété complexe lisse de dimension complexe m. Notons {V4,}
une stratification de Whitney de M compatible avec V. On suppose aussi que l'origine {0} est une
strate (ou {V4} décrit 'ensemble des strates de V telles que 0 € V).

Soit maintenant f : V' — C, fonction holomorphe avec singularité isolée a l'origine et restriction
de f: U — C, ot U est un sous-ensemble ouvert de M contenant V. En suivant la construction
de [BMPS], on peut associer & f un champ stratifié noté Vy f(z), ot bar désigne la conjugaison
complexe. Noton vf (z) le champ de vecteurs gradient de f sur un point z € U, defini par
Vi) = (%, %) ot bar désigne la conjugaison complexe. Le noyau ker(df.) est transverse
A T.(Vu(2)) par tout z € V\{0}. Pour tout z € V\{0}, on a donc :

Angle(V f(2), T=(Va(2))) < 7/2,

donc la projection de V f(z) sur T:(Va(z)), notée (,(z), n’est pas nulle.



Soit Vj3 une strate telle que V,, C Vg, et soit 7 : U, — V,, une voisinage tubulaire de V,, dans U. En
suivant la construction de M.H. Schwartz [Sc2], on peut voir que que la condition (a) de Whitney
implique que par tout point z € V3 N U,, 'angle entre (3 et I'extention parallele de ((m(z)) est
petit. Cette propriété implique que ces deux champs de vecteurs sont homotopes sur le bord de
Ua. On peut donc coller les champs (, pour obtenir un champ stratifié sur V, noté Vy f(z). Ce
champ est homotope & Vf(2) |y et on aVy f(z) # 0 pour tout z € V\{0}.

Définition 5 L’obstz’uction locale d’Euler de f a l'origine, notée Euyy(0) est l'entier obtenu par
Uévaluation de Obs(Vy f(2)) sur la classe fondamentale [v='(V N B,),v~(V NdB,)).

Théoréme 4 ([BMPS] Théoréme 3.1) Soit f : (V,0) — (C,0) avec singularité isolée a l'origine
et {Va} stratification de Whitney de V. On a :

Buy(0) = (3 x(Va N BN 7 (t0))-Buv (Va)) + Bug,y (0)

ou € est suffisamment petit, to € C\{0} est situé prés de l'origine et Euy (V) est l'obstruction
d’Euler de V' en n’importe quel point de la strate V.

Remarque 2 ( [BMPS] Remarque 3.4) SiV = C" et f : (C",0) — (C,0) est une fonction
holomorphe avec singularité isolée a l’origine et nombre de Milnor p, on a :

Eugy(0) = (—-1)"p.

En effet la caractéristique d’ Euler-Poincaré de la fibre de Milnor de f est égal a 1+ (—1)""'u par
[Mi].

4 L’Obstruction d’Euler d’un k-champ

Un k-champ est une collection v*) de k champs de vecteurs. Un point singulier de v*) est un
point ou les vecteurs ne sont pas linéairement indépendants. Un k-repere est un k-champ sans
singularité. On dit que le k-champ v*) est stratifié si chaque vecteur v; est un champ stratifié dans
le sens précédant.

Soit v : V — V la modification de Nash de V. Soit ¢ une cellule de dimension complexe (m —k + 1)
d'une décomposition cellulaire (D), construite (par dualité) & partir d’'une triangulation (K) de V
subordonnée & la stratification {Va}. Soit v*) un k-champ stratifié dans o NV avec une singularité
isolée en le barycentre b de o. Le champ v¥) n’a pas de singularité en doNV. Chaque composante
v; de v(*) admet un relevement #; comme section de T au dessus de v~ }(c N V). Le champ de
k-reperes v*), se releve donc comme ensemble de k-sections linéairement indépendantes de T au
dessus de v™1(da N V) [BSS].

Notons Obs(7%).cNV) la classe en H*"=*+1(y=1(gNV), (v~ (dcNV))) du cocycle d’obstruction
pour étendre %) comme ensemble de k sections linéairement indépendantes de 7' au dessus de
v=ienV).




Définition 6 (Définition originale voir [BSS]) L obstruction d’Euler locale Eu(v®), V,b) d’un
k-chamyp stratifié v*) défini sur o NV avee singularité isolée au barycentre b de o est définie
comme l'évaluation du cocycle d’obstruction Obs(¥), o NV) sur la classe fondamentale de la paire
VYo NV),v™Y (o NV)]. Autrement dit,

Eu(v®,V,b) = (0bs(z®), o N V,b), [v"Ho N V), v~ (8 N V))).

5 L’Obstruction d’Euler d’une Application

Soit (V,0) C (M,0), o (V,0) est un germe de variété analytique complexe, équidimensionnel de
dimension n (dim M = m, sauf mention du contraire, dim signifie dimension complexe) et {Vy}
une stratification de Whitney de la variété V. Soit f : V — C¥, U voisinage de 0 dans M et
f(z) = (fi(2), f2(2), ..., fr(2)) application holomorphe, restriction de F : U — C* (ot n > k), ot
F(z) = (F1(z), F2(2), ..., Fx(2)). En suivant la construction de [BMPS] on peut associer & chaque
fi un champ stratifié noté Vy fi(z), oit bar désigne la conjugaison complexe.

Soit ¥ f lensemble singulier de f. Le noyau ker(dF.) est transverse a I’espace tangent 73V, (z)
en tout point z € V' \ {Ef}, ou V4(z) désigne la strate V,, de V' qui contient le point z. Donc
ker(dF;) + T.Va(z) = T,U s’identifie & C™, et comme dim(ker(dF.)) = m — k nous obtenons
dim(7.V,(2)) > k, autrement dit, V' \ {£f} est contenu dans I'union des strates de V telles que
dim V, > k.

Soit pq : C™ ~ T, U — T.V4(z) la projection canonique sur T;V,(z), on z € V' \ {£f}. On peut
définir Vy f1(z) comme po (Vv fi(2)), qui est un vecteur non nul (voir section 3.1). Pour i tel que
1 < i < k nous faisons la construction suivante: On associe & fi(z) le champ Vv f;(2) = pa(V fi(2)),
si 'ensemble {Vy fi(2), Vv fa(2)..., Vv fi(2))} est linéairement indépendant. Dans le cas contraire,
nous définissons fi' (z) = fi +€ili, , o l; : (V,0) — (C,0) est une transformation linéaire générique,
avec ¢€; suffisamment petit de telle facon que I'ensemble

(Vv f1(2), Vv fa(2), oo Vv fim1(2), a(V £ (2))}

soit linéairement indépendant. Nous définissons alors Vy fi(2) = pa(V. f;(z)). Notons que, pour
I (0,€9,...,€x) || suffisamment petit, f est homotope & I'application :

9(z) = (f1(2), fa(2) + e2la, ..., fr(2) + €xly).

On note v.(fk) le k-champ (Vv f1(2), Vv fa(2),.... Vi fr(2)). Le k-champ stratifié V(fk) n’ a pas de
singularité sur (0B NV \ {£f}), ot B¢ est une boule dans M centrée en 0.

Soit H une sous-variété de M de codimension k& — 1 transverse a V a l'origine, c’est-a-dire est
transverse & toutes les strates V,, # {0} de V telles que 0 € V,, cela signifie que codim(H NV,) =

=(k
codim H + codim V,, pour toute strate V, . On note Vg l'ensemble H N'V. Le champ V}) se
releve en un ensemble de k sections linéairement indépendantes de 7" au dessus de v~ (9B, N V).



=(k)
Soit € € H*(=k+1)(,~Y(B,NVy), v~ (BN Vy)) le cocycle d’obstruction pour I'extension de V;

comme ensemble de k sections linéairement indépendantes de T sur v=1(B, N Vg).

Définition 7 On définit Eugy(0) comme l’évaluation du cocycle & sur la classe fondamentale de
la paire [v™Y(Be N Vi), v~ (0B N Viy)|. Autrement dit,

Eusy(0) = (£, [v ™' (Be N Vi), v~ (8B N Viy)])

Remarque 3 Eujy(0) ne dépend pas de H suffisamment générique, ce résultat provient directe-
ment du premier lemme de l’isotopie de Thom.

6 Le Théoréme

Dans toute la suite, nous noterons p =n — k + 1.

Soit (K) une triangulation de M adaptée a la stratification {V,} et soit (D) une décomposition
cellulaire duale de (K) dans M. On peu construire sur (D)% par le procédé d’extension radial de
M. H. Schwartz, une k-section de SV, appelée k-champ radial, notée w®*) = (w(k_l),wk) et dont
les singularités, notées ay, satisfont aux propriétés suivantes :

1. w®) n’a que des points singuliers isolés, ceux-ci sont des zéros du dernier vecteur wy. Sur
(D)?P=1 w*) n’a pas de point singulier. Sur (D)%, le champ de (k — 1)-repéres w*=1) n’a
pas de point singulier.

2. Soit a € V4 N (D)% un point singulier de w®). Si dim¢ V,, > k — 1, I'indice de w(*) en a est
égal & l'indice de la restriction de w® & V, N (D)%, considéré comme champ de k-repéres
tangent a V.

Sis=k—1,onaIndw®, a) = +1.

3. A lintérieur d’une cellule DZ” qui rencontre plusieurs strates, w*) n’a de singularités que sur
la strate de dimension la plus petite.

De plus, le champ est sortant de certains tubes, voisinages de V; dans M (Voir [BS]).

Condition §

Soit (V,0) C (M,0) un germe de variété analytique complexe, équidimensionnel de dimension
complexe n situé dans (M,0) germe de variété analytique complexe lisse de dimension complexe
m. Soit f : (V,0) — (C*,0), holomorphe, f(z) = (f1(2), fa(2),.... fe(z)). Notons Ef I'ensemble
singulier de f et soit H une sous-variété de M de codimension k& — 1 transverse a V' a l'origine,
c’est-d-dire est transverse a toutes les strates V, # {0} de V telles que 0 € V,. On dit que f
satisfait & la condition (§) si on a :



=g

(6) SfNHNBe = {0},

pour e suffisament petit et H suffisamment générique.

Remarque 4 Supposons H est transverse a X f. Une condition suffisante pour laquelle la condition
0 se vérifie est le cas ou dimXf < k — 1. En effet, notons f = dimXf, alors, comme on a
dimH =m — (k—1), il vient codim(HNXf)=k—1+m—73, et doncdmHNIf=0—(k—1).

Donc dim(HNEf) <0 est équivalent a 3 < k—1. Alors, une condition nécessaire pour que l’on ait
dim X f <k —1 est que l'ensemble des points singuliers de la variété V, noté ¥, soit de dimension
dim¥ <k —1, puisque ¥ C Xf.

e Dans le cas ou V' est une variété lisse, si f est générique, la dimension de l’ensemble singulier
de f, noté Tf, est égale a k — 1, donc [ satisfait la condition 6.

e Dans le cas singulier, si on écrit V = V,cq UE, on peut voir que si H est transverse & ¥ (dans
le sens topologique), dim¥ < k—1 et f IVW est générique, alors la condition § est satisfaite.

Lemme 2 Soit (V,0) C (M,0) un germe de variété analytique compleze, équidimensionnel de
dimension compleze n situé dans (M,0) germe de variété lisse complexe de dimension complexe m.
Soit f : (V,0) — (CF,0), holomorphe, f(2) = (fi(2), f2(2). ..., fu(2)), qui satisfait la condition §. Il
existe un k-champ vectoriel stratifié w*) = (wy,w, ..., wy) sur Vi N (Be\Int(B,)) o1 0 < £ <
et k <n tel que:

1. w®) coincide avec V}k’ sur Vg N 0B,(0) et sur Vg N OB wy est un champ radial dans le
sens usuel ;

2. w®) est tangent & f~(20), ot zo € CF\{f(Zf)} et zo est proche de l'origine ;
3. w*) q seulernent un nombre fini de singularités sur Vi, toutes situées dans f_l(zo) b

4. en chaque singularité a de w'*) le champ wy est transversalement radial a la strate contenant
a.

Démonstration: On peut supposer que H est de la forme H = FI_I(O) N FQ_I(O) M =0 FAT_II(O). En
cffet, parce que si H n’cst pas transverse a V' (c’est-a-dire n'est pas transverse a toutes les strates
V4 de V), on peut prendre F,-I = F; + \ilj, ou ; : (V,0) — (C,0) est une transformation linéaire
générique, telle que ﬂF,-'—l(O) est transverse & V. En prenant (A1, Ao, ..., \;) suffisamment petit, F,-/
est homotope a F;.

L’intersection B¢(0) N H peut étre indentifiée & une cellule ¢ de dimension m — k + 1 d’une
décomposition cellulaire duale (D), construite a partir d'une triangulation (K) de M subordonnée



a la stratification {V,}, o 0 est le barycentre de la cellule ¢. Comme dimVy <n—k+1,iln’ya
pas d’obstruction pour étendre le (k — 1)-champ

w* Y = (Ty f1(2), Vv fa(2), ..., Vv fae1(2))

de aB N Vi & B. N Vg, douc le relevement de w(*—1 mdult un sous-fibré de T de rang k — 1,
noté Th— ~1 sur 'ensemble v~ 1(B.(0) N HNV). On note Ty le fibré normal & T_; dans T, tel que
TL 1+TN T.

Considérons la derniere fonction coordonnée fj : Viz — C, on sait par [BMPS] qu’il existe un champ
de vecteurs wy, stratifié sur (Vi N Be)\B, tel que :

1. wy, coincide avec Vy fi(z) sur Vg N 0B, (0) et sur Vi N OB, est un champ radial ;
2. wy, est tangent a fk‘l(to) 3
3. wy a seulement un nombre fini de singularités, toutes situées dans f, 1(to) :

4. en chaque singularité a, le champ wy, est radial a la strate contenant a.

Donc, pour 2z = (0,0, ...,tg) le k-champ w®) = (Vy f1(2), Vv fa(2), ..., Vi fr—1(2), wi) satisfait les
conditions désirées.

Théoréme 5 Soit (V,0) C (M,0) un germe de variété analytique compleze, équidimensionnel de
dimension compleze n situé dans (M,0) germe de variété lisse compleze de dimension compleze m,
et soit {V,} une stratification de Whitney de M compatible avec V. Soit f : V — CF, analytique,
satisfaisant la contion §(Voir 6). Soit w®) = (w*=Y wy) un k-champ radial, satisfaisant aux
conditions du lemme précédant, on a:

Bu(w®,V,0) = (3= Buy (Va) x(Va N BN 71 (20))) + Euzv (0).

ot {V,} décrit 'ensemble des strates de V telles que 0 € V.

Démonstration: Le k-champ w(kl construit comme dans le lemme 1, est un k-champ stratifié, qui
admet un relevement @) dans 7" au dessus de v~! (Vi N (B \Int(B,))).

On note Obs( (), =1 (Vi N DB,)) le cocycle d’obstruction pour étendre w*) sur v~ (Vy N B) a
partir de v~ (Vy N 0B).

On a:
Obs(@™, v~ (Vg N 9B,)) = Obs(w™, v~ (Vg N 8B.1)) + Obs(w™, v~ (Viy N O(B\Int(B,1)))).-

10



Par Paffirmation 1) du lemme 2 et comme le k-champ ci-dessus est homotope au k-champ w(*)
construit dans le lemme 2) on a (par abus de langage entre classe et évaluation) :

Eu(w®,V,0) = Euyy(0) + Obs(w™, v~ (Viy N 0(B:\Int(B,))))

Par D'affirmation 2) du lemme 2, la contribution de Obs(@™®), v~} (Viy N (Be\Int(B,:)))) est con-
centrée dans v~ (f~1(20) N Vg N B¢(0)). Localement V N H N B, s’identifie & une cellule duale o de
la decomposition cellulaire (D). Des affirmations 3) du lemme 2) et du théoréme de proportionalité
pour les reperes ([BS],[BSS]) on obtient que la contribution de chaque singularité a; de w(*) est
Euy (a;)Ind(w®, a;). Par les propriétés 2) et 4) du lemme 2), on a 1'égalité

S Buy(a) Ind(w®, V,a).0" = 3 Euy (Va)(Y Ind(w®, V,, a)).c*)

ou o* est la cochaine élémentaire dont le valeur est 1 sur o et 0 sur les autres cellules.

(k)

|ch), on a par

Mais, toutes les singularités sont situées dans f~(zg), et comme I(a;, w®) = I(a;, w
la propriété 4) du lemme 2) :

> Indw®), Vo, a1)0™ = C" M (Vo N Be N 71 (20))
La (n — k + 1)-cochaine C"*+1(V, N B, N f~1(z)) satisfait
(C Y (VnB.Nf " (20)), v H(VaNBNf 1 (20)), v 1 (VaNOBNf 1 (20))]) = x(VaNBeNf(20)).
7 Cas des variétés lisses

Dans le cas o1 V' est une variété lisse, on obtient la formule suivante:

Corollaire 6 Soit (V,0) = (C",0) et f : (C",0) — (C*,0) holomorphe, ot
f(zl, IQ-, ceey In) = (mlv 127 eeey zk—l)g(z‘))u.

analytique, ot x = (z1,...,Zn). Soit go(Tk,...,zn) = ¢(0,...0, 2k, ...,zn), fonction avec singularité
isolée a l'origine, on a:

Eusy(0) = (=1)" ™+ (go).

11



Démonstration: L’ensemble singulier de f est donné par:
Ef = {(.’L‘],II)Q, "'7'7:71—11:1:71) : akf(-'lf) = ak+1f('7;) EERaE= an(x) = 0}7

On peut prendre H = (0,0,...,0) x C***1 on a f~1(0,0,...,0,t0) N H = go~(tg), comme
9o(Zk, ..., zn) = ¢(0,...0, Z, ..., ,) est une fonction avec singularité isolée & 'origine, la condition &
est vérifie donc, par la formule du théoréme 5 on a :

Euy(0) = x(BeNHN f7Y(0,...,t)) + Euyv(0), mais
X(Bc NHN fml(o’ seey Os tO)) = Y(Bé ﬂgo_l(to)), dOIlC, Euf,V(O) = (_l)n_k+1#(90)'

Remarque 5 Notons qu’un germe f(z) de corang 1, du type ci-dessus, c’est-a-dire,

f((B) = (1131, cee ,zk—lvg(z))’

ou = (x1,...,Tn), est K-equivalent au germe h(z) = (z1,...,Zk-1,90(Tk, - - .,Zn)), parce que les
tdéaux engendrés par les fonctions coordonnées des deux germes sont égauz. Ainsi, le corollaire 6
s’applique, par exemple, a toutes les singularités du type A,.

Exemple 2 Soit (V,0) = (C3,0) et f: (C3,0) — (C2,0) ot f(z,y,2) = (z,y> + 2!*1).
L’ensemble singulier de f est ©f = C x {0,0}, donc, par la formule du théoréme 5 on a :

Euy(0) = x(BeN HN f~1(0,%)) + Eus,y(0). Comme Euy(0) =1 on a x(BeNHN f71(0,%)) =
X(BcNg~'(to)) et donc 1 = x(BeNg'(to)) + Euysy(0). Comme 1 — x(BeNg~'(to)) = Buy,v(0),
on obtient 1 — x(Be N g~ (to)) = (=1)*u(g), et Eusv(0) = (=1)%u(g) = p(g) =1
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