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RESUMO 

Uma nova classe # de matrizes quadradas A é apresentada cujos problemas de autovalores 
e de inversdo e determinantes sao facilmente explicitaveis. Se A € # € inteira, seus 
autovalores sao inteiros, bem como podem ser inteiras as componentes de seus autovetores. 
Por outro lado, é sempre possivel construir-se matriz A € 4 com prefixados autovalores ou 
determinante. Em particular, pode-se construir A inteira com prefixados autovalores ou 
determinantes inteiros. 

Além disso, # contém subclasse de matrizes que, sendo inteiras e inversiveis, possuem 
inversas inteiras explicitas ou muito facilmente explicitaveis. 
Outras subclasses de # sao também definidas e analisadas como, por exemplo, a das 
matrizes simétricas. 
Acreditamos que tais matrizes serao instrumentos tteis, como matrizes de teste, a 

professores e pesquisadores, em suas atividades de ensino e de pesquisa.
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ABSTRACT 

A new class # of square matrices A is introduced whose elements having the property that 
the eigenvalues, determinants and inverses are easily expressed. If A ¢ is an integral 
matrix, that is with integer entries, then its eigenvalues are integers and further the 
components of the eigenvectors can also be given as integers. 
Furthermore it is always possible to construct A ¢ # with prescribed eigenvalues or 
determinant. In particular, it is possible to construct integral matrix A © # with prescribed 
integer eigenvalues or determinant. 

The class # contains a subclass of non singular integral matrices with either explict or very 
easily expressible integral inverses. 
Other subclasses of have also been studied, such as that with elements which are 
symmetric matrices. We believe that such matrices will be useful instruments as test 
matrices for teachers and researchers in their didact and research activities.
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Introdugao 

1. Reuniremos, nesta monografia, os resultados das pesquisas que vimos realizando nos 
Ultimos quinze ou vinte anos, sobre classes especiais de matrizes, as chamadas matrizes 
de teste. 

O problema se nos apresentou quando procurdvamos exemplos de matrizes 
quadradas inteiras, para uso em sala de aula, cujo problema de autovalores fosse facilmente 
explicitavel. Era, ent&o, conhecido que as matrizes quadradas inteiras, M, de ordemN 

(N 2 2, inteiro), da forma: 

    

N N-I N-2 .. 3 2 1 
N-1 N N-2 .. 3 2 1 
N-1 N-2 N.. 3 2 1 

M| ..... eaee . ee (11) 
N-1 N-2 N-3 2 1 
N-1 N-2 N-3 2N 1 
N-1 N-2 N-3 2 1N 

possuiam os auto-valores: 

MW =N-(N-K)=k, k= 1, 2, ..., N-1 

N 
Aw =N + (N-1) + (N-2)+...434+2 +1= ¥ k= N(N+1/2 

K=l 

e a propriedade adicional de que a soma dos elementos de cada uma de suas linhas era um 
numero fixo, Sy = N(N+1)/2. 

e seu determinante, det. M, dado por: 

det. M= Tl = 1.2.3... (NL). (N(NFD)/2) = (N+1)1/2. 
k=L 

Tendo em vista preservar estas caracteristicas, tentamos e conseguimos generalizar 

aclasse M das matrizes da forma (1.1) acima definida, introduzindo a classe @ das matrizes 
C, de ordem N (N > 2, inteiro), da forma: 

Cy Cy Cz «. Cyn Cyy Cy 

C2 Cy C2 + CN-2 Cn Cn 

Cy Cz Cy «. Cyr Cyy CN 

CHf e (12) 
Cy Cz Cg « Cy Cyy Cy 

Cp Cz Cy ws Cyy Cy Cy 

Cy Cz Cy vs Cyy Cy 

onde os ¢;, j= 1,2, ...,N sao numeros reais quaisquer.



Neste caso, a soma dos elementos de cada linha de C é um numero fixo Sc, para 
N 

toda matriz C da forma (1.2),S.= ¥ q. 
kel 

Provamos que os auto-valores de C seriam dados por: 

  

Me = (Cr- Ce), k= 1,2,...,N-1 

N 
w=Sc= Lo & 

k=1 

Portanto, o determinante de C, det.C, seria dado por: 

N N N N 
det.C= []A, = I (Cr Cher) So= TT (Cr - Cues) (2 cy) 

kel =] k=l = 

Conseguimos também explicitar os auto-vetores de C, v,, k = 1, 2, ..., N, 
associados a cada auto valor 4, k = 1, 2, ..., Ne também, quando existissem (A, # 0,k=1, 
2, ..., N), suas inversas, C™. 

   

E, € claro, as matrizes M, da forma (1.1), passaram a ser casos particulares das 
matrizes C, da forma (1.2) e, portanto, explicitaveis seus problemas de autovalores e de 
inversao. 

Mostramos, também, que @ possue subclasse de matrizes que, sendo inteiras e 
inversiveis, possuem inversas inteiras e subclasse de matrizes simétricas, que é fechada 
relativamente as operagdes de adicao e de multiplicagao de matrizes, de multiplicagdo de 
escalar por matriz e de inversao de matriz. 

Verificamos que as matrizes de @ gozam das propriedades: 

a) SeC,,C, € @ entioa,C,+a,C, € @, 

onde o., a, sdo escalares. 

b) Se C,, C, € @ ese A, , A, sao, respectivamente, auto valores de C, ede C, 

ento, a, A, + OA, € auto valor de a, C, + a,C,, onde ot,, ct, so escalares. 

Infelizmente, constamos que a classe @ nao é fechada relativamente as operacgdes de 
multiplicagdo e de inversdo de matrizes. 

Restava-nos, portanto, o problema de tentar generalizar a classe @, obtendo classe 4 
em que as matrizes A € # satisfizessem, além das propriedades mencionadas para as da 
classe @, também 4s propriedades:



c)SeA,, A, €% entéo A, A,, A, A, e 4 

d)SeAe 4 eA'existe, entio Ale 4. 

Tal objetivo foi aleangado com a introducfo de classe 4, de matrizes A, de ordem 
N (N 2 2, inteiro), da forma: 

d, by bz by .. bao bay dD 

a; d, by by =. bao bay bp 

a, a, ds by ... bao bay b 

b a, a, a; dy .. bay by wa(" A 83 4 n-2 Pn On (1.3) 

ay a, a3 ay day bay by 

ay Aa, 83 Ag we Any Any dy 
a; a, a; a, .. Any any dy 

onde d,, k= 1, 2, ..., N;_ a, k= 1, 2, ..., N-1; 

b,, k= 2, 3, ..., N-1, N_ s&o numeros (inteiros, racionais, reais ou complexos) quaisquer, 

sujeitos a restrig&o de que satisfagam a condig&o de que a soma dos elementos de cada 

linha de A seja um numero fixo, S,, para cada matriz A e 4. 

Ou seja: 

a a a 
dy + Yb, = atd+ Yi by = aytaytds+ Y) by = 

k=2 k=3 k=4 

3 N N-3 

=Ya,tdt+ ib, =...= Yay t+ dystby+by= 
k=1 k=S k=1 

N-2 N-1 
= Ya, +dyitby = Ya, tdy=S,. 

k=l kel 

Tais matrizes possuem os auto-valores: 

Ay Hy ay =dyyy — Dy, kK =1,2,..,N—-1 k k k k+l k+l (14) 

An =Sa 

Seus problemas de auto valores e de inversaio (quando inversiveis) sao facilmente 

explicitaveis, isto é, pode-se obter, facilmente, seus autovalores e os autovetores a eles 

associados, bem como suas inversas (quando existirem) e seus determinantes. 

  

Além disso, as matrizes da classe 4 gozam das propriedades a), b), c) e d) acima 

citadas, além de outras importantes, como veremos nos capitulos subsequentes. 

Construida matriz A ¢ # da forma (1.3), seus auto valores 1, A, ..,+ Anas Aw 
so, como vimos em (1.4), facilmente determinados. Reciprocamente, o que é fundamental, 

dados N ntimeros 4, , A, , ... , Ay Quaisquer, inteiros ou ndo, podemos construir matriz A € 

3



74, da forma (1.3), que tenha esses N nimeros como seus auto valores e dai, obter os auto 

vetores a eles associados. 

Assim, # é uma classe de matrizes com pré-estabelecidos autovalores e, 
consequentemente, com pré-estabelecidos determinantes, como se vera oportunamente. 

Tal especificidade nado a possuem as matrizes da classe @, isto é, dados N nimeros 

inteiros quaisquer A, ,, , ... , Ay, nem sempre existe matriz inteira C €@ que tenha esses N 
numeros inteiros como seus autovalores. 

@contém subclasse de matrizes que, sendo inteiras e inversiveis, possuem inversas 
inteiras, algumas delas explicitas ou, quando nao, facilmente explicitaveis. 

E claro que Oy (matriz zero de ordem N) ¢ Iy (matriz identidade de ordem N) 
pertencem a #4, bem comoa @. 

2. Em vista do exposto, apresentaremos, a seguir classes de matrizes quadradas de ordem 

N (N 2 2, inteiro), de elementos inteiros, racionais, reais ou complexos, com algumas 

caracteristicas desejaveis, a saber: 

e sendo inteiras e unimodulares possuem explicitas inversas inteiras. 

e sendo inteiras e unimodulares suas inversas inteiras, se nao explicitas, sio facilmente 

explicitaveis. 

e sendo inteiras ou nao, seus problemas de autovalores e de inversdo (quando no 

singulares) sao facilmente solucionaveis. 

© pode-se construir matrizes: 

a) inteiras ou nao, com prefixados autovalores (inteiros ou nao) ou com 

prefixados determinantes (inteiros ou nao). No caso em que sejam inteiras, 
seus auto-valores e auto vetores, bem seus determinantes, serdo inteiros. 

b) simétricas, definidas ou nao positivamente. 

c) simétricas, cujos problemas de autovalores e de inversio (quando nao 
singulares) sao facilmente solucionaveis. 

° outras caracteristicas. 

3. Acreditamos que tais matrizes possam a vir a se constituir em instrumento util ao 
professor ou pesquisador, em suas atividades de ensino ou de pesquisa, seja para 
construgao de exemplos em salas de aulas, seja para a elaboragao de listas de exercicios 
e de provas, bem como para teste (comprovacdo) de algoritmos computacionais 
matematicos. 

4, Finalizando, gostariamos de sugerir a eventuais leitores desta monografia que, como 
passatempo, tentassem justificar as afirmativas aqui feitas sem provas, ou que exibissem 
contra-exemplos, mostrando que sao falsas. Muito nos alegrariam se, de fato, o 

fizessem. - 

Sao Carlos, SP, dezembro de 1998.



Capitulo 1 

1.1. Apresentaremos, neste capitulo, por enquanto sem provas, classes de matrizes 

quadradas inteiras, de ordem N (N 22, inteiro), com explicitas, inversas inteiras ou, 

quando no explicitas muito facilmente explicitaveis. 

1.2. Seja #1 a classe das matrizes quadradas inteiras, Al, de ordem N ( N22, inteiro), da 
forma: 

d,  d,-1 dy-1 dy-1 .. dyg-1 dyy—l dy-t 
dyed dy ded dat we deg ol @ygl dg—t 
dj-1 d,-1 dy; dy-1 .. dyy—-1 dyy-1 dy-1 
d,-1 d,-1 d,;-1 d vw dy -l dyy-1l dy-l Al=| “! 2 3 4 N-2 N-I N (121) 

dj-1 d,-1 d3;-1 dy-l .. dy. dyy-l dy-l 

dj-1 d,-1 d,;-1 dy-1 .. dy.—-1 dy, dy-l 

d;-1 d,-1 d;-1 dy-1 .. dy.—-1 dy ,-1 dy 

onde dk, k=1,2,..., N-1, sao ntimeros inteiros quaisquer e 

N-l 

dy = (N-2)- }'d, (1.2.2) 
k=l 

‘Vamos enumerar algumas das propriedades de que gozam tais naturezas: 

a) A soma dos elementos de cada linha de Al, da forma (1.2.1), é um numero fixo 

Sal 

Sa=-l 
para toda matriz A1, da forma (1.2.1). 

b) Os autovalores de Al, da forma (1.2.1), sao: 

, =d, -(d, -1))=1, k =1,2,3..., N-1 

dy =Sq, =71 jaay 

Ou seja, Al possue os autovalores: 

X= 1,de multiplicidade N — ' (1.24) 

peel



c) O determinante de A1, det. Al, de acordo com (1.2.3) é: 

N 

detAl= [[A,=-1 (1.2.5) 
kel 

d) As matrizes Al, da forma (1.2.1), so inteiras, inversiveis, com explicitas 

inversas inteiras A1"', tais que: 

Al™=Al (1.2.6) 

Ou seja, as inversas Al”! de Al sdo as préprias matrizes A1. 

1.2.1. Exemplos. 

a) Sejam N= 4; di= 3; do= 5; d3= 4. 
Entao, de acordo com (1.2.2) e (1.2.1), temos: 

y= (N-2) - da, = (4-2) - (3+5+4) =-10 
k=1 

3.4 3 -11 
atw[2 5 3 “BY 

244 -11 
24 3 -10 

como se pode facilmente verificar, efetuando o produto Al.A1"! = Iy (matriz identidade de 
ordem 4). 

Autovalores de Al e de Al”: 

da = (dk - (dk-1)) = 1, k= 1, 2,3. 
dx = Sar =-1. 

Determinantes de Al e de Al”, det. Al e det Al”: 

4 

det. Al =det Al'=[]4, =-1. 
k=I 

b) Sejam N = 5; dk=0, k= 1,2, 3,4. 
Dai, ds = (5-2) - (0) =3; 

0 -1l -1 -1 2 

-1 0 -1 -1 2 

Al=|-1 -1 0 -1 2/=A™ 

-1 -1 -1 0 2 

al -1 -] -1 3



Autovalores de Al ede Al”: 

Dx = (dy - (del) =1, k= 1,2, 3, 4. 

As= Sa =-l. 

Determinantes de Al e de Al"': 
det. Al = det. Al" =-1. 

ec) Sejam N = 5; di=2; do= -4, d3= -5; dy= 3. 

Dai, ds = (5-2) - (2-4-5+3) =7 
Logo: 

25-626 

1-4 -6 2 6 

Al=Al'=|1 -5 -5 2 6 

1-5 -6 3 6 

1-5 627 

Autovalores de Al e de Al”: 

Mc = (di = (del) =1, k= 1, 2,3, 4. 
As= Sar =-l. 

Determinantes de Al e de Al”: 
det.Al = det.AI! =-1 

1.3. Seja #2 a classe das matrizes A2, quadradas, inteiras, de ordem N (N = 2, inteiro), da 

forma: 

d, d,+1 d,+1 d,+1 dy. +1 

dj+1 od, d,+1 d,+1 .. dy +1 

dj+1 d,+1] d, d,+1l .. dy+l 

Age d,+1 d,+1 d,+1 4d, dy +1 

dj+1 d,+1 d,+1 dj+1l .. dy, 

d,+1 d,+1 d,+1 d,+1 ... dy, +1 

d,+1 d,+1 d,+1 d,+1 .. dy. +1 

onde dk, k= 1, 2, ..., N-1, sao numeros inteiros quaisquer e 

Nel 

dy =(2-N)-}id, 

k=l 

dyy tl 

dy +1 

dy. +1 

dy, +1 

dy. +1 

dy. 

dye l 

(13.2) 

dy +l 

dy +1 

dy +1 

dy +1 

dy +1 

dy +1 

dy 

(1.3.1)



Valem as propriedades: 

a) A soma dos elementos de cada linha de A2 é um numero fixo S42, 

Sa2=1 
para toda matriz A2, da forma (1.3.1). 

b) Os autovalores de A2 sao: 

A, =d, -(d, +I =-l, k=1,2,...,.N-1 ce =4,-G, +2) (132) 

An =S,a2 =1 

Ou seja, A2 possue os autovalores: 

4 =-1 de multiplicidade N-1 
(13.4) 

pel 

¢) De (1.3.2) resulta: 

Determinante de A2=det, avi = {7 & N forpar| 1.5. 
1, se N for impar 

d) As matrizes A2, da forma (1.3.1) sdo inteiras e inversiveis, com explicitas 
inversas inteiras A2"', tais que: 

A2'=A2 (1.3.6) 

Ou seja, as inversas A2"! de A2, da forma (1.3.1) s&o as proprias matrizes A2. 

1.3.1. Exemplos. 

a) Sejam N = 4; d; = 3; dp = 5; dj=-8 
N-1 

Ento: dy= (2-N) - Y'd,, =(2-4) - G+5-8) =-2. 
kel 

Logo: 

3.6 -7 -1 

4 5 -7 -l 
A2= =A27! 

4 6 -8 -l Ae 

4 6 -7. -2 

Autovalores de A2 e de A2™: 

da = (dk - (dx+1)) =-1, k= 1, 2, 3. 

dg= 1.



Determinantes de A2 e de A2": 

det. A2 = det. A2'=-1 (N=4, par) 

b) Sejam N=5; d,=0, k= 1, 2, 3, 4. 

Dai, ds= (2-5) - 0 =-3. 
Logo: 

011i =-2 

10411 -2 

A2=/1 1 0 1 -2/=A27 
1110 -2 

1111 -3 

Autovalores de A2 e de A2™: 

Dx = (di - (dk+1)) =-1, k= 1, 2, 3, 4. 
As= 1. 

Determinantes de A2 ¢ de A2": 

det. A2 = det. A2! = 1 (N=5, impar) 

c) Sejam N=5; di= -3; do= 4; d3= 5; dy=-4. 

Dai, ds= (2-5) - (-3 +445 -4) =-5. 
Logo: 

35 6 -3 -4 

2.4 6 -3 -4 

A2=A2'=|-2 5 5 -3 -4 

256 4-4 

2 5 6 -3 -5 

Auto-valores de A2 e de A2": 

Aq = (dk - (dk+1)) =-1, = k= 1,2, 3. 

As= Sa2=1. 

Determinantes de A2 e de A2™: 

det. A2 = det. A2"!=1 (N=5, impar).



1.4, Seja a classe das matrizes quadradas inteiras A3, de ordem N (N 2 2, inteiro), da 
forma: 

4 1 dy-1 dy- .. dyg-l dgp-l dy 
ded, dy dy-l ded, ae Ugg —l Weyl dy 
dint, dat dy Bp) ae deel dyyed dy 

AB=| ae oa vo (14.1) 
dj-1 d,-1 d,-1 dj-1 .. dy, dyy-l dy-l 
dj-1 d,-1 dj-1 dj-1 .. dy -1 dy, dy-l 
dpm1 dye Gy-1 Gy-1 xe dyg-T Agel, dy 

onde dy, k= 1, 2, ..., N-1, sao numeros inteiros quaisquer e 

dy =N- 
N-I 

d, (14.2) 

Valem as propriedades: 

a) A soma dos elementos de cada linha de A3, da forma (1.4.1) € um numero fixo 

Sas, 

Sa3=1 (1.4.3) 

para toda matriz A3, da forma (1.4.1). 

b) Os autovalores de A3 sao: 

14.1 
dn =S,3 =1 wn 

Isto é, A3 possui 0 autovalor: 

dy, =d, -(d, -1) =1, Sheol} 

X=1, de multiplicidade N. 

c) O determinante de A3, det. A3, é: 

N 

det. A3= [[A,=1 
k=l 
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d) As matrizes A3 so inteiras e inversiveis, com explicitas inteiras A3", da forma: 

2-d, I-d, I-d, .. l-dy, I-dy 
l-dj 2-d, I-d; .. I-dy, 1-dy 

agtal id: Ind: 2-dy = Indy I-dv] yg 

f=dj Id; I+dy .. 2+dyy Iedy 
I-d, 1-d, I-d, .. I-dy) 2-dy 

1.4.1. Exemplos 

N-I 

a) Sejam N=4; di=5; dp =-3; ds = 6; Dai, dy=N- D'd, =4 - (5-346) =-4. 
k=l 

Logo: 

53-45 -5 +34 -5 5 

ASe 435 -5 Avs 45 -5 § 

“14 -4 6 -5 “|-4 4 -4 5 

4 +4 5 4 44 -5 6 

Autovalores de A3 e de A3"': 

da = (dk-(dk-1))=1, k= 1, 2,3. 
Aa = Sa3= 1. 

4. = 1, de multiplicidade 4. 

Determinantes de A3 e de A3"': 
det. A3= det. A3! = 1. 

b) Sejam N = 5; dj = dy = d3 = dy =3. 
Dai, ds =5-(3+3+3+3)=-7 
Logo: 

3 2 2 -2-8 -1 -2 -2 -2 8 

282 2-8 —2i -1 -2 -3 8 

A3=/2 2 3 2-814; A3'=/-2 -2 -1 -2 8 

222 3-8 -2 -2 -2 -1 8 

222 2 -7 -2,-2 -2 -2 9 

Autovalores de A3 e de A3"!: 

= 1, de multiplicidade 4. 

11



Determinante de A3 e de A3"!: 
det. A3 = det A3'= 1. 

c) Sejam N = 4; di = 4; dp =d3 =0. 

Dai, dq = 4 - (4+0+0)=0 
Logo: 

4 -1 -1 -f 2111 
yju|2 % = ot aya) 2 11 

“|3 -1 0 -1 “(3°12 1 
3 -1 -1 0 31412 

Autovalores de A3 e de A3™: 

X=1, de multiplicidade 4. 

Determinantes de A3 e de A3”!: 
det. A3 = det. A3"! =1. 

1.5. Seja #4 a classe das matrizes quadradas inteiras A4, de ordem N (N = 2, inteiro), da 
forma: 

d, d,+1 dj+1 .. dy +l dy+t 

dj+1 od, d,41 .. dy ,+1 dy+l 

Ke dj+l d,+l d,;  .. dy, +l dy+l asy 

dj+1 d,+1 dj+l 2. dy, dytl 

dj+1 d,+1 dj+1 .. dy,t+1 dy 

onde d, = 1, 2, ..., N-1 sao nimeros inteiros quaisquer e 

dy = {n + sa.) (15.2) 
kel 

Valem as propriedades: 

a) A soma dos elementos de cada linha de A4, da forma (1.5.1), é um numero fixo, 
Saa, 

Saqg=-l (1.5.3) © 

para toda matriz A4. 
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b) Os autovalores de A4, da forma (1.5.1) so: 

M=-1, k=1,2,...,N. (1.5.4) 
Ou seja, A4 possue o autovalor: 

=-1, de multiplicidade N. 

c) O determinante de A4, det. A4 é: 

N <1, se N for i 
det. A4= det.A47! = T] Ay -| as | (155) 

kel 1, se N for par 

d) As matrizes A4 so inteiras e inversiveis, com explicitas inversas inteiras A4! da 
forma: 

-2-d, -l-d, -I-d, .. -l-dy, -I-dy 

-l-d, -2-d, -I-d, .. -l-dy.. -l-dy 

Ae -l-d, -l-d, -2-d, .. -l-dy, -l-dy (156) 

-Il-d, -I-d, -l-d; «. -2-dy, —l-dy 

-l-d, -l-d, -l-d, .. -l-dy, -2-d, 

1.5.1. Exemplos. 

a) Sejam N = 5; d; = dp = 3; ds = dy =-6. 
N-I 

Dai, ds=-(N+ }'d, )=-(9=6- 12)=1 
kel 

Logo: 

3.4 -5 -5 2 - -45 5-2 

43 -5 -5 2 4-55 5-2 

A4=|4 4 -6 -5 2 A4}=|--4 -4 4 5-2 

44 -5 -6 2 4-45 4-2 
44 -5 -5 1 4-45 5-3 

Autovalores de A4 e de A4": 

A=-1, de multiplicidade 5 

Determinantes de A4 e de A4": 

det. A4 = det. A4! =-1 (N= 5, impar) 

b) Sejam N = 4; d) = dy = d3 = 2. 
Dai, dy = -(4 + 6) =-10.



Logo: 

233 -9 4 3-3 «9 

ase[2 23 9]. gg [3 4 3 9 
“|/3 3 2 -9]? ~|-3 -3 -4 9 

3 3 3 -10 3 -3 -3 8 

Autovalores de A4 e de A4: 

X=-1, de multiplicidade 4. 

Determinantes de A4 e de A4": 

det. A4 = det. A4' = 1 (N =4, par) 

ce) Sejam N = 5; dy = d2=2; d3 =-dy =4 

Dai, ds =-(5+2-2+4-4)=-5 

Logo: 

2-1 5 -3 -4 41-53 4 

4 =O 5) -F og 30 -5 3 4 

A4=/3 -1 4 -3 -4/; A4t=|-3 1 -6 3 4 

3-1 5 -4 -4 3 1-524 
3 -1 5 -3 -5 33.1 -5 3 3 

Autovalores de A4 e de A4": 

X=-1, de multiplicidade 5. 

Determinantes de A4 e de A4?: 

det. A4 = det. A4! = -1 (N =5, impar). 

1.6. Seja 45 a classe das matrizes quadradas inteiras AS, de ordem N (N > 2, 
inteiro, par), da forma: 

d; d)-1 dj+l dy-1 1. dyy-1 dyy+l dy-l 
dj-1 dy ds#1 dy-1 .. dyy-1 dy +l dy-l 
dj-1 d,+1 ds dg-1 .. dyy-1 dy,+l dy-l 
dj-1 dp+1 dy-1 dy. dyg-l dyytl dy-l AS= (1.6.1) 

dj-1 d)#1 ds-1 d+] 2. dyn dy +l dy-l 
dj-1 d)+1 dy-1 dytl] .. dyotl dyy dy-l 
dj-1 d)+1 ds;-1 dy+l 2. dyy+l dy ,-1 dy 
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onde dy, k = 1, 2, ..., N-1, so nimeros inteiros quaisquer e 

s.--($4) 
k=l 

(1.6.2) 

Valem as propriedades: 

a) A soma dos elementos de cada linha de A5 é um numero fixo Sas, 

Sas =-l 
para toda matriz A5, da forma (1.6.1) 

(1.6.3) 

b) Os autovalores de A5 sao: 

a, =(d, -(d, -D)=1, k =13,5,...,N-1 
aA, =(d, -(d, +I) =-1L, k =2,4,6,...,N-2 
dy =Sa5 =-1 

  

(1.6.4) 

Ou seja, AS possue os autovalores: 

X=1, de multiplicidade N /2 
Lae (1.6.5) 

2. =-1, de multiplicidade N/2 

c) O determinante de AS, det. A5, é: 

N 
det.A5=[]A, = 

{ 1, se N/2 for par 

k=l 
16. 

—-1, se N/2 for ene} W636) 

d) As matrizes AS, da forma (1.6.1) sao inteiras, com inversas inteiras, AS", 
facilmente computaveis, da forma: 

d, w,-1 w3+l Wy-2-1 wyy+l dy-l 

dj-l1 wy w3+l Wy-2-1 Wy t+! dy -l 

dj-l1 w,+l wy; Wy-2-l wyy+l dy-l 

AS! = 7 (1.6.6) 

d,-1 w,+1 w;-1 Wy-2 Wy tl dy-l 

d,-l w,+1 w;-1 Wy2tl wy, dy-l 

d,-1 w,+1l w;-1 Wy2+]l wyj-l dy 

ou seja, a primeira e a N-ésima (ultima) colunas de AS" so idénticas as correspondentes 

colunas de A5. As demais sao calculadas, como segue: 

15



Para k par, k=2,4,6,...,N—2: 

k-1 

Wy (25s, +4, 
jel 

(1.6.7) 

Para k impar, k=3,5,7, ...,.N—-1: 

Ei 168 
w, =2>.d; +d, (168) 

jel 

1.6.1. Exemplos 

a) Sejam N = 4; dj =d) =d3 =5. 
3 

Dai, dg= (4) 415) =-13; 
k=l 

Logo, em virtude de (1.6.1): 

5 4 6 -16 

4 5 - AS= 6 -16 

4 6 5 -16 

4 6 4 -15 

CAlculo da inversa AS. 

As primeira e quarta colunas de A5"' sao idénticas as primeira e quarta colunas de 
AS. 

As restantes so calculadas, como segue: 

Ww) = -(2d) + do) = (10 + 5) = -15 
w3 = 2(di + ch) + ds =2 x 10+ 5 =25 

Dai, tendo em vista (1.6.6): 

5 -16 26 -16 
4 -15 26 -16 
4 -14 25 -16 
4-14 24 -15 

AS'= 

Autovalores de AS e de AS" 

X=-1, de multiplicidade 2. 

p= 1, de multiplicidade 2. 

Determinantes de A5 e AS? =1 (N/2 = 2, par). 
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c) Sejam N = 4; d) = d, = d3 =0 

3 

Dai, dy= —}'d, =0 
jel 

Logo, levando em consideracfo (1.6.1): 

O.-t 1 =f 
I 0 1 4 

AS=) 0 9 
-1 1 -1 0 

As primeira e quarta colunas de AS"! sao idénticas as correspondentes de A5. 
As demais sao calculadas como segue: 

W2 = -(2d; + do) =0 
w3 = 2(d; + do) + d3 =0 

Logo, em virtude de (1.6.6): 

0-1 1 -1 
gg [2 9 1 

-1 0 -1 
-1 1 -1 0 

ou seja AS"! = AS. 

Este é um fato geral. Se os elementos diagonais de AS, dj, da, ..., dy.1, so tais que 

dj = d) =... =dy.1 = 0, entao, dy=0e€ 

W2 = W3 =... = Wn-1 = WnN=0 e assim: 

AS" coincide com AS. 

Autovalores de A5 e de AS": 

X= 1, de multiplicidade 2. 
X=-1, de multiplicidade 2. 

Determinantes de A5 e de AS". 

det. AS = det. AS = 1 (N/2 =2, par) 
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b) Sejam N = 6; dy = dz = 3; d3 = 4; dg = ds =-2. 
4 

Dai, ds = -)'d, =-(6+4-4)=-6. 
kel 

Logo, em virtude (1.6.1) 

92 5 3 <1, 7 
23 5 3 -1 -7 
244 3 -1 -7 

M\0 432-1 7 
24 3 41 2 ~7 
2 4 3-9 oh 6 

CAlculo de AS": 

As primeira e sexta coluna de AS"! so idénticas as correspondentes colunas de A5. 
As restantes so calculadas, como segue: 

Wo = - [(2(d1) + dp] =-(2x3+3)=9 
Wa = - (2(dit dg + dg) + dy) = -(2(6+4) -2) = -18 
W3 = -2 (di + do) + d3 = 2(6) + 4 = 16 
Ws = 2 (di + dp + d3 + dg) + d5 = 2(8) -2= 14 

Dai, tendo em vista (1.6.6): 

3-10 17 -19 15 -7 

-9 17 -19 15 -7 

-8 16 -19 15 -7 

2 -8 15 -17 14 -7 

2 -8 15 -17 13 -6 

Autovalores de AS e de AS; 

X= 1, de multiplicidade 3. 
p=-1, de multiplicidade 3. 

Determinantes de A5 e de AS”: 

det. AS = det. AS = -1 (N/2 =3, impar) 
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1.7. Seja 46 a classe das matrizes quadradas inteiras A6, de ordem N (N > 2, inteiro, par), 
da forma: 

d, d,+1 d;-1 dyyatl dyj-1l dy +1 

dj+1 dd, d3-1 dyytl dyj-1l dy +l 

d,+1 d,-1 dy; dyo+l dyj-1 dy +1 

A6=| ... 28 a3 ‘ “6 = (1.7.1) 

d,+1 d,-1 d,+1 dy  dyj-l dy +l 

d,+1 d,-1 d,+1 dy2-l dy, dytl 

d,;+1 d,-1 d,+1 dyy-1l dyjtl dy 

onde dk, k = 1, 2, ..., N-1 sao numeros inteiros quaisquer e 

N-l 

dy=- Did, (1.7.2) 
K=l 

Valem as propriedades 

a) A soma dos elementos de cada linha de A6 é um numero fixo Sao, 

Sac= 1 

para toda matriz A6, da soma (1.7.1) 

b) Os autovalores de A6 sao: 

  

a, =(d, -(d, -I) =1, k = 2,4,6,...,N-2 

A, =(d, -(d, +D)=-1, k= 1,3,5,...,N-1 

Ay = Sao =1 

(1.73) 

Ou seja, A6 possue os autovalores: 

4 =1, de multiplicidade N/2 
17.4 

pt =, de multiplicidade N /2 } (174) 

¢.) O determinande de A6, det. A6, é: 

N 

det.A6 = []A, = 
{! se N/2 for par 

k=l 
. (1.7.5) 

—l, se N/2 for impar 
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d.) A6 é matriz inteira, inversivel, com inversa inteira AG", facilmente computavel 

da forma: 

d)  ow,tl wj-l .. Wy.+l Wyi-l dytl 

dj+] ow, wy -1 .. Wy.t] wy -l dy+l 

dtl w,-l ow, .. Wy,t+l wy ,-l dy+l 

ASts| ... ws Be as a ws ie (1.7.6) 

dj+1 w,-l wjtl .. Wy. Wal dy+l 

d)+1 w,-1 w,+l .. wy.-l wy, dytl 

dj+1 w,-1 w,+1l .. Wy.—-l wWyytl dy 

Ou seja, as primeira e N-ésima (ultima) colunas de AS" coincidem com as 

correspondentes colunas de A6. 

As restantes sao calculadas, como segue: 

Parak impar, k =3,5,7,...N —1: 

k-1 wy =2 Sd, +d, (17.7) 

jel 

Parak par, k =2,4,6,...N —2: 

(1.7.8) k-1 

w, = {254 +4) 
jel 

1.7.1 - Exemplos 

a) Sejam N=6; dj = dy = d3 = dy = ds =2. 
5 

Entiio, ds=- )'d, =-10 
k=l 

Dai, em virtude de (1. 7. 1): 

23 13 1 =-9 

32131 -9 

3 12 - Ain 3 1 -9 

31321 -9 

31312 -9] ~ 
3.13 13 -10 

Calculo de A6": 
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As primeira e sexta colunas de A6" so idénticas as correspondentes de A6. 
As demais sao obtidas mediante as relagdes: 

Wo = -(2d) + dp) =-~(2x 2 +2) =-6 
ws = 2(d + dy) + ds = 2(4) +2 = 10 
wa = -((2 (di + dz + ds) + da) =- (2 x6 +2) =-14 
Ws = 2 (di + do + ds + da) + ds=(2(8) +2=18 

Dai, em virtude de (1.7.6): 

2-5 9 -13 17 -9 

3-6 9 -13 17 -9 

“1 3-7 10 -13 17 -9 

Aen =)3 7 1-14 17 -9 
3-7 11 -15 18 -9 

3 -7 11 -15 19 10 

Autovalores de A6 e de AG": 

4. = 1, de multiplicidade 3 

1. =-1, de multiplicidade 3 

Determinantes de A6 e de A6™: 

det. A6 = det. A6™! = -1 (N/2 =3, impar). 

b) Sejam N=6; dj = dp = d3 = dy=ds5=0 
Dai, dg = 0, w1 = W2 = W3 = Wg = Ws = 0 

Logo 

0 1 
10 -l 1 

Acatali lo 1 
1-1 1 ti 1 
1 1 1 
1-11 0 

Também este é um caso geral. Se os elementos diagonais dj, do, ..., dy.1, de A6, da 
forma (1.7.1) sao tais que d) = dj =... dy-1 = 0, entéo dy = 0, wo = w3 = Wa =... = Wn2 = 

wn-1=0 © AG" coincide com A6. 

1.8 - Consideremos as seqiiéncias SQ1 e SQ2 de N numeros inteiros, (N > 2, inteiro, par): 
SQI= {0, -1, 1,1, .... 1, -1} 
SOQ2={0, 1-14 ly.ay-s 1 

A partir de SQ] e de SQ2, construimos, respectivamente, as matrizes Cl e C2, 
inteiras, de ordem N (N = 2, inteiro, par): 
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0 -l 

=1. 0 

éiz -1 1 

=l 1 

=] 1 

Como vimos nos itens anteriores 1.6, exemplo c) e 1.7 exemplo b), tais matrizes 
possuem Os autovalores: 

t
e
t
 

o
:
 

X= 1, de multiplicidade N/2. 

p= -1, de multiplicidade N/2. 

Seus determinantes, det. Cl e det. C2 sao 

det Cl =det C2= { 

As inversas C17! e C27! coincidem, respectivamente, com C1 e C2: 

Cl'=Cl e C2'=c2. 

1, seN/2e par 

-1,se N/2 e impar 

o m
o
e
 

Estes so mais dois exemplos de matrizes inteiras, com explicitas inversas inteiras. 

1.9. Seja #8 a classe das matrizes quadradas inteiras A8, de ordem N (N = 2, inteiro, par), 
da forma: 

d,  d,-1 
d-1 d, 

dj-1 d,-1 

dj-1l d,-1 

Kee d,-1 d,-1 

dj-1 d,-1 

dj-1 d,-1 

d-1 d,-1 

d,-1 d,-1 

dj-1 d,-1 

d,,-1 
d,,-1 m 

d,-1 ‘m 

d, -1 

4, 
d, -1 
d,, -1 

d, -1 
d,, -1 
d, -1 

dist —1 

das 

dist =I 

da —1 

Gig 1 

dist 

quel 

dau +1- 

dina +1 

dina +1 

dings +1 

onde dy, k= 1, 2, ..., N-1, séo nimeros inteiros quaisquer e 
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dy-2 +1 

dy. +1 

dy.2 +1 

dy. +1 

dy» +1 

dy, +1 

dy_, +1 

dys tl 

dep tl 

dy +1 

dy) +1 

dy tl 

dye +1 

dy, 

dy.) +1 

dy +1 

dy +1 

dy +1 

dy +1 

dy +1 

dy +1 

dy +1 

dy +1 

dy +1 

dy 

(1.9.1)



N-I 

dy=-yod, (1.9.2) 
jel 

m=N/2 (1.9.3) 

‘Valem as propriedades: 

a) A soma dos elementos de cada linha de A8, da forma (1.9.1), é um nimero fixo 

Sas, 

Sag =-1 (1.9.4) 

para toda matriz A8, da forma (1.9.1). 

b) Os autovalores de A8 sao: 

ay = (dy -(d, -D) =1, kK =1,2,....m 
a, =(d, -(d, +) =-1, k=m+im+2,...,N-1$ (195) 
Ay =Sag =—1 

Ou seja, A8 possue os autovalores: 

2 =1, de multiplicidade m=N/2 
1.9.6 

yw =-1, demultiplicidade m= N/ } (19.6) 

c) O determinante de A8, é: 

1, se m=N/2 for par 
det.A8 = JT, = { } (19.7) 

k=l -1, se m=N/2 forimpar 

d) As matrizes A8 sao inteiras e inversiveis, com inversas As", obtidos da seguinte 

maneira: 

e As m= N/2 primeiras colunas de A8" coincidem com as correspondentes colunas de 
A8. 

¢ Oeclemento da diagonal da (m+1)-ésima coluna, Wm+i, € dado por: 

Wat = (N-2) -(284, - 4m] (1.98) 
jal 

© Os elementos acima da diagonal dessa coluna sao dados por: 
Wme+1 ~1 (1.9.9) 

e€ os abaixo, por: 

Wm + 1 (1.9.10) 
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e Para as k-ésimas colunas, k= m+2, m+3, ..., N-1, N: 

Os elementos diagonais sao dados por 

Wi = -2 - dk: 

Os elementos fora da diagonal por: 

-1- dk. 

1.9.1. Exemplos 

a) Sejam N = 6; dy = dy = dz = d3 = 3; dy =ds = 2. 
Dai, de acordo com (1.9.2), temos: 

5. 

dg =-d; =-9 +3) =-13 
jel 

Entfo, segundo (1.9.1): 

A8 I 

N
N
N
N
W
N
 Ww

W 

N
N
N
N
 

W
N
 

N
N
N
w
W
N
W
N
 

W
w
W
 
N
e
 

e
e
 

Construgao da inversa A8" de A8: 
As trés primeiras colunas de A8" coincidem com trés primeiras colunas de A8. 
A quarta coluna é obtida, segundo (1.9.9), por meio de 

Wa = (6-2) - (2 (di + do + d3) + dy) =4-(2x9+2)=-16 

Os elementos acima da diagonal, séio dados: 

wa-1=16-1=-17 

os abaixo, por: 

wa+1=-16+1=15. 

As quinta e sexta colunas so obtidas, como segue: - 

Seus elementos diagonais, so respectivamente: 

-2-ds=-2-2=-4; -2-dg=-2413=11 
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Os elementos fora da diagonal sao, respectivamente: 

-1-ds=-1-2=-3; -1-dg=-1+13=12. 

Assim: 

32247 3 2 
232-177 3 2 

, |22 3-17 3 122 
AS =)o 22-16 3 2 

222415 4 12 
22215 3 1 

Autovalores de A8 e de A8™: 

= 1, de multiplicidade 3. 
p. =-1, de multiplicidade 3 

Determinantes de A8 e de A8™: 

det. A8 = det. A8! =-1 (N/2 = 3, impar). 

b) Sejam N = 8, d=-1, k=1, 2, 3,4. 
d=1, k=5, 6,7. 

Daf, dg = -(-4 +3) = 1. 

Logo: 

—1 -2 +2 20222 

2 +12 23 0 22 2 

2 2 -120222 

—2 -2 — -102 2 2 

A8=| 5 5 221222 
—2 -2 2 22412 2 

2 222221 2 

2 2222221 

Calculo da inversa A8™: 

Procedendo de maneira andloga a do Exemplo a) acima, obtemos: 

4 

Ws =(8-2)- 2,45 td, | =6-(-4x2+1)=13 
jel 
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ws+1=13+1=14; ws-1=13-1=12 
-2.-dg=-2-1=-3;-2-d) =-3; 
-1-dg=-1 -1=-2;-1-d)=-2; 

12 2 

12-2 

12 -2 

12, -2 

13 -2 

14 -3 

14-2 

14-2 

Logo: 

-1 —2 2 2 

—2 -1 2 -2 

—2 -2 -1 -2 

» |\2 224 
AB”=|_p 2-2 2 

—2 2 2 -2 

—2 -2 -2 -2 

—2 -2 -2 2 

Autovalores de A8 e de A8™: 

2 = 1, de multiplicidade 4. 

p. =-1, de multiplicidade 4. 

Determinantes de A8 e de A8": 

det. A8 = det. A8! = 1 (N/2 = 4, par) 

  

-2-dg=-3 
-1-dg=-2 

2 -2 
—2 -2 

2, 2 
2 -2 
42 -2 
-2 -2 
3 -2 
a ee 

1.10 - Seja #9 a classe das matrizes quadradas inteiras A9, de ordem N (N 2 2, inteiro, 

par), da forma: 

d, d,+1 

djt+l dy 

d,+1 d,+1 

d,+1 d,+1 

AQ9=/d,;+1 d,+1 

d,+1 d,+1 

d,+1 d,+1 

d,+1 d,+1 

d,;+1 d,+1 

d;+1 

d3;+1 

d; 

d3+1 

d,+1 

d,+1 

d,+1 

d,+1 

d,+1 

d,tl 

d,tl 

dy, +1 

din 
datl 

dF 

d, +1 

dtl 

da ¥l 

dint +1 

inst +1 

din +1 

dina +1 

d m+ 

ding -1 

dy -1 
dap 

daw -l 

m+1 

m+1 

dina ~1 
dinsz — 1 

dingg — 1 

dna -1 
dina -1 
dina 

dain 
dna -1 
dy -1 

onde dy, k= 1, 2, ..., N-1 s&o ntimeros inteiros quaisquer e 

m=N/2 
N-l 

dy=- Did; 
jal 

(1.10.2) 
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dual 
dy» -l 
dain 

dy -1 
dy -1 
dy =i 

dy_y 

dy. -1 

dy» -1 

aig pl 
dyy-l 
dye 

dyy-l 
dy 
dy 

diye 

dy 

dyj-l 

dy -1 
dul 
dy -1 

dy 
dy -1 
dy -1 

dy -1 
dyed 
dy 

(110.



Valem as propriedades: 

a) A soma dos elementos de cada linha de A9 é um numero fixo Sag, 

Sag=1 (1.10.3) 

para toda matriz A9, da forma (1.10.1). 

b) Os autovalores de A9 sao 

Ay =(d,-(d, +D) =-1, k=1,2,....m=N/2 
a, =(d, -(, -D)=1, k=m+1m+2,..,.N-2,N-1p (1104) 
Ay =Syy = 

Ou seja, A9 possui os autovalores: 

X=-l, de multiplicidade m=N/2 
110.5 

p =1, de multiplicidade m=N /2 | ( ) 

c) O determinante de A9, det. A9, é: 

N 

det.A9 =[]2, = 
{ N/2 for par 

k=l 
110.6 

-l,se N/2 for vas} ( ) 

d) A9 é matriz inteira inversivel, com inversa inteira A9! obtida da seguinte 
maneira: 

e As N/2 primeiras colunas de A9"' coincidem com as correspondentes colunas de A9. 
e Oclemento diagonal Wm+1, da coluna de namero m+1, é dado por: 

Wm+1 =(2-N) - [Se +4 (1.10.7) 
jl 

e elementos acima da diagonal dessa coluna sao dados por: 

Wmet + 1 (1.10.8) 

e os abaixo, por 

Wmet - 1 (1.10.9) 
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e Para as k-ésimas colunas, k= m+2, m+3, ..., N-1, N, os elementos diagonais sao dados 

por: 

2- dk, k= m+2, m+3, ..., N-1,N (1.10.11) 

e os demais por: 

1- dy, k=m+2, m43, ..., N-1,N. (1.10.12) 

1.10.1 - Exemplos 

a) Sejam N=6; dk =2, k= 1, 2,3, 4,5 

5 

Dai, m=3, ds=-)'d, =-10 
jel 

Entéo, segundo (1.10.1): 

24334 =11 
32331 -11 
3323 1-1 

Moel es 32 
333 12 =f 
33311 -10 

CAlculo da inversa A9"! de A9: 

e As trés primeiras colunas de A9"! coincidem com as correspondentes de A9. 
e Oclemento diagonal da coluna numero 4, wa, é dado por 

Wa = (2-6) - xr +4,] = -4 -2(2(6)+2) =-18 
jel 

Os elementos acima da diagonal, dessa mesma coluna, por: 

wat 1=-18+1=-17 

os abaixo, por: w4- 1 =-18-1=-19. 

Os elementos diagonais das quinta e sexta colunas sdo, respectivamente, dados por: 

2-ds=2-2=0; 2-ds=2+10=12 
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e Os demais elementos dessas mesmas colunas, por: 

1- ds=1-2=-1; 1-dg=1+10=11 

Logo: 

3 

3 

2 

3 

3 

3 

Ag! = 

W
w
W
 

W
w
W
 

wh
nN
 

W
w
W
 

WwW 
w
W
N
 
w
 

4. =-1, de multiplicidade 3. 

-17 

aby 

-17 

—18 

-19 

=19 

-l1 

= 

=l 

Sl 

0 

=] 

I 

11 

11 

11 

11 

12 

} = 1, de multiplicidade 3. 

Determinantes de A9 e de A9". 
det. A9 = det. A"! =-1 (N/2 = 3, impar) 

b) Sejam N = 4; d, = dp =5; d3 = -2 

3 

Dai, m=2; dy= -}'d;=-(10-2)=-8 

3 

6 
AQ= 

6 

6 

CAlculo de A9™: 

wn
 

jel 

e As duas primeiras colunas de A9"' coincidem com as correspondentes de A9. 
e Oelemento diagonal w3, da terceira coluna, é dado por: 

w3 =(2-4)- [23,+4) =-2- (2 (5+5) -2) =-2- 18 =-20 
jel 

e Os elementos acima da diagonal, dessa mesma coluna, sao dados por 

w3+1=-20+1=-19 

os abaixo, dessa mesma coluna, por: 

w3-1 =-20-1 =-21 
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e Oelemento diagonal da quarta coluna é dado por: 
2-dy=2+8=10 

e Os demais, dessa mesma coluna, por: 

1-dy=14+8=9 

Logo: 

5 6 -19 9 
, [6 5 -19 9 

Ao" =16 6 -20 9 
6 6 21 10 

Autovalores de A9 e de AQ”: 

X= -1, de multiplicidade 2. 

= 1, de multiplicidade 2. 

Determinantes de A9 e de AQ": 

det. A9 = det. A9"' = 1 (N/2 =2, par) 

1,11 - Seja 410 a classe das matrizes quadradas inteiras A10, de ordem N (N 2 2, inteiro, 
impar), da forma: 

d, d,-1 d,+1 d,-1 deel dyed 
dj-1 d, d,+#1 d,-1 dyi—l, ytd 
dj-1 dj+1 d, d,-1 dy,-1 dy+l 

Al0=|d,-1 d,+1 d,-1 d, dya-1 dy +1) (ILD 

d,-1 d,+1 d,-1 dj+l .. dy, dy+l 
d,-1 d,)+1 d,;-1 d,+l .. dy,+l dy 

onde os dy, k= 1, 2, 3, ..., N-1, so numeros inteiros quaisquer e 

N-I 

dy=1- ¥id, (1.11.2) 
k=l 

Valem as propriedades: 

a) A soma dos elementos de cada linha de A10 é um nimero fixo Sajo, 

Sato=1 (1.11.3) 

para toda matriz A10 da forma (1.11.1). 
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b) Os autovalores de A10 sao: 

ul 1, k=1,3, ...,.N-2 

-l, k=2,4,....N-1 (1.11.4) 

Sao =! 

de 

de 

dn Il 

Ou seja, A10 possui os autovalores: 

x =1, de multiplicidade (N+1)/2 
a (1115) 

p =-l1, demultiplicidade (N -1)/2 

c) O determinante de A10, det. A10, é: 

1, se(N-1)/2 for par N 

det.A10 =|], = 
“ Id. pew forimpar 

| (111.6) 

d) A10 é matriz inteira, inversivel, com inversa inteira A107, da forma: 

2-d,; w2-1l w3+1 wy-l .. Wy2+l wyj-l dy tl 

1-d, WwW, Ww3tl wy-l .. Wy2+l wyj,-l dy tl 

l-d,; wy+l ow 3 Wg-l .. Wyotl wyi-l dy +l 

l-d, w,+1l w;-l1 w ve Wy-2 +1 wy) -l dy +1 Alo”! = 1 2 3 4 N-2 N-1 N (1117) 

l-d, w2+1 w3;-1 wytl .. Wy. Wy i -l dytl 

l-d,; wy+1l w3-1 wytl .. Wy2-l Wy, dytl 

l-d, w,+1l w3-1 watl .. Wy2-l wyitl dy 

onde a tltima coluna de A10"' coincide com a tltima de A10. A primeira é explicita, como 
mostrado em (1.11.7). As demais colunas sdo obtidas como segue: Os elementos diagonais 

Wx, da coluna de ordem k, k= 2, 3, ..., N-1, sao calculados pelas relagdes: 

a) k par: 

k-1 

We =2 [Se,-.] + dy, k=2, 4, ...,Nel (1.11.8) 
jel 

b) k impar: 

k-1 

we = -2 (Se, -1} + dk, k=3, 5, ..., N-2 
il 

Conhecidos os wx, os demais elementos da coluna s&o obtidos como mostrado em 

(1.11.7). 

31



1.11.1 - Exemplos: 

a) Sejam N=5; dk =2, k= 1, 2, 3, 4. 

Dai, em virtude de (1.11.2): 

4 

ds=1- }d,=1-8=-7. 
k=l 

Entao, em consequéncia de (1.11.1): 

213 1 -6 

1231 -6 

Al0=|1 3 2 1 -6 

13 12 -6 

13 13 7 

CAlculo de A107. 

w2=2 (sa,-1} + =2(d,-1)+d, =4 
Fl 

j 
jel 

2 

w3 = -2 (Sa,-1) +4 =-2(d, +d, -1)+d, =-4 

3 

wa=2 (se, -t}+4 =12 
jel 

Logo, tendo em vista (1.11.7): 

0 3 -3 11 -6 

-1 4 -3 11 -6 

AlO'=|-1 5 -4 11 -6 

-1 5 -5 12 -6 

-1 5 -5 13 -7 

Autovalores de A10 e A107: 

A= 1, de multiplicidade 3. 

A= -1, de multiplicidade 2. 

Determinantes de Al0 e de A107: 

det. A10 = det. A10"' = 1 ((N-1)/2, par) 
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Tydg= 0, k= 1,2, 3,.4,.5, 6. b) SejaN 
Dai, 

dam 1 = Sd 
k= 

Logo: 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

= 

1 

1 

1 

Al0= 

CAlculo de A107: 

<2 i} ya 
jf 

m=2( 

I i-t}+4, 

int} +a, 

204 
jel 

4 

2yd 
j=l 

a 
al 2 I 

3 
x! 
il 

wa= 

jnt} 44592 wa 

A107 

N
A
N
A
A
N
A
A
 

HA 

ma 
A 

mM 
N
M
 

AN 
f
o
d
 

oP 
OR 

Sp 
a 

A
A
N
A
 

A
N
A
 

a 

o
y
e
 

o
t
 

et 
h
o
r
 

=
P
“
 

2 

1 

1 

1 

1 

=3) 3 

=. 3 

-1 

=! 

1 

1 

1 

2 

1 

1 

1 

1 

1 

1 
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Autovalores de Al0 e A10": 

A= 1, de multiplicidade 4. 

A= -1, de multiplicidade 3. 

Determinantes de A10 e de Al0™: 

N 

det. A10 = det.A107 = TT =-1; (N-1)/2 =3,impar) 
k=l 

1.12. Técnicas para geracao de matrizes e suas inversas a partir de outras matrizes e suas 
inversas conhecidas. 

1.12.1. Uso de matrizes de permutacfo. 

Seja A quadrada de ordem N (N 2 2, inteiro), inversivel, com inversa A™ 
conhecida. 

A partir de A, construimos matriz B, 

B=PA (1.12.1.1) 

onde P é matriz de permutagao de ordem N.PA é obtida de A efetuando-se sobre suas 

linhas a mesma permutagao que se aplicou as linhas de In para se obter P. 

Ent&o, como P™! = P* (matriz transposta de P), temos 

B'=(PA)'=A'p'=," pt (1.12.1.2) 

Dai, B"' é obtida de A™ aplicando- se as colunas de A” a permutagiio indicada pelas 
colunas de P'. Como as colunas de P' sao as linhas de P, podemos afirmar: 

“Para se obter B! a partir de 4! , procedemos com as colunas de 
A" do mesmo modo que procedemos com as linhas de A para obter B”. 

Por outro lado, se definirmos B por: 

B=AP (1.12.1.3) 

Entao: 

B'=P'a" (1.12.1.4) 

Isto €, para se obter B a partir de A, neste caso, aplicamos as colunas de A 
a permutagdo definida pelas linhas de P'. Para se obter B', a partir de A‘, 
procedemos do mesmo modo com as linhas de A”. 

Se A=A", pode-se obter B, a partir de A tal que: 
B=B" 

De fato, seja 
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B=P' AP (1.12.1.5) 

Entao, 

B'=P'AP=B 

Assim, para se obter B, tal que B =B", efetua-se sobre as colunas de 

A, A= Al, a permutagao definida por P' e sobre a matriz resultante, AP, 

aplica-se, as suas linhas, a mesma permutagiio P', 

Se definirmos: B = P A P* (1.12.1.6) 

Se A=A', entdo 
B'=PAP'=B. 

Dai, neste caso, para se obter B, tal que B = B", aplica-se as colunas de 

A,A= Al, a permutacao definida por P e sobre a matriz resultante, AP, a mesma 

permutacgo as suas linhas. 

Na pratica, quando se deseja construir manualmente B e B™, a partir de 

Ae A’, respectivamente, utiliza-se, em vez de matriz de permutagao P, a 
correspondente fun¢g4o, que também designamos por “P”, que aplica o conjunto 

{1, 2, ..., N-1, N} biunivocamente sobre si mesmo, representada por 

1 2 3 .. N-l N 
P= (1.12.1.8) 

Cj Cy €i a. Cyyy Gy 

onde cj € {1, 2, 3,..., N-1,N} ecj#cy, paraj#k, j,k=1,2,...,N-1,N. 

P, como representado em (1.12.1.8) deve ser entendida como conjunto de 

pares: 

P= {(1, 1), (2, ¢2), .. (N-1, en-1), (N; en)}- 

Assim, P quando aplicada as linhas de matriz A para produzir matriz 
B, B = PA, leva a linha indice k de A a linha de indice c, de B, k = 1, 2, ... . 

Inversamente, a permuta¢ao Pp", 

ce; © vee Cig Cc 
=|" 4 o1 fo 9.6229 OND 

quando aplicada as linhas B, leva de volta a linha de indice c, de B a linha de 
indicekde A, k=1,2,...,N. 

Por exemplo: 
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Siento Pal! 2 2# SLpa[l 2d 4 6 
NSPE gg ge Pe 

L, L, 

L, L, 

Seja A=/L,]/; Ent&éo: PA=|L, |=B 

L, L, 

Ly La 

L, 

L, 
P'B=|L,|=A.; P'B=P!(PA)= (P'P)A=I;A=A. 

L, 
Ly 

1.12.1.1- Exemplos 

a) Sejam N=5e Ac A’ matrizes construidas como descrito no item 1.4 
deste capitulo, levando-se em consideragao as relagdes (1.4.2), (1.4.1) e (1.4.4): 

223 4 -10 0 -2 -3 -4 10 
13.3 4 -10 -1 -1 -3 -4 10 

A=|1 2 4 4 -10}; A‘=|-1 -2 -2 -4 10 
123 5 -10 -1 -2 -3 -3 10 
123 4 -9 -1 —2 -3 -4 11 

12345) , f12345 
siamo ssa Ppt a sg 

Entao, aplicando P as linhas de A, temos: 

123 4 -9 

22 3 4 -10 

B=PA=/1 2 3 5 -10/- 

1 3 3 4 -10 

12 4 4 -10, 

Procedendo do mesmo modo com as colunas de A’', obtemos: 
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11 -1 -4 -2 -3 

Pode-se verificar que: B B'=B'B= Is. 

b) Sejam A, A”, Pe P"' como no exemplo a) acima. 

2 4 -10 3 2 

3 4 -10 3 1 

Seja B=AP=/2 4 -10 4 1}, 

2 -10 3 1 

24 -9 3 1 

obtida aplicando-se as colunas A a permutagao P”!. 

-1 -1 -3 -4 10 

-1 -2 -3 -3 10 

B'=P'A=/-1 -2 -3 -4 11 

-1 -2 -2 -4 10 

0 -2 -3 -4 10 

obtida aplicando-se as linhas de A’! a mesma permutagao Pl, que se aplicou as 

colunas de A para se obter B. 

Verifica-se que B' B = BB" = Is. 

c) Sejam N = 5 e Ae A" obtidas usando-se as relacdes (1.2.2) e (1.2.4) do 
item 1.2 deste capitulo. 

223 4 -12 

13 3 4 -12 

A=/|1 2 4 4 -12)=A™, 

12 3 5 -12 

123 4 -l1 

Como se pode verificar, calculando: 

AAT=ATAS=I;5. 
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123 4 5}, [12345 
Sejam P= EPS a 

31254 23154 

Ent&o: 

412 -12 4 
3.22 -12 4 

B=P'AP=P'AP=|3 1 3 -12 4/=B!=pP'aA™p, 

3°12 -l1 4 
3°12 -12 5 

como se pode verificar facilmente. 

B=B' foi obtida de A = A", aplicando-se as colunas de A a permutagao 
Pe as linhas da matriz resultante, AP, a mesma permutagao P"!. 

d) Sejam A= Ae Pe P™, como no exemplo anterior. 

1 -12 4 
1 -12 4 

B=P(AP")= 2 -12 4/=B" 

1-11 4 
1 5 -12 N

N
 

N
N
 

Ww 

W
w
w
 

B
w
 

De fato, BB! =B' B=Is., 

A matriz B foi obtida de A, ,aplicando- -se As suas colunas a permutagao P e 
as linhas da matriz resultante, A P"', a mesma permutagao P. 

Observacao: i” partir de A e de A”, de dada ordem N, podemos construir 
2N! matrizes Be B", bem como 0 de A = a, construir outras tantas matrizes B 
=B", usando a técnica das matrizes de permutacdo. 

1.12.2- Uso da operagao de transposi¢ao de linhas e colunas de matriz. 
Sejam A e A” matrizes dadas. A partir de A, construimos B, 

B=A' (1.12.2.1) 

onde A‘é a matriz transposta de A. 

Entao: = 

Bt =(Ay'= ay! (1.12.2.2) 

(“A transposta da inversa é a inversa da transposta”). 

Evidentemente, se A = A”, entéo B = B’!. 
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1.12.2.1- Exemplo 

Sejam N=5e AeA” como no exemplo a) acima. 

Entao 

2 1 1 1 1 

2 3 2 2, 2 

B=A‘=| 3 3 4 3. 3 

4 4 4 5 4 

-10 -10 -10 -10 -9 

0 -1 -1 -1 -1 

-2 -1 -2 -2 -2 

B'=(A")'=/-3 -3 -2 -3 -3 

-4 -4 -4 -3 -4 

Entio: B B'=B" B=Is. 

1.12.3- Uso da operacao de multiplicagao de matrizes. 

Sejam A, e A: matrizes inversiveis, com inversas Aj? e A;' conhecidas. 

Pomos B = A; Ap ou B= A? Aj. 

Ent&o: B'= A3' Aj! ouB!= Aj! A;', (1.12.3.1) 
respectivamente. 

1.12.3.1- Exemplo 

Sejam N=3e 

1 =5 

A,=|2 2 -5/=AT 

21 -4 

22 -3 

A, =|3 1 -3/=A;! 

3.2 -4 

-6 -3 8 

Sejam B} =A; A.=|-5 -4 8] e€ 

-5 -3.7 
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3-8 
Bo=A,Ai=|5 2 -8 

9 

Ent&o: By! =A;'A;'=A, A, =B, 

By! =(A,A,)'=Aj' Aj! =A\A, =B, 

Pode-se verificar que: B,B;' = B, B, =I, =B,B, 

B,B;' = B, B, =I, = B,B, 

  

Observacdo: As técnicas para obtengdo de novas matrizes a partir de 
outras dadas, apresentadas e discutidas nos itens 1.12.1 a 1.12.3, deste capitulo, 

sao particularmente tteis e interessantes quando aplicadas a matrizes inteiras, 
inversiveis, com inversas inteiras explicitas ou facilmente explicitaveis, porque 
preservamos nas matrizes resultantes da aplicaco dessas técnicas, essas 
importantes caracteristicas, como se pode constatar, reexaminando os exemplos 
dados nesta secgdo 1.12. 
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Capitulo 2 

2.1. Introduziremos, neste capitulo, classe # de matrizes quadradas A, de ordem 
N_ (N 2 2, inteiro) de elementos inteiros, racionais, reais ou complexos, cujos 
problemas de autovalores e de inverséo (se nao singulares) sdo facilmente 
solucionaveis. Mostraremos que se pode construir matriz pertencente a classe com 
determinados autovalores, determinante ou caracteristica (posto). Também 
exibiremos diferentes técnicas de se construir A € 4, bem como algumas outras das 
importantes propriedades de que gozam tais matrizes. 

2.2. Seja # a classe das matrizes quadradas A, de ordem N (N = 2, inteiro), da forma: 

d, b, b; ... by, by 

  

a, a, d; .. by, by 

a ero ears et (2.2.1) 

Bi Gp. as by by 

a, a, a; dy. by 

By By Bs ay. dy 

onde d,, k= 1, 2, ...,N; a, k= 1, 2, ..., N-1; b,, k= 2, 3, ..., N-1, N, sdo numeros inteiros, 

racionais, reais ou complexos, sendo exigido que satisfagam as seguintes condig6es: 

N N N 

d, #2 Mi =a, +d, +20 =a,t+a,+d, + 2,8. =.= 

  

N-3 N N-2 “Nel (2.2.2) 
=Vatduet © b, = Dia, +dyy +by => a, +dy =S, 

k=l k=N-1 k=l k=l 

onde S, é um numero fixo para cada matriz A € # da forma (2.2.1). 

Isto é, a soma dos elementos de cada linha de A é um numero fixo, S,, para cada 

matriz A € #, da forma (2.2.1). 

De (2.2.2) resulta, imediatamente, a seguinte. 

Proposigao 1- Se A € 4, e satisfaz (2.2.2), ent&o: 

d, + by =a, ty 

ou k =1,2,...N—-1 (2.2.3) 

da, = dye Dear 
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2.2.1- Autovalores e autovetores de A € 4. 

Teorema 1- Os nimeros 

a) A, =d, —a, =dy,, —b,,,, kK =1,2,...,N-1 2211) 

b)Ay =S, 

sao autovalores de A € 4. 

Prova. 

No caso a), substitue-se % por A, , k= 1.2, ..., N-1, na matriz A- Al, formando a 

matriz A-A,I e verifica-se que esta matriz tem iguais as linhas de indices k e k+1, 
k=1,2,...,N-1. Ent&éo, o determinante de A-A,J € igual a zero, mostrando que iy, 

=d, -a, = d,,, - b,,, € autovalor de Ae 4. 

No caso b), usa-se 0 conceito de trago de uma matriz A, TR.A, como a soma dos 
N 

elementos diagonais de A. Assim, para as matriz Ae #, TRA= v4 : 
k=l 

N 

Por outro lado sabe-se que TR.A = va , onde >, , k= 1, 2, .., N sfio os 
k=l 

autovalores de A. 

Dai, 

N N N-I 

Did = De Hay Ey 
k=l k=l k=l 

N N-I N N-I 

Entio: = Ay = Did, - DA, = Vd, — D(d, ay) 
k=1 k=] k=l k= 

Logo: Ay= S, € 0 N-ésimo autovalor de A. 

Do Teorema 1, relagdes (2.2.1.1) a) e b), decorre que se A € # 6€ inteira, seus 
autovalores sao inteiros, como soma ou diferenga de nimeros inteiros. 

Reciprocamente, porém, nao é verdade. Existem matrizes nao inteiras com até todos 
Os seus autovalores inteiros. 

Por exemplo, a matriz A € 4, 
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15 2,5 2,5 -0,5 a 

au|O5 38 25 05). a2 = 
05 15 45 -05]’ A 

a OS Is TS 25 

tem todos os seus autovalores inteiros, muito embora nao seja inteira. 

2.2.2- Determinante de A e #, det.A. 

Sabe-se que o determinante de uma matriz quadrada A, de ordem N (N 2 2, inteiro), é 
dado por: 

N 
det. A= [JA, (2.2.2.1) 

k-l 

onde A,, k= 1, 2, ..., N s&o os autovalores de A. Entéo, para as matrizes A € 4, temos: 

N N-I 
det.A = []%y = [](dy -a,).Sq (2.2.2.2) 

k=l k=l 

2.2.3- Autovetores de A € 4. 

Teorema 2- Os vetores v,, k= 1, 2, ..., N-1, N, 

N 
+h, >, by 

k=2 . by 1 

ay b, : 1 

Vi=) ig [3 Vo=] kes 35 Vye = sWy =].], (2231) 
_ —(a, +a,) by 7 
: : N-I l 

: -Ya, 

* —(a, +4)), el 

quando diferentes de zero, so autovetores de A € 4da forma (1.2.1) satisfazendo (1.2.2), 

correspondentes, respectivamente, aos autovalores A,= (d, - a,), k= 1, 2, ..., N-l e Ay = Sq. 

Prova. 

A prova é feita mostrando-se que os v,, k= 1, 2, ..... , N-l, N satisfazem as 

equagoées:



Av, =Avy, k 1,2,...,.N-1,N 

ou (2:2:3:2) 

(Av, —AD)v, =0, k =1,2,....N-LN 

Decorre de (2.2.3.1) que se A € # é inteira, seus autovetores so inteiros. 

2.2.4. Construgao de matriz Ae# sendo dados os elementos d,,k= 1, 2,...,N 

e a, k=1,2,...,N-1. 

Sendo dados esses elementos, podemos obter, por meio da relacdo (2.2.3) a), os 
elementos b,, k= 2, ..., N. 

De fato, de d+ b,,, = a,t+d,.,,k=1, 2, ..., N-1, obtemos: 

dye = dey - da, k= 1, 2,..., Nol (2.2.4.1) 

Conhecidos d,, k=1, ...,. N; a, , k =1, ..., N-1, os autovalores se explicitam pelas 
relagdes: 

A= d-a., kK=1,2,..,N-1 

N-I 

n= dy + Ya, = Sq 
k=l 

2.2.4.1- Exemplo 

Sejam N= 5; d;=3; d, = 4; d, =2; d,=5;d,=1 
a, = 1; a, =2; a, = 3; a, = 4; 

Entio, de acordo com (2.2.4.1). 

b,=d,-d,+a,=4-3+1=2 
b;=d;-d,+a,=2-4+2=0 
b,=d,-d,+a,=5-2+3=6 
b;=d,-d,+a,=1-5+4=0, 

Assim: 

32060 Autovalores: 

14060 Ay =d,-ap=2; A, =d,-a,=5-1=4; 
A=|1 2 2 6 oO}; A, =d,-a,=2 A,=S, =l11 

12350 4, =d;-a; =-1 

12341 
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Determinante de A, det. A, 

5 
det. A= [JA, =2.2.(-1). 4. 11 =-176 

k=l 

Autovetores de A : 

8 0 1 

=) 0 1 

v= v,=|-1] 3 v, =|-3]/; v3=] 6]; vy=] 0]; v,=] 1 

=1 <3 -6 0 1 

= 3 -6 -10 1 

2.2.5 - O problema de autovalores de A € 7. 

Resumindo, conhecida A € #4, conforme vimos em (2.2.1.1) e (2.2.3.1) pode-se, 

mediante simples operagdes de adigao ou de subtracfo, explicitar-lhe os autovalores e 

correspondentes autovetores. Isto é, o problema de autovalores de A € # é facilmente 
solucionavel. 

2.2.6- A estrutura de Blocos Digionais. 

A relago (2.2.3), d+ by, =atdy,=S,, k=1,2,...,N-1 

sugere que se defina o que chamaremos de Blocos Diagonais, BL,, que séo matrizes de 

ordem 2, construidas ao longo da diagonal principal de A e¢ #, de ordem N > 2, da 
forma: 

Gy Dyas ) 5 k=1,2,..,NeL. (2.2.6.1) 
a, dua 

BL, =( 

tais que a soma dos elementos de cada uma de suas linhas é um numero fixo s,, para cada 
bloco BL,, k = 1, 2, ..., N-1. 

Abaixo mostramos, em matriz A € #, de ordem N (N 2 2), os blocos diagonais 
BL, k= 1, 2, ..., N -1, destacados. 
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: N-1 by 

an dy 

Esta estrutura de Blocos Diagonais permite: 

i) que se construa Ae, de maneira pratica e eficiente, sendo fornecidos d,, k 

=1,2,.,N ea, k=1, 2, .., N-1. Colocamos ao longo da diagonal principal da matriz 
A, a ser construida, os d,,k = 1, 2,...,N e ao longo da primeira paralela abaixo 

dessa diagonal, os a,, k = 1, 2, ..., N-1. A partir de k = 1 até k = N-1, vamos destacando 

os Blocos Diagonais BL, e, simultaneamente, escolhendo b,,, , k= 1, ..., N-1 tal que d, 
+ bul= Sy 

A seguir completamos a coluna de indice k, k = 1, 2, ..., N, abaixo do elemento d,, com 
a, € acima, com o b, calculado. E, assim, a matriz A esta construida. Analongamente, 
mutatis mutandis, sendo dados b,,, , k = 1, 2, ..., N-l ed,, k= 1, 2, ..., N podemos obter os 
a, k= 1, 2,...,N-1leconstruirA e€ 4. 

ii) que, uma vez construida A, verificar se os b,,, (ou os a,), k = 1, 2, ..., N-1 foram 
corretamente calculados, de vez que devem satisfazer 4 condigaio: 

d+ By = Sk, = a+ dy, k=1,2,...,N-1. 

2.2.6.1. Exemplos 

a) Sejam N = 5; d, = 2; d, = -3; d, = 5; d,=3; d, =-4. 
a,=1;a,=2;a,=2;a,=1. 

Vamos construir A € #4, de ordem 5, usando a técnica dos BLOCOS DIAGONAIS, 
como acima descrita em 2.2.5, i): 

2: 2 -4 2 -4 10 0 -6 
1-3 -; 1 -3 10 1 -3 10 0 -6 

2 5 » > 2 § @ >}1 2 5 0 -6|=A 

231 2 3 -6 1 2 2 3 -6 

-4 1 =4 12 2 1 -4 

Para conferir se os b,.,. k = 1, 2, 3, 4, foram calculados corretamente, verificamos 
se 
=a + dyes = dk + By, kK = 1, 2, ..., N-1. No caso, s, = -2; S) = 7; 8; = 5; s,=-3. 
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b) Sejam N = 5; d, = 2; d, =-3; d,=5 ; d,=3; d, =-4 
b, = -4; b, = 10; b, = 0; b; = -6. 

Construir matriz A € 4, usando a técnica dos BLOCOS DIAGONAIS. 

2 -4 2 -4 2 -4 10 0 -6 

+3) 10 I =3 10 1 -3 10 0 -6 

5 0 > 2 3 Q —>|1 2 5 0 -6/=A 

3 -6 2 3 -6 12 2 3 -6 

-4 1 -4 12 2 1 -4 

2.2.7- Construgao de A € # com prefixados autovalores ou determinantes. 

Sejam Aj, Ay, .-., Ay.ts Ax» (N 2 2, inteiro) ntimeros quaisquer. Quer-se construir, se 

possivel, matriz A € # que tenha esses N ntimeros como seus autovalores. 

Escolhemos arbitrariamente N-1 ntimeros d,, k= 1, 2, ..., N-1, que serao os N-1 

primeirs elementos diagonais da possivel matriz A a ser construida. Dai, obtemos os a,, 
k= 1, 2, ..., N-1, usando a relagio d, - a, =,, k = 1, 2, ..., N-1, 

a=d.--,, k= 1,2, ..., N-1 (22.7.1) 

Obtidos os a,, k = 1, 2, ..., N-1, calculamos dy, usando a relagio: 

dy=Ay- Dray. (2.2.7.2) 

A partir de d,, k= 1, 2, ..., Ne de a,, k= 1, 2, ..., N-1, obtemos b,,,, k= 1, 2, ..., N-1: 

Dust = dar - dy + a (2.2.7.3) 

ou 

Dyer = dhe = Ans (2.2.7.4) 
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que decorre de (2.2.6.3). 

A relag&o (2.2.6.3) faculta o uso da técnica dos BLOCOS DIAGONAIS para 

obtengao dos b, a partir de dy, k= 1, 2,...,N edosa,, k= 1, 2,..., N-l. 

Assim, obtidos dy, a,, k= 1, 2, ..., N-1 e b,, k= 2, ...,N, matriz A € 4 que tenha os 

N numeros A,, A,, ..., Ay Como seus autovalores péde ser construido. Evidentemente A nao 
é unica. 

Se se desejar construir matriz A € tal que, dado numero D qualquer, tenha esse 
numero D como seu determinante, basta escolher os autovalores A, 2, .--5 Anis An, tais que 

Dai, para frente, 0 processo é idéntico ao que acabamos de expor para se obter 

matriz A € # que tenha os ntimeros Aj, Ay, ...5 Ay.1; Ay COMO seus autovalores. 

Assim, podemos afirmar: “E sempre possivel se construir matriz A « 4, de uma 
dada ordem N (N 2 2, inteiro), com prefixados autovalores ou determinante”. Em 
particular, sempre se pode construir matriz inteira A € com prefixados autovalores ou 
determinante inteiros. 

2.2.7.1. Exemplos 

a) SejaN =4; 4, =2; 1,=3;34,;=-1;4,=5. 
Construir matriz A de ordem 5, inteira, que tenha os numeros , , k= 1, 2, 3, 4, 

acima, como seus autovalores. 
Escolhemos arbitrariamente (porém inteiros) os 3 primeiros elementos diagonais 
de A: 

d, =4; d, =5;d,=2 

Usando (2.2.6.1), calculamos a,, k= 1, 2, 3: 

a,=d,-4,=4-2=2; a,-d,-4,=2-3 =-1. 

a, = d,-A,=5-3=2; 

Calculamos d, =, - (a, + a, +a) = 5-3 =2. 
Passamos, entao a técnica dos blocos diagonais: 

4. 43 ) (43-4 -1 
25. 25 -1 25 -1 -1 
22 -|7| 2 2 allo e o alt* 

-1 2 - 2) 22-1 2 

A =4-2=2; A,=5-2=3; 4p =2-(-1)=3; Ay=2t2-142=5. 
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b) SejaN = 4; D= 12 

Construir matriz A € # tal que det. A= D = 12. 
Temos que escolher quatro ntimeros Ay, A73 A; Ay tais que 

4 
TIA, =12 
k=l 

Ha varias opgdes: 1, 1, 1, 12; 1, 2, 2, 3; 1, 1, 4, 3; ... 

Vamos escolher a segunda delas. 

Ent&o: A, =1; A, = 23 As=2; A,=3. 
Escolhendo arbitrariamente d, = 4; d, = 5; d, = 2. 
Dai, a, = 3; a, = 3; a, =0 

d, = 3 -(6) =-3 

4. 4 4 440 -5 

3B) S 3 50 35 0 -5 
> = =A 

32 3 2 -5 33 2 =5 

0 -3 0 -3 3.3 0 -3 

A, =4-3=1; 4,=5-3=2; 1,=2-0=2; 4=3+340-3 =3; 

det A=1.2.2.3 =12 

2.2.8 - Construgdo de matriz A € # , de ordem N (N 2 2, inteiro) com prefixada 
caracteristica R (1 <R <N, inteiro). 

Como consequéncia do fato de que se pode construir matriz A ¢ # , com 
predeterminados autovalores, apresentaremos a seguir, algoritmo para a 

construgao de A € #com prefixada caracteristica R (1 <R <N, inteiro). 

2.2.8.1 - Algoritmo 1 

a) Escolhemos 0 numero R (1 <R SN, inteiro) que desejamos seja a caracteristica 
de A eo numero N (N = 2, inteiro), ordem de A. 

b) Escolhemos N-1 ntmeros quaisquer d,, k= 1, 2, ..., N-1 que serio os N-1 
primeiros elementos diagonais de A. 

c) Escolhemos N-1 numeros 4, , k= 1, 2, ..., N-1 que sero os N-1 primeiros 

autovalores de A: 

© A,=0, para j=l, 2, ...,N-R; 

© 4,40, paraj=N-R+l,...,N-1. 

49



d) Calculamos a,, k= 1, 2, ..., N-1: 

a, =dj,j=1,2,...N-R 
2.2.8.1.1 

a,=d,—A,,j=N-R+l,.,N-1. ( ) 

e) Calculamos dy, satisfazendo: 

N-R Nel 

dy #-] idj+ Dia; (2.2.8.1.2) 
jel J=N-R+1 

(para garantir que Ay seja diferente de zero) 

e 

N-I 

dz- Da, (2.2.8.1.3) 
j=N-R+1 

(tal escolha de dy sera justificada adiante) 

f) Calculamos b,,,, k= 1, 2, ..., N-1: 

bj. = dias »j=1,2,....N-R; 
2.2.8.1.4 

bir oe ek RL wot! } 

g) Calculamos Ay (N-ésimo autovalor de A) e verificamos que Ay # 0: 

NoR NoI 

Ay = Did; + Sa) +4} (2.1.8.1.5) 
a jeN-R+1 

Todos os elementos para construco de A € # tal que A tenha caracteristica R estiio 
agora disponiveis. 

Analisando-se a matriz A, assim construida, verifica-se que: 

e As suas N-R+1 primeiras linhas sao iguais entre si. logo, as N-P primeiras 
podem ser descartadas, para determinagfo da caracteristica de R de A, porque 
todas as submatrizes de ordem K, 2 < K < N-R, construidas a partir dessas N-R 
linhas tém determinante zero, uma vez que terao ao menos duas linhas iguais 
entre si. Resta, entdo, a matriz retangular B, R x N, de R linhas e N colunas. Dela 
podemos extrair a submatriz Ax, de ordem R, constituidas das ultimas R colunas 
de B: 

50



Ayers byes + byy by 

ayer Ayer + bya by 

Ap=] ou. ae wae vee | (2.2.8.1.6) 

ayrn @nra - yy by 

Aye Ayre - Any dy 

Ag da forma (2.2.7.1.6) goza, entre outras, das seguintes propriedades: 

e Ae, da forma (1.2.1), satisfazendo (1.2.2), com 

R-I 

Sa, = DL Ancnee ay} (2.2.8.1.7) 
kl 

© Os autovalores de Ag, L,, k= 1, 2, ..., R, séo facilmente obtidos: 

By =dyrsk 7 Anes = Aner #0; k =1,2,..R —1 
R-I 

r =Sa, =) aynek +dy #0 
k=l 

(2.2.8.1.8) 

(Essa a raz&o porque escolhemos d, como em (2.2.7.1.3), para garantir que tivessemos [Lp 
#0). 

E possivel que existam outras submatrizes de B de ordem R no singulares mas Ag, 

definida em (2.2.7.1.6) é a mais facilmente manipulavel e retine as condi¢gées de ter 
os seus autovalores praticamente explicitos e assim, a verificagao de que ela é nao 

singular, é trivial. 

Por outro lado, toda e qualquer submatriz de A de ordem K > R é singular. Assim, 
existe em A ao menos uma submatriz nado singular de ordem R e toda e qualquer 

submatriz de ordem K > R é singular. Logo, a caracteristica de A é R. 

Exibimos, a seguir, para N = 7 e R = 3, modelo de matriz A € #, construida 

segundo 0 algoritmo proposto em 2.2.7.1. 
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A= 

d, d, d; d, ds bs b, 

d, d, d; dy as dg by, 

d, d, d; dy as a, d, 

N-R=7-3=4,; 

Ay = Ay = As = 2, =05 a=disa=d,;a,=d3; a= dy 
Xs =d,—-a, #0; A,=d,-A, #0; A, =d,+d,+d,+d,+a,tatd, +0 

d; b, b, H, =d,-a,=A, #0 

A;s=|a; d, b, H, =d,-a, =A, #0 

a; a, d, H; =S,, =a;ta,+d, #0 

4 6 6 

de {Ss +SaJea 2a; 
F i= = 

As 5 primeiras linhas de A so iguais entre si e toda e qualquer sub-matriz de A, de 
ordem maior 3, é singular, pois tera, ao menos, duas linhas iguais. Por outro lado A; é nao 
singular, uma vez que todo os seus autovalores sao diferentes de zero. 

Logo, a caracteristica de Aé R =3. 

2.2.8.2.1- Exemplo 

Sejam N= = - 33 dj 

NE =0; 

Entao: a, = d,= 3; a, =d, = 3; a= d, =3; a, =d,-A,=5-1=4; 
a,=d,-A;=2-2=0 
d,+d,+d;+a,+a,=13;a,+a,=4+0=4; N-P=3 

Ent&éo d;#13 e d,#4. Facamos d,=5. . 
Usando, entao, a técnica dos Blocos Diagonais, obtemos as b,, k = 2, 3, 4, 5, 6, € 

construimos A, de caracteristica P = 3. 
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33 333513 
3 333 333513 
3 335 333513 

a 351 |°|3 33 6 i 3f4 
2 423] [3 3 3 [4 2 3 

0 5 05) (333/405 

A submatriz de ordem 3, destacada em A, tem os seus trés autovalores: 

Hy =5-4=1;p,=2-0=2;p,=4+0+5=9 

diferentes de zero. Logo é nao singular. 

Todas as demais submatrizes de A de ordem maior que 3 sao singulares. Logo, a 
caracteristica de A é R = 3. 

Pode-se verificar que A, =3x3+4+0+5=18 é diferente de zero. 

Pelo que vimos, o ALGORITMO 1, proposto em 2.2.7.1, para a construcao de 
matriz A < 4, de ordem N (N 2 2, inteiro), com prefixada caracteristica R (1 < R < N, 
inteiro), pede quantidade superabundante de dados para realizar tal construgao. Na verdade 
nao se necessita saber o valor dos autovalores 4, , k = 1, 2, ..., N-1, N, mas apenas quantos 

e quais deles sao iguais ou diferentes de zero. Assim sendo, somos levados a definir 

algoritmo mais simples, para efetuar a construg4o pretendida, a saber: 

2.2.8.2 - ALGORITMO 2 

a) Escolhemos N (N 2 2, inteiro) e R (1 < R < N), que sero, respectivamente a 

ordem e a caracteristica da matriz A a ser construida. 

b) Escolhemos arbitrariamente d,, k= 1, 2, ..., N-1, como sendo os N-1 primeiros 

elementos diagonais de A e #. 

c) Escolhemos a,, k= 1, 2, ..., N-1, tais que 

a, = dy, K= 1,2, ..,N-R; byi= days k= 1, .... N-R. 
a,#d,, K=N-R+1,..,N-l. 

d) Escolhemos dy tal que 

N-R N-I Nel 

dy#-] d;+ Yajfedy#-] Ya, 
jel jeN-R+l j=N-R+! 

e) Usando a estrutura de Blocos Diagonais, calculamos os restantes b,..;, 

k= N- R+1, ..., N-1 e completamos a construgao de A. 
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A matriz A, agora obtida, é, em tudo por tudo idéntica 4 matriz A que seria 

construida usando-se o ALGORITMO 1, definido em 2.2.8.1. 

2.2.8.2.1- Exemplo 

Sejam N=4; R=2 

d= 2; d,=3; d,=4. 

Ent&o: N-R=2; a, = d, = 2; a, = d, =3; a, = 2 (por exemplo) 

Escolhemos d,, tal que: 

d, #-(d, +d, +a,)=-8 ou d,#-a,=-2 

Escolhemos d, = 5 (por exemplo) 

Usando a Estrutura de Blocos Diagonais, obtemos b, b; e b,, finalmente A‘. 

23 23 4 3 
3 234 .-| [2 3 4 3 
q (7 34 3]°|2 3 fa 3/4 

25 2 5) (23 [2 5 

A submatriz matriz de A de ordem 2, destacada, tem os autovalores 1, = 4 - 2 =2 
€ uw, =2 +5=7. Logo seu determinante e 7 x 2 = 14 # 0. Por outro ladop, toda e qualquer 
submatriz de A de ordem > 2 é singular. Dai, a caracteristica de A é R = 2. 

2.2.8.3- As matrizes A € # , com dada caracteristica R, obtidas através tanto do 
ALGORITMO 1 quanto do ALGORITMO 2 pecam por apresentar grande numero 
de elementos ou de linhas iguais, como por exibir, de maneira quase explicita ou 
excessivamente Obvia, suas caracteristicas R. O ideal seria se se pudesse obter, a 
partir de A, matriz B com a mesma caracteristica R de A mas que ndo possuisse as 
citadas especificidades ou obviedades. Tal objetivo se alcanga transformando A em 
B, através da aplicagao sobre A de sequéncia das seguintes operagdes: 

a) operacao ¢- (ou ¢-) elementares: 

© permutaco de linhas (ou colunas); 
¢ adigéo a uma linha (ou colwha) de A de outra linha (ou coluna) 

multiplicada por escalar a # 0. 

b) operagao de transposigdo de linhas e colunas (trocas de linha por colunas ou 
vice-versa). 
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Tais operagdes, evidentemente, preservam, na matriz B obtida de A, sua 

caracteristica R, mas B nao apresenta, o que é desejavel, as peculariedades da matriz A, 
apontadas. 

2.2.8.3.1- Exemplo 

Seja A a matriz construida no exemplo anterior: 

an 
i seja Pe 

43 12 

N
N
 

N
N
 

W
w
 

w
w
 

N
P
P
 

RD 

A
w
 WwW 
w
,
 

Vamos aplicar a A as seguintes operagdes, em sequéncia: 

a) Permutar as linhas de A, segundo a permutagao P dada. 

b) Permutar as colunas da matriz resultante, segundo a mesma permutacao. 
c) Adicionar a linha 1, ¢,, multiplicada 2, a linha 3, 4, 2¢, + 4 > 4, da matriz 

resultante. 

d) Adicionar ¢, a é, multiplicada por 3, 34 + 4 > 4. 

e) Adicionar a coluna c,, da matriz resultante, a coluna c, multiplicada por (-2), 
-2c, +c; > c3. 

f) Finalmente, tomar a transposta da matriz resultante. 

2343) (2343 4332 
aul? 3 4 3/4/23 2 5] ® |2 5 3 2} ¢ 

234 3) 3/2 3 4 3] 3/4 33 25 
2325 2343 4332 
4 33 2) (10 18 12 8 10 18 -4 8 

c)]2 53 2;)H/2 5 3 2lel2 5 -1 2) 
>]12 9 9 6Js/2 9 9 6/>]12 9 -3 6) > 

4332 43 32 43 42 
10 2 12 4 

f/18 5 9 3 
3l4 4 3 a) 78 

8 2 6 2 

Em B nfo ha linhas iguais entre si e nem colunas. Nao ha muitos elementos com 

valores iguais e a caracteristica R=2 nao esta mais tao explicita, como em A, porém, esta 

preservada, como se pode verificar. 

2.2.9- Diferentes técnicas para a construgdo de matriz A € 4. 
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Associadas a cada matriz A € 4, de ordem N (N 2 2, inteiro) ha quatro categorias de 

dados, perfazendo total de 2(2N-1) elementos, a saber: 

N elementos diagonais d,, k= 1, 2, ..., N; 

N-1 elementos subdiagonais a,, k= 1, 2, ..., N-1; 

N-1 elementos supradiagonais b,, k= 2, 3, ..., N; 

N autovalores A,, k= 1, 2, ..., N. 

Conhecidos 2N-1 deles, distribuidos em, ao menos, duas categorias distintas, pode- 

se obter os restantes 2N-1, e consequentemente, A €  , usando-se sempre as relacdes 

(2.2.3) e (2.2.1.1) deste capitulo. 

Por exemplo: 

a) Dados: d,, k= 1, 2, ..., N; 

a, k= 1, 2, NL, 

obter: b,,,, k= 1, 2, ..., N-1 

e, ent&o A e dai, 4,, k= 1, 2, ..., N. 

b) Dados: d,, k= 1, 2, ..., N; 

Dysis k=, 2, cg. N-1, 

obter: a,, k= 1, 2, ..., N-1 

e, ent&o A e dai, i, k= 1, 2, ..., N. 

¢) Dados: d,, k= 1, 2, ..., N-1; 

Ay, k= 1, 2, ..., N, 

obter: a,, k= 1, 2, ..., N-1; 

dy; 

e, entéo A, possuindo os autovalores 2, k= 1, 2, .. 

  

d) Dados: a,, k= 1, 2, ..., N-1; 

My k= 1, 2, 

  

obter: d,, k= 1, 2, ..., N; 

by, k= 1, 2, ..., N-1 
e, entdo, A, possuindo os autovalores ,, k= 1, 2, ..., N. 

e) Dados: b,.,, k= 1, 2, ..., N-1; 

dug k= 1, 2, ..., N, 

obter: d,, k= 1, 2, ...,N; 

jy, K= 1, 25,015.N=l 

e, entéo, A, possuindo os autovalores ),, k= 1, 2, ..., N. 
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f) Dados: a,, k= 1, 2, ..., N-1; 

dy, 
By, k= 1, 2, ..., NL, 

obter: dy, k= 1, 2, ..., N; 

e, ento, A, e dai, os autovalores i,, k= 1, 2, ..., N. 

g) Quando se pretende construir A ¢ # que seja nao singular, nao é necessdria 

que se fornega os autovalores i, # 0, k= 1, 2, ..., N que A deva possuir. Basta que 
se suponha que sejam diferentes de zero. 

Assim, dados: 

d,, k= 1, 2, ..., N-1, niimeros quaisquer 

a, #d,, k= 1, 2, ..., N-1 
N-1 

dy #- ya : 
jel 

obter: b,., k= 1, 2, ..., N-1 

e, entdo A, nao singular. 

Para se obter b,,;, k= 1, 2, ..., N-1 usa-se a estrutura de Blocos Diagonais. 

h) Analogamente, se se desejar construir A € ~, singular, fornecemos: d,, 

k= 1, 2, ..., N-1, mameros quaisquer 

a=, (t= 0), a#d, = 2,3,.., Nel 
N-1 

dy#- Dia,. 
jel 

b,=d,, 

calculamos: b,,;, k= 2, 3, ..., N-1. 

A matriz A € 4, obtida, sera singular por ter iguais a primeira e a segunda linhas. 

Estas sao, por assim dizer, as maneiras “naturais”de se fornecer dados para se 

construir A € # , tendo em vista o que dela se pretende. Outras, é claro, poderiam ser 
acrescentadas 4 lista acima, porém, sem nenhum ganho adicional quanto a eficiéncia ou a 

versatilidade. 

2.2.10- Propriedades adicionais a que satisfazem as matrizes A € 4. 

Antes de abordarmos o problema de explicitagao das inversas de matrizes A € #4, 
quando nao singulares (o que faremos no proximo Capitulo III), enunciaremos, sem 

provas, algumas das importantes propriedades a que satisfazem tais matrizes: 

1. Se A, B e 4e a, B sao escalares, entio,aA+BPBe Hx. 
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2. Se A, B €#,entéo AB, BAe #. 

3. SeA € #e A" existe, entio A'e 4. 

4. As matrizes Oy (matriz zero de ordem N) e Iy (matriz identidade de ordem N) 

pertencem a 4. 

5. Se A, B € 4e seh, 11 sao, respectivamente, autovalores de A e de B, entéo y= a A+ B 

é autovalor a A + BB, onde a, f sao escalares. 

6. Se A, B € #€ se u, v sao, respectivamente autovetores de A e de B, correspondentes 

aos autovalores A e pt, entiéo au+ By é autovetor de aA + BB correspondente ao 

autovalor aA + Bu, onde a, B sdo escalares. 

7. SeA € #, entéo A, Any € 4, onde A, ¢ Aq. so, respectivamente, as submatrizes 

de A de ordem k e (N-k), constituidas das k primeiras linhas e k primeiras colunas e das 

(N-k) ultimas linhas e (N-k) ultimas colunas de A. 

2.2.10.1- Exemplos: 

a) Sejam a=2; B=3; N=4. 

222 2 50 0 -4 A,=1 Hy, =4 
Re 13 2 -2 el! 40 -4 4, =2; p, =3 

1142 113 -4 Ay =) ps = 
a | 111-2 aA,=4 p= 

19 4 4 -16) y,=14= 2xl+3x4= 2A, +3p, 
18 4 - =13= = 2A 43B= 16} y,=13= 2x2+3x3= 2A, +3p, 

5 5 17 -16|’ y;=12= 2x3+3x2= 2A, +3, 
5 5 5 -4) y,=1l= 2x44+3xl= 2A, +3, 

(Propriedades 1. e 5.) 

b) Sejam A e B as matrizes do exemplo a) acima. Entio: 

12 8 4 -20 6 6 6 -14 

8 12 4 -20] - 2 10 6 -14 
AB= BA = 

8 6 10 -20 2 4 12 -14 

8 6 4 -14 24 6 -8 

(Propriedade 2.) 
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¢) Sejam Sejam N=4: 

412 -6 2 =1 2 6 
3.22 -6 . )3 0 -2 6 

A= ; At= 
3.13 -6 -3 -1 -1 6 
3.12 -5 i 

(Vide item 1.3, Capitulo I) 

(Propriedade 3.) 

d) Sejam A, B e 2A + 3B as matrizes do exemplo a) acima e sejam 

2 —4 

-1 -1 . 
u= 1 v= 1 os autovetores correspondentes, respectivamente, aos 

1 ol 

autovetores 1 =lep=4,deAeB. 

-8 

. -5 
Seja w= o autovetor de 2A + 3B, correspondente ao autovalor y=14 = 24 + 

-5 
3y, de 2A + 3B. 

Verifica-se que: w= 2u + 3v. 
(Propriedade 6.) 

Sejam U, V as matrizes de autovetores de A e de B: 

2 6 27 4 -4 -4 1 -8 -12 -16 5 
gel 8 Hg fet et tT ten | = Ot ale 
ee ea ee ~|-5 -10 -16 5 

“1 2 3 1 1 2 31 -§ -10 -15 5 

Entao: 

W = 2U + 3V éa matriz dos autovetores de 2A + 3B, correspondente aos 

autovalores y; = 2A; + 3p, i=1,2,3,4, deC = 2A + 3B. De fato: 
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CW=W.(AD, onde AI = 

19 4 4 -16\)(-8 -12 

5 18 4 -16)|-5 -12 

5 5 17 -16}}-5 -10 

5 5 5 -4/\-5 -10 

-112 -156 -192 

-70 -156 -192 

"| -70 -156 -192 
-70 -130 -192 

(Propriedade 6.) 

e) Sejam N=4; 

5 2 0 4 

3404 

A=|3 13 4 

3 12 5 

3.121 

2.2.10.1- Comentarios a respeito das propriedades enunciadas em 2.2.9. 

a) As propriedades 1., 2., e 3. afirmam que a classe 4 é fechada com respeito as 
operagdes de adigao, multiplicagao e inversio de matrizes e de multiplicagdo de 
escalar por matriz. 

b) A propriedade 6. permite que se construa matriz A € 4 que seja decomponivel 

140 0 0 
0 13 0 Of 
0 0 12 Oj’ 

0001 

-16 5) (-8 -12 -16 5 
-16 5| |-5 -12 -16 5 
-16 5] |-5 -12 -16 5 
-16 5) \-5 -10 -16 5 

55 
55 
55 
55 

2 
2 520 3 
2);A,=|3 4 0]; Ag =/2 
2 3.41 3 2 
6 

(Propriedade 7.) 

14 0 0 

13 0 

0 12 

0 0 

2 

2 

6 

em produto A= LU, onde L é matriz triangular inferior e U, triangular superior. 

c) As propriedades 5. e 6. sao, de certo modo surpreendentes, porque nao é verdade 
que toda e qualquer classe de matrizes as possue. Isto é, pode-se exibir exemplos de 
matrizes A e B tais que os autovalores e os autovetores de A + B nfo sao as somas 
dos correspondentes autovalores e autovetores de A e de B. 

As matrizes A e B: 
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5 1) (7 2 
A= (; ; (J ’ possuem, respectivamente, os autovalores A, = 6, 4, =2 

2 3 
en=8m=3eA+B=(1 3) -esautovalores 7, = (19 +%5)/2 e 

Y.= (1 9-85 ) /2 que evidentemente, nao séo somas dos correspondentes autovalores 

de A ede B. 

Ha outras classes de matrizes que satisfazem a propriedade 5., como, por 

exemplo, as classes das matrizes triangulares superiores ou inferiores, bem como os seus 

casos particulares, das matrizes diagonais e escalares. 

Quanto aos autovetores, temos: 

Matriz U dos autovetores de A, correspondente aos autovalores A, = 6, A, =2: 

(J U= 
1 - 

Matriz V dos autovetores de B, correspondente aos autovetores p,=8 e pt, =3: 

( Ve 
Jj = 

-( -~6 -6 } 11 =(19+-v85)/2 

~ \s-V85 5+85)" y, =(19-V85)/2 

Analogamente para A + B, 

Vé-se que nao ha qualquer relacao no que tange a operacao de adigao de matrizes, 

entre os autovetores de A, Be de A+B. 
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Capitulo 3 

3.1. Trataremos, neste capitulo, do problema de inversdo (determinagdo de inversas) de 

matrizes A € 4, da forma (2.2.1) satisfazendo (2.2.2), Mostraremos que esse problema 

é facilmente solucionavel. Mostraremos também que # contém sub-classe de matrizes, 
que sendo inteiras e inversiveis, possuem explicitas ou muito facilmente explicitaveis 
inversas inteiras. 

O problema da explicitag&o das inversas A’! (quando existirem) de matrizes A € #, de 

ordem N (N = 2, inteiro). 
3.2. 

Ja vimos que a inversa A' de A € # (se existir) também pertence a 4 (A™ € #4). 

Sabemos, além disso, que se A, # 0, k= 1, 2, ..., N sdo autovalores de uma matriz A 

inversivel, py, = 1/A,, k= 1, 2, ..., N so autovalores de A”. Por outro lado, A’ existe se e 

somente se det.A # 0 (det.A é 0 determinante de A). 

Assim, se X = A” existir, podemos escrevé-la sob a forma: 

Wi Yo Y3 Yo Yu Yn 

X, Wr Y3 Yq Yuu Yn 

XaAtal| Xt Xz Wa Ye Yuu Yn (3.2.1) 

X, X, X; X, Wy Yn 

XX, Xs OXy Xy-1 0 Wy 

com: 

Wi tyoty3+¥4t.-+Yn-1 + Yn = 
SX two ty3t+yqt.tyniy +Yy = 

=X, +X) +W3 4+ yqgt.4tYy tyn = 

sesssiseeesssecesseeeeessseesens (3.2.2) 
=X) +X $X3 4X4 +..+ Wy ty = 

1 1 SX +X, tXz3tXyt..tXyjtwy = 8S, = —-=— Sed 
S, =Ay #0 (an 

N 

eo N-esimo autovalorde A). 

De (3.2.1) e (3.2.2), decorre que os autovalores de X = A" sao dados por: 
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Ba = = Wy Xe = Wea Vers =L2,.,N 1 
de 

1 1 
=—=— 3:23 Hy hy Sy (3.2.3) 

(A, #0,k =1,2,...,V) 

Entdo, conhecidos os w,, k= 1, 2,..., N-1, podemos determinar os x, y;.;, k 

=1,2,...,N-L. 

Xy = Wy My = WE - 1 k=12,.,N-1 
k 

1 
Yiu = Wet — Bk = Wie 72K 1,2, (3.2.4) 

k 

Ay #0, k=1,2,...,N-1 
Nal Ay —by € 0 Wy =HN- DX, => nN =Hw 2 k Riyal 

Dai, o problema de explicitagdo de A" (se existir) se resume ao de se poder 

explicitar os elementos diagonais de X = A". 

Pode-se mostrar que se A é inversivel, isto é, se 

N 
det.A =[JA, #0 (3.2.5) 

k-I 

entéio os elementos diagonais de X = A", w,, k= 1, 2, ..., N, se exprimem pelas relagdes: 

  

  

wy = es (3.2.6) 
Ay Aw 

N 

4B" 3.2.7 "te hie eel} 

EY ae 3.2.8 ~~ a nc 5 i “Tay he ae 2,3,...N-1 (3.2.8) 

dj+ b; 

wy eB Oe 6.29)  



= Ancbw 3.2.10 
Aya Aw ( ) 

Wn 

e os de fora da diagonal, x,, y,.,, k = 1, 2, ..., N-1, por: 

x =e qk= 12 vay Nl (3.2.11) 

Yao = Wis 7 go> He Ma Wes K= 1, 2,0N1 G.2.12) 

Observacdao: As relagées (3.2.7) e (3.2.9) foram incluidas apenas para facilitar 0 cdlculo 
manual, com matrizes de baixa ordem N. 

3.2.1. Exemplos 

a) Sejam N=4e 

440 -5 

re 3.5 0 -5 

3 14 -5 

3 12 -3 

Autovalores: A, = 1; 4,=4;4;=2;4,=3 
det.A=A,.A2.A3 .A,= 2440. 

Logo, A € inversivel. Vamos calcular os seus elementos, pelas relagdes (3.2.6) a 
(3.2.12): 

  

  
  

wy, = 248 338g 
hiky 3 

db, +b, 40-5 11 
W,= + = -+——=— 

MA, AgA, 3 12-12 

  

w,aditbs , by 444-5 2 
Mada Aghy 12 6 12 
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1 11 1. 8. 116 1 10 
X, = -—=—--=—; = = = — == 
aaa a oD 8 2 Pp 

1 2 1 8 

0 -1 -5 10 
1/-12 11 -5 10 
12/-12 8 -2 10 

-12 8 -8 16 

X=A1= 

como se pode verificar, mostrando que I= XA = AX. 

  

b) Sejam N=4, 

222 -5 Autovalores: A, =1 

[3 2 -5il— hy = 2 

A=|1 1 4 -5]? Az =1 

1 1 3 -4 Ag =1 

det.A=2 40; 

Aywa,_ 1=1 d, , by +by 301 
= "50 5 wy =—b +3 4 22-=2-; 

Arg 1 Aidq ghey 2 2 

_d,t+b, by 45 8.4 _Agaby _1+5_ 12, 

Toly, Nghy 2b 2? Dgdy 2° 

8 1 ui) 10 
x= -1=-= 5 x, =0; Gt > Y2 a 3 Y3= 75 114 =, 

Logo, 
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0 -l -7 10 

xeate t[-2 1-7 10 
"" 3/-2 0 -6 10 

20 8 12 

Verificacao: calcular I= AX = XA 

  

  

c) Dados N=4 

2 2 3 =8 

acl? 3 3 -8 ;  Autovalores:A, =A, =A3 =1; 44 =-1 

“|1 2 4 -8 det.A =-L#0 
123 =7, 

We a on d, , baths _ 2 3-8 _, 
Ky Al Niky Akg ll 

di tbe, by =4 Big; yw, tere n8__, 
Rshy  Mady -l 1 Msg 1 

X\=W,-1=2-1=1 5 x,=w,-1=3-1=2 5 x;=w,-1=4-1=3 

Yx=W,-1=3-1=2 ; ys==W5-1=4-1=3 ; y,=w,-1=-7-1=-8 

Logo: 

2 2 3 -8 

sean. | 33 8 =k 

12 4 -3| 
12 3 -7 

como se pode verificar, calculando KA = AX = AA =I. 

Veremos, mais adiante. que esta é uma situagiio geral: 

se Ay =A. =.= Ay =leAy =-l, AT =A. 

Observacao: Vimos, entao, que se A € #6 inversivel sua inversa A’! é facilmente 
explicitavel. 

3.3. Explicitagao de inversas inteiras de matrizes inteiras A ¢ 4. 
Sabe-se que matriz inteira A possue inversa inteira se e somente se 

ABS(det.A)=1 G.3.1) 
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onde ABS(det.A) é 0 valor absoluto do determinante de A, det.A. 

Uma condi¢ao suficiente para que isso aconteca é que todos os autovalores de A, 

Ak =1,2,...,N, satisfagam a condigao: 

ABS(\,)=1, k=1,2,...,N (3.3.2) 

Esta condigao, entretanto, nao é necessaria, isto, é existem matrizes inteiras A, com 

ABS(det.A)=1 sem, contudo, terem todos os seus autovalores com valores absolutos iguais 
al. 

Por exemplo: 

23 0 8 -3 0 

A=|5 8 0] éinteira, com inversainteiraA'=|-5 2 0 

001 0 01 

0 que era de se esperar, pois seu determinante, detA=1. 

Seus autovalores 4, =5+2V6, 4, =5-2V6, A3 =1 

nao so todos, em valor absoluto, iguais a 1, mas seu produto, o det.A, é igual 1, em 

valor absoluto. 

Entio ABS(det.A)=1 nfo é equivalente a ABS(A,)=1, k=1,2,...,N. 

Porém, com as matrizes inteiras A ¢ +, ABS(det.A)=1 implica 

ABS(A,,) =1, k =1,2,...,N, pelo fato de A, sendo inteira, ter todos os seus autovalores 

inteiros e ABs(éet.4}ABS( [12] = TI(ABS(2,)) =1. 
k=1 k: =I 

Ent&o podemos enunciar o seguinte: 

Teorema 1: A € %, de ordem N (N 2 2, inteiro), inteira, tem inversa inteira, se e sé 

se ABS (2,)=1, k=1,2,....N onde 1, , k=1,2,...,N sao os autovalores de A. 

Como consequéncia deste Teorema 1, temos: 

a) Os autovalores py, = 1/A,, k= 1, 2, ..., N de A” (inteira) coincidem com os 
autovalores i,, k= 1, 2, ..., N de A (inteira). 

Isto é: 

Hy = Ay k= 1, 2,...,N 3.3.3) 

Dai: 

b) det.A!=det.A (3.3.4) 
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c) As relages para o calculo de inversa A’ de A € #, para o caso de A inteira com 
inversa inteira, se simplificam e se tornam: 

W, = Ay Ay (Ay > a) (3.3.5) 

N 
W2 =AjAyd +AgAy] Db; (3.3.6) 

3 

k-1 N 
Wy = Aner An | di + bj | + AKAN] Db; (33.7): 

) jek+l 

k= 2, 3, 4, ..., N-1 

N-2 
Wy-1 =An-2An] dy + 2D; + Ayan by (3.3.8) 

5 

Wy= Ayer Ay (Ay - by) (3.3.9) 

W.=Wwe- Ay, k= 1, 2, ..., N-1 (3.3.10) 

Dart = Wart Ag = Xe + Wat Wig K= 1, 2, ..., N-1 (3.3.11) 

Observagao 1: As relacdes (3.3.6) e (3.3.8) foram incluidas apenas para facilitar 0 
calculo manual, com matrizes de baixa ordem N. 

Observagao 2: Para cada escolha dos elementos diagonais d,, k= 1, 2, ..., N-1, 
podemos formar 2% sequéncias distintas, de N elementos cada, constituidas dos nimeros 

{1, -1}, 0 que corresponde ao numero maximo de matrizes inteiras A ¢ 4, de dada ordem 
N (N 2 2, inteiro), com inversas inteiras A’', que se pode construir, possuindo, como 

autovalores ,, k= 1, 2, ..., N, a sequéncia selecionada. 

Assim, por exemplo, para N = 6, para cada escolha de d,, k= 1, 2, ..., N-1, podemos 
construir um maximo de 64 matrizes inteiras de ordem 6 distintas, com inversas inteiras. 

3.4, Algumas escolhas de sequéncias de N autovalores (1 ou-1) que resultem em matrizes 
Ae # inteiras, com explicitas inversas inteiras, A‘! ou muito facilmente explicitaveis. 

LH A, = Ag = Aggy = 1b Ay eed. 

Construgao de A. a 
Dados: d,, k= 1, 2, ..., N-1, nimeros inteiros quaisquer, calcular: 

a= d,- A= dy-l, KI, 2,.., Nel 
N-1 Nel N-1 N-I 

dy = Aw 2a =-l- X (dy -1)=-1-(Sa, --0) =(N-2)- zd 
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Dyay = de> Ae = ya 1, k= 1, 2, ..., Nel 

N 

det.A = [Ja, =-1 
k=l 

Resumindo: 

a, = dy 1s Bysy = yyy “1, K= 1,2, «1, Nel 

dy= (N-2)- Sa; det A=det.At=-1. 
a 

Neste caso, temos inversa A” explicita, 

AT=A 
(vide item 1.2, Capitulo I) 

Prova (usando as relagdes (3.3.5), (3.3.7) e (3.3.8) a (3.3.11): 

Wy = Ay Any ny ~ a1) = (1 -a,) = (1+ ay) = d). 

kel N kel N 

Wy = Mer Ay [« + Ss) + ii $o] “ {a + Dbj+b, + DY dj- be 
je2 jn2 jsk+1 jek+l 

= (Ay- 6, =-(-1-b) =1+b,=d,, k= 2, 3, ..., N-1 

Wy= Anus Bay (Aye = By) = (oy ~ By) = (1 + By) = dy 

X= Wp Ay =de- 1 k= 1, 2). .0:N-1 

Yeeet = Weer - Ay = Aya “1 k= 1, 2, ..., N-1 

Resumindo: 

w, = d,, k= 1, 2, ..., N. 

X, =d,-1=a,, k= 1, 2, ..., N-1 

Yeo = Aor 1 = Dest 

Logo, A= A" 

Exemplo: N = 4, d\= 5; d,= 6; d, =-3; d= (4-2) - (5+6-3) = -6 
Ay = Ag =Ay = 1, Ay =-1. 
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55-4 7 
46-4 -7] | 

Mela 2g [2 
45 -4 ~6 

Assim A e A’ tém a forma (1.2.1), Capitulo I. 

2.0 Ay = Ay HAg =. = Ag =e); Ay = 1 

Construgao de A. 

Dados d,, k= 1, 2, ..., N-1, mameros inteiros quaisquer. 

Calcular: 

a = d= A= de +15 Des = dear - Ay = dea +1 

N-1 N-I N-I N-I 
dy =Ay- Yay =1- Y (dy +)=-(Se, +) =(2-N)- Yd, 

k=l k=l k=l k=1 

1, se N for impar N 
det.A = []A, = 

° ut {ie for par 

Resumindo: 

a,=d,+1, k= 1,2,...,Nel 
byt = dy +1, k= 1, 2, ..., Nel 

N-I 
dy = (2-N) - Xaus 

=I 

N 1, se N for i 
det.A=detAT= TA, =4 7° * JF Impar 

k=l —1, seN for par 

Neste caso temos, também, A" explicita, 

AT=A. 
(vide item 1.3, Capitulo I) 

A prova, por ser passo a passo idéntica a anterior (caso 1.)), sera omitida. 

Exemplo: N=4; d,= 5; ds= 4; d3= 3; dy= (2-4) - (5+4+3) = -14 
Ay = Ay =Az= -1; Ay= 1 
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5 5 -4 -13 

64 4 -1 
A= 3 =A! 

65 3 -13 
65 4 -14 

Assim A e A’, tem a forma (1.3.1), Capitulo I. 

3. A,=1, k= 1, 2,...,N. 

Construgao de A. 

Dados d,, k= 1, 2, ..., N-1, niimeros inteiros quaisquer. 

Calcular: 

a = d= A =~ 15 Best = dear Ay = dyer 1, k= 1, 2, ..., N-1 

N-I N-I N-I 

agg < Mag = 1S (Gy -)=1-(S4, -w-p) =N-¥d, 
k= k=l k=l k=1 

N 

det.A = []A, =1 
k=1 

Resumindo: 

a= dels Dey = da -l, k= 1,2)... Nel 

iL 
d=N- Yd 

=I 
det.A = det.At=1 

N: 

k: 

Neste caso, temos: 

We 2 -d,, k= 1, 2, ...,N; 

x= 1 -d, =-a, k= 1, 2, ..., N-1; 

Yeri= 1+ dys =-byay, k= 1, 2, ..., N-1. 

(vide item 1.4, Capitulo I) 

Prova: 

W, = Ay Ay (Ay - a) = (1 -a,) = 1 - d,- 1) =2-d, 

kel N 
Wy = Mer Aw [a + So) +h $s = 

= jek+l 

I 

kel N 
d,t+ Yb, +b, + Db; — by =Ay - b, = 1 - by = 1 - (dy - Ag) 

je2 jek+l 
L- dj+1=2-d, k=2,3,..,.N-1 
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Wy = Agus Bay (y= By) = (1 = by) = 1 -(dy- 1) =2- dy. 

X,=we- Ay = 2-d.-1L=1-d, k= 1, 2, ..., N-1 

Yor = Wert - y= 2-day -1= 1- dy, k= 1, 2, ...,N-1 

Resumindo: 

w, =2-d,, k= 1,2, ...,N5 

xX, =1-d,-=-a,, k= 1,2, ...,N-1 

Yu = 1-day =- bay, k= 1, 2, ..., N-L. 

Assim A tem forma (1.4.1) e A‘, a forma (1.4.3), item 1.4, Capitulo I, isto é, A’ é 
explicita. 

Exemplo: N = 4; d\= 3; d,= 3; d=5; d=4-(8+3+5)=-7 

3.2 4 -8 -1 -1 -4 8 

re 23 4 -8)— Kele 2 0 -4 8 

22 5 -8|’ 2 -1 -3 8 

22 4 -7 =2, -L -4 9 

4.0, =-1, k= 1, 2,...,N. 

Construgao de A. 

Dados d,, k= 1, 2, ..., N-1, ntimeros inteiros quaisquer. 

Calcular: 

N-I N-I 

a = de +15 er = dhatls dy =Ay- Yay = (n+ > 4] 
k=1 kel 

det Andee A —1, se N for impar 

. : 1, seN for par 

Neste caso, temos 

W, = -2-d,, k= 1, 2,...,N3 

Xx, - d, = -a,, k= 1, 2, ..., N-1;- 

Yuer= 1 ~ dey = -byy, k= 1, ..., N-1; 

(vide item 1.5, Capitulo I). 

   
     

A prova, por em tudo semelhante a do item 3., anterior, sera omitida. 
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Exemplo: N = 4; d\= 3; d= 5; d= 2; d= -(4+5+2)= -14 

ye dy H)g= y= el. 

3 6 3 -13 -5 -8 -3 13 

4 5 3 -13 4 |-4 -7 -3 13 
A= ; AU= 

4 6 2 -13 -4 -8 -4 13 

4 6 3 -14 -4 -8 -3 12 

Assim, A e A” tém, respectivamente, as formas (1.5.1) e (1.5.2) item 1.5, Capitulo 

I. Isto é, A é explicita. 

5. W=Ay=-l, =l, k=2,3,...,N-1. 

Dados d,, k= 1, 2, ..., N-1, ntiimeros inteiros quaisquer. 

Construir A. A tera a forma: 

dj G41 a.-1 we dyad dy-t 
dj+l d, d3-1 ... dyy-l dy-1 
dj+1 d,-1 4, .. 

A=|! : : (3.4.1) 

dj FL dy—1, dy-U ws dy dy-t 
dj+1 d,-1 dj-1 .. dyy-l dy 

Isto é, a, =d,+1; a,=d,-1, k=2,3,...,N-1 

b, =d, +1; by, =dy,-1, k= 2, 3, ..., N-1 
N-I N 

dy =(N-4)- Yidj;det.A=[]A, =detATt=1 
jel k=l 

Construgiio de A"'. A” terd a forma: 

—2-d,; w,+1 

-l-d, w2 3° Tae NA 

| -l-d, w.-1 
AU = cl | cl |...] cl (3.4.2) 

ee ala A 

-l-d,; w,-1 

-l-d, w,-1 

k* 

onde: w, = 2a, +d,;e | cl | designa a k-ésima coluna de A. 

A 
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Assim, A” é explicita. 

Prova: 

W, = Ay Ay (An - a:) = C1 -a,) = -1 - a, = -1 -(d, + 1) =-2-d; 
X= w,+1=-l-d,=-a, 

N 
W, = Ay Ay dy +Aghy Db) = d, - (0; +b, +... + by +d, +b) +d, + b= 

=) 
=d,-Aytd,+b,=2d,+1+d,+1=2 (d,+1)+d,=2a,+d, 

X= w,-1 

J. =w, +1. 

Para k= 3, 4, ..., N-1 

k-1 N 

We= Aca An {di + Db) | +AgAN] dj] = 
je2 jek+l 

k-1 N 

=-|d)+ Db) +b, + Dibj| +b =Aytb=-l+d+1=d, 
je2 jek+1 

Wy = Aya Ay (Ay - by) =~ (C1 - by) = 1 + by = 1 + dy - 1 = dy 

XH Wy- A =d.-l=a, k= 2,3,4, .. 
Yr Wye AH d-1=b, = k= 3,4, ...,N. 

Logo, a k-ésima coluna de A", k= 3, 4, ..., N, coincide com a k-ésima coluna de A e 
a primeira e segunda colunas de A’ sao como as mostradas em (3.4.2). 

Exemplo: N=5;d,= d= d= d= 4; dj=(5 - 4) - (4x 4) = -15 
   Ap =As =-1; d= d;=d,=1. 

W)= -2 -d, =-6; x, = w, -1 =-5; w, = 2a, + dy = 14; x, = w, -1 = 13. 

Logo: 

45 3 3 -16 -6 15 3 3 -16 

5 4 3 3 -16 -5 14 3 3 -16 

A=|5 3 4 3 -16/; A“'|}-5 13 4 3 -16 
5 3 3 4 -16 -5 13 3 4 -16 

5 3 3 3 -I5 =-5 13 3 3 -15 

6 A=Ay = 1, aed, k= 2,3,..,NeL, 

Dados: d,, k= 1, 2, ..., N-1, nimeros inteiros quaisquer. 
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Construir A. A tera a forma: 

d, d,-1 d3+1 dyitl dy+l 

dj-1 d, dg41 .. dyytl dy +l 
aa[aicl d+ ds dyj+1 dy +1 bank 

dj-1 d,+1 d341 dy dy +l 
dj-1 d,+1 d,41 dyitl dy 

a,=d,-1; a,=d,+1l;a,=d,-1, k= 3,4, ...,N-1 
by = d, = 13 bys = dyayt 1, K=2, 3,025 Nel 

N-1 1, se N for par dy=(4-N)- Yd,; det.A =det.A . 
= C ) 24 “ 2 (ee 

Construgo de A’. A” terd a forma: 

2-d, w,-1 

an W2 : 32 148 (N-D* ][N* 
- + Ata] 2 ** Satal.j) a fia G44) 
ee ala a R 

1l-d, w,+1 

1l-d, w, +1 

onde: w, = 2a, + d, = 2(d, -1) +d, 
x, =1-d,=-a, 
X&=W,t+1; y.=w,-lse 

ke 

cl | designa a k-ésima coluna de A. 

A 

A prova, por ser semelhante a do item 5. anterior, sera omitida. 

Assim, vemos que A” é explicita. 

Exemplo: N=5; d= d= d= dj=3; d= (4-5)-(3x 4) = -13 
Ap=As=1; w= Hl, k=2,04 
wy y=2-d,=-1; a,)=1- d,)=-2; w,=2a,+d,=7;x,=w,+1=8. 
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3244 -12 -16 4 4 -12 

234 4 -12 274 4 -12 

A=|2 4 3 4 -12]; A‘'=/-2 8 3 4 -12 

244 3 -12 -2 8 4 3 -12 

2444 -13 2844 -13 

7 m= 1, A=-1, k=2,3,...,N. 

Dados: d,, k= 1, 2, ..., N-1, numeros inteiros quaisquer. 

Construir A. A tera a forma: 

d,  d,-1 dy+1 .. dy ytl dy4l 
dj-l d, dy4+1 .. dy ytl dy4l 
d;-1 d,+1 d a 1 dy +l Aa=|" 2 3 ayecrl dy (3.4.5) 

dj-1l dj+1 d3+1 2. dy, dy +l 

d;-1 d,+1 dj+l .. dyj+l dy 

a,=d,-1; a=d,+1; k= 2,3, ...,N-l 
b, =d,-1; bu, =d, +1, k=2, 3, ..., Nel 

SI Nel 1, se N for i 
dy = Ay Fay =0-n)- "Says dena =aet. a] Pr mpar 

isl ai —1,se N for par 

Construgao de A. A" tera a forma: 

d, wo-1 -I-d; 2. -I-dy, -I-dy 
dj-1 ow, -I-d3 .. -l-dy, -I-dy 
d,-1 w,+l -2-d,; ... -l-d Sie Atal ol 2 3 na —l-dy (3.4.6) 

dj-1 w tl -I-d; .. -2-dy, -I-dy 
dj-1 wy+1 -I-d; ... -I-dy, -2-dy 

onde: 

w, =); w, - (2d, +d,); w=-2-d, k= 3,4,...,N. 
X= d,-1; x, =w, +1; x,=-1-d, =a, k= 3,4, ..., N-1; 
Y= W271; Wye =-1- dy =-by, k= 2,3,..., N-1. 

A 1* coluna de A" coincide com a 1* coluna de A. 
Logo, A" é explicita. 
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Prova: 

W, = Ay An Ay =a) = (C1 -a)=1+a,=1+d)-1= dy, 
x= d,-1. 

N N 

Wei Me Oy + haty( 3b)) =a + Db; +4, +b,-d,- b= 
j3 j3 

=-d, + Ay-d, - by =-2d, - 1-(d)- 1) =-2 d,-d, =-(2d, +d) 

X)= W “Ay = W, + 15 y2 = Wy -1 

Para k= 3, 4, ..., N-1: 

= Aaa Bey [a + Sb,)+iaan( 3b) - 
je2 kel 

k-1 N 

= dt Db +by+ Yb; -b,=Ay-be=-1-b, =-1 (d, +1) =-2-d, 
je2 jek+l 

Wy = Aner Ay oy ~ By) = Ay = by == 1 = by =-1 = (dy + 1) = -2 - dy. 

ew, t1= -2-d,+1=-1-d,=-a, k= 3,4, ..., N-1; 

Yur= Wer t 1 =-2- dy-1=-1-dp=-bay, 9 k= 2,3, ..., N-L. 

Exemplo. 

N=5; d= d= d= d=3; d=(2-5)-(3x4)= -15 
A,=1;a, =-1; k=2,3,..,N. 

w= 2 -d,=-2-3=-5, k=3,4, 
w= - (2d, +d,)=-9;  w,=-2+ 15 = 13; 

WE a k= 3,45 Yuu =-by, k= 2, 3, 4, 5. 

3.24 4 -14 3-10 -4 -4 14 

234 4 -14 2-9 -4 -4 14 

A=|2 4 3 4 -14/; A‘=]2 -8 -5 -4 14 

244 3 -14 2 -8 -4 -5 14 

24 4 4 15 2 -8 -4 -4 13 

8 0, =-1; A =1, k=2,3,..,N. 

Dados d,, k= 1, 2, ..., N-1, nimeros inteiros quaisquer. 
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Construir A. A tera a forma: 

d,  d)+1 d3-1 .. dyy-1 dy-l 
deel dy 43-1... dyg-T dy 

aa{@rth da-1 ds. dyy- dy-l aan 

dj+1 dy-1 dy-1 .. dyy-1 dy 
dj+1 d)-1 dj-1 ... dyy dy I 

a=d, +1; a,=d,-1, k=2,3,.., N-1 

b,=d,+1; b,=d,-1, k= 2, 3,...,N-1 
N N-I 

dy= Ay - Daj =(N-2)- Yd; 
el Fl 

det.A = det.A" =-1, 

Construgao de A’!. A’ tera a forma: 

d) wt! 1-d,; ... l-dy, I-dy 
dj+1 ow, I-d; 2. I-dyy I-dy 
dj+1 wy-1 2-d,; .. I-dy, I-dy 

Als (3.4.8) 

dj+1 w.-1 I-d, ... 2-dy, I-dy 
dj+1 w,-1 1-d; .. I-dyy) 2-dy 

onde: w, = -(2d, + d,) ; 

X= W)-l3y.= Ww, + 1. 

A primeira coluna de A™ coincide com a primeira coluna de A. 

X= 1-d,=-a, k=3,4,..., Nel. 
Yue= 1 - dye =-byy k= 2, 3, ..., Nel 
W, = 2- dy k= 3, 4, ..., N. 

Logo, A” é explicita. 

A prova, por ser andloga a do item anterior, ser omitida. 

Exemplo: 

N=6; d,=2, k= 1,..,5; ds-(6-2)- (2x5) =-6. 
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23 1411-7 2 -5 -1 -1 -1 7 

3 2111-7 3 -6 -1 -1 -1 7 

3 22 1 1b 7 = -1 - ae -ata[3 7 ° 17 
3 112 1 -7 3-7 -1 0 -1 7 

3 1112 -7 3-7 =1 +1 0 7 

3 1111 -6 3 -7 -1 -1 -1 8 

w, = -(2d, + d,)=-6; w,=2-d,=0; 
X= W,- 15% = -Ay = 3,4,5; 
Y= Wot]; Yue = ~dyas k= 2, 3,4, 5. 

9. N par. 

= 1, k= 1,3,...,N-L; 
My =-1, k= 2,4, ...,N 

Construgao de A. 
Dados d,, k= 1, 2, ..., N-1, numeros inteiros quaisquer. 

Calcular: 

a= d.-1, k= 1,3, .,N-1; ber =dyiel, k= 1,3,..., NL. 
aqdt1, k= 2,4,...,N-2; butdujtl, k=2,4, ...,N-2. 

N-I N-1 N=I 
dy=Ay- Ya, =-1- Yay --(¥4); 

k=l k=l 

1, N/2 fe detA=deA ? © me 
—1, seN/2 for impar. 

Neste caso, temos: 

a)w,=d,; x,=a,=d,-1 

Wy = dys Yn = by= dy -1 

Isto é, as primeiras e N-ésima colunas de A” coincidem com as correspondentes 
colunas de A. 

b) Para k, par, k= 2, 4, ..., N-2: 

k=l 

WwW, = (Sa, +4y} 
jel 

X=w, tl, y,=w,-l. 
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Para k, impar, k=3, 5, ..., N-1: 

kel 
w,=2 3d; +d, 

jl 

X= Wels y= Wel. 

A" nao é inteiramente explicita mas é facilmente explicitavel. 
Ae A" tém, respectivamente, as formas (1.6.1) e (1.6.7), Capitulo I. 

Prova: a) W, = Ay Ay (Ay - a) =-(-1 -a)) = 1 +a,=1+d,-1= d, 
X= w,-1=d,-1=a,. 
Wy = Awe An (Ay -by) =- (-1-b,) = 1+ by= 14+ dy -1 =dy 

Yn= Wy-l = dy. -1=by 

b) k=2, 4, ..., N-2 (k par) 
k=1 N 

Ree Maa a [a +3) +ieka| $e) = 
je2 jek+ 

k-1 N k-1 N-1 

= {a +So,)+ db; =a +¥))+( Xb, +b = 
5 J je2 jek+1 jek+ 

k-1 N-I N-I k-1 k-1 k-1 

2ay+ y 4)- 24, =-2 i728) dy =| 22d) +g 
jek+l jel j=l 

X= Wt]; y= wel; yy= wy-l. 

Analogamente, se mostra que, para k= 3, 5, ..., N-1, (k impar): 

kel 
w.=2 Yidj+d,. 

jel 

X=Wy-ls y,=w,t 1. 

Exemplo. 

N=6; d.=3, k= 1,2,..., 5. 
d, =- (3 x 5)=-15 
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3242 4 -16 3.10 16 -22 28 -16 

23424 -16 2 -9 16 -22 28 -16 

re 24324 -16 oe 2 -8 15 -22 28 -16 

242 3 4 -16|’ 2 -8 14 -21 28 -16 

24.09.43 -16 2 -8 14 -20 27 -16 

24242 -15 2 -8 14 -20 26 -15 

Ww, = - (2(d,) + d,) = -9; w; = 2(d, + d,) +d; = 15 

Wy = -(2(d, + d, + ds) + dy) =-21;  ws=2 (d, +d, +d; + dy) + ds = 27 

10. Npar; N=2m 

4 =-1,k=1,2,.., m=N/2. 

A, = 1, k= m+1, m+2, ..., N. 

Dados, d,, k= 1, 2, ..., N-1, ntmeros inteiros quaisquer. 

A tera a forma (1.10.1), Capitulo I, onde: 

a=d.+1, k= 1,2, ...,m; a,=d,-1, k=m+l,...,N-1. 

bw=dait 1, k= 1,2, ...,m; bywi=dyi- 1, k= mt, ..., N-1. 

d= Sa ~ Het A oder ASE 1, se m=N/2 for par 

N * je SEhek OSs 1, sem=N/2 for impar. 

Construgo de A’. A” tera a forma (1.10.7), Capitulo I, onde: 

e As m primeiras colunas coincidem com as correspondentes colunas A. 

e Acoluna de indice m+1, é obtida por: 

Wat = (2-N) - [2B +4 
i 

Xiwet = Wine = 15 Viner = Winer + 1. 

As demais colunas, por: 

Ww, =2-d,, k=m+2,...,N 

X,=w,-l=1-d,=-a,, k=m+2,...,N-1 

Yer = Wee b= 1-day =-by k= ntl, ..., N-1. 

Assim, A" nio é explicita mas é facilmente explicitavel. 
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Prova: 

W, =A, Ay (Ay - a) =-(1 - a,;) =a,-1l=d,+1-1=d, 
y= wt lad,+1 

Para k= 2, 3,..., m. 

Ww, "i
 = hey hh «(a +, j} +rrn( E05) = 

= {a Be) 3 Xb; -{a +Eb,)+0. = 
je2 jek+ i 

=-Ay tb, =-1+b,=-l+d,+1=d,. 
X= wetl=d+1l=a, k=2,3,...,m 

Yeo = We t1 = det 1 = bar, k= 1,2,...,m-1. 

Para k= m+2, ..., N-1 

kel N kel N 
= Dar An (« + So] ba ¥,] -(« of So} 2b; -| a ‘ : 

W, 

jek+l 2 jek 

N 

= 7 bBh b, =Ay- b, = 1 - (d,-1) =2 d, 
je2 

= Awa Ay ny - by) = (1 -b,) = 1 - (dy- 1) = 2 - dy 
C2 w.,-1=2-d,-l=1-d,=a, k=m+2,...,N-l. 
Yuet = Wye l= 2-dyy-1=1-duy=-bay, ke m4, ..., Nel, 

Para k = m+1, 

b tigutn( 3 Dan iJ 
jem+2 

Want = Aim Ao (a+ 

n
u
 

= {as B 4, +¢m—p)+[ 34, -cm-n)={$4,+-}+ 
j jal j=2 j=m+2 

+ [ S4, dy ~m-n}=-(+34 ~(m-] + 
ia jem+2 

+( ¥ ‘d -¥4 ~m-p}= (84, +@-»}-($4,+@-»)= 
jemi? jal jal 

- {25 d; #261) +d} -2(m-1)- [2B + 4m] = 
jel 
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=(2N) (284, +d] 
jl 

Exemplo. 

N=6; d=3, k=1,2,3,4,5.; m=3 

d= -(5 x 3) =-15 

3.44 42 -16 3.4 4 -24 -2 16 
43442 -16 43 4 -24 2 16 

au|t 4 3 4 2 -16) 4, _]4 4 3 -24 2 16 
44 4 32 -16]’ 44 4 -25 2 16 
4442 3 -16 44 4 -26 -1 16 
44422 -15 444 2% 217 

e As trés primeiras colunas de A” coincidem com as correspondentes colunas 
de A. 

ewe (2-6) - (2(3 x 3) +3) =-25; xy =wy-1=-26; ys=w,y+1=-24 

© w=2-d, k=5,6; xs=-a;=-2; ys=-2;  ye=-do= 16 

3.5. Roteiro para a construgao de matrizes A € A, inteiras e de suas inversas A” inteiras. 

Ja vimos que, para cada ordem N (N 2 2, inteiro) e para cada sequéncia dos 

elementos diagonais d,, k= 1, 2, ..., N-1, pode-se construir um maximo de 2" matrizes 

inteiras A € 4, com inversas inteiras A’. Assim, € impossivel se tentar explicitar, de 

maneira geral, todas as possiveis inversas, para uma dada ordem N elevada. Primeiramente, 
pelo seu grande numero (para N= 10, seriam 1024), segundo, porque formas gerais de 
inversas dependem, na maioria das vezes, da ordem N de A (N par, N impar, N= 3m, etc.) 

e formas gerais que independem de N sao em ntimero pequeno e fixo, dentre o total de 2N 

(que cresce exponencialmente com N) de inversas possiveis. Algumas dessas formas de 
inversas, independentes de N, foram exibidas em itens anteriores deste Capitulo (A, = 1, 
k= 1, 2,...,N-1; Ay=-1,%,=1, k= 1, 2, ...,N, etc.). Assim, o que podemos fazer, é 

estabelecer critérios gerais, que independam de N, que nos permitam, dado N, a 
sequéncia d,, k= 1, 2,...,N-1 e a sequéncia dos autovalores A,, k= 1, 2, ...,N de A, 

construir A’, sem termos que recorrer, a cada vez, as relagées (3.3.5) a (3.3.11) para o 
calculo de seus elementos. Desse modo: 

Sendo A,, k= 1, 2, ..., N autovalores de A, tais que ABS(A,) = 1, k= 1, 2, ..., N,e 

tendo em vista as relagdes (3.3.5) a (3.3.11) para a obtengdo dos elementos de A’, podemos 

considerar os seguintes 14 casos para a determinac&o de inversas inteiras de matrizes 
inteiras A € 4. 

¢, - Se A, Ay =-1, entdo a primeira coluna de A™ coincide com a primeira coluna de A. 

Prova: a)A,=1, Ay =-1. Neste caso, a, = d, -1. 
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De (3.3.5) obtemos, sucessivamente: 

Ww, =A, Ay (Ay- a)) =-(-1 -a,) =1+a,=14+d,-1=d,. 

De (3.3.10), obtemos, entao: 

X, =w,- A, =w,-l=d,-l=a,. 

Logo, sendo w, = d, e x, = aj, a primeira coluna de A” coincide com a primeira 
coluna de A. 

b) A, =-1; Ay = 1. Nesse caso, a, = d, + 1. Entéo: 

  

W, =A, Ay (Ay -a,) =-(1 - a) =a, -l=d, + 1-1=d, 
x, =w, - A, =d, --l) =d, +1 =a). 

Sendo w, =d, € x, =a,, a primeira coluna de A™ coincide com a primeira coluna 

de A. 

Exemplo: 

1. Seja 

2141 -5 Ay = 

12 1 -5 A, =1 
A= 

112 -5 Az =1 

111 -4 Ay =-l 

Entao: det.A =-1 

(A inversa inteira de A existe). 

Como A, A, =-1 a 1* coluna de A” coincidira com a 1* coluna de A. De fato, 

2 1 1 -5)[2 x Lox & x 

Agi 12 1 =5) 0 = x} _|0 x x x 

112 -5//}1 x Ox x x 

11 1 -4}}1 xX xX O x x x 

¢, - Se Ay.; Ay =-1, entdo, a N-ésima coluna de A™ coincide com a N-ésima coluna de A. 

Prova: a) Ay., = 1; Ay=-1. Neste caso, by = dy -1. 

De (3.5), obtemos, sucessivamente: 

Wy = Ayer Any (Ay - by) = -(-1-by) = I+by = 1+dy-1 = dy 

Yn = Wy > Ay = dye = by 

84



b) Ay.) =-1; Ay = 1. Neste caso, by = dyt1 

Entao: 

Wy = Ane An (Ay ~ by) = -(-1-by) = by -1= dyt+1-1 = dy 

Yu = Wy - Any = dy tl = by 

Sendo wy = dy € yy = by, a N-ésima coluna de A™ coincide com a N-ésima coluna de A. 

Exemplo: 

2. No exemplo 1), acima, A; A, = -1. Logo a ultima coluna de A", coincide com a Ultima 
coluna de A. De fato: 

211 5-5 2x x -5 lx x 0 

AAte 121 -5 I x ~ +5 _ 0x x 0 

112 -5 1x x -5 0x x 0 

1141 -4 1 x x -4 0 *& x 1 

;- Se Ay) Ay= Ay Ay =-1, ent&o a k-ésima coluna de A” coincide com a k-ésima coluna 
de.A, k=2,3,..., N-1. 

Prova: a) \,., =A = 1; Ay =-1 

Neste caso, a,=d,-1; b,=d,-1 (a, = b,) 

De (3.3.7), obtemos: 

Wy = Agey Any (dy + By +... + Dy) + Ay Any (Dyay He. + Dy = 

=-(d) tb, +..+b.) +b, +b) + by) = 
=-(dt+b,+...+b., +b, + by) + by- b= 

=- (Ay - b, ) =-(-1-b,) = b, +1 = d,-1+1 = d, 

X =wp- A =d,-l=a 

Vi = Wem Agr = dk > 1 = b, = a 

Logo, sendo w, = d, € X, = y, = a = b,, a k-ésima coluna de A" coincide com k-ésima 
coluna de A. 

b) Au = Ay = 1; Ay = 1. 

Neste'caso,a,=d,+1 e b,=d,t+1l;a,=b, 
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De (3.3.7), obtemos: 

Wy = Arcs Any (dy + byt 1. + Dy) + Ay Ary (Dyer Fe + By = 

=-(d) tb, +... +b.) + by t..+ by) = 

= (dy + by Hane + Day + Dy + Dy FF By > BY= 

= Ay = b,) = -Cl-b,) = -(1-d,-D= dy 

X= We- y= d+ 1 =a; 

Yea Wa Hd + labs xX, =y, =a, = by 

Dai, a k-ésima coluna de A’! coincide com a k-ésima coluna de A. 

Exemplo: 

3. No exemplo 2) acima, temos: 

Ay Ay=-1 € AQ Ay =e 
Ag hg =-1 € A344 =-1 

Entdo, as 2° e 3° colunas de A” coincidem com as 2* e 3* colunas de A, 
respectivamente. 

De fato: 

211 -5;/[/x 11x x 0.0 

AAYS 12 1 -5//x 2 1x _|*x 1 0 x 

lt 2 =<Si/x 12 & x 01x 

1 11 -4//x 11 x x 00x 

Dos casos ¢}, ¢, € c;, acima, decorre 0 caso: 

ce, - Se Aj Ay =-1,j = 1, 2,..., N-1 

ou, equivalentemente, 

SAH Ay = Any = Le Ay =-1 

ou 

se Ay =A) =... = Ay =-lAy= 1 

entdo, a inversa de A"' de A coincide com A. 
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Exemplo: 

4, Sejam N =5; 

52 4 3 -13 

6 1 4 3 -13 

A=(6 2 3 3 -13];4, =A, =A3 =A, =-1; 4; =1 

62 4 2 -13 

62 4 3 -14 

Dai, A' = A, como se pode facilmente verificar. 

es- Se A Ay = 1, com A, = Ay = 1, ento: 

w, =2-d,; x, =-a,. Neste caso, a, =d, -1. 

Prova: 

Wy = Ay Aw (Aw - a1) = (1 - a,) = 1- (d, - 1) =2-d, 
% = Ww, -4,=2-d)-1=1-d,= ,-1)=-a, 

¢- Se Ay, Ay = 1, com Ay.) = Ay = 1, entéo: 

Wy =2-dy3 Yy = -by. Neste caso, by = dy -1. 

Prova: 

Wy = Aya Ay Cay > By) = (1 ~ by) = 1 - dy = 1) = 2 - dy 

Y= Wy Ayu = 2 dy = 1 1 dy == (dy = 1) =-by 

Exemplo: 

5. Sejam N = 4 

5 2 5 -ll] A,= 3 x x il 

4 3 5 -ll} A, =1 ~ | x x Ll 
A= ; Ate 

4 2 6 -ll] A;=1 -4 x x il 

42 5 -10] A,= -4 x x 12 

w,=2-d,=2-5=-3 

X, =-a, = -4 

Wy = 2 - dy = 2 - (-10) = 12 

Yu=-dy=-C11) = 11 
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€- Se Ay. Ay = Ay Ay = A Ay = 1, com Ay.) = Ay, = Ay= 1, entéo: 

W,=2- dy; X, =-a5 ¥, =-b,. Neste caso, 

a,=d,-1;b, =d,-1; (a,=b,), k= 2, 3,...,N-1 

Prova: 

Wa = Age Any (dy + Bat on + Dut) + ag Any (Dyer + os + By) = 

= (d) +b, +... + Dyas +B, + Day +. + Dy - by) = 
=dy-b,=1-b,=1-(d,- 1) =2-d, 

X, = Wy- A, = Ww, - 1=2-d, -1=-(d,- 1) =-a, 

Yu = Wy > Ag = 2 - dy, - 1 =~ (di, - 1) =-b, = ay = YR) 

Exemplo: 

6. Na matriz A do exemplo 5. anterior, temos: 

Ay Ay= A. Ay=1,com A,=A,= AV=1 

e 

Ag Ay = Ag Ay = 1, coma, =A; =A, =1 

Logo, 

Roo2 —5 x w, =2-d, =2-3=-1 

ae ol =l -3 & X) =y, =-2=-a, =-b, 

x -2 -4 x w; =2-d,; =2-6=-4 

x —2 -5 x X3 =y; =-S=-a, =—b, 

eg- Se A, Ay = 1, com A, = Ay =-1, entio, 
Ww, =-2-d,; x, =-a). Neste caso, a,=d,+1. 

Cy- Se Ay.) Ay = 1, com Ay.;= Ay= -1, entio, 
Wy =-2- dy; Yy=-by. Neste caso, by =dy +1. 

Cig Se Ay Ay = Ay Ay = 1, com Ay, = 4, = Ay=-l, entiio, 
W.=-2-ds x =y, =-a,=- b,. Neste caso, 

a, =b,=d,+ 1. 
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As provas de cg, Cy € Cy) Sao andlogas as dos casos Cs, C, € C7, anteriores. Por isso, 

deixam de ser feitas. 

Exemplo: 

7. Sejam N =4 

5 3 5 -14 
625 -14 Avg =1, com A, =A,4 =-1 

A= = en A2A,4 =1, com A, =A, =-1 

63.5 -15 A3h4 =1, com A; =A,y =-1 

Dai, 

-7 -3 -5 14) w,=-2-d,=-2-5=-7, x, =-a,=-6 

-6 -4 -5 14) w,=-2-d,=-2-2=-4; x, =y, =-a, =-b, =-3 
Als 

-6 -3 -6 14) w,=-2-d,=-2-4=-6 x,;=y;=-a; =-b; =-5 

-6 -3 -5 13] wy=-2-d,=-2+15=13; y,=-b, =14 

Decorre dos casos ¢,, ¢, € C;, 0 seguinte caso: 

€,,- Se A, = Ag=... = Any = Ay= I, ent&io ainversade A'deAe 4 

d, a, a3 .. ayy ay 2-d, -a, a; ay 

a, d, a3 .. ayy an a; 2-d, -a; .. ay 

a, a, dz; .. a a. -a —a 2-d3; ..  -a Az=|7! 32 % Nl AN] gata 1 2 3 N 

a, a, a; ... dyy ay -a, az a; 0... = aN 

a; a, a; .. ayy dy —ay —a, —a, .. 2-dy 

onde, aj=dj-1, i=1,2,..,N. 

Exemplo: 

8. Na matriz A, do exemplo 5. acima, temos A, =A, =); =A,= 1. 

Dai, 
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—3 =2: =6 11 

ai.[4 23 0 
~{-4 -2 -4 11 

4 -2 -5 12 

Dos casos Cg, Cy € Cj, obtem-se: 

C1 Se Ay = Ag =... = Ay. = Ay=-l, entiio a inversade A'deAe 4. 

d, a, a3; .. ayy ay 

a, d, a; .. ayy an 

a, a, dz; .. ayy ay 
A= é 

a a, a; .. dyy ay 

a a, a; .. ayy dy 

-2-d, 7a, an ay 

a, —2-d, —a; —ay 

joes “ay a, -2-d; an 

a, —a —a; —ay 

—a; —a, —a; -2-dy 

coma =d+1, i=1,2,.. 

  

Exemplo: 

9. Vide exemplo 7. acima. 

Cy3- Sey Ay=1 e A, Ay=-1, entao, 

Wy = (dy + by +... + Bua) - (Duar +. + By) = S, 

X= Wee Ags Ya = Wi > Meet 
k =2, 3, ..., N-l. 

Cy Se Ay Ay=-l e€ Ay Ay=1, entio, 

Wy = (Bye) +. + By) - dy +b, +... + B,4) = -8, 
X= Wer Ags Ye = Wi Me - 
k=2, 3,..., N-l. 

As provas de c,; € c,, seguem a linha das anteriormente feitas. 

90



Exemplo: 

10. Sejam N = 5 

5.23 5 -14] A,=l 3 10 -15 23 -14 
43.3.5 -14] 2,=-1 -4 11 -15 23 -14 

A=|4 4 2 5 -14/; 4;=1 ; At=/-4 12 -16 23 -14 
44 16 -14] A,=-1 -4 12 -17 24 -14 
4417 -15} As=l ~4 12 7 25 +15 

AiAs=1 © Aghs=-l wy =d,—-(b, +b, +bs) =5-(34+5-14)=11 
Aghs=—-l © Aghs=1 wy = (by +bs)—(dy + by) = (5-14) -(5+2) =-16 
Ashs=1 e Aghs=—l wy =(d, +by +b3)—(b5) = 10414 = 24 

3.6. Algoritmo para construgao de matriz inteira A € 4, cuja inversa A” é inteira. 

A construgdo de matriz inteira A ¢ 4 cuja inversa A" é inteira, segue os seguintes 
passos: 

a) Escolha da ordem N de A. 

b) Escolha dos N-1 elementos diagonais de A, dj, d,, ..., dy. 

c) Atribuigao aos autovalores ;, i= 1, 2, ..., N de A, dos valores 1 ou -1. 

d) Calculo dos elementos a;, i= 1, 2, ..., N-1, de A, que ficam abaixo da diagonal 
principal. 

e) Calculo do elemento diagonal dy de A, 

dy = Ay = (@) + a) +... + ay) =H 1 - (a +a) +... + ays) 

f) Calculo dos elementos b,, j= 2, ..., N, de A, que ficam acima da diagonal 
principal: 

b =a, +d)-d,.=d;-A,,,j=2,3,..,N. 

Construida a matriz A, passa-se 4 construgdo de sua inversa A", de acordo com os 

casos C, a C\4, resumidos e reordenados de maneira conveniente no RECEITUARIO 1, 
abaixo: 

3.7. RECEITUARIO 1: 

Caso Al - Se A; Ay =-1, a 1° coluna de A™ coincide com a 1* coluna de A. 

Caso A2-Se A, Ay=1, com A, =Ay=1, w, =2- dy; x, =-a, (a,=d, -1). 

Caso A3 - Se A, Ay =1, com A, =Ay=-1, w, =-2- dj; x, =-a, (a=, +1). 
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Caso A4-Se A, Ay= A, Ay=-1, ak-ésima coluna de A™ coincide com a k-ésima coluna 

de A, k= 2, 3, ..., N-1. 

Caso A5 - Sey. Ay =A Ay=1, com A =A, = Ay=-l, 

Wy = -2 = dys Xq = Y= a= by (a = d, +1) 

Caso A6 - Se A, Ay=1 CA Ay =-l, 

Wy = (dy + by + Bs +... + yr) = (Djs + Dyas + -- + by) = Sy 

X= Wao As Ya = Wet Ag 
k=2, 3, ..., N-1. 

Caso A7-Se Ay, Ay=-loe mye A= 1, 
W, = (bg. + «- by) - (dy +b, +b; +... + b,,) = -8, 

X= Wyn Aas Ye = We 7 Ag 

Caso A8 - Se Ay; Ay = Ay Ay=1, comA,=Ay=1 

Ww, = 2- dy5 x, =~ a5 Y= -bys 
(a, = d,- 1; b,=d,- 1, (@, =); 
k=2,3,..., Nel. 

Caso A9 - Se Ay.) Ay=1, com Ay.) = Ay = 1, Wy = 2 - dy 3 Yy = -by (by = dy - 1) 

Caso A10 - Se Ay, Ay = 1, com Ay.) =Ay=-1, Wy =-2- dy; yy =-by (by= dy + 1) 

Caso All - Se Ay. Ay =-1, a N-ésima coluna de A” coincide com a N-ésima coluna de A. 

Caso Al2 - Sed, =1, k=1,2,...,N-1; Ay=-1, AT=A 

ou 
Sea, =-1, k= 1,2,...,N-1; Ay=1, AT=A. 

Caso A13 - Se A, = 1, k= 1, 2, ..., N ainversa A" de A é explicita e se tem: 

d; a, a; .. ayy ay 2-d, -a, —a; ay 

a, d, a3; .«. ayy ay -a, 2-d, -a; .. ay 

a, a, dz; .. ayy, a a —a. 2-d,; ..  -a Ae 2 G3 Na ANT. got 1 2 3 N 

a; a, a3; .. dyy ay —a, a, a; «. ay 

a a, a; .«. ay, dy —a, a ay «az 2-dy 

a,=d,-1, k= 1,2,..,N.



Caso Al4 - Se A, =-1, k= 1, 2, ..., N, A” € explicita e se tem: 

d; a, a; .. ayy ay —2—-d, 

a, d, a3 .. ayy ay —a, 

a a, dy. ayy an] Ate; 

a; a a3; .. dyy ay —a; 

a, a, a3; .. ayy, dy —a, 

a=d,+1, k=1,2,...,N. 

%, 
~2-d, 
=a 

a, 

a, 

i 
~i, 

-2-d, 

—a; 

-a; 

“ty 

-2-dy 

Para facilitar a consulta ao RECEITUARIO 1 para a construgio de A‘, é 
conveniente que se organizem os produtos dos autovalores em grupos, para a obteng4o, em 
sequéncia, das sucessivas colunas de A”, como exibido abaixo: 

Ay Ay = 

Ay Aw = 3 Ag Ay 

Aa Ay = 5 Ag Ang 

Ayer Ay SA Ay= 3 k= 2,3,..., Nel 

Dover Any = 

Os exemplos seguintes usam esta técnica: 

Exemplos: 

10.a) N=5 

b) d,=5; d,=7; d,=4; d,=9 
©) Ay = 152, =-15 43 =A, = 1545 =-1. 

a) 

a, =d,-A, =5-1=4 

a, =d,-A, =7+1=8 

a; =d;-A3; =4-1=3 

a, =d,-A, =9-1=8 

€) dy = Ay - (a, +a, +a; +a,) =-1- (4484348) =-24 

f) 

b, =d, -A, =7-1=6 
bs; =d;-2) =441=5 
by =dy—2; =9-1=8 

bs =d; -A, =24-1=-25 
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Dai, 

  

5 6 5 & +25 5 -18 29 8 -25 

47 5 8 -25 4 -17 29 8 -25 

A=|4 8 4 8 -25]; AT=/4 -16 28 8 ~25 

48 3 9 -25 4 -16 27 9 -25 

48 3 8 -24 4 -16 27 8 -24 

Ay =1;a,=-1; AHL AHL; A =-1 Ag As = 1; A; As =-1 (caso A6) 

Ay As=-1 (caso Al) Ag As =-15 Ay As =-1 (caso A4) 
Ay As= -13 4, A5= 1 (caso A7) dy As = -1 (caso All) 

11. a)N=5 

b) d)= d,= d;=d,=5 

C)A= A= As=-1; Q= AVAL. 

ay dp yp =< B41S 
a, =d,-A, =5-1=6 

a; =d;-A; =5+1=6 

a,=d,-A, =5-1=4 

e) ds=As- (a, +a, +a, +a.) =-1-(6+4+6+4)=-21 

d) 

by =d, -A, =54+1=6 
b; =d,-2, =5-1=4 
by =d4—A3 =54+1=6 

bs =ds —Ay =-21-1=-22 

Dai, 

5 6 4 6 -22 -7 18 -18 38 -22 
65 4 6 -2 -6 17 -28 38 -22 

A=|6 4 5 6 -22}; A'=/-6 16 -27 38 -22 
6465 -2 6 16 -26 37 -22 
646 4 -21 -6 16 -26 36 -21 

My =-1;a,=1; Ag=-1;4,=1; A, =-1 
Ay As=1, coma, =A;=-1; (caso A3) 

As = -132,A5= -1 (caso A6) 
As = -154345= 1 (caso A7) 
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As As= 13 44A5=-1 (caso A6) 

Ag As = -15 (caso All) 
12. a)N=5 

b) d,= 6;d,=-4; d,;=-6;d,=5 
C)A,= y= Ag= AQ= ASHI. 

a, =d,-2, =6-1=5 
a) =d, -A, =-4-1=-5 
a, =d,—-2, =-6-1=-7 

ay, =d4-Ay =5-1=4 

qd) 

€) d= As (a, +a taj +a)=1-(5-5-744)=14+3=4 

by =d)-2, =-4-1=-5 
b; =d;-2) =-6-1=-7 
by =d,—-A3 =5-1=4 

b; =d;-Ay =4-1=3 

(b; =a;, j= 2,3, ..., N-1, como era de se esperar - caso A13) 

Dai: 

6 -5 -7 4 3 457-4 -3 

5 -4 -7 4 3 -5 6 7 -4 -3 

A=|5 -5 -6 4 3/; AT=|-5 5 8 -4 -3 
53-5 -7 5 3 -5 5 7 -3 -3 

5 -5 -74 4 5574 2 

A, = A= 4F= A= AZS=1 (caso Al3) 

13. a) N=5 
b) d, = d,= d,=d,=8 
OA = = A= Y= AS=HL. 

d) a, =a, =a,=a,=8+1=9 
e) b, =b, =b, =9 
f)d,=-1-4x9=-37;  bs=d,-A,=-37+1=-36 

Dai, 

89 9 9 —36 -10 -9 -9 -9 36 

989 9 -36 -9 -10 -9 -9 36 

A=|9 9 8 9 -36/; A'=|/-9 -9 -10 -9 36 
999 8 -36 -9 -9 -9 -10 36 

999 9 -37 9 -9 -9 -9 35



ay =dy-hy =5-1=4 
€) d,=A5- (a, ta, +a, +a.) =-1-(1+24+3+4)=-11 

f) b, =a, =2; b;=a,;=3; b,=a,=4; bs =d,-A,=-11-1=-12 

Dai, 

-12 

-12 

-12 

-12 

fl W
w
W
 
R
w
 

w 

h
u
n
t
 

R
H
 

Ay = A, = As= A¥V=13 AS=-1 (caso Al2) 
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4.1. 

4.2. 

Capitulo 4 

Introduziremos neste Capitulo, a subclasse @c 4, das matrizes C, de ordem N 

(N 2 2, inteiro), onde # é a classe das matrizes A da forma (2.2.1), satisfazendo 
(2.2.2), do Capitulo II. Estudaremos os problemas de autovalores e de inversdo de 
tais matrizes, bem como estabeleceremos condigées para que, sendo C € @ inteira e 
inversivel, tenha inversa C"' inteira, facilmente explicitavel. 

Se em (2.2.1), Capitulo II, exigimos que os d,, k= 1, 2, ..., N sejam todos iguais, 
digamos, a c,, de: 

dy, + Der = a + dys k=, psy Nel, 

obtemos: 

Cy + dg =a tC), k=1,2,...,N-L} (4.2.1) 

Se pusermos: 

Chat = A = Dysts 

obteremos a classe @ das matrizes C, de ordem N (N = 2, inteiro), da forma: 

C) Cy Cz .. Cyy Cy 

Cy Cy Cz «. Cyy Cy 

Co Cz Cy «. Cyy Cy c=/? % Nel (4.2.2) 

Co Cz Cy « Cy Cy 

Cy Cz Cy «. Cy Cy 

onde ¢,, k= 1, 2, 3, ..., N, sao miimeros quaisquer (inteiros, racionais, reais ou complexos) e 

a soma dos elementos de cada linha de C é um numero fixo S,, 

N 

Sc = Ye (4.2.3) 

para cada matriz C € @. 

A sequéncia SG, = {¢, C, ..., Cx.1, Cy}, que constitui a primeira linha de C € @, sera 

chamada de “sequéncia geradora de C”, SG,. Da matriz C, diz-se que é gerada pela 
sequéncia SG,. 

De (4.2.2) e (4.2.3) e de (2.2.3) e (2.2.1.1), Capitulo II, resulta: 
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a) Os autovalores de C € @ serio dados por: 

Ag =Cp—Cyyy, k=1,2,...,N-1 
N 

An =Se = Xe 
(4.2.4) 

e, em consequéncia de (2.2.3.1), Capitulo II: 

b) Os autovalores de C € @, correspondentes, respectivamente, aos 

autovalores A,, k= 1, 2, ..., N, séo os vetores v,, k= 1, 2, ..., N: 

N 

x “a 1 
k=4 

  

2c N on 1 
-c, De cn 1 

ked c 

= I. me . N . it a “= v, =| —&2 bv, = -(c, +c) bYs Ye, Sees VN = z SVy =| 1} (4.2.5) 

—e, me kes 2 : 
: (62 +65) —(c, +¢, +¢,) Cy : : : < : 

ly = . — 2% ik 
(ey) —(c, +c; +¢,) k=2 

Decorre de (4.2.4) que: 

c) O determinante de C € @, det.C, é dado por: 

N N 
det.C = [JA, =[](c, eae} k=1,2,...,N (4.2.6) 

k=I j=l 

Exemplo: 

1. Sejam N= 4: 

5 4 3 2) Autovalores A, =5-4=1 

en 4 5 3 2) Ay =5-3=2 

“14 3°55 2) 43 =5-2=3 

4325 Ng = (4434245) =14. 

Autovetores: 

9 5 2 1 

—4 5 2 1 
MFT ap V2 =| 4p V3! 4) Va} 

-4 -7 -9 1 

como se pode verificar, calculando: 
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AV=V(AJ), onde V=(v, Vv, V3 Vs) € 

4 0 0 0 
0% 0 0 

Al= . 
0 0 A, 0 
0 0 0 ry 

4 
det. C= []A, =1.2.3.14=84. 

k= 

Assim, 0 problema de autovalores de C € @é facilmente solucionavel. 

4.3. Propriedades. 

a) Se C,, C, € @ & se a, a, sdo escalares > a, C, +a, C, € @. 

Isto é, @ é fechado relativamente as operacdes de multiplicacao de matrizes e de 

multiplicagao de escalar por matriz. 

b) Se A,, 14, so, respectivamente, autovalores de C, € @ ede C, € Ge se a, a, sio 
escalares, y, = 0, 4, + a, , é autovalor de a, C, + a, C,, k= 1, 2, ...,N. 

c)SeC,,C,¢@e seu,v sao, respectivamente, autovetores de C, e de C,, 

correspondentes aos autovalores i, 1 de C, e de C,, entéo a u+ B v é autovetor de 

a C, + B C, correspondente ao autovalor a 1 + B pL, onde a, B s&o escalares. 

d) As matrizes Oy ely € @. 

Exemplo. 

2) Sejam N = 4: 

5 432 4123 
4532 1423 = : = 5 a, =2; a, =3. 

lg 3 5 2P SAAT y 2 g gf MA % 
4325 1234 

10 8 6 4) (12 3 6 9) (2 1 12:13 
ceaceec,-[? % § 4/,/3 2 6 9{_fu 2 2 
Sob F282 =) 9 6 19 4/*]3 6 12 9] {11 12 22 13 

8 6 410) (3 6 9 1 ln 12 13 22 

Autovalores: 
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Malls By =35 0 yy =11=2x143x3=0,A, +0 Hy 

Ag =230 Ho =25 Y2 =10=2x24+3x2=0,A, +a, pH, 

A3=3; Bs =ls ¥3=9=2x34+3xl=a,A;+02 3 

Ag =14; py =10; yy =58=24+x144+3x10=0,A4 +0, py. 

9 6 

Sejam u= e 

autovetores de C,, C, correspondentes, respectivamente aos autovalores 4, =1e pf, =3. 

Entao o autovetor y, de a C, + a C, é: 

36 9 6 

-11 —4 -1 
y= “1 =2 _4 +3 -] =O, N+OzVv, 

-1L —4 = 

Sejam: 

9 5 2 2 6 5 31 

Pe eae = ; Ve Gye =f =F 2 2 -1 3 3 1 as matrizes de autovetores ie Oh, 1 2&2 

-4 -7 -9 2 -1 -3 -6 1 

Ent&o, a, U + a, V éa matriz de autovetores de o, C, + a C,, correspondente aos 
autovetores @, A; +O) H;, i= 1,2,3,4dea,C,+a,C,. De fato: 

36 25 13 8 11 0 0 0 
-11 25 13 5 0 10 0 0 W's - » Ale : CW=W(AD: HUEY =| 11 93 13 5] > MF 0 9 0]? @) 
-ll -23 36 § 0 0 88 

22 TT 2B) 36 25 13 8) (36 25 «13 SV (11 0 0 0 
122 12 13/) 1 25 13 5] |-11 25 13 silo 10 0 0 
HW 22 Bl it woe i Far 23 13 5s|//0 0 9 of” 

2 12 13) 93 36 5 ii i 36 5 0 0 58 11 22 13 12 ~ Zo 
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396 250 117 290 
_[-121 250 117 290 
| -121 -230 117 290 

-121 -230 -324 290, 

Vé-se, claramente, 0 que se afirma nas propriedades a), b) e c) acima. 

Observagao: A classe @ nao é fechada relativamente as operacdes de inversdo e de 
multiplicagao de matrizes, como mostra 0 seguinte: 

Exemplo: 

3) Sejam N = 4 e C,, C, as matrizes Exemplo 2). 

29 31 36 44 44 36 
Cc, = 26 34 36 44), _] 41 39 

26 30 40 44]? 7! | 41 35 

26 30 37 47 41 35 

60 -39 -11 -4 
4 1/-24 45 -11 -4 
1 e4l-24 30 31-4 

24 3 3 24 

31 

31 

35 

32 

29 

29 

29 

32, 

Nem C, C,, C, C, ou Cj! pertencem a @, muito embora C,,C,e@. 

Por outro lado, C, C,, C, Ce Cj! € 4. da forma (2.2.1), Capitulo II. 

e) Dados N (N 2 2, inteiro) nimeros 4,, k= 1, 2, ..., N pode-se sempre construir 
matriz C € @ que tenha esses N niimeros como seus autovalores. 

Prova: 

Decorre de (4.2.4) que 

yo Gs 

cy, - C3 

cy - Cy 

Cle Cn-1 
eC) tn 

Cy+ Cot C3 +Cy 

ou equivalentemente: 
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ey =), 

(4.3.2) 
a Cy = AN 

N 

Ne, = Dg 
k=1 

Da ultima das equagées de (4.3.2), obtemos 

N 

Cy -(Sa,} (4.3.3) 
k=l 

Dai, 

Cy =C,- A, k= 1, 2,..., N-1. 

eC, € @péde ser construida tendo A,, k= 1, ..., N como seus auto-valores. 

Exemplo. 

4.N=5;4,=k, k=1,2,3,4;,,=6. 

5 

c= (sa) /5 = 16/5 =3,2 
k=l 

©, =, - A, = 3,2 -1 =2,2; c,=c,-A,=3,2-2=1,2; c= 0,-A,=3,2-3=0,2; 
c;=c, -A;=3,2-4=0,8. 

Dai, 

3,2 2,2 12 0,2 -08 

2,2 3,2 1,2 0,2 -0,8 

C=/2.2 12 32 02 08 

2,2 1,2 0,2 32 -08 

2,2 1,2 0,2 -0,8 3,2 

Ay =3,2-2,2=1; 42=3,2-1,2=2; A,=3,2-0,2=3; A,=3,2+0,8=4; 
As =2,2+1,2 +0,2 -0,8+3,2=6. 

Observacao: Contrariamente ao que sucede com as matrizes A € 4, dados N numeros 
inteiros ),, k= 1, 2, ..., N, nem sempre é possivel se construir matriz inteira C, tendo esses 
numeros inteiros como seus autovalores. 
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De fato: 

N 
De (4.3.3) decorre que c, sera inteira se }’ 4, for multiplo (negativo ou positivo de) 

k=l 
N ouse for zero. 

Ja vimos no exemplo 4), anterior que, apesar de serem os autovalores inteiros, a 
matriz obtida, tendo aqueles autovalores, nao péde ser inteira. Por outro lado, se exigimos 
que C € @ seja inteira, os autovalores devem ser escolhidos satisfazendo as condigdes 
acima mencionadas. 

Exemplo. 

5.N=5; = 1; y= 3; A4F=4;5 AV=2; AZ= 5. 

5 
Ap = 15. = 355.56; = 15/5=3 
k=l 

c =¢c,-A, =3-1=2; C;=c,-A,=3-3 

C5=-4=3-2=1. 
5 Cy =C,-A,=3-4= -1, 

32 0 a7 A, =3-2=1 
23 0 -11 Ay =3-0=3 

C=/2 0 3 -11 A, =34+1=4 
20-131 Ay =3-1=2 
20-11 3 Ns =240-1414+3=5 

N=5; A,= 2; A,= -2; A= AV=3; As= -6. 

O—2 2 =3 =3 

—2 0 2 3 3 

C=|/-2 2 O -3 -3)5\,=-2+2-3-3+0=-6. 

2 2 3:0 =-3 

22) 2 33:33 0. 

Em vista do que acabamos de discutir, podemos enunciar a propriedade: 
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e. Uma sequéncia A,, k= 1, 2, ..., N de N nimeros inteiros constituira uma sequéncia de 

N 
autovalores de C € @, inteira, se somente se }°), for multiplo (negativo ou positivo) 

k=1 

de N ou for zero. 

Prova: 

A condicfo é suficiente. Se C for inteira, seus autovalores sao inteiros, como soma 
N 

ou diferenca de numeros inteiros e satisfazem a condigao )'A, = Ne, (N-ésima equagado do 
k=1 

sistema (4.3.2)). 

A condic&o é necessiaria, se A, k= 1, 2, ..., N forem inteiros, seraio autovalores de C 

N 
€ @inteira se satisfizerem 4 condigao Nc, = YA, . 

k=l 

Observacgio: Se fixarmos c, e permutarmos de todos os modos possiveis os 
elementos {c,, C5, ..., Cy.1, C,},; Obteremos (N-1)! matrizes C € @, com mesmos autovalores 

(a menos da ordem) e, portanto, com mesmos determinantes. 

4.4. O problema de inversao das matrizes C € @. 

N 

Se det.C #0, isto é, se )'A, #0 ou, equivalentemente se 4, #0, k=1,2,...,N, 
k=l 

C € @é inversivel. E como C € 4, podemos reescrever as relagdes (3.2.6) a (3.2.12), do 

Capitulo II, matatis mutantis, para 0 calculo dos elementos das inversas C' de C € @: 

  

w,= os (4.4.1) 

(4.4.2) 

(4.43) 

(4.4.4) 

Wy ao (4.4.5) 
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A te t,S, aNd Wy = Wy 

1 
Yiu = Wit a k=1,2,...,N-1 

Exemplo. 

6. Sejam N =5; 

542 4 

4524 
é= 

4254 

424 5 

Ent&o: 

M= 1; = 3; A=]; AV=15 

wy, = dare 15-4 
"Dy, 15 AS 

7 

15 

7 

_— c;+c, 15 6 w= —b +34 yee 
AyAg = AgAy 5 45 

ype i Ee 
Arhq Aghg 45 15 

Agrey 15-4 _ 11 
Nada 1515 

1 1 -4 
KW = See a, 15 15 

gee 
hy 1S 31S 

{2 ie =e 
he 15 15 

1 7 -8 
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eM a iS aS 

w,-Lelt_,-=4 
Fe 1s 5 

Entao: 

1-8 2 -4 
ciell-4 7 2-4 

15/-4 2 7 -4 
42 8 11 

Mais uma vez se observa que a classe @ nao é fechada relativamente 4 operagdo de 
inversdo de matrizes. 

4.5. Matrizes inteiras C € @, com inversas inteiras C’. 

Sabe-se que a matriz A inteira tem inversa inteira A’ se e somente se ABS (det.A)= 1, 

onde ABS (det.A) é 0 valor absoluto do determinante de A. 

Uma condi¢gao suficiente para que tal fato ocorra é que ABS(A,) = 1, k= 1, 2, ...,N 
onde A,, k= 1, 2, ..., N s&o os autovalores de A. No caso das matrizes C € @ que, sendo 
inteiras, tém autovalores inteiros, essa condicdo é também necessaria. Dai, matriz 
inteira Ce @ tem inversa inteira se e somente se ABS(A,) = 1, k=1,2,...,N, onde 
dys k= 1, 2, ..., N (4.3.1) e (4.3.2) sfio seus autovalores. Assim, os sistemas lineares para a 
determinagéo da sequéncia SG, = {c,, c,, ..., Cy}, que gera C, dados os autovalores 1, k= 
1, 2, ..., N, tomam a forma: 

  

c)—Cy =t1 

cy C3 =t1 

cy Cy =tl 

ie (4.5.1) 

Cy - Cy-1 =t1 

cy cy =tl 

Cyt Cot C34 Cyt... tCy pt Cy =Ht1 

Cc) -Cy Se . 

Cy- C3 =] 

c\- Cy =t1 
(4.5.2) 

cy Cy =Hl 

Ne, =K 
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onde ou K=+N ouK=-N ou ABS(K) <N ouK =0. 

Se K = N entao os N autovalores de C sao todos iguais a 1, 

A= 1,k=1, 2,..,N 

e oc =1; ¢=0, k=2,3,...,N. 

A matriz C resultante é a identidade I, 

Se = -N, analogamente procedendo, concluimos que a matriz C obtida é -Iy. Casos 
esses irrelevantes, que devem ser descartados. 

Se ABS(K) <N, entao c, nao seria inteiro e portanto, também C nao seria matriz 
inteira. 

Se K = 0 ent&o o numero de autovalores iguais a 1 bate com o dos autovalores 
iguais a -1. Logo, N tera que ser, necessariamente par. Além disso, resulta da ultima 
equacao do sistema (4.5.2) que c, = 0. Ent&o os restantes c,, k= 2, 3, ..., N seriam obtidos 
das N-1 primeiras equagdes de (4.5.2), usando-se os N-1 primeiros autovalores A,, 
k= 1, 2, ..., N-l. Se dentre esses N-1 autovalores escolhermos N/2 iguais a +1, os 
correspondentes c, seriam iguais a -1 e os correspondentes aos restantes (N/2-1) 
autovalores iguais a -1, seriam positivos. Entdo, no primeiro membro da ultima equagao de 
(4.5.1), o numero de parcelas iguais a -1 superaria de uma unidade o das parcelas iguais a 
+1, ent&o A, seria igual a -1, Ay =-1. E o numero de autovalores iguais a -1 bateria com o 
dos iguais a +1, e teremos assim N/2 autovalores iguais a +1 e outro tanto iguais a -1. 

Raciocinando analogamente, se N/2 dos N-1 primeiros autovalores forem tomados 
iguais a -1, teriamos Ay = +1 e o mimero de autovalores iguais a -1 seria idéntico (N/2) ao 
dos autovalores iguais a +1 (N/2). Entdo, concluindo, para se construir C € @ inteira, com 
inversa inteira: 

a) Escolhe-se N par. 

b) Faz-se c, = 0. 
c) Dos N-1 primeiros autovalores de C, escolhe-se N/2 deles iguais a +1 e, 

portanto, (N/2 - 1) iguais a -1 ou vice-versa. 

d) a sequéncia geradora de C, SGe, de N elementos, é da forma: 

SG, = {0, + 1, + 1;..., + 1} onde N/2 de seus elementos siio iguais a -1 e 

(N/2 -1), iguais a +1, ou vice-versa. 

1, se N/2 for par 
det.C = det.Ct = { (4.5.3) 

—1, se N/2 for impar 

Exemplo. 

7, Sejam N = 6 e sequéncia geradora C, SG, = {0, + 1-1-1+1-1} 
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Entao: 

0 1 -1 -1 1 -l Autovalores: 

1 0 -1 -1 1 -1 4, =-L A, =1 

_[i =f 0 -1 7 -l A3=1  Aqg=-l 

Ol) i afl @ 1 ot Asal Ag =-l 
1 -1 -1 0 -l 

1 -1 -l1 1 -1 0 det.C =-1 

4.5.1. Construgao da inversa C" inteira de matriz inteira C € @. 

Para se construir C’' inteira, usamos as relagdes (4.4.1) a (4.4.7), modificadas e 

simplificadas, levando-se em conta que os autovalores }1,, k= 1, 2, ..., N de C’ coincidem 

com os de C, A,, k = 1, 2, ..., N e so em valor absoluto, iguais a 1 e c, = 0. Ent&o, temos: 

W, = Ay Ay (Ay - 2) (4.5.1.1) 

N 

WwW =A2 An (Ee) (4.5.1.2) 
3 

k-1 N 

we =A stn( Ses] +Aady| Se), k=2,..,N-1 (4.5.1.3) 
Je2 jek+1 

N-2 

Wy-1 = An-ahn Xe; + Ay ANen (4.5.1.4) 
zs 

Wy = Aner Any (Ay - Cy) (4.5.1.5) 

X=Wy- Ayes k=1,2,...,N-1 (4.5.1.6) 

Yee = We 7 Ay k= 1, 2,...,N-1 (4.5.1.7) 

Exemplos. 

8. Sejam N = 6 e Ca matriz do Exemplo 7, anterior: 
Vamos construir C’', usando (4.5.1.1) a (4.5.1.6): 

Wy = Ay Ag (Ag - Cp) = (-1 -1) = -2 3X) =w,- A, =-2+1=-1 

Wy = hy he (C3 + Cy + Cs + Op) =-(-1-1+1-1)=2 > X)=w,-a,=2-1=1; 
Y2 = W,- A, =24+1=3; 
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Wy = Ay Ag (C2) +g Ag (Cy + 5 + C6) = (1) (21) =-141=03x;=0,-2,=0-1=-1: 
Y3 = W;- 2, =0-1= -1; 

  

Wy = Ag Ag (Cyt C5) + Ay Ag (Cs + 6) = -1(0) +(0) = 0 3 X= Wy Ay = O41 = 1; 
Ya=Wy- Ag =0-1= -1; 

Ws = Ag Ag (Cytes+C4) + As Ages = (-1)-(-I)= 0 3 x,=W,-4,=0-1=-1; 

¥s=w,-Ag=O0F1= 1; 

We = As Ag (Ag Ce) =-(-1 +1) = 0 > Ye=We-As=0-1=-1; 

Dai, 

-2 3 -1 -1 1 =-! 

-1 2 -1 -1 1 -l 

cls -1 1 0 -1 1 -1 

-l 1-1 0 1 =-l 

-l 1-1 1 #0 = 

-1 1-1 1 -1 0 

det.C' = det.C = -1. 

9. Sejam N = 6 e a sequéncia de autovalores: {1, -1, 1, -1, 1, -1} 

Ent&o a sequéncia geradora de C, é: SG. = {0, -1, 1, -1, 1,-l} e: 

0 -l 1 -1 1 -! 

-1 0 1 -1 1 =-l 

Ce -1 1 0-1 1 -l 

-l 1 -1 0 1 -1 

-l1 1 -l 1 =O =-1 

-1 1 -1 1 -1 0 

Calculo de C" (usando (4.5.1.1) a (4.5.1.7): 

W, = Ay Ag (Ag - C2) = -(-1 +1) = 0 2X) =W,- A, =0-1=-1 

Wp = Ap Ag (C3 +, tes +66) =(1-1+1-1)=0 ; x =w,-A,=04+1=1; 

Y2=W- hy =0- 12-15 
    

W3 = )y Ng (Cr) HA3 AG (Cyt Os +66) = (1) HI = 0; Xs =W3-A3=0-1=-1; 
3 =W3-2,=0+1= 1; 

Wa = Ag Ag (Cot 5) + Ay Ag (Cs + C6) = -(0) +(0) = 0 3X4 = Wy- Ay =O+1= 1; 
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Ya = Wy- Ag =0-1= -1; 

Ws = Ay eg (Cyt CytCy) + As Ag (C)=+CL)-CI)= 0 5 Xs=Ws-As=0-1=-1; 
Ys=Ws-A,=0+1= 1; 

We = As Ag (Ag - Ce) =--1 +1) = 0 3 Ye=We- As =0-1=-1; 

Ent&o: 

0 -Il 1 -1 1 =! 

-1 0 1 -1 1 -1 

Poa | 
“|-1 1-1 0 41 -1]- 

-1 1 -1 1 #0 -1 

-1 1 -1 1 -1 0 

Entéo, sendo os autovalores: {1,-1,1,-1,1,-1} ou a sequéncia geradora de C, 

SG. = {0, -1, 1, -1, 1, -1} entéo C'=C, 

4.5.2. Algumas escolhas de sequéncias de autovalores para C inteira que resultam em 
inversas inteiras C"' explicitas. 

1, Seja a sequéncia de autovalores A,, k= 1, 2, ..., N (N, PAR) 

m= 1, k=1,3,..,N-15 
MH], k=2,4,..,N3 SGo=(0,-1, 1,-1, 1,-1.4 1,-1) 

Entao: 

0 -1 1 -l1 1 -l 

-1 0 -l .. -1 1 =i 

-l 1 0 -l 1 -l 

C= & 

=l 1 =k say 0 2 1 

-1 1-1. 1 0 -1 

=1 1 41 w TF -l 0 

Vamos mostrar que C' = C (usando (4.5.1.1) e (4.5.1.7): 

Wy = Ay Ag (Ay - C2) = -(-1 -c:) =c, + 1 =-14+1=0; 
N 

W)=),Ay De; =(0)=0 
j=3 
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Para k= 4, 6, ..., N (k, PAR): 

kel 
Wie = Met An (Se,} avr Se,]=-@+0=0 

ie jek+1 

Para k= 3, 5, ..., N-1 (k, IMPAR): 

k-1 N 

We = Anca An (Se,) a0 ¥c,] = (4) ~-D=0 
jz jek+l 

X= Wye-=OFL=1, k= 1,4,..,N2: yp=We-dyy =OF1=1, k=2,4,..,N 

X= We- A= 0-1=-1, k= 1,3,..,N-1; y= Wy- Aye =O+1=1, k=3,5,..., N-1 

Logo: 

0 -1 1 -1 1 -! 

-1 0 #1 -1 1 -l 

“lL 1 0 -1 1 -!il 

cls!. se ac 
-1 1 -l 0 1 -l 

-l 1 -l.. 1 0 -1 

-1 1 -l 1 -1 0 

2. Sequéncia dos autovalores, i,, k= 1, 2, ..., N (N PAR): 

d,=-1, k= 1,3,...,N-L; 
My, = 1, k=2, 4, ...,N; 
SGe={0, 1,1, 1,1, 1)... 13 

   

Ent&o, pode-se mostrar que C' = C, também neste caso. 

0 1-1. 1 -1 1 

10-1... 1 -11 

1-1 0) w 1 1 1 

CHfe e e e e ae ee] SCT 

I =f 1... 0 =H 1 

1 -l 1... -1 0 1 

1-2 1 wk 1 © 

3. Sequéncia dos autovalores, ),, k= 1, 2, ..., N (N PAR) 

4, =-1, k= 1,2, ..., N/2 =m; 
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A= 1 kom +1, m+2, sc.N5 

Sequéncia geradora de C: 

c,;=0;c¢,=1, k= 2,3, ..., m+]; 

co, =-l, k=m+2,...,N 

OTi. ¢ ff] a =. ef si a 
O11. 1 | <2 2. +P =1 =1! 2 

Vi0?Oms © NM - ww. 2 aA 

Cr ao nt at tat wtf am 
Plo... 2. fo) -l -1 .. -1 -1 -1] m41 

if ide fT bi - -1w -1 -t oo ON 

1 2 3... m |m+1| m+2 m+3... N-2 N-1 N 

Construgao de C". 

a) As m primeiras colunas de C"' coincidem com as correspondentes colunas de C. 
b) A coluna de indice m+1 esta assim constituida: 

e o elemento diagonal, w,,,, =-2(m-1) 
e os elementos abaixo da diagonal, x, = w, 
e os acima da diagonal, yn.) =Wyii + 1 

c) As colunas de indice k, k= m+2, ..., N-1, est&o assim constituidas: 

© os elementos diagonais, w,, w, = 2. 
e os abaixo da diagonal, x, = w, - 1 = 1; 

e os acima da digonal, y, = w, - 1 = 1; 

d) A coluna de indice N esta constituida da seguinte maneira: 
e oclemento diagonal, wy = 2; 

© os acima da diagonal, yy = Wy - 1 = 1. 

1 m+] 

Prova (usando (4.5.1.1) a (4.5.1.7): 

w, = AyAy(Ay -¢2)=-(1-1) =0: 

=w,-), =0+1=1 

Para k= 2, 3, ...,m 

kel N kel N 
Wy = Ae An ae; t+hydn] De; =-Lej- Ley +c,= 

i jr2 jek+1 

N 

=- Xe; +, =—-Ay +e, =-14+1=0; 
je 

X,=W-m=OF1=1, k= 2,3, 
k= 

angi 
y= Wer yy =O+1=1, Dy Syscosgitls 
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m N m N 

Wane = Aan Ay (%:,} + gan Xe] = ~ 28; + De = je is m2 jem+2 
=-(m-1)-(m- 1)=-2(m- 1) 

Xm ia Wnt = dant = Wine -1 5 Ym+1 = Watt - dew = Watt tt 1, 

Para k = m+2, m+3, ..., N. 

kel N kel N 
Wi = Aer Ay | De; +hudy( 3) =Yejt+ Vept+e,-c, = 

j-2 k+l jr2 jek+l 

=Ay- = 1+1=2: 

X= Wy =2-1=1, Ye = Wye Ay =2-1=1, k=m+2,..., N-1 

Yu = Wy - Ay = 2-1 = 1. 

Exemplo: 

10. N = 6; Autovalores: {-1, -1,-1, 1, 1, 1} 

SG, = {0, 1, 1, 1, -1,-1};m=3. 

011 £1 -1 -! o1i1 3121 

101 1 -1 -1 10134141 

C= 110 1 -1 -1), cle 11053 11 

111 0 -1 -1}’ 111-411 

111-1 0 -l 1li1-$ 27 

111-1 -1 0 111-51 2 

W, = -2 (m-1) =-2x2=-4; 

Xy=Ww,-1=-4-1=-5; yy=w,+1=-4+1=-3; 
w,=2, k=5,6; 
Xs=1; y,=1; k=5,6. 

4. Sequéncia dos autovalores: 

A= 1, k=1, 2, ....m=N/2 (N, PAR) 
y= -1, k= m+, m+2, ...,N 

5Gg= {0 -lyrlyayelyds 1, lyse 1) = 105 Gi Chis Gy Cady Cgecae er Oy} 

ou seja: c, =0; ¢, =-1, k=2,...,mtl; c,=+1, k=m+2,...,N. 

Neste caso, C = C, (se designarmos por “C,” a matriz obtida em 3.). Dai, 

Cl= =G} 
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Exemplo: 

11. N=6; Autovalores: {1, 1, 1,-1,-1,-1} 

SGe = {0, -1, -1, -1, 1, 1} 

O =i =f - i 1 Oo <1. 43 4 4 
ai 0 +f 71 -l 0 -i 3 = 4 
ai 0 aa i], lst = 0 3 a of 

CF ep to 1 fh Aa a a 4 a 
-1 -1 -1 01 “1-1-1 5 -1 -1 
ai <i <i 7 16 -l -1 -1 5 -1 2 

4.6. Roteiro para construgao de matrizes inteiras C € Ge de suas inversas inteiras C'. 

Para se construir matriz inteira C € @, inversivel, e sua inversa C’, procede-se da 

seguinte maneira: 

e Escolhe-se a ordem N de C (N 2 2, inteiro, PAR). 

e Escolhe-se os N-1 primeiros autovalores de C, #0, k= 1, 2, ..., N-l, 

sendo m = N/2 deles iguais a +1 e os restantes m-1, iguais a -1 (ou vice-versa). 

Dai resultara que Ay =-1 (ou Ay = +1.). 

e Constroe-se a sequéncia SG, geradora de C, que deve tera forma 

{0, Cp, C5, +++ Curis Cn} Onde c,,; =-Ay, k= 1, 2, ..., N-1. 
© Constroe-se entao a matriz C. 

Para a construgo de C"', a partir de 44, k= 1, 2, ..., Ne da SG¢ , usa-se 0 
RECEITUARIO 2 abaixo, adaptado as peculiaridades das matrizes C € @, do 
equivalente para matrizes A € 4, item 3.6, Capitulo III. 

RECEITUARIO 2. 

C1) Se 4, Ay =-1, a 1’ coluna de C"! coincide com a 14 coluna de C. 

C2) Se Ay Ay = 1, com A, =A, =-1, w, =-2; x; =-c,3 

C3) Ser, Ay=1, com 4, =A, = 1, w, =2; x, =-c,; 

C4) Se yy Ay = Ay Ay =-1, ak-ésima coluna de C’ coincide com a k-ésima coluna de 
C, k= 2,3, ..., N-1; - 

C5) Se Ay Ay=l, Ay Ay =-l, 

Wy = (Cp + C3 +... + Oy) = (Chay + one + Cy) = Sy 
X= Wen AS Ye = Wis Ag 
k= 2, 3, ..., N-1. 
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C6) Se A, Ay=-1, ¢ A Ay=1, 

Wi = (Chay Fave + Oy) = (Cy + one # Char) = “Sy 
X= Wer Ms Ye = Wie Met 
k= 2, 3, ..., N-1. 

C7) Se Ay Ay = Ay Ay =1, com y= = Ay =-l, 

Wa = 725 Xe = Ve = Chat 
k=2, 3, ..., N-1. 

C8) Se Ay Ay = Ay Ay =1, com Ay = Ay = Ay = 1, 

Wy 23 X= Ve = Cea 
k= 2, 35 .0,.Ne1. 

C9) Se Ay. Ay = 1, Com Ay =Ay=1, Wy= 23 Yw= -Cy 

C10) Se Ay.) Ay =1, com Ay.) =Ay=-1, Wy=-2; Y= -Cy 

C11) Se Ay., Ay =-1, a N-ésima coluna de C"' coincide com a N-ésima coluna de C. 

Observagio: Para facilitar a consulta ao RECEITUARIO 2, acima, é conveniente se 
organizar os produtos dos autovalores, em grupos, como a seguir: 

3 An = 3 k= 2, 3, ..., N-1; 

  

De acordo com o resultado de cada grupo, consultar 0 RECEITUARIO 2 para 
determinar os elementos de cada coluna de C’', como mostra os abaixo: 

Exemplos. 

12. Sejam N=6; Ay k=1,2, ..., Nel: {1-111-1};4,=-1 
Entdo SG, = {0, -1, 1,-1, -1, 1}; 

0 -1 1 -1 -1 1 

-1 0 1 -1 -1 #1 

-l1 1 #0 -1 -1 1 
C= 

=] 1 =] 0 =1 1 

-1 1 -1 -1 0 -l 

-l i -l -t 1 0 
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Determinagao de C": 

4 Ag =-1: A 1* coluna de C coincide com a 1* coluna de C (Caso C1) 

Ay Ag=-1, Ay Ag = 1 (Caso C6) 

W2 = (CG; +0, +05 +6)=0; xX) =W,-A, =O+1=15y,=w,-4=0-1=-1 
Ay Ag=1, 3 Ag =-1 (Caso C5) 

W3 = Cp - (Cy + C5 +6) =-1 - (-1) = 05 x3 = W 3 - Ag = 0-1 =]; y3 = Wy - AQ = OF1= 1 
dy Ag=-1, Ay Ag=-1 (Caso C4): A 4? coluna de C" coincide com a 4" coluna de C. 

Ay Ag =-1, As Ag = 1 (Caso C6) 
Ws =C¢- (Cc, +e, +e,)=1+1=2; x,=w;-A,;=2+1=3; ys=ws-A,=2-1=1 

As Ag=1, (Caso C10) 
We =-23 Ye=-Cs =-l1. 

Logo: 

0-1 1 41 4 
10 i H1-4 

4, f-l 1 0 -1 1 -1 
ye 1d to 
41124241 
- 1 4-13 2 

13. Sejam N=6; A k= 1,2, ..., 5: {1,-1,-1, 1-1}; a= 1 
Entdo SG, = {0, -1, 1, 1,-1, 1} 

0 -1 1 1 -1 «41 

-1 0 1 1 -1 1 

_|-1 10 1 -1 1 
=) 1 10-11 

-l 1 1-1 °0 -1 

-l1 1 1-11 «0 

Construgao de C": 

Ay Ag = 1: (Caso C3); w, =2; x,=-c,=1 

» Ay Ag =-1 (Caso C5): 
Wr =-(C3 + Cy + Cs +06) =-2; X= W,-A, =-24+1=-13y,=Ww,-A, =-2-1 =-3 

dy Ag =-1, Ay Ag =-1 (Caso C4): a 3* coluna de C"' coincide com a 3° de C. 
Ag Ag=-1, Ay Ag =-1 (Caso C6): 

Wg = (Cs + G6) - (C, +63) =0-0=0; x, =0-1=-l;y,=0+1=1; 
Ay Ag=1, As Ag =-1 (Caso C5): 

Ws = (C, +e, +¢,)-(C,) =1-1=0; x5=0+1=1; y,=0-1=-1; 
hs Ag =-1, (Caso C11): a 6" coluna de C" coincide com a 6" de C. 
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Logo: 

231 1-17 
1-21 1 -11 

cie{f bo 1-11 
1-110 -11 
1-11-1001 
1-1 1-1 1 0 

4.7. Subclasse 4, das matrizes A € # que sao simétricas. 

Se exigirmos que as matrizes A € # sejam simétricas elas tomam a forma: 

daa.s.aia 

ada.4a a 

kez aadu..aia (471) 

aaa d 

aaa ad 

onde a soma dos elementos de cada linha de A € 4, é um nimero fixo, S, Ss 

S,=d+(N-l)a (4.7.2) 

e d, as&o numeros reais quaisquer. 

(N 2 2, inteiro, é a ordem de A). 

4.7.1. Os autovalores de A sao: 

- a, de multiplicidade N -1. 
a=d+(N- la 

4.7.2. Esta subclasse 4, goza das propriedades: 

a)SeA,Be 4 >aA+fBe 4, onde a B sao escalares. 

b)SeA,Be4%—> AB=BAex, 
c)SeA ec, e A existe A! € 4, 

d) Se A, 1 so respectivamente autovalores de AedeBe 4 >ar+Byé 

autovalor de « A + B B, onde a, B sao escalares. 

e)Se A,B Ee, e se u,v sao autovetores, respectivamente, de A e de B, 

correspondentes aos autovalores A, 1. de Ae de B, entdéo a u+ f v é autovetor 
de a A+B, correspondente ao autovalor a A+ Bu, onde a, B sdo escalares. 
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f) ScAc4—> A, eAgye 4, onde A, ¢ Aq Sao as submetrizes principais de 
A, k= 1, 2, ..., N-1, isto 6, as submatrizes constituidas, respectivamente, das k 

primeiras linhas e k-primeiras colunas e das ultimas N-k linhas e N-k ultimas 
colunas de A. 

g) det. A=A™1. p= (d-a)™! (d+ (N-1)a) 

4.7.3. Autovetores de A. 

Os autovetores de A € #, , correspondentes aos autovalores 4 = d-a (de 

multiplicidade N-1) e j1=d + (N-1)a, so, respectivamente, os vetores U,, Uy, ..., Uy., Uy! 

N-1I N-2 N-1 1 1 

ck N-2 N-3 1 il 

-1 2 N-3 1 1 
u= : ; be . fe . 3 oy UN = : > Un =|.]3 

-l 2 -3 1 1 

-1 2 -3 1-N, 1 

independendo, assim, dos elementos de A € #, Estes autovetores sao linearmente 

independentes. De fato, a matriz 

N-1l N-2 N-3 1 1 

-l N-2 N-3 1 1 

-1 “2 N=3 ee | 

=] —2 =3 1 1 
U = (u,02U3...Uy_pUy) = . : 

al =2 “3 Gs ] 1 

-1 -2 3. 2 1 

-1 —2 3 .. 1-N I 

se transforma na matriz W abaixo, mediante convenientes operagées c-elementares sobre 
suas colunas: 

° ° Z Zz
 

c
o
:
 

000... 0 1 

que é nao singular pois det.W = N™" (N > 2, inteiro). Assim, os autovetores {Uys Uys: cve5 Uy} 

sao linearmente independentes. 
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A inversa U" de U se obtém efetuando-se sobre as colunas da matriz identidade I, a 
mesma sequéncia de operagdes c-elementares que se aplica sobre as colunas de U para se 
obter I. Dai: 

U'=X= {x;| i= 1,2,...,N; j= 1,2, ..., N} é tal que 

x= IUN, i= 1,2,..,N 
Xp et =-IN, i= 1,2, 2.5 Nel; 
xy) = UN, j= 1,2, 2 Nel 

os demais x, so iguais a zero. 

Por exemplo: N=6 

5 2 I 1-1 0 0 0 0 

-1 4 3 21 Oo 1-1 0 0 0 

U= -1 2 3 2 1 uo al 00 1 -1 0 0 

=i =2' -3 2 1 6}0 0 0 -1 0 

-1 -2 -3 -4 1 00 0 0 1 =I 

-1 -2 -3 -4 1 1nd st 

Desse modo, as matrizes A € #4, so diagonalizaveis, pois se tem: 

AU=U(AI) ou AI=U"'AU, onde 

U=(u, uy... uy, Uy) é a matriz dos autovetores e 

a00000 
020000 
002 00 0] a=d-a 

N=) 0 0 .. 0 0]? ped+(N-Da. 
000020 
000004 

4.7.4. As inversas A' de A € 4, 

Se A € 4 ¢ inversivel, isto é, se det. A # 0, entdio A™ existe e é explicita e se tem: 
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fi-a -a —a ow. -a ona 

—a op-a -a .. —a a 

atic, —a “8 Psa ws Sa —a 

Aw 
-a -a -a H-a -a 

—a a —a a p-a 

onde A=d-a e p=d+(N-l)a. 

Exemplos. 

1. Sejam N =5; d=6; a=2. Entio: 

62:22 2 
~26222 Autovalores: _— 

A-|2 2 6 2 2|: 2 = 6-2 =4,de multiplicidade4 

=6+4x2=14 

222 62 det.A = 4* x14=3584 
2222 6 

Autovetores de A: 

4 3 2 1 1 

-1 a 1 1 

uy =/—1}]; u,=!-2); uz=] 2); uy=] 1]; us=f1 

-1 2 -3 1 1 

=| ae -3 4 1 

Como se pode verificar, calculando: 

AU=U(A1) onde U éa matriz dos autovetores de A 

4000 0 

0400 0 

e A=/0 0 4 0 0}. Istoé: 

0004 0 

000 0 14 - 
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4000 0 4 

-l 

a1 

-1 

-1 

2 6 2 2 2 

0400 0 2 62:2 2 

0040 0 2 

=3 

3 

~2 

2 

=2 

0004 0 

0 

1 

-4 
-l1 

-1 

=3 

=3 

2 

—2 

22 62 2 

000 i -4 

2262 2 

22226 | 
| 

14 

14 
4 

8 12 

12 

-8 

-8 

-8 

16 
-4 
-4 
-4 
4 

O exemplo mostra que A é diagonalizavel, ou seja: 

1 

4 14 
-16 1 

—12 

-12 4 

ular: do sing D, onde D é matriz diagonal e U é ni U' AU= 

4000 0 

0400 0 

0040 0 

0004 0 

0000 

Como 1 #0 e 1 #0, A" existe e se tem: 

D= 

a
 
e
e
 

e
e
 

e
e
 

T9998 
gaga9 
N
a
N
 

N
N
 

ra 
8 

oe 

N
A
N
A
N
A
 AN
 

r
a
g
 

ae 
4 

a
t
t
 

Tee 
e
l
 

t
t
,
 

-
(
3
 wm 

H 
T < 

3, B=2: 4 @ as matrizes A e B, abaixo, ea = 2. Sejam N 
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9333) (8444) (1777 °7 
3933) |4844|_|7 177 7 

C=GA+BB=), 5 9 alt]a 4g afl? 7.177 
3339 444.8) l?7 7717 

SejamA,=3-1=2 A,=4-2=2 autovalores de A e B, respectivamente. 

Entao, a A, +B A,=6+4=10 éautovalor de a A+B B(17-7=10) 

Sejam: 

3 6 

-1 2 
v= 1 v= 2 autovetores de A e de B, correspondentes aos 

-1 -2 

9 12 21 

= =¥i|_|2). 
Entao: au+B v= 3 + = é autovetor 

= ay| |< 

-3) \-y) \-7 

de a A +B B, correspondente ao autovalor aA, + BA, =10 

De modo geral, se U, V sao as matrizes de autovetores de A e de B ec entio a U+BU 
€ a matriz de autovetores de a A + B B, correspondente aos autovalores a 4; +B uy, i= 1, 
2,...,N onde A; e sao os autovalores de Ae de B , i= 1, 2, ..., Ne a, B sao escalares. 
Entéo, temos: 

3°92 17 6 4 27 
-12 11 2 4 2 

U= »V= ! -1 2411 2-421 
-1 2-31 -2 -4 -6 1 

9 6 3) 12 4 2) (21 14 7 8 
3 6 3) |- = a te AN ,{4+ 8 4 2)_|-7 14 7 5 
-3 -6 3 3} |-4 -8 4 2! |-7 -14 7 5 
3-6 -9 3) \-4 -8 -12 2) \7 -14 -21 5 

e 

3x2+2x2=10=y, 10 0 0 0 
GA; +Buj;=] 3x2+2x2=10=y, 7 0 10 0 0 

i=1,2,3,4. | 3x2+2x2=10=y, °" |0 0 10 0 
3x6 +10x2=38=y, 0 0 0 38 
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Entéo: W(AI) = CW: 

21 14 5)(10 0 0 0 

-7 14 7 #5}/0 10 0 0 

-7 -14 7 51/0 0 10 0 

-7 -14 -21 Y\0 0 0 38 

17 7 7 =#7)(21 #14 «+14 ~ 5 

7°17 7 TIl\|-7 14 °=7 ~=5 

7 7°17 T\\-7 -14 7 = 5 

7 7 7 'W\-7 -14 -21 5 

210 

-70 

-70 

-70 

140 

140 

-140 

—140 

70 

70 

70 

-210 

190 

190 

190 

190 

> 

© que mostra que a U + B V é a matriz de autovetores & A+ B B de, correspondente aos 
autovetores aA; +B y;,i=1, 2,3, 4,de C=a A+B B, onde A,,11; sAo os autovalores de A 
e de B, respectivamente. 

3. Seja C= A B,, onde A, B sao matrizes do Exemplo 2), acima: 

mH 
ee
 
e
w
 

K
e
e
 
w
e
 

N
N
N
 A
 1 

1 

1 

3 RF 
w
e
e
 

N
N
A
N
 

N
B
N
N
 2 

2 

2 

4 

18 
14 
14 
14 

Entéo, AB = BA € 4 e Ae B comutam. 

4.7.5. Inversas inteiras A' de A € ~, inteira. 

14 

18 

14 

14 

14 

14 

18 

14 

Para que existam inversas inteiras A’! de matriz inteira A < 4, devem ser satisfeitas 
as condigées: 

N=d-a=+1: 
w=d+(N-l)a=4 1. 

Analisemos todos esses casos possiveis: 

a)d-a=1 

d+ (N-1) a= 1. Dai: 

d=atl 

a+1+Na-a=1 ou Na=0>a=0. 
Neste caso, d= 1. 

A matriz A resultante é a identidade Iy. 
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b)d-a=-l 
d+(N-1)a=-1l. Temos entio: 

d=a-1 

a-1+(N-l)a=-l>Na=0>a=0 e d=-l 

Neste caso, a matriz resultante é -Iy. 

Estes dois casos podem ser descartados, por desinteressantes. 

e)d-a=1 

d+(N-1)a=-l 

ou 
Na=-2. Ent&o teremos matriz inteira, se N = 2. 

Entéo,a=-led=0. 

d)d-a=-l; 

a+(N-l)a=1. 

Neste caso, Na=2 ea serd inteiro se N =2. Entioa=1 e d=0. 
Teremos, nestes dois casos c), d), como resultantes, as matrizes: 

01 0 - 
(? ‘) e ( 1 0) cujas inversas sao elas préprias. Entéo podemos, 

afirmar, que para N > 2, as matrizes inteiras da classe 4, nao possuem inversas inteiras. 

4.7.6. Construgao de A € +, que, sendo simétrica, seja definida positiva. 

Para se construir A € 4, que seja definida positiva, basta que se escolha a e d tais 
que: 

d>a>0. 
Assim, os menores principais det. A,, k= 1, 2, ..., N serdio todos positivos, det.A, > 0, 

onde A,, séo as submatrizes principais de A, isto é, as submatrizes de ordem k, k = 1, 2, ..., 
N, de A, constituidas das k primeiras linhas e k primeiras colunas de A. 

Matrizes simétricas definidas positivamente sio decomponiveis em produto A = S' 
S, onde S é triangular superior e S' é a matriz transposta de A. Por exemplo, a matriz A e 4, 
do exemplo 1) é definida positiva, pois seus menores principais sao todos positivos (de 
vez que d>a>0(6>2>0)): : 

62 622 
6>0;aet (5 ()= 4x80 ; det.|2 6 2/=4?x10>0 

22 6 

m9 9 3 62222 
wel? © 2 ys 26222 . 
et 26 9 =4°x12>0 ; det}2 2 6 2 2/=4*x14>0. 

42 & F226 2 

2222 6 
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Capitulo 5 

5.1. Exibiremos, neste capitulo, algumas das possiveis aplicagdes das diferentes classes de 
matrizes de ordem N (N > 2, inteiro), introduzidas e analisadas nos capitulos 
anteriores. 

5.2. Construcao de matrizes com prefixados autovalores ou determinantes. 

Vimos no Capitulo II, item 2.2.6, que a construga’o de matrizes com tais 
caracteristicas é sempre possivel para as matrizes A € #e, com restricdes, para as matrizes 
C € @(Capitulo IV, item 4.5, Propriedade e)). 

ALGORITMO: 

a) Para as matrizes A e 4 

Escolhe-se a ordem N de A. 
Escolhem-se os elementos diagonais, d,, k= 1, 2, ..., N-1. 

Escolhem-se os nimeros (4, k= 1, 2, ..., N que devam ser os autovalores 

de A. 

Os a,, k= 1, 2, ..., N-1, so obtidos pelas relacdes: 
a, =d, - 4, k= 1, 2,...,N- 1. 

Nel 
obtém-se, entao: dy=Ay- Yay 

k=1 

eos 

Dyer = deer - Aus k= 1, 2, ..., N-L. 
Ou usando-se a Estrutura de Blocos Diagonais. 

A matriz A, com os autovalores ,, k= 1, 2, ..., N, esta construida. 

EXEMPLO: 

Sejam N =5; d, = 4, k= 1, 2, 3, 4. 
p= Ae 13 Ng Oy = 2 De = 3 

a, =a,=4-1=3;a,=a,=4-2=2;d,=3-(x2+2x2)=-7;   

b, = d, - A, = 4-1 = 3; b; =d, - Ap= 4-1 = 3; by = dy - A= 4-2 = 2; bs =d, - Ay= -7-2 = -9. 

> I 

W
w
 
w
w
 

iF
 

W
w
w
 

R
w
 

N
N
 

B
w
 

Ww a) 

2 -9| Autovalores: 4, =4-3=1,; 4, =4-3=1; 4, =4-2=2; 

2 -9!; Ag =4-2=2; As =(2x34+2x2-7)=3,  ; 

4 -9| como era de se esperar. 

2 -i 
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b) Para as matrizes C € @. 

Se se deseja que C sendo inteira, tenha autovalores A, , k= 1, 2, ..., N, inteiros, 

entdo A, +A, +... + Ay = Ne,. Dai, c, sera inteiro se 

N 
YA, for multiplo (negativo ou positivo) de N ou for zero. Ent&o: 
k=l 

e Escolhe-se a ordem N de C. 

e Escolhem-se os autovalores },, k= 1, 2, ..., N tais que sua soma seja multiplo, 

negativo ou positivo, de N ou for zero. 
N 

e obtém-se c, = (3) /N (c, é inteiro). 
k=] 

© obtém-se ¢,,,=¢,- A, k= 1, 2,..., N-1. 
e A sequéncia geradora de C, SG, = {¢;, C,, ..., Cy} esta obtida. 
e A matriz C pode ser montada. 

EXEMPLO: 

N=5; 4,)=2;A.=1;45=3;%4= 5545 =4. 
N 

DAg=(QH14+34544)=15 
k=1 

c, = 15/5 =3: 

C) =, -A,=3-2 = 1; ¢; =¢, - A, = 3-1 =2; c,=0,-A,= 3-3 =0; 

C;=¢,-A,=3-5=-2. 
SG, = {3, 1, 2, 0, -1} 

3.12 0 -2 Autovalores: 

13 2 0 -2 A, =3-1=2; A, =3-2=1; A, =3-0=3; 

A=/1 23 0 -2|; A4=5; A,=(1+24+0-243)=4 
120 3 -2 

120-2 3 

Observacio: Se nao se exige que, sendo os autovalores inteiros, C seja inteira, ent&éo nao 

ha restrigdes para a construgao de C e procede-se de modo semelhante. 

Se se deseja construir A ou C, com prefixado determinante D, escolhem-se 
Ay, k= 1, 2, ..., N, tais que 

N 

[]4, =D * 
k= 

e procede-se de modo analogo aos casos a) e b) anteriores.



EXEMPLO: 

e Escolhe-se a ordem N de A, N=5. 

Construgao de A € 4, com determinante, det. A = 25. 

e Escolhem-se 4, k= 1, 2, 3, 4, 5, tais que 

5 
D=[]A,. Por exemplo: 

Ay = A, =154;=5;4,=5;4,=1. 

Dai, procedendo como no caso a), obtemos: 

Para se obter C, com det.C = 25, escolhem-se: 

Ay = 15 Ag = 55 Ag =-55 y= "15 Ag = 1s 
Dai c¢, = (1/5) =0,2 

©, =C, - A, = 0,2 -1 = 0,8; c, =¢, -A, = 0,2 -5 = 4,8; c, =0,2+5 =5,2 

c= 0,2+1=1,2 
SG = {0,2; -0,8; -4,8; 5,2; 1,2 } 

0.2 -08 -48 5,2 
0,8 0,2 -48 5,2 

C= |-08 -48 0,2 52 
08 -48 52 02 
08 -48 5,2 12 

12 
12 
12 
1,2 
02 

Det.C = 1.5.(-5) (-1).1 = 25 

5.3. Construgio de matrizes A € 4, de qualquer ordem N (N = 2, inteiro), que sejam 

Autovalores: 

2, =0,2+0,8=1; 2, = 0,24+4,8=5 
3 =0,2-5,2 =-5; 24 =0,2-1,2 =-1 

As =—0,8-4,8+5,2+1,2+0,2 =1 

garantidamente nao singulares. ( Capitulo II) 

ALGORITMO: 
e Escolhe-se a ordem N de A. 

3 

3°93 5 -1 -9 Autovalores: 

24 5 -1 -9 4, =3-2=1 A, =4-3=1; A, =6-1=5:04 =441=5; 
A=/2 3 6 -1 -9}; As =(2+3+1-14+ -4) = I:det.A =1.1.5.5.1=25 

23 14 -9 

23 1-1 -4 

e Escolhem-se os elementos diagonais d,, k= 1,2,..., N-1, nmeros quaisquer, de 
A 
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e Escolhem-se os a, k= 1,2,..., N-1, a,# dy 

N-I 
© Escolhe-se dy #- Dia, 

kel 
© Calculam-se os b,,, = a + dy,; - dj, , k= 1,2,..., N-1 (ou usando-se a Estrutura de 

Blocos Diagonais). 

A matriz A € 4, nao singular, esta construida. 

EXEMPLO: 

Sejam N= 5, d, =d, =3 ;d,=d,=5. 

aj=1#d,;a,=-14d,;a,=2#d,;a,=1l¥d, 
d,=5 #-(a,+ a, +a, +a,) =-3 

b, =a, +d, -d, = 143 -3 =1 3b, =-1+5-3=1;b,=2+5-5=2; 
b,=145-5=1. 

Ent&o: 

3 112.1 

1 3 12,1 

A=|1 -1 5 2 1)|Esta matriz é nao singular pois seus autovalores sao: 

1-1 25 1 

1-12 1 5 

A, =252,=454,=354,=4; 1,=8. (todos diferentes de zero). 

Usando-se alternativamente a Estrutura de BLOCOS DIAGONAIS para-se obter b,, 
b;, b, e bs, e se concluir a construcao de A: 

H
e
e
 

e
w
 

L
o
d
k
o
w
 oe
 

N
N
W
 

ee
 

KF 
U
N
N
N
 

Observagao: Se se deseja que A € , seja inteira, escolhem-se os d, € os a,, k = 1,2,..., N- 

1, inteiros. Consequentemente, serao inteiros os autovetores, A,, k =1,2...., 

N; o determinante, det.A e os autovalores de A. 

5.4. Construgao de matrizes C € @, de qualquer ordem N (N > 2, inteiro) que sejam 
seguramente nao singulares ( Capitulo III ). 

ALGORITMO: 

e Escolhe-se a ordem N de C. 
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e Escolhe-se o elemento c,. 

N 
e Escolhem-se os ¢,,;, k = 1,2,..., N-1, tais que c,,,#¢, € XS; #0. 

jal 
(Se se deseja que C seja inteira, escolhem-se os ¢,, k= 1, 2, ..., N, inteiros. Entao 
serao inteiros seus autovalores e autovetores, bem como o seu determinante. 

> 

N 
det.C. Nesse caso, }\A j» isto 6, a soma de seus autovalores seré miultiplo 

kel 
negativo ou positivo de N ou seré zero). 

e Constroe-se a SGo= {C), Cz, ..., Cy}, a Sequéncia geradora de C. 

A matriz C pode ser montada. 

EXEMPLO. 

Sejam N= 6, c, = 3; 

6 

Q=44050,=14#c,, c=2#C3 c5=-2¥C,; C= -6; Dej=2#0. 
iF 

SGc= {3, 4, 1, 2, -2, -6}. 

24 1 2 Autovalores: 
43 12 -2 -6 Apes beg = 28 hy = 1 

ce 413 2 2 -6 dy 25) De H98 Ag =2 

412 3 =2 +6 (todos diferentes de zero) 

412 2 3 -6 

4 12 -2 -6 3) det.C=(-I).2.1.5.9.2=-180 

5.5. Construgao de matrizes A € # ou C € @ cujos problemas de autovalores sejam 

facilmente solucionaveis. 

ALGORITMO 

a) Matrizes A € 4 

e Escolhe-se a ordem N de A. 

e Escolhem-se os elementos diagonais d,, k= 1, 2, ..., N, que podem ser 

numeros quaisquer. 

e Escolhem-se os elementos subdiagonais: a,, k= 1, 2, ..., N-1, que podem 

ser numeros quaisquer. 

e Calculam-se os elementos supradiagonais, b,,,= a, + d,,, - dj, k= 1, 2,..., 
N-1 (ou usa-se a Estrutura de Blocos Diagonais). A matriz esta 

construida. 

e Calculam-se os autovalores: 
A, =d,- a, k= 1, 2,..., N-1 

N-I 

An =Sy=dy+ Via, 
k=



e Calculam-se os autovetores pelas relacdes (2.2.3.1), Capitulo II, item 

2.2.3. Esta resolvido o problema de autovalores de A € 4. 

EXEMPLO: 

Sejam N= 5, d, =d, =3 3 d, = 4; dj=2;d;=7 
a,=1;a,=2;a,=5;a,=3. 

Usando a Estrutura de Blocos Diagonais, concluimos a construgao de A: 

3) 8 3 J 

lL 3 3 

2 4 3 =A 

5 2 8 

1 3 7 

Autovalores: 4, =3-1=2; 4,=3-2=1; 4;=4-5=-1;4,=2-3=-1 

hs =14+24+54+34+7=18. 
5 

det A = [JA, =2.1(-1).C1). 18 =36 
k=l 

Autovetores: 

15 14 11 8 1 

-1 14 11 8 1 

v) =|-1]; va =|-3/; v3 =] 11]; vg=] 8 |; v5=] 1 
-l 33 -8 8 1 

-1 -3 -8 -11 1 

Verificagao: 

15 14 11 8 1 

-1 14 11 8 #1 

v=[v, V2 V4 V5 ]= -1 -3 11 8 1], temos 

-1 3 -8 8 #1 

-1 -3 -8 -11 1 

200 0 0 
01 £0 0 

AV=V.(AI), onde Al=|]0 0 -1 0 

00 0 -1 0 

00 0 0 18 
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b) Matriz C € @ 

e Escolhe-se a ordem N de C. 
e Escolhe-se a SG, . 
e Monta-se a matriz C. 

e Calculam-se seus autovalores e determinante. 
N 

Ia = Cy * Crip K= 1, 2, .., N-13 Ay = Vey 
kl 

e Calculam-se os autovetores de C (relagdes 4.2.5, Capitulo IV, item 4.2.). 
Esta resolvido o problema de autovalores de C. 

EXEMPLO 

Sejam N = 5; SGe = {2, 3, 4 1-1} 

Entao: 

2304 1 -1 Autovalores: 

ae jywepat, SOS i, 2-42 
Cas 4@ 2 4 <1 hge2=1aty ky o2e193 

2412 - Ag =34441-142=9 
341-12 

det.A = 2, Ayo Ag. Ay As =(- 1) (-2).1.3.9=54 

Autovetores (usam-se as relagdes (4.2.5), Capitulo IV, item 4.2): 

7 4 -l 1 

<3 4 =! 1 

Vv, =|—-3]; vo =|—-7|; v3 =] 0 |; vg=]—-1]; vs =] 1 

-3 -7 -8 -1 1 

3 =7, -8 =, 1 

Pode-se verificar que: 

CV =C..(AD, onde 

-1 0000 

0 2000 

V=[v, v2 v3 V4 v5 Je A= 0 0 10 0}, 

0 0030 

0 0009



5.6. Construgao de matriz Ae # ou Ce @, com prédeterminada caracteristica 

R(1<R<SN, inteiro). Capitulo II, item 2.2.7). 

ALGORITMO 

a) MatrizA € #4. 

e Escolhe-se a ordem de # e a caracteristica R que A deva ter 

R(1 <SRSN, inteiro). 

e Usa-se o ALGORITMO 2, item 2.2.7.2, Capitulo II. 

EXEMPLO: 

Sejam N= 5, d,=d,= d,=4;d,=5;R=3;N-R=5-3=2 

e Escolhemos a,, k= 1, 2, ..., N-1, tais que: 

a=), j= 1, 2,...N-R; b=, k= 1, 2,... N-R. 
a#d, j=3, 4,5: 

e Escolhemos d,, tal que: 

2 4 4 
d, #- (Se, sale ds#-dia, 

jl js es 
e Usando a Estrutura de Blocos Diagonais, calculamos os restantes b,,.,, k= 3, 4, 5. 

a=4,a,=4; a=2¥d,a,=3 ¥d, 

ds #-[(d, +d.) + (a; +a, )] =(8 +5) =-13 
d, #-(a, +a,) =-5. Pomos d,; = 10. 

Usando a Estrutura de Blocos Diagonais, montamos A € , com caracteristica R = 3: 

4 4 4443 8 
444 4443 8 
443 -|>14 4 [43 8\=4 

25 8 44 )[2 5 8 
310) (4 4 2 3 10 

A sub-matriz destacada Aj) tem determinante, det.Aj) =2.2.15=60#0. As de 
ordens maiores que 3 s&o singulares. 

E conveniente, para ocultar a transparéncia da caracteristica R exibida por A, 
aplicar-Ihe as seguintes operagdes, que preservam a sua caracteristica: 

© permutagées de linhas (ou colunas). 

e adigaéo a uma linha (ou coluna) de“outra linha (ou coluna) multiplicada por 
fator ax 0. 

e tomar a transposta. 

Assim, vamos aplicar a A, em sequéncia as seguintes operagdes: 

a) adicionar a 1* linha a 4".



b) adicionar a 2* linha, da matriz resultante, a 5* multiplicada por 2. 

¢) aplicar as colunas da matriz resultante a permutacao P: 

(C5323 
Pe 

3.125 4 
d) adicionar 4 1* coluna a 2?, da matriz resultante. 

Dai, resulta a matriz B: 

14 6 8 16 6 

20 8 12 28 9 

B=|8 4 4 8 3 

6 2 4 8 5 

6 2 4 10 3 

com a mesma caracteristica R = 3 de A, mas muito menos aparente que em A. 

b) MatrizC e @ 

e Escolhe-se a ordem N de C e a caracteristica R (1 < R <N, inteiro) que C deva 
ter. 

e Escolhe-se os elementos c, > 0, k= 1, 2, ..., N tais que: 

os N-R+ 1 deles sejam iguais entre si: 
C=C) =... = Cua 
os restantes R - 1 deles, Cy.pizs Cy-ias «++ Cy Sejam diferentes dos N-R+1 primeiros. 

e Monta-se a SGo = {c), Cy, ..-5 C1 Cy.rias Cr-neas +++ Cut 

A matriz gerada por SG, tera as N-R+1 primeiras linhas iguais entre si, bem como 
as N-R primeiras colunas. Assim, os N-R primeiros autovalores ser&o iguais a zero e os 
restantes R, diferentes de zero. A sub-matriz de C constituida das R ultimas linhas e das R 
ultimas colunas de C sera nao singular e nenhuma outra sub-matriz de ordem maior que R 
sera nao singular. Dai, a caracteristica de C é R. 

EXEMPLOS. 

1.N=6;R=3; N-R=3; N-R+1=4; R-1=2. 

SGo = {6,, C1, C), C1, C55 Co} 

Osautovalores de C sao: 

=A, =), =0 CC C CG, Cy My 2 
C= ik a = y=, Cs #0;=A, =c, —c, #0 

ce Gy lc, Cs 6 

Gj ce, o% |e o, &; hee ye #0(c, >0,k =1,2,...,.N) 
kel 

A submatriz destacada C; é nao singular pois seus autovalores: 

Hy, =¢,-c, #0; p,=c,-c, #0; p,=2ce, +c, #0. 
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Logo, a caracteristica de C éR=3. 

2. N=5;R=2; N-R=3; N-R+1=4; R-1=1. 

SGo = 3,3,3,3,5} 

33335 
33335 

c=|3 3335 
3338 5 
33.3 ib 3 

A submatriz destacada é nao singular e nenhuma outra submatriz de C, de ordem 

maior que 2, sera nao singular. Logo, a caracteristica de C é R = 2. 

Para que a caracteristica de C nao fique to transparente, é conveniente transformé- 
la em outra matriz B, mediante a aplicagéio a C das operagGes definidas no subitem a) deste 
item 5.6, que preservam a caracteristica de A. 

Assim procedendo, obtemos: 

8 8 6 14 14 

353 6 8 

B=|3 53 6 8 

553 6 8 

3.3 38 6 

5.7. Construgao de matrizes A € #4 ou C ¢€ @, cujos problemas de inversao (calculo de 
inversas) sejam facilmente soluciondveis (Capitulos III e IV). 

ALGORITMO 

Escolhe-se a ordem N de A ou de C. 
Constroe-se A ou C nao singulares (vide itens 5.3 e 5.4, deste Capitulo) 

Calculam-se os autovalores de A ou de C: Ay, Aq, «.. Ay. 
Usando-se, respectivamente as relagdes (3.2.6) a (3.2.12), item 3.2, Capitulo II e 
as relagdes (4.4.1) a (4.4.7), item 4.4, Capitulo IV, otém-se os elementos, 
respectivamente, das inversasde Ae # e de Ce@. 

EXEMPLOS 

1. Sejam N = 5 e a matriz A no singular, A € #:



Autovalores:: 5123 -9 

; a dy 25-154; Ay =5-2=3 2y=5—-3=2; 
ee a hy =5-421 1g =1424344-8=2 1235-9 

1234-8 
det.A.=4.3.2.1.2 = 48 

Entéo, usando as relagdes (3.2.6) a (3.2.12), item 3.2, Capitulo II, obtemos: 

Wy = (As - a)/(Ay As) = (2-1)/8 = 1/8 = 3/24 

X= W, - (1/A,) = 1/8 - 1/4 = (1-2)/8 = -1/8 = -3/24 

5 

w, = d/(y As) + | EB; | Ay Xs) = 5/8 - 4/6 = -1/24 
j=3 

X= Wy - I/Ay = -1/24 - 1/3 = -9/24 

Yo = Wy - Way =-1/24 - = -7/24 

Ww; = (d, + b,) (Ag As) + (by + bs) (Ay As) = 6/6 - 6/4 = -1/2 = -12/24 

X= W5- Way =-1/2-%=-1 = -24/24 

Y3 = Wy - WA, =-1/2 - 1/3 = -5/6 = -20/24 

Wy = (d; + by + b3)/(Ag Ag) + by/Ay As = 8/4 - 9/2 = -10/4 = -60/24 

Xy=Wy- L/Ay=-10/4 - 1 = -14/4 = -84/24 

Yq = Wy- VA = -10/4 - 4 = -11/4 = -66/24 

Ws = (As-b3)/ (Ay As) = (2 + 9/2 = 11/2 = 132/24 

Ys= Ws - WA, = 11/2 - 1=9/2 = 108/24 

Dai, X= A": 

3-7 -20 -66 108 

-3 -1 -20 -66 108 

At =Kia -3 -9 -12 -66 108]; det.Aq! =1/det.A =1/48 

2 -3 -9 -24 -60 108 

3 -9 -24 -84 132, 

2. Sejam N = 5 e a matriz C nao singular: 
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5 123 4 

1 5 2 3 4} Autovalores: 

C=|1 2 5 3 4) 4, =4; 2, =3:43=2; Ay =h As = 15. 
1235 4 

123 4 5 

Entdo, usando as relacdes (4.4.1) a (4.4.7), item 4.4, Capitulo IV, obtemos: 

ci. 
~ 180 

-3 -9 -24 96 -48 
-3 -9 -24 -84 132 

5.8. Construcaio de matrizes A € # que sendo inteiras e inversiveis possuem inversas A” 

inteiras, explicitas ou facilmente explicitaveis (Capitulo III, item 3.3 e seguintes). 

O problema foi exaustivamente analisado no Capitulo III, itens 3.3 a 3.6, inclusive 

com a apresentagio de algoritmo, com um RECEITUARIO 1, que permite a construgao da 

inversa A de A e€ , coluna apés coluna, da primeira a Ultima e exibe algumas escolhas 

dos autovalores que levam a matrizes cujas inversas s&o explicitas. Para cada escolha dos 

elementos diagonais d,, k= 1, 2, ..., N-1, pode-se construir 2" tais matrizes, inteiras com 

inversas inteiras. 

5.9. Construgao de matrizes C € @ que sendo inteiras inversiveis possuem inversas inteiras 
explicitas ou facilmente explicitaveis. 

Também este problema mereceu tratamento especial no Capitulo IV, item 4.5, com 

destaque para o RECEITUARIO 2 que facilita a construgdo, passo a passo, das k-ésimas 

colunas de C', k= 1, 2, ..., N. O ntimero de tais matrizes, inteiras com inversas inteiras é: 

(N-1)!/(QN/2)!(N/2-1)!), onde N, a ordem da matriz C, é sempre um numero par. 

5.10. Construgéo de matrizes A e€ # cujos menores principais sejam diferentes de 
zero (det.A, # 0, onde A,, k= 1, 2, ..., N-1, N, séo as submatrizes principais de A). 

Sabemos que A,, k= 1, 2, ..., N, as submatrizes principais de A € # também 

pertencema *. 

Para se construir matriz A € # tal que det.A, # 0, k= 1, 2, ..., N, procede-se da 

seguinte forma: 

ALGORITMO. 

e Escolhe-sed, #0. 
e Escolhe-se a,ed, tais que d,-a,#0ea,+d, #0; 
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Calcula-se b, = a, + d, - dy: 

e Escolhe-se a, ed, tais que d,- a, #0e a,+a,+d,#0; 
Calcula-se b; = a, + d, - d,. E assim por diante. 

e Escolhe-se a,, d,,,, tais que d, -a,#0ea,+a,t+...ta,+d,,, #0; 
Calcula-se b,. - dis 
k= 1,2, ..., N-1. 

A matriz A, assim construida: 

  

d)| be] bs]. bya] byl byl 

ay a, bs]... bya] byl byl 

aj a d3| oo by-a| by-i by| 

A= i te ae aw 

a 42 43 da] by] by| 

4a a3 avg dual by! 
a a a3 AN? any dy 

€ tal que det.A, = d, # 0; det. A, #0, k= 2, 3, ...,N, pois seus autovalores: 

a = dy —a, #0; AY? =d, —a, #03..., 4, = dy) - a, #0; 
k-1 

i) = 2a; +d, #0. 
= 

EXEMPLO 

Sejam N = 5; 

3.1 2 0 -1 
2292 0 41 3 #0;det.A, = (3-2).(2+2) =4; 

Ceo nore det.A, = (3-2)(2-1)(2+1+3) =6; 

- 84 ol fat det.A, = (3-2)(2-1)(3 + 1).6 = 24 

a4 41 1 3 det.A, = det.A = (3-2)(2-1)(3+1)(4-1).5=60 

As matrizes A tais que seus menores principais so todos diferentes de zero, sao 
decomponiveis em produto A = LU, onde L é a matriz triangular inferior e U, triangular 

superior. Entao, a possibilidade de se construir matrizes A € 4, com det. A, # 0, é de 
interesse. 

5.11. Construgao de matrizes C ¢ @ cujos menores principais (det. C, + 0, onde 
C,, k= 1, 2, ..., N sao as submatrizes principais de C). 

Sabe-se que seC « @>C, € @, k= 1,2,...,N. 

ALGORITMO. 
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e Escolhe-se a ordem N de C, 

e Escolhe-se c, #0, 

e Escolhe-se c,,;, k = 1, 2, ..., N-1 tais que c, - ¢, #0; ¢) +) + + Ca # 0; 

© ASG = {C1, C5 5 Cyt» Cy } assim construida gera matriz C € @ cujos menores 

principais, det.C, sdo diferentes de zero, k = 1, 2, ..., N. 

EXEMPLO 

Sejam N =5 e SGc= { 3, 4, 2, 1,5, } 

3 4 3 I 4 
4341 9 

c=|4 2 3 1 4 
42134 
42154 

det.C, = 3 # 0; det.C,= (3-4) . (443) =-7 # 0; det.C, = (3-4) (3-2) (44243) =-9 #0. 
det.C,=(-1). 1.2. 10=-20 #0; det.C.= det.C, = det.C =(1).1.2(-2).15=60#0. 

5.12. Construgao de matriz Ae # ou C € @, que sejam decomponiveis em produtos 

A= LU, C= LU, onde L é a matriz triangular inferior e U, triangular superior. 

Vide itens 5.9 e 5.10, acima. Sabe-se que a condic&o para que exista tal 
decomposig&o é que as suas matrizes de A e #ou C € @ sejam todas nao singulares: 

det. A, # 0, k= 1, 2, ..., N. 

5.13. Construg&o de sistemas lineares algébricos, de N equagdes a N incdgnitas (N 2 2, 

inteiro) cuja solucdo é previamente estabelecida. 

Consideremos 0 sistemas linear algébrico: 

AX=B (5.13.1) 

onde A, matriz nado singular de ordem N, é a matriz dos coeficientes do sistema; X, matriz 

coluna N x 1, 6 a matriz solugao do sistema, X = (x, x, ... Xy.; Xy)' € B, matriz coluna N x 
1, 6a “matriz dos termos conhecidos”, B= (b, b, ... by.; by)!. 

Para construir sistema linear algébrico, tal que se conheca previamente sua solucdo 
X, procedemos da seguinte maneira. 

ALGORITMO 
e Escolhe-se a ordem N de A. 

e Constroe-se A € 4, nao singular. 

e Anote-se o N-ésimo autovalor Ay de A. 

e Faz-seB=(a aa ... a a), onde os N elementos iguais a a de B sao 
numeros quaisquer. 
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e A solucgaéo X= A" B do sistema (5.12.1) é: 

X= (My OQ Hy O... Hy & Hy oO) (5.13.2) 

onde [ly = 1/Ay é 0 N-ésimo autovalor de A’. 
(Ay # 0). 
De fato, 1 = S é a soma fixa dos elementos de cada linha de A‘ Assim, 0 
produto de cada linha de A™ por B é a matriz X definida em (5.12.2). 

Observagaio: Nao é necessdrio que conhecga A". Basta que se saiba que existe e o valor Ly 
de seu N-ésimo autovalor, Hy = 1/Ay, onde Ay # 0 € o N-ésimo autovalor de A, Ay = S,, 
soma dos elementos de cada linha de A. 

EXEMPLOS: 

1. Sejam N = 5; 

4 3 -1 2 -6 

2 5 -1 2 -6] A,=2; ps.=1/2; B=(4 4 4 4 4)! 

A=|2 1 3 2 -6]; X= (15.4 54 us4 ys4 ps4)‘ = 
2 1-16 -6 =(2 2 2 2 2). 

2 1-1 2 -2 

O sistema 

AX =B tem solugdo X = (2 2 2 2 2)', como se pode verificar, efetuando o 
produto AX, obtém-se: 

AX=B. 

Se a matriz escolhida A € for inteira, com inversa inteirae se B=(a.a ... a a)! 

€ a matriz de N elementos iguais a a, entdo a matriz solugdo sera: X= (Ay Ay Q ... Ay 

a) de vez que py =Ay, com Ay=+ 1. 

2. Sejam N=5;B=(3 3 3 3 3)'e A, matriz inteira com inversa inteira: 

22333 

13 3 -3 -3/a,=1 

A=|1 2 4 —3 -3) X=(3 333 3)'=(3A5 3X5 3A5 325 325)! 
123 -2 -3 
123 <3 2 

é a solugao do sistema AX = B. 

Se se preferir usar matriz nado singular C € @, monta-se aSG, tal que q,,; #¢;, 
N N 

k= 1, 2,...,N-le Do; #0, eentdo: Ay =Ye;. 
jel jal 
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3, Sejam N = 5; SGe = {2, 3, 1,-1, 4} 
B=G 3 3 3 3)! 

2.3 1 -l 4) 4. <9 (N—esimo autovalor de C) 
32 a4 tts = 1/9 (N—esimo autovalor de C~') 

C=/3 1 2 -1 4 

3 1-12 4 
31-1 4 2 X=(1/9).(3 333 3)' =(1/3 1/3 1/3 1/3 1/3)'. 

A soluc&o do sistema CX =Bé X=(1/3 1/3 1/3 1/3 1/3). 

5.14. Construgfio de matrizes A € ~#, simétricas definidas positivamente e, portanto, 
decomponiveis em produto A = S' S, onde S é matriz triangular superior e S', a 
transposta de S. (Capitulo IV, item 4.6.6). 

ALGORITMO 
e Escolhe-se a ordem N de A € 4, 
e Escolhe-se d> 0. 

e Escolhe-se a tal qued-a>0e 

e d+(k-1)a>0, k=2,3,...,N. 

A matriz simétrica A: 

daa aaa 

a a aaa 

aad aaa 

A= avs 

a a daa 

a da 

aaa.s.aad 

sera definida positiva, pois seus menores principais det.A,, k= 1, 2, ..., N sero todos 

positivos. 

Na verdade, basta que se escolha d>0 e a>0, taisque d-a>0 que 
teremos d+(k-1) a> 0, k= 2, 3, ...,N. 

  

EXEMPLO 
N=6; d=5; a=2. 
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J 2 2 2 2 A 
29 4 44 
2.2 5 2 A QI 

A=l2 2.2 4 ¥ | 
2222 4 2 
222224 

det.A,=5>0; det.A, = (5-2) (245) =21 > 0; det.A, = (5-2). (445) =81>0 
det.A, = (5-2)' (65) = 297 > 0; det.A, = (5-2)! (8+5) = 1053 >0 
det.A,= det.A = (5-2) (10 + 5) = 3645 > 0. 

5.15. Construgao de matrizes A € 4, cujos problemas de autovalores e de inversio sio 
facilmente solucionaveis. Na verdade, sio explicitos os autovalores, os autovetores, 

os determinantes e as inversas (quando existem). 
(Capitulo IV, item 4.6 e subitens 4.6.1 a 4.6.5) 

EXEMPLOS 

1. Sejam N=5; d=4; a=2. 

e222 2 Autovalores: 

Ba ee 2X. =4-2=2, de multiplicidade 4 

Aaj? 24 2 2) ax2ede12 
222 42 4 
22224 det.A = 2° .12=192. 

Autovetores: 

4 3 2 1 if 

-1 3 2 1 1 

Vv, =/-1]; v2 =|-2]; v3 =| 2]; v4a=] 1 |; vs =] 1 

-1 2 -3 1 1 

-1 —2, -3 —4 1 

como se pode verificar efetuando os produtos: 

AV =V (Al) 

onde: 
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4 3 11 2000 0 

=. 8 2 1 1 0200 0 

V=(vy, V2 V3 Vy Vs)=]-] -2 2 1 If; AT=|/0 0 2 0 0 

-12-+30141 0002 0 

-1 —2 -3 -4 1 000 0 12 

A é diagonalisavel, pois V é nao singular e se tem: 

=V' AV (vide item 4.6.3, capitulo IV), 

1-10 0.0 
01-10 0 

onde V'=-]0 0 1 -1 ol, 
0001-1 
11 1 

5.16. Construgdo de matrizes e de sistemas lineares algébricos mal condicionados. 

Uma matriz A nao singular, de ordem N (N 2 2, inteiro) se diz mal condicionada se 

seu numero de condi¢ao, cond(A), é muito elevado. Um sistema linear Ax = b se diz mal 

condicionado se a matriz A dos coeficientes das equagdes do sistema € mal condicionada. 

O numero de condi¢gao de A, cond(A), é definido por: 

cond(A) = |AJ.A~'] (A, nao singular) 

onde || - || é uma norma de matriz. 

Se se usa a norma euclideana, cond(A) se exprime por: 

cond(A) = p/A. 
onde 1, sao, respectivamente, o maior e o menor valores singulares de A. 

Valores singulares de matriz A so definidos como as raizes quadradas nao 
negativas dos autovalores de A A’ (no caso real, AA’). Assim, os valores singulares de A 
sdo necessariamente ntimeros reais nao negativos. Se A é simétrica, seus valores singulares 
so os valores absolutos de seus autovalores. Desse modo, cond(A) > 1. 

Como vamos ver, um sistema mal condicionado é aquele em que pequenas 
perturbagdes nos elementos da matriz A ou nos componentes do vetor b podem acarretar 
grandes perturba¢ées nas solugdes (no vetor x das solugdes) do sistema. 

Pode-se mostrar que a perturbagio relativa na solucdo do sistema ||Ax||/ |x|, se 
exprime por: 

il xl [abl a 
nd(A. ——<(u/2r 

Per pg <0) Gy 
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onde |Ab||/|b| é a perturbacao relativa em b. 

Vamos construir matriz A € 4, (A, matriz simétrica), de ordem N (N > 2, inteiro) e 
sistemas lineares algébricos Ax = b em que A pode ter numero de condigdo, cond(A), 
muito grande. 

Seja A € 4, com: 

d=10'; a=10'- 10° 

onde r,s s&o numeros inteiros nao negativos. 

Entao A tem a forma: 

10° 

10° -10°* 
r _ 409-5 he 10° -10 

10° -10°* 

10° 

10° -10° 

10" -10°S 

10° -10°S 

10° -10°* 

10° -10°* 

10° -10° 10° -10°% 

10’ - 107° 10 - 107° 

10° 10° -10°* 

10° -10°5 10° 

10° -10°* 10° -107* 

10" -10°S 
10" -1078 

TF _4g-s 

1-10") 616) 

10" -1078 
10° 

Os valores singulares de A (que, no caso, coincidem com os seus autovalores) sao: 

N=d-a=10" 
p=d+(N-1) a= 10'+(N-1) (10°- 10°) =N. 10°- (N-1) 10° 

Entao: 

cond(A) = (1/A) = N (10") - (N-1). 

EXEMPLO: 

Sejam N = 4; r=s=2. Entio: 
Cond(A) = 4. 10‘ - 3 = 39997. 

100 99,99 99,99 99,99 

99,99 100 99,99 99,99 

~ 99,99 99,99 100 99,99 

99,99 99,99 99,99 100 

Consideremos 0 sistema linear Ax = b, com A dada acima e 

b= (399,97 399,97 399,97 399,97)'=(p, pH. LW). 

A solugao deste sistema, de acordo com o item 5.13, é: 

x=(1 11 1. 
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Vamos dar a b a perturbaciio A b = (-0,01 + 0,01 - 0,01 + 0,01). 

Entdo b+ Ab= (399,96 399,98 399,96 399,98). 

A solucao x do sistema, com esta perturbacao em b, 

Ax =b+Abé (com oito decimais exatas): 

x=(0 2 0 2) 
Entéo 

x-x=Ax=(1-11 -1) para Ab =(-0,01 + 0; 01 - 0,01 + 0,01) 

Usando a norma euclideana, temos: 

[ax|=2; Jab| = 0.02 
|[x| = 2; |b] = 799,94 

A 
laxl : Lab =0,000025; (|Ax|/| x) /(lAbl|/| bl) = 39997. 
Ixf 7 el 

Ou seja, para uma perturbagdo relativaem b de 0,000025 tivemos uma perturba¢o 

relativaem x de 1, ou seja, 39997 vezes maior. 

Como se vé, o sistema é altamente mal condicionado e a matriz A, que tem esse 

elevado ntimero de condi¢ao é também dita mal condicionada, com respeito a solugao do 
sistema linear, Ax = b. 

A transparéncia do mau condicionamento do sistema depende de convenientes 
escolhas de Ab. No caso, A b foi escolhido tal que A b fosse ortogonal a b. 

Se, por exemplo escolhermos Ab = (0,01 0,01 0,01  0,01)' em que as 

perturbacdes se fizerem todas num mesmo sentido, com as componentes Ab, 

respectivamente, de mesmo sinal que as de b, ou todas de sinal contrario as de b, nada de 

anormal ocorreria: 

De fato, nesse caso, temos, de acordo com o item 5.13: 

x =(1,000025 1,000025 1,000025 1,000025)' 
=(1+0,0l/p 14+0,01/1 14+0,01/u 140,014). Dai, 

A: 
laxl = 0,000025; [ab =0,000025 
Ix| |b) 
(lax /llx[) / (lab) |} I) =. 
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Logo, a perturbacao em x foi idéntica a perturbacdo em b. Assim, para esta escolha 
de Ab, o sistema se comportou muito bem. 

Se firzermos Ab=(-0,01 -0,01 -0,01 -0,01)', 

teremos A x = -(0,0000251 0,0000251 0,0000251 0,0000251).. 

[asf 0,0000251; Vb) __0,02_ 
[x] |b 799,94 
(lexi /[ x) / (lab | || 6) = 1,004. 

Tivemos, praticamente, em x a mesma perturbagdo que em b. 
O sistema, também desta vez, se comportou muito bem. 

A relaco (eT /|x l) / (og |b \) varia de 1 a cond(A), podendo atingir qualquer 
valor entre esses dois extremos, como vimos no exemplo acima. 

Observagao: A escolha de matriz simétrica A € 4, da forma (5.16.1), deveu-se ao fato de 
ser muito facil a explicitagao de seus valores singulares, que coincidem com seus 
eutovalores (que sao explicitos) e, portanto, também muito facilmente explicitavel seu 
numero de condicdo, cond(A), qualquer que seja a ordem N de A. 

Além disso, a solugdo x do problema linear Ax = b, nestes casos, com A € #4, da 
forma (5.16.1) é muito simples (vide item 5.1.12, acima): 

a) Se as componentes de b sdo iguais entre si, a solugo x é dada por: 

x=(I/p)b 

onde 1 é o maior valor singular de A (ou seu maior autovalor). 

b) Se, ao contrario, sao diferentes as componentes de b, entdo: 

x=A™T=b, 

Como A” € explicita, x é obtido por mera multiplicacao de matriz por vetor. (vide 
item 4.6.4, Capitulo IV). 

EXEMPLO: 

Sejamr=s=2; N=6. 

Entao: d= 10?= 100; a=10°- 10?= 99,99. 

=d+(N-1) a= 100 + 5(99,99) = 599,95. 
X= 10° =0,01. 
Cond(A) = (/A) = 59995. 
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b. A= N(L0%) - (N-1) 107§= N - (N-1) 10* = 5,9995. 

p-a=(N-1) 10°- (N-2) 10°= 499,96. 

499,96 -99,99 -99,99 -99,99 -99,99 -99,99 

-99,99 499,96 -99,99 -99,99 -99,99 -99,99 

1 |-99,99 -99,99 499,96 -99,99 -99,99 -99,99 

5,9995| -99,99 -99,99 -99,99 499,96 -99,99 -99,99 

-99,99 -99,99 -99,99 -99,99 499,96 -99,99 

-99,99 -99,99 -99,99 -99,99 -99,99 499,96 

Consideremos os casos: 

a)b=(u p pH pL p)'comos seis componentes iguais a LL. 
Entao x = (I/u) (b)=(1 1 1 1-1 1h 

Ent&o Ax = b tem a forma: 

100 99,99 99,99 99,99 99,99 99,99) (x, 599,95 

99,99 100 99,99 99,99 99,99 99,99} | x, 599,95 

99,99 99,99 100 99,99 99,99 99,99) | x3 599,95 

99,99 99,99 99,99 100 99,99 99,99] | x, 599,95 

99,99 99,99 99,99 99,99 100 99,99] | x, 599,95 

99,99 99,99 99,99 99,99 99,99 100) \x, 599,95, 

com x=(1 111 1 1). 

b) b=(b+0,01 b+0,01 b+0,01 b+0,01 b+0,01 b+0,01)'= 
(599,96 599,96 599,96 599,96 599,96 599,96) 

Entao 

x= (1/p) (b) tem as suas seis componentes iguais a 1,0000167. 

Dai, Ax= X-X tem as suas seis componentes iguais a 0,0000167. 

Ent&o, usando a norma euclideana: 

|Ax|| = 00000409; || x|=2,4494897. 

Ax||/|| x |=0,0000166. 

|Ab|| = 00244948; | bl|=1469,5714, 
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Ent&o, a perturbagao relativa em x é a mesma que a perturbagio relativa em b. 
Logo, 0 sistema se comporta bem. 

c) b=(b-0,01 b+0,01 b-0,01 b+0,01 b-0,01 b+0,01)'= 
= (599,94 599,96 599,94 599,96 599,94 599,96)'. 

Entdo: Ax=A™(Ab)=A"(-0,01 0,01 -0,01 0,01 -0,01 0,01)! 
= 1 4 ¥ a i. 

Logo: x =(0 2 0 2 0 2) 

Dai, 
||ax| = 2,4494897; | x||=2,4494897; 
[ax [|x |=1 
Ab| = 0,0244948; || b||=1469,5714; 
[Ab| /||b | = 0,000016668; 

(ax /|[x[]) / ab} /| b) = 59995 = cond(A). 

Assim, para uma perturbagdo relativa de 0,000016668 em  b, tivemos uma 
perturbacdo relativaem x de 1, ou seja, 59995 vezes maior. O sistema é altamente mal 
condicionado. 

d) b=(599 599 599 599 599 599) 
Ab=(-0,95 -0,95 -0,95 -0,95 -0,95 -0,95)' 

x= (1/) b. Entaio x tem as suas seis componentes iguais a 0,9984165. 

4x] _ 0,0038786 = = 0,0015834, 
|x| 2,4494857 a 

[abl _ 2,3270153 
= = 0,0015834. 

| bl) 14695714” 

A perturbagao relativa em x é a mesma que a perturbagdo relativa em b. Logo, o 
sistema se comporta bem, apesar de ser grande a perturbag4o absoluta em b. 

As vezes se relaciona o mau condicionamento de uma matriz A ou sistema, Ax = 

b, ao fato de ser muito pequeno o determinante de A, det.A. 

De fato, no caso, det.A= (A). p = 5,9995 x 10° é muito pequeno. 
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Por outro lado, pode-se construir A ¢ 7, simétrica, com numero de condi¢ao 

elevada, que pode resultar em mau condicionamento do sistema Ax = b, com determinante, 

det.A, muito grande. Por exemplo; 

N=4; d=10000; a= 9999. 

p= 10.000 + 3(9999) = 39.997. 
2 =1; cond(A) = 39.997. 
det.A = 1? x 39997 = 39997. 

A matriz A, no caso, tem numero de condicao elevado, cond(A) = 39997, que pode 

motivar o mal condicionamento de Ax = b = (up 1 1)‘ e, no entanto, det.A nao é pequeno. 

Assim, det.A muito pequeno nao pode ser considerado como fator determinante do 

mau condicionamento de uma matriz ou sistema linear: 

Seja N=10; d=1; a=0,9. 
=10- 9(0,1)= 9,1. 
2 =0,1; cond(A) = (p/A) = 91. 
det.A = (0,1)? x 9,1 =9,1 x 10°. 

O numero de condigao de A é baixo, mas seu determinante, det.A é muito pequeno. 

A relagao entre a perturbagao relativaem x, devido a uma permutagao relativa em b sera, 

no maximo, de 91 vezes: 

(xl /[|x) /([ab] /| bl) < 92. 

Se (Ab|/{]b[)= 0,001, (\Ax|/| x) < 0,091. 

Como se vé, det.A muito pequeno nao faz prever-se mau condicionamento do 
sistema Ax = b, nem determinante de A grande garante seu bom condicionamento. 

Referéncia: 

FORSYTHE & MOLER - Computer Solution of Linear Algebraic Systems. Prentice 
Hall [2-8], 1967. 

5.17. Matrizes A € 4, C € @e A, € 4, que sejam diagonalizaveis. 

Matriz A, quadrada, de ordem N (N = 2, inteiro) é diagonalizavel, isto é, é similar a 

matriz diagonal D (ao longo de cuja diagonal estéio os autovalores ),, k= 1, 2, ..., N de A) 
se € somente se 0 espago onde estiio os elementos de A possue uma base constituida dos N 

autovetores de A. Ou, equivalentemente, se os N autovetores de A sao linearmente 
independentes ou se a matriz V cujas colunas sao esses autovetores é nao singular. Tal base 
é chamada de autobase do espago (eigenbasis). 
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I) Seja A € #, de ordem N (N 2 2, inteiro). 

Sabemos que os autovetores de A, correspondentes aos autovalores ), = d, - aj, 
k= 1, 2, ..., N- 1 € Ay = Sq, so os vetores V,, V3, ...5 Vzis Vn» definidos em (2.2.3.1), item 
2.2.3, Capitulo II. Assim, a matriz V dos autovetores de A é: 

N N N 
Xb, Liby Xd, by 1 
k=2 k=3 k=4 

N N 
-a; db, Xb, we by 1 

ks3 kc 

a, —(a;+a,) by we by I 
V= k=4 

-a, —(a;+a,) —-(ajt+a,+a;3) .. by 1 

—a,; —(a,+a,) -(a;+a,+a3) ... by 1 
Nel 

-a, -(a;+a,) -(a;ta,t+a;) .. -Ya, 1 
ke 

Vamos determinar em que condigdes V é nao singular e assim os vetores 

Vj, V25 «++: Vy-is Vy Constituam uma base (autobase) do espaco (RN ou C¥). 
Para isso, adicionamos, respectivamente, a 1*, a 2°, ..., 4 (N-1)-ésima coluna de V a 

ultima, multiplicada por conveniente fator, de modo a tornar iguais a zero os elementos 
situados abaixo da diagonal principal de V, nas colunas 1, 2, ..., N-1. Usando as 

definigdes de A,, k= 1, 2, ..., N-1 e de Ay, obtemos a matriz triangular superior W, abaixo: 

Aye, hy She By silly vx: hiyBy., T 
O Nyy Ryahy ~ Ayana 1 
0 DO  kp-Fin me Ay 1 

w=| 0 0 0 we kw-Ana 1 

0 0 0 hehe 1 
0 0 0 0 1 

N-I 
Entao, det.W = [](Ay -A,) 

kel 

Dai, W sera nao singular, e consequentemente, também V (que é equivalente a 

W), se Ay # Ay, k= 1, 2, ..., N-1. Ent&o os autovetores v,, V2, .... Vy Serao uma autobase do 

espa¢o, se e somente se Ay # A,, k= 1, 2, ..., N-1. Logo, é esta a condigdo para que A seja 

diagonalizavel, ou seja, que existe V nao singular tal que 

D=V'AV 
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onde D é matriz diagonal ao longo de cuja diagonal estio os autovalores 24, k= 1, 2, ..., N 

de A e V éa matriz dos autovetores de A, correspondentes a esses autovalores. 

Para se determinar a inversa V' de V, aplicamos 4 matriz identidade I, a mesma 

sequéncia de operagdes elementares que aplicamos a V para obter I,. Resulta, entéo, que 

V"' éexplicita. Pondo 

Vi=y= {yy i, j= 1, 2, ..., N}, temos: 

  

by 
YNn = 3 

dn mn 

Yur =Vinw 1, 2p, No]; 

Yuji = "Xan +X}, J=1, 2, ....N-1; 

com 

  

Day v 

xe de be Nob Ann-Aj 0 AN AG 

yj=0, i=1,2,..,N-2; j= it2,..,N 

yj=0, 1=2,3,..,N-1; j=l, 2,.,i-1 

Para N = 5, V" teria o seguinte aspecto: 

1 1 
    

    

    

    

  

= 0 0 0 
ds Ay ds -Ay 

1 1 
0 - 0 

Pegi Ns Nee ° 

vi=| 0 0 | ap 0 
Xs —h3 Xs —A3 

1 1 
0 0 0 - 

dag Deg hes Re 

y y y bs 51 52 33 Ysa Nem deg 
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ay ay a +a. 

Aah Nga, deel, 
      Ys = 

= Art ay | ay tay +5 | __aj+a,+a; aj ta,ta;+ay 
¥s3= > Ysa = rar t Lod 

5 Og 54 

  

hs — Ag As —A3 

Os demais elementos s4o iguais a zero. 

EXEMPLOS 

1. Os autovalores so todos distintos. N = 4 

222 -2 
Autovalores: 

13 2 -2 
A= Ay Hh Ag HBsAg = 3s dg = 4; 

114-2 ' 3 ‘ 
t11i Ag =3#0; Ag -A, =240;44-2, =140 

  

2 0 -2 1 1000 
ye[7 9 21 p-/? 29 9 

fei 22 sat a)? “]0 03 0 
+2 3 J 0004 

11 4 0 
3.3 

job -b oe VC= 

0 6 & =2 
1 1 

1 2 2 = 
3 3 1 

aly lata, _ 1,32 
a 3°33 

a,;+a,t+a 
= 14-2 3 =-143=2 43 Ry hs 

2 0 -2 1N(1 0 0 O/(1/3 - 1/3 0 0 
vpv-iz[7! 9 2 1/0 2 0 of] 0 1/2 -1/2 Of _ 

~|-1 -2 -2 1//0 0 3 of] o 0 1 <1 
-1 -2 -3 Ylo 0 0 4/\N/3)— 2/3 2s



=4; 2. Sejam N 

Autovalores: 

Yas = 2. 3 1; yal 2=1y yg === 1 Yar 

AV =VD; 

wu 
—
—
_
 

N
N
a
n
n
m
o
 

roy 
a 

T
T
 

e
y
 
S
E
 

| 
t
o
l
 

A
a
a
 e
 

a
a
,
 

c
o
o
y
a
n
 

an | 

le A,=2. , S40 iguais a 4. Os autovalores A,, k= 1, 2, 3 3. N= 
Entao: 
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22 3 -5 
Autovalores: 

1 3 3 -5 
A= 12 & sli Ay SAg = Ag =]; Ay = 2 

123-4 hg Ay = Ag Ag = Ag Ag = 140 

Logo, A é diagonalizavel. 

0 2 -5 1 100 0 

-1 2 -5 1 0100 
V= ; D= 

-1 -3 -5 1 0010 

-1 -3 -6 1 000 2 

1-1! 0 0 

yi|® + ot A=vbv"! 
{0 0 2 =I?” 

12 3 -5 

ay a, +a, a, +a, +a, = =1; =-1+—— =-14+3=2; = -3 + ——_+*— = -3+6=3 Yar ipl Ya2 hy Us Ya3 + Ty 2h 

Observagao: Os exemplos 2 e 3, acima, evidenciam um caso geral: Se A € #€ inteira, tal 

que seus autovalores A,, k= 1, 2, ..., N-1, N_ satisfazem: 

Ay Ay =t1, j= 1,2, .5N-1, 

ent&o A é diagonalizavel e a matriz V que transforma A em D (onde D é matriz diagonal, 

tal que A = V" DV) é matriz inteira com explicita inversa inteira V". 

4. Se alguns ou todos os autovalores A,, k= 1, 2, ..., N-1, de A € 4 coincidem com Ay, 

entao A nao é diagonalizavel, pois a matriz V de seus autovetores é singular e, portanto, 
nao inversivel. Neste caso, A pode ser transformada em forma canénica de Jordan, J. 

Isto é, existe matriz T nao singular tal que AT = TJ. Por exemplo: 

Seja: 

211 - 
121 Os autovalores de A sao: 

A= 112 3 Ay =Ay = Ag =H Ay = 1 

11d Portanto, A, -A, =0, k =1,2,3. 
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Logo, A nao é diagonalizavel. Podemos, porém, transforma-la em matriz J e obter T 

nao singular tal que: 
AT=TJ 

mediante 0 seguinte procedimento: 

a) Por meio de operacdes elementares sobre a matriz A - Al, chegamos a matriz polinomial 

diagonal B(A), ao longo de cuja diagonal estfo os polinémios invariantes de A: 

Qh 1 1 3 10 0 0 
1 2-2 1 -3| Joa-1 0 0 -E= =Ba 

AWME=| py g-n -3]7]o 0 at 0 @) 
1 1 1 2-a) lo 0 O Q@-vD? 

Aqui, 1, 4-1, 4- 1 e (A - 1)’ so os polinémios invariantes de Ae A- 1, 2-1e(A- iy) 

seus divisores elementares. Dai, obtemos: 

1000 
0100 

Jo 011 
0001 

No processo de transformagaéo de A - X E em B(A), anotamos as operagées 

elementares efetuadas sobre as colunas de A - i E: 

Qi(A) = [12] [18 x (A-2) + 28] [12 x (-1)+3*] [12 x (3)+4"] [48 x(-1)] [2°+3"] [3? x (-1)+4"] 

b) Em seguida, transformamos, por meio de operagdes elementares, J - 1 E em matriz 

polinomial diagonal C(A) idéntica a B(A), uma vez que A-A E e J-A E sao matrizes 

equivalentes e tém, portanto, os mesmos polinémios invariantes e os mesmos divisores 

elementares: 

1-2 0 0 1 0 0 
0 I-k 0 0 0 2-1 0 0 

J-2E = =BA 
0 o i-a 1]?fo o a-t 1 @) 
0 0 0 1-4, 0 0 0 (-1)? 

Anotamos as operagées elementares efetuadas sobre as colunas de J-AE, no 

processo de transformagao de J-AEem B(A): ~ 

QA) = [14][1? (A-1) + 34] [34]. 

c) Definimos Q(A) por: 

QA) = QA) VAs QA! = [34] [18 x (1-A) + 37] [14]. 
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Aplicamos as colunas da matriz identidade I, as operagées elementares Q(A). 
Obtemos: 

1 1 =] 10 

A-3 A-2 1-20 1 
14(Q,(2)Q2 (4)!) = = 1 0 -1 0 

0 oO -1 0 

1 1 -1 0] fo0 0 0 
3 29 4 t| 11 To. 0 

“li 0 -1 ol*]o 0 0 oft 
0 0 -1 of [0 0 0 

1 1-1 0] fo 0 0 ojf1 0 0 0] f1 1 -1 0 
pa[3 2 1 Aft 1-2 offo 1 0 of }-2 -1 -1 71 
“}1 0-1 0 Jo 0 0 offo 0 1 1) ]1 0 -1 0 

0 0 -1 0] [0 0 0 o}fo 0 0 1] }o o -1 oO 

Podemos, entao, verificar que AT = TJ: 

211 -3)f1 1 -1 0 1 1 -1 0Jf1 000 i i -h 4 
12 1 -3//-2 -1 -1 -1]_|-2 -1 -1 -1//0 1 0 of J-2 -1 -1 2 
112 -3//1 0 -1 o] |1 0 -1 O}f/o 011) |1 ©O -1 -1 
111 -2}/0 0 -1 0 0 0 -1 Off0o 001 0 0 -1 =i 

Pode-se mostrar que det.T = -1 # 0. Logo T € nao singular e T' existe e, como T, é 
inteira. Ent&o: 

J=T'AT. 

5. Se so conhecidos os autovalores e os autovetores de A € #4, a explicitagao da matriz J, 
de Jordan, similar a A, pode ser obtido por método mais simples e eficiente. 

Seja A a matriz do EXEMPLO 4 acima. Seus autovalores so , = 1, k= 1, 2, 3, 4. 

Seu polinémio caracteristico, p,(4) = (A - 1)‘. Portanto, a multiplicidade algébrica de 4 = 1 
é 4. Vamos determinar o numero e a natureza dos blocos de Jordan, na matriz J. Para isso, 

determinamos a multiplicidade geométrica de A = 1, ou seja, a dimensdo do espago nulo 
de (A - 1.1). No caso, temos: 
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111-3) (x) (0 
111-3; }x,| Jo 
111 -3}}x;,| Jo 
111-3) kxJ lo 

Como a caracteristica (posto) de (A-1.I) é igual a 1, segue-se que a dimensao do 

espago nulo de (A-1.I) =4-1=3. Logo, a multiplicidade geométrica de X1=1 é igual 
a3.A. Dai, a forma canénica de Jordan de A, similar a J, tem trés blocos de 

Jordan, a saber: 

1 1 
{(1] [1], ‘ 1) onssie 

1000 
0100 

loo. 
0001 

Vamos, agora, obter uma base de Jordan para A. 

Da equacdo: x,+x,+x;-3x, = 0, obtemos, sucessivamente v, = (1-1 0 

0), v.=(10-10) e v;=(1 11 1) que s&o trés autovetores linearmente independentes de 
A associados a A = 1. Para se obter o quarto elemento v, da base de Jordan, calculamos: 

(A-1.A)vy=V3 OU Vqy + Vy2 + Vaz - 3V qq = 1. 

Fazendo: V4) = V4) = V4q = 0, tem-se: v4; = 1. 

Logo: v,=(0 0 1 0). v, é autovetor generalizado de A, de ordem 2. 

Dai, 

| oS
 

o
r
o
n
o
 

Pode-se verificar que V é nao singular. 
Logo, AV=VJ ou J=V' AV 

21 1 -3//1 1 210 1 1 1 Of1 0 00 lL ita 

12 1 -3]/- -1- - AV=VI= 3)/-1 0 10 _{-170 1 O70 1 0 0 ba 1011 

1 1 2 -3//0 -1 1 1 oO -1 11/0 01 1 0 -l Tt 2 

1 1 1-2/0 0 10 0 0 1 0/0001 0 011 

II) SejaC é @, de ordem N (N 2 2, inteiro) 
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Sabemos que os autovetores de C € @, sao os vetores Uj, Uy, ..., Uy, dados por: 

“ N 

Se ze roe 53 jee N 

mca Bef w=} _o fw] is Sant Uys = 

i —(cy +¢3) 

-c 
2 —(Cy +¢3) 

Logo U, a matriz dos autovetores é: 

TN N 

De; Xo; me | ON 
je? 3 

N 
Cy de; we Cy 

iB 
Usa] ~2 (Cn +03) «ty 

on   jr2 

Cy 1 

Cy 1 

Cy 1 

: Un = 

c 
nN ! 
de; 1 
jr2 

1 

1 

1 

1 ~ i 

—C, -(c,+¢3) «. (Es) 1 

Pode-se mostrar, analogamente ao que fez no caso I), que a condi¢ao para que U 
seja nao singular, isto 6, para que C € @ seja diagonalizavel, é que: 

dy #5 K=1,2,...,N-1, 

N 

onde Ay = Dic;; Ay = Cy — Cy yy, K=1,2, ...,N-L 
jl 

Neste caso, pode-se explicitar Y = U": 

Y = {y;, i,j = 1, 2, ..., N}, tais que 

Y= WAy- Aj), 1=1,2,...,N-1 

Yr = Cn! (Aay~ Aor) 

Yiier =-yii, 1=1,2,...,N-1 

Yn,j = Xj +X, j=l, 2,...N-1,com 
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yy=0, 1=1,2,3,..,N-2; j=i+2,...,N 

WHO, 192,8, Ney ] SI) ag ted. 

Para N = 5, U" teria o seguinte aspecto: 

    

    

    

    

1 __1 0 0 

gal As—1 
1 1 

0 - 0 
As Ap As Ap 

1 1 
ut=| 0 0 ~ 

As —A3 Aso hs 

0 0 0 
Ns Ag 

Yis Y25 Y35 Yas 

EXEMPLO: 

1. Sejam N = 4; 

31 2 1 
Autovalores:: 

132 1 
C=), 5 3 | a2 Arab As=2 Ay a7 

1214 Ag A, =55 Ag Ay =6 AZ—-AZ =5 

Logo, C é diagonalizavel. 

43 11 1/5 -1/5 0 0 
-13 1 1), J 0 1/6 -1/6 0 

Ue sUts= 
1-33 11 0 0 1/5 -1/5 
-1 3-4 1 1/5 3/10 3/10 1/5 

Vig = Cy Mag Ay )= 1/53 Yq = 1/5 43/6 = 3/10 
Yaq = 3/6 + 3/5 =3/10; yay = C4 / (Ag —A3)= 1/5 

D=U'CU= 
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2000 6 -6 0 0)(3 12 1\(4 11 

0100; afo 5 -5 ojj1 3 2 1)]-1 1 af 

002 0| 30/0 0 6 -6/J1 2 3 1]/-1 -3 1 1] 
0007 6 9 9 6Jli 21 3\4 -3 -4 1 

6 -6 0 Of8 3 2 7] [2000 
_1fo 5 -5 oj/-2 3 2 7/_Jo 100 
“30/0 0 6 -6//-2 -3 2 7| jo 020 

6 9 9 6|{-2 -3 -8 7] [0 007 

2. Sejam N = 4; 

311 33 
1313 Autovalores: 

Calo 1g gf} M=2sAa=2sdg= 6s Ag=2 
1 1 ogg | BATA E 0:4 Az = Osdy—2g=—4 

Logo @ nao diagonizavel, mas pode ser reduzida 4 forma canénica de Jordan. 
O polinémio caracteristico de C, p,(A) = (A- 6) (A -2)*. 
Ao autovalor 2 =6, corresponde um bloco de Jordan, [ 6 ], uma vez que a 

multiplicidade geométrica de X =6 é igual a sua multiplicidade algébrica ( ambas iguais 4 
1); 

Para o autovalor 2 =2, vamos determinar sua multiplicidade geométrica. Sua 
multiplicidade algébrica é 3. Calculamos a dimensao do espago nulo de C - 21: 

111 33 

111 - 
C-21= i 

111 -3 

11 43 1 

Esta matriz tem caracteristica (posto) igual a 2. Logo, a dimensao de seu espaco 
nulo é 4-2 =2. 

Logo, ao auto-valor 4 = 2 , correspondem, na matriz J, de Jordan, dois blocos, a 

saber: [21e(, | ; 

Entao, 

159



c
o
c
o
o
n
 

S
O
N
 O

o 

O
N
O
 O

O 

1
)
 

Determinada J, passamos a construcdo de matriz nao singular V, tal queC V=VJ. 
Correspondente ao auto-valor 4 = 6 temos o autovetor linearmente independente 

v,=(-3 -3 -3 1). 

Das duas ultimas linhas de C -2I, obtemos o sistema linear: 

X, +X) + X3— 3x,=0 

X, + X,—3x34+x4=0 

ou 

X3—3x4=—(x,+x,)=a 

—3xX3 +X, =-(x,+xX,)=a 

Logo x; = = xy 

Fazendo x, = 2 ; x, = 0, obtemos x; = x, =1. 

Logo v, = (2 0 1 1 )'é um autovetor de A correspondente a A =2 . 

Fazendo-se x, = x, =1, obtemos x, = x, =1. 
Logo, v;= (111 1)'é outro autovetor de A correspondente a A =2 . v, , v, eV; sao 

linearmente independentes. 
O quarto vetor, v,, da base de Jordan é obtido pela relagao: ( C - 21) v, = v3, onde V4 

é um autovetor generalizado de C de ordem 2. 

Ou: 

{e +Va2 + V43 — 3V 44 = 1 

Va + Vaq — Vag + Vag = 1 

ou 

Vas ~ 3V4g = 1 ~ (Vai + Van) = 

-3V 43 + Vag = 1 - (Vay + Vag) = 

Dai: 

a 
Vas = "= Via 
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Fazendo-se v,, = 3; V4) = 0, obtemos: 

V43 = Vag = 1 

Logo: v,=(3 0 1 1)! Daf: 

3213 
3010 

V= : 
31411 
}iid 

De fato, temos: 

3 1 1 =3)/-3 213 

1 3 -3]/-3 0 1 0 
CV=VJ= = 

11 3 =3//3 111 
11+3 3]{1 111 

-3 2 1 3) [6 0 0 O] [-18 4 2 7 
-3.0 1 0} |0 2 0 0} |-18 0 2 1 
311 1//0 0 2 1] |-18 2 2 3 

1 11 1/|0 0 0 2}|6 223 

Pode-se verificar que V é nao singular. Logo, C é similar a J: J= V' CV. 

IlI- Seja A, € 4, de ordem N (N 2 2, inteiro), simétrica. 

Sabemos que os autovetores de A,, correspondentes aos autovalores i, =d- a, 
k= 1, 2,...,N-1 € Ay =d + (N-1) a, sao os vetores V,, V2, V3...» Vas Vy dados por: 

N-1 N-2 N-3 1 1 

-l N-2 N=3 1 1 

-1 2 N-3 1 1 

vy, =| -l [sva=| -2 |sv3=] -3 ses Ver =] 1 [svn =] 1 

-1 “2 -3 1 1 

=1 2 3 1-N 1 

A matriz V =(v, V> ..; Vy. Vy) dos autovetores de A,, 
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€ nao singular, de vez que 

-1 <2 3 os 1 1 

-1 -2 3 .. 1-N 1 

pode ser transformada, por operacdes elementares sobre suas colunas, na matriz: 

NNN Nl 

0 NN N 1 

0 ON N 1 

0 0 0 N_ 1], cujo determinante é N“ 0. 

0 0 0 1 

0 0 0 01 

Logo, os autovetores V,, V>, ..., Vy.» Vy de A, sao linearmente independentes e sao, 
portanto, uma base do espaco. Logo, A, é diagonalizavel sempre, pois 0 espaco possue uma 
autobase (eigenbasis). Dai, existe matriz diagonal D ao longo de cujo digonal principal 
est&o os autovalores de A, e tal que: 

A, V=VD 

onde V é a matriz cujas colunas sao os autovetores de A,. Como V é€ nao singular, logo 

inversivel, temos: 

D=V'A,V. 

A matriz V" pode ser facilmente explicitavel e se tem: 

V'=Y= {yy i,j=1,2,...,N}, onde 

ya = W/N, i=1,2,...,N 

Yiier =-I/N, i= 1, 2, ..., N-1 

Yui = I/N, i= 1, 2, ..., N-1. 

Os demais elementos y,, sao iguais a zero. 

Para N = 6, a matriz V" teria o seguinte aspecto: 
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1/6 -1/6 
0 1/6 

yu}? 2 
0 0 
0 0 

1/6 1/6 

EXEMPLOS: 

1. N=5; 

822 2 
28 22 

A,=|2 2 8 2 
2228 
2222 

4 3 2 
=i 3 3 

V=|-1 -2 2 
I 2 3 
-12 3 

6000 
0600 

D=|0 0 6 0 
0006 
0000 

1 -1 0 
01 -l 

=1/J0 0 1 
0 0 0 
111 

0 0 0 0 

-1/6 0 0 0 

1/6 -1/6 0 0 

0 1/6 -1/6 0 

0 0 1/6 -1/6 

1/6 1/6 1/6 1/6 

2 

2 Autovalores: 

2 X=8-2=6 

2 H=8+4x2=16 

8 

1 1 1/5 -1/5 0 0 

ae 0 41/5 -1/5 0 

1 1 vt=!/0 0 1/5 

1 o1 0 0 0 1/5 

-4 1 V/S WS 1/5 1/5 

0 

0 

0/=V71A,V= 

0 

16 

0 O;/8 222 2 4 3) 2 

0 O/;/2 8 2 2 2) /}-1 3 2 

-1 0//2 2 8 2 2) /-1 —2 2 

1 -1]//2 2 2 8 2] /-1 -2 -3 

1 o1]]/2 2 2 2 8] {-1 -2 -3 

=1/'5 

0 

0 

0 

=1/5 

1/5



6 6 0 0 O}f4 3 1 1) [6000 0 
0 6 ~~ o ojj-1 3 2 1 1]| ]o600 0 

=l9 0 6 ~~ of|-1 22 1 1/-]0 060 0 
Jo 0 0 6 -6|]-1 2 3 1 1] lo 006 0 

16 16 16 16 16||-1 -2 -3 -4 1] [0 0 0 0 16 

2. N=4; Autovalores: 1 = 0 de multiplicidade 3 e 1 = 8; 

2222 3211 1/4 -1/4 0 0 
2222 -2 11/0, |0 1/4 -1/4 0 

Ar=lo 9 2 ofl 2 1 iP’ “lo 0 0 V4 
2222 4-2 31 1/4 1/4 1/4 1/4 

000 0) fl -1 0 01f2 2227/3 2 11 
pufo 9 9 1/0 1 -1 of/2 22 2]f-a 2 1 ay 

0000] 4fo 0 1 -1{[2 2 2 2J)/-1 211 
ooos |i 1 ijj2 22 2/|4 2 31 

000 0/73 2 1 1) fooo0o 
ifo 0 0 of/-1 2 1 1] Jo 00 0 

“4lo 0 0 O//-1 -2 1 1] |o 0 0 0 
8 8 8 si|-1 2 31) joo 08 
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