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RESUMO

Uma nova classe # de matrizes quadradas A é apresentada cujos problemas de autovalores
e de inversdo e determinantes sdio facilmente explicitiveis. Se A e A ¢ inteira, seus
autovalores séo inteiros, bem como podem ser inteiras as componentes de seus autovetores.
Por outro lado, é sempre possivel construir-se matriz A € # com prefixados autovalores ou
determinante. Em particular, pode-se construir A inteira com prefixados autovalores ou
determinantes inteiros.

Além disso, # contém subclasse de matrizes que, sendo inteiras e inversiveis, possuem
inversas inteiras explicitas ou muito facilmente explicitaveis.

Outras subclasses de # sdo também definidas e analisadas como, por exemplo, a das
matrizes simétricas.

Acreditamos que tais matrizes serdo instrumentos Uteis, como matrizes de teste, a
professores e pesquisadores, em suas atividades de ensino e de pesquisa.
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ABSTRACT

A new class # of square matrices A is introduced whose elements having the property that
the eigenvalues, determinants and inverses are easily expressed. If A € A is an integral
matrix, that is with integer entries, then its eigenvalues are integers and further the
components of the eigenvectors can also be given as integers.

Furthermore it is always possible to construct A € # with prescribed eigenvalues or
determinant. In particular, it is possible to construct integral matrix A € »# with prescribed
integer eigenvalues or determinant.

The class # contains a subclass of non singular integral matrices with either exphct or very
easily expressible integral inverses.

Other subclasses of »# have also been studied, such as that with elements which are
symmetric matrices. We believe that such matrices will be useful instruments as test
matrices for teachers and researchers in their didact and research activities.
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Introducio

1. Reuniremos, nesta monografia, os resultados das pesquisas que vimos realizando nos
altimos quinze ou vinte anos, sobre classes especiais de matrizes, as chamadas matrizes
de teste.

O problema se nos apresentou quando procurdvamos exemplos de matrizes
quadradas inteiras, para uso em sala de aula, cujo problema de autovalores fosse facilmente
explicitdvel. Era, entdo, conhecido que as matrizes quadradas inteiras, M, de ordem N

(N 2 2, inteiro), da forma:

(N N-1 N-2 .. 3 2 1)
N-1 N N-2 .. 3 2 1
N-1 N-2 N .. 3 2 1
[ - (L)
N-1 N-2 N-3 2 1
N-1 N-2 N-3 2 N 1
\N-1 N-2 N-3 2 1 NJ

possuiam os auto-valores:
AMA=N-N-k)=k, k=1,2,...,N-1

Ay =N+N-1)+ N2+ 4342 +1= 3 k= N(N+1)2
K=

e a propriedade adicional de que a soma dos elementos de cada uma de suas linhas era um
numero fixo, Sy, = N(N+1)/2.

e seu determinante, det. M, dado por:

det. M= ﬁxk =1.2.3. ... (N-1) . (N(N+1)/2) = (N+1)1/2.
k=1

Tendo em vista preservar estas caracteristicas, tentamos e conseguimos generalizar
a classe M das matrizes da forma (1.1) acima definida, introduzindo a classe ¢ das matrizes
C, de ordem N (N 2 2, inteiro), da forma:

(6 & ©3 ... O 05 O
€2 ¢ C .. Cn2 On-i On
C; €3 € .. Cyoy Cno Cn
o U (12)
C; € € .. € Cyng Cn
C; €3 €4 .. Cy © Cy
\C; €3 C4 .. Cy, Cn C/

ondeos ¢, j=1,2, ..., N sdo nimeros reais quaisquer.



Neste caso, a soma dos elementos de cada linha de C ¢ um numero fixo S¢, para

N
toda matriz C da forma (1.2), Sc= > «c,.
k=1

Provamos que os auto-valores de C seriam dados por:

l’k == (c] i Ck+|) s k = ]., 2, vaty N'l

N

MWm=S:=Y o6
k=1

Portanto, o determinante de C, det.C, seria dado por:

N

N N N
det.C= JJAy =TI (c,-¢u).Sc= p (€ - Car) (kZ] Cy)
kel i -

k=1

Conseguimos também explicitar os auto-vetores de C, v,, k =1, 2, ..., N,
associados a cada auto valor A, k=1, 2, ..., N e também, quando existissem (A, = 0,k =1,
2, ..., N), suas inversas, C".

E, € claro, as matrizes M, da forma (1.1), passaram a ser casos particulares das
matrizes C, da forma (1.2) e, portanto, explicitéveis seus problemas de autovalores e de
inversdo.

Mostramos, também, que @ possue subclasse de matrizes que, sendo inteiras e
inversiveis, possuem inversas inteiras e subclasse de matrizes simétricas, que é fechada
relativamente as operagdes de adigdo e de multiplicagdo de matrizes, de multiplicagdo de
escalar por matriz e de inversio de matriz.

Verificamos que as matrizes de ¢ gozam das propriedades:
a)SeC,C, e entioa, C,+0a,C, € £,

onde o, a, sdo escalares.

b) Se C,,C, € € ese A,, A, sdo, respectivamente, auto valores de C, ede C,

entdo, a; A, +a, A, € auto valor de a, C, + a, C,, onde o, o, sdo escalares.

Infelizmente, constamos que a classe ¢ néo é fechada relativamente as operagdes de
multiplicagdo e de inversdo de matrizes.

Restava-nos, portanto, o problema de tentar generalizar a classe ¢, obtendo classe
em que as matrizes A € # satisfizessem, além das propriedades mencionadas para as da
classe ¢, também as propriedades:



c)Se A, A, e 4 entio A| A, A, A, € #
d)Se A € #, e A'existe, entdo A' € 4.

Tal objetivo foi alcangado com a introducdo de classe #, de matrizes A, de ordem
N (N = 2, inteiro), da forma:

a, a, a, d, .. b b
| 4y az dy n-2 n-1 n
A= (1.3)
a, a; as; a, d,, b, b,
a, a; az; a4 Aoz Gy D
\al a2 33 34 an—?. n-1 dn/

onded,,k=1,2,..,N; a,k=1, 2, ..., N-1;

by, k=2, 3, ..., N-1, N sdo numeros (inteiros, racionais, reais ou complexos) quaisquer,
sujeitos a restrigdo de que satisfagam a condigdo de que a soma dos elementos de cada
linha de A seja um nimero fixo, S,, para cada matriz A € 4.

Ou seja:

n n n
d, + Zbk = a/td,t Z b, = a,ta,+d;+ Zbk =
k=2 k=3 k=4

3 N N-3
= Zak +d, + Zbk == Zak + dy by, thy=
k= k=5 k=1

N-2 N-1
=a, +dy,+by = Zak +dy=S,.
k=1 k=1

Tais matrizes possuem os auto-valores:
kk=dk_a|\‘:dk+l_bk+1’k:]"2""’N_I (1.4)
K N — SA

Seus problemas de auto valores e de inversdo (quando inversiveis) sdo facilmente
explicitaveis, isto é, pode-se obter, facilmente, seus autovalores e os autovetores a eles
associados, bem como suas inversas (quando existirem) e seus determinantes.

Além disso, as matrizes da classe # gozam das propriedades a), b), c) e d) acima
citadas, além de outras importantes, como veremos nos capitulos subsequentes.

Construida matriz A € »# da forma (1.3), seus auto valores A, A, , ...+ Ay, s Ay
sdo, como vimos em (1.4), facilmente determinados. Reciprocamente, o que ¢ fundamental,
dados N numeros A, 2, , ... , Ay quaisquer, inteiros ou ndo, podemos construir matriz A e

3



A4 , da forma (1.3), que tenha esses N nimeros como seus auto valores e dai, obter os auto
vetores a eles associados.

Assim, # ¢é uma classe de matrizes com pré-estabelecidos autovalores e,
consequentemente, com pré-estabelecidos determinantes, como se vera oportunamente.

Tal especificidade ndo a possuem as matrizes da classe ¢, isto €, dados N niimeros
inteiros quaisquer A,, 2, , ... , Ay, nem sempre existe matriz inteira C € que tenha esses N
numeros inteiros como seus autovalores.

A4 contém subclasse de matrizes que, sendo inteiras e inversiveis, possuem inversas
inteiras, algumas delas explicitas ou, quando ndo, facilmente explicitaveis.

E claro que Oy (matriz zero de ordem N) e I, (matriz identidade de ordem N)
pertencem a »#, bem como a ¢.

2. Em vista do exposto, apresentaremos, a seguir classes de matrizes quadradas de ordem
N (N 2= 2, inteiro), de elementos inteiros, racionais, reais ou complexos, com algumas
caracteristicas desejaveis, a saber:

e sendo inteiras e unimodulares possuem explicitas inversas inteiras.

o sendo inteiras e unimodulares suas inversas inteiras, se ndo explicitas, sfo facilmente
explicitaveis.

e sendo inteiras ou ndo, seus problemas de autovalores e de inversdo (quando ndo
singulares) sdo facilmente soluciondveis.

e pode-se construir matrizes:

a) inteiras ou ndo, com prefixados autovalores (inteiros ou n#o) ou com
prefixados determinantes (inteiros ou ndo). No caso em que sejam inteiras,
seus auto-valores e auto vetores, bem seus determinantes, serfo inteiros.

b) simétricas, definidas ou ndo positivamente.

c) simétricas, cujos problemas de autovalores e de inversdo (quando ndo
singulares) sdo facilmente solucionaveis.

e outras caracteristicas.

3. Acreditamos que tais matrizes possam a vir a se constituir em instrumento util ao
professor ou pesquisador, em suas atividades de ensino ou de pesquisa, seja para
construgdo de exemplos em salas de aulas, seja para a elaboragdo de listas de exercicios
e de provas, bem como para teste (comprovagio) de algoritmos computacionais
matematicos.

4. Finalizando, gostariamos de sugerir a eventuais leitores desta monografia que, como
passatempo, tentassem justificar as afirmativas aqui feitas sem provas, ou que exibissem
contra-exemplos, mostrando que sdio falsas. Muito nos alegrariam se, de fato, o
fizessem. N

Sdo Carlos, SP, dezembro de 1998.



Capitulo 1

1.1. Apresentaremos, neste capitulo, por enquanto sem provas, classes de matrizes
quadradas inteiras, de ordem N (N >2, inteiro), com explicitas, inversas inteiras ou,
quando ndo explicitas muito facilmente explicitaveis.

1.2. Seja A1 a classe das matrizes quadradas inteiras, Al, de ordem N ( N>2, inteiro), da
forma:

((dy  dy—1 dy=1 dy=1 ... dyg—1 dyy-1 d=1)
byl Wy - G0 o dgy =1 BT de—1
di-1 dy-1 d; dy-1 .. dy,-1 dy -1 dy-1
di-1 dy-1 d3-1 dy .. dy,-1 dy -1 dy-1

Al (121)

dl_"]. d2—1 d3_1 d4"’1 e dN—2 dN_]“—l dN"'l
dl_l d2_1 d3_1 d4""‘1 “es dN—2_1 dN-—l dN_I
d] _‘]. dz _1 d3 _1 d4 _l sas dN—Z _1 dN—l _1 dN Vi

onde dy, k=1,2,..., N-1, sdo nimeros inteiros quaisquer e

N-1
dv=N-2)- > d, (1.2.2)
k=1

Vamos enumerar algumas das propriedades de que gozam tais naturezas:

a) A soma dos elementos de cada linha de A1, da forma (1.2.1), é um numero fixo
Sat,

SA1= -1
para toda matriz A1, da forma (1.2.1).

b) Os autovalores de Al, da forma (1.2.1), sdo:
A,=d, -(d, -1)=1,k=1,2,3..., N-1
k k k (1.2.3)
Ay=S,,=-1

Ou seja, Al possue os autovalores:

A= 1,de multiplicidade N — 1} (1.2.4)

=1



¢) O determinante de Al, det. Al, de acordo com (1.2.3) é:
N

detAl= J]Ar,=-1 (1.2.5)
k=1

d) As matrizes Al, da forma (1.2.1), sdo inteiras, inversiveis, com explicitas
inversas inteiras A1, tais que:

Al =Al (1.2.6)
Ou seja, as inversas Al™' de A1 sdo as proprias matrizes Al.
1.2.1. Exemplos.

a) Sejam N=4; d;=3; d,=5; d;=4.
Entdo, de acordo com (1.2.2) e (1.2.1), temos:

dy= (N-2) - )3:c1k = (4-2) - (3+5+4) =-10
k=1

3 @4 3 =
2 5§ 3 =1
Al = =Al"!
2 4 4 -11
2 4 3 =10

como se pode facilmente verificar, efetuando o produto A1.A1™ =1, (matriz identidade de
ordem 4).

Autovalores de Al ede A17":

M= (de-(de-1)) =1, k=1,2,3.
lk= SA] =-1.

Determinantes de Al e de A1”', det. Al e det A1
4
det. Al =det Al = []a, =-1I.
k=1

b) Sejam N=5;dc =0, k=1, 2, 3, 4.
Dai, ds = (5-2) - (0) = 3;

(0 =1 =1 =t 2

-1 0 -1 -1 2
Al=|-1 -1 0 -1 2|=A"
-1 -1 -1 0 2
-1 -1 -1 -1 3



Autovalores de Al e de A1°":
A=(dk- (de-1) =1, k=1,2,3, 4.
7&.5= SAl =.].

Determinantes de Al e de A1°":
det. Al =det. Al =-1.

¢) Sejam N =5; d;=2; dy= -4, d3=-5; ds= 3.
Dai, ds = (5-2) - (2-4-5+3) =7

Logo:
(2 -5 -6 2 6
1 4 -6 2 6
Al=A1"=[1 -5 -5 2 6
1 -5 -6 3 6
\1 =5 -6 2 7

Autovalores de Al e de A17":

A =(dx - (de-1) =1, k=1,2,3,4.
As= S =-1.

Determinantes de Al e de A1
det.Al =det.Al" =-1

1.3. Seja 42 a classe das matrizes A2, quadradas, inteiras, de ordem N (N > 2, inteiro), da

forma:
d d,+1 d,+1 d,+1 dy, +1 dy +1 dy+1)
d,+1l dy; dy#1 d,+1 .. dy#1 dy, +1 dg+l
d,+1 d,+1 d, d,+1 dy, +1 dy,+1 dy+1
AD = d,+1 d,+1 d;+1 d, dy, +1 dy +1 d, +1 (131)
d+1 d,+1 dy+1 d,+1 ... dy, dy,+1 dy+1

di+1 d,+1 d;+1 d,+1 .. dy,+1 dy, dy+1
dy+1 dy+1 dy+1 d,+1 ... dy,+1 dy,+1 dy J

onde di, k=1, 2, ..., N-1, sdo numeros inteiros quaisquer e

dy =(2-N)~§dk (132)

k=1



Valem as propriedades:
a) A soma dos elementos de cada linha de A2 é um nimero fixo Saa,

SAz =1
para toda matriz A2, da forma (1.3.1).

b) Os autovalores de A2 s#o:

A =d. -(d, +D)=-1, k=12,..,N-1
¢ =4+ (132)
Ou seja, A2 possue os autovalores:
A = -1 de multiplicidade N -1
(1.34)

p=1
¢) De (1.3.2) resulta:
Detorminanie de:A =gt A= 5 B N BEPE] g0

1, se N for impar

d) As matrizes A2, da forma (1.3.1) sdo inteiras e inversiveis, com explicitas
inversas inteiras A2, tais que:

A2l=A2 (1.3.6)
Ou seja, as inversas A2 de A2, da forma (1.3.1) s8o as proprias matrizes A2.
1.3.1. Exemplos.
a) Sejam N =4;d,=3;d,=5; d;=-8

N-1
Entéio: dg= (2-N) - ) d, =(2-4) - (3+5-8) = -2.
k=1

Logo:
36 -7 -1
4 5 -7 -1
A2= =A2"
4 6 -8 -1
4 6 -7. -2

Autovalores de A2 e de A2
A= (dg - (dgt1)) =-1, k=1, 2,3.

:‘\.4= 1i;



Determinantes de A2 e de A2’
det. A2 =det. A2 = -1 (N=4, par)

b) Sejam N=5; d=0, k=1, 2, 3, 4.
Dai, ds= (2-5) - 0 = -3.

Logo:
011 1 -2
1 01 1 =2
A2=|1 1 0 1 =2
1110 =2
\I 1 1 1 =3/
Autovalores de A2 e de A2

M= (e - (der]) =-1, k=1,2,3, 4.

7&5= I

Determinantes de A2 e de A2™:
det. A2 =det. A2 = 1 (N=5, impar)

¢) Sejam N=5; d;=-3; dy=4; d;3=5; ds= -4.
Dai, ds=(2-5) - (-3 +4 +5-4) =-5.
Logo:

(-3

A2=A2"=|=2

bh v b B WUn

Auto-valores de A2 e de A2’

Ak = (dk - (dx+1)) =-1, k=1,2,3.
ﬁ.sz SA;=1.

Determinantes de A2 e de A2

det. A2 = det. A2"'=1 (N=5, impar).

AN N L N N

=A27!




1.4. Seja A3 a classe das matrizes quadradas inteiras A3, de ordem N (N > 2, inteiro), da
forma:

f 3, @&=T &=l @=1 .. dy;=T -1 G-
Gp—1 By el Gp=1 sx Hys~1 g~ Byl
ded Gyl W el w s -1 gl &1

A3 (14.1)

1l

d,-1 d,-1 dy—1 d, =1 ... dy, dy, -1 dy-1
do=1 d, =1 d,~1 d,~1 .. dy, =1 dyy dy=1
Hipwed @ oL BT Epml my By =¥ Bl @

onde di, k=1, 2, ..., N-1, sdo numeros inteiros quaisquer e
dy=N-)d, (142)

Valem as propriedades:

a) A soma dos elementos de cada linha de A3, da forma (1.4.1) é um niimero fixo
Sas,

Saz=1 (1.4.3)

para toda matriz A3, da forma (1.4.1).

b) Os autovalores de A3 sdo:

A,=d, -(d, -D=1, k=12,.,N-1
e =%~ —1) } (14.1)

Ay =8, =1
Isto €, A3 possui o autovalor:

A =1, de multiplicidade N.

¢) O determinante de A3, det. A3, é:

N
det. A3=[]A =1 i

k=1

10



d) As matrizes A3 sdo inteiras e inversiveis, com explicitas inteiras A3, da forma:

(2-d;, 1-d, 1-dy .. l-dy, I-dy
l"dl 2_d2 1_d3 e l_dN_] ].‘_dN

].""d] ].'_d.z I_d3 e z_dN_l 1_‘dN
\l_d] 1_d2 1_d3 e l_dN—l 2—(‘1N

1.4.1. Exemplos

N-1
a) Sejam N=4; d=5;d,=-3;d;=6;Daf, ds=N- > d, =4 - (5-3+6) = -4.

k=1

Logo:
5 -4 5 =5 -3 4 -5 5
4 -3 5 -5 > -4 5 -5 5
A3 = A3 =
4 -4 6 -5 4 4 -4 5
4 -4 5 -4 -4 4 -5 6
Autovalores de A3 e de A3™":
M= (dx-(dx-1))=1, k=1,2,3.
As=Saz=1.
A =1, de multiplicidade 4.
Determinantes de A3 e de A3™":
det. A3=det. A3 = 1.
b)SejamN=5; d]=d2=d3=d4=3.
Dai,ds=5-(3+3+3+3)=-7
Logo:
(3 2 2 —-2-8 f=] =2 =3 2 8§
2 3 2 2 -8 -2 -1 -2 -2 8
Ad=12 2 3 2<8Bl AT =)= w2 =7 <2 B
2 2 2 3-8 -2 =2 =2 -1 8
22 2 2 -7 -2 =2 =2 =2 9

Autovalores de A3 e de A3™":
- A =1, de multiplicidade 4.

11



Determinante de A3 e de A3™:
det. A3 =det A3 =1.

¢)SejamN=4;d,=4;d,=d;=0.
Dai,ds4=4-(4+0+0)=0

Logo:
4 -1 -1 -1 2 1 1 1
M_3 0 =1 =1 AB"'—_32 1 1
18 =t 0 =t =3 1 2 1
3 -1 -1 0 4 11 2

Autovalores de A3 e de A3™":
A =1, de multiplicidade 4.

Determinantes de A3 e de A3™:
det. A3 =det. A3 =1,

1.5. Seja A4 a classe das matrizes quadradas inteiras A4, de ordem N (N = 2, inteiro), da
forma:

(d,  dy+1 dy+1 ... dy,+1 dy+1)
d+1 d, dy+1 ... dy,+1 dy+1
d,+1 d,+1
& | S 2 d, dy,+1 dy+1 (151
di+1 dy+1 dy+l e by dietld
dy+1 dy +1 dy+l e dyg,+1  dy J

onde dy=1, 2, ..., N-1 sdo numeros inteiros quaisquer e

N-1
d, = —[N + de] (152)
k=1

Valem as propriedades:

a) A soma dos elementos de cada linha de A4, da forma (1.5.1), é um nimero fixo,
SA47

Saq=-1 (1.5.3)

para toda matriz A4.

12



b) Os autovalores de A4, da forma (1.5.1) séo:

M=-1, k=1,2,..,N. (1.5.4)
Ou seja, A4 possue o autovalor:
A = -1, de multiplicidade N.

¢) O determinante de A4, det. A4 é:

N -1, se N for i
ot A= et A =Tl =4, ° 0 WLy ey
k=1 1, se N for par
d) As matrizes A4 séo inteiras e inversiveis, com explicitas inversas inteiras A4l da
forma:
felimdy =dily b=l ue =Tl —T=d)
-1-d, -2-d, -l-d, .. -l-dy, -l-d,
aga| TImd Sl=dy 2-dy o Sl-dyy -1-dy, —
Aty Aol Dy 5 By ==l
\-1-d, -1-d, -1-d, .. -l-dy, -2-d/

1.5.1. Exemplos.
a) SejamN=5; d[=d2=3;d3=d4=-6.
N-1
Daf,ds=-(N+ > d, )=-(5=6- 12)=1
k=1

Logo:
(3 4 -5 =5 2) ( -5 4 5 5 -2
4 3 -5 -5 2 -4 =5 5 52
Ad=4 4 -6 -5 2 Ad'=(-—4 4 4 52
4 4 -5 6 2 -4 -4 5 42
\4 4 -5 =5 1) \-4—455—3J
Autovalores de A4 e de A4™":

A=-1, de multiplicidade 5
Determinantes de A4 e de A4™":

det. A4 = det. A4 =-1 (N = 5, impar)

b) Sejam N=4;d;=d;=d3=2.
Dai, d4 =-(4 + 6) =-10.

13



Logo:

2 3 -9 -4 -3 -39

3 2 - 4 |13 4 =39
A4 = : AdT =

3 3 -9 -3 -3 4 9

3 3 3 -10 -3 -3 -3 8

Autovalores de A4 e de A4™":
A=-1, de multiplicidade 4.

Determinantes de A4 e de A4™":
det. A4 =det. A4 =1 (N = 4, par)

¢) Sejam N =5;dy =dy=2; dy =-dy = 4
Dai, ds=-(5+2-2+4-4)=-5

Logo:
7. =] 5§ =3 =4 (-4 1 =5 3 4)
3 =2 § =3 -4 -3 0 -5 3 4
A4=|3 -1 4 -3 —4|; Ad'=|-3 1 -6 3 4
3 -1 5 -4 —4 B3 1 <5 2 4
3 -1 5 -3 -5 \-3 1 =5 3 3
Autovalores de A4 e de A4™":

A= -1, de multiplicidade 5.

Determinantes de A4 e de A4
det. A4 = det. A4™ =-1 (N = 5, impar).

1.6. Seja #5 a classe das matrizes quadradas inteiras AS, de ordem N (N > 2,
inteiro, par), da forma:

(d;  dy-1 dy+1 dy-1 ... dy,-1 dy +1 dy-1)
di—-1 dy  dy+1 dy—1 .. dysy=1 dyy+1 dy=1
dl_l d2+1 d3 d4"‘1 ves dN—-Z_I dN_]+I dN‘_'].
d, -1 d,+1 d;-1 - =
As=| % 2 3 d, dy -1 ‘:;[N—l+1 dy -1 (161)

14



onde di, k=1, 2, ..., N-1, sdo niimeros inteiros quaisquer e
N-I
dy = —(Z dk] (16.2)
k=1
Valem as propriedades:
a) A soma dos elementos de cada linha de A5 € um nimero fixo Sgus,

Sas =-1 (1.6.3)
para toda matriz A5, da forma (1.6.1)

b) Os autovalores de A5 séo:

A =(d, —(d, -1))=1, k=135,...N—1
A =(d, —(d, +1))=-1, k=2,4,6,...N-2} (164)
Ay =S, =-1

Ou seja, AS possue os autovalores:

A =1, de multiplicidade N /2

o (L6.5)
A = -1, de multiplicidade N /2

¢) O determinante de A3, det. A5, é:

I, se N/2 for par

1.6.6
-1, se N/2 for impar} (L66)

N
detAS = Hlk = {
k=1

d) As matrizes A5, da forma (1.6.1) sdo inteiras, com inversas inteiras, A5™,
facilmente computdveis, da forma:

(dy wy—=1 wy+l .. wy,—=1 wy +1 dy-1
d -1 w, w3+l . wyo-1 wy+1 dy-1
di-1 wy+1 w3 .. wy,-1 wy,;+1 dy-1
AS =] L (1.6.6)
di -1 wy+1 wy-1 ... wy, Wy +1 dy-1
di—=1 wy+1 wy—=1 ... wyo+1 wy,; dy-1
\d; =1 wy+1 wy—-1 ... wy,+1 wy,; -1 dy /

. . . - et S B P T 5
ou seja, a primeira € a N-ésima (ultima) colunas de A5~ sd@o idénticas as correspondentes
colunas de A5. As demais sdo calculadas, como segue:

15



Para k par, k=2,4,6,...,N—-2:

k-1
W, =-[2Zdj +ko
j=1

(16.7)

Para k impar, k=3,5,7, ..., N -1

! 1638
w,=2)d;+d, S
j=1

1.6.1. Exemplos

a) SejamN=4;d; =d2=d3=5.
3
Dai, dy= -(de)= -(15) = -15.

k=1

Logo, em virtude de (1.6.1):

5 4 6 -16
4 5 -16
AS= ¢
4 6 5 -16
4 6 4 -15
Calculo da inversa A5,

As primeira e quarta colunas de A5 séo idénticas as primeira e quarta colunas de
AS.

As restantes sdo calculadas, como segue:

wy =-(2d; +dy)=-(10+5)=-15
wi=2(d;+dy)+d;3=2x10+5=25

Dai, tendo em vista (1.6.6):

5 -16 26 -16
4 -15 26 -16
4 -14 25 -16
4 -14 24 -15

A5 =

Autovalores de A5 e de AS™"

A=-1, de multiplicidade 2.
p= 1, de multiplicidade 2.

Determinantes de AS e A5 =1 (N/2 =2, par).
16



¢) Sejam N=4;d;=d, =d; =0
3
Dai,ds=-) d; =0
j=1

Logo, levando em consideragdo (1.6.1):

0.-1 1 -l

-1 0 1 =1
A5 =

-1 1 0 -1

-1 1 -1 0

As primeira e quarta colunas de A5™' sdo idénticas as correspondentes de AS.
As demais séo calculadas como segue:

wy=-(2d; +d3)=0
w3 =2(d; +dy) +d3=0

Logo, em virtude de (1.6.6):

0 -1 1 -I
gl 0 I <
-1 1 0 -l
-1 1 -1 0

ouseja A5 = AS.
Este € um fato geral. Se os elementos diagonais de A5, dy, d,, ..., dx.1, so tais que
di=d;=..=dn.g=0,entdo,dy=0¢
W2=W3=..=WNn.g=Wn=0 e assim:

A5 coincide com AS.

Autovalores de A5 e de A5™":

A= 1, de multiplicidade 2.
A= -1, de multiplicidade 2.

Determinantes de AS e de A5,

det. A5 =det. A5" =1 (N/2 =2, par)

18



b) Sejam N=6;d,=d;=3;d3 =4;ds=ds =-2.
4
Dai,ds= - .d, =-(6+4-4)=-6.

k=1

Logo, em virtude (1.6.1)

3 2 § 3 <} -
2 3§ =3 =1 7
2 4 4 -3 -1 -7
A5=
2 4 3 =3 =] =7
2 &8 g < =T
2. & 3 =~ =3 -6J
Calculo de AS™":

As primeira e sexta coluna de A5™ sdo idénticas as correspondentes colunas de AS5.
As restantes sdo calculadas, como segue:

w2=~[(2(d|)+d2]=—(2x3+3)=9

Wy =- (2(di+dy +d3) + ds) =-(2(6+4) -2) =-18
W3=-2(d1+d2)+d3‘:-2(6)+4:16
ws=2(d;+dy+d3+ds) +d5=2(8)-2=14

Dai, tendo em vista (1.6.6):

(3 =10 17 -19 15 -=7)
2 =9 17 =19 15 -7
2 -8 16 -19 15 -7
2 -8 15 -18 15 -7|
2 =8 18 =17 4 =%
\2 -8 15 -17 13 -6

A5~

Autovalores de A5 e de AS";

A= 1, de multiplicidade 3.
p =-1, de multiplicidade 3.

Determinantes de A5 e de A5
det. AS =det. A5 =-1 (N/2 = 3, impar)

17



1.7. Seja A6 a classe das matrizes quadradas inteiras A6, de ordem N (N > 2, inteiro, par),
da forma:

(d,  dy+1 dy—1 ... dy,+1 dy -1 dy+1)
di+1 d, d3-=1 .. dy,+1 dy ;-1 dy+1
di+1 dy-1 d3 .. dy,+1 dy ;-1 dy+1
A6=| .. (1.7.1)
dy+1 dy -1 dy+1 ... dy, dy -1 dy+l
d+1 d,-1 d;+1 ... dy,-1 dy,; dy+1
\d; +1 dy;—-1 d3+1 .. dy,-1 dy,+1 dy

onde dy, k=1, 2, ..., N-1 sdo numeros inteiros quaisquer e

dv = - ) d, (1.7.2)

Valem as propriedades
a) A soma dos elementos de cada linha de A6 ¢ um ntimero fixo Sus,
Sas=1
para toda matriz A6, da soma (1.7.1)

b) Os autovalores de A6 sdo:

@, -, -D)=1, k=2,4,6,...,.N-2
d,-(d, +D))=-1, k=135, ..., N-1} (17.3)
S, =1

Ay
Ay
Ay

Ou seja, A6 possue os autovalores:

A =1, de multiplicidade N /2

1.74
p = —1, demultiplicidade N / 2 } (174)

¢.) O determinande de A6, det. A6, é:

N
det. A6 =[]\, =
k=1

1, se N/2 for par
(1.7.5)

-1, se N/2 for impar

19



, S : . . F " ‘ i . 4
d.) A6 é matriz inteira, inversivel, com inversa inteira A6™, facilmente computével
da forma:

(d, wy+1 w,=1 .. wy,+1 wy, —1 dy+1)
di+l w, w,—-1 . wy,+l wy,;—-1 dy+l
d+1 w,-1 w, .. wy,+]l wy, -1 dy+I
A= .. (1.7.6)
d+1 w,-1 wy+1 .. wy, Wy,-1 dy+l
di+1 wy=1 w;+1 .. wy,=-1 wy,; dy+l
d+1 wy—-1 wy+l .. wy,—-1 wy+1 dy )

Ou seja, as primeira e N-ésima (tltima) colunas de A5" coincidem com as
correspondentes colunas de A6.

As restantes sdo calculadas, como segue:

Parak impar, k =3,5,7,...N -1

k-1
wy =2 Zdj +d, (17.7)
j=1
Parak par, k =2,4,6,..N —2:
(17.8)

k-1
W, = -(22dj +ko
i=l

1.7.1 - Exemplos
a)SejamN=6; d[ =d2=d3‘—'d4=d5=2.
5
Entéo, dg= - de =-10

k=1
Dai, em virtude de (1. 7. 1):

(2 3131 -9

32131 -9

31 2 w
- 31 -9

31321 -9

51312 w9 °

3131 3 -10)

Célculo de A6™":
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As primeira e sexta colunas de A6™ sdo idénticas s correspondentes de A6.
As demais sdo obtidas mediante as rela¢des:

Wa=-2d; +d) =-2x2+2) =6
W3=2(d|+d2)+d3=2(4)+2=10
ws=~((2(d1+d2+d3)+dg)=-(2x6+2)=-14
ws=2(d;+dy+d3+dg) +ds=(2(8) +2=18

Dai, em virtude de (1.7.6):

(2 =5 9 =13 17 -9)
3 -6 9 =13 17 -9
3 7 19 =13 17 -9
3 7 11 -4 17 -9
3

A67! =
-7 11 =15 18 -9
\3 =7 11 =15 19 10,
Autovalores de A6 e de A6™:

A =1, de multiplicidade 3
p = -1, de multiplicidade 3

Determinantes de A6 e de A6
det. A6 =det. A6 =-1 (N/2 = 3, impar).

b) Sejam N=6;d;=dy;=d;=ds4=ds=0
Dai,dg=0,wi=wr=wi=ws=w5=0

Logo
(0 1 -1 1 -1 1
1 0 -1 1 -11
4 |1 =1 @ 1 11
A=A =
1 -1 1 0 -11
1 -1 1 -1 0 1
1 -1 1 -1 1 0

Também este é um caso geral. Se os elementos diagonais dy, ds, ..., dy.;, de A6, da

forma (1.7.1) sdo taisque d; = dy = ... dn.1 =0, entdo dn =0, Wy = W3 = Wg = ... = Wno =
w1 =0 e A6™ coincide com A6.

1.8 - Consideremos as seqiiéncias SQ1 e SQ2 de N numeros inteiros, (N > 2, inteiro, par):

SQ1={0,-1,1,-1, ..., 1, -1}
SQ2=1{0,1,-1,1, .., -1, 1}

A partir de SQ1 e de SQ2, construimos, respectivamente, as matrizes Cl e C2,

inteiras, de ordem N (N > 2, inteiro, par):

21



(0 -1 1 -1 G (0 1 -1 1 -1 1)

=1 0 I =l I =1 1 0 =11 =1 1

-1 1 0 <1 S 1 -1 0 1 =1 1
Cl= s 2=

-1 1 =11 .. 0 -1 -1 1 =11 .. 0 1

-1 1 =1 1 .. -1 0J -1 1 -1 1 0)

Como vimos nos itens anteriores 1.6, exemplo c) e 1.7 exemplo b), tais matrizes
possuem os autovalores:

A =1, de multiplicidade N/2.
i = -1, de multiplicidade N/2.

Seus determinantes, det. C1 e det. C2 sdo

1, se N/2
det Cl=detC2 = * " '7° P
—1,se N/2 e impar

As inversas C1" e C2™! coincidem, respectivamente, com C1 e C2:
Cl'=Cl e C2'=C2.

Estes sdo mais dois exemplos de matrizes inteiras, com explicitas inversas inteiras.

1.9. Seja A48 a classe das matrizes quadradas inteiras A8, de ordem N (N = 2, inteiro, par),

da forma:
d d,-1 d,-1 .. d -1 d_, -1 d_,,+1 dy,+1 dy +1 dy+1)
d-1 d, d;-1 .. d,-1 d_,, -1 d,.,+1 .. dy,+1 dy,+1 dy+1
d-1 d,-1 d, o d,~1 d_ =1 d,,+1 .. dy,+1 dy,+1 dy +1
dy=1 dy=1 dy=1 .. d,-1 d_,-1 d_ .+1 dys+1 dy 41 dyg+l
e d-1 d,-1 d,-1 .. d, Qeir=1 dim®l . My Fl Ay * 1 dy#*l
d-1 d,-1 d,-1 ... d, -1 d,.. dp.o+1 . dy,+1 dy,+1 dy+1

d-1 d,-1 d,-1 .. d -1 d_,+1 d Gyl Gggtl do+l

m+2

d-1 d,-1 dy-1 .. d -1 d, +1-d_,+1 .. dy, dg,+1 dy+1

d-1 dy-1 dy=1 .. dy-1 dy,+1 d,,+1 .. dy,+1 dy, dy+l
d-1 dy=1 dy=1 .. dy=1 d, +1 d,+1 .. dy,+1 dy,+1 d,

onde di, k=1, 2, ..., N-1, sdo nimeros inteiros quaisquer e
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dy=->d;, (19.2)

m =N/2 (1.9.3)
Valem as propriedades:

a) A soma dos elementos de cada linha de A8, da forma (1.9.1), é um numero fixo
Sas,

Sag=-1 (1.9.4)
para toda matriz A8, da forma (1.9.1).

b) Os autovalores de A8 sdo:

A=, -@,-D)=1, k=12,..,m
A=, —(d, +))=-1, k=m+1,m+2,..N-1+ (195
Ay =S, =—1

Ou seja, A8 possue os autovalores:

A =1, de multiplicidade m=N/2

1.9.6
= -1, demultiplicidade m = N/ 2} (58

¢) O determinante de A8, é:

l,se m=N/2 forpar

det. A8 =], = { } (19.7)
k=1

—1,se m =N /2 forimpar

d) As matrizes A8 sdo inteiras e inversiveis, com inversas A8'1, obtidos da seguinte
maneira:

e As m = N/2 primeiras colunas de A8 coincidem com as correspondentes colunas de
A8.

¢ O elemento da diagonal da (m+1)-ésima coluna, w1, € dado por:

Wit = (N=2) —[i d; —dmﬂ] (1938)
j=1

e Os elementos acima da diagonal dessa coluna sdo dados por:
W+ -1 (1.9.9)
e os abaixo, por:
Wt + 1 (1.9.10)
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e Para as k-ésimas colunas, k= m+2, m+3, ..., N-1, N:
Os elementos diagonais sdo dados por

Wk = -2 - dk:
Os elementos fora da diagonal por:

-1 - dy.

1.9.1. Exemplos

a) Sejam N=6;d,=d;=d,=d3=3;dy=ds=2.
Dai, de acordo com (1.9.2), temos:
5
de=-) d;=~9+3)=-13

=1

Entfo, segundo (1.9.1):

(3 2 2 1 3 =12
2321 3 12
A8=22313—12
2 2 2 3 =12
222 13 2 <12
\2 2 2 3 3 -13

Construgio da inversa A8 de AS:
As trés primeiras colunas de A8™' coincidem com trés primeiras colunas de AS8.
A quarta coluna € obtida, segundo (1.9.9), por meio de

wy=(6-2)-(2(d1+dy+d3)+ds)=4-(2x9+2)=-16
Os elementos acima da diagonal, sdo da-dos:
wy-1=16-1=-17
os abaixo, por:
ws+1=-16+1=15.
As quinta e sexta colunas sdo obtidas, como segue: -
Seus elementos diagonais, sdo respectivamente:

2-ds=-2-2=-4; 2-dg=-2+13=11
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Os elementos fora da diagonal sdo, respectivamente:

1-ds=-1-2=-3; -1-dg=-1+13=12.

Assim;
3 9 2 —f7 <4 12
2 3 2 -17 -3 12
s l228 <17 5 1
A= 02 16 3 12
2 3 3 A5 4 I3
2 2 2 -15 -3 11)

Autovalores de A8 e de A8™':

A =1, de multiplicidade 3.
p = -1, de multiplicidade 3

Determinantes de A8 e de A8™':
det. A8 =det. A8 =-1 (N/2 = 3, impar).

b) Sejam N=38,d=-1, k=1,2, 3, 4.
d=1, k=5,6,7.

Dai, dg=-(-4 +3) = 1.

Logo:
(-1 =2 =2 =2 0 2 2 2)
-2 -1 =2 =2 0 2 2 2
-2 -2 -1 =2 02 2 2

A8=—2 -2 -2 -1 02 2 2

-2 -2 =2 -2 12 2 2
-2 2 =2 =2 2122
-2 -2 2 =22 212
\-2 -2 -2 -2 2 2 2 1

Calculo da inversa A8™':

Procedendo de maneira analoga a do Exemplo a) acima, obtemos:
4
Ws =(8-2)-2) d;+d,|=6-(-4x2+1)=I3
j-1
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ws+1=13+1=14; ws-1=13-1=12
2-dg=-2-1=:3;-2-d;=-3; -2 -dg=-3
Tadg==1<1=2; <] «ly=42; ] ~dg=2

Logo:
(-1 2 =2 2 12 2 2 -2
-2 -1 =2 =2 12 -2 =2 =2
-2 -2 -1 =2 12 -2 -2 =2
W 2 22 1238 2
A8 =
-2 -2 =2 =2 13 -2 =2 =2
-2 =2 -2 =2 14 -3 =2 =2
-2 -2 -2 =2 14 -2 -3 =2
\—2 -2 -2 -2 14 -2 -2 =3
Autovalores de A8 e de A8™":

A =1, de multiplicidade 4.
i =-1, de multiplicidade 4.

Determinantes de A8 e de A8™:
det. A8 =det. A8 =1 (N/2 =4, par)

1.10 - Seja 49 a classe das matrizes quadradas inteiras A9, de ordem N (N = 2, inteiro,
par), da forma:

( d’l d2 +1 d3 +]. o dITI +1 dm+l +1 d.m+2 _1 [ dN—2 _1 dN—l _1 dN _1
dl +]. d2 d3 +1 e dm +]. leH-l ’+‘1 dm+2 _]. wae dN—2 —I dN—] _]. dN _].
dl +]. dz +]. d3 anw dm +l dm+1 +I d]‘[’H‘Z _1 ans dN_z _]. dN—] _I dN '_].

dm+l+1 dm+2_]. aiwa dN—2_1 dN—-l_l dN_I
m+1 dm+2 _]. ven dN'—Z _l dN—l —I dN —1 (].].0

dy #1 dy*l dy*l o dy
A9=|d;+1 dy,+1 d;+1 .. d,+1 d
d+1 dy+1 d3+1 ... d,+1 d 2

-1 dg.,-1 ... dy, dy -1 dy-1
1 dos—1 o dys~1 dyyp dy—1
1 dpp—1 .o dyp -1 dy -1 dy /

d;+1 d,+1 d3+1 ... d +1 d
d+1 dy+1 dy+1 ... d,+1 d
dy+1 d,+1 dy+1 ... d, +1 d

m+l

m+l m+2

onde di, k=1, 2, ..., N-1 sdo numeros inteiros quaisquer e -
m = N/2
N-1
dN=—Zdj (1.10.2)

=
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Valem as propriedades:
a) A soma dos elementos de cada linha de A9 é um ntimero fixo Spo,
Sag=1 (1.10.3)
para toda matriz A9, da forma (1.10.1).

b) Os autovalores de A9 sdo

Ay =(d, —-(d, +1))=-1, k=1,2,...m=N/2
A =(d,—(d, -1))=1, k=m+1,m+2,..,.N-2,N-1 (1.10.4)
Ay =S,, =1

Ou seja, A9 possui os autovalores:

A = -1, de multiplicidade m=N/2

1105
u =1, de multiplicidade m=N /2 } (110.5)

¢) O determinante de A9, det. A9, é:

N
det.A9 = [[A, =

{1, se N /2 forpar
k=1

, (1.10.6)
-1, se N/2 for impar

d) A9 ¢ matriz inteira inversivel, com inversa inteira A9™ obtida da seguinte
maneira:

e AsN/2 primeiras colunas de A9 coincidem com as correspondentes colunas de AS9.
e O elemento diagonal Wy, da coluna de nimero m+1, é dado por:

Wit =(2-N)- (2Zdj +dm+1J (1.10.7)
j-1

e elementos acima da diagonal dessa coluna séo dados por:
Wt + 1 (1.10.8)
e os abaixo, por

Waier= 1 (1.10.9)
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e Para as k-ésimas colunas, k= m+2, m+3, ..., N-1, N, os elementos diagonais sdo dados
por:

2 -dg, k=m+2, m+3, ..., N-1, N (1.10.11)
e os demais por:

1-dg, k=m+2, m+3, .., N-1, N. (1.10.12)

1.10.1 - Exemplos

a) Sejam N=6; dx=2, k=1,2,3,4,5

5
Dai,m=3, d¢=-).d; =-10

i

Ento, segundo (1.10.1):

(2 33 3 1 =11
32331 -11
33231 -11

A9 =
3 3 32 1 =11
33312 -11
3 331 1 -10

Célculo da inversa A9 de A9:

e As trés primeiras colunas de A9 coincidem com as correspondentes de A9.
e O elemento diagonal da coluna nimero 4, wy, é dado por

ws =(2-6) - (2idj +d4] = -4 2(2(6)+2) =-18

=1

Os elementos acima da diagonal, dessa mesma coluna, por:
Wyt 1=-18+1=-17

os abaixo, por: wy-1=-18 -1 =-19,

Os elementos diagonais das quinta e sexta colunas sio, respectivamente, dados por:

2-d5=2-2=0; 2-dg=2+10=12
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e Os demais elementos dessas mesmas colunas, por:

1-ds=1-2=-1; 1-d¢=1+10=11

Logo:
(2 3 3 -17 -1 1IN
3 2 3 -17 -1 11
4 13 3 2 =17 =1 11
A9 =
3 3 3 -18 -1 11
3 33 -19 0 11
33 3 -19 -1 12

A = -1, de multiplicidade 3.
p =1, de multiplicidade 3.

Determinantes de A9 e de A9™.
det. A9 =det. A9 =-1 (N/2 = 3, impar)

b)SejamN=4; d1=d2=5;d3=-2

3
Dai, m=2; dy=-» d;=~(10-2)=-8

j=1

56 -1 -9
G -1 =B
A9 =
6 6 -2 -9
6 6 -3 -8
Célculo de A9™":

e As duas primeiras colunas de A9™ coincidem com as correspondentes de A9.
e O elemento diagonal w3, da terceira coluna, ¢ dado por:

2
wy =(2-4)- [2Zdj +d3] =-2-(2(5+5)-2)=-2-18=-20
i=1
e Os elementos acima da diagonal, dessa mesma coluna, sdo dados por
w3+ 1=-20+1=-19

os abaixo, dessa mesma coluna, por:

wi-1=-20-1=-21
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e O elemento diagonal da quarta coluna € dado por:
2-d4=2+8=10

e Os demais, dessa mesma coluna, por:

1-d4=1+8=9
Logo:

56 -19 9

L6 5 =19 9

A9 =16 6 20 9

6 6 —21 10

Autovalores de A9 e de A9

A = -1, de multiplicidade 2.
u =1, de multiplicidade 2.

Determinantes de A9 e de A9

det. A9 =det. A9 =1 (N/2 =2, par)

1.11 - Seja 410 a classe das matrizes quadradas inteiras A10, de ordem N (N > 2, inteiro,
impar), da forma:

(d, d,-1 dy;+1 d,-1 ... dy, -1 dy+I
d-1 d, dy+1 d,-1 .. dy, -1 dy+1
d-1d,+1 d, d,-1 dy, -1 dy+1
Al0=|d, -1 d,+1 d,-1 d, dy, =1 dy+1| (L111)
d -1 dy+1 d,-1 d,+1 .. dy, dy+1
\d, -1 d,+1 d,-1 d,+1 .. dy,+1 dy

ondeosdg, k=1, 2,3, ..., N -1, sdo nimeros inteiros quaisquer e

dv=1-)d, (1.11.2)

k=1

Valem as propriedades:
a) A soma dos elementos de cada linha de A10 é um nimero fixo Sa,o,
SA]U:I (1113)

para toda matriz A10 da forma (1.11.1).
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b) Os autovalores de A10 sdo:

A, =1, k=1,3,...,N-2
A, =-1, k=2,4,.. ,N-1 (1114)
N

=S =1
Ou seja, A10 possui os autovalores:

A =1, de multiplicidade (N+1)/2

oy (L115)
u = —1, demultiplicidade (N -1)/2

¢) O determinante de A10, det. A10, é:

1,se(N—-1)/2 for par

1116
-1,se (N-1)/2 for impzu‘} ( )

N
k=1

d) A10 é matriz inteira, inversivel, com inversa inteira A10™', da forma:

(2-d;, wy=1 wi+1 w,=1 ... wy,+1 wy, -1 dy+1)
I-d;, wy, w3+l wy—=1 ... wy,+1 wy ;-1 dy+1
1-d;, wy+1 w3  wy=1 ... wy,+1 wy,; -1 dy+1
1-d, w,+1 wy-=1 w e Was +1 wy, -1 dy+1
A107! = 1 2 3 4 N-2 N-1 N (1117)
l_dl W2 +1 W3_1 W4 +1 ses WN—Z_]' WN___I dN +].
l_dl WZ +1 W3 _l W4 +1 ses WN—Z “‘]. wN"l +1 dN

onde a tiltima coluna de A10™ coincide com a tiltima de A10. A primeira é explicita, como
mostrado em (1.11.7). As demais colunas sdo obtidas como segue: Os elementos diagonais
Wy, da coluna de ordem k, k=2, 3, ..., N-1, sdo calculados pelas relagdes:

a) k par:

]

k-1
wi =2 (Zd.-q +dg,k=2,4,..,N-1 (1118

=1

b) k impar:
k-1
Wi = -2 (Zdj—l +dg,k=3,5,...,N-2
j=1

- Conhecidos os wg, os demais elementos da coluna séo obtidos como mostrado em
(1 11.7):
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1.11.1 - Exemplos:

a) Sejam N=5;dx =2, k=1,2,3,4.
Dai, em virtude de (1.11.2):

[= ¥
wn
Il
]
g
[ 1)
5
Il
—
1
(o =]
Il
)
~1

k=1

Entdo, em consequéncia de (1.11.1):

21 31 -6
I 2 3 1 6
Al0=|1 3 2 1 -6
1 3 1.2 =5
vl 3 1 3 =7
Célculo de A10™.

1
Wy =2 [Z<1j—1]+d2 =2(d, -1)+d, =4

2
w3 =-2 [Zd.—1J+d3 =-2(d, +d, -1)+d, =4

3
w4=2 (Zdj —1J +d, =12

j=1

Logo, tendo em vista (1.11.7):

0 3 -3 11 -6)
-1 4 -3 11 -6
Al107'=|-1 5 -4 11 -6
-1 53 -5 12 -6
-1 5 -5 13 -7

Autovalores de A10 e A107™":

A= 1, de multiplicidade 3.
A= -1, de multiplicidade 2.

Determinantes de A10 e de A10™":
det. A10 =det. A10" =1 ((N-1)/2, par)
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Tyd=0, k=1,2,3,4,5,6.

b) SejaN

Dai,

6
d7=1->4d, =1
k=1

Logo:

1

1

-1 0 2

~1

Al0=

Calculo de A107":

-2

j—1}+dz=

1
>d
j=1

W2=2(

l

j_IJ+d3
j—1]+d4

2
wi=—2>d
j=1
|

-2

Il

3
>.d
=1

W4=

1_1J+d5 =2

234
=1

e |

j—1]+d6 =-2

5
>.d
j=1

W6=2[

2
2
2
2

-3
wsy
-3
=3

=3 3

-3 3

(2

-3 3

=2 3

1

2 -3 3

-1
-1

~2 3

1

A107" =
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Autovalores de A10 e A10™":

A= 1, de multiplicidade 4.
A= -1, de multiplicidade 3.

Determinantes de A10 e de A107":

det. A10 =det.A10" = ]‘[x =-1; (N-1)/2 = 3,impar)

k=1

1.12. Técnicas para geragdo de matrizes e suas inversas a partir de outras matrizes € suas
inversas conhecidas.

1.12.1. Uso de matrizes de permutacao.

Seja A quadrada de ordem N (N > 2, inteiro), inversivel, com inversa A™
conhecida.

A partir de A, construimos matriz B,

B =PA (1.12.1.1)

onde P € matriz de permutagdo de ordem N.PA & obtida de A efetuando-se sobre suas
linhas a mesma permutagéo que se aplicou as linhas de Iy para se obter P.

Entio, como P = P' (matriz transposta de P), temos
B ={PA) =A" PP=pt P (1:12.1.8)
Dai, B é obtida de A™ aplicando-se as colunas de A a permutagio indicada pelas
colunas de P'. Como as colunas de P' sdo as lmhas de P, podemos afirmar:
“Para se obter B a partir de 4™ procedemos com as colunas de
A" do mesmo modo que procedemos com as linhas de A para obter B".
Por outro lado, se definirmos B por:
B =AP (1:12.1.3)
Entéo:
B'=p'A" (1.12.1.4)
[sto €, para se obter B a partir de A, neste caso, EI.pllCleTlOS as colunas de A
a permuta¢do definida pelas linhas de P Para se obter B, a partir de A,

procedemos do mesmo modo com as linhas de A™.

Se A=A", pode-se obter B, a partir de A tal que:
B=B"

De fato, seja
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B=P'AP (1.12.1.5)
Entéo,
B'=P'AP=B

Assim, para se obter B, tal que B =B, efetua-se sobre as colunas de
A, A=A", a permutagio definida por P' e sobre a matriz resultante, AP,
aplica-se, as suas linhas, a mesma permutagéo P".

Se definirmos: B=P A P' (1.12.1.6)

Se A =A"!, entdo
B'=PAP'=B.

Dai, neste caso, para se obter B, tal que B =B, aplica-se as colunas de
A A=Al a permutagdo definida por P e sobre a matriz resultante, AP', a mesma
permutagdo as suas linhas.

Na pratica, quando se deseja construir manualmente B e B!, a partir de
A e A", respectivamente, utiliza-se, em vez de matriz de permutacdo P, a
correspondente fungdo, que também designamos por “P”, que aplica o conjunto
{1, 2, ..., N-1, N} biunivocamente sobre si mesmo, representada por

1 2 3 .. N-1 N
Ps (1.12.1.8)
€ © ©5 . Cnag O

ondecje {1,2,3,..,N-1,N} ecj#cy, paraj#k, j,k=1,2,..,N-1,N.

P, como representado em (1.12.1.8) deve ser entendida como conjunto de
pares:

E= {(13 C]), (29 CZ): (N"la CN-I): (N, CN)}'

Assim, P quando aplicada as linhas de matriz A para produzir matriz
B, B = PA, leva a linha indice k de A a linha de indice cy de B, k =1, 2, ... .
Inversamente, a permutagdo P",

€ €y e Ciypup ©
p-l:[l' N 13}{“" 1), (¢, 2)s s (on N),

quando aplicada as linhas B, leva de volta a linha de indice cx de B a linha de
indicekde A, k=1,2,.., N.

Por exemplo:
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St ] B A 5] JT B3 44
POEZI:5=13 1 5 4 9t =

1

2

L L
L L
Seja A=|L;|; Entdo: PA=|L, =B
L L
L L

¥y

5

]

P'B= =A.; P'B=P'(PA)= P'P)A=15A=A.

e

el ol i

w

1.12.1.1- Exemplos

a) Sejam N = 5 e A e A" matrizes construidas como descrito no item 1.4
deste capitulo, levando-se em consideragéo as relagdes (1.4.2), (1.4.1) e (1.4.4):

(2 2 3 4 =10 0 -2 -3 -4 10)
1 3 3 4 -10 -1 -1 -3 -4 10
A=[1 2 4 4 -10|; A'=|-1 =2 =2 -4 10
1 23 5 -10 -1 =2 -3 -3 10
\1 2 3 4 -9) \-1 =2 -3 -4 11

_ 1 2 3 45 a4 L 2 3 4 3
Sejam P = P
2 45 31 51 4 2 3

Entdo, aplicando P as linhas de A, temos:

(1 2 3 4 -9

2 2 3 4 -10
B=PA=|1 2 3 5 -10{-

1 3 3 4 -10

1 2 4 4 -10

Procedendo do mesmo modo com as colunas de A™', obtemos:
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(10 0 -4 -2 -3

10 -1 -4 -1 -3
B'=|10 -1 -4 2 -2
100 =1 =3 =2 3
11 -1 4 -2 -3

Pode-se verificar que: BB =B B =1,

b) Sejam A, A™', P e P! como no exemplo a) acima.

2 4 -10 3 2
3 4 -10 3 1
Seja B=AP=|2 -10 4 1],
2 -10 3 1
\2 4 -9 3 1)

obtida aplicando-se as colunas A a permutacdo P~

=f =] =% <4 6
] -2 -8 3 I
B'=PpPlA=|=1 =2 =3 =4 1]
=] <3 <9 <4 10
0 <2 =3 -4 10/

obtida aplicando-se as linhas de A™' a mesma permutagdo P!, que se aplicou as
colunas de A para se obter B.

Verifica-se que B' B=BB™ =1;.

¢) Sejam N=5¢ A e A obtidas usando-se as relagdes (1.2.2) e (1.2.4) do
item 1.2 deste capitulo.

(2234—12\

1 3 3 4 -12
A=|1 2 4 4 -12|=A"".
1 2 3 5 =12

1 2 3 4 -11

Como se pode verificar, calculando:

AA' =AT A=
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ccampo|l 234 5] pa [1 2345
ME=13 12 5 4’ Tl2 31 5 af

Entéo:
4 1 2 -12 4)
322 -12 4
B=P'AP=P'AP=[3 1 3 -12 4|=B'=p'A'lp,
312 -11 4
31 2 -12 5)

como se pode verificar facilmente.

B =B foi obtidade A= A" , aplicando-se as colunas de A a permutagdo
P e as linhas da matriz resultante, AP, a mesma permutago P

d) Sejam A=A"ePe P!, como no exemplo anterior.

(3 3 1 -12 4

2 41 -12 4
B=PAPH=(2 3 2 -12 4|=B!

2 31 -11 4

2 31 <12 8

De fato, BB =B' B =15,

A matriz B foi obtida de A, aphcando -se as suas colunas a permutagdo P e
as linhas da matriz resultante, A P”', a mesma permutagéo P.

Observagdo: A partir de A e de A™' de dada ordem N, podemos construir
2N! matrlzes Be B, bem como o de A = A , construir outras tantas matrizes B
=B, usando a tecmca das matrizes de pennutac;ﬁo.

1.12.2- Uso da operar;ao de transposi¢do de linhas e colunas de matriz.
Sejam A e A™' matrizes dadas. A partir de A, construimos B,

B=A' (1:122.1)
onde A'é a matriz transposta de A.
Entéo: 5
Bl =(AY! =) (1.12.22)
(“A transposta da inversa € a inversa da transposta”).
Evidentemente, se A = A", entdio B=B".
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1.12.2.1- Exemplo

SejamN=5¢ A e A™ como no exemplo a) acima.

Entdo

0 -1 -1 =1 -1)
-2 =1 =2 =3 =2
BY=(A"Y'=|-3 ~3 -2 -3 =3
-4 -4 -4 -3 -4
(10 10 10 10 11)

Entio: BB'=B'B= Is.

1.12.3- Uso da operagdo de multiplicagdo de matrizes.

Sejam A] e Az matrizes inversiveis, com iIlVCI’Sﬂ.S A_I € A-l conhecidas.
: 1 2
Pomos B = A[ Az ou B= A2 A[.

Entdo: B' = A3' A7' ouB'=A]' A}, (1.12.3.1)
respectivamente.

1.12.3.1- Exemplo

Sejlam N=3e
=35
A =2 2 -5|=A"
-4
2 2 -3
Ay, =158 1 -3|=a7
3 2 -4
-6 -3 8
SejamB;=A1A2= -5 -4 8| e
-5 -3 7
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B;' = (AgA ) '=A[ A} =A A, = B,

Pode-se verificar que: B,B;' =B, B, =I, = B,B,
B,B;' =B.B,=1,=B,B,

Observagdo: As técnicas para obtengdo de novas matrizes a partir de
outras dadas, apresentadas e discutidas nos itens 1.12.1 a 1.12.3, deste capitulo,
sdo particularmente Uteis e interessantes quando aplicadas a matrizes inteiras,
inversiveis, com inversas inteiras explicitas ou facilmente explicitdveis, porque
preservamos nas matrizes resultantes da aplicagdo dessas técnicas, essas
importantes caracteristicas, como se pode constatar, reexaminando os exemplos
dados nesta sec¢do 1.12.
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Capitulo 2

2.1. Introduziremos, neste capitulo, classe # de matrizes quadradas A, de ordem
N (N 2 2, inteiro) de elementos inteiros, racionais, reais ou complexos, cujos
problemas de autovalores e de inversdo (se ndo singulares) sdo facilmente
soluciondveis. Mostraremos que se pode construir matriz pertencente a classe 4 com
determinados autovalores, determinante ou caracteristica (posto). Também
exibiremos diferentes técnicas de se construir A € 4, bem como algumas outras das
importantes propriedades de que gozam tais matrizes.

2.2. Seja A4 a classe das matrizes quadradas A, de ordem N (N > 2, inteiro), da forma:

[d, b, b, .. by, by]
a, d, b, by by
A, iy dn e By by
A=|.. . . (221)
& @ 8 by by
a4, 8; @, dy, by
[3; 8; @, ayy dy

onded,, k=1,2,..,N;a, k=1,2, .., N-1; b, k= 2, 3, ..., N-1, N, sdo nimeros inteiros,
racionais, reais ou complexos, sendo exigido que satisfagam as seguintes condicdes:

N N N
d, +Zbk =a, +d, +§bk =a, +a, +d, +§bk =..=

k=2 . i it (222)
=) a +dy,+ bk=Zak +dy +by =zak+d‘N=SA
k=1 k=N-1 k=1 k=1

onde S, € um nimero fixo para cada matriz A € 4 da forma (2.2.1).

Isto €, a soma dos elementos de cada linha de A ¢ um numero fixo, S,, para cada
matriz A € #, da forma ( 2.2.1).

De (2.2.2) resulta, imediatamente, a seguinte.

Proposigéo 1- Se A € 4, e satisfaz (2.2.2), entdo:

dy +by, =a, +d,,
ou k=12,.,N-1 (2.2.3)
dy -2, =dy, by,
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2.2.1- Autovalores e autovetores de A € 4.

Teorema 1- Os nimeros

a) A, =d, —a, =d,,,; —-b,,,, k=12,...,N

-1
i, =5, } (22.11)

sdo autovalores de A € 4.

Prova.

No caso a), substitue-se A por A, , k= 1.2, ..., N-1, na matriz A- AI, formando a
matriz A-A, ] e verifica-se que esta matriz tem iguais as linhas de indices k e k+ 1,
k=1,2,..,N-1. Entdo, o determinante de A -AJ é igual a zero, mostrando que A,
=d, -a, =d,,, - b,,, é autovalor de A € 4.

No caso b), usa-se o conceito de trago de uma matriz A, TR.A, como a soma dos

N
elementos diagonais de A. Assim, para as matriz A € #, TR.A = de .
k=1

N
Por outro lado sabe-se que TR.A = Zkk ,onde A, , k=1, 2, .., N sdo os
k=1
autovalores de A.

Logo: Ay=S, € o N-ésimo autovalor de A.

Do Teorema 1, relagdes (2.2.1.1) a) e b), decorre que se A € # € inteira, seus
autovalores so inteiros, como soma ou diferenga de ntimeros inteiros.

Reciprocamente, porém, ndo é verdade. Existem matrizes néo inteiras com até todos
0s seus autovalores inteiros.

Por exemplo, a matriz A € #,
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15 25 25 -05) A, =1

05 35 25 05| A, =1
"S5 15 45 =05 Ky =1

05 15 15 25) Ky=S, =6

-

tem todos os seus autovalores inteiros, muito embora ndo seja inteira.
2.2.2- Determinante de A € #, det.A.

Sabe-se que o determinante de uma matriz quadrada A, de ordem N (N = 2, inteiro), é
dado por:

N
det. A= []A, (22.2.1)
k-1
onde A, k=1, 2, ..., N s#o os autovalores de A. Ento, para as matrizes A € »#, temos:
N N-1
k=1 k=1

2.2.3- Autovetores de A € 4.

Teorema 2- Os vetores v, k=1, 2, .., N-1, N,

i

N " N b b N
2, ; k by 1
k=2 y N
—a, b : 1
vl = .....a 2 V2 = ; : ] EVN..] - ; VN = : 2 (2.2.3.1.)
: _(al +az) bN )
: . N-1
—a - \_Zak :
X —(a, +a,) T

quando diferentes de zero, sdo autovetores de A € #da forma (1.2.1) satisfazendo (1.2.2),
correspondentes, respectivamente, aos autovalores A= (d, -a,), k=1, 2, ..., N-1 e Ay =S,.

Prova.

A prova ¢ feita mostrando-se que os v, k=1, 2, ... , N-1, N satisfazem as
equacgoes:



Av, =A, vy, k 1,2,..., N-1,N
ou (2.2.3.2)
(Aviy —ADvy, =0, k=1,2,...,. N-LLN

Decorre de (2.2.3.1) que se A € # € inteira, seus autovetores sdo inteiros.

2.2.4. Constru¢do de matriz A € # sendo dados os elementos d,k= 1,2,..,N
e a, k=1,2,...,N-1.

Sendo dados esses elementos, podemos obter, por meio da relagdo (2.2.3) a), os
elementos b,, k=2, ..., N.

De fato, de d,+ by,, = a, +d,,, , k=1, 2, ..., N-1, obtemos:
by =diy-di+a,, k=1,2,..,N-1 (2.2.4.1)

Conhecidos d,, k=1, ..., N; a,, k =1, ..., N-1, os autovalores se explicitam pelas
relagdes:

lk:dk'akﬂ k: 1,2,.-.,N"]
N-1

M=dyt Y a, =8,
k=1

2.2.4.1- Exemplo

Sejam N = 5;d,=3;d,=4;d;=2;d,=5;d,=1
a,=1;a,=2;a,=3;a,=4;

Entdo, de acordo com (2.2.4.1).

b,=d,-d,+a,=4-3+1=2
b,=d;-d,+a,=2-4+2=0
b,=d,-d;+a,=5-2+3=6
bs=d;-d,+a,=1-5+4=0.

Assim:
(32 0 6 0 Autovalores:
14060 A =d, —a;=2; A,=d,-a,=5-1=4;
A=1 2 2 6 0|; Ay =d,-a,=2 A;=§, =11
12350 Ay=d;-a;=-1
12 3 41
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Determinante de A, det. A,
5
det. A= JJA,=22(-1).4.11=-176
k=1

Autovetores de A :

(8 (6 (6 (0 1)
-1 6 6 0 1
i=vy=|=-1|; v,=[=3|; vs=|6][; v,=| 0 [; vg=|1
-1 -3 -6 0 1
]y 3 \—6/ -10/ 1)

2.2.5 - O problema de autovalores de A € A4.

Resumindo, conhecida A € 4 conforme vimos em (2.2.1.1) e (2.2.3.1) pode-se,
mediante simples opera¢des de adigdo ou de subtragdio, explicitar-lhe os autovalores e
correspondentes autovetores. Isto é, o problema de autovalores de A € # ¢ facilmente
solucionavel.

2.2.6- A estrutura de Blocos Digionais.
Arelagdo (2.2.3),d, + by, =a,+d,, =5, k=1,2,..,N-1
sugere que se defina o que chamaremos de Blocos Diagonais, BL,, que sdo matrizes de

ordem 2, construidas ao longo da diagonal principal de A € #, de ordem N > 2, da
forma:

d, b
BL, =[ d "*'J s k=1,2, ..., N-1. (2.2.6.1)
ak dk+|

tais que a soma dos elementos de cada uma de suas linhas € um nimero fixo s,, para cada
bloco BL,, k=1, 2, ..., N-1.

Abaixo mostramos, em matriz A € #, de ordem N (N > 2), os blocos diagonais
BL,,k=1,2,.., N-I1, destacados.
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bN}
dNJ

i) que se construa A € 4, de maneira pritica e eficiente, sendo fornecidos d, k
=1,2,.,N ea, k=1,2,.,N-1. Colocamos ao longo da diagonal principal da matriz
A, aser construida, os di, k=1,2, .., N e ao longo da primeira paralela abaixo
dessa diagonal, os a,, k=1, 2, ..., N-1. A partir de k = 1 até k = N-1, vamos destacando
os Blocos Diagonais BL, e, simultaneamente, escolhendo b,, , k=1, ..., N-1 tal que d,
* b= Sy

|:d N-1
L AN-1

Esta estrutura de Blocos Diagonais permite:

A seguir completamos a coluna de indice k, k =1, 2, ..., N, abaixo do elemento d,, com
a, e acima, com o b, calculado. E, assim, a matriz A estd construida. Analongamente,
mutatis mutandis, sendo dados b,,, ,k=1,2,..,N-led,, k=1, 2, ..., N podemos obter os
a,k=1,2,..,N-1econstruir A € #.

i1) que, uma vez construida A, verificar se os by, (ou os a,), k = 1, 2, ..., N-1 foram
corretamente calculados, de vez que devem satisfazer a condig#o:

dk+bk+| =SK3 Sk= a'k+ dk"}‘l’ k= 1, 2, ...,N'l.

2.2.6.1. Exemplos

a) Sejam N =5;d, =2;d, = -3;d, = 5;d, = 3; ds = -4.
a=la,=2a=2a=1.

Vamos construir A € 4, de ordem 5, usando a técnica dos BLOCOS DIAGONALIS,
como acima descrita em 2.2.5, i):

(2 [2 -4 (2 -4 10 0 -6

1 -3 1 -3 10 1 -3 10 0 -6
2 5 - 2 50 -1 2 5 0 -6|=4

2 3 2 3 =6 1 2 2 3 -6

-4) 1 =4} (1 2 2 1 -4

Para conferir se os b,.,. k = 1, 2, 3, 4, foram calculados corretamente, verificamos

S€

S =@ty =dy+ by, k=1,2,..,,N-1.No caso, s, =-2;5,=7; 5, = 5; 5, = -3.
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Construir matriz A € 4, usando a técnica dos BLOCOS DIAGONALIS.

2 -4 2 —4 Y (2 -4 10 0 -6
-3 10 1 -3 10 I -3 10 0 -6
5 0 - 2 5 0 1 2 5 0 -6|=A
3 -6 3 -6 1 2 2 3 -6
\ —4 1 4 1 2 2 1 -4

2.2.7- Construgédo de A € # com prefixados autovalores ou determinantes.

Sejam Ay, Ay, ...y Ay Ao (N 2 2, inteiro) niimeros quaisquer. Quer-se construir, se
possivel, matriz A € »# que tenha esses N numeros como seus autovalores.

Escolhemos arbitrariamente N-1 numeros dy, k= 1, 2, ..., N-1, que serdo os N-1
primeirs elementos diagonais da possivel matriz A a ser construida. Dai, obtemos os a,,
k=1,2,..,N-1, usando arelagdo d, - a, = A, k=1,2, ..., N-1,

a,=d -\, k=1,2,..,N-1 (2.2.7.1)

Obtidos os a, k =1, 2, ..., N-1, calculamos dy, usando a relagdo:

dy=Ay- D a, (2.2.7.2)
k=1
Apartirded,, k=1,2,..,Nedea,k=1, 2, ..., N-1, obtemos b,,,, k=1, 2, ..., N-1:
bk+| = dk+| - dk + ak (2.2.7.3)
ou
byt = diey - Ay (2.2.7.4)
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que decorre de (2.2.6.3).

A relagdo (2.2.6.3) faculta o uso da técnica dos BLOCOS DIAGONAIS para
obtengdo dos by a partirde dy, k=1, 2, .., N edosa,, k=1, 2, ..., N-1.

Assim, obtidos dy, a,, k=1,2,..,N-1 e b, k=2, ..., N, matriz A € # que tenha os
N numeros A, A,, ..., Ay como seus autovalores pode ser construido. Evidentemente A ndo
¢ unica.

Se se desejar construir matriz A € # tal que, dado nimero D qualquer, tenha esse
niimero D como seu determinante, basta escolher os autovalores A,, A, ..., Ay, Ay, tais que

1>, =D.
k=1

Dai, para frente, o processo ¢ idéntico ao que acabamos de expor para se obter
matriz A € 4 que tenha os niimeros A,, A,, ..., Ay, Ay COmMo seus autovalores.

Assim, podemos afirmar: “E sempre possivel se construir matriz A € 4, de uma
dada ordem N (N 2> 2, inteiro), com prefixados autovalores ou determinante”. Em
particular, sempre se pode construir matriz inteira A € 4 com prefixados autovalores ou
determinante inteiros.

2.2.7.1. Exemplos

a)SejaN=4; A, =2; A,=3;A,=-1;A,=5.
Construir matriz A de ordem 3, inteira, que tenha os nimeros A, , k=1, 2, 3, 4,
acima, como seus autovalores.
Escolhemos arbitrariamente (porém inteiros) os 3 primeiros elementos diagonais
de A:
d=4,d,=5;d,=2
Usando (2.2.6.1), calculamos a,, k=1, 2, 3:

a=d-A=4-2=2; a,-d;-2,=2-3=-1.
a,=d,-A,=5-3=2;

Calculamos d, =1, - (a, +a,+a,) =5 -3 =2.
Passamos, entfo a técnica dos blocos diagonais:

4 - 4 3 Y (43 -1 -1
25 . 25 -1 2 5 -1 -

2 2 |7 2 2 2|22 2 4|TA
-1 2 102 22 a1 2

M=4-2=2 4,=5-2=3; 4, =2-(-1)=3; A,=2+2-1+2=5,
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b) SejaN=4;D =12

Construir matriz A € #tal que det. A=D = 12.
Temos que escolher quatro nimeros A, A,; As; A, tais que

4
[TA =12
k=l

Ha varias opgdes: 1,1,1,12;1,2,2,3;1, 1,4, 3; ...

Vamos escolher a segunda delas.

Entdo: A, =1; A= 2; A,=2; A, =3.
Escolhendo arbitrariamente d, =4; d, = 5; d, = 2.
Dai, a, =3; a,=3; a, =0

d,=3-(6)=-3
4 . 4 4 4 4 0 -5
3 3 350 3 50 -5
w3 o =A
3 2 3 2. =3 3 3 2 =5
0 -3 0 =3 3 30 =3

M=4-3=1; A,=5-3=2; 4,=2-0=2; A,=3+3+0-3 =3;
detA=1.2.2.3 =12

2.2.8 - Construgdo de matriz A € # , de ordem N (N > 2, inteiro) com prefixada
caracteristica R (1 £ R <N, inteiro).

Como consequéncia do fato de que se pode construir matriz A € # , com
predeterminados autovalores,  apresentaremos a seguir, algoritmo para a
construgdo de A € # com prefixada caracteristica R (1 <R <N, inteiro).

2.2.8.1 - Algoritmo 1

a) Escolhemos o nimero R (1 <R <N, inteiro) que desejamos seja a caracteristica
de A e o numero N (N 2 2, inteiro), ordem de A.

b) Escolhemos N-1 numeros quaisquer d,, k= 1, 2, ..., N-1 que serdo os N-1
primeiros elementos diagonais de A.

¢) Escolhemos N-1 numeros 2, , k= 1, 2, ..., N-1 que serdo os N-1 primeiros
autovalores de A:

o M=0;para j =1, 2 .. N-R;
e A#0,paraj=N-R+1, .., N-1.
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d) Calculamos a,, k=1, 2, ..., N-1:
a;=d,,j=1,2,..,N-R }

2.2.8.1.1)
a,=d,;~A,,j=N-R+1,.,N-I. (

e) Calculamos dy, satisfazendo:

dy # —[r:fd,- + Ea}J (228.1.2)

(para garantir que Ay seja diferente de zero)

(>

N-1
dy#- D a, (2.2.8.1.3)
j=N=-R+1
(tal escolha de dy, sera justificada adiante)

f) Calculamos b, k=1, 2, ..., N-1:

b, =d,.i=12,..N-R;

, (2.2.8.1.4)
b, =d;, —A,,j=N-R+1,.,N-1

g) Calculamos Ay (N-ésimo autovalor de A) e verificamos que Ay # 0:

N-R N-1
Aw=2.d;+ D a, +dN.} (2.1.8.1.5)
j=1

j=N=-R+1

Todos os elementos para construgdo de A e #tal que A tenha caracteristica R estdo
agora disponiveis.
Analisando-se a matriz A, assim construida, verifica-se que:

® As suas N-R+1 primeiras linhas sfo iguais entre si. logo, as N-P primeiras
podem ser descartadas, para determinagéo da caracteristica de R de A, porque
todas as submatrizes de ordem K, 2 <K < N-R, construidas a partir dessas N-R
linhas tém determinante zero, uma vez que terdo ao menos duas linhas iguais
entre si. Resta, entdo, a matriz retangular B, R x N, de R linhas e N colunas. Dela
podemos extrair a submatriz A, de ordem R, constituidas das tltimas R colunas
de B:
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(dy-rei Dregez - Bya by )
ayra Ayorez - Dy by
Ag =] .. e e e | (2.2.8.1.6)
An-ret Ancrsz o Ano by
\dN-R+1  @N-Rs2 o ANy dN}

Ay da forma (2.2.7.1.6) goza, entre outras, das seguintes propriedades:

o A e 4, daforma (1.2.1), satisfazendo (1.2.2), com

R-1
Sa, =D By e +dN} (2.2.8.1.7)
k=1

e Os autovalores de Ag, 1, , k=1, 2, ..., R, sdo facilmente obtidos:

B = Ay ~8nrek = Ayopes # 0,k =12, R ~1

R-1
Hr =S,, =zaN—R+k +dy #0

k=1

(2.2.8.1.8)

(Essa arazdo porque escolhemos dy como em (2.2.7.1.3), para garantir que tivessemos i,
#0).

E possivel que existam outras submatrizes de B de ordem R nio singulares mas Ay,
definida em (2.2.7.1.6) é a mais facilmente manipuldvel e retine as condi¢des de ter
os seus autovalores praticamente explicitos e assim, a verificagdo de que ela € ndo
singular, € trivial.

Por outro lado, toda e qualquer submatriz de A de ordem K > R € singular. Assim,
existe em A ao menos uma submatriz ndo singular de ordem R e toda e qualquer

submatriz de ordem K > R € singular. Logo, a caracteristica de A é R.

Exibimos, a seguir, para N = 7 ¢ R = 3, modelo de matriz A € 4, construida
segundo o algoritmo proposto em 2.2.7.1.
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A =
d d, d; d, i d, b, b,
d d, d; d, : a; dg b,
d d, d; d, as ag dy
N-R=7-3=4;
l1=3¢2=}u3=k4=0, d],a') dz,a3 d3,ﬁ4 d
Ay =d,—a, #0; A, =d, x #0; A, =d,+dy+dy+d,+a,+a,+d, %0

d, by b, u =d;—a; =1, #0
A=|la; d; b, p, =dg—ag=24a,#0
a, &, 4, My =S, =as+a,+d, #0

4 6 6
d?;ﬁ—(Zdj+ ajJed? i—Zaj
j=1 j=5 =5

As 5 primeiras linhas de A sfo iguais entre si e toda e qualquer sub-matriz de A, de
ordem maior 3, € singular, pois terd, ao menos, duas linhas iguais. Por outro lado A, é ndo
singular, uma vez que todo os seus autovalores sio diferentes de zero.

Logo, a caracteristica de A é R = 3.
2.2.8.2.1- Exemplo

Sejam N = 6R 3 d;
A= A=A=0;

Entﬁo:a}=d,=3;az=d2=3;a3=d3=3;a4=d4—7&4=5-1=4;
d +d,+d ta,ta;=13;a,+a;,=4+0=4; N-P=3
Entdo d;# 13 e d;#4. Fagamos d, = 5. ..

Usando, entéo, a técnica dos Blocos Diagonais, obtemos as b,, k=2,3,4, 5,6, ¢
construimos A, de caracteristica P = 3.
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3 Y (33 3335 1 3)

33 3 33 333513

33 3 % 9 3373 5 13
35 N 351 333 5 13

4 2 4 2 3| (333 423

05 ) | 05) 33340 5

A submatriz de ordem 3, destacada em A, tem os seus trés autovalores:
p=5-4=1;p,=2-0=2;u,=4+0+5=9
diferentes de zero. Logo € ndo singular.

Todas as demais submatrizes de A de ordem maior que 3 sdo singulares. Logo, a
caracteristica de A é R = 3.

Pode-se verificar que Ay =3 x 3 +4 + 0 + 5 = 18 € diferente de zero.

Pelo que vimos, o ALGORITMO 1, proposto em 2.2.7.1, para a construgio de
matriz A € #, de ordem N (N 2 2, inteiro), com prefixada caracteristica R (1 < R <N,
inteiro), pede quantidade superabundante de dados para realizar tal construgdo. Na verdade
ndo se necessita saber o valor dos autovalores A, , k=1, 2, ..., N-1, N, mas apenas quantos
e quais deles sdo iguais ou diferentes de zero. Assim sendo, somos levados a definir
algoritmo mais simples, para efetuar a construgdo pretendida, a saber:

2.2.8.2 - ALGORITMO 2

a) Escolhemos N (N > 2, inteiro) e R (1 < R < N), que serdo, respectivamente a
ordem e a caracteristica da matriz A a ser construida.

b) Escolhemos arbitrariamente d,, k=1, 2, ..., N-1, como sendo os N-1 primeiros
elementos diagonais de A € 4.

¢) Escolhemos a,, k=1, 2, ..., N-1, tais que

a,=d,k=1,2,..,N-R; b=dp,p, k=1, ...
a,#d,k=N-R+1, .., N-1.

, N-R.

d) Escolhemos dy, tal que

N-1
Z a;
j=N=-R+1

EaJJ edy # {

N-R
j=I1 j=N-R+l
e) Usando a estrutura de Blocos Diagonais, calculamos os restantes by,,,
k= N- R+1, ..., N-1 e completamos a construgdo de A.
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A matriz A, agora obtida, €, em tudo por tudo idéntica a matriz A que seria
construida usando-se 0 ALGORITMO 1, definido em 2.2.8.1.
2.2.8.2.1- Exemplo

Sejam N=4; R=2
d=2;d;,=3;d,=4.

Entdo: N-R=2; a, =d,=2; a, =d, = 3; a, = 2 (por exemplo)
Escolhemos d,, tal que:
d4$'(d] +d2+a3)=‘8 OU d4¢'a3='2

Escolhemos d, = 5 (por exemplo)

Usando a Estrutura de Blocos Diagonais, obtemos b,, b, € b,, finalmente A*.

2 3 2 3 4 3

234 .| (2343
s -7 34323 o3[
2 35 25) 12325

A submatriz matriz de A de ordem 2, destacada, tem os autovalores p, =4 -2 =2
ep,=2+5=7. Logo seu determinante e 7 x 2 = 14 # 0. Por outro ladop, toda e qualquer
submatriz de A de ordem > 2 é singular. Dai, a caracteristica de A é R = 2.

2.2.8.3- As matrizes A € »# , com dada caracteristica R, obtidas através tanto do
ALGORITMO 1 quanto do ALGORITMO 2 pecam por apresentar grande nimero
de elementos ou de linhas iguais, como por exibir, de maneira quase explicita ou
excessivamente Obvia, suas caracteristicas R. O ideal seria se se pudesse obter, a
partir de A, matriz B com a mesma caracteristica R de A mas que ndo possuisse as
citadas especificidades ou obviedades. Tal objetivo se alcanga transformando A em
B, através da aplicagdo sobre A de sequéncia das seguintes operagdes:

a) operacdo ¢- (ou e-) elementares:
® permutagdo de linhas (ou colunas);

e adicdo a uma linha (ou coluha) de A de outra linha (ou coluna)
multiplicada por escalar o # 0.

b) operagdo de transposi¢do de linhas e colunas (trocas de linha por colunas ou
vice-versa).
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Tais operagdes, evidentemente, preservam, na matriz B obtida de A, sua
caracteristica R, mas B ndo apresenta, o que ¢ desejavel, as peculariedades da matriz A,
apontadas.

2.2.8.3.1- Exemplo

Seja A a matriz construida no exemplo anterior:

. [I 2 3 4]
; SejaP=
4 3 1 2

[0 B S T S N
b W W W
S I S S
bh W W W

Vamos aplicar a A as seguintes operagdes, em sequéncia:

a) Permutar as linhas de A, segundo a permuta¢io P dada.

b) Permutar as colunas da matriz resultante, segundo a mesma permutagio.

¢) Adicionar a linha 1, ¢, multiplicada 2, a linha 3, &, 2¢, + ¢ — &, da matriz
resultante.

d) Adicionar ¢ a ¢, multiplicada por 3, 3¢ + ¢ — ¢,.

e) Adicionar a coluna c,, da matriz resultante, a coluna c, multiplicada por (-2),
-2¢,+¢c; > ¢,

f) Finalmente, tomar a transposta da matriz resultante.

3 5 4 3 2 3 4 3 4 3 4 3
L_[2 3432325 b)2532]0
234 32343 54332 >
2 325 2 3 4 3 4332
4 33 D 10 18 12 8 10 18 -4 8
o2 5322 5 3 2|lel2 5 -1 2]n
>(12 99 6|2 9 9 6/>|12 9 -3 6>
4 313 2 4 3 3 2 4 3 -1 2
10 2 12 4
18 5 9 3
oy (=4 =] <8 1|
8 2 6 2

Em B nfo h4 linhas iguais entre si e nem colunas. Ndo ha muitos elementos com
valores iguais e a caracteristica R=2 ndo estd mais tdo explicita, como em A, porém, esta
preservada, como se pode verificar.

2.2.9- Diferentes técnicas para a constru¢do de matriz A € A4.
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Associadas a cada matriz A € . de ordem N (N = 2, inteiro) ha quatro categorias de
dados, perfazendo total de 2(2N-1) elementos, a saber:

N elementos diagonais d,, k=1, 2, ..., N;

N-1 elementos subdiagonais a,, k=1, 2, ..., N-1;
N-1 elementos supradiagonais b,, k=2, 3, ..., N;
N autovalores A,, k=1, 2, ..., N.

Conhecidos 2N-1 deles, distribuidos em, ao menos, duas categorias distintas, pode-
se obter os restantes 2N-1, e consequentemente, A € 4 , usando-se sempre as relacdes
(2.2.3) e (2.2.1.1) deste capitulo.

Por exemplo:

a) Dados: d, k=1,2, ..., N;
a,k=1,2,..,N-1,

obter: b,,,, k=1, 2, ..., N-1
e,entdo Aedai, A, k=1,2,...,N.

b) Dados: d,, k=1, 2, ..., N;
b, k=1,2,..,N-1,

obter: a,, k=1, 2, ..., N-1
e,entdo Aedai, A, k=1,2,..,N.

¢) Dados: d,, k=1, 2, ..., N-1;
Aok=1,2, .., N,

obter: a,, k=1, 2, ..., N-1;
dys
by k=1,2, ..., N-1,

e, entdo A, possuindo os autovalores A, k=1, 2, ..., N.

d) Dados: a,, k=1, 2, ..., N-1;
Mo k=1.2. .. N,

obter:d, k=1,2, ..., N;
b.,k=1,2, .., N-1
e, entdo, A, possuindo os autovalores A, k=1, 2, ..., N.

e) Dados: b,,,, k=1, 2, ..., N-1;
Apl=12. .. N,

obter: d,, k=1, 2, ..., N;
a, k=1,2, ..., N-1
e, entdo, A, possuindo os autovalores A, k=1, 2, ..., N.
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f) Dados: a,, k=1, 2, ..., N-1; ‘
dN;
b, k=1,2, ..., N-1,

obter: d, k=1, 2, ..., N;
€, entdo, A, e dai, os autovalores A,, k=1, 2, ..., N.

g) Quando se pretende construir A € # que seja ndo singular, ndo é necessiria
que se fornega os autovalores A, # 0, k=1, 2, ..., N que A deva possuir. Basta que
se suponha que sejam diferentes de zero.

Assim, dados:

d,, k=1, 2, ..., N-1, nimeros quaisquer
a#d, k=1,2,..,N-1

N-1
dy # - Zaj
=1

obter: b, k=1, 2, ..., N-1
e, entdo A, ndo singular.
Para se obter by, k=1, 2, ..., N-1 usa-se a estrutura de Blocos Diagonais.
h) Analogamente, se se desejar construir A € A, singular, fornecemos: d,,
k=1, 2, ..., N-1, nimeros quaisquer

a,=d, (A, =0),a#d, k=2,3,..,N-I

N-1
dy # - Zaj .

j=1
b,=d,,
calculamos: b, k=2, 3, ..., N-1.
A matriz A € A#, obtida, sera singular por ter iguais a primeira e a segunda linhas.

Estas sdo, por assim dizer, as maneiras “naturais’de se fornecer dados para se

construir A € »# , tendo em vista o que dela se pretende. Outras, ¢ claro, poderiam ser
acrescentadas a lista acima, porém, sem nenhum ganho adicional quanto a eficiéncia ou a
versatilidade.

2.2.10- Propriedades adicionais a que satisfazem as matrizes A € 4.

Antes de abordarmos o problema de explicitagdo das inversas de matrizes A € #,

quando ndo singulares (o que faremos no proximo Capitulo III), enunciaremos, sem
provas, algumas das importantes propriedades a que satisfazem tais matrizes:

1. Se A,B € #eq, B sdo escalares, entdo , 0 A+ B € 4.
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2. Se A, B 4 ,entdo AB, BA € #4.
3. Se A € #e A’ existe, entdo A'e #.

4. As matrizes Oy (matriz zero de ordem N) e I, (matriz identidade de ordem N)
pertencem a 4.

5. Se A, B € #e se A, p sdo, respectivamente, autovalores de A e de B, entdo y= o A+ p
€ autovalor o A + BB, onde a, B sdo escalares.

6. Se A, B € # e se u, v sdo, respectivamente autovetores de A e de B, correspondentes
aos autovalores A e p, entdo au+ Bv é autovetor de oA + BB correspondente ao
autovalor al + B, onde o, B sdo escalares.

7. Se A € A, entdo A, Ayy € A4, onde A, e Ay, sdo, respectivamente, as submatrizes
de A de ordem k e (N-k), constituidas das k primeiras linhas e k primeiras colunas e das
(N-k) altimas linhas e (N-k) dltimas colunas de A.

2.2.10.1- Exemplos:

a) Sejama=2; B=3; N=4.

2 2 2 2 500 -4 A=1L p =4
P 1 3 2 =2 ’ le 4 0 -4 Ay=2; p,=3
11 4 -2 113 4| =3 p,=
111 1 111 -2/ A,=4 p,=1
19 4 4 -16) y,=14= 2x1+3xd4= 21, +3y,
5 18 4 -16 =13= 2x2+ = 2N, %3
A +3B ;yz 13 X2+ 3x3 2 +31,

5 5 17 -16|" y,;=12= 2x3+3x2= 2A,+3u,
5 5 5 -4 Yo=11= 2x4+3xl= 2A,+3y,

(Propriedades 1. e 5.)

b) Sejam A e B as matrizes do exemplo a) acima. Entdo:

12 8 4 -20 6 6 6 -14
8 12 4 =20 - 2 10 6 -14
AB = BA —il
8§ 6 10 -20 2 4 12 -14
8 6 4 -14 2 4 6 -8
(Propriedade 2.)
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¢) Sejam Sejam N=4:

412 -6 B =1 =2 6

322 -6 o |98 6 -2 6
A= o AT =

31 3 =6 8 -1 ~1 8

3 12 -5 4 =i =2 7

(Vide item 1.3, Capitulo I)
(Propriedade 3.)

d) Sejam A, B e 2A + 3B as matrizes do exemplo a) acima e sejam

os autovetores correspondentes, respectivamente, aos

=

-8
. -5
Seja w = 5 o autovetor de 2A + 3B, correspondente ao autovalor y=14 = 2A +
-5
3p, de 2A + 3B.

Verifica-se que: w= 2u + 3v.
(Propriedade 6.)

Sejam U, V as matrizes de autovetores de A e de B:

3 0 B 1 4 -4 -4 1 -8 -12 -16 5)
=1 4 «9 1 ] wd o 1 & =13 =16 4
| =] 3 =4 1 -5 —-10 -16 5
wl =B <8 1 < =2 =% 1 w8~ -5 3
Entdo:

W = 2U + 3V € a matriz dos autovetores de 2A + 3B, correspondente aos
autovalores y, =2A, + 3u,,1=1, 2, 3,4, de C= 2A + 3B. De fato:
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14 0 0 0

CW = W.(AI), onde Al = g 53 4
=W.(AD), onde Al = g o 1 ol
0 0 0 11
19 4 4 -16\(-8 -12 -16 5) (-8 -12 -16 5) (14 0 0 O
5 18 4 -16(|-5 -12 -16 5| |-5 -12 -16 5 0 13 0 0
5 5 17 -16||-5 -10 -16 5| |-5 -12 -16 5 0 0 12 0
5 5 5 -4)\-5 -10 -16 5/ \-5 -10 -16 5 0 0 0 11
-112 -156 -192 55
-70 -156 -192 55
| =70 -156 -192 55
-70 =130 -192 55
(Propriedade 6.)
e) Sejam N=4,
5§ 20 4 2)
340 4 2 5 2 79 3 4 2
A=i3 1 342;A3=340;A(3)=252
d 12 5§ 2 3 1 3 2 1 6
31216
(Propriedade 7.)

2.2.10.1- Comentrios a respeito das propriedades enunciadas em 2.2.9.

a) As propriedades 1., 2., e 3. afirmam que a classe # é fechada com respeito as
operagdes de adigdo, multiplicagfio e inversio de matrizes e de multiplicagio de
escalar por matriz.

b) A propriedade 6. permite que se construa matriz A € 4 que seja decomponivel
em produto A= LU, onde L é matriz triangular inferior e U, triangular superior.

¢) As propriedades 5. e 6. sdo, de certo modo surpreendentes, porque ndo é verdade
que toda e qualquer classe de matrizes as possue. Isto &, pode-se exibir exemplos de
matrizes A e B tais que os autovalores € os autovetores de A + B ndo sdo as somas
dos correspondentes autovalores e autovetores de A e de B.
As matrizes A e B:
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> ] T 2
A= (3 3) 8[2 4} possuem, respectivamente, os autovalores A, = 6, A, =2

12

3
ey, =8, p,=3eA+B= [5 _J,osautovalores Y, =(19+\/E)/2 e

Y, = (1 9-/85 ) /2 que evidentemente, néio sdo somas dos correspondentes autovalores

de A e de B.

Ha outras classes de matrizes que satisfazem a propriedade 5., como, por

exemplo, as classes das matrizes triangulares superiores ou inferiores, bem como os seus
casos particulares, das matrizes diagonais e escalares.

Quanto aos autovetores, temos:

Matriz U dos autovetores de A, correspondente aos autovalores A, = 6, A, =2:
-
U=
1 =
Matriz V dos autovetores de B, correspondente aos autovetores p, =8 e p,=3:
-
V=
1 -

_( -6 -6 ] y1=(19+\/§)/2
\5-V85 5485/ y, =(19-V85)/2

Analogamente para A + B,

Vé-se que ndo ha qualquer relagdo no que tange a operagao de adi¢do de matrizes,

entre os autovetores de A, B e de A + B.
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Capitulo 3

3.1. Trataremos, neste capitulo, do problema de inversfio (determinagdo de inversas) de
matrizes A € 4, da forma (2.2.1) satisfazendo (2.2.2). Mostraremos que esse problema
¢ facilmente solucionavel. Mostraremos também que # contém sub-classe de matrizes,
que sendo inteiras e inversiveis, possuem explicitas ou muito facilmente explicitaveis
inversas inteiras.

3.2. O problema da explicitagdo das inversas A™' (quando existirem) de matrizes A € #, de
ordem N (N = 2, inteiro).

J& vimos que a inversa A" de A € A (se existir) também pertence a A4 (A" € #).
Sabemos, além disso, que se A, # 0, k= 1, 2, ..., N sdo autovalores de uma matriz A
inversivel, p, = 1/A, k=1, 2, ..., N sdo autovalores de A™. Por outro lado, A" existe se e
somente se det.A # 0 (det.A € o determinante de A).

Assim, se X = A existir, podemos escrevé-la sob a forma:

||["Vl Yo ¥Ys Y4 o Yna yN\]

B Wy Y5 Y4 o ¥na I
=A™ = Xp X5 W3 ¥y oo ¥Yna Yn (3.2.1)
X, X, X; X, Wna  Yn
X, X, X; X, Xna Wy )
com:
=X +Wrt Y3+ Yt FYynag YN =
................................ L (3.2.2)

=X1+X.2 +X3 +X.4 +"'+WN——|+yN =
B 1 1
Sa Ay
Sa=Ay#0 (Ay € 0 N-—esimo autovalordeA).

De (3.2.1) € (3.2.2), decorre que os autovalores de X = A" sdo dados por:
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1
He == =W =X, = Wiy — Vs k=12,.,N -1
Ay
1 1
== > 323
Ky By ( )
(A #0,k =1,2,...,N)

Entdo, conhecidos os w,, k=1, 2, .., N-1, podemos determinar os X,, V,,;, Kk
=1,2, ..., N-1.

Xk = Wk _I']'k == Wk ""il_,k =1,2,...,N'—1
k

1
Yiel = Wi —Hg = Wiy _K_’k =1,2,....N—1

) L (3.2.4)
A =0, k=1,2,.. ,N-1

N Ay by
€ 0 Wy=Hy— QX =—
N = HN El k By e

Dai, o problema de explicitagio de A" (se existir) se resume ao de se poder
explicitar os elementos diagonais de X = A™.

Pode-se mostrar que se A € inversivel, isto €, se
N
det. A=A, #0 (3.2.5)
k-1

entdo os elementos diagonais de X =A™, w,, k=1, 2, ..., N, se exprimem pelas relagdes:

W, = 3.2.6
TN (3.2.6)
b
gl B (3.2.7)
; A‘IA'N lle
k-1 N
MR, A 328
- = j=k+ = -
wk_lk-,lNJerN’k 2,3,...N-1 (3.2.8)
MN-2
d, + Zbi i
PR - A (3.2.9)




—y A‘N = bN
wy = (3.2.10)

e os de fora da diagonal, x,, y,.,, k=1, 2, ..., N-1, por:

X, = W - % k=1,2,...,N-1 (3.2.11)

£}
X

Yert = Wi = 300 =X W= Wy, k=1,2,., N1 (32.12)

k

Observagdo: As relagdes (3.2.7) e (3.2.9) foram incluidas apenas para facilitar o célculo
manual, com matrizes de baixa ordem N.

3.2.1. Exemplos

a) Sejam N=4e
4 4 0 -5
. 3 50 -5
31 4 -5
312 -3

Autovalores: A, =1; A, =4; A, =2; A, =3
det A=A, . A A A, =24%0.

Logo, A € inversivel. Vamos calcular os seus elementos, pelas relagdes (3.2.6) a
(3.2.12):

w]=l4_a[=3_3=0
hiid 3
d by+b, 4 0-5 11
WZ: + — e e —
Mids My 3 12 12

W _”d|+b2+ b, =4+4+—5 2

T Ay AA, 126 12

Aa=by 345 16
W4= = —p—
Ashy 6 12 ]
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Ry B Wy B W 8 W B i
2o TR L 12 2 12

1 2 1 8
Xy =Wy= — =————

A 12 2 12

111

=Wy ———=
HERTR, B 12

w2 1__53
L T T T

Dai,

0 -1 =5 10
1|-12 11 =5 10
12|-12 8 -2 10

~12 8 -8 16

X:A'1=

como se pode verificar, mostrando que [,= XA = AX.

b) Sejam N=4,
2 2 2 -5 Autovalores: A, =1
1 3 2 -5 Ay =2
A=|1 1 4 =-5]|° Ay =1
1 1 3 -4 Ay =1
det.A=2=0;
AAy 1 AMAs Ay 2 2
w3=d1+b2+ b, :_4_”_§=ﬂ§;w4=l4—b4=1+532;
Arhy, Ah, 2 1 2 Ashy 1 2
8 1 7
= = med e Yy == Y=
Xy ; X3 =05 X3 2=Y2 5 Y3 7 Ya
Logo,
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weais 1|2 1 7 10
T 3l2 0 -6 10
2 0 -8 12

Verificagdo: calcular [(= AX = XA

¢) Dados N=4
2 2 3 -8
12 4 -8 det.A=-1%0
I 2 3 =7
X ~b, -1+8
W3=d1+b2+ b4 _i+_8=4;w4=k4 b4= I+ =_7

X =w-1=2-1=1 ; X,=W,-1=3-1=2 ; x;=w;-1=4-1=3

Y=Wy-1=3-1=2 | y,=w;-1=4-1=3 ; y,=w,-1=-7-1=-8

Logo:
2 2 3 -8
. 1 3 3 -8
X=A'= = A.
1 2 4 -8
1 2 3 -7

como se pode verificar, calculando XA = AX =AA=1.

Veremos, mais adiante. que esta é uma situagdo geral:
se A=Ay =.=Ayy=leiy=-1 A=A,

Observagdo: Vimos, entio, que se A € # ¢ inversivel sua inversa A é facilmente
explicitavel.

—

3.3.  Explicitagdo de inversas inteiras de matrizes inteiras A € 4.
Sabe-se que matriz inteira A possue inversa inteira se e somente se

ABS(det.A)=1 (3.3.1)
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onde ABS(det.A) € o valor absoluto do determinante de A, det.A.
Uma condigdo suficiente para que isso aconteca ¢ que todos os autovalores de A,

A k=12,.,N, satisfagam a condicéo:
ABS(\)=1, k=1,2,..,N (3.3.2)
Esta condi¢do, entretanto, ndo ¢ necessdria, isto, € existem matrizes inteiras A, com
ABS(det.A)=1 sem, contudo, terem todos os seus autovalores com valores absolutos iguais

al.

Por exemplo:

2 3 0 8 -3 0
A=|5 8 0| éinteira, com inversainteiraA'=|-5 2 0
0 0 1 0 0 1

0 que era de se esperar, pois seu determinante, detA=1.

Seus autovalores A, =5+2v6, A, =5-26, Ay =1
ndo sdo todos, em valor absoluto, iguais a 1, mas seu produto, o det.A, é igual 1, em
valor absoluto.

Entdo ABS(det.A)=1 néo € equivalente a ABS(kk) =1, k=12,..N.

Porém, com as matrizes inteiras A € 4 ABS(det.A)=1 implica
ABS(J\.k)= I, k=12,...,N, pelo fato de A, sendo inteira, ter todos os seus autovalores

inteiros e ABS(det.A)=ABS (ﬁ xk) = ﬁ(ABs(x e))=1.
k=1 k

=1
Entdo podemos enunciar o seguinte:

Teorema 1: A € »#, de ordem N (N > 2, inteiro), inteira, tem inversa inteira, se e 56
se ABS(x,)=1,k=1,2,..,Nonde A, k=1,2,...N sdo os autovalores de A.

Como consequéncia deste Teorema 1, temos:

a) Os autovalores p, = 1/A, k=1, 2, .., N de A" (inteira) coincidem com os
autovalores A, k=1, 2, ..., N de A (inteira).

Isto é:
L=A.k=1,2,..,N 3.3.3)
Dai:
b) detA'=det.A (3.3.4)

67



¢) As relagdes para o célculo de inversa A™ de A € A#, para o caso de A inteira com
inversa inteira, se simplificam e se tornam:

W, = Ay A (g - ) (3.3.5)
N
j=3
k-1 N
Wk=kk-1 KN d] + ij +;\"klN Z[Ij-l (33?)
j=2 j=k+
k=2,3,4,..,N-1
N-2
j=
Wx= At Ay (Ay - by) (3:3.9)
W, =w, - Ao k=1,2, . N-1 (3.3.10)
Mert = Wi M =X + Wy - W, k=1,2, ..., N-1 3.3:11)

Observagio 1: As relagGes (3.3.6) e (3.3.8) foram incluidas apenas para facilitar o
calculo manual, com matrizes de baixa ordem N.

Observacdo 2: Para cada escolha dos elementos diagonais d,, k= 1, 2, ..., N-1,
podemos formar 2V sequéncias distintas, de N elementos cada, constituidas dos nimeros
{1, -1}, o que corresponde ao niimero méaximo de matrizes inteiras A € #, de dada ordem
N (N = 2, inteiro), com inversas inteiras A, que se pode construir, possuindo, como
autovalores Ay, k=1, 2, ..., N, a sequéncia selecionada.

Assim, por exemplo, para N = 6, para cada escolha de d,, k=1, 2, ..., N-1, podemos
construir um maximo de 64 matrizes inteiras de ordem 6 distintas, com inversas inteiras.

3.4. Algumas escolhas de sequéncias de N autovalores (1 ou-1) que resultem em matrizes
Ae - inteiras, com explicitas inversas inteiras, A" ou muito facilmente explicitaveis.

L M=h=k=..=ky=1; A=-1.

Construgéo de A. =
Dados: d,, k=1, 2, ..., N-1, nimeros inteiros quaisquer, calcular:

ak:dk = }\'k:dk 'I, k= 1, 2, veny N'].
N-1

N-1 N-1 N-I
dy = Ay -1\Ziak =-1- Z(clk —1)=—I—[de —(Nwl)] =(N-2)- ?ldk
= k=1 =
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bkﬂ = d'k+| - ;\‘k = CI!-u—l -19 k= 1: 2: seey N-1
N

det. A = JJr, =-1I
k=1

Resumindo:

a,=d-1; b, =de, -1, k=1,2, .., N-1
dy=(N-2) - Ya,; detA=det A" =-1.
k=1

Neste caso, temos inversa A”' explicita,

Al=A
(vide item 1.2, Capitulo I)

Prova (usando as relagdes (3.3.5), (3.3.7) e (3.3.8) a (3.3.11):

W= Ay Ay -a) =(-1-a)=(1+2)=d,

k=1 N k-1 N
Wk = A‘k-l %'N [d| + Zb]) + l‘klN( Ebj] = —[d1 + Zzbj +bk + ij H kaﬁ
j=2 i=

j=k+1 j=k+1

=(Ay-b)=-(-1-b)=1+b,=d,,k=2,3,..,N-1

W= Ay Ay (= by) = -(Ay - byy) = (1 + by) = dy.

X =We-A =dp -1 k=1,2,..,N-1

Vie1 = Wiap = A =dpyy -1 k=1,2,..,N-1
Resumindo:

w,=d.,k=1,2,..,N.

x,=d-1=2a,k=1,2,..,N-1

Y1 = Gy -1 = by
Logo, A=A-'

Exemplo: N =4, d,= 5; d,= 6; d, = -3; d,= (4-2) - (5+6-3) = -6
A=Ay =hs=1, Ay =-1.
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55 -4 -7

4 6 4 <7 .
A= =A

4 5 3 -7

4 5 -4 -6

Assim A e A tém a forma (1.2.1), Capitulo 1.
2. l]=).2 =}u3:---: }’N-|=-1;l‘N:]‘

Construgdo de A.
Dados d,, k=1, 2, ..., N-1, nimeros inteiros quaisquer.

Calcular:

ak=dk-kk:dk+l;bk+i:dk+l' M =dy +1

N-1 N-1 N-1 N-1
dy=Ay-Ya,=1- Z(dk +1)=11_(de +(N-—I)J =(2-N)->d,
k=1 k=1 k=1 k=1
N 1,se N for i
S i T e
k=1 -1, seN for par

Resumindo:

a,=d+1, k=1,2,.. N-1
by =di +1, k=1,2,..,,N-1

N-1
dy=(2-N)- >d,;
k=1

N 1 +
det. A =det.A' = [TA = , s¢ N for impar
k=1 _1: SCN fOI' par

Neste caso temos, também, A" explicita,

Al=A.
(vide item 1.3, Capitulo I)

A prova, por ser passo a passo idéntica a anterior (caso 1.)), sera omitida.

Exemplo: N=4; d;=5; d,= 4; d;= 3; d,= (2-4) - (5+4+3) =-14
A=A, =A=-1; =1 '
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5 § < =13
6 4 4 -13

A = =A""!
6 5 3 -13
6 5 4 -14

Assim A e A", tém a forma (1.3.1), Capitulo L.
3. =1, k=1,2,..,N.

Construgéo de A.
Dados d,, k=1, 2, ..., N-1, niimeros inteiros quaisquer.

Calcular:

akzdk-lk=dk- 1 ;bk+]=dk+]_ kk =dk+l-1! k: 132,...,N']

N-1 N-1 N-1 N-1
k=1 =1 k=1 k=1

N
detA =[], =1
k=1

Resumindo:

a.k:dk '].; bk+| :dk“" '], k= ]., 2, ...,N'l

N-1
d=N- Yd,

k=1
det. A =det.A™" =1

Neste caso, temos:
w=2-d,k=1,2,..,N;
x=1-d,=-a,k=1,2, .. N-1;
V= 1-dpyy =-b,y, k=1, 2, ..., N-1.

(vide item 1.4, Capitulo I)

Prova:
Wi =4 Ay(Ay-2a)=(-a)=1-(d,-1)=2-d

k-1 N
szlk_l }‘N [dl"'zzbjj""lkk'q[ ZbJ]=
=

jek+1

k-1 N

:d]+zbj+bk+ ij_bk=lN-bk=1‘bkzl_(d‘k.'}‘k-l)
j=2 j=k+]

= 1= do+1=2-d, k=2.3,..N-
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W= Rag Ay Oy = B) = (1 - by = 1 (dy - 1)=2-dy,

Xx=W-A =2-d,-1=1-d,, k=1,2,..,N-1

Viel =W =M =2-dp,,-1=1-d,, k=1,2,..,N-1
Resumindo:

w,=2-d,k=1,2,..,N;

X, =1-d,-=-a,, k=1,2, ..., N-1

Vi =1-dey =-by, k=1,2,..,N-1.

Assim A tem forma (1.4.1) e A", a forma (1.4.3), item 1.4, Capitulo I, isto é, A" é
explicita.

Exemplo: N=4;d,=3;d,=3;d,=5;d=4-3+3+5)=-7

3 2 4 -8 -1 -1 -4 8

2 3 4 -8 a4 |2 0 -4 38
A= ; AT =

2 2 5 -8 -2 -1 -3 8

2 2 4 -7 -2 =1 -4 9

4. A\, =-1, k=1,2,..,N.
Construgéo de A.

Dados d,, k=1, 2, ..., N-1, nimeros inteiros quaisquer.
Calcular:

N-1 N-1
a, =dy +1; b, =d, 15 dy = Ay - Zak = —[N + de]
k=1 k=1

det A =det At = | ~1»se N for impar
' ‘ ]'7 SeN for par

Neste caso, temos
w,=-2-d, k=1,2,..,N;

xk= '1 2 dk = 'ak, k= 1, 2, very N'l;"
V=<1 =iy =By k=1, 00, N-1:

(vide item 1.5, Capitulo I).

A prova, por em tudo semelhante 4 do item 3., anterior, sera omitida.
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Exemplo: N=4;d=3;d,=5;d,=2;d=-4+5+2)= -14
?\-]ZXQ =l3= A-,;:"l.

3 6 3 -13 -5 -8 -3 13

4 5 3 -13 4 |—4 =T -3 13
A= 7 A=

4 6 2 -13 -4 -8 -4 13

4 6 3 -14 -4 -8 -3 12

Assim, A e A™ tém, respectivamente, as formas (1.5.1) e (1.5.2) item 1.5, Capitulo
I. Isto é, A" é explicita.

5. M=M= -1, A, =1, k=2,3,..,N-1.
Dados d,, k=1, 2, ..., N-1, niimeros inteiros quaisquer.
Construir A. A terd a forma:

dl +I dz d3 "““1 s dN—l _1 dN _].
d,+1 d,-1 d
A=|! . ’ (3.4.1)

Istoé, a,=d,+1; a,=d. -1, k=2,3,..,N-1
b,=d,+1; b, =dy, -1, k=2,3, ..., N-1

N-1 N
dy=(N-4)- Yd;;detA=][r, =detA™ =1
j k=1

=

Construcio de A™'. A tera a forma:

(—2-d, w,+1
_1 _dl W2 33. 43‘ Na,
AT = el | el || @l (3.4.2)
............ ala i
ka,
onde: w,=2a,+d,; e | cl | designa a k-ésima coluna de A.
A
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Assim, A € explicita.
Prova:

W =AM Ay-a)=(-1-a)=-1-a,=-1-(d,+1)=-2-d,
;= w;t1=-1-d,=-g
N
Wy =2 Ay dy +AA 2 by=d; - (by+b,+... +by+d, +b,) +d, + b=

=3
=d;-Ay+d,+b,=2d, +1+d,+1=2 (d,+1)+d,=2a, +d,

X=W, -1
y,=w,+ 1.
Para k=3, 4, ..., N-1
k-1 N
wk=kk-lkN d]'l'ZbJ +A‘kA‘N Zb] =)
=2 =k+1
k-1 N
=-|d+Xb;+b + 3b;| +b=Aytb=-1+d +1=d,
i=2 j=k+1

Wy =M Ay (Ay-by)=-(-1-by)=1+by=1+dy-1=dy

=W, -M=d,-1=a, k= 2,3,4, ..,N-1;
yk= Wk- ?\‘k s dk - ]. - bk’ k: 3, 4, wany N.

Logo, a k-ésima coluna de A", k=3, 4, ..., N, coincide com a k-ésima coluna de A e
a primeira e segunda colunas de A™' sdo como as mostradas em (3.4.2).

Exemplo: N=5;d= d,= d;= d;=4;d;=(5-4)-(4x4)= -15
M=k =-1; dy=dy;=d,=1.
wi=-2-d,=-6;x,=w, -1=-5;w,=2a,+d, = 14; x,=w, -1 =13.

Logo:
(4. 5 3 3 -16 -6 15 3 3 -16)
54 3 3 -16 -5 14 3 3 -16
A=[5 3 4 3 -16]; A'-5 13 4 3 -16
53 3 4 -16 -5 13 3 4 -16
5 33 3 =15 =5 13 3 3 =15

6 M=hy=1, h=-1, =23, . N

Dados: dy, k=1, 2, ..., N-1, ntimeros inteiros quaisquer.
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Construir A. A tera a forma;

A=
a,=d,-1; a,=d,+1;a,=d, -1, k= 3,4, ..,N-1

by=d,- I;bp, =de +1, k=2,3, ..., N-1

N-1 _1| L, se N for par
dy=(@4-N)- Yd;; det.A = det.A ,
= —1,se N for impar

Construgdo de A”'. A™ terd a forma:

2-d, w,-1 )
I_dl W3 32 a (N _l)a, NG
. W cl || el |... cl cl
............ Al A % X

\1-d1 W, +1 J

onde: w,=2a,+d,=2(d, -1)+d,
x;=1-d,=-a,
=w,+1; y,=w,-15¢e
ka..

(3.4.3)

(3.4.4)

cl | designa a k-ésima coluna de A.

A

A prova, por ser semelhante a do item 5. anterior, sera omitida.
Assim, vemos que A € explicita.

Exemplo: N=5; d=d;= d=d=3; d=(4-5)-3x4)= -13
M=hs =15 A= -1, k=2, ..,4

w=2-d,=-1; a,=1-d,=-2; w,=2a,+d,=7;x,=w, +1 =8.
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(3 2 4 4 =12) -1 6 4 4 -12
2 3 4 4 -12 2 1 & 4 <12
A=(2 4 3 4 -12|; A'=|-2 8 3 4 -12
2 4 4 3 -12 -2 8 4 3 -12
2 4 4 4 -13) 2 8 4 4 -13

7. =1, A=-1, k=2,3,..,N.
Dados: d,, k=1, 2, ..., N-1, nimeros inteiros quaisquer.

Construir A. A terd a forma:

(dy  dy-1 dy+1 ... dy+1 dy+1)
d’l_l d2 d3+1 e dN__l+I dN +].
d-1 d,+1 d wo dyo +1 dy +1
A =] 2 3 N-1 N (3.4.5)
dl _“]. d2 +I d3 +1 e dN—l dN +1

a,=d,-1; a,=d, +1; k= 2,3, .., N-1
b,=d,-1;b,,,=d,,,+1, k=2,3,...,N-1
N-1 N-1
dy=%y- Xa;=(2-N)- 2.d;; det. A =det. A
j=l

{1, se N for impar
j=1

—1,se N for par

Construcio de A™'. A tera a forma:

( d, w, -1 -1-d; .. -1-dy_;, -1-dy
d -1 W, =l=-d; .. -1-dy -1-dy
d -1 w,+1 -2-d, ... -1-d -1-d
At =] 2 3 N-1 N (3.4.6)
d -1 w,+1 =levdy s -2—-dy,; -1-dy
dl_l WZ+1 _1_d3 e _l_dN—l _“2_de
onde:

wy=d;w, -(2d, +d,); w=-2-d, k= 3,4,..N.
X(=di-I;x,=w,+1; x,=-1-d, =a, k=3,4, ..,N-1;
Y= W-1; wi =-1-d,,=-b,, k=23, .,N-1.

A 1* coluna de A™' coincide com a 1* coluna de A.
Logo, A™ ¢ explicita.

76



Prova:
W =AMAAy-3)=(-1-3)=1+a,=1+d,-1=d,
X|: dl_l'

N N
w2:}a| A‘N dl+}\‘2kN[ZbJ)=_d{+ZbJ +d|+b2"d|"b2=
=3 =3
=-d, +Ay-d,-b,=-2d, - 1-(d,- 1)=-2 d, - d, = -(2d, + dy)
X, =Wy A=Wy + 15y, =w,-1
Parak=3, 4, ..., N-1:
k-1 N
=2 k+1
k-1 N
= d[+zbj+bk+ Zb_j -bk=x‘N-bk=-1-bk :'1 (dk+1)=_2_dk
=2

j=k+1

Wy =Ana Ay (Ag-by)=Ay-by=-1-by=-1-(dy+1)=-2-d,.

Xk:Wk+1='Z‘dk+1='l'dk='ak, k= 3,4, ...,N'l;
V=Wt 1=2- dpyy-1=-1-doy=-bpp, k=2,3, .., N-1,

Exemplo.

N=5; d= d= d;= d=3; d=(2-5)-B x4 = -15
A=LA=-1; k=2,3,.,N.
w=2-d,=-2-3=-5 k=3,4,
wy=-(2d, +d))=-9; w;=-2+15=13;

W= -8, k=3, 4; ¥y = by, k=2,3,4,5.

(3 2 4 4 -14) 3 -10 -4 —4 14

2 3 4 4 -14 2 -9 -4 -4 14
A=|2 4 3 4 -14|; AT'=|2 -8 -5 -4 14

2 4 4 3 -14 2 -8 -4 -5 14

\2 4 4 4 -15 2 -8 -4 -4 13

8. A =-1; A,=1, k=2,3,..,N.

Dados d,, k=1, 2, ..., N-1, nimeros inteiros quaisquer.
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Construir A. A terd a forma:

d, d,+1 d;-1
d+1 d, d;-1
d,+1 d,-1 d;

S . R R,
dpdl &1 d@y=1

dN_] _].
dN—] *'I
'
ClN-—l
dN—] "l

=1
gy =1
dN_l
dy

a,=d,+1; a,=d. -1, k=2,3,...,N-1

b=d,*1; by, =d, -1,

N N-1
dy=Ay- 2aj=(N-2)- >.d;
j=1 j=1

det. A =det A" =-1.

Construgdo de A". A terd a forma:

(d,  wy+l 1-d,
d;+1 w,-1 1-d,

onde: w,=-(2d, +d,);
X, =Wy=l;y,=w,+ 1.

A primeira coluna de A" coincide com a primeira coluna de A.

x,=1-d,=-a, k=3,4, ... N-1.
Year=1-d; =-b, k=2,3,...,N-1

w,=2-d,k=3,4,.. N

Logo, A ¢ explicita.

A prova, por ser andloga a do item anterior, serd omitida.

Exemplo:

k=2,3,..,N-1

1-dy; 1-dy
2_dN—] I“'dN
l1-dy_, 2-dy/

-

N=6; d, =2, k=1,...,5; ds-(6-2)-(2x5)=-6.
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2 3 1 1 1 7 [2 =58 <] ~f <1 7
3 2111 -7 3 6 -1 -1 -1 7
31211 -7 i 3 -7 0 -1 -1 7
A= ; AT =
3112 1 -7 3 -7 -1 0 -1 7
31 11 2 -7 3 -7 -1 -1 0 7
31 111 -6 3 -7 -1 -1 -1 8
w,=-(2d,+d,)=-6; w,=2-d,=0;, k=3,4,..,6.
X=W,-1;%x, = -a, k= 3,4,5;
Y2: W2+' 1: Ykﬂ = _bk+|7 k 2a 3: 4: 5
9. N par.

A =1,k=1,3,..,N-1;
}L.k ="]., k.= 2.J 4, ...,N

Construgéo de A.
Dados d,, k=1, 2, ..., N-1, numeros inteiros quaisquer.
Calcular:

a‘k= dk- 1, k= ].3 3, seey N']; bk+1 =dk+] '1, k ,3, reen N']..
a=d.+1, k= 2,4,.,N2; b,=d,+1, k=2,4, ..,N-2,

dy = Ay- Zak =-1- Za,\ ——Clz;:dk);

k=1
1, se N/2 for par

det. A =det.A™' _
-1, seN /2 for impar.

Neste caso, temos:

a)w, = dl, X, =a; =d, -1
Wy =dy; Yy =by=dy-1

Isto €, as primeiras e N-ésima colunas de A" coincidem com as correspondentes
colunas de A.

b) Para k, par, k=2, 4, ..., N-2:

k-1
W, = --[QZdJ +ko
j=1

X =w.+l; y.=w,-l.
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Para k, impar, k=3, 5, ..., N-1:

k-1
w,=23d; +d,

pr
X =W =1 e =wg -1,

A" ndo € inteiramente explicita mas ¢ facilmente explicitavel.
A e A" tém, respectivamente, as formas (1.6.1) e (1.6.7), Capitulo 1.

Prova: a) W =AM Ay(Ay-a)=-(-1-a)=1+a,=1+d,-1=d,
;= w,-1=d,-1=a,.
Wy =M Ay Ay -by) =-(-1-b ) =1+ by=1+dy-1=dy
yn= Wy-l = dy, -1 =by

b) k=2,4, ..., N-2 (k par)
k-1 N
W = kk-}kN d1+ZbJ +;\'LKN Zb] =
j=2

j=k+1

= _(d] +kz_lij+ %bj =—(d, +lilij+[E]bj +bNJ =

=2 j=k+l j=k+l

=1 k-1 k-1 k-1
- AA =

j=1

k-1 N-1I

N
j=k+1 ]

= Wt 1, yi=we- 1; yy= wy-l.

Analogamente, se mostra que, para k=3, 5, ..., N-1, (k impar):
k=1
W =2 >d;+d,.
j=1
Xx=w-1; y,=w,+1.
Exemplo.

N=6; d, =3, k=1,2, ... 5.
dg=-(3x5)=-15
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(3 2 4 2 4 -16) (3 10 16 -22 28 -16)

2 3 4 2 4 -16 2 -9 16.-22 28 -16
. 2 4 32 4 -16] i =8 15 22 28 -16

2 4 2 3 4 -16|° 2 -8 14 -21 28 -16

2 4 2 4 3 -16 2 -8 14 20 27 -16

\2 4 2 4 2 =15 \2 -8 14 20 26 -15
w, =-(2(d)) +d,) =-9; w;=2(d, +d,) +d; =15

wy=-2(d, +d, +dy) +d)=-21; wy=2(d, +d,+d;+d,)+d, =27

10. N par; N=2m

MA=-1,k=1,2,..., m=N/2.
A =1, k=m+1, m+2, ..., N.

Dados, d,, k=1, 2, ..., N-1, numeros inteiros quaisquer.
A tera a forma (1.10.1), Capitulo I, onde:

a=d.+1, k=1,2, ...m; a,=d. -1, k=m+l, .., N-1.
bo=d,+1, k=1,2, ..., m; b =dp -1, k=m+l, .., N-1.

N-1 4| 1, se m=N/2 for par
dy=- X d;; det.A=det.A .

j=l -1, se m=N/2 for impar.
Construgdo de A" . A™ tera a forma (1.10.7), Capitulo I, onde:

¢ As m primeiras colunas coincidem com as correspondentes colunas A.
e A coluna de indice m+1, € obtida por:

Wo o = (2N - (ﬁ d +dm+l}
j=1

X1 = Wegny = L 5 Yiers = Wiy +1.
As demais colunas, por:
w,=2-d,, k=m+2,..,N
X, =w,-1=1-d,=-a,, k=m+2,..,N-1
Vo1 =Wy -1=1-d,,,=-b,;, k=m+l, .., N-1.

Assim, A™' ndo € explicita mas ¢ facilmente explicitavel.
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Prova:

Wi =& Ay Ay-2)=-(1-3)=a-1=d,+1-1=d,
x,=w;+1=d,+1
Para k=2, 3,0

k-1 N
j=2

k+l

k-1 N N
—[d, + Zb})- 2b; =—(d, +ZbJ +by =
j=2 jek+1 =2
=-Aytb=-1+b=-1+d, +1=d,.
x=wtl=d +1=a k=2,3,..,m
Yier = Wiy 1 :dk+!+ 1= bk+l , k=1,2, .., m-1.

Para k= m+2, ..., N-1

k-1 N k=1 N
= Mt Ay dy+ 2 b [+A Ay 2bj[=]|d+2Xb;|+ Zb}z
j=2 j=k+1 j=2 j=k+1

N
j=2

kS

=M Ay -by) =(1-b)=1-(dy-1)=
xk— we-1=2-d.-1=1-d,=a, k—m+2 Nl
Yiri™ Wi -l = 2.4, -1=1-4d,,,=-b,.;, k m+1, ..., N-1.

—

Para k = m+1,

w*.=hm7&~( f ]+xm+lxN[ %bJ:

j=m+2
m ) N m
j=2 J j=m+2 j=1

= 3\

N m
+ [ >d;+dy - (m-1) =-[+Zdj —(m—l)J 4
= =l

N-1 N-1 m : m-+
= = =1 =

= —(:ﬁdj +2(m—1) +dm+,]= ~2(m~— 1)-[2§dj +dm+1] =
j=1

J=1
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=(2-N) _[zidj +dm+l}
j=I

Exemplo.

N=6; d=3, k=1,2,3,4,5.; m=3

d=-(5x3)=-15
(3 4 4 4 2 -16 3 4 4 24 2 16
4 3 4 4 2 -16 4 3 4 24 -2 16
a4 434216 L 1443 24 216
4 4 4 3 2 -16|° 4 4 4 25 2 16
4 4 4 2 3 -16 4 4 4 26 -1 16
4442 2 15 4 4 4 26 2 17

® As trés primeiras colunas de A coincidem com as correspondentes colunas
de A.

o w=(2-6)-(2@3x3)+3)=-25; X,=w,-1=-26; y,=w,+1=-24

e w,=2-d, k=5,6; x=-a,=-2; y;=-2; y,=-ds=16

3.5. Roteiro para a construgio de matrizes A € A, inteiras e de suas inversas A™ inteiras.

Ja vimos que, para cada ordem N (N > 2, inteiro) e para cada sequéncia dos
elementos diagonais d,, k=1, 2, ..., N-1, pode-se construir um maximo de 2V matrizes
inteiras A € £ com inversas inteiras A”. Assim, é impossivel se tentar explicitar, de
maneira geral, todas as possiveis inversas, para uma dada ordem N elevada. Primeiramente,
pelo seu grande nimero (para N= 10, seriam 1024), segundo, porque formas gerais de
inversas dependem, na maioria das vezes, da ordem N de A (N par, N impar, N= 3m, etc.)
e formas gerais que independem de N sfo em niimero pequeno € fixo, dentre o total de 2N
(que cresce exponencialmente com N) de inversas possiveis. Algumas dessas formas de
inversas, independentes de N, foram exibidas em itens anteriores deste Capitulo (A, = 1,
k=1,2, ., N-1; Ay=-1, A, =1, k=1,2, .., N, etc.). Assim, o que podemos fazer, é
estabelecer critérios gerais, que independam de N, que nos permitam, dado N, a
sequéncia dy, k=1, 2, .., N-1 e a sequéncia dos autovalores A, k=1, 2, .., N de A,
construir A™', sem termos que recorrer, a cada vez, as relagdes (3.3.5) a (3.3.11) para o
calculo de seus elementos. Desse modo:

Sendo A, k=1, 2, ..., N autovalores de A, tais que ABS(A,)=1,k=1,2, .., N, e
tendo em vista as relagdes (3.3.5) a (3.3.11) para a obtengdo dos elementos de A™', podemos
considerar os seguintes 14 casos para a determinagdo de inversas inteiras de matrizes

inteiras A € A4

¢, - Se A, Ay = -1, entdo a primeira coluna de A coincide com a primeira coluna de A.

Prova: a)A, =1, A =-1. Neste caso, a, =d, -1.
83



De (3.3.5) obtemos, sucessivamente:
w=A Ay(Ay-a)=-(-1-3)=1+a,=1+d,-1=d,.
De (3.3.10), obtemos, entdo:
X, =w,-A=w,-1=d,-1=a,.

Logo, sendo w, =d, e x, = a,, a primeira coluna de A" coincide com a primeira
coluna de A.

b) A, =-1; Ay =1. Nesse caso, a, =d, + 1. Ento:

wy =& Aw(Ay-3)=+(1-a)=a-1=d,+1-1=d,
X, =w,-A, =d,-(-1)=d,+1=a,.

Sendo w, =d, e X, =a,, a primeira coluna de A™' coincide com a primeira coluna

de A.

Exemplo:

1. Seja
2 1 1 -5 A =1
1 2 1 -5 A, =1

A

1 1 2 -5 Ay =1
1 1 1 -4 Ay =-1

Entdo: det. A =-1
(A inversa inteira de A existe).

Como A, A, =-1a 1" coluna de A coincidira com a 1* coluna de A. De fato,

2 1 1 -5|[2 x X l x x x
A A 1 2 1 =5{|1 x _ 0 x % %
1 1 2 =5(|1 x 0 x x x
I 11 4|1 x x 0 % x x

¢, - Se Ay, Ay = -1, entdo, a N-ésima coluna de A" coincide com a N-ésima coluna de A.
Prova: a) Ay, = 1; Ay=-1. Neste caso, by = dy -1.
De (3.5), obtemos, sucessivamente:
Wy = Mt Ay (Ay - by) = =(-1-by) = 1+by = 1+dy-1 = dy

YN = Wy = Ay = dy-1 = by
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b) Ay, =-1; Ay = 1. Neste caso, by = dy+1
Entéo:
Wy = Ay Ay (Ay - by) =-(-1-by) = by -1=dy+1-1 =dy
Y =Wy =My =dytl=by
Sendo wy = dy € yy = by, @ N-ésima coluna de A™ coincide com a N-ésima coluna de A.
Exemplo:

2. No exemplo 1), acima, A; A, = -1. Logo a ultima coluna de A™, coincide com a ultima
coluna de A. De fato:

2 1 1 -5 2 x x -5 1 % x 0
e 1 2 1 =5 1 x x =5 _ 0 x x 0
1 1 2 -5 1 x x -5 0 x x 0
1 1 1 -4 1 x x -4 G = x 1

;- Se Ay Ay= A, Ay = -1, entdo a k-ésima coluna de A" coincide com a k-ésima coluna
de A, k=2,3,..,N-1.

Prova: a) A=A, =1; Ay =-1
Neste caso, a,=d,-1; b, =d,-1 (a,=by)
De (3.3.7), obtemos:
Wi = Ay Ay (dy + byt b)) + A Ay (B + by )=
=-(d, tby*+..+b tb tb, tby=
=-(d, + by + ... + by + by + by, +by-b)=
=-(Ay-b)=-(-1-b) =b +1 =d,-1+1 =d,
xk“_"wk"lkzdk' 1 =ak
=W - A =de-1=Db, =2
Logo, sendo w, = d, e X, =y, = a, = b,, a k-ésima coluna de A" coincide com k-ésima
coluna de A.
b) kk-| = l‘k=-1; )LN: 1

Neste caso, a, =d,+1 e b, =d+1;a,=b,
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De (3.3.7), obtemos:
Wi = Ay Ay (dy + 0y o+ b)) + A Ay (B +ee by )=
=-(d, +by+ ..+ b, + b +.+by)=

== (dy + by +... b+ by +bFat by-b)E
- (Ay - b ) =-(-1-b) = -(1-d; -1)=4d,

X =We-AM=d,+1=a;

W= Weoky mdit I=bys e =vi=a=5

Dai, a k-ésima coluna de A™' coincide com a k-ésima coluna de A.
Exemplo:

3. No exemplo 2) acima, temos:

1l
I

MA,=-1e A
AA=-1e A

4

Ky =1
Ay =1

-1
-1

Il
Lad bd
I

Entdo, as 2° e 3" colunas de A" coincidem com as 2* e 3* colunas de A,
respectivamente.

De fato:
211 =5]|x 11 x x 0 0 x
. 1 21 -5][x 2 1 x x 1 0 %
AA' = =
1 1 2 =5||x 1 2 x x 0 1 x
1 1 1 —-4||x 1 1 x x 0 0 x

Dos casos c,, ¢, € c;, acima, decorre o caso:
¢,-SehAy=-1,j=1,2,.. N-1
ou, equivalentemente,
seA =M= Mgy =1ekg=-1
ou
seh =A==, =-1y=1

entdo, a inversa de A™' de A coincide com A.
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Exemplo:

4, Sejam N =5;
[5 2 4 3 -13]
6 1 4 3 -I3
A=[6 2 3 3 -I3|;A =Ay=A3=Ag=-LA5=1
6 2 4 2 -13
6 2 4 3 -14]

Dai, A" = A, como se pode facilmente verificar.
cs- Se A Ay =1, com A, = Ay =1, entdo:
w, =2 -d,; X, =-a,. Neste caso, a, =d, -1.
Prova:

W =MM(Ay-a)=(1-a)=1-(d,-1)=2-4d,
\=w,-A=2-d,-1=1-d,= (d,-1)=-3g,

¢~ Se Ay Ay =1, com Ay, = Ay = 1, entdo:
wy =2 -dy; yy = -by. Neste caso, by =dy -1.

Prova:
Wy = A Ay =by) = (1 -by) =1-(dy-1)=2-dy
YN=Wy- Ay =2-dy-1=1-dy=-(dy-1)=-by

Exemplo:

5. Sejam N =4
5 2 5 -11] A, =1 -3 x x 11
4 3 5 -11| A,=1 a4 |4 x x 11
4 2 6 -11| A;=1 -4 x x 11
4 2 5 10| A= -4 x x 12

w,=2-d,=2-5=-3

X, =-a, =-4
wy=2-dy=2-(-10)=12
Vi ==dy=-Gl1=11

87



¢~ Se M Ay = A Ay = M Ay =1, com A=A, = A= 1, ento:
w, =2 -d,; x,=-3,; ¥, =-b,. Neste caso,

a.k:'dk 'I;bk=dk"1; (a'k:bk)9 k=2,3, ...,N']

Prova:

Wi =M A (dy b+ b)) F 4 Ay (B + . Fby) =
=(d; byt ... + b + b+ by + .. +by-b) =
=}“N"bk=1-bk:1"(dk-1)=2-dk

XRZWR—KkZWk-1=2-dk _I=-(dk-1)=-ak

Ve =W =My =2-di-1=-(d-1)=-b=-a:(x=y)

Exemplo:

6. Na matriz A do exemplo 5. anterior, temos:
MA=MA,=1,com A =A=),=1

e
MA =M =1, comA,=A, =},=1

Logo,
X 2 -5 x Wy, =2-d,=2-3=-1
At o X =1 =§ % Xy =y, =-2=-a,=-b,
X -2 -4 x w3 =2-d;=2-6=-4
x -2 -5 x Xy =y3=-5=-a;=-b,

¢-Se A Ay = 1, com A, = A, =-1, entdo,
w; =-2-d,; X,=-a,. Nestecaso, a,=d,+1.

C- Se Ay Ay =1, com A, = A= -1, entdo,
Wy =-2 - dy; yn=-by. Neste caso, by=dy+1.

Cio- Se Ay Ay =Ry Ay =1, com A, , = A, = Ay =-1, entio,
W, =-2-d,; X, =y, =-a,=-b,. Neste caso,

a.=b,=d +1.
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As provas de cg, cy € ¢ S30 andlogas as dos casos ¢, ¢4 € ¢, anteriores. Por isso,
deixam de ser feitas.

Exemplo:
5 3 5 -14
' MAg=1comi; =2, =-1
6 2 5 -14
A= 6 3 4 -14 AAy=1,comi, =h, =-1
6 3 5 =15 k3k4=1,com?\,3=;\,4=_1
Dai,

-7 -3 =5 14| w;=-2-d,=-2-5=-7;, x,=-a,=-6

Al =
-6 -3 -5 13| wy=-2-d,=-2+15=13; y,=-b, =14
Decorre dos casos ¢, ¢4 € ¢,, 0 seguinte caso:
¢ -Sed=1=..=Ay, =Ay=l,entdoainversade A' de A € #
’_dl a2 a3 an] aN- r2—d1 _az —a3 _'aN i
al d2 3.3 aN__I aN —a] 2"‘d2 —3.3 —aN
a, a, d a a -a -a 2-d; ... -a
A=l 22 @ N-1  an & A= 1 2 3 N
a, a, a; .. dy, ay -a, -a, —-a; ... -—ay
_al 32 a3 aN_l d'N_ i _al "‘3.2 —a3 2_dN_

onde,a,=d;-1, i=1,2,..,N.

Exemplo:
8. Namatriz A, do exemplo 5. acima, temos A, =1, =A;=L;= 1.

Dai,
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-3 =2 =§ 1l

P B ¢
4 2 4 1
-4 =2 -5 12

Dos casos cg, ¢, € ¢y, Obtem-se:

¢p-Se =X, =...=hy; =Ay=-l,entdo ainversade A" de A € 4.
|_d1 a; aj an-p Ay
a, d, a; anop Ay
a, a, d; an-)  ay
A = é
a; a; a; dy; ay
(a; a; a, ay. dy |
[2-d, -a, —ay, —-ay |
At —a, —a; -2-d, —ay
| —a, —a, —a, -2 —-dy

coma.=d+1, 1=1,2, .,N.
Exemplo:
9. Vide exemplo 7. acima.

c5-Se A Ay=1 e A, Ay=-1, entdo,

Wk = (d] + b2 + aes + bk-l) = (bk‘H + ase + bN) = Sk
Xie = Wi = Aes Vi = Wi - Ay

k=23, .., N-1.

C-Se M Ay=-1 e A, Ay =1, entdo,
Wi = (b +... +by) - (d +b,+... + b)) =-S,
Xk = Wio= Al Y= Wi - Ay )

k=2,3,.., N-1.

As provas de ¢ ; e ¢, seguem a linha das anteriormente feitas.
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Exemplo:

10. Sejam N =5
[5 2 3 5 -14] A, =1 [-3 10 -15 23 -14]
4 3 3 5 -14| A,=-1 -4 11 -15 23 -14
A=|4 4 2 5 -14|; A;=1 ; A'=[—-4 12 -16 23 -14
4 4 1 6 -14| Ar,=-1 -4 12 -17 24 -14
4 41 7 -15] Ag=1 -4 12 -17 25 -15]

MAs=1 e Ahs=-1 wy=d;—(by+b,+bs)=5-(3+5-14)=11
Ahs=-1 e Ajhs=1 w3 =(b, +bs)—(d, +b,) =(5-14)-(5+2) =-16
AMhs=1 e Ajds=-1 wy=(d, +b, +b;)—(bs)=10+14=24

3.6. Algoritmo para constru¢do de matriz inteira A € A4, cuja inversa A ¢ inteira.

A construgdo de matriz inteira A € 4 cuja inversa A™' € inteira, segue os seguintes
passos:

a) Escolha da ordem N de A.

b) Escolha dos N-1 elementos diagonais de A, d,, d,, ..., dy,,.

¢) Atribuicdo aos autovalores A;, i=1,2, ..., N de A, dos valores 1 ou -1.

d) Calculo dos elementos a;, i=1, 2, ..., N-1, de A, que ficam abaixo da diagonal
principal.

e) Célculo do elemento diagonal dy de A,

dy=Ay-(a ta,t..tay)=x1-(a +a,+..+ay,)
f) Calculo dos elementos b;, j= 2, ..., N, de A, que ficam acima da diagonal
principal: :

b=a,+d-d,=d-A,,j=2,3,..,N.

Construida a matriz A, passa-se a constru¢do de sua inversa A™, de acordo com os
casos ¢, a ¢4, resumidos e reordenados de maneira conveniente no RECEITUARIO 1,
abaixo:

3.7. RECEITUARIO 1:
Caso Al - Se A, Ay =-1, a 1% coluna de A" coincide com a 1? coluna de A.
Caso A2-Se A, Ay=1, com A, =Ay=1,w,=2-d;; x,=-3, (a,=d, -1).

Caso A3-Se A Ay=1,com A, =Ay=-1,w,=-2-d;; x,=-3, (a,=d, +1).
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Caso A4 - Se A, Ay = A, Ay=-1, ak-ésima coluna de A" coincide com a k-ésima coluna
de A, k=2,3,..,N-1.

w,=-2-d; X, =Yy, =-a,=-b(a =d, +1)

Caso A6-Seh  Ay=1 el Ay=-1,
wk:(d1+b2+b3+“'+bk-|)'(bk+l+bk+2+'“+bN)=Sk
Xk = Wi = A Ve ™ Wi - A
k=2 3,.. N-I.

Caso A7-Se )l Ay=-l,e A Ay=1,

Wi = (bg + . by) = (dy + by + b3+ + by ) = -5,
Xe = Wi Mg ¥ie= Wi = Mgy

Caso A8-Se A Ay= A Ay=1, comA, =Ay=1

Wi=2-d; X =8y =-bg

(ay=d.~ 1y =di~ 1, (3, =1b));

k=2,3, .., N-1
Caso A9 -Sedy, Ay=1, com Ay, =Ay=1,wy=2-dy;yy=-by(by=dy-1)
Caso A10-Se Ay, Ay=1,com Ay, =Ay=-1, wy=-2-dy; yy=-by (by=dy+1)
Caso All - Se Ay, Ay =-1, aN-ésima coluna de A coincide com a N-ésima coluna de A.
Caso A12-Se )\ =1, k=1,2,..,N-1; Ay=-1,A"'=A

ou

SE: 7\.1:='1, k= 1,2, ...,N-l; 7LN= 1’ A'IZA_

Caso A13-Se A, =1,k=1,2,..,N ainversa A" de A é explicita e se tem:

6 3
a, d, a; .. ay, ay -a; 2-d, -a; .. -—ay
a, a, d ay_; a -a —-a 2-d; ... -a

o 2 3 N-I N : A_| - 1 2 3 N
a; a; ag dyop  ay —a, —a, —a, —ay
a a; aj an. dy/ —a, —a, —ay 2-dy/




Caso Al4-Se A, =-1,k=1,2,..,N, A" é explicita e se tem:

d; a, ay an-1 Ay

a; d, a, an-; Ay

a; a, d, an-; ay
Ao N-1

a; a; a, dyo  ay

a; a; 2z ay.; dy

a,=d.+1, k=1,2,..,N.

= —&3
—a, —a;
_al ""az

-a; ... —ay
—a; . —ay
2=y —ay
—a, —ay
—a, -2-dy

Para facilitar a consulta a0 RECEITUARIO 1 para a construgio de A", é
conveniente que se organizem os produtos dos autovalores em grupos, para a obtengdo, em
sequéncia, das sucessivas colunas de A™', como exibido abaixo:

M Ay

M Ay = s A Ay

MA= 0=

Mt Ay 3 M Ay s k=23,
At Ay =

Os exemplos seguintes usam esta técnica:

Exemplos:

10.a) N=5
b) d,=5; d,=7; d;=4; d,=9
DM =1 =-1;A =2, = 1;As=-L.

aj=d, -\, =5-1=4
ay=dy —A, =7+1=8
a;=d;-A;=4-1=3
a4 =d; -1, =9-1=8

d)

) ds=Ay-(a +a,+a,+a)=-1-(4+8+3+8)=-24

b,=d,-A, =7-1=6

by=dy—A, =4+1=5

by=d,-A;=9-1=8
bs=d;—A, =24—1=-25

f)
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Dai,

56 5 8 =25 5
4 7 5 8 =25 4
A=|4 8 4 8 -25|; A'=|4
4 8 3 9 -25 4
4 8 3 8 -24] 4

=Ll =l =LA =1 A==l
1 As=-1 (caso Al)
1As= -1; A As= 1 (caso A7)

ay=d, -1, =5+1=6
a,=d,-A,=5-1=6
a;=d;-A;=5+1=6
ay=d,-Ay=5-1=4

d)

—18
—-17
-16
-16
-16

o ata

3

As
As
As

29
29
28

27

o0 D OO0 oo oo

e ds=As-(a,+a,+a,+a)=-1-(6+4+6+4)=-2l

by=d,—A; =5+1=6

by=d;—-A, =5-1=4

by=d,—A;=5+1=6
b =y il =01 ~1=-00

f)

Dai,
[5 6 4 6 =227 [-7
6 5 4 6 -22 -6
A=|6 4 5 6 -22|; A'=|-6
6 4 6 5 =22 -6
|6 4 6 4 -21] | —6
M=-1=1 h=-; ,,=1; A;=-1
MAs=1,comk =A;=-1; (caso A3)
MAs= -1;h, As= -1 (caso A6)
Ay As= -1;%; As=1 (caso A7)

94

18
17
16
16
16

38
38
38
37
36

1; Ay As =-1 (caso A6)
-1; A4 A5 =-1 (caso A4)
-1 (caso All)




A As= 1;X% As=-1(caso A6)

=

a;=d;—A,=5-1=4
ed;=A;-(a, +a,+a,+3)=1-(5-5-7+4)=1+3=4

(b;=4a;, j=2,3,..,N-1, como era de se esperar - caso A13)
Dai:
[6 -5 -7 4 3] (4 5 7 —4 -3]
5 4 -7 4 3 -5 6 7 -4 -3
A=|5 -5 -6 4 3|; A'=|-5 5 8 -4 -3
5 -5 -7 5 3 -5 57 -3 3
|15 =5 -7 4 4] -5 5 7 -4 =2
A =0= A=A=A=1 (caso Al3)
13. a) N=5
b) d,=d,=d;=d,=8
A= A=1=N= A=-1
d)a=a=a3=2a=8+1=9
e)b,=b;=b,=9
f)d;=-1-4x9=-37, b;=d;-A,=-37+1=-36
Dai,
8 9 9 9 -36] [-10 -9 -9 -9
9 8 9 9 -36 -9 -10 -9 -9
A=9 9 8 9 -36(; A'=-9 -9 -10 -9
9 9 9 8 -36 -9 -9 -9 -10
99 98 9 =37 | -9 ~9 =9 -0




e)d;=As-(a +ay +ay+a)=-1-(1+2+3+4)=-11

fib,=a,=2; by=a;=3; by=a,=4; by=d;-A,=-11-1=-12

Dali,
[2 2 3 4 -12]
1 33 4 12
A=A"'=(1 2 4 4 -12
1 29 5 <12
12 3 4 -11]
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Capitulo 4

4.1.  Introduziremos neste Capitulo, a subclasse @ c #, das matrizes C, de ordem N
(N 2 2, inteiro), onde A ¢ a classe das matrizes A da forma (2.2.1), satisfazendo
(2.2.2), do Capitulo II. Estudaremos os problemas de autovalores e de inversdo de
tais matrizes, bem como estabeleceremos condi¢des para que, sendo C e £ inteira e
inversivel, tenha inversa C"' inteira, facilmente explicitavel.

4.2.  Se em (2.2.1), Capitulo II, exigimos que os d,, k=1, 2, ..., N sejam todos iguais,
digamos, a ¢,, de:

d +b. =a +d., k=1,2,..,N-I,

obtemos:
i +byy =8, +¢;, k=12,..,N-1} (4.2.1)

Se pusermos:

Ck-n-] = a-k = bk+l:

obteremos a classe ¢ das matrizes C, de ordem N (N > 2, inteiro), da forma:

/
C; C C3 Cn-1 ON
Gy &y Gy Cn-1 Cn
C; C3 € Cn-l ©N
c=|" B (4.2.2)
C, C3 C4 c; Cyn
C; € € ... Cy ¢/
onde ¢, k=1, 2, 3, ..., N, sfio nimeros quaisquer (inteiros, racionais, reais ou complexos) e
a soma dos elementos de cada linha de C € um ntiimero fixo S,
N
k=1

para cada matrizC € £.

A sequéncia SG, = {c,, c,, ..., Cy.;, Cy}» que constitui a primeira linha de C € £, serd
chamada de “sequéncia geradora de C”, SG, Da matriz C, diz-se que é gerada pela
sequéncia SG..

De (4.2.2) e (4.2.3) e de (2.2.3) e (2.2.1.1), Capitulo II, resulta:

97



a) Os autovalores de C € ¢ serdo dados por:

XR=C|—CR+I, k=1,2,...,N_1

N
kN = SC — kzlck

(4.2.4)

e, em consequéncia de (2.2.3.1), Capitulo II:

b) Os autovalores de C e @, -correspondentes, respectivamente, aos
autovalores A, k=1, 2, ..., N, sdo os vetores v, k=1, 2, ..., N:

i (| ic P 8 1]
c k k=4 c
hed k kZ;? ic cN 1
_cz C. k N 1
= =€ |y, = = . & . =| O |y, =[1|@25
v, = 2 V2 =| (¢, +c;) pVs ch s Vi) = . PV T (4.2.5)
—C, _ k=4 ;
(Czl+C3) (c, +c5+¢,) Cy .
‘ : : 0 :
—-C " — c 1
P ZJ _—(Cz +c3)J (CZ+C3+C4) » ; k_ ==
Decorre de (4.2.4) que:
¢) O determinante de C € ¢, det.C, € dado por:
N N
det.c=ﬂ7\k "—*H(C] _'ck-f-l)(zch’ k — 1,2,...,N (4-2-6)
i j=1
Exemplo:
1. Sejam N =4:
5 4 3 2) Autovalores A;=5-4=1
e 4 5 3 2 . Ay =5-3=2
14 3 5 2 Ay =5-2=3
4 3 2 35 Ay =(@4+3+2+5)=14
Autovetores:
9 5 2 1
-4 5 2 1
Tl T T2 VT
-4 =7 -9 1

como se pode verificar, calculando:
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AV=V(LI), onde V=(v,v,v;V,) €

A 0 0 0

0 A, 0 0
Al = :

0 0 a; O

0 0 0 A,

4
det. C=J[A, =1.2.3.14=84.
k=1

Assim, o problema de autovalores de C € ¢ é facilmente soluciondvel.

4.3. Propriedades.

a)SeC,,C, e € e seq,,0,sdoescalares >, C,+a,C, € €.
Isto €, ¢ ¢ fechado relativamente as opera¢des de multiplica¢do de matrizes e de
multiplicagdo de escalar por matriz.

b) Se A, u, sdo, respectivamente, autovalores de C, € ¢ ede C, € ¢e se a,, a, sdo
escalares, y, =a, A, + o, € autovalordea, C,+ o, C,, k=1, 2, ...,N.

¢)SeC,,C, e € e seu,v sdo, respectivamente, autovetores de C, e de C,,

correspondentes aos autovalores A, p de C, e de C,, entdo o u + B v é autovetor de
o C, + B C, correspondente ao autovalor o A + B i, onde o, B sdo escalares.

d) As matrizes Oye Iy € €.

Exemplo.
2) Sejam N = 4:
5 4 3 2 4 1 2 3
C 4 5 3 2 c 1 4 2 3 5 3
r—; * — , b ,0; = 3.
T4 3 5 2] 2T 2 4 3 ™ 2
4 3 2 5 1 2 3 4
10 8 6 4 12 3 6 9 22 11 12 13
C c c 8 10 6 4 3 12 6 9 B 11 22 12 13
SRR Tl 6 10 4T3 6 12 9|7 |11 12 22 13
8 6 4 10 3 6 9 12 11 12 13 22
Autovalores:
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M=1; pw=3; vy, =11=2x1+3x3=a,A;+0, 1,
Ay=2; H,=2; y,=10=2x2+3x2=0,X,+0a,},
A3=3; H3=1; y3=9=2x3+3xl=0,A;+0x,H;
Ay=14; p,=10; v, =58=2+x14+3x10=0, X, +0; Hy.

9 6

. -4 -1
Sejam u= 4 e v= 1
—4 -1

autovetores de C,, C, correspondentes, respectivamente aos autovalores A, =1 e p, =3.
Entéo o autovetor y,de o C, + o C, é:

36 9 6
<11 4| |-
=1 =2 4 +3 _{| T epony,

~11 -4 =]
Sejam
g 5 2 2 6 5 1
-4 5 2 2 -1 5 3 1

U= ; V= as matrizes de autovetores de o,C,+ a, C,.

-4 -7 2 2 -1 -3 3 1
-4 -7 -9 2 -1 -3 -6 1

Entdo, o, U + @,V € a matriz de autovetores de o, C, + o, C,, correspondente aos
autovetores o, A; o, W, i=1,2,3,4dea, C,+a, C, De fato:

36 25 13 § 110 0 0
“11 25 13 5 0 10 0 0
W= = = . CW =W :
CUTOV=l 1 3 13510 MTo 0 9 ol k)
11 23 36 5 0 0 0 58
(22 11 12 13)
36 25 13 5 (36 25 13 S\(11 0 0 0
W2 12 Bl s 68 45 5 |lp 25 13 5 10 0 0
L de @ B s oew i 52_11* 25 13 35 09 0|
Eonlindl...| | AR —— _11 —23 3% 0 0 58
11 22 13 19 B S
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396 250 117 290
|-121 250 117 290
=121 =230 117 290

-121 -230 -324 290

Vé-se, claramente, o que se afirma nas propriedades a), b) e c) acima.

Observagdo: A classe ¢ ndo é fechada relativamente as operacdes de inversio e de
multiplicagdo de matrizes, como mostra o seguinte:

Exemplo:

3) Sejam N =4 ¢ C,, C, as matrizes Exemplo 2).

29 31 36 44 44 36 31 29
c.c, = 26 34 36 44| co |4 39 31 29
26 30 40 44|° 7' 741 35 35 29
26 30 37 47 41 35 32 32

60 -39 -11 —4
4 1|24 45 =11 =4
' 78424 3 31 —4
24 3 3 24

Nem C, C,, C, C, ou C;' pertencem a ¢, muito embora C,, C, € &.
Por outro lado, C, C,, C, C, e C;' € . da forma (2.2.1), Capitulo II.

e) Dados N (N 2 2, inteiro) numeros A, k= 1, 2, ..., N pode-se sempre construir
matriz C € ¢ que tenha esses N niimeros como seus autovalores.

Prova:
Decorre de (4.2.4) que

foy~ &5 = =%,

c, - C3 =X,

C;— Cy =As
Al (4.3.1)
Q= CN-1 =Ano

€= —Cn = Ang

€1+ Cy+ C5 +Cy  =Ay

ou equivalentemente:
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Ci— € ;\‘l
c, - iy
R 4.3.2)
Cl - CN =kN—1
N
Nc, = 2 Ak
k=1

Da ultima das equagdes de (4.3.2), obtemos
N
C =[Z7&RJ£N (4.3.3)
k=1

Dai,
Chsy =Cr =N k=1,2,...,N-1.
e C, € ¢ pdde ser construida tendo A,, k=1, ..., N como seus auto-valores.
Exemplo.

4.N=5;0=k k=1,2,3,4; A, =6.

5
¢, = (zxk] /5 =16/5=32
k=1

C;=¢C-A=32-1=22; ¢;=¢,-1,=32-2=1.2; ¢,=¢;-A=32-3=0,2;
Cs=¢ -As;=32-4=0,8.

Dai,

32 22 12 02 0§
22 32 12 02 -08
C={22 12 32 02 -08
22 12 02 32 -08
22 12 02 =08 32

M=32-22=1; %4,=32-12=2; A,=32-02=3; A,=32+08=4;
As=22+12+02-08+32=6.

-

Observagio: Contrariamente ao que sucede com as matrizes A € -, dados N numeros
inteiros A, k=1, 2, ..., N, nem sempre ¢ possivel se construir matriz inteira C, tendo esses
nlimeros inteiros como seus autovalores.

102



De fato:

De (4.3.3) decorre que c, serd inteira se ) A, for miltiplo (negativo ou positivo de)

N ou se for zero.

Ja vimos no exemplo 4), anterior que, apesar de serem os autovalores inteiros, a
matriz obtida, tendo aqueles autovalores, ndo pdde ser inteira. Por outro lado, se exigimos
que C € ¢ seja inteira, os autovalores devem ser escolhidos satisfazendo as condigdes

acima mencionadas.

Exemplo.

N

k=1

S.N=5; A, =1; ,=3;, My=4; M=2; A= 5.

5
2.k =15.=3x5=5¢,=15/5=3
k=1

C;=¢C -A=3-1=2;
CGs=c-A=3-2=1.

(3 2 0 -1
23 0 -11
C=12 0 3 -11
2 0 -1 3 1
\2 0 -1 1 3
N=5; A=2; ;= -2, M= A4
5
A =0; ¢, =0.
k=1
C;= =M = -2 ¢ =-M=2
0 -2 2 -3 -3
-2 0 2 -3 -3
C=|-2 2 0 -3 -3
-2 2 =3 0 -3
-2 2 -3 -3 0/

A =3-2=1
Ay=3-0=3
Ay =3+1=4
Ay =3-1=2

As=2+0-1+1+3=5

3; A= -6.
C=-A=-3  cg=-A,=-3
K= 2423 -T40=6.

Em vista do que acabamos de discutir, podemos enunciar a propriedade:
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e. Uma sequéncia A,, k=1, 2, ..., N de N nimeros inteiros constituird uma sequéncia de

N
autovalores de C € ¢, inteira, se somente se Y A, for multiplo (negativo ou positivo)
k=1

de N ou for zero.

Prova:

A condigéo ¢ suficiente. Se C for inteira, seus autovalores sdo inteiros, como soma
N

ou diferenga de numeros inteiros e satisfazem a condi¢do ) A, = Nc, (N-ésima equagdo do
k=1

sistema (4.3.2)).
A condi¢do € necessaria, se A,, k=1, 2, ..., N forem inteiros, serfio autovalores de C

N
€ ¢ inteira se satisfizerem a condigdo N¢, = Y A, .
k=1

Observagido: Se fixarmos ¢, e permutarmos de todos os modos possiveis os
elementos {c,, ¢, ..., Cy., C,}, Obteremos (N-1)! matrizes C € ¢, com mesmos autovalores
(a menos da ordem) e, portanto, com mesmos determinantes.

4.4. O problema de inversdo das matrizes C € €.

N
Sedet.C#0, istoé, se ) A, #0 ou, equivalentemente se A, #0, k=1, 2, .., N,

k=1
C € ¢ ¢ inversivel. E como C € 4, podemos reescrever as relacdes (3.2.6) a (3.2.12), do

Capitulo II, matatis mutantis, para o célculo dos elementos das inversas C' de C € &

;k'N _02

J
W, = + (4.42)
A‘l}‘N R’?.A‘N
TS
C. (&
L= s, , k=2,3,.., N-1 (4.4.3)
l‘k—l}\'N A'I\}“N
NZ-—?.
C.
S = H - (4.4.4)
T by Ay -
Ay —Cy
Wy = 4.
N (4.4.5)
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Y1 = Wiy - s k=132: )N"'l
k
Exemplo.
6. Sejam N = 5;
5 4 2 4
4 5 2 4
C=
4 2 5 4
4 2 4 5
Entéo:

M=1; 0,=3; A,=1; A=15

oo hamey _15-4 11
Yok 15 T 15

c, c3t+cy 15 6

Il

MY
9 Dok B8 1

W=°1+Cz+ Cy4 _i 4

> hghs Ash, 45 15 15

LT 15 15

5 = LM 4 4

S T T 15

fm et L2

g, 15 3 15

R e s Vi =8

T T 15
1.7 ju—d

L T T 15
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A W TN
1 11 —4
W TR T
Entéo:
11 -8 2 -4

-4 2 -8 11

Mais uma vez se observa que a classe ¢ néo é fechada relativamente a operagdo de
inversdo de matrizes.

4.5. Matrizes inteiras C € ¢, com inversas inteiras C™'.

Sabe-se que a matriz A inteira tem inversa inteira A se e somente se ABS (det.A)= 1,
onde ABS (det.A) € o valor absoluto do determinante de A.

Uma condi¢do suficiente para que tal fato ocorra é que ABS(A,) =1, k=1,2, ., N
onde Ay, k=1, 2, ..., N sdo os autovalores de A. No caso das matrizes C € € que, sendo
inteiras, t€m autovalores inteiros, essa condigio é também necessaria. Dai, matriz
inteira C € ¢ tem inversa inteira se e somente se ABS(A,) =1, k=1, 2, ..., N, onde
Mo k=1,2,..,N (4.3.1) e (4.3.2) sdo seus autovalores. Assim, os sistemas lineares para a
determinagdo da sequéncia SG, = {c,, c,, ..., ¢y}, que gera C, dados os autovalores A, k=
1,2, ..., N, tomam a forma:

¢, —c, =+t1

oo 4.5.1)
C] - CN—I — i 1

L &1t €3+ C3+ Ccyu+... +oy + oy =1
C,— C3 =]

J (4.5.2)
N, =K
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onde ou K=+NouK=-N ou ABS(K)<NouK=0.
Se K =N entdo os N autovalores de C sdo todos iguais a 1,
M=1Lk=12,.,N
e c¢=1;,¢=0 k=2,3,..,N.
A matriz C resultante ¢ a identidade I.

Se = -N, analogamente procedendo, concluimos que a matriz C obtida é -I. Casos
esses irrelevantes, que devem ser descartados.

Se ABS(K) <N, entfo ¢, ndo seria inteiro e portanto, também C n#o seria matriz
inteira.

Se K = 0 entdo o nimero de autovalores iguais a 1 bate com o dos autovalores
iguais a -1. Logo, N terd que ser, necessariamente par. Além disso, resulta da ultima
equacdo do sistema (4.5.2) que ¢, = 0. Entdo os restantes ¢, k= 2, 3, ..., N seriam obtidos
das N - 1 primeiras equagdes de (4.5.2), usando-se os N-1 primeiros autovalores A,,
k=1, 2, ..., N-1. Se dentre esses N-1 autovalores escolhermos N/2 iguais a +1, os
correspondentes ¢, seriam iguais a -1 e os correspondentes aos restantes (N/2-1)
autovalores iguais a -1, seriam positivos. Entdo, no primeiro membro da tltima equagéo de
(4.5.1), o numero de parcelas iguais a -1 superaria de uma unidade o das parcelas iguais a
+1, entéo Ay seria igual a -1, Ay = -1. E o numero de autovalores iguais a -1 bateria com o
dos iguais a +1, e teremos assim N/2 autovalores iguais a +1 e outro tanto iguais a -1.

Raciocinando analogamente, se N/2 dos N-1 primeiros autovalores forem tomados
iguais a -1, terfamos Ay = +1 € o nimero de autovalores iguais a -1 seria idéntico (N/2) ao
dos autovalores iguais a +1 (N/2). Entdo, concluindo, para se construir C € ¢ inteira, com
inversa inteira:

a) Escolhe-se N par.

b) Faz-se ¢, = 0.

¢) Dos N-1 primeiros autovalores de C, escolhe-se N/2 deles iguais a +1 e,
portanto, (N/2 - 1) iguais a -1 ou vice-versa.

d) a sequéncia geradora de C, SG, de N elementos, é da forma:

SG.={0, £ 1, £ 1; .., £ 1} onde N/2 de seus elementos sdo iguais a -1 e
(N/2 -1), iguais a +1, ou vice-versa.

1,se N/2 for par

det.C =det.C"'= 4.5.3
© © {—I, se N /2 for impar ( )

Exemplo.
7. Sejam N = 6 e sequéncia geradora C, SG.={0,+1-1-1+1-1}
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Entdo:

— e = e = O
|
—_—

1

O = = et

=]

0)

Autovalores:

A ==1 A, =1
Ay =1 Ay =-1
det.C = -1

4.5.1. Construgdo da inversa C"' inteira de matriz inteira C € &.

Para se construir C"' inteira, usamos as relagdes (4.4.1) a (4.4.7), modificadas e
simplificadas, levando-se em conta que os autovalores p,, k=1, 2, ..., N de C"' coincidem
comosde C, A, k=1,2,..,N e sdo em valor absoluto, iguais a 1 e ¢, = 0. Entdo, temos:

Wy =24 Ay (Ay - ©)
d

k-1
=2

Wy =2, Ay

Wh = }’N—ZKN[

Wy = Ay Ay (A - cy)

X = Wy = Ay,

k

N
2

=3

N

2

C

J

-2
G
j=2

Vel =W =AM k=1,2, .., N-1

Exemplos.

8. Sejam N = 6 e C a matriz do Exemplo 7, anterior:
Vamos construir C, usando (4.5.1.1) a (4.5.1.6):

Wy =A Ag (g -cp) =(-1-1)=-2

W, =M Ag(c; e, teste)=-(-1-1+1-1)=2
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j=k+1

J + AN ANCN

(4.5.1.1)

(4.5.1.2)

, N-1 (4.5.1.3)

(4.5.1.4)

(4.5.1.5)

(4.5.1.6)

(4.5.1.7)

(X =wy - A =-2+1=-1

y X=wy - =2-1=1;



Wi=hhe () T A3 hg (eytestc)=-(-1)-(-1)=-1+1=0;x=w; -4, =0-1=-1;
Ys= Wy = hy=0-1= -1;

Wy =43 &g (Cy+ €3) + Ay Ag (C5 + ) =-1(0) +(0) = 0 S Xg=W- A =0+1=1;
Ye=Wy-A=0-1= -1;

Ws = Ay Ag (Cyteste,) + A Agcg= (1) ~(-1)= 0 ; Xs=Ws-As=0-1=-1;
Ys T~ Ag= 04l = |

Ws = As Mg (Ag €g) ==(-1 +1)= 0 s Ye=Ws-As=0-1=-1;
Dai,

(=2 3 «=F ~1 1 =B

B (RS (R R

ot = § B <4 T =i
1l 1 =1 8 T =1

=1 I =1 & 8 1

=1 1 =L 1 =1 @

det.C'=det.C=-1.

9. Sejam N = 6 e a sequéncia de autovalores: {1, -1, 1,-1, 1, -1}
Entéo a sequéncia geradora de C, é: SG. = {0, -1, 1, -1, 1, -1} e:

(0 -1 1 -1 1 -1
-1 0 1 -1 1 -1
oo -1 1 0 -1 1 -1
-1 1 =1 0 1 =i
-1 1 -1 1 0 -1
-1 1 -1 1 -1 0)

Calculo de C"' (usando (4.5.1.1) a (4.5.1.7)):
Wy =& A (Ag-¢) =-(-1 +1)=0 s By =Wy == 01 =1

W, =M As(cste,testeg)=(1-1+1-1)=0 ; x,=w,-A,=0+1=1;
Y2 =Wy dy=0-1=-1;

W3=R A (C)) + A3 A (Cgtestc)=(-1)-(-1)= 0; X3=W; -2 =0-1=-1;
Yi=Wy=d=0+1=1;

W, = A3 Ag (CyF €3) + Ay Ag (c5 + ) =-(0) +(0) =0 Xy =W - A =0+1=1;
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Va=Wi-M=0-1=-1;

Ws = Ay A (Crtestey) A5 Ag (o) =+ (-1)-(-1)= 0 ; X=wW;-A;=0-1=-1;
Ys=Ws-A=0+1=1;

Ws = As Ag (g - o) =-(-1 +1)= 0 5 Ye=We-As=0-1=-1;
Entéo:
(0 -1 1 -1 1 -1
-1 0 1 -1 1 -1l
4 |71 1 8 -1 1 =l
C = — C
-1 1 -1 0 1 -1
-1 1 -1 1 0 -1
\-1 1 -1 1 -1 OJ

Entdo, sendo os autovalores: {1,-1,1,-1,1,-1} ou a sequéncia geradora de C,
SG:={0,-1,1,-1,1, -1} entdio C"' = C.

4.5.2. Algumas escolhas de sequéncias de autovalores para C inteira que resultam em
inversas inteiras C"' explicitas.
1. Seja a sequéncia de autovalores A, k=1, 2, ..., N (N, PAR)

AM=1,k=1,3,.,N-1;
M=-1, k=2,4,.,N; SG.=(0,-1,1,-1,1,-1..,1,-1)

Entdo
0 -1 1 -1 1 =1
-1 0 -1 -1 1 -1
-1 1 0 -1 1 =1
C=
-1 1 -1 ... 0 1 -1l
-1 1 -1 ... 1 0 -1
-1 1 -1 .. 1 -1 0)

Vamos mostrar que C"' = C (usando (4.5.1.1) e (4.5.1.7)):

Wi =h A Ay-c)=-(-1-c))=c,+1=-1+1=0;
N
W, =h Ay 2.¢;=(0)=0

j=3
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Parak=4, 6, ..., N (k, PAR):

k-1 N
Wi = ey Ay [ch]"‘lkkr\x[ ZCJ =-(0) +(0) = 0;

=2 J=k+l

Parak=3, 5, ..., N-1 (k, IMPAR):

xw=xHxN(EﬁJ+LJN(§cJ ¢1)-(-1)=0
j=2

j=k+1
=W -A=0+1=1, k=1,4,..,N-2; y,=w,-A,=0+1=1, k=2,4,...N

=W -2 =0-1=-1, k=1,3, .,N-1; y,=w,-A,=0+1=1, k=3,5, ..., N-1

Logo:
(0 -1 1 -1 1 -1
-1 0 1 -1 1 -1
-1 0 . -1 1 -1
c'=|. - =L
-1 1 -1 0 1 -1
-11 -1 ... 1 0 -1
-1 1 -1 .. 1 -1 0)

2. Sequéncia dos autovalores, A,, k=1, 2, ..., N (N PAR):
A=-1, k=1,3,...,N-1;
M=1,k=2,4,..,N;
SG.={0,1,-1,1,-1, 1, ...,-1, 1}

Entdo, pode-se mostrar que C"' = C, também neste caso.

0 1 ~1 .. 1 <1 1
1 0 < . 1 -4 1
I =1 B .= 1 -4 1

C= .. J=c!
I =<8 1 ... 0 =1 1
i <1 T .. =1l 0 1
1 -1 1 ... -1 1 0J

3. Sequéncia dos autovalores, Ay, k=1, 2, ..., N (N PAR)

A=-1, k=1,2,..,N2=m;
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A=lLk=m+l, m+2, ..,N;

Sequéncia geradora de C:
¢,=0;¢c,=1, k=2,3,...,m+1;
¢,=-1, k=m+2,..,N

o 1 1 ...1 |1} -1 -1 .. -1 -1 -1
o 1 ... 1 |1 -1 -1 .. -1 -1 =1 2
I T 0 s T 0 =1 ~F .. =@ =1 =l 1
1 1 .. 0 |} -1 -1 .. -1 -1 -1 m
1 1 ... 1 0 -1 -1 .. -1 -1 -1| m+l
11 .. 1 1]-1 -1 -1 . -1 -1 0/ N
2 3 .. m |m+] mt2 m+3 .. N2 N-1 N

Construgio de C.

a) As m primeiras colunas de C"' coincidem com as correspondentes colunas de C.
b) A coluna de indice m+1 estd assim constituida:
e 0 elemento diagonal, w,,,, = -2(m-1)
e os elementos abaixo da diagonal, x, = w,,,, -1
e osacima da diagonal, y,.., =w,,, + 1
¢) As colunas de indice k, k=m+2, ..., N-1, estfo assim constituidas:
e os elementos diagonais, w,, w, = 2.
e 0s abaixo da diagonal, x, =w, -1 =1;
e osacimadadigonal, y,=w,-1=1;
d) A coluna de indice N esta constituida da seguinte maneira:
e o clemento diagonal, wy = 2;
e os acima da diagonal, yy =wy-1=1.

Prova (usando (4.5.1.1) a (4.5.1.7)):

Parak=2,3,...m

k=1 N k-1 N
Wi = At Ay %Cj +hdy| 2ej|=-Xcj—2cj- gt =
: i=

=k+1 =2 . k+1

N
=

X =W, -A=0+1=1, k=2.3,...m
=W -M,=0+1=1, k=2,3,.. . m.
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m N m N
Was1 = Ay Ay [%cj] +km+lkN(ch] = —gcj + 2=
I= J=

m+2 j=m+2
=-m-1)-(m-1)=-2(m-1)
Xmrt = Wanet = At = Wit =1 5 Yot = Wiy = Ay = Wy + 1.

Para k = m+2, m+3, ..., N.

k-1 N k-1 N
W = My Ay %cj +kkkN[ch)=ch+ ch+ck -Cy =
J:

k+l j=2 j=k+1

=W -A=2-1=1, Ys=We=A,=2-1=1, k=m+2, .., N-1

YIN=Wy-Ay,=2-1=1
Exemplo:

10. N = 6; Autovalores: {-1,-1,-1, 1,1, 1}
SG,={0,1,1,1,-1,-1}; m=3.

(011 1 -1 -1 611811
101 1 -1 -1 101311
c=|? 101 -t -1y 110311
1110 -1 -1]° 111 -4 11
1 11-~-1 0 -1 111 =521
\l1 11 -1 -1 0/ \1 11 -51 2

w,=-2(m-1)=-2x2=-4;
X4=Wy-1=-4-1=-5 y=w,+1=-4+1=-3;
w, =2, k=35,6;
xs=1; y.=1; k=5,6.
4. Sequéncia dos autovalores:
MA=1, k=1,2,..,m=N/2 (N, PAR)
A =-1, k=m+1, m+2, .., N
8Ge=A0, -1, 71, co1;-1; 1; Lus; 13 = 40,65 655 00, B € Copago o G}

ouseja: ¢, =0; ¢, =-1, k=2, ..,m+l; ¢, =+1, k=m+2, ..., N.

Neste caso, C = C, (se designarmos por “C,” a matriz obtida em 3.). Dai,

C-I - —C;_]
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Exemplo:

11. N =6; Autovalores: {1,1,1,-1,-1,-1}
SG.={0,-1,-1,-1, 1, 1}

0 -1 -1 - 1 1 0 -1 -1 3 -1 -1)
-1 0 -1 -1 11 -1 0 -1 3 -1 -1
-1 -1 0 -111 4 |71 -1 0 3 -1 -1
C= ;, C =
=] «] =} @ 1 1 =1 =<1 <1 4 =2 -l
=] =] =l 0 1 -] =] =1 5 -1 =1
\ =]l =1 =1 1 1 @ =1 =1 -1 5 =1 -@

4.6. Roteiro para construgfo de matrizes inteiras C € £ e de suas inversas inteiras C'.

Para se construir matriz inteira C € ¢, inversivel, e sua inversa C"', procede-se da

seguinte maneira:

e Escolhe-se a ordem N de C (N 2 2, inteiro, PAR).

e Escolhe-se os N-1 primeiros autovalores de C, A, #0, k=1, 2, .., N-I,
sendo m = N/2 deles iguais a +1 e os restantes m-1, iguais a -1 (ou vice-versa).
Dai resultara que Ay = -1 (ou Ay = +1.).

e Constroe-se a sequéncia SG. geradora de C, que deve tera forma
{0, ¢, 3, ..., Cyps Oy ODde €y = -Ay, k=1, 2, ..., N-1.

e Constroe-se entdo a matriz C.

Para a construgdo de C”, a partir de A, k= 1, 2, .., N e da SG. , usa-se o
RECEITUARIO 2 abaixo, adaptado as peculiaridades das matrizes C € ¢, do
equivalente para matrizes A € #, item 3.6, Capitulo III.

RECEITUARIO 2.

C1) Se A; Ay =-1, a 1* coluna de C"' coincide com a 1? coluna de C.
C2) Seh Ay=1,com A, =4, =-1, w, =-2; X, =-Cy;
C3)SeA Ay=1,com A, =X, =1, w,=2; X, =-cy;

C4) Se M) Ay = A Ay=-1, ak-ésima coluna de C"' coincide com a k-ésima coluna de
C k= 2,3,..,N-1; -
CS5)Seh, Ay=1, edy Ay=-1,
W=+t te)- (Gt tey) =S,
X = Wiom Ay Y= Wi- Ay
k=2,3,..,N-1.
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C6) Se A, Ay=-1, e A, A\y=1,
Wi = (G Tt o) - (6 o H0y) =5,
Xp = Wiem M Y= W= Ay
k=2.3,....N-1.

C?) Se }”k-] A’N - }'k lN': 1, com kk-] = Kk= 3-INZ_]-:
Wi =-2) K= Y= Cpu
k=2,3,..,N-1.
C8) Seh  Ay= A Ay=1, comA, =4 =2y=1,
W 2 XSV =
k=2,3,..,N-1.
C9) Se My, Ay=1, comAy, =A=1, wy=2; InT Oy
C10) Se Ay, Ay=1, com Ay, =Ay=-1, wy=-2; yy= -Cy
C11) Se Ay, Ay =-1, a N-ésima coluna de C"' coincide com a N-ésima coluna de C.

Observagiio: Para facilitar a consulta ao RECEITUARIO 2, acima, € conveniente se
organizar os produtos dos autovalores, em grupos, como a seguir:

M A=

A Ay = s M A=

Ay An= 5 M= ;k=2,3, .., N-1;
Ay Ay =

De acordo com o resultado de cada grupo, consultar o RECEITUARIO 2 para
determinar os elementos de cada coluna de C', como mostra os abaixo:

Exemplos.

12. Sejam N=6; A,, k=1,2, ..,N-1: {1-111-1}; A,=-1
Entdo SG. = {0, -1, 1, -1, -1, 1};

0 -1 1 -1 -1 1)

-1 0 1 -1 -1 1

-1 1 0 -1 -1 1
C=

-1 1 =1 0 =1 1

-11 -1 -1 0 -1

v=-1 1 =1 -1 I @y
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Determinacgio de C':

A Ag=-1: A 12 coluna de C"' coincide com a 1? coluna de C (Caso C1)
M Ag=-1, A, Ag=1(Caso C6)

W, =(C3t e tes +¢)=0; X=w,-A, =0+1=1;y,=w,-4,=0-1=-1
M A=1, Ay Ag=-1(Caso C5)

w;=cC,-(c,tcs +¢c)=-1-(-1)=0; x;=w;-4;,=0-1=1;y;=w; -, =0+1=1
Ay Ag=-1, A, Ag=-1(Caso C4): A 4* coluna de C" coincide com a 4? coluna de C.
A Ag=-1, As As=1 (Caso C6)

Ws=cCg-(c;+tc; +c)=1+1=2; x;=wWs-A;=2+1=3; y;=ws-A,=2-1=1
As Ag=1, (Caso C10)

W =-2; Ys=-C¢=-1.

Logo:
g =1 & <1 t I
<l 8 T ~F 1 -
SR S R TR RS R
e A N
“l L+ ~F % =
-1 1 -1 -1 3 -2

13.Sejam N=6; A, k=1,2,..,5: {1,-1,-1,1-1}; A,=1
Entdo SG.={0,-1, 1, 1, -1, 1}

6 -1 1 1 =1 1

-1 0 1 1 -1 1

I T T O

=4 1 1 0 -1 1

-1 1 1-1 0 -1

-1 1 1 =1 1 0/
Construgdo de C:

A As=1:(Caso C3); w,=2; x,=-¢c,=1
M Ag=1, A, A =-1 (Caso C5):
Wy==C3+c tCs +c)=-2; X=Wy-h =2+1=-1;y,=wW,-A =-2-1=-3
Ay Ag=-1, Ay Ag=-1 (Caso C4): a 3* coluna de C"' coincide com a 3* de C.
As Ag=-1, A, A =-1 (Caso C6):
Wy =(Cs+cg)-(c;+¢;)=0-0=0; x,=0-1=-1;y,=0+1=1;
Ay As=1, As Ag=-1 (Caso C5):
Ws= (c;+¢y +¢)-(c) =1-1=0; x,=0+1=1; y;=0-1=-1;
As A =-1, (Caso C11): a 6* coluna de C"' coincide com a 6 de C.
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Logo:

(2 <3 1 1 <11
1 21 1 -1 1
R I O I O
1 -1 1 0 -1 1
1 -1 1 -1 0 1
I -1 1 -1 1 0

4.7. Subclasse 4, das matrizes A € # que sdo simétricas.

Se exigirmos que as matrizes A € # sejam simétricas elas tomam a forma:

d a a .. a a
d a .. a a
. a a d .. a a @7.1)
a & & ..o d &
ja a a .. a d|]

onde a soma dos elementos de cada linha de A € # é um ntimero fixo, S T
S,=d+(N-1)a 4.7.2)

e d, a sdo numeros reais quaisquer.
(N = 2, inteiro, é a ordem de A).

4.7.1. Os autovalores de A sdo:

A =d - a, de multiplicidade N -1.
p=S,=d+(N-1)a.

4.7.2. Esta subclasse #, goza das propriedades:

a)Se A,Be A4 —>aA+BB e A4, onde o B sdo escalares.

b)Se A,Be #4 —> AB=BAe#.

¢)SeA e e Alexiste A' € #,

d) Se A, p sdo respectivamente autovaloresde AedeBe 4 > aA+pPpé
autovalor de oo A + B B, onde «, B sdo escalares.

e)Se A,B € #, e se u,v sdo autovetores, respectivamente, de A e de B,
correspondentes aos autovalores A, p de A e de B, entdo o u + B v é autovetor
de o A + 3 B, correspondente ao autovalor o A + B p, onde a, B sdo escalares.
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f) SeA e > A eAy, e 4, onde A, e Ay, sdo as submetrizes principais de
A, k=1, 2, ..., N-1, isto &, as submatrizes constituidas, respectivamente, das k
primeiras linhas e k-primeiras colunas e das ultimas N-k linhas e N-k tltimas
colunas de A.

g) det. A =A"". p=(d-a)""' (d+ (N-1)a)
4.7.3. Autovetores de A.

Os autovetores de A € » , correspondentes aos autovalores A = d-a (de
multiplicidade N-1) e p =d + (N-1)a, s@o, respectivamente, 0s vetores u,, U,, ..., Uy.;, Uy:

N -1 (N-2) (N-1) (1 (1)
-1 N-2 N-3 1 1
-1 -2 N-3 1 1
u = . » Wy = . : . P ) . s Uy =|.[;
-1 =2 -3 1 i
-1 ) \ 2/ \ -3 \1-N/ \1/

independendo, assim, dos elementos de A € -4, Estes autovetores sdo linearmente
independentes. De fato, a matriz

(N-1 N-2 N-3 11

-1 N-2 N-3 1 1

-1 -2 N-=-3 1 1

-1 -2 -3 1 1

U=(ulu2u3...uN_]UN)= " . .
-1 -2 =3 1 1

-1 -2 =3 .. 1 1

\ -1 -2 -3 ... 1-N IJ

se transforma na matriz W abaixo, mediante convenientes operagdes c-elementares sobre
suas colunas:

o
Z
Z
tz

0 0 0 .. 0 1
que € ndo singular pois det. W = N™' (N > 2, inteiro). Assim, os autovetores {Uy, Ugy iees Upg)
sdo linearmente independentes.
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A inversa U™ de U se obtém efetuando-se sobre as colunas da matriz identidade [,a
mesma sequéncia de operagdes c-elementares que se aplica sobre as colunas de U para se
obter I. Dai:

U'=X={x;|i=1,2,..,N; j=1,2, .., N} é tal que
x;= 1N, i=1,2, .., N
X,-, i+1 = 'IJ'IIIN, i= l, 2, veey N'l;
%y, = I/N, j=1,2,..,N-1

os demais x;; sdo iguais a zero.

Por exemplo: N=6

5 4 2 1 (1 -1 0 0 0 0
-1 4 3 2 1 1 -1 0 0 0
-1 =2 2 1 . | 0O 1 -1 0 0
U= s ==
-1 -2 -3 2 1 6 0 0 1 -1 0
-1 -2 -3 4 1 0 0 0 0 1 =1
\-1 -2 -3 -4 IJ i 1 1 1 I 1

Desse modo, as matrizes A € 4, sdo diagonalizaveis, pois se tem:
AU=UMID ou AI=U"'AU,onde

U=(u u, ... uy, uy) €éamatriz dos autovetores e

(A 0 0 0 0 0)
A0 0 0 0
0 A 00 0 A=d-a
M=1o 00 .. 0 0 ' = d e (= Da.
0000 XD
0 00 0 0 p

4.7.4. Asinversas A" de A € A4,

Se A e A4, ¢ inversivel, isto é, se det. A # 0, entdo A™' existe e ¢ explicita e se tem:
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[p—-a -a —-a —-a -a |
-2 §—a 8 -a —-a
_ 1 -a -a u-—a -a -a
AT = —
A
-a —-a -a g-=a =8
| —a -a -a .. —a u-—aj

onde A =d-a e p=d+ (N-1l)a.
Exemplos.

1. Sejam N=35; d =6; a=2. Entdo:

6 2 2 2 2]
26 2 2 2 Autovalores: o
A=|2 2 6 2 2|; A = 6 —2 = 4,de multiplicidade4
229 & 32 “=6+4j2=14
22 2 9 6 det. A =4"x14=3584
Autovetores de A:
(4 /3 5 ‘1 1
| 3 ’ 1 1
up=| ol up =22 ug= 25wy =) 1 us=| 1
-1 ) 3 1 |
= | \—2 -3 - g

Como se pode verificar, calculando:

AU=U(\I) onde U é a matriz dos autovetores de A

(4 0 0 0 0
0400 0
e AI=|{0 0 4 0 0].Istoé:
000 4 0
\0 0 0 0 14 )
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©c oo o X
© o o v+ o
[ B o TG~ (N o (R
=R == =)
+ © o o o
M -
\.1I11.I._1I.I..V
11114
N NP
oo g

et e e g
= 0 F E i
b o A

I

llIlnlI...f
1111.4_.
NP
L

v o oy gy
. T
e -
N NN O
(o I o o BV SFeN |
NV NN
NV N AN
O NN~

14
14
14
14

12 8

(16

Y

-8 =12
-8 -12

-4

\—4

-16 1

O exemplo mostra que A é diagonalizavel, ou seja:

ular:

40 sing

D, onde D é matriz diagonal e U é n

U'AU=

(4 0 0 0 0)

0 4 00 0

0 00 4 0

14)

\0 0 0 0

D={0 0 4 0 O

Como A#0ep=0, A’ existe e se tem:

-2
-2

2 -2 -2
2 =B B

12
=,

-2
12

-2 =2 12
-2 =2 -2

-2
-2

A—‘=i—2 <2 12 =2 =2

56

3,=2:

4 e as matrizes A e B, abaixo, e o

2. Sejam N
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9333 (8444 (17 7 7 7
3933 (4844 |7 1777
C=ah+PB=y 3 9 3|%|s 4 8 4|77 7 17 7
3339 Waas \7 7 7 17

Sejam A, =3-1=2 A,=4-2=2 autovalores de A e B, respectivamente.

Entdo,a A, +PpA,=6+4=10 ¢ autovalorde a A+B B (17-7=10)

Sejam:
3 6
-1 -2
U= 1 = ) autovetores de A e de B, correspondentes aos
-1 -2

9 12 21

— -y 7
Entdo:acu+pfv= + = ¢ autovetor

-3 -y =7

-3) \~y) \-7

de o A + B B, correspondente ao autovalor a.A, + BA,=10

De modo geral, se U, V sdo as matrizes de autovetoresde Aede Beentio a U+ B U
¢ a matriz de autovetores de o A + B B, correspondente aos autovalores o A, + B p,, i =1,
2,..,Nonde A e p;sdo osautovaloresde Aede B,i=1,2, .., Nea, B sdo escalares.
Entdo, temos:

32 1 1 6 4 2 1
-1 2 1 1 -2 4 2 1
U= ; V=
-1 =2 1 1 -2 -4 2 1
-1 -2 -3 1 -2 -4 -6 1
9 6 3 (12 4 2\ (21 14 5
-3 6 3| |- =
Wee U+ B V= ol = 4 2/ |7 14 7 5
-3 6 3 3] |4 -8 4 2| [-7 -14 5
-3 -6 -9 3 \-4 -8 -12 2/ \-7 -14 =21 5§
€
3x2+2x2=10=y, 10 0 0 0
ak; +Pp; =] 3x2+2x2=10=y, 2l 0 10 0 O
i=1,2,3,4. | 3x2+2x2=10=y; "~ [0 0 10 O
3x6+10x2=38=y, 0 0 0 38
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Entdo: W(AI) = CW:

21 14 7 5(10 0 0 0
-7 14 7 5|0 10 0 0
-7 =14 7 5[0 0 10 0
-7 =14 21 5/\0 0 0 38

17 7 7 7)(21 14 14 5 210 140 70 190
7 17 7 7||-7 14 7 5 =70 140 70 190
7 7 17 7||-7 -14 7 5 -70 -140 70 190|°
7 7 7 17)\-7 -14 -21 5 =70 -140 -210 190

0 que mostra que o U + B V € a matriz de autovetores oo A+ p B de, correspondente aos
autovetores o A, + B ;,1=1, 2, 3,4, de C=a A+ B B, onde A, . sdo os autovalores de A
e de B, respectivamente.

3. Seja C= A B, onde A, B s@o matrizes do Exemplo 2), acima:

311 1)(4 2 2 2 18 14 14 14
1 31 1112 4 2 2 14 18 14 14
1 1 3 1](2 2 4 2 14 14 18 14
1 11 3 \2 2 2 4 14 14 14 18

Entdo, AB =BA € 4 ¢ A e B comutam.

4.7.5. Inversas inteiras A™' de A € 4. inteira.

Para que existam inversas inteiras A™ de matriz inteira A e 4, devem ser satisfeitas
as condigdes:

A=d-a=2%1:
p=d+(N-1)a=+ 1.

Analisemos todos esses casos possiveis:

a)d-a=1
d+(N-1)a= 1. Dai:

d=a+1

atl+Na-a=1 ou Na=0=>a=0.
Neste caso, d = 1.

A matriz A resultante € a identidade I.
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b)d-a=-1
d+ (N-1) a=-1. Temos entdo:
d=a-1
a-1+(N-1)a=-1>Na=0=a=0e d=-1
Neste caso, a matriz resultante € -I.
Estes dois casos podem ser descartados, por desinteressantes.

c)d-a=1
d+(N-1)a=-1
ou
N a=-2. Entdo teremos matriz inteira, se N = 2.
Entdo,a=-1ed=0.

d)yd-a=-I,
a+(N-1)a=1.
Neste caso, Na=2 ea serdinteirose N=2.Entdoa=1 e d=0.
Teremos, nestes dois casos c), d), como resultantes, as matrizes:

0 1 0 -
[1 OJ € [ i OJ’ cujas inversas sdo elas proprias. Entdo podemos,

afirmar, que para N > 2, as matrizes inteiras da classe 4, nio possuem inversas inteiras.

4.7.6. Construcdo de A € 4, que, sendo simétrica, seja definida positiva.
Para se construir A € 4 que seja definida positiva, basta que se escolha a e d tais
que:
d>a>0.
Assim, os menores principais det. A,, k=1, 2, ..., N serdo todos positivos, det.A, > 0,
onde A, sdo as submatrizes principais de A, isto &, as submatrizes de ordemk, k=1,2, ...,
N, de A, constituidas das k primeiras linhas e k primeiras colunas de A.

Matrizes simétricas definidas positivamente sdo decomponiveis em produto A = S'
S, onde S ¢ triangular superior e S' é a matriz transposta de A. Por exemplo, a matriz A e #,
do exemplo 1) € definida positiva, pois seus menores principais sdo todos positivos (de
vezqued>a>0(6>2>0)): '

e 6 2 2
6>0;det.(2 6J=4x8>0; det.|2 6 2|=42x10>0
2 2 6
s 5 9 3 6 2 2 2 2
. 2 6 2 2 ; @b &2 2 ;
et.2 _—— =4°x12>0 ; detf2 2 6 2 2|=4"x14>0.
5 9 2 5 22 26 2
2 2226
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Capitulo 5

5.1. Exibiremos, neste capitulo, algumas das possiveis aplicagSes das diferentes classes de
matrizes de ordem N (N > 2, inteiro), introduzidas e analisadas nos capitulos

anteriores.

5.2. Construgdo de matrizes com prefixados autovalores ou determinantes.

Vimos no Capitulo II, item 2.2.6, que a construgio de matrizes com tais
caracteristicas € sempre possivel para as matrizes A e e, com restri¢des, para as matrizes
C € ¢€(Capitulo IV, item 4.5, Propriedade e)).

ALGORITMO:

a) Para as matrizes A € #

Escolhe-se a ordem N de A.
Escolhem-se os elementos diagonais, d,, k=1, 2, ..., N-1.
Escolhem-se os numeros A, k=1, 2, ..., N que devam ser os autovalores
de A.
Os a,, k=1, 2, ..., N-1, séo obtidos pelas relagdes:
a=d -2, k=1,2,..,N-1.

N-I
obtém-se, entdo: dy=Ay- D a,
k=1

€ os
b =d - A k=1,2, ..., N-1.
Ou usando-se a Estrutura de Blocos Diagonais.

A matriz A, com os autovalores A, k=1, 2, ..., N, est4 construida.

EXEMPLO:

SejamN=35;d,=4,k=1, 2, 3, 4.

M=A=130 =R =2; As=3.
a=a,=4-1=3;a,=a,=4-2=2;d,=3-3x2+2x2)=-7;
b,=dy-A=4-1=3;b,=d,-1,=4-1=3;b,=d,-A=4-2=2; b, =d, - A,=-7-2=-9.

W W W B

\3

W W W B~ W

[N S R . I VS

2 -9)

2 -9| Autovalores: A, =4-3=1; A, =4-3=1; A, =4-2=2;
2 -9{; Ay =4-2=2; As=(2x3+2x2-7)=3, ;
4 -9| como era de se esperar.

2 1)
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b) Para as matrizes C € €.
Se se deseja que C sendo inteira, tenha autovalores A, , k=1, 2, ..., N, inteiros,
entdo A, + A, + ... + Ay = Nc,. Dai, c, serd inteiro se

N
> A for miltiplo (negativo ou positivo) de N ou for zero. Entdo:
k=1

e Escolhe-se a ordem N de C.
e Escolhem-se os autovalores A,, k=1, 2, ..., N tais que sua soma seja multiplo,
negativo ou positivo, de N ou for zero.

N
e obtém-sec, = (Zkk] /N (c, € inteiro).
k=1

e obtém-sec,,, =c,-A, k=1,2, .., N-1.
e A sequéncia geradora de C, SG. = {c,, C,, ..., Cy} esta obtida.
e A matriz C pode ser montada.

EXEMPLO:
N=S5 Li=2=1A=3;4=5;A=4,

N
DA =Q+1+3+5+4)=15
k=1
c,=15/5=3:
¢=¢-A=32=1l;¢c;=c¢,-1,=3-1=2;¢,=¢,- A= 3-3=0;
CS=C]-K5=3-5=—2.
SG.={3,1,2,0,-1}

(312 0 =2 Autovalores:

13 3 0 =2 Ay = Bml=Ds Ky =3-0=1 Ky =3-0=3
A=[12 3 0 =2|; A, =5 A;=(142+40-2+3)=4

1 2 0 3 =2

1 2 0 -2 3

Observagiio: Se ndo se exige que, sendo os autovalores inteiros, C seja inteira, entdo ndo
ha restrigGes para a construgdo de C e procede-se de modo semelhante.

Se se deseja construir A ou C, com prefixado determinante D, escolhem-se
Ao k=1,2, ..., N, tais que

N
Hkl\ =D h
k=1

e procede-se de modo analogo aos casos a) e b) anteriores.



EXEMPLO:
e Escolhe-se a ordem N de A, N = 5.

Construgdo de A € 4, com determinante, det. A = 25.
e Escolhem-se A, k=1, 2, 3, 4, 5, tais que

D=]]A,. Porexemplo:

M= ML=1L7A4=52=5Ar=1.

Dai, procedendo como no caso a), obtemos:

3 3 35 -1 -9) Autovalores:

2 4 5 -1 =9 A =3-2=1 A, =4-3=1 A, =6-1=51, =4+1=5
A=(2 3 6 -1 -9{; As =(2+4+3+1-1+-4)=1det.A=1.1.5.5.1=25

2 31 4 -9

\2 3 1 -1 —4)

Para se obter C, com det.C = 25, escolhem-se:
7L| = l;klzs;k:{:‘s; K,*:'l;ls: 1;
Dai ¢, =(1/5)=0,2

¢, =¢-A=02-1=08;c,=c,-A,=02-5=4,8;¢c,=02+5=52
cs=02+1=12
SG¢ = {0,2; -0,8; -4,8; 5,2; 1,2 }

(0,2 -08 -48 52 12) Autovalores

-08 02 48 52 12 A =02+08=1; A, =0,2+4,8=5
C= |-08 —-48 02 52 12| A3=02-52=-5;%,=02-12=-1

08 -48 52 02 12 As =-08-48+52+1,2+0,2 =1
\-08 48 52 12 0,2

Det.C = 1.5.(-5) (-1).1 = 25

5.3.  Construgdo de matrizes A € +#, de qualquer ordem N (N > 2, inteiro), que sejam
garantidamente ndo singulares. ( Capitulo II)

ALGORITMO:

e Escolhe-se a ordem N de A.

e Escolhem-se os elementos diagonais d,, k= 1,2,..., N-1, nimeros quaisquer, de
A
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e Escolhem-se os a,, k=1,2,..., N-1, a, # d,
N-1
e Escolhe-sedy#- ) a,
k=1
o Calculam-se os by,, = a, + d,,, - d, , k= 1,2,..., N-1 (ou usando-se a Estrutura de
Blocos Diagonais).
A matriz A € -, ndo singular, estd construida.

EXEMPLO:
Sejam N=5,d,=d,=3;d,=d,=5.
a,=1#d,;a,=-12d,;a,=2#d,;a,=1=#d,

d;=5#-(a,ta,ta;+a,)=-3
b,=a,+d,-d,=143-3=1;b;=-1+5-3=1;b,=2+5-5=2;

bo=1+5-5=1.
Entéo:
( 11 14 N
1 3 1 21
A=|1 -1 5 2 1|Estamatriz é ndo singular pois seus autovalores s&o:
1 -1 2 §5 1
1 -1 2 1 §
AM=2;0=4;A=3;A,=4; A;=8. (todos diferentes de zero).

Usando-se alternativamente a Estrutura de BLOCOS DIAGONALIS para-se obter b,,
b,, b, e bs, e se concluir a construgdo de A:

3 . Y A 1 : « ¥ i3 1 2 1

3 1 3 1 1 3 1 21
-1 5 - |=]|- -1 5 2 -1 -1 5 2 1|(=A

2 5 2 51 1 -1 2 51

\ 15 \. 15 M <1215

Observagiio: Se se deseja que A € +, seja inteira, escolhem-se os d, € os a,, k =1,2,..., N-
1, inteiros. Consequentemente, serdo inteiros os autovetores, A,, k =1,2,...,
N; o determinante, det.A e os autovalores de A.

5.4. Construgdo de matrizes C € ¢, de qualquer ordem N (N > 2, inteiro) que sejam
seguramente ndo singulares ( Capitulo I1I ).

ALGORITMO:
e Escolhe-se a ordem N de C.
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e Escolhe-se o elemento c;.

e Escolhem-se os ¢, k =1,2,..., N-1, tais que ¢,,, # ¢, € %cj #0.
j=1
(Se se deseja que C seja inteira, escolhem-se os ¢,, k=1, 2, ..., N, inteiros. Entéo,
serdo inteiros seus autovalores e autovetores, bem como o seu determinante,
det.C. Nesse caso, %l j» 1sto €, a soma de seus autovalores sera multiplo
k=1
negativo ou positivo de N ou sera zero).

e Constroe-se a SG= {c,, C,, ..., Cy}, a sequéncia geradora de C.
A matriz C pode ser montada.

EXEMPLO.

Sejam N=6, ¢, = 3;

6
C;=4#c;;c=1#c, c,=2#c¢;; ¢;=-2#¢C; ¢=-6; 2.¢;=2=0.
=l

SGc={3,4,1,2,-2, -6).

341 2 Autovalores:

4 3 1 2 -2 6] p =l =2 =1
Co 4 1 3 2 -2 -6 Ay =5 As=9; A=2

4 1 2 3 -2 -6 (todos diferentes de zero)

4 1 2 -2 3 -6

4 1 2 -2 —6 3)det.C=(-1).2.1.5.9.2=-180

5.5. Construgdo de matrizes A € # ou C € ¢ cujos problemas de autovalores sejam
facilmente solucionaveis.

ALGORITMO
a) Matrizes A € A4
e Escolhe-se a ordem N de A.
e Escolhem-se os elementos diagonais d,, k= 1, 2, ..., N, que podem ser
numeros quaisquer.
e Escolhem-se os elementos subdiagonais: a,, k=1, 2, ..., N-1, que podem
ser nimeros quaisquer.
e Calculam-se os elementos supradiagonais, by,,= a, + d,., - d,, k=1, 2,...,
N-1 (ou usa-se a Estrutura de Blocos Diagonais). A matriz esta
construida.
e Calculam-se os autovalores:
A=d,-a, k=1,2,...,N-1

N-1
Ay=Sy=dy+ Yay
k=l



e Calculam-se os autovetores pelas relagdes (2.2.3.1), Capitulo II, item
2.2.3. Esté resolvido o problema de autovalores de A € #4.

EXEMPLO:

Sejam N=5,d,=d,=3;d,=4;d,=2;d,=7
a=1;a,=2;a,=5;a,=3.

Usando a Estrutura de Blocos Diagonais, concluimos a construgéo de A:

3 . Y (3
1

[ S I 'S

3
B
5

3

2 8
7 e 3 7
Autovalores: A, =3-1=2; ,,=3-2=1; A;=4-5=-1;A,=2-3=-1
Ay =14+2+5+3+4+7=18.

5
detA=[[A,=2.1(-1).(-1).18=36
k=1

Autovetores:
15) (14) 11) (8 1)
-1 14 11 8 1
vi=|-1]; vu=[=-3|; v3=|11[; v,=| 8 |; vg=|1
-1 -3 -8 8 1
\—1/ -3) \—8 \—11) \ 1/
Verificagdo:
15 14 11 8 1]
-1 14 11 8 1
V=[vl Vy Vy4 v5]= -1 =3 11 8 1], temos
-1 -3 -8 8 1
-1 -3 -8 -11 l_
2 0 0 0 0]
01 0 0
AV=V.(A), onde AI=|0 0 -1 0 O
00 0 -1 0
_0 0 0 o0 18_
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b) Matriz C € ¢
e Escolhe-se a ordem N de C.
e Escolhe-se a SG. .
e Monta-se a matriz C.
e (Calculam-se seus autovalores e determinante.

N
}«k=cl-ck+]9k= 1:23 “°:N'1; }"N= ch
k-1

e Calculam-se os autovetores de C (relagdes 4.2.5, Capitulo IV, item 4.2.).
Esta resolvido o problema de autovalores de C.

EXEMPLO

Sejam N = 5; SG. = {2, 3, 4, 1, -1}

Entdo:
by m T i Autovalores:
C= 4 2 1 -1 Ay=2-1=1 A, =2+1=3
4 1 2 -1 As=3+4+1-142=9
\3 4 1 -1 2)

detA=2, . A, Ay Ay As=(-1) (-2).1.3.9=54

Autovetores (usam-se as relagdes (4.2.5), Capitulo IV, item 4.2):

(7) (4] (0 (-1 (1
-3 A4 0 -1 1
vi=|=3|; va=|=T|; v3=| 0 |;: va=[-1]|; vs=]|1
-3 -7 -8 -1 1
\—3) mal \—8 =7 \1)

Pode-se verificar que:

CV =C. (AD), onde

-1 0 0 0 O]
0 -2 0 0 O
V=[v, vyv3v, vs ]ell: 0 0 1 0 0f,
0 0 0 3 0
0 0 00 9




5.6. Construgdo de matriz A € # ou C € ¢, com prédeterminada caracteristica
R (1 £R £N, inteiro). Capitulo II, item 2.2.7).

ALGORITMO
a) Matriz A € A4.
e Escolhe-se a ordem de A# e a caracteristica R que A deva ter

R (1 £R <N, inteiro).
e Usa-se 0 ALGORITMO 2, item 2.2.7.2, Capitulo II.

EXEMPLO:

Sejam N=5,d,=d,= d;=4;d,=5;R=3; N-R=5-3=2
e Escolhemos a, k=1, 2, ..., N-1, tais que:
a=d,j=1,2,...N-R; y=di;, k=1,2, .., N-R.
a # gy =34, 5i

e Escolhemos d;, tal que:
2 4 4
dy #- (Zdj +Zaj]e ds #-3 a;
j=1 =3 j=3
e Usando a Estrutura de Blocos Diagonais, calculamos os restantes b,,,, k=3, 4, 5.
a,=4;a,=4; a;=2=d;;a,=3=d,
ds #-[(d, +d,) +(a; +a,)]=(8 +5)=-13

ds #-(a; +a,) =-5. Pomos d;=10.

Usando a Estrutura de Blocos Diagonais, montamos A € -#, com caracteristica R = 3:

(4 4 ) (4 4 4 3 8)

4 4 4 4 4 4 3 8
4 4 3 >4 4[4 3 8|=4

2 5 8 4 425 8

3 10) |4 4 2 3 10

A sub-matriz destacada A, tem determinante,‘det.Am =2.2.15=60=0. As de
ordens maiores que 3 sdo singulares.

E conveniente, para ocultar a transparéncia da caracteristica R exibida por A,
aplicar-lhe as seguintes operagdes, que preservam a sua caracteristica:
e permutagdes de linhas (ou colunas).
e adigdo a uma linha (ou coluna) de outra linha (ou coluna) multiplicada por
fator o= 0.
e tomar a transposta.

Assim, vamos aplicar a A, em sequéncia as seguintes operagdes:

a) adicionar a 1? linha a 4%,



b) adicionar a 2* linha, da matriz resultante, a 5 multiplicada por 2.

¢) aplicar as colunas da matriz resultante a permutacéo P:

P_(12345J
\3 1 2 5 4

d) adicionar a 1* coluna a 2°, da matriz resultante.
Dai, resulta a matriz B:

14 6 8 16 6)
20 8 12 28 9
B=[8 4 4 8 3
6 2 4 8 5

6 2 4 10 3)
com a mesma caracteristica R = 3 de A, mas muito menos aparente que em A.

b) MatrizC € £

e Escolhe-se a ordem N de C e a caracteristica R (1 <R < N, inteiro) que C deva
ter.

e Escolhe-se os elementos ¢, > 0, k=1, 2, ..., N tais que:
os N - R + 1 deles sejam iguais entre si:

€ =Cy= .. =Crpats
os restantes R - 1 deles, Cy g2, Cygess s Cy S€jam diferentes dos N-R+1 primeiros.
® Monta-sea SGc={C;, Cjy vees C15 Cr.rezs Crerezs =+ Cn}

A matriz gerada por SGq terd as N-R+1 primeiras linhas iguais entre si, bem como
as N-R primeiras colunas. Assim, os N-R primeiros autovalores serdo iguais a zero e os
restantes R, diferentes de zero. A sub-matriz de C constituida das R tltimas linhas e das R
ultimas colunas de C serd ndo singular e nenhuma outra sub-matriz de ordem maior que R
serd ndo singular. Dai, a caracteristica de C é R.

EXEMPLOS.

I.N=6;R=3; N-R=3; N-R+1=4; R-1=2.
SG¢ = {c;, ¢), ¢, ¢y, Cs, Cq}

(¢, ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
Os autovalores de C sfo:
¢, ¢ ¢ ¢ ¢C5 C
& & € & 6
C= = = = Ay=c¢, —¢cs#0=A;=c,—c, #0
¢ ¢ ¢ ‘cl Cs Cg 6
¢, © & Ic5 ¢, B Ay = ch #0(c, >0,k =1,2,...,.N)
k=1
¢ ¢ ¢ [o ¢ ¢ )

A submatriz destacada C, € ndo singular pois seus autovalores:

HBi=ci-cs 20 pwy=c -ce #0; py=2c, +¢,#0.
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Logo, a caracteristicade Cé R = 3.

2. N=5;R=2; N-R=3; N-R+1=4; R-1=1.

SG. =

£3.3,3,3, 5}
(3 3 3 3 5
3335
c=(3 3335
3335
\3 3 8 |5 3

A submatriz destacada € ndo singular e nenhuma outra submatriz de C, de ordem
maior que 2, serd ndo singular. Logo, a caracteristica de C é R = 2.

Para que a caracteristica de C ndo fique tdo transparente, € conveniente transforma-
la em outra matriz B, mediante a aplicagdo a C das operagdes definidas no subitem a) deste
item 5.6, que preservam a caracteristica de A.

Assim procedendo, obtemos:

8 8 6 14 14

353 6 8
B=|3 8§ 3 6

5 8 3 6 8

3 3 3 8 6/

5.7. Constru¢do de matrizes A € # ou C € ¢, cujos problemas de inversdo (calculo de
inversas) sejam facilmente solucionéveis (Capitulos III e I'V).

ALGORITMO

Escolhe-se a ordem N de A ou de C.

Constroe-se A ou C ndo singulares (vide itens 5.3 e 5.4, deste Capitulo)
Calculam-se os autovalores de A oude C: A, A, ... Ay.

Usando-se, respectivamente as relagdes (3.2.6) a (3.2.12), item 3.2, Capitulo IIl e
as relagbes (4.4.1) a (4.4.7), item 4.4, Capitulo IV, otém-se os elementos,
respectivamente, das inversasde A € # e de C e &.

EXEMPLOS

1. Sejam N = 5 e a matriz A ndo singular, A € #:



Autovalores::

(51 2 3 -9

; > ; . M=5-1=4 A, =5-2=3; A;=5-3=2;
A=l12 5 3 =9 hyg=5-4=1 Ag=1+2+3+4-8=2

1235 -9

\l1 2 3 4 -8

det.A.=4.3.21.2 = 48
Entéo, usando as relagdes (3.2.6) a (3.2.12), item 3.2, Capitulo II, obtemos:
w, = (As - a,)/(A As) = (2-1)/8 = 1/8 = 3/24

X, =w, - (1/A) = 1/8 - 1/4 = (1-2)/8 = -1/8 = -3/24

5
W, = d /(A Ag) + [z b J Iy &) = 5/8 - 4/6 = -1/24

j=3
X, =W, - 1/A, =-1/24 - 1/3 = -9/24
Yo =W, - /A, =-1/24 - Yo =724
w; = (d; +b,) (A As) + (b, + by) (Ay Ag) = 6/6 - 6/4 = -1/2 = -12/24
Xy =W, - /Ay =-1/2 - Yo =-1 = -24/24
Y3 =W, - /A, =-1/2 - 1/3 = -5/6 = -20/24
W, = (d, + b, + b3)/(As As) + by/A, A = 8/4 - 9/2 = -10/4 = -60/24
Xy =W, - I/A,=-10/4 - | = -14/4 = -84/24
Vo =W, - /A, =-10/4 - Yo = -11/4 = -66/24
ws = (As-bs)/ (Ayhs) = (2 + 9)/2 = 11/2 = 132/24
Vs =ws - 1/A,=11/2 - 1 = 9/2 = 108/24
Dai, X = A™:

3 -7 =20 -66 108)
=4 =1 =3 =66 108
A'=X=—|-3 -9 -12 -66 108|;detA' =1/det. A =1/48
-3 -0 24 —60 108
-3 -9 24 -84 132

2. Sejam N = 5 e a matriz C ndo singular:
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51 2 3 4)
1 5 2 3 4| Autovalores:
C=|1253 AMo=4 Ay =3%h;3=2; A, =1; Ag =15
1 2 3 5 %4
1 2 3 4 5)

Entfo, usando as relagdes (4.4.1) a (4.4.7), item 4.4, Capitulo IV, obtemos:

(42 6 6 6 —48)

-3 -9 -24 96 -48
\-3 -9 -24 -84 132)

5.8. Construgdo de matrizes A € A que sendo inteiras e inversiveis possuem inversas A™
inteiras, explicitas ou facilmente explicitaveis (Capitulo III, item 3.3 e seguintes).

O problema foi exaustivamente analisado no Capitulo III, itens 3.3 a 3.6, inclusive
com a apresentagio de algoritmo, com um RECEITUARIO 1, que permite a construgio da
inversa A" de A € A4, coluna apés coluna, da primeira 4 tiltima e exibe algumas escolhas
dos autovalores que levam a matrizes cujas inversas sdo explicitas. Para cada escolha dos
elementos diagonais d,, k= 1, 2, ..., N-1, pode-se construir 2" tais matrizes, inteiras com
inversas inteiras.

5.9. Construgfo de matrizes C € € que sendo inteiras inversiveis possuem inversas inteiras
explicitas ou facilmente explicitaveis.

Também este problema mereceu tratamento especial no Capitulo IV, item 4.5, com
destaque para o RECEITUARIO 2 que facilita a construgdo, passo a passo, das k-ésimas
colunas de C', k=1, 2, ..., N. O niumero de tais matrizes, inteiras com inversas inteiras €:

(N-D!/((N/2)!(N/2-1)!), onde N, a ordem da matriz C, é sempre um nimero par.

5.10. Construgdo de matrizes A € # cujos menores principais sejam diferentes de
zero (det.A, # 0, onde A, k=1, 2, ..., N-1, N, sdo as submatrizes principais de A).

Sabemos que Ay, k=1, 2, ..., N, as submatrizes principais de A € A4 também
pertencem a 4.

Para se construir matriz A € A tal que det.A, # 0, k=1, 2, ..., N, procede-se da
seguinte forma: '

ALGORITMO.

e Escolhe-sed, #0.
e Escolhe-se a,ed, taisque d,-a, #0ea, +d, #0;
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Calcula-se b, =a, +d, - d;:

e Escolhe-se a, e d; taisque d,-a, #0e a,+a,+d, #0;
Calcula-se b, = a, + d, - d,. E assim por diante.

* Escolhe-se a, d,, taisque d, -a, #0ea, +a,+..+a +d,, =0;
Calcula-se b, - d;
k=1,2,...,N-1.

A matriz A, assim construida:

(d_l‘ bo| bs| .. bya| byl by

A fi_z_’ bs| .. bya| byl byl

o dj| ... by byt byl
A= -

4 3 a3 . dyoa| bao| byl

B 22 % o g dua| by

3 8, 83 .. ay, ayy dy

é tal que det.A, =d, # 0; det. A, # 0, k=2, 3, ..., N, pois seus autovalores:

}&(lk) = dl _a.] = 0; l(zk} =d2 -az E= 0;..., k(llc—}l = dk—l _ak—] * 0;

k-1
=

EXEMPLO
Sejam N = 5;
(3 1 2 0 -1
S 3#0;det.A, =(3-2).2+2)=4;
acla 1 3 o -] detAI=(G-22-D2+1+3)=6
- i 2§ A o det. A, =(3-2)2-1)(3+1).6=24
- | det.Ag=det.A=(3-2)2-DB+1)4-1)5=60

As matrizes A tais que seus menores principais sdo todos diferentes de zero, sdo
decomponiveis em produto A = LU, onde L € a matriz triangular inferior e U, triangular
superior. Entdo, a possibilidade de se construir matrizes A € 4 com det. A, # 0, ¢ de
interesse.

5.11. Construgdo de matrizes C € ¢ cujos menores principais (det. C, # 0, onde
Co k=1, 2, ..., N sd@o as submatrizes principais de C).

Sabe-sequeseCe ¢—>C, e ¢ k=1,2,..,N.

ALGORITMO.
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Escolhe-se a ordem N de C,

Escolhe-se ¢, # 0,

Escolhe-se ¢,.;, k=1,2, ..., N-1 tais que ¢, - ¢, # 0; ¢, + ¢, + ...+ ey % 0;

A SG¢ = {Cy, Cpy --v» Cp» Cy } @ssim construida gera matriz C € € cujos menores
principais, det.C, sdo diferentes de zero, k=1, 2, ..., N.

e o o o

EXEMPLO
SejamN=5eS8G:.={3,4,2,1,5, }

3 4 2 1 9
4 3 2 1 9
c={4 2 3 1 9
4 213 9
4 21 53

det.C, = 3 # 0; det.C,= (3-4) . (4+3) = -7 #0; det.C, = (3-4) (3-2) (4+2+3) =-9 = 0.
det.C,=(-1).1.2.10=-20 #0; det.C;= det.C;= det.C=(1).1.2(-2).15=60=0.

5.12. Construgdo de matriz A € # ou C € ¢, que sejam decomponiveis em produtos
A=LU, C=LU, onde L ¢ a matriz triangular inferior e U, triangular superior.

Vide itens 5.9 e 5.10, acima. Sabe-se que a condigdo para que exista tal
decomposigdo ¢ que as suas matrizes de A € #ou C € ¢ sejam todas ndo singulares:
det. A,#0,k=1,2,..,N.

5.13. Construgdo de sistemas lineares algébricos, de N equagdes a N incognitas (N = 2,
inteiro) cuja solugdo € previamente estabelecida.

Consideremos o sistemas linear algébrico:
AX =B (5.13.1)

onde A, matriz ndo singular de ordem N, € a matriz dos coeficientes do sistema; X, matriz
coluna N x 1, é a matriz solugdo do sistema, X = (X, X, ... Xy Xy)' € B, matriz coluna N x
1, é a “matriz dos termos conhecidos”, B= (b, b, ... by, by)"

Para construir sistema linear algébrico, tal que se conhega previamente sua solugéo
X, procedemos da seguinte maneira.

ALGORITMO

e Escolhe-se a ordem N de A.

e Constroe-se A € #, ndo singular.

e Anote-se o N-ésimo autovalor Ay de A.

e Faz-se B=(ax a o .. o a), onde os N elementos iguais a o de B séo
nimeros quaisquer.
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o A solugdo X= A" B do sistema (5.12.1) é:

X= (N0l Py O ... Py O Py @) (5.13.2)
onde py = 1/Ay é 0 N-ésimo autovalor de A™.
(Ay %= 0).

De fato, p = S € a soma fixa dos elementos de cada linha de A" Assim, o
produto de cada linha de A" por B ¢ a matriz X definida em (5.12.2).

Observagdo: Nio é necessario que conhega A™. Basta que se saiba que existe e o valor py
de seu N-ésimo autovalor, py = 1/Ay, onde Ay # 0 é 0 N-ésimo autovalor de A, Ay = S,,
soma dos elementos de cada linha de A.

EXEMPLOS:
1. Sejam N = 5;
(4 3 -1 2 -6)
2 5 -1 2 6| As=2; pe.=1/2; B=(4 44 4 4)"
A=|2 1 3 2 -6; X=(1s4 Hsd psd psd psd)' =
21 -1 6 -6 =(2 2 2 2 2).
2 1 -1 2 -2
O sistema

AX =B tem solugdo X = (2 2 2 2 2), como se pode verificar, efetuando o
produto AX, obtém-se:

AX =B.
Se a matriz escolhida A € # for inteira, com inversa inteirae se B= (o . a0 ... o o)
¢ a matriz de N elementos iguais a o, entdo a matriz solugdo serd: X= Ay 00 Ay 0t ... Ay

a) de vez que py =Ay, com Ay =+ 1.

2.SejamN=5;B=(3 3 3 3 3)'e A, matriz inteira com inversa inteira:

(2 2 3 -3 -3
1 3 3 =3 =3| a,=1
A=I1 2 4 -3 3| x=-(33333)" =(3hs 3hs 3h5 3A5 3h;)"
1 2 3 -2 -3
\1 2 3 -3 =2/

¢ a solugdo do sistema AX = B.

Se se preferir usar matriz ndo singular C € ¢, monta-se a SG. tal quec,,, #c,,

N N
k=1,2,..,N-le 3 c;#0,eentdo: Ay = }c;.
= =1
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3. Sejam N = 5; SG. = {2, 3, 1, -1, 4}

B=(3 333 3)
23 1 -1 4 A5 = 9(N —esimo autovalor de C)
02 =L e ey e silon e D)
C=[3 1 2 -1 4
31 -1 2 4
3 1 _1 4 2) X=W9.(33333)'=/3 1/3 1/3 U3 1/3)"

A solugdo do sistema CX=BéX=(1/3 1/3 1/3 1/3 1/3).

5.14. Construgdo de matrizes A e 4, simétricas definidas positivamente e, portanto,
decomponiveis em produto A = S'S, onde S ¢ matriz triangular superior e S', a
transposta de S. (Capitulo IV, item 4.6.6).

ALGORITMO

e Escolhe-se a ordem N de A € 4.
e Escolhe-se d > 0.

e Escolhe-seatalqued-a>0e

e d+(k-1)a>0, k=2,3,...,N.

A matriz simétrica A:

(d a a a a a
a d a .. a a a
a a d .. a a a
A=
a a a .. d a a
a a a .. a d a
\a a a ., a a d/
sera definida positiva, pois seus menores principais det.A,, k= 1, 2, ..., N serdo todos

positivos.

Na verdade, basta que se escolha d>0 e a>0, taisque d-a>0 que
teremos d +(k-1)a>0,k=2,3,..,N.

EXEMPLO
N=6; d=5; a=2.
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3

NSRS IS I TS W)
(N

IS AT NNV S )
ey
ey
N

IS | oS B [ S I |

det.A, =5>0; det.A,=(5-2) (2+5) =21 > 0; det.A, = (5-2)* . (4+5) = 81 > 0
det.A, = (5-2)° (6+5) =297 > 0; det.A, = (5-2)" (8+5) = 1053 > 0
det.Ag= det.A = (5-2)° (10 + 5) = 3645 > 0.

5.1S5. Construgdo de matrizes A € A, cujos problemas de autovalores ¢ de inversdo sdo
facilmente solucionaveis. Na verdade, sfo explicitos os autovalores, os autovetores,
os determinantes e as inversas (quando existem).
(Capitulo IV, item 4.6 e subitens 4.6.1 a 4.6.5)
EXEMPLOS

1.Sejam N=35; d=4; a=2.

’ N
: i ; ; 3 Autovalores:
A =4-2 =2, de multiplicidade 4
A=|2 2 4 2 2
p=4x2+4=12
22242dA242192
s 2 2 g 4 WA=ILIE=IR
Autovetores:
4 (3) 2 1) i
-1 3 2 1 1
vis|-l|; va=|=2]; va=|2|;vg=|1]; vs=|1
-1 -2 -3 1 1
-1 -2) -3 \—4 \ 1

como se pode verificar efetuando os produtos:
AV =V (A

onde:
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(4 3 2 1 M (2 0 0 0 0)
-1 8 9 i 1 0200 0
V=, v, v vy v9)=|-1 =2 2 1 1[;AI=|0 0 2 0 O
1 < -8 1 1 0002 0
b= =8 8 -4 1 0 0 0 0 12

A ¢ diagonaliséavel, pois V € ndo singular e se tem:
M =V"'AV (vide item 4.6.3, capitulo IV),

(1 -1 0 0 0

01 -1 0 0
onde V"'=é0 0 1 -1 0
00 0 1 -1
\q 1 1 1)

5.16. Construgd@o de matrizes e de sistemas lineares algébricos mal condicionados.

Uma matriz A néo singular, de ordem N (N > 2, inteiro) se diz mal condicionada se
seu numero de condi¢do, cond(A), é muito elevado. Um sistema linear Ax = b se diz mal
condicionado se a matriz A dos coeficientes das equagdes do sistema é mal condicionada.

O numero de condicédo de A, cond(A), é definido por:

cond(A) = |A|[A~| (A, nao singular)

onde H . ” € uma norma de matriz.

Se se usa a norma euclideana, cond(A) se exprime por:
cond(A) = p/A
onde ., A sdo, respectivamente, o maior e 0 menor valores singulares de A.

Valores singulares de matriz A sfo definidos como as raizes quadradas nio
negativas dos autovalores de A A’ (no caso real, AA"). Assim, os valores singulares de A
sdo necessariamente numeros reais ndo negativos. Se A ¢ simétrica, seus valores singulares
sdo os valores absolutos de seus autovalores. Desse modo, cond(A) > 1.

Como vamos ver, um sistema mal condicionado é aquele em que pequenas
perturbagdes nos elementos da matriz A ou nos_componentes do vetor b podem acarretar
grandes perturbagdes nas solugdes (no vetor x das solugdes) do sistema.

Pode-se mostrar que a perturbagdo relativa na solugdo do sistema [Ax|/[x
exprime por:

|, se

[ax]

I

ool I8 st
<(u/X)
(LI

<cond(A) o]
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onde [[Ab]|/[[b] € a perturbagio relativa em b.

Vamos construir matriz A € 4 (A, matriz simétrica), de ordem N (N > 2, inteiro) e
sistemas lineares algébricos Ax = b em que A pode ter niimero de condigdo, cond(A),
muito grande.

Seja A € 4, com:

d=10"; a=10"-10*

onder, s sdo nimeros inteiros ndo negativos.
Entdo A tem a forma:

(10 10" =10™° 10" =10"° ... 10" —10"° 10" —10°)
10" —10° 10" 10" =10 .. 10" =10" 107 -=10"°
1 !‘_ -5 I_lO—S r . IOI'__ -5 l'_ -5
4 _|107-107 10 10 10~ 107 10 G160
10" =10~° 107 =10"° 10" —10"° ..  10° 10" =10~
10" =10~ 10" =10"° 10" —=10"° .. 10" —10"° 10"

Os valores singulares de A (que, no caso, coincidem com os seus autovalores) sio:

A=d-a=10"
p=d+MN-1)a=10"+(N-1) (10°- 10*) =N . 10 - (N-1) 10°

Entdo:
cond(A) = (W/A) =N (10™) - (N-1).

EXEMPLO:

Sejam N =4; r=s =2, Entdo:
Cond(A)=4.10*-3=39997.

100 99,99 99,99 99,99
99,99 100 99,99 99,99
99,99 99,99 100 99,99
99,99 99,99 99,99 100

Consideremos o sistema linear Ax = b, com A dada acima e
b=(399,97 399,97 399,97 399,97) = (W, p, u, p)".
A solugdo deste sistema, de acordo com o item 5.13, é:

x=(1 1 1 1)
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Vamos dar a b a perturbagio A b=(-0,01+0,01 - 0,01 +0,01).
Entio b+ Ab=(399,96 399,98 399,96 399,98).

A solugiio x do sistema, com esta perturbagio em b,

AXx =b+Ab é (com oito decimais exatas):

x =00 2.0 'Y
Entéo

x-x=Ax=(l -1 1 -1)para Ab=(-0,01 +0; 01 - 0,01 +0,01)

Usando a norma euclideana, temos:

|ax] = 2; |Ab] = 0,02
x| = 2; [b] = 799,94
A
% = % =0,000025; (|ax] /[ x[)/(jab] /] b]) = 39997.
X

Ou seja, para uma perturbagéo relativaem b de 0,000025 tivemos uma perturbagio
relativaem x de 1, ou seja, 39997 vezes maior.

Como se V€, o sistema € altamente mal condicionado e a matriz A, que tem esse
elevado niimero de condi¢do € também dita mal condicionada, com respeito a solugdo do
sistema linear, Ax = b.

A transparéncia do mau condicionamento do sistema depende de convenientes
escolhas de A b. No caso, A b foi escolhido tal que A b fosse ortogonal a b.

Se, por exemplo escolhermos Ab = (0,01 0,01 0,01 0,01) em que as
perturbagbes se fizerem todas num mesmo sentido, com as componentes A'b,
respectivamente, de mesmo sinal que as de b, ou todas de sinal contrario as de b, nada de
anormal ocorreria:

De fato, nesse caso, temos, de acordo com o item 5.13:

x =(1,000025 1,000025 1,000025 1,000025)
=(1+0,01/p 1+0,01/u 1+0,01/p 1+0,01/p). Dai,

| x| ]
(lax /] x[) /(lab] /o) = 1.

0,000025; 0,000025
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Logo, a perturbagdo em x foi idéntica & perturbagdo em b. Assim, para esta escolha
de Ab, o sistema se comportou muito bem.

Se firzermos Ab=(-0,01 -0,01 -0,01 -0,01),

teremos A x =-(0,0000251 0,0000251 0,0000251 0,0000251)..

144 _ o goooast; 18 002
| x| [o] ~ 799,94

(lax /[ x ) 7 (lab] /| b)) = 1,004.

Tivemos, praticamente, em X a mesma perturbagio que em b.
O sistema, também desta vez, se comportou muito bem.

A relagdo (“Ax” /| x ”) / (”Ab” /| b “) varia de 1 a cond(A), podendo atingir qualquer
valor entre esses dois extremos, como vimos no exemplo acima.
Observagdo: A escolha de matriz simétrica A € , da forma (5.16.1), deveu-se ao fato de
ser muito facil a explicitagdo de seus valores singulares, que coincidem com seus
cutovalores (que sdo explicitos) e, portanto, também muito facilmente explicitdvel seu
numero de condicio, cond(A), qualquer que seja a ordem N de A.

Além disso, a solugdo x do problema linear Ax = b, nestes casos, com A € 4, da
forma (5.16.1) € muito simples (vide item 5.1.12, acima):

a) Se as componentes de b sdo iguais entre si, a solugdo x €& dada por:
x=(1/n) b

onde p € o maior valor singular de A (ou seu maior autovalor).

b) Se, ao contrario, sdo diferentes as componentes de b, entdo:
x=A"=b.

Como A™ ¢ explicita, x ¢ obtido por mera multiplicagdo de matriz por vetor. (vide
item 4.6.4, Capitulo IV).

EXEMPLO:
Sejamr=s=2; N=6.

Entdo: d =10%=100; a=10%- 10> = 99,99.
n=d+(N-1)a= 100+ 5(99,99) = 599,95.
A=10°=0,01.

Cond(A) = (/) = 59995.
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. A=N(10") - (N-1) 10*=N - (N-1) 10* = 5,9995.
p-a=(N-1) 10" - (N-2) 10° = 499,96.

[499.96 -99.99 -99.99 -9999 -99,99 -99,99]
-99,99 49996 —99,99 -99,99 -99,99 -99,99
» 1 1-99,99 -99,99 499,96 -99,99 -99,99 -99,99

©59995(-99,99 -99.99 -99,99 499,96 -99,99 -99,99
-99,99 -99,99 -99.99 -99,99 499,96 —99,99
-99,99 -99,99 -99,99 -99,99 -99,99 499,96 |

Consideremos 0s casos:

a)b=(u p p p p) com os seis componentes iguais a .
Entdox=(1/p)(®)=(1 1111 .

Entdo Ax = b tem a forma:

100 99,99 99,99 99,99 99,99 99,99\ (x,) (599,95
99,99 100 99,99 99,99 99,99 99,99| | x, 599.95
9999 9999 100 9999 9999 9999 | x, 599,95
99,99 99,99 99,99 100 99,99 99,99 | x4 599,95
99,99 99,99 99,99 99,99 100 99,99 | x5 599.95
99,99 99,99 99,99 99,99 99,99 100 X/ 399.95

comx=(1 1111 1.

b) b= (b+0,01 b+0,01 b+0,01 b+0,01 b+0,01 b+0,01) =
(599,96 599,96 599,96 599,96 599,96 599,96)

Entéo

X = (1/p) (5) tem as suas seis componentes iguais a 1,0000167.
Dai, Ax= X-X tem as suas seis componentes iguais a 0,0000167.
Entdo, usando a norma euclideana:

|Ax| = 0,0000409; | x |=2,4494897.
lax] /|| x | =0,0000166.
|Ab|| = 0,0244948; | b|=1469,5714,
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Ento, a perturbagio relativa em x € a mesma que a perturbagio relativa em b.
Logo, o sistema se comporta bem.

¢) b=(b-0,01 b+0,01 b-0,01 b+0,01 b-0,01 b+0,01) =
=(599,94 599,96 599,94 599,96 599,94 599,96)

Entdo: Ax=A"(Ab)=A"(-0,01 0,01 -0,01 001 -0,01 0,01)
=¢1 1 -11- 1

Logo:x=(0 2 0 2 0 2)

Dai,
|Ax]| = 2,4494897; || x |=2,4494897,
lax] /] x| =1.
|Ab|| = 0,0244948; | b|=1469,5714;
|Ab]| /]| b |= 0,000016668;
(lax| /]| x|)/ (Jab] /| b )= 59995 = cond(A).

Assim, para uma perturbagdo relativa de 0,000016668 em b, tivemos uma
perturbacdo relativa em x de 1, ou seja, 59995 vezes maior. O sistema é altamente mal
condicionado.

d)b=(599 599 599 599 599 599)
Ab=(-0,95 -0,95 -0,95 -0,95 -0,95 -0,95)

x = (1/p) b. Entdio x tem as suas seis componentes iguais a 0,9984165.

lax]| ~ 0,0038786
|x|| ~ 2,4494857

=0,0015834.

|lab]  2,3270153
b~ 1469,5714

=0,0015834.

A perturbagdo relativa em x € a mesma que a perturbagdo relativa em b. Logo, o
sistema se comporta bem, apesar de ser grande a perturbagéo absoluta em b.

As vezes se relaciona o mau condicionamento de uma matriz A ou sistema, Ax =
b, ao fato de ser muito pequeno o determinante de A, det.A.

De fato, no caso, det. A= (L)° . = 5,9995 x 10 ¢ muito pequeno.
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Por outro lado, pode-se construir A € A, simétrica, com numero de condigéo
elevada, que pode resultar em mau condicionamento do sistema Ax = b, com determinante,
det.A, muito grande. Por exemplo;

N=4; d=10000; a=9999.
p=10.000 + 3(9999) = 39.997.
A =1; cond(A)=39.997.

det.A =1°x 39997 = 39997.

A matriz A, no caso, tem numero de condig#o elevado, cond(A) = 39997, que pode
motivar o mal condicionamento de Ax =b = (u p p p)' e, no entanto, det.A néo € pequeno.

Assim, det.A muito pequeno ndo pode ser considerado como fator determinante do
mau condicionamento de uma matriz ou sistema linear:

Seja N=10; d=1; a=0,9.
p=10- 9(0,1)= 9,1.
A=0,1; cond(A) = (WA)=91.
det.A =(0,1)°’ x9,1=9,1x 107

O nimero de condig@o de A ¢é baixo, mas seu determinante, det.A € muito pequeno.
A relagdo entre a perturbag@o relativa em x, devido a uma permutagdo relativa em b sera,
no maximo, de 91 vezes:

(lax] /] x[)/ (jab] /| b])< o1.

Se (Jab] /[ b[)=0.001, (jax]/]x])=<0,091.

Como se vé, det. A muito pequeno ndo faz prever-se mau condicionamento do
sistema Ax = b, nem determinante de A grande garante seu bom condicionamento.

Referéncia:

FORSYTHE & MOLER - Computer Solution of Linear Algebraic Systems. Prentice
Hall [2-8], 1967.

5.17. Matrizes A € #, C € e A, € #, que sejam diagonalizaveis.

Matriz A, quadrada, de ordem N (N > 2, inteiro) € diagonalizavel, isto é, € similar a
matriz diagonal D (ao longo de cuja diagonal estdo os autovalores A, k= 1, 2, ..., N de A)
se e somente se 0 espago onde estdo os elementos de A possue uma base constituida dos N
autovetores de A. Ou, equivalentemente, se os N autovetores de A sdo linearmente
independentes ou se a matriz V cujas colunas séo esses autovetores € ndo singular. Tal base
¢ chamada de autobase do espago (eigenbasis).
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I) Seja A € A4, de ordem N (N > 2, inteiro).

Sabemos que os autovetores de A, correspondentes aos autovalores A, =d, - a,,
k=1,2,..,N-1eAy=S8,, sdo os vetores v, V, ..., Vi, Vy, definidos em (2.2.3.1), item
2.2.3, Capitulo II. Assim, a matriz V dos autovetores de A é:

N N N i
Sbe  Yby Sbe . by I
k=2 k=3 k=4

N N
k=3 I\';‘l
V= k=4

-a, —(a;+a;) —(a;+a,+a;) .. by 1

-a, —(a;+a;) —(a;+a,+a;) .. by 1

N-I
-a, —(a;+a;) —(a,+a,+a;) .. -ya, I
e k= J

Vamos determinar em que condigdes V € ndo singular e assim os vetores
Vi, Vg, ..oy Vi Vy CONStituam uma base (autobase) do espago (RN ou CV).

Para isso, adicionamos, respectivamente, a 1%, a 2%, ..., a4 (N-1)-ésima coluna de V a
Gltima, multiplicada por conveniente fator, de modo a tornar iguais a zero os elementos
situados abaixo da diagonal principal de V, nas colunas 1, 2, .., N-1. Usando as
defini¢bes de Ay, k=1, 2, ..., N-1 e de Ay, obtemos a matriz triangular superior W, abaixo:

0 X’N “'}.2 A"N —'K3 ;\‘N _lN—l l
0 0 k'N _“lj B l’N _KN_I 1
W= 0 0 0 kN _kN—] 1
0 0 U P TR
0 0 s I 0 1
N-1

Entdo, det W= [J(Ay —Ay)
k=1

Dai, W serd ndo singular, e consequentemente, também V (que é equivalente a
W), se Ay # A k=1, 2, ..., N-1. Entéo os autovetores v,, V,, ..., Vi Serdo uma autobase do
espago, se e somente se Ay # Ay, k=1, 2, ..., N-1. Logo, € esta a condi¢do para que A seja
diagonalizavel, ou seja, que existe V ndo singular tal que

D=V'AV
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onde D é matriz diagonal ao longo de cuja diagonal estdo os autovalores A, k=1, 2, ..., N
de A e V é a matriz dos autovetores de A, correspondentes a esses autovalores.

Para se determinar a inversa V"' de V, aplicamos a matriz identidade Iy a mesma
sequéncia de operagdes elementares que aplicamos a V para obter . Resulta, entdo, que
V' é explicita. Pondo

Vi=Y={y, i,j=1,2,.., N}, temos:

by
YN = 3
2"N . 7\‘N—l

Yiisn =Yi i=1,2,..,N-1;
Yig = Ky T X 7= 1,2, 0 N=13

com

2.8y vy
Xj=—t—=e—— j=1,2,..,N-1;
X, =0;

yﬁ=0’ i=la2)'"=N‘2; _]= 1+2,,N
Yij=03 1i=2,3,.,N-1; j=1, 2,...,i-1

Para N = 5, V" teria o seguinte aspecto:

(1 1 )

- 0 0 0

kS _-kl 1’5 _kl

0 1 B 1 0 0

vi=| o0 0 : o 0

1 1

0 0 0 =
As—hy  As=hy

b;

Ysi Y52 ¥s3 Ys4 e oy
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a, a, a,+a
L i B

2 iy iy

Y51 =

e, Wl TR Gl -

Os demais elementos sdo iguais a zero.
EXEMPLOS

1. Os autovalores sdo todos distintos. N =4

2 2 2 =2
Autovalores:
1 3 2 =2
A= ! Ry =1 ko =2: Ky =3 Xy =4,
11 4 =2 1 2 3 4
111 1 A=A =320, Ay =Xy =2#0, A, —A;=1%0

2 0 -2 1 1000
g |10 2 S lez00
4 5 4 g’ 00 30
1 -3 =% ] 000 4
11,
303
i
V=0 0 L =
1 1
P = 2 &
303 T,
1 1 a+a, 1.3 2
WEPETT R T 53 8
Y =-1+ a'?:a_z;g% =—1+3=2
2 0 =2 I\(1 00 O\(1/3 -1/3 0 0
wov-i_|7l 0 2 1oz 000 12 -2 0
-1 2 =2 1[0 0o 30[|0 0 -
123 Uooodlals 2/ 2 -2
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2. Sejam N

Autovalores:

Yas = 2.

3

Ya

AV =VD;

N |
e = = = |
[ B o BN o B a0}
T T —
— (o0 B o0}
L=
2111
o, |
e |
© o T «

o

|

l e Ay=2.

, 830 iguais a

4. Os autovalores A, k=1,2, 3

3. N=

Entdo:
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2 2 3 -
Autovalores:
1 3 3 -
Logo, A ¢ diagonalizavel.
0 -2 =51 1 0 0 O
-1 =2 =51 01 00
V: o D_—.
-1 -3 -5 1 0 01 0
-1 -3 -6 1 0 0 0 2
1 -1 0 0
-1 0 1 -1 0 1
N - = ; A=VDV
0 0 1 -1
1 2 3 =5
a, a, +a, a,+a, +a,
= =1 =—]l+—==-1+3=2; =34+ ——= 7 =_346=3
Y41 i~ Ya2 fex i Yaz =

Observacgio: Os exemplos 2 e 3, acima, evidenciam um caso geral: Se A e # ¢ inteira, tal
que seus autovalores A,, k=1, 2, ..., N-1, N satisfazem:

dac- M= 1, =100 NHL,

entdo A ¢ diagonalizavel e a matriz V que transforma A em D (onde D é matriz diagonal,
tal que A = V"' DV) é matriz inteira com explicita inversa inteira V',

4. Se alguns ou todos os autovalores A, k=1, 2, ..., N-1, de A € #, coincidem com Ay,
entdo A ndo ¢ diagonalizavel, pois a matriz V de seus autovetores ¢ singular e, portanto,
ndo inversivel. Neste caso, A pode ser transformada em forma candnica de Jordan, J.
Isto &, existe matriz T ndo singular tal que AT = TJ. Por exemplo:

Seja:

—3 Os autovalores de A sao:
Portanto, A, —A, =0, k=1,2,3.

[ S O ]
e — T .S T
L B e
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Logo, A nio ¢ diagonalizavel. Podemos, porém, transformé-la em matriz J e obter T
ndo singular tal que:
AT=TIJ
mediante o seguinte procedimento:

a) Por meio de operagdes elementares sobre a matriz A - AI, chegamos a matriz polinomial
diagonal B(L), ao longo de cuja diagonal estfo os polindmios invariantes de A:

2-2 1 1 -3 1 0 0 0

1 2-2 1 -3 0 A-1 0 0
_AE= =B(A
ABE=l 1 9 g 3| Te o w1 ® £

1 1 1 2-2) W 0 0 (-1?

Aqui, I, A-1,A-1e(A-1)*sdo os polindmios invariantesde AeA-1,A-1e (A - 1.
seus divisores elementares. Dai, obtemos:

1 0 0 0

01 00
s

0 01 1

0 0 01

No processo de transformagdo de A - A E em B(A), anotamos as operagdes
elementares efetuadas sobre as colunas de A - A E:

Q(2) = [12][1* x (A-2) + 27 [1% x (-1)+37] [1* x (3)+47] [4* x(-1)] [2*+37] [3* x (-1)+47]

b) Em seguida, transformamos, por meio de operagdes elementares, J - A E em matriz
polinomial diagonal C(A) idéntica a B(A), uma vez que A -A E e J-A E s@o matrizes

equivalentes e tém, portanto, os mesmos polindmios invariantes e os mesmos divisores
elementares:

I-» 0 0 0 1 0 0 0
0 1-2 0 0 A=1 0 0

J—E = — B(L
0 0 1-2 1 |7]o 0 a-1 1 @)

0 0 0 1% 0 0 0 (A-1?

Anotamos as operagdes elementares efetuadas sobre as colunas de J-AE, no
processo de transformagédo de J-AE em B(A): ~

Q,(A) = [14][1* (A-1) + 37] [34].
¢) Definimos Q(A) por:

Q) = Qu(A) Qu(M)"s QA" = [34] [1* x (1-A) + 3" [14].
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Aplicamos as colunas da matriz identidade I, as operagdes elementares Q(A).

Obtemos:

I,(Q(M)Q, )™ =

1
2
0
0

|
1

-1

~1

Dai, substituindo A por J, obtemos T,

1 1

-3 2
e

1 0

0 0

Pode-se mostrar que det.T =-1 # 0. Logo T € néo singular e T existe e, como T, é

inteira. Entdo:

5. Se sdo conhecidos os autovalores e os autovetores de A € -, a explicitagdo da matriz J,

2 1 1 3|1
1 2 1 =3([-=2
1 1 2 =3||1
1 11 -2{[0

J=TVAT.

1 =
A3 -2 1-24
1 0 -l
o o0 -l
0] [o 0 0 0
Il |1 4 <2 0
o/"lo 0 0 o
0ol [0 0 0 0
0 0][1 000
-2 0/l0o 1 00
0 0/[0 0 1 1
0 0fl0 0 01
i 1 =L B
B =] uf <f
1 0 -1 0
0 0 -1 0

oS O = O

o o O =

o O = O

(== e = T ==

0
0
1
1

1
=2
1
0

de Jordan, similar a A, pode ser obtido por método mais simples e eficiente.

Seja A a matriz do EXEMPLO 4 acima. Seus autovalores sdo A, = 1, k=1, 2, 3, 4.
Seu polindmio caracteristico, p,(A) = (A - 1)*. Portanto, a multiplicidade algébrica de A = 1
¢ 4. Vamos determinar o nimero e a natureza dos blocos de Jordan, na matriz J. Para isso,
determinamos a multiplicidade geométrica de A = 1, ou seja, a dimens@o do espago nulo
de (A - 1.I). No caso, temos:
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111 -3 (x,) (0
1 11 =3|]|x, 0
111 -3 |x,| |0
111 -3 \x) \o

Como a caracteristica (posto) de (A-1.I) é igual a 1, segue-se que a dimensdo do
espago nulo de (A-1.)=4-1=3. Logo, a multiplicidade geométrica de A =1 ¢ igual
a 3.A. Dai, a forma candnica de Jordan de A, similar a J, tem trés blocos de
Jordan, a saber:

1 1
{[1] [1], [0 J}.Ouseja:

1 000

01 00
J=

0 011

0 0 01

Vamos, agora, obter uma base de Jordan para A.
Da equagdo: X, +x,+X;-3x, = 0, obtemos, sucessivamente v,=(1-10
0), vy=(10-10) e vy=(111 1) que sdo trés autovetores linearmente independentes de
A associados a A = 1. Para se obter o quarto elemento v, da base de Jordan, calculamos:

(A-1L.A)v,=vy; ou vy+vy+vy-3v,=L1.

Fazendo: vy, = vy, = v =0, tem-se: v,;=1.
Logo: v,=(0 0 1 0). v, ¢ autovetor generalizado de A, de ordem 2.

Dai,

|

o
— e
o = O O

Pode-se verificar que V € ndo singular.
Logo, AV=VJ ou J=V'AV

2 1 1 =31t 1 10 1 1 1 Off1 0 0 O I I &
1 2 1 =3|-1 -1- =

AV = V] = 0 10 . 1-0 1 00 1T 0 O _ 1 0 1 1
11 2 3|10 -1 11 0O =11 Ifj0 0 1 1 0 -1 1 2
1 11 =2{0 0 10 0 0 1 O0fj0 0 0 1 0 0 11

II) Seja C € ¢, de ordem N (N 2 2, inteiro)
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Sabemos que os autovetores de C e ¢, sdo os vetores u,, U, ..., Uy, dados por:

N B N 7 i cN Ed
2.
ZC. - J c
4 J =3 N 1
=2 N e
—C 2.6 N !
lll = 4 le j=3 S iy uN—] = 8 i UN =1.
_02 g
i —(cy +¢3) &
X ; N 1
5.
- C; 1
e | —(cy +¢3) = e
Logo U, a matriz dos autovetores ¢é:
N % _
ch ch TR 1
j=2 j=3
N
"'Cz ZCJ fae CN ].
=3
U — _02 (CZ +C3) i CN I
we Gy 1
N
—C; —(cy+c3) o [ Xy 1
i =2 |

Pode-se mostrar, analogamente ao que fez no caso I), que a condi¢io para que U
seja ndo singular, isto €, para que C € ¢ seja diagonalizavel, é que:

Ay #ALk=1,2,..,N-1,
N
Onde l‘N =ZCJ, }uk = Cl —Ck+1, k 51,2, ,N—l
j=1

Neste caso, pode-se explicitar Y = U™
Y = {35 1, = Lsedyn N}y 188 qUE
yi=1U0y-2A), i=1,2,. . ,N-1
Yan = On/(Ay = Aay);
Vi =-yii, i=1,2,.,N-1

Yn;=XuatX, J=1,2,.,N-1, com
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%, =0 x=o02 _ §=179
’ S T
y;=0, i=1,2,3,.,N-2; j=i+2,..,,N

V=0, 122, 3 v, Naly j= 140,

Para N =5, U teria o seguinte aspecto:

e
0 0
0 0
1 0
hs —As
1 a 1
y =

- 0
Ais—1 As—1
0 1 B |
1
= = 0 0 -
v As —Aj
0 0 0
Yis Yos Yis
EXEMPLO:
1. Sejam N = 4;
31 2 1
Autovalores::
1 3 2 1
C= 12 3 1 M= Rg =1 Ag=2y Ay=T
1 2 1 3

Logo, C ¢ diagonalizavel.

4 3 1 1 1/5 -1/5
-1 3 1 1 £ 0 1/6
U= =
-1 =3 1 1 0 0
-1 -3 -4 1 1/5 3/10
Yia =€y /(Agy =N )=1/5;
Y =-3/6+3/5=3/10;
D= U=
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0 0
-1/6 0
1/5 =1/5
3/10 1/5

You =—1/5+3/6=3/10
Yag = C4/(hg —A3)=1/5



2000 6 6 0 o0Y(3 1 2 1j(4 3 1 1
0100 1|05 -5 oflt321(|-13 1 1
0020 30000 6 -6{|1 23 1]|-1-31 1|
000 7 6 5 9 6J\ 2 1 3/\1 =3 -4 1
6 6 0 01[8 3 2 7] [2 000
1]0 05 s of|2 3 2 7/ {0100
"30/0 0 6 —6||2 -3 2 7/ o020

6 9 9 6||-2 -3 -8 7| |0 0 0 7

2. Sejam N =4;
3] L -8
Autovalores:

13 1 -3
C=II3_3;7\,1=2;K2=2;7L3:6;?L4=2

U1 33| M= 0k mAy=0ik Ay =—4

Logo ¢ ndo diagonizavel, mas pode ser reduzida & forma candnica de Jordan.

O polinémio caracteristico de C, p,(A) =(A-6) (A -2)’.

Ao autovalor A =6, corresponde um bloco de Jordan, [ 6 ], uma vez que a
multiplicidade geométrica de A =6 é igual a sua multiplicidade algébrica ( ambas iguais a
1).

Para o autovalor A =2, vamos determinar sua multiplicidade geométrica. Sua
multiplicidade algébrica € 3. Calculamos a dimensdo do espago nulo de C - 2I:

11 1 -3
11 1 -
C-2l= ?
11 1 -3
1 1 =3 1

Esta matriz tem caracteristica (posto) igual a 2. Logo, a dimensdo de seu espago
nulo € 4-2 =2,
Logo, ao auto-valor A = 2 | correspondem, na matriz J, de Jordan, dois blocos, a

saber: [2]e [3 ;] .

Entdo,
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S o O O
(=T T S T o)
o DO O
D= o o

Determinada J, passamos a construg@o de matriz néo singular V, tal que C V =V J.
Correspondente ao auto-valor A = 6 temos o autovetor linearmente independente
vi=(-3-3-31).

Das duas ultimas linhas de C -2I, obtemos o sistema linear:

X] - x2+ X}“ 3X4=0

ou

X3 "‘3){4 =—(X[ +X2)= a

Logo x; = _7&= X4

Fazendo x, =2 ; x,=0, obtemos x, = x, =1.
Logov,=(2011)"éum autovetor de A correspondente a A =2 .

Fazendo-se x, = x, =1, obtemos x; = x, =1.

Logo,v;=(1111)" éoutro autovetor de A correspondente a A =2 . Vy, V,€V; sdo
linearmente independentes.

O quarto vetor, v,, da base de Jordan ¢ obtido pela relagio: ( C - 2I) v, = v,, onde V4
¢ um autovetor generalizado de C de ordem 2.

Ou:

ou

Vi3 =3y =1-(vy tvy)=a
BV tvy=1-(v,+vy=a

Dai:

Vi3 = _a"V
T Wy
2
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Fazendo-se v,, = 3; v,, =0, obtemos:
V=g =1

Logo: v,=(3 0 1 1)". Dai:

-3 2 1 3
-3 010
N = .
-3 1 11
1 1L 1 1
De fato, temos:
31 1 -3||-3 213
1 3 -3/(-3 01 0
CV=Vl= =
1 1 3 =3||-3 111
1 1 -3 3 1 1 11
-3 2 1 3/(6 0 0 Of (-18 4 2 7
-3 01 0/]|0 2 O 0_—18 0 2 1
-3 111/|00 2 1|]|-18 2 2 3
1 1 1 1110 0 0 2 6 2 2 3

Pode-se verificar que V é ndo singular. Logo, C é similaraJ: J=V"' C V.

III- Seja A, € A4, de ordem N (N = 2, inteiro), simétrica.

Sabemos que os autovetores de A,, correspondentes aos autovalores

k=1,2,..,N-1 e A,y=d+ (N-1) a, sdo os vetores v, V,, Vs, ..., Vi.;, v, dados por:

[N -1] [N -2] [N -3 1 1

-1 N-2 N-3 1 1

-1 -2 N-3 1 1

vi=| =1 [vy=| =2 [hva=| =3 [[.ovng=| 1 [jvn=|1
-1 -2 -3 1 1
-1 | 2 | -3 ] [1-N]| 1

A matriz V = (v, v, ... vy, Vy) dos autovetores de A,,
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N-1 N-2 N-3 1 1
-1 N-2 N-3 1 1
-1 -2 N-=3 1 1
V=| -1 -2 -3 1 1| ¢ ndo singular, de vez que
~1 -2 -3 1 1
-1 2 -3 .. 1-N 1L

pode ser transformada, por operagdes elementares sobre suas colunas, na matriz:

N N N N 1]
0 N N N 1
0 0 N N 1
0 0 O N 1/, cujo determinante é N x 0,
0 0 .. N 1
0 0 0 .. 0 1]

Logo, os autovetores vy, Vv, ..., Vy,, Vy de A, s@o linearmente independentes e sdo,
portanto, uma base do espago. Logo, A, € diagonalizavel sempre, pois o espago possue uma
autobase (eigenbasis). Dai, existe matriz diagonal D ao longo de cujo digonal principal
estdo os autovalores de A, e tal que:

A, V=VD

onde V € a matriz cujas colunas sdo os autovetores de A,. Como V é ndo singular, logo
inversivel, temos:

D=V'A,V.

A matriz V' pode ser facilmente explicitivel e se tem:
V'=Y={y,i,j=1,2,..,N}, onde
vi=1IN, i=12,..,N
Yiin =-I/N, i=1,2,..,N-1
i = /N, i=1,2, ..., N-1,

Os demais elementos y;; sdo iguais a zero.

Para N = 6, a matriz V"' teria o seguinte aspecto:

162



0
-1/6
1/6

-1/6

1/6

1/6

0

0
-1/6

1/6

0
-1/6
1/6

0

0

-1/6
1/6

0

0

1/6

1/6

1/6 1/6

1/6

EXEMPLOS:

1.

Autovalores:

A=8-2=6
8+4x2=16

1}

8§ 2 2 2 2
2 8 2 2 2
2 2 8 2 2
2 2 2 8 2
2 2 2 2 8

1l

A,

0 0 0 0 16

v
L
o o T W
_1
w
i uwn
nUﬂu...I..,........!,..
—11
w
Us] uy
nU”......nU......,
_1 —
)
u v
”:.:.00......
_1 —
i uy
b TR <o I T = SR S
_1 —
1l l
T >
- <
. 1
_11111 v
]
e, . Fi
S e o o o o
N T o o o ©
- o 4 a1 Jh o o v o
o B O O
) o oy
L A T T ©C o o o
L i
l 1]
> A

4
-1
-1
-1
-1

-2
-2
-2

-3
-3

-4

8§ 2 2 2 2
2 8 2 2 2
2 2 8 2 2
22 28 2
2 2 2 2 8

0
0
0

~1

0
0

=]
1

1

1

17510 0
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(6 -6 0 0 0}'4 3 2 1 1] [6 000 0
0 6 =6 0 0]]|-1 3 1 1] o6 00 0
o 0o 6 6 0||-1 2 2 1 1|=lo060 0
0 0 0 6 -6/|-1 =2 -3 1 1/]o0oo06 0
16 16 16 16 16] |-1 -2 -3 —4 1] [0 0 0 0 16]

2. N=4; Autovalores: A =0 de multiplicidade 3 e p = 8;

5 23 3 3 02 1 1 1/4 -1/4 0 0
3 52 B 12 1 1] ., |0 14 -1/4 0
Ky = ; V= , VT =
22 2 2 A B [ 1 o 0 0 1/4
2 22 2 1 2 -3 1 1/4 1/4 1/4 1/4
0000 1 -1 0 072 2 2 2][3 2 1 1
5|0 000l 1o -1 0]l2 2 22/~ 2 1 i
0000|400 1 -1]]2 22 2||-1 2 11
000 8 I 1 1z 2 22l =2 81
0000][3 2 1 17 0000
“1{0 00 o0f[-1 2 1 1] |00 0 0
“4/0 0 0 of|-1 =2 1 1] o0 0 0
8 88 8|/|-1 =2 31| |00 o0 8
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