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Prefacio

O objetivo destas notas é esclarecer alguns aspectos preliminares sobre a teoria classica basica das
EDP's lineares de primeira e segunda ordem em duas variaveis independentes, sendo elas resultado
de notas de aula da disciplina SMA0169 Equacdes Diferenciais Parciais, que ministrei nos anos de
2019 e 2020. Pretendemos, com elas, oferecer um material complementar de estudos aos alunos
do nosso instituto, visando uma abordagem mais qualitativa das EDP's em detrimento a postura
comumente adotada na exposicdo desse curso, pelas universidades brasileiras, que o direcionam a
apresentacdo de métodos de resolugdo de certas EDP’s (como um curso de Calculo), ndo dando a

atencdo merecida as construgdes tedricas que sustentam tais mecanismos.
Nossa exposicdo inicia-se no contexto...

Como pré-requisitos necessarios a leitura deste texto, gostariamos de destacar os seguintes:

(1) Linguagem da Albegra Linear: Espacos vetoriais, combinac&es lineares, norma, produto in-

terno, transformacdes lineares, etc.

(2) Vocabulario da topologia dos espagos métricos: Conjuntos abertos, fechados, compactos,

conexos, fronteira, fecho, interior, etc.

(3) Um entendimento razoavel sobre as principais propriedades das sequéncias e séries de funcdes,

mais especificamente, as propriedades associadas as convergéncias pontual e uniforme.

(4) Familiaridade com as propriedades das fungdes F' : U C R™ — R™: Limite, continuidade,

derivadas parciais, funcdes coordenadas, etc.

(5) O Teorema da Fungdo Inversa.



(6) Saber aplicar os Teoremas de Existéncia e Unicidade de solu¢des maximas para PVI's asso-
ciados a EDO's do tipo
{ i=f(tz), teR

x(ty) = xg € R™,

em que f:Q C R xR" — R™ é uma aplicagdo dada e (g, o) € Q.

v
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Capitulo 1
Notacoes e conceitos preliminares

Neste primeiro capitulo, estabeleceremos algumas notacdes e as primeiras definicdes, com o intuito
de fixarmos um vocabulario inicial que nos possibilite discutir, nos préximos capitulos, a teoria basica

das EDP’s lineares de primeira e segunda ordens em duas variaveis independentes.

1 Notacoes para derivadas

Seja 2 C R™ um conjunto aberto e u : 2 — R uma funcdo suficientemente diferenciavel. Pondo
r = (v1,%9, -+ ,x,) € R" para representar as variaveis em (2, indicaremos a j-ésima derivada
parcial de u, ou a derivada parcial de primeira ordem de u com relagdo a j-ésima variavel z;, por

qualquer um dos simbolos
ou
—, Opu, O;u, ou U,
K x; Yy 7% T
Oz,
ficando subentendido que tratam-se das funcdes derivadas parciais.

Em particular, 88—“ significa a derivada parcial de primeira ordem de u com relacdo a primeira
1

variavel, enquanto que Oyu significa a derivada parcial de u relativamente a segunda variavel.

Observacdo 1.1. A notacdo 0;u é “superior" as demais no sentido de que ela fica independente
da letra usada para representar as variaveis de (), ou seja, 0;u sempre significa a derivada parcial
de primeira ordem de u com relacdo a j-ésima variavel, independentemente de estarmos chamando
ela det;, z;, y;, etc. Embora seja muito mais comum a utilizacdo do simbolo gT“j, para indicar essa

derivada.

De modo anéalogo, as derivadas de maior ordem ser3o escritas como:

9%u

1.50. 0;05u, OU Uy 4,
0%



significando a derivada parcial de segunda ordem de u, primeiro, com relagdo a j-ésima variavel e,

segundo, com relacdo a i-ésima variavel. Explicitando a primeira e a terceira notacdes

0?u 0 ([ Ou

8_33]) € Ugjm; = (uxj)zz

2 . . 2
2u 406 invés de =24

No caso especial em que se tem i = j € comum escrever ot B0

Quando, em particular,  C R3 e pusermos (¢, z,y) € €, escreveremos

*u  0%u

EIETE a—yQ, Ugt, Ugg, €lC.

As de ordem trés, por exemplo, poderdo ser indicadas por

Pu Ou
0x20t’ 0xdy?’

Uty Uyge, € ASSIM Ssucessivamente.

Observacao 1.2. Por que devemos nos preocupar com a ordem em que as derivadas sdo tomadas?
Isso acontece porque, nem sempre, os ‘operadores” derivadas parciais comutam entre si. Para
que isso aconteca, é preciso restringir o espaco em que as funcdes sdo consideradas de modo que,
assim, o Teorema de Schwarz possa ser aplicado (veja [7], para o enunciado e demonstracio deste

resultado).

2 Definicao de EDP

A primeira coisa que devemos fazer é dizer o que € uma EDP, que s3o os objetos dos quais queremos
tirar conclusdes. Dizer o que uma EDP é, como a definicdo a seguir apresenta, pode ndo parecer
muito esclarecedora, embora todos concordem que elas sempre sdo reconhecidas em qualquer lugar

onde s3o vistas.

Definicdao 1.3 (EDP). Uma equacdo a derivadas parciais (termo antigo) ou uma equagao
diferencial parcial (EDP) é uma equacio evolvendo derivadas parciais de uma funcio (real ou

complexa) que depende, portanto, de duas ou mais varidveis reais (caso contrario, seria uma EDO).

A forma mais geral de uma EDP em n > 2 varidveis independentes x1, xs,- -+ , x, € incégnita u

(varidvel dependente) é

=0, (1.1)

( ou ou 0%*u 9%u 9%u 9%u 8mu>
F Ty, , Tp, U,

dry’ 0z, 0x? T Ov,xy’ Omx, 0x2’ T dxm



para algum naturalm e Ne F: U CR* x R x R* x R”* x --- x R"™ —» R uma funcio dada .

Observacdo 1.4 (Opcional). Muitas vezes, no estudo das EDP’s, é muito dtil introduzirmos as
chamadas “co-variaveis” £ = (&1, -+ ,&,) € R, cujo papel é o de ajudar na classificacdo de certos
tipos de equacdes, principalmente, quando a ferramenta empregada neste estudo é a Transformada
de Fourier (confira [4,15]).

Dada a equacio (1.1)), substitui-se cada derivada parcial 2~ por &;, as de ordem maior, como,
ba 81- J
J

por exemplo, a de ordem trés 89:?93:?3% é substituida pelo produto dos trés fatores &; - &; - &, e a fungdo

u pelo ndmero 1. Essas substituicées, transformam a EDP (1.1)) numa equacdo numérica, a saber,

a equacao

F (21, @0, 1, &0, &0y 6T oo & - 6 oy 61 G o o &1 60, E0) = 0. (1.2)

Observacdo 1.5. Quando, na equagdo acima, a variavel independente © = (x1,- -+ ,x,) varia em
um aberto 2 C R"™, é comum dizer que a EDP é uma EDP em 2, ou que ) é o dominio da EDP.

Observacao 1.6. Na forma geral apresentada acima, a fungdo u é a incégnita, ou seja, o objeto

que pretenderemos determinar em “algum lugar” .

La, a funcdo I é a responsavel por dar a “forma”, da equacdo, ou seja, é ela quem “opera” com
as variaveis x1, o, -+ ,T,, com a funcdo u e suas derivadas parciais, dando origem ao formato da
EDP.

Note ainda que U é um conjunto aberto no produto cartesiano R" x R x R" x R™ x - - - x R"",
deixando claro que, no primeiro fator R™ variam as n variaveis independentes, no segundo fator R,
varia a funcdo u, no terceiro fator R"™ variam as n derivadas parciais de primeira ordem de n, o
terceiro fator R" é ocupado pelas n? derivadas de segunda ordem de u (cada uma das n derivadas
de primeira ordem possui n derivadas de primeira ordem, produzindo as n? derivadas de segunda
ordem) e assim sucessivamente, até que no dltimo fator R™", variam as n™ derivadas de ordem m

de wu.

Exemplos 1.7. (1) 2+ g—Z +au =1y, é uma EDP em R

1(1.1) deve ser entendido como

ou ou 9%u 9%u 0%y 9%u "My
F <x’u($)’8ml(x)’ 7@(@7@(%% " Ozt x), - 7m(x)a a@(l)a"' 7(%2@(%))

para todo x = (21, -+ ,x,) € , em algum aberto Q C R™.



(2) 8:0121 4 u23u logy, é uma EDP em R X (07 OO)

(3) -2 =y, é uma EDP em {(t,z,y) € R3 : y # 22}.

y—x2 Ot

(4) e"=t"v =0, é uma EDP em R?.

(5) G = 5% é uma EDP em R®,

(6) % = 24+ 23

81‘2

2 z
+ 24, 6 uma EDP em R™.
3

(7) >3- 181 % =0, é uma EDP em R™.

Observacao 1.8. O nosso objetivo principal neste curso é discutir condicées que assegurem a

existéncia de alguma “solucdo” para certos tipos de EDP.

Dito isso, observemos que, ao definir uma EDP de modo t3o genérico, como feito na Definicdo
[1.3, podem surgir EDP’s cuja propria definicio é contraditaria, como ocorreu no quarto item do

exemplo anterior, uma vez que a exponencial de qualquer namero jamais sera igual a 0.

3 Ordem

Assim como acontece com as EDQ's, as EDP's podem também classificar-se segundo as ordens de

derivacdo que ela apresenta.

Defini¢do 1.9 (Ordem). A ordem de uma EDP é definida como sendo a ordem da derivada parcial

de maior ordem da incéginta u que figura nesta equagio (portanto, a ordem é sempre m > 1).

Tendo em mente a forma geral de uma EDP, dizer que ela é de ordem m, significa dizer que F,

como fun¢do de alguma derivada de ordem m de u é n3o constante.

E como definir o grau de um polinémio, nele procuramos a maior poténcia de = que aparece la
e aquilo é o grau, aqui a classificacdo consiste em procurar a derivada parcial de maior ordem que
ocorre na EDP e essa ordem é a ordem da EDP. A ordem é também mais simples de ser explicada

por meio de exemplos.

Exemplos 1.10. (1) % ay = zy?, é uma EDP de ordem 1, ou de primeira ordem.



(2) uy + upuzu, = u®, é uma EDP de segunda ordem, ou de ordem 2.

. 3 L . . .
(3) x =sin (g—;‘ — %), é uma EDP de terceira ordem, ou de ordem 3, e assim por diante.

4 Linearidade

Definicdo 1.11 (Linearidade). Diremos que uma EDP é linear, quando ela é do primeiro grau na

incégnita u e em todas as suas derivadas parciais, caso contrario ela se diz ndo-linear.

Observacao 1.12. Em outras palavras, dizer que uma EDP é linear, significa dizer que a expressio
que a define pode ser escrita como uma igualdade, em que um dos lados consiste em uma combinaco
linear de u e de todas as suas derivadas parciais, na qual os coeficientes sdo funcées dependendo
apenas da variavel independe x (e ndo da variavel dependente ), e o outro consiste em uma fungdo

que depende apenas de x (e ndo da variavel dependente u) E]

Observacdo 1.13 (Opcional). Classificar uma EDP quanto a sua linearidade fica bastante simples
se utilizamos as co-varidvies £ = (&1, ,&,) na equagdo (1.1). Com efeito, (1.1)) é linear quando

(1.2) é uma equagdo polindmial nas variaveis &, - - - , &, com coeficientes consistindo de funcées
apenas das variaveis x1,- - , x,.

Observacao 1.14. Em complemento a observacdo anterior, podemos deduzir a forma geral de

uma EDP linear de segunda ordem em n varidveis independentes © = (x4, - , x,) € Q, como tendo
a forma
n n
0%u ou
a;;(r)=——— + bj(z) =— +c(x)u = x 1.3
D ay(@) g+ D i) gt ela) [(2), (13)
i’jil =1 , fungcdo dependendo apenas de x

Vv
combinag3o linear de u e de suas derivadas parciais até a 2* ordem

em que os coeficientes a;;,bj,c, [ : {0 — R sdo funcbes dadas na varidvel independente x € () e

ao menos um dos a;; é ndo identicamente nulo.

2A maneira de se escrever a EDP neste formato néo tem porque ser tnica.



Observacdo 1.15 (Opcional). Observe que, substituindo as derivadas pelas co-varidveis na EDP

da observagcdo anterior, obtemos a equacdo polinémial

Zau &fﬁzb )6 + c(x) = f(x).

i,j=1

As EDP'’s lineares classificam-se em dois tipos, as homogéneas e as ndo-homogénas, assim como
as EDQO's. Esta definicdo pode ser dada para EDP’s lineares de qualquer ordem, mas como, neste
curso, estudaremos apenas as de primeira e segunda ordem, limitaremos nossa definicdo a estes
casos, acreditando, entretanto, que o leitor n3o terad dificuldade alguma em estender esta definicdo

para ordens superiores.

Definicdo 1.16 (Homogeneidade). A EDP linear (1.3)) é dita homogénea, quando a fungdo f for
identicamente nula, de outro modo ela é dita nao-homogénea.

Definicao 1.17 (Laplaciano). Quando u : Q C R®™ — R é uma funcdo que possui derivadas
parciais de segunda ordem, definimos o seu Laplaciano [f| por
0%u

Ay = —, (1.4)
— ox?

: _ n 9%u
ou seja, para cada x € (2, tem-se Au(x) = 3 ., d—xi(x)
Mais geralmente, quando Q) C R¥*", com suas varidvies escrevendo-se como (ty, -+ ,tp, 21, - ,Tp),
eu : 2 — R possui derivadas parciais de segunda ordem relativamente as variaveis x;'s, definimos
o seu Laplaciano na variavel x pondo
n
0%

—(t,x). (1.5)

= 2
= O}

Agu(t, x)

Munidos destas notacdes, podemos apresentar os principais modelos de EDP’s de segunda ordem

existentes na teoria.
Exemplos 1.18. (1) Equagdo de Poisson: Au = f <= Au(z) = f(z), z € Q C R™.

(2) Equacgao de Laplace: Au =0 <= Au(z) = f(x), z € Q C R™

3Podemos encontrar em [4, 5], inimeoras informagoes valiosas sobre este operador que o elevam a um lugar
de destaque no estudos das equagoes diferenciais.



Observacao 1.19. Quando uma funcdo u : Q0 — R satisfaz a equacio de Laplace em (,

ou seja, satistaz Au(x) = 0, para todo x € (), dizemos que u é uma funcdo harmoénica em
Q.

ou

(3) Equacdo do Calor: 5 = o®Au, em que u = u(t,x), t >0, 1 € QCR" ea > 0 é uma

constante fixa.
(4) Equacdo da Onda: ‘?;T;‘ = c?Au, em queu = u(t,z), t >0, x € QCR" ec>0éuma
constante fixa.
Todas as equacdes apresentadas acima s3o lineares de segunda ordem. As trés altimas sdo

homogéneas e a primeira & ndo-homogénea, quando f(x) # 0 para algum = € Q. Observemos

ainda que os dominios da equacdo do calor e da onda é o aberto de R, (0, 00) x €.

Definicdo 1.20 (Parte Principal). A parte principal de uma EDP arbitraria (1.1 é a parte desta
EDP que agrupa todas as derivadas parciais de maior ordem da variavel dependente u. Indicaremos,
muitas vezes, essa parte principal por Lu E]

Exemplo 1.21. A parte principal da EDP linear de segunda ordem (1.3 é o termo
= 0%u
Lu=Y" ay(z) e,
“ i]z,_:laj(x) 8%890]

que contém todas as derivadas de segunda ordem de u, desde que algum a;; seja ndo identicamente

nulo.

Definicdo 1.22 (EDP semi-linear). Quando a parte principal de uma EDP n&o-linear é linear em

u, dizemos que ela é uma EDP semi-linear.
Exemplo 1.23. (1) u; — u* = 0, é uma EDP n3o-linear. Sua parte principal é Lu = u;, que é

portanto linear em u. Logo u; — u? = 0 é uma EDP semi-linear.

9%u
Oyox’

(2) ;;;‘m +sinaz 2 — zy?u = e* é uma EDP n3o-linear. Sua parte principal é Lu =

0y
. 2 . L .
ortanto linear em u. Logo 2% + sinx2% — xy%u = e é uma EDP semi-linear.
Oyox y Yy

que é

“E importante ter em mente que a parte principal é uma “parte” da EDP, ou seja, ela faz parte da formulacao
da equagao e deve ser entendida como uma funcao da variavel dependente wu.

Quando a EDP ¢é de ordem m, muitas vezes, sua parte principal define um “operador” L : C™(§2) — C(Q)
(Confira a Definigao abaixo), se este operador é linear e a EDP é nao-linear, recaimos na Definigdo de
EDP semi-linear.



5 Solucao Classica

Neste curso, pretendemos “resolver” certas EDP's particulares, o que significa procurar algum tipo
de “solucdo” para elas. A partir de tudo o que dissemos acima, parece razoavel esperar que as

“solucdes” das nossas equacdes serdo funcdes de algum tipo.

Por outro lado, destacamos que as aspas empregadas nas trés palavras acima, devem-se ao fato
de que o conceito de solucdo para uma EDP é um conceito muito amplo que envolve, muitas vezes,
a necessidade de se estender o préprio conceito de fungdo (o que n&o sera discutido aqui, confira

[6] para maiores detalhes).

Isso posto, a fim de estabelecer um ponto de partida para o estudo da “resolubilidade” das
EDP’s que discutiremos (confira a Defini¢do abaixo), precisamos esclarecer que tipo de fun¢do

aceitaremos como solu¢es das mesmas.

Definicdo 1.24. Fixado n € N, seja €2 um subconjunto aberto de R™ e m um ndmero natural,

definimos os espacos de fungées:

(i) C(Q) =C°Q) :={u:Q— R:u é uma funcdo continua em 2}.
(i) C™(Q) := {u € C(Q) : u possui todas as derivadas parciais até a ordem m continuas em €2} .

(i) C=(Q) == Vo, C™(€).
Note que, naturalmente, valem as inclusées

C®(Q) C---C™(Q) C ---C2(Q) € CH(Q) C C(Q).

Quando u € C*(Q), dizemos que u é uma func3o de classe C*, para k =0,1,2, - , 0.

Definicdo 1.25 (Solugdo Classica). Uma solugdo classica (ou apenas solucdo) para uma EDP
de ordem m em Q é uma fungcdo uw € C™(S2) que verifica a EDP em todos os pontos de ).
Noutras palavras, quando, para cada x € S, ao inserir x e u(x), juntamente com todas as suas
derivadas parciais até a ordem m avaliadas em x, na equacdo ((1.1)), a mesma torna-se uma expressao

verdadeira.



Exemplos 1.26. (1) g—Z = 0 é uma EDP de primeira ordem em R?. Todas as funcdes u : R*? —

R do tipo u(z,y) = g(z), para alguma g € C*(R), sdo solucbes classicas para ela.

Note que a fungdo v(x,y) = |z|, embora verifique g—;(a:, y) = 0 para todo (x,y) € R?, ndo é

uma solucdo classica da EDP, porque ela ndo é uma funcdo C'(R?).

(2) 8¢ — 2z = 0 é uma EDP de primeira ordem em R*. A fungdo u : R> — R dada por
u(x,y) = x* é uma solucdo clissica para ela R

Mais geralmente, para qualquer h € C*(R), a funcdo v(x,y) = 2>+ h(y), (x,y) € R?, é uma

solugdo classica para g—z —2x = 0.

Por outro lado, se f € C°(R)\C'(R), entdo a fungdo w(x,y) = x®+ f(y), mesmo verificando

a EDP % —2x =0, ndo é uma solucdo classica para ela.

Definicdo 1.27 (Resolubilidade). Estudar a resolubilidade de uma EDP, significa estudar o pro-

blema de encontrar soluces para ela.

Exemplo 1.28 (Importantissimo). Dada f € C'(R?), estudemos a resolubilidade da EDP linear

de primeira ordem ndo-homogénea
ou

5

Com efeito, lembremos que, se u : R*> — R é uma funcdo C*, entdo, para cada (a,b) € R?,

I (1.6)

calcular o valor da derivada parcial g—Z(a, b) significa calcular o valor da derivada ordinaria

ou seja, calcular a derivada ordinaria da fungdo de uma tnica variavel real u(a,-) : R — R que se
obtém fixando a e permitindo o y variar em R, isto é, da funcdo dada por

u(a’7 )(y) = U(CL, y)7 yeR.

Desse modo, u € C*(R?) verifica (1.6) se, e somente se, para cada a € R fixo definindo também a
funcdo de uma dnica variavel f(a,-) : R — R, R > y — f(a,y) € R, vale a igualdade

du(av )
dy

(Z/) = f<a7y)> y € R.



10

De acordo com o Teorema Fundamental do Célculo, a igualdade acima é verdadeira se, e somente

/0 ’ %(t)dt - /0 " a0yt

o que, novamente pelo Teorema Fundamental do Calculo, equivale a

se, para cada a € R tem-se

u(a,y) = u(a,0) + /Oy fla,t)dt, a€R.

Resumindo, u € C*(R?) é solucdo de g—z = f se, e somente se, para todo (z,y) € R?

u(z,y) = u(x,0) + /Oyf(x,t)dt.

O exemplo anterior, na verdade, demonstrou o primeiro teorema do nosso curso:

Teorema 1.29. Se f € C'(R?), entdo toda solucio classica da EDP

g—Z:f, em R?

é da forma Y
uley) =gla) + [ St (o) € R
0

para alguma funcdo C* da reta, g : R — R.

Exercicio 1.30. Dada f € C*(R?), demonstre que, v € C*(R?) é solucdo de

v 9
%—f, em R

se, e somente se, v é da forma
o) = hy) + [ Fs0)ds, (o) € R
0

para alguma funcdo h € C'(R).
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6 Condicoes Iniciais e de Contorno

Recordemos que, no caso das EDO's, uma vez obtida sua “solucdo geral”, impondo o valor dessa
solucdo e de suas derivadas até certa ordem em um ponto especifico, geralmente, obtemos unicidade

de solucdo.

Para as EDP'’s, por outro lado, a simples especificacdo do valor da solucdo em um Gnico ponto
ndo é suficiente para obter-se a unicidade. Isso acontece, porque agora, o espaco das variaveis
independentes é multi-dimensional e as condicdes iniciais, usualmente dadas nos extremos de um
intervalo, precisardo ser substituidas pelo valor da solugdo no bordo 952 da regido sobre a qual a EDP
esta sendo considerada, ou em uma superficie M C 2 de co-dimensdo 1, ou seja, uma hiperficie

(quase sempre essa superficie &, ou o grafico de alguma fung¢do, ou uma reunido de graficos).

De modo resumido, os problemas de contorno, ou de valor inicial, consistem em um problema

duplo:

A resolubilidade de alguma EDP em um certo dominio €2, acoplada a uma exigéncia adicional
sobre quais valores a solucdo dessa EDP deve satisfazer em um determinado conjunto M associado

ao dominio 2.

Definicdo 1.31 (Condi¢do de Contorno). Um problema de valor de contorno, ou problema
de contorno, consiste no problema da resolubilidade de uma EDP em um aberto 2 C R", no
qual se exige que as solugbes dessa EDP, e suas derivadas, satisfacam certos valores previamente

especificados no bordo 0fX). Esses valores dizem-se as condi¢Ges de fronteira.

Observacao 1.32. Observemos que, fica implicito na definicdo acima, o fato de que uma u resolve
todo o problema de contorno, se esta, pelo menos, definida no fecho Q) = QU 02, ja que precisara

satisfazer a EDP no aberto €) e sua restricdo a 0S) satisfazer as condicées de contorno.

Exemplo 1.33. Suponhamos que 2 C R™ seja um aberto cuja fronteira admita vetor normal
unitario apontando para fora de 2 em cada ponto, 7i(x), © € 0N2. Nesse caso, podemos destacar

as condicbes de contorno da forma:
ou
au(z) + B% = p(z), x € 09, (1.7)

em que a, 3 € R s3o reais dados e ¢ : 90 — R é uma funcdo dadal)

5Lembre-se que, para cada = € 05, a derivada normal g—g(m) ¢é definida como sendo a derivada direcional

lateral: 5 ( 3(2)h) ()
U . u(x +n(x —u(x
871(33) T h1—1>I(I)1— h :
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(i) Quando f =0 e a # 0, a condicdo au(x) = ¢(x), © € OS2, é chamada uma Condi¢ao
de Dirichlet. Se, além disso, ¢ = 0, essa condicdo diz-se uma Condicao de Dirichlet
homogénea.

(if) Quando o« = 0 e B # 0, a condicdo ﬁg—z = p(z), = € 09, é chamada uma Condi¢cao
de Neumann. Se, além disso, p = 0, essa condicdo diz-se uma Condicdo de Neuman

homogénea.

Definicdo 1.34 (Problema de Cauchy - PVI). Um problema de Cauchy, ou Problema de Valor
Inicial (PVI), consiste no problema da resolubilidade de uma EDP em um aberto @ C R", no
qual se exige que as solucées dessa EDP, e suas derivadas, satisfacam certos valores previamente

especificados em uma hiperficie M C (). Esses valores dizem-se as condicdes iniciais.

Em particular, quando Q C R?, as condicées iniciais serdo dadas sobre a imagem de uma curva
~v: I — (), cuja imagem esta contida em ).
Exemplos 1.35. (1) Se ¢ : R — R é uma fungdo continua, entdo o problema

u, =0, em R?
u(z,0) =p(z), z€R

é um problema de Cauchy para a equacio u, = 0.

(2) Sejam p,v) : R — R duas fun¢ées, com 1) continua e p € C'(R), entdo o problema

yu, + z?u, =0, em R?
u(p(y),y) =v(y), y €R

é um problema de Cauchy para a equagdo yu, + z*u, = 0.

(3) Sejam D := {(z,y) € R* : 2? + y*> < 1} o disco unitario do plano e p : OD — R uma

func3o continua, entdo o problema

Au=0, em D
u=p, emdD

é um problema de Dirichlet para a equacio de Laplace.
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(4) Nas mesmas condicdes do item anterior, o problema

{Au:f, em D

%:gp, em 0D

é um problema de Neumann para a equacdo de Poisson.

7 Exercicios

(1) Classifique segundo ordem e linearidade (para as lineares, diga se é homogénea ou n&o, e para

as ndo-lineares, diga se podem, ao menos, ser semi-lineares) cada uma das EDP's nas variaveis
(z,t) € R? a seguir:

(i) up — 3ug = t?u

(i) ue + Uge = log(u)
(i) ug — cos(ug,) = 2%u

. . 2 .
(iv) (Equagdo de Burger) 2 + w2 = 2% em que v & uma constante.

(iv) (Equagdo KdV) uy = g + uu,
(v) (Equagdo de Sine-Gordon) s — g, + sin(u) = 0
(vi) (Equagdo de Shrddinger, “primeiro postulado da Mecanica Quantica”)

ou . u
5 =05 + V(t, z)u,

em que o > 0 é uma constante, ¢ é a unidade imaginaria e V' € uma fung¢io dada.

(2) Especifique o tipo de condi¢do adicional (inicial e/ou fronteira) acoplada a cada uma das

EDP's a seguir:
() 2
% = xy, em R?
u(lyl'?,y) = f(y), y € R.
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Au=h(z,y) emD
g—:; = em JD.

(i)
%:%, ser? +y* <1
u(sinf,cos ) = €%, 0 € [—7, 7).

(iv)
e = Bitgy, para (2,1) € (0,7) x (0, 00),
u(0,t) = u(m,t) =0,t >0

u(z,0) = f(z),z € (0,).

Uy = 4uy,, para (x,t) € (0,7) x (0,00),
u(0,t) = u(m,t) =0, t >0

u(z,0) = f(z),z € (0,7),

u(z,0) = g(z),z € (0,7).

(3) Considere o problema:

9y
u(0,y) = f(y),y € R.

Determine f : R — R, de classe C!, para que este problema:

{@:O, em R?

(i) N3o tenha solug3o.
(ii) Tenha solu¢do.

(iii) E possivel determinar f a fim de que ele tenha solucdo Gnica?

(4) Sejam p, f € C1(R) fungdes dadas e considere o problema:

ou __ 2
{ o = h(z,y), em R (18)

u(p(y),y) = f(y),y € R.

(i) Determine condi¢des sobre p a fim de que seja possivel encontrar uma mudanga de

coordenadas ¢ : R? — R?, £ = £(z,w), de modo a simplificar a estrutura da condicdo
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inicial para que ela seja do tipo “U(0,w) = f(w)” e a forma da EDP seja “& =

0z
H(z,w)".
Mais especificamente, u € C'(R?) é solucdo de (1.8)) se, e somente se, U := uof resolve

9% = H(z,w) e U(0,w) = f(w), para alguma H = H(z,w).

(ii) Verifique que, no caso em que p : R — R & uma fungdo constante, entdo é possivel
encontrar uma mudan¢a de coordenadas ¥ = W(z,w) de modo que, u € C*(R?) &

solucdo de ([L.8) se, e somente se, U := wo W resolve 3% = H(z,w) e U(0,w) = f(w),

para alguma H = H(z,w).

(5) Verifique que todas as fun¢des da forma:

u(z,t) = flo+ct) + gl —ct), (x,t) € R?

9 . o, ~ ~ ~ 2u _ 20%u
em que f, g € C*(R) sdo arbitrarias, sdo solucdes da equagdo da onda Tz = c*73.

(6) Considere a EDP em R? dada por g:—gﬂ = 0. Pedimos:

(i) Fixado ¢ > 0, defina ® : R? — R? por ®(z,t) := (x + ct,x — ct). Verifique que ® &
um difeomorfismo C'*°.

(i) Verifique que, U € C?*(R?) é solugdo de aaj_a({u = 0 se, e somente se, u = U o ® & solugcio
da equacdo da onda.

~ ~ 2 2 ~
(iii) Conclua que todas as solugdes da equagdo da onda % = 62%, em R?, s3o da forma:

u(z,t) = f(x +ct)+ glx —ct), (x,t) € R?

em que f,g € C*(R) sdo arbitrarias.

(7) Verifique que a fungdo u : R?\ {0} — R, dada por u(x,y) =: 5= log(z* +y*) &€ uma funcdo
harménica em R? \ {0}, ou seja, que ela cumpre Au(x,y) = 0, para todo (z,y) # 0.

(8) Sejam u,v € C?*(D) fungdes tais que para todo (z,y) € D valem as igualdades

{ 8t (z,y) = 9 (x,y)
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Demonstre que u e v sio harmdnicas em D]

Obs: O sistema de equagdes acima constitue as entdo chamadas equacées de Cauchy-

Riemann.

(9) Seja u € C?(R?) uma fungdo harménica e defina v : R? — R por

vz, y) = /Oyux(:v,t)dt—/:uy(s,())ds, (z,y) € R

Verifique que v € também uma fungdo harménica em R? e que o par de fun¢des (u, v) satisfaz
as equacdes de Cauchy-Riemann.

Obs: Quando isso acontece dizemos que u e v sdo conjugadas harménicas (uma da outra) e

é demonstrado, na Analise Complexa, que a funcdo f : C — C dada por

f(z) = f(z +iy) == u(z,y) +iv(z,y)

é uma funcio holomorfa.
(10) Exercicio opcional: Seja P : [0,1) x [-7, 7] — C o “Nucleo de Poisson” dado por

P.(0) = P(r,0) := Z rinlein?
Pedimos:

(0) Verifique que, para cada r € [0,1), vale que P.(—7n) = P.(m).

(i) Mostre que a série que define P(r,6) converge uniformemente a P em cada compacto
K C[0,1) x [—m,].

(ii) Prove que 5= [7 P(r,0)d0 = 1, qualquer que seja r € [0,1).
(iii) Fixado (r,6) € [0,1) x [—m, 7], calcule a soma da série que define P(r,f) e conclua que

1—1r2

P(r,0) = .
(r.0) 1472 —2rcosé

(iv) Verifique que P(r,6) > 0 para todo (r,6) € [0,1) x [—m,7].

®Lembre-se que D = {(z,y) € R? : 22 4+ y* < 1} ¢ o disco unitério do plano.
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(v) Usando o item (7i7) demonstre que, para cada § > 0 fixo, tem-se que|z]

lim sup P(r,0) =0.

r=ls<igl<n
(vi) Verifique que
lim P(r,0) = oo.
r—1

Obs: Unindo as propriedades (v) e (vi), use-as para fazer uma representa¢do geométrica

do comportamento da familia de fungdes (P, ),c01) em C([—7,7]).

(vii) Seja ¢ € C([—m,7]), com p(—7) = p(7), e defina a fungdo

u(z,y) = u(re”) = (P, x ¢)(6) : ! /” o(t)P(r,0 — t)dt.

:% B

Prove que, fixado 6 € [—m, 7|, vale a convergéncia

lim u(re’) = ¢().
r—1
(viii) Demonstre que u = P, % ¢, acima definida, é harménica em D.

Obs: Note que os dois altimos itens dizem que, num certo sentido, a funcio u, acima

definida, resolve o problema de fronteira de Dirichlet no disco

Au=0 em D,
u = em JD.

"Quando uma familia de fungoes (Pr),¢fo,1) em C°°([—m,7]) cumpre as quatro condigoes (0), (ii), (iv) e (v)
ela é chamada uma aproximacdo da identidade no toro T = S*.



Capitulo 2

Problemas de Cauchy para EDP’s

lineares de 1% ordem

Neste capitulo estudaremos resultados bastante gerais relacionados a resolubilidade de problemas
de Cauchy para EDP’s lineares de 1* ordem cujos coeficientes precisam de pouca regularidade.
Resultados estes, gerais no sentido de que ndo podem ser reproduzidos para as EDP's lineares de

ordem maior.

1 Introducao

Comecemos analisando a resolubilidade de alguns PVI's bem simples:

Dada ¢ : R — R uma funcio C!, consideremos:

u, =0, em R?
u(z,0) = p(x), z € R.

Conforme o Teorema nos ensina, as solu¢des de u, = 0 sdo da forma u(z,y) = g(z), para
g € C'(R).

Assim, se queremos que u resolva todo o problema proposto, devemos entdo impor que
9(x) = u(z,0) = (z), z €R

dizendo que u € C'(R?) resolve o PVI se, e somente se, u(x,y) = ¢(x), para todo = € R, provando

também a unicidade de soluc3o.

18
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Consideremos, por outro lado, uma pequena variacdo na condico inicial do problema acima

u, =0, em R?
U(O,y) = dj(y)a y €R,

em que 1) : R — R & uma funcio C'.
Analogamente, do Teorema|[1.29, segue que as solugGes de u,, = 0 sdo da forma u(x,y) = g(z),
para g € C'(R).

Assim, impondo a condicdo inicial em u resulta que

9(0) = u(0,y) =9¥(y), y € R

nos mostrando que u € C'(R?) resolve o PVI se, e somente se, ¥(y) = g(0), para todo y € R,
o que, em outras palavras, diz que o PVI possui solucdo se, e somente se, a condicdo inicial ¥
for uma funcdo constante ¢ = c. Neste a caso, para toda g € C*(R), com ¢g(0) = ¢, a fungdo
u(z,y) = g(z), € uma solucdo do PVI, dizendo assim que, para este problema, ndo ha unicidade de

solucdo.

Observe que este problema traz duas situacées completamente distintas do que aconteceu com

0 primeiro:

(1*) Se ¢ ndo for constante, ele ndo possui solugdo.

(2%) Se 1) for constante, ele possui infinitas solugcdes, uma vez que, fixado ¢ € R, existem infinitas
funcdes g € C'(R) com g(0) = c.

Este fendmeno ocorre, porque a curva y — (0,y), sobre a qual se impde a condi¢do inicial, é
“caracteristica” para a equagdo u, = 0 (enquanto que z — (z,0) é “ndo-caracteristica” para

u, = 0), como explicaremos na Secso [3|

Observe ainda que, as duas exigéncias sobre as solucdes sdo impostas sobre a variavel y: A

derivada é na direcdo y e a condicdo inicial é dada no eixo y.

Finalmente, sejam p, o € C}(R) e f € C*(R?), e consideremos o problema

(2.1)

{ g—lyL = f, em R?
u(z,p(x)) = p(z), z € R.

A seguir, queremos mostrar que é possivel substituir a condi¢do inicial “u(z,p(z)) = p(z), z € R”
pela condi¢do mais simples “u(z,0) = ¢(z), z € R.” Mais especificamente, mostraremos como é



20

possivel mudar as coordenadas (z,y) para outras (z,w), sem mudar a estrutura da EDP, de modo
a simplificar a condi¢3o inicial.

Para isso, consideremos ® : R? — R?, a aplicacdo dada por ®(z,y) = (z,y — p(x)).

Note que ® & uma bijecdo C*, pois p € C*(R), cuja inversa é ¢ : R? — R? dada por

&(z,w) = (z,w+ p(2)) e que, além disso, para todo = € R vale

O(z, p(x)) = (2,0),

em outras palavras, ® transforma o grafico de p, nas variaveis (z,y), no eixo z, nas variaveis (z,w).
Analogamente, £(z,0) = (2,p(z)), z € R.

Por outro lado, ¢ & também diferenciavel e a matriz de sua derivada [] ¢, em cada ponto
(z,w) € R?, dada por

/ %(z,w) %(z,w) 1 0
Slaw) =1 o 06 =\ )
E(’Z’w) %(277“0) b (Z) 1
de onde concluimos que ® é um difeomorfismo C*.

Nessas condi¢des, suponhamos que u seja uma solugdo de (2.1)) e calculemos, pela Regra da
Cadeia, a derivada de 10 ¢ : R?> — R na direcdo w

d(uof) _ Ou 0&, ou 08 _ Ou B
5 (2w) = 5o (E(zw)) 50 (2 w) + a—y(&(%w))a—w(zaw = a—y(ﬁ(%w)) = f(§(z,w)).

Isso demostra que, pondo F := f o, resulta que U := u o £ resolve o novo PVI

ow

U — F em R?
(2.2)

U(z,0) = ¢(z), z € R,
que mantém a mesma estrutura da EDP inicial (derivada em uma diregdo igual a um termo néo-

homogéneo), porém com uma condi¢o inicial simplificada.
Reciprocamente, se U € C'(R?) resolve o PVI (2.2)), ent3o & facil ver que u := U o ® resolve o

PVI @1).

A conclusdo é, portanto, a demosntracio da

Proposicdo 2.1. u € C'(R?) é solucdo do PVI (2.1)) se, e somente se, u = U o ®, em que
U € C*(R?) é solucdo do PVI (2.2)).

1Ou seja, a sua matriz jacobiana.
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2 Teorema de Frobenius

Queremos, neste capitulo, oferecer um resultado bastante geral para o tratamento de EDP’s lineares

de primeira ordem do tipo
a(z,y)uz + b(z,y)u, = h(z,y), (2.3)

em que a,b € C*() em algum aberto  C R? que contém a origem. Conhecido como o Método
das Caracteristicas, ele transfere o problema de resolver um PVI para a EDP ([2.3)) para o problema

de se resolver uma familia de PVI's para certas EDO's.

O método se sustenta em um resultado auxiliar, que aqui chamaremos “Teorema de Frobenius”
(confira [8] para uma formulagdo mais completa), segundo o qual & possivel encontrar um sistema
de coordenadas numa vizinhanca da origem E] que reduz, localmente, a estrutura da EDP a
uma do tipo U, (z,w) = F(z,w), cuja resolubilidade esta dada no Teorema [1.29

Comecemos com a

Proposicdo 2.2 (Teorema de Frobenius). Sejam Q2 C R? um aberto que contém a origem, a,b €
C*(Q), com a(0,0) # 0, e consideremos (Lu)(z,y) = a(z,y)u, + b(x,y)u,, a parte principal da
EDP (2.3).

Nessas condicdes, existem abertos de R?, A = A(,,,) € B = By, C Q ﬂ contendo (0,0), e
um difeomorfismo £ : A — B, de classe C, tal que para toda u € C'(B) e todo (z,w) € A, vale

a igualdade

K0 (2, w) = (L) (€2, w)). (24)

A demonstracdo desta proposicdo sera dividida em cinco passos, que enunciaremos como lemas:

Lema 2.3 (1° Passo). Se uma aplicacdo £ : A — B, de classe C! entre abertos A, B C R?, é tal
que suas fungbes coordenadas &1,& : A — R satisfazem, em todos os pontos p = (z,w) € A, o
sistema de EDP'’s

{ (2, w) = alg(zw)), 25
entio ela satisfaz ([2.4)).

Demonstracdo. Com efeito, seja £ : A — B uma aplicacdo C* entre abertos A, B de R? satisfa-
zendo o sistema (2.5). Dados u € C'(B) e (z,w) € A, pela Regra da Cadeia, vemos que o lado

20u seja, um difeomorfismo C*, € : Az w) — Ba,y), entre abertos de R? contendo (0,0).
30s sub-indices indicam as variaveis a que se referem cada um desses abertos.
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esquerdo de (12.4)) fica
O(u o 0 0 0 0]
028 ) = S (e w) St w) + G (e w) G2 ) -

a(€(z,w))a—u(§<z,w)) - b(g(z,w))@

i S ()

0 que &, precisamente, o valor (Lu) (5(2, w)) demonstrando que ¢ satisfaz (2.4)), como queriamos.
O
Lema 2.4 (2° Passo). Definindo o campo de vetores F' : Q —s R? por F(z,y) = (a(z,y), b(z,y)),

(x,y) € Q, o sistema (2.5)) escreve-se como

%3

5. (zw) = F(E(zw), (s,w) € A (2:6)

Demonstracdo. Com efeito, a derivada parcial de uma aplicagdo dada em coordenadas é obtida

derivando-se coordenada a coordenada:
43 _ (% 0%
e = (e, S
Assim, dizer que (&1, ;) satisfaz é o mesmo que dizer que
o€ o€
(G0 G2 ) = (aleCew). blelzw)) = F(gCevw)

e a simples igualdade entre pares ordenados diz que, (£, &,) satisfaz (2.5]) se, e somente se, (&1, &)
satisfaz ([2.6)), demonstrando o lema. O

Lema 2.5 (3° Passo). Uma aplicacdo £ : A — B, continua entre abertos A, B C R? e possuindo
derivada parcial em z, satisfaz ([2.6)) se, e somente se, ela satisfaz a equagdo integral

Elzw) = €0.w) + [ P60, (zw) € A (2.7)

0
Demonstracdo. Realmente, porque o Teorema Fundamental do Calculo diz que, ¢ : A — B
continua e possuindo derivada parcial em z satisfaz %(z,w) = F(&(z,w)) se, e somente se, suas

coordenadas (£, &,) satisfazem

{ &z w) = &(0,w) + [ a(E0,w))dd, (z,w) € Ae
&z, w) = &(0,w) + [ b(£(0,w))do, (z,w) € A,
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que é o significado de (2.7)), levando em consideracdo a definicdo de F' e o modo como se define a

integral de uma aplicacdo dada em coordenadas. m

Observacdo 2.6. Suponhamos que exista uma aplicacio C*, ¢ : A" — B', com £(0,0) = (0,0),

satisfazendo

&(z,w) = £(0,w) + /:F({(@,w))dﬁ, (z,w) € A

E facil ver que entdo a matriz de sua derivada no ponto (0,0) seria

, a(0,0)  %L(0,0)
3 (O’ O) - 082
b(()? 0) %(Oa 0)7
Por outro lado, sabemos do Teorema da Funcdo Inversa (Veja [7]), que se tivéssemos det (£'(0,0)) #

- . .. ’ . . B . .
0, entdo existiria uma vizinhanga menor A C A’ da origem, restrita a qual & sera um difeomorfismo.

Como o determinante de £'(0,0) é

det (£'(0,0)) = a(0, 0)%(0, 0) — b(0, 0)%(0, 0),

usando a hipétese a(0,0) # 0, podemos exigir valores para %(O, 0) e para %(O, 0), de maneira a
ndo anular este determinante. Uma escolha simples seria %(O, 0)=0e %(0, 0) = 1, o que nos
daria det (£'(0,0)) = a(0,0) # 0.

Finalmente, observemos que esta exigéncia de valores para a derivada g—i((), 0) estaria satisfeita
no caso em que £(0,w) = (0,w), ou segja, £&(0,w) =0 e &(0,w) = w.

Esta observacio da sentido, e demonstra, a conclusdo contida no resultado a seguir.

Lema 2.7 (4° Passo). Sejam A’ e B’ abertos de R?, contendo (0,0). Se uma aplicacio & : A" —

B', de classe C*, satisfaz a equacio de ponto fixo
Ezw) = (0.0)+ [ F(E6.w)db, () € 4
0

entdo existem abertos A C A' e B C B', contendo a origem, tais que ¢ |4: A — B é um
difeormorfismo de classe C' que satisfaz (2.4)).
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Lema 2.8 (5° Passo). Existem abertos de R?, A" e B' C , contendo (0,0), e uma aplicacio

¢: A — B, de classe C*, satisfazendo o problema de ponto fixo

i

§(z,w):(O,w)+/OZF(§(6’,w))d9, (z,w) € A.

(2.8)

Demonstracdo. Este lema sera demonstrado mostrando que existe um espaco métrico completo

Pl conveniente X, formado por certas aplicacdes entre subconjuntos de R?, de tal modo que o

operador T': X — X, dado por

(Te)(z,w) = (0,w) + /OZF(QO(Q,U)))dQ,

esta bem definido e € uma contracdo. Por isso, do Teorema do Ponto Fixo de Banach, concluiremos

a existéncia de um anico £ € X tal que T¢ = &, ou seja, um anico £ que cumpre (2.8)).

Para isso, consideraremos R? munido da norma do maximo e fixaremos alguns parametros:

e Consideremos o compacto K := [—a, a] X [—«, a], para algum a > 0, de modo que K C Q.

Como F' & C?, do Teorema de Weierstrass, podemos encontrar uma constante M > 0 tal que

sup |F(z,y)lez <M, sup [[F'(z,9)llewzy <Me sup [|[F'(z,y)]le@ < M.

(z,y)EK (z,y)eK (z,y)eK

Estas desigualdades devem, naturalmente, ser entendidas como:

sup la(z,y)| < Me sup [|b(z,y)] <M,
(z,y)eK (z,y)EK

sup |ag(z,y)| < M, sup |ay(z,y)| < M,

(z,y)EK (z,y)eK
sup |by(z,y)| < M e sup [by(z,y)| <M,
(z,y)eK (z,y)EK

sup ‘amﬂ(may)’ < M, sup ]axy(w,y)\ <M, sup |ayy(x7y)‘ <M,

(z,y)EK (z,y)eK (z,y)EK
sup |buo(z,y)| < M, sup |byy(z,y)| < Me sup [by(z,y)] < M.
(z,y)eK (z,y)eK (z,y)EK

e Para cada ¢ > 0, definimos o conjunto

9 w)

ow

0
E..=3p: [ —K:pe “% S50 continuas com sup
Ow (s w)el—e.ef?

<2;.
L(R;R2)

4Confira [9], para as definigoes de espago métrico completo e contragao, bem como o enunciado e a demons-

tragao do Teorema do Ponto Fixo de Banach.
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Por simplicidade, indicaremos o valor sup, ¢z || 52 (2, w)HL(R_W) apenas por ||52]| .

Exercicio 2.9. Mostre que d(¢,v) = |l — ¥||oo + ||g—f) — g—i é uma métrica em E. e que o

mesmo é um espaco métrico completo com respeito a esta distancia.

||OO

Agora, fixado ¢ > 0, definimos o operador T : E. —> C’([—z—:,s]Q;Rz) pondo, para ¢ € F.,

(Te)(z,w) = (0,w) + /OZ F(p(0,w))dd, (z,w) € [—¢,e]?

e determinemos ¢; > 0, suficientemente pequeno, de modo que se tenha T': E., — E.,.
Antes de qualquer coisa, precisamos mostrar que, realmente, Ty € C([—e, 5]2;R2) para p € F..

Fixado (29, wp) € [—¢,¢]?, para todo (z,w) € [—¢,&]* podemos escrever

(Tgp)(z,w) - (Tgo) (20, wp) = (0, w — wp) + /OZ F(gp(@, w))dG — /OZO F(@(G,wo))de.

J/

-

I(z,w)

Se z > 7y, entdo

I(z,w) = /z F(p(0,w))do + /ZO [F(¢(0,w)) — F(0(6,w0))] db.

20 0

Como F & uniformemente continua em K e ¢ é uniformemente continua em [—¢, ]?, resulta que
20
/ [F(p(8,w)) — F(p(0,wo))] dd — 0, quando (z,w) — (zo, wp).
0

Além disso, de sup(, e | F(2,y)[r2 < M, segue que [ |F(p(0,w))|d6 < M [7 d§ = M(2—2).

De onde, unindo essas duas altimas conclusées, obtemos que
I(z,w) — 0, quando (z,w) — (29, wp).

O caso em que z < zy pode ser provado analogamente, completando a demonstracio da conti-
nuidade de T'y.

)

. . oT . , .
Em segundo, observemos que a derivada parcial (a_w existe e é continua, porque podemos

)
Ha (2, w)

ow

% (- w)

5Aqui %(z,w) ‘= max , ou seja, é a norma do maximo em R? do par
Iw £(R;R?)

0
ordenado 3£ (z,w).
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derivar T'v sob o sinal de intergral, por meio do Teorema de Leibniz, e obter

ITy) _ ’ 91 Iy
50 (z,w) =(0,1) —i—/o [Fx (¢(0,w)) B (0,w) + Fy (6, w)) S (0, w)| db.
Assim, a continuidade de 8(81;}“”) pode ser verificada procedendo como na prova da continuidade de

Ty acima, pois dadas as hipéteses sobre a continuidade de g—f}, o integrando que aparece acima é
uma aplicagdo continua em [—¢, ¢]2.
Agora, podemos escolher ¢ > 0, de modo que (T'¢)(z,w) € K para todo (z,w) € [—¢,¢]?,

bastando para isso observar que
[(T9) (2,w)] < |w] + Mlz| < (1+ M)|(z,w)] < (1+ M)e

~ 4 (0%
eentdotomar 0 < e < -

Finalmente, teremos

‘ O(Tp)

5 (z,w)‘ <1+4M|z| <1+4Me" <2,
w

1"
se escolhermos 0 < ¢ < ﬁ.

Resumindo, fixando-se entdo 0 < g; < min{gl,e"}, teremos que para todo 0 < e < ¢;
T.E — E.,

esta bem definido, como queriamos.
Falta agora encontrar 0 < £y < &7 de maneira que T seja uma contragio.

Em primeiro lugar, dadas ¢, v € E., com 0 < e < ¢y, e (2,w) € [—¢,£]* vemos que
(1) (20 = (T0) o) = [ [P(6t0,0) = F((0,w)] o

COMO SUP(, ek 1F (2,9)| crz) < M e ¢, tém imagem em K, pela Desigualdade do valor médio,
F' |k torna-se uniformemente Lipschitz com constante de Lipschitz igual a M, de onde obtemos

que, para (z,w) € [—¢,¢]?,

|(Te) (z,w) = (T9) (2,w)| <

/0 (00, w)) — F(6(0,w))] do] <

6 Aqui, naturalmente, F, ((p(@,w)) = (aw (ap(&,w)),bg; ((p(@,w))) e F, (<p(97w)) = (ay ((p(@,w)),by (@(G,w))).
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[ A 1e0.0) = (0wl ) < 1) o = v <

Mellp = Plloe < Med(ep, ¢),

donde, tomando o supremo sobre todos os (z,w) € [—¢,¢]?, deduzimos que

| T —TY|,, < Med(p, ). (2.9)

Em segundo, para as derivadas em w teremos que

ow ow
[ 052 0w+ 052000 - 2.0 50,0 - R () G200 a9 -
‘ dp1 oYy Oy oy
[ [R5 r@) 5+ () 5 - R() 5] do

‘ o Oy Oy Oy _
[ [p@52-Re 52 + 052 - R G2 ao =

/OZFx(SO) (% _ %) d8+/0z [Fo () — o ()] %dﬂ

ow ow
* 0 0 z 0
[ re) (52 =52 )dor [ 1R60) - (0] Gas

Dai, usando agora o fato de as derivadas parciais F, e F, serem uniformemente Lipschitz em

K, porque F' € C?, tomando normas, para (z,w) € [—¢,¢]?, obtemos

ATy (T
(811} )(Z,U)> - %(2711))‘ <
: dp1 Oy /z Oy
/OM 5 " Du d9'+ i M| — | 5 do| +
: Opz Oty /z Oy
-z T2 — || =2 <
/OMaw ds d9‘+ RIS
/M Opr _ Ot d9’+‘/ M|y¢—wumzd9’+
0 8w 8w 00 0
/M Opa _ Ova| ol . / M|l — ¥||02d6| <
0 aw aw 00 0




28

8901 oYy

Ml — B2 + | |MH— _ G

ow ow

o0

|2[Md(p,¥) + [2|Md(p,¥)2 + [2[Md(p, ¥) + [2|Md(p,¢)2 <
(M +2M + M + 2M)ed(p, ) = 6Med(p, ¥).

De onde obtemos, apés tomar o supremo em (z,w) € [—¢, €]?, que

Hagf) N 3(({;1;#) H < 6Med(p, 1),

o0

o que somado a ([2.9)), nos da
d(Te, Ty) < TMed(p,), ¢, € E..

Vemos, a partir dai que, escolhendo 0 < g9 < min {ﬁ, 51} , teremos que

1
d(Tgova) S §d(%¢), %w € Esoa

demonstrando que T : E., — E., é uma contrata¢3o.

+|2[ Ml — ¥]lo2 <

Nestas condicdes, o Teorema do Ponto Fixo de Banach pode ser invocado, fornecendo um tnico

ponto fixo para T, ou seja, um anico & € E,, tal que T¢ = €.

Noutras palavras, um anico £ € E., tal que, para todo (z,w) € [—&q, &0]?, vale a igualdade

£(z,w) = (0,w) + /OZF(f(H,w))dH,

J/

—(T€)(z.0)

o que completa a demonstracdo deste lema.

Estamos agora em plenas condi¢des de demonstrar a Proposicdo [2.2]

Demonstracdo. Com efeito, seja & : [—&g, g)?

anterior e destaquemos que:

— K o unico ponto fixo de T" obtido no lema

(i) £(z,w) = F(&(z,w)) = 228 (2, w) = (Lu)(£(2,w)), (2,w) € [~e0,0)% u € CY(Q).

0z

5

Em partlcular é continua.
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(ii) A derivada parcial em w, % existe e & também continua, porque todos os elementos de F.,

" Bw!

satisfazem esta condicdo.

Note que, (i) e (ii) garantem que £ é de classe C.

(i) £(0,0) = (0,0).
(iv) 21(0,0) = a(0,0), %2(0,0) = b(0,0), 22(0,0) =0 e £2(0,0) = 1 =>
det (£'(0,0)) = a(0,0) # 0.

Nessas condi¢des, o Teorema da Fungd inversa garante a existéncia de abertos A C [—&¢,50]? e
B C K, com (0,0) € A e (0,0) = £(0,0) € B, de maneira que £ : A — B é um difeomorfismd’]

o que termina a demonstrac3o. ]

Antes de comecarmos a explorar as consequéncias deste resultado no estudo das EDP’s lineares

de primeira ordem, & importante que facamos algumas observacdes a seu respeito.

Observacdes 2.10. (1) O importante Teorema de Frobenius é demonstrado por indugdo no
namero n de campos de vetores em Q, Ly, Ly,---, L, € X(Q2). A demonstracio que apre-

sentamos aqui consiste, precisamente, no caso n = 1 para um campo de classe C*.

A conclusio deste teorema é que, sobre certas condicdes que envolvem a independéncia linear
destes campos, é possivel encontrar um sistema de coordenadas locais, relativo a qual, cada
um desses campos se expressa como a derivada parcial em alguma direcdo. O aluno interessado

pode consultar [8].

(2) A demonstracdo que demos para a Proposicdo por meio de um teorema de ponto fixo,
é muito semelhante a demonstracdo do Teorema de Picard, sobre existéncia e unicidade de

solugées para PVI's envolvendo EDQO'’s do tipo:

T = f(t,l’), t e (to —(S,to—f—(S)
z(tg) = zo € R?,

em que f : R x R? — R? é C', ou apenas localmente uniformemente Lipschitz.

7Ou um sistema de coordenadas C*.
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Mais especificamente, a prova do Teorema de Picard segue as mesmas ideias da construcdo
que realizamos nestas diversas etapas (porém, bem mais simplificadas), pois ela consiste em

encontrar um caminho x : (ty — 0,to + 0) — R? tal que

z(t) = xo +/t f(s,x(s))ds,

isto é, um ponto fixo para o operador

(o) (0) =0+ [ (s, ele)ds,

to

em algum espaco de funcées conveniente.

Podemos encontrar mais detalhes sobre este tema em [I10].

A primeira consequéncia que apresentamos sera o teorema a seguir, que diz respeito ao problema

que chamaremos “Resolubilidade local”.

Teorema 2.11. Sejam a,b € C*() e h € C1(Q), em que Q2 é uma vizinhanca da origem em R?.
Se a(0,0) # 0, entdo existe um aberto B C 2, com (0,0) € B, tal que a EDP

a(z,y)u, +b(x,y)u, = h(z,y), (z,y) € B, (2.10)
possui uma solugdo u € C1(B).

Demonstracdo. Com efeito, como a(0,0) # 0, podemos considerar o difeomorfismo £ : A — B

dado no Teorema de Frobenius e criar o novo termo nio-homogéneo H := ho ¢ € C'(A).
Podemos, sem perda de generalidade, supor que A é um retangulo, de onde podemos concluir,

como na prova do Teorema [1.29 que a nova EDP em A

ou
2.
possui uma solucdo U € C*(A).

Segue dai que u := U o {1 € CY(B), resolve (2.10) em B.

Realmente, porque por um lado, do Teorema de Frobenius devemos ter que

O(u o)

a(f(z,w))ux(f(z,w)) + b(f(z,w))uy(f(z,w)) = (Lu)(f(z,w)) =2,

(z,w), (z,w) € A,
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e, por outro, sendo uo & = U, vale

_oU _ O(uog)

P (z,w), (z,w) € A.

lgualando os termos vemos ,que para todo (z,w) € A,

a(&(z,w))ug (E(z,w)) + b(&(z, w))uy (E(2,w)) = h(E(z,w)).

Dai, como £ : A — B é bijecio, a igualdade acima equivale a

a(z,y)u.(z,y) + b(z, y)u,(z,y) = h(z,y), (z,y) € B,

demonstrando a afirmacio. H

3 Meétodo das Caracteristicas

O Teorema de Frobenius, discutido na secdo anterior, fornece uma propriedade qualitativa muito
importante sobre a parte principal de EDP’s lineares de primeira ordem, a saber, que sob certas
condigdes, Lu = a(z,y)u, + b(z,y)u, equivale a 2%, em uma vizinhanca da origem (caso seja
a(0,0) # 0).

Nesta secdo, queremos desenvolver um método de construcio de solucdes para certos tipos de
PVI's associados a algumas EDP's lineares de primeira ordem, o chamado Método das Caracte-
risticas. Este método tem, em sua esséncia, varios pontos em comum com o Teorema de Frobenius

e, de certo modo, ele melhora sua conclusdo em, ao menos, dois pontos:

(1°) Ele proporciona uma resolubilidade mais forte do que a local, substituindo vizinhanga de um

ponto por vizinhanca de uma curva.

(2°) Garante a unicidade de solugdo numa vizinhanca dessa curva.

Vejamos os detalhes de como isso acontece.

Sejam Q C R? um subconjunto aberto, a,b € C*(2) e consideremos a parte principal

Lu = a(z, y)us + bz, y)u,
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da forma geral da EDP linear de primeira ordem
a(z, y)us + bz, y)uy + c(z, y)u = h(z, y),

em que, por hora, o coeficiente ¢ e o termo ndo-homogéneo h n3o serdo analisados.

Definicdo 2.12 (Conjunto Caracteristico). (i) Dado p = (x¢,y0) € 2, a forma caracteristica
(ou polinémio caracteristico) de L em p é o polinémio de garu 1, em & = (£,&) € R?,
definido por

X (p:€) = a(p)& + b(p)&e <= xr(p;€) = (a(p),b(p)) - (&1, &)

Pa

(i) Dizemos que um vetor ndo-nulo & = (&,&;) € R? é um vetor caracteristico para L em

p € Q, quando ele é raiz da forma cacteristica de L em p, ou seja, quando

xe(p;€) = 0 <= (a(p),b(p)) - (&1, &) =0.

(i) O conjunto formado por todos os vetores caracteristicos para L em p € Q é chamado o
conjunto caracteristico para L em p e é indicado por

Char,(L) :== {£ € R* : £ # 0 e x1(p; €) = 0}.

Observacao 2.13. Antes de prosseguir, é interessante percebermos que o conjunto caracteristico

Char,(L) tem uma interpretacdo geométrica bastante clara e dtil.

Para cada p € (), de duas uma:

e Ou Char,(L)U{(0,0)} é uma reta passando pela origem;

e Ou Char,(L) U {(0,0)} é todo o R2.

Quando Char,(L) U {(0,0)} é uma reta, o conjunto caracteristico determina, portanto, uma
dnica direcdo, uma “direcdo caracteristica’, se acontecer Char,(L) U {(0,0)} = R?, entdo todas as

direcbes seriam “caracteristicas” .
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Note ainda que Char,(L) nunca sera vazio, visto que os coeficientes a,b serdo aqui sempre
supostos a valores reais. Quando esta restricio ndo é feita, a possibilidade de ser vazio passa a ser
uma alternativa efetiva e, quando isso ocorre num determinado ponto p, dizemos que o operador é

“elitico” neste p, como acontece com o “operador de Cauchy-Riemann” :

Lu'—1 @+Z8_u
T 2\0r  oy)’

cujo caracteristico em todo p € R? seria

Char,(L) :={(eR*: £ #£0e& =16} =2,

portanto ele é “elitico” em todos os pontos.

Exemplos 2.14. (1) Considerando Lu = u, + u,, em R?, temos que em todo p € R?, a forma

caracteristica de L é x1(p; &) = & + &, logo seu conjunto caracteristico é

Char,(L) = {f ER?:6#£0eé = —51}.

Naturalmente, neste caso, como Lu possui coeficientes constantes, seu conjunto caracteristico

ndo varia com p.

; _ 2 _ 2
- T ) ’ - 0> ’
(2) Considerando Lu = zu, + yu,, em R*, temos que em todo p = (x¢,yo) € R?, a forma

caracteristica de L é x1(p; &) = xo&1 + yo&a, logo seu conjunto caracteristico é

Charp(L) = {f S RQ . f 7é 0e y0£2 = —:130&}.
Neste caso, em todo p = (xg,y0) € R? ndo nulo, Char,(L) U {(0,0)} é uma reta, ja em
p = (0,0), tem-se que Char,(L) U {(0,0)} = R?.

Isso aconteceu, porque em p = (0,0) ambos os coeficientes de Lu anularam-se simultanea-

mente.

Definicdo 2.15 (Curvas Caracteristicas). Sejay : [ — Q uma curva de classe C* regu/arﬂ cuja

imagem indicamos por M. Diremos que ~ é caracteristica para L em um ponto p = y(ty) € M,

80u seja, 'y,(t) # 0 para todo t € I. Lembre-se também que, neste caso, 7/ (t) € um vetor tangente a v no
ponto ~(t).
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quando seu vetor normal v(p), neste ponto, é um vetor caracteristico para L em p, isto é, se tivermos

i
v(p) € Char,(L) <= x1 (p;v(p)) =0 = (a(p), b(p)) -v(p) = 0.

Por outro lado, diremos que v é nao-caracteristica para L, quando ela ndo é caracteristica em

p, qualquer que seja p € M, isto é quando para todo t € I tem-se

v(3(t)) & Char, (L),

Exemplos 2.16. (1) Consideremos a EDP u, = f(x,y) em R?, portanto Lu = u,. Assim,

a(p) =0 e b(p) =1, para todo p € R?, logo sua forma caracteristica em cada p € R? é

X1 (p; ) = &

Estudemos, segundo a “caracteristicidade’ para L, as curvas v(t) = (¢,0) e n(t) = (0,1),

t € R, que apareceram na introducdo deste capitulo.

Com efeito, dadot € R, 1 (t) = (0,1) => v(n(t)) = (1,0), donde

xe (n();v(n())) = x0((0,£);(1,0)) =0, t € R,

0 que nos mostra que 1) é caracteristica para Lu = u, em todos os pontos n(t).

Por outro lado, para todot € R, v'(t) = (1,0) = v(y(t)) = (0,1), portanto, para qualquer
teR

xr (v(#®);v(v(1)) = x2((£,0);(0,1)) =1 #0,

dizendo que 7y é ndo-caracteristica para Lu = u,,.

(2) Seja agora Lu = u, + yu, em R*. Em cada (x0,yo) € R?, sua forma caracteristica é entdo

XL((%, Yo); f) = &1 + yola-

Consideremos q : R — R, uma funcdo C, e a curva v(t) := (t,q(t)), cujo vetor tangente é

dado por /() := (1,4 (t)), portanto, para cadat € R

v(v(t) = (—q (t),1).

9Noutras palavras, a direcdo normal a 7 em p aponta para uma direcdo caracteristica de L em p.
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Assim,

’

X (Y); v (7)) = x2.((t, a(t)); (=4 (£),1)) = —q (t) + q(t).

Desse modo, x1, (v(t);v(v(t))) = —q'(t) + q(t), para todo t € R, dizendo que v é caracte-
ristica para L em todo (t) se, e somente se

!/

q (t) = Q(t>7 t €R,

ou seja, se, e somente se, q(t) = ce', para algum c € R.

Concluimos assim que as (nicas curvas caracteristicas para Lu = u, + yu,, que sdo graficos

de funcées C', sdo os graficos dos multiplos da exponencial.

Observacdo 2.17. Seja v : I — Q uma curva de classe C' regular com coordenadas ~(t) =
(a(t),B(t)), t € I. Dado p € M, entdo p = ~(ty) para algum ty € I e, podemos supor que
B'(to) # 0. A partir dai é possivel encontrar todos os vetores normais v(p) = (n,7,) em p, pois,

por definicdo v(p) - 7 (to) = 0, em que o ponto “” indica o produto escalar de R.
Assim,
’ ’ O{/ t
a (to)m + B (to)ne =0 <= my = — ,< 0)771>
B (to)

o que nos da, em particular, um exemplo concreto de vetor normal

vt = (1, —%) .

Naturalmente, se for o (to) # 0, entdo

é um vetor normal.

Observacgdo 2.18. Lembremos que, dada a direcdo ' (to), com p = 7(ty), ela determina uma reta
passando pela origem, que é, portanto, um subespaco vetorial E de R? [[%l Dai, naturalmente, seu

complemento ortogonal E+ é também um subespaco de R? e vale que (E+)* = E, donde, dizer

OTem-se E = [y (ty)] = subespaco gerado por v (tg). Se v(p) € Char,(L), entdao EL = [v(p)], e vale
RZ2=E®E*
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que v(p) = (n1,m2) € Char,(L) equivale a dizer que

a(y(to))m + b(v(to))2 = 0 <= (a(p),b(p)) - (m,n2) =0,

=v(p)

ou seja, (a(p),b(p)) € (EX)* = E, pois v(p) € E*.
Por outro lado, como 7’ (to) € E e E é uma reta passando pela origem, da analise acima
concluimos que, afirmar que y é caracteristica para L em p = (t,), equivale a afirmar que +' (t,)

é paralelo ao vetor (a(p), b(p)), o que significa dizer que existe um real \(ty) de modo que

7 (to) = Alto) (a(v(t0)), b(v(to))) -

N J/
-

= (a(p) b(r))

Finalmente, pondo F(z,y) := (a(z,y),b(z,v)), (z,y) € Q, criamos um campo de vetores em

R2, F: Q — R?, e, em termos dele, a igualdade acima se exprime como

7 (to) = Ato) F (4(to)),
a qual, a menos do nimero desconhecido (%), se assemelha muito a uma EDO.

A observacdo acima, quase demonstrou que

“Uma curva C* regular v : I — Q é caracteristica para Lu = a(z, y)u, + b(x,y)u, em todo

ponto y(t) se, e somente se, v é solugdo da EDO
¢(t)=F(pt)), tel”

Demonstraremos, na préxima observacdo, que quando os coeficientes a e b ndo se anulam
simultaneamente em  [] isso é sempre verdade, a menos de uma reparametrizacio de 7. Isto &,
ela prova a existéncia de um difeormorfismo de classe C*, § : J — I, definido em um intervalo .J,

de modo que v o 6 é solucdo desta EDO.

Observacdo 2.19. Seja F(z,y) = (a(z,y),b(z,y)), (z,y) € Q, 0 campo de vetores associado a
Lu = a(z,y)uy + b(x,y)u,, em que os coeficientes sdo C* () e ndo se anulam simultaneamente
em (), e suponhamos que v : I — ) é uma curva C! regular e caracteristica para L em todo
ponto (t), t € I.

1Ou seja, a(x,y)? + b(z,y)? > 0, para todo (z,y) € Q.
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Nessas condi¢do, da observacdo acima, para cadat € I, existe um real A(t) € R de maneira que
Y()=AXOF (1), tel. (2.11)

Supondo ~(t) = («(t), B(t)), a EDO acima equivale ao sistema de EDO’s

o (t) = At)a(alt), B(t)), t € 1, o)
B'(t) = At)b(a(t), B(t)), t € 1. -

Note, primeiramente, que as escolhas dos nameros \(t) criam uma funcdo A : I — R tal que:

o \(t) #0 paratodotel e

e \: ] — R é uma funcdo continua.

Com efeito, se para algum ty € I, A(ty) = 0, teriamos v (to) = A(to)F (y(to)) = 0, ou seja,
7' (to) = 0, contradizendo que ~ é regular.

Agora, fixado um t, € I, podemos supor que a(7(to)) # 0 e, sendo a e v funcdes continuas,
existe uma vizinhanca V', de ty, tal que a(v(t)) #+ 0 para todot € V. Donde, pela primeira
igualdade em (2.12)),

(t
At) = O‘_()? teV
a(~(t))

e da continuidade de o/, vemos que \ é continua em V', como quociente de funcdes continuas.
Pela arbitrariedade do ty € I, a continuidade de \ em I segue.

Note que, resulta dessas duas propriedades, e do Teorema do Valor Intermediario, que ou A(t) > 0

para todot € I, ou A(t) < 0 para todo t € I. Suponhamos que seja a primeira alternativa.

Nessas condicées, consideremos A : I — R uma primitiva de A : [ — R.

Como, A'(t) = \(t) > 0 para todo t € I, segue que A é uma funcio (estritamente) crescente,
em particular, é injetiva.

Sendo A continua, sua imagem J = A(I) é um intervalo, donde A : I — J é um difeomorfimo
de classe C' (pelo Teorema da Fungdo Inversa).

Sejal) .= A~': J — I e definamos uma reparametrizacdo para v pondo 7 := vyo @ : J — Q.

Explicitamente

3(5) = (a0 0)(s), (B0 0)(s)) = (a(s), B(s)), s € J.
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Dai, pela Regra da Cadeia e pela primeira igualdade em (2.12)), temos que

d & / / /

25 = a'(0()) 6 (5) = A(0()a(i()) 0 (5). (2.13)

Sendo § = A=, do Teorema da Fungdo Inversa, resulta que para todo s € J vale[t?]

/ 1 1
P9 = R~ 2e)

o que em (2.13)) nos da
do -
%(3) =a(5(s)), s € J.

De modo interamente analogo demonstra-se que

dp

oh (s) = b(i(s)), s € J,

que unido a dltima igualdade escreve-se

demonstrando assim uma das implicacées da:

Proposicdo 2.20. Sejam a, b coeficientes C'(Q)) que ndo se anulam simultaneamente em Q.

Uma curva~y : I — (Q, de classe C'" e regular, é caracteristica para Lu = a(x,y)u, + b(x,y)u,

em todo ponto y(t), t € I, se, e somente se, v admite uma reparametrizagdo que resolve a EDO

¢ =F(p).
Exercicio 2.21. Por que a outra implicacdo da proposicdo é ébvia?

Exemplo 2.22. Seja Lu = xu, — 2u, e determinemos, por meio da proposicdo anterior, todas as

suas curvas caracteristicas.

Com efeito, os coeficientes das derivadas que ocorrem na equacio sdo

a(r,y) =z e b(x,y) = —2, para todo (z,y) € R?,

124 _ AoAfl(s) =Aof(s) = 1= A/(H(s)) 9,(8) - 9/(5) = m'
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logo eles ndo se anulam simultaneamente e sdo C'°.

Nestas condicées, o campo F' associado a L é F(x,y) = (z,—2) e a EDO correspondente fica

(m@=¢:FWF4M@ﬁwD=mr%¢i{

sendo « e 3 as coordenadas de ¢, ou seja, ¢ = (a, 3).

O par de EDO's acima é de resolucio imediata, com solucées
a(t) =ce' e B(t) = —2t +d, paratodot € R,

e constantes c¢,d € R dadas.

Desse modo, as curvas caracteristicas para Lu = zu, — 2u, sio aquelas que admitem uma

reparametrizagdo do tipo y(t) = (ce!, —2t), t € R, para alguma constante c € R. [F]

O método das caracteristicas (descrito na Observagdo a baixo), cuja justificativa reside na
prova do teorema a seguir, fornece um mecanismo que permite construir a solu¢do para certos PVI's.

As diversas observacdes realizadas acima, dardo sustentacdo a este método.

Teorema 2.23. Sejam Q C R? um subconjunto aberto e suponhamos satisfeitas as seguintes

hipcteses:
(i) a,b € C*(Q) com a(x,y)* + b(z,y)? > 0, para todo (z,y) € Q;
(i) h € CY(Q); e
(iii) v : I —> 2 uma curva ndo-caracteristica para Lu = a(z,y)u, + b(z, y)u,.

Entdo, existe Q' C ), uma vizinhanca da imagem I'm () = v(I), tal que para toda f : I — R,
de classe C', o PVI
{ al@,y)u + b, y)u, = h(z,y), (2,y) €Y (214)
u(y(w)) = flw), we I,

. . . . ,
possui uma tnica solucio u definida em €2 .

13Foi mostrado que as solucdes da EDO sao da forma o(t) = (cet,d — 2t), t € R, para cada par de constantes
¢,d € R dadas. Mas, note que, fazendo t = 0(s) := s + d/2, concluimos que a reparametrizagao de ¢

v(s) := (p o 0)(s) = (ce®e¥?, —25) = (c*e*, —25), s € R,

em que ¢* := ce?/?, se apresenta na forma simplificada usada na solucio do exemplo.
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Como mencionado anteriormente, o método das caracteristica é fortemente baseado na prova
do Teorema de Frobenius. A demonstracdo do teorema acima constitui, precisamente, o desenvol-
vimento deste método e sua demonstracdo sera concluida apés a emissdo de um conjunto de ideias

e afirmacées em cadeia:

Ideia 1: Seja F : Q — R? o campo dado por F(z,y) = (a(z,y),b(z,y)) e observemos
que uma aplicagdo £ : A — B, de classe C! entre abertos A, B C R?, com {0} x I C Ae
~v(I) C B C {2, satisfaz o problema

{ Ezw) = F(§(zw), (zw) € A (215)
£0,w) =y(w), w € I,
se, e somente se, ela satisfaz a equacdo integral
E(z,w) = y(w) + /Z F(£(0,w))dd, (z,w) € A. (2.16)
0

Em caso afirmativo, para todo w € I, a matriz da derivada de £ nos pontos (0, w) seria dada por

£(0,0) = ( a(r(w) i(w) ) |

b(y(w))  Ya(w)

Como v & ndo-caracteristica para L, os vetores F(y(w)) e 7/ (w) ndo sdo paralelos, ou seja, ndo sdo
multiplo um do outro, donde det [5'(0,11))] =+ 0, para todo w € I, e £ seria um difeomorfismo
local de uma vizinhanga de {0} x I sobre uma vizinhanga de y(/), de acordo com o Teorema da

Funcdo Inversa.

Afirmacdo 1: Para cada wy € I, existem abertos de R?, A,, e B,,, com (0,wy) € A, €
Y(wo) € Buy, € Ewy : Awy — By, de classe C1, que é solucio de (2.16]).

Demonstracdo. Com efeito, fixado wy € I, usando as ideias do que ja fizemos na prova do Teorema
de Frobenius (o Lema 2.8 para ser mais preciso), ndo é dificil concluir a existéncia de um ¢,,, > 0
de modo que em E., (wp) existe um dnico £ que satisfaz (2.16)) no retangulo B.((0,wp)) =
[—€wos Ewo) X [Wo — Ewy, Wo + €uy], Sendo, para cada € > 0,

By (v(wp)) : p e %% 50 continuas e

E.(w) := {90 : B-((0,wp)) — ow
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em que H%‘f”w representa o valor

sup H%(z, w)
) ow L(R:R?)

(2,w)€EBe ((O,wo)

e 0 < ryg <1 éescolhido de modo que a bola fechada de centro v(wy) e raio 2ry cumpra
EQ'I‘O (’7(7“00)) C Q.

Dito isto, basta entdo por A, := B.((0,w)), Bu, := Bar, (7(wo)) € &u, a restricdo do ponto

fixo £ ao conjunto aberto A, . O

Observacio 2.24. Analisando a prova do Lemma percebemos que para todo € com

. To 1
D<e<
£ = mi { 9M (ro)’ 14M (ro) } ’

em E_(wy) existira um dnico ponto fixo para o operador

(T)evw) =)+ [ F(e6,0)a0

em que M (ro) > 1 é um namero tal que

sup  [F(z, )|z < M(ro), sup [F (2, 9)|leme) < M(ro),
(z.y)€Br, (v(wo)) (z.y)€Brg (v(wo))
sup ||F (2,y)l|eqey < M(ro) e sup [ (w)] < M(ro).

(.9)€B0, (’Y(wo)) weElwo—ro,wo+ro]NI

Ideia 2: Sejam V := {J,c; Aw e W = U,es
na afirmagdo anterior. Nessas condi¢cdes, definimos £ : V' — W pondo

el B,,, em que os abertos A,, e B,, sdo os obtidos

E(z,w) = &y (2, W), se (z,w) € Ay,-

Afirmac3o 2: Existem abertos A C Ve B C W, com {0} x I C A e ~(I) C B, tais que

§: A — B esta bem definida e é um difeomorfismo local.
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Demonstragcdo. Com efeito, em primeiro lugar, se wy, w; € I sdo tais que A,, N A, # @, entdo

para todo (z,w) € Ay, N Ay, valem as duas igualdades

Ewo (2, w) = y(w —I—fo (fwo (0, w )d@
e

Eun (2, W) w) + [ F(&w, (0, w))d6.

Por isso, fixado um ponto (z',w) € Ay, N A,,, ambos os caminhos

!

gwo<'7w/> : [_8w0’€w0] — R2 € fwl(.7w) : [_€w175w1] — RQ

sdo solugcdes do PVI para EDO

p(t) = F(o(t)),

p(0) =v(w),
cuja solucdo deve ser tinica, de acordo com o Teorema de Picard, consequentemente &, (t,w') =
€u, (t,w"), para todo t € [—cuy, Euwgl N [~Ewys Ew,]-

Como, 2" € [~Ewg, Ewe) N [~Ewy» Ew, ], €M particular

gwo(z/vw/> - §w1(z/7w/>7

e assim demonstra-se que & estd bem definida.

A existéncia dos abertos A, B, como enunciado, vem do fato de que cada &, &€ C' com
det [gl(O,w)] # 0, para todo w € I, como ja observado na Ideia 1. O

Observacao 2.25. Vale a pena ressaltarmos que a prova que demos para as duas afirmagées acima
precisaram ser realizadas em uma vizinhanca de cada ponto (0,wg), com wy € I, uma vez que o
mecanismo principal em suas demonstracées é o Teorema do ponto fixo de Banach, o qual exige
o encolhimento dos dominios das funcées, no espaco das aplicacées em que buscamos este ponto
fixo, a fiim de que o operador usado na solucio destes problemas esteja bem definido e seja uma
contracdo. Contudo, no caso em que o intervalo I é compacto, é possivel aplicar este teorema
“globalmente”, em uma vizinhanga do conjunto {0} x I (prove!).

Podemos ent3o demonstrar o Teorema 2.231

Demonstracdo do Teorema[2.23, Com efeito, seja £ : A — B o difeomorfismo local construido
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acima [[% e, como sabemos, por contrugdo, para cada w € I podemos escolher um aberto A,,, com

(0,w) € Ay, de modo que &, = &£ |4, Ay — B, é um difeomorfismo sobre o aberto B,, contendo
v(w).

Por outro lado seja, conforme o primeiro exemplo na introducdo deste capitulo mostrou, U €
C1(A) a anica solu¢io do PVI

(2.17)

{ 52 (z,w) = (ho&)(z,0), (z,w) € A
U(0,w) = f(w), wel,

e definamos v : B — R pondo

u(z,y) == U(f;l(x,y)), para (z,y) € By,.

Exercicio 2.26. Demonstre que u : B — R, como definida acima, é a anica solucdo de (2.14)),
o que concluira a prova do Teorema fazendo Q' := B.

Sugestado: Dado um ponto (z,y) € By, considere £} = By, — Ay, a inversa de £ |4, -

Se &, (z,y) = (2(z,y),w(z,y)), sdo as coordenadas desta inversa e sendo

U(z,w) = f(w)+ /Oz(hog)(ﬁ,w)d(?

a férmula para a solugdo de %—Z(z,w) = (ho&)(z,w), sujeita a U(0,w) = f(w), entdo basta

verificar que

z(z,y)
w(e.y) = U(E (0, 9)) = flwle.y) + / (h o €)(8,w(z,y))db

resolve o PVI quando (z,y) € By,.

Outra maneira seria proceder como na prova do Teorema [2.11} usando explicitamente que &,,

satisfaz a conclusido do Teorema de Frobenius. O

Observacdo 2.27 (Método das Caracteristicas). Sabemos, da Proposicio que uma curva
v : I — Q é caracteristica para Lu = a(x,y)u, + b(z,y)u, em todo ponto (t), t € I, se, e

somente se, v admite uma reparametrizacdo ¢ : J — (2, que resolve a EDO

p(s) = Flp(s)) = (a(e(s)), b((s))), s € J. (2.18)

4Observe que, como discutido nos Lemas e isso implica que esta £ também satisfaz a conclusao do
Teorema de Frobenius: %(2, w) = (Lu)(&(z,w)), para u € C'(B) e (z,w) € A.
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Por outro lado, se £ : A — B é como obtido na prova do Teorema[2.23, ele cumpre

{ %(z,w) = F(f(z,w)), (z,w) € A
£0,w) =~(w), we .

Assim, fixado wy € I, como [—€y,, €] D t + @(t) := £(t,wy) € R? resolve a EDO (2.18) com

€(0,wg) = v(wo) ela é na verdade, pelo Teorema de Picard, a inica solugdo do PVI

Nestas condicdes, se para cada w € I fixo resolvermos o PVI

{ u(2) = Fou(2)), (2.19)
Puw(0) = y(w)

em algum intervalo aberto J,, C R que contem o zero, necessariamente teremos que

9010(2:) = §<Z7 w)7

uma vez que ha unicidade de solucdo para (2.19) e (—¢cy,cw) Dt — &(t,w) € R? j3 o resolve.

Conclusao: A fim de obter o difeomorfismo local £ = £(z,w), usado para construir a solucdo

na prova do Teorema basta resolver, para cada w € I fixo o problema

{ bu(2) = Flpu(2)),
u(0) = y(w

e teremos £(z,w) = Y, (2).

Exemplo 2.28. Vamos ilustrar o Método das Caracteristicas encontrando uma solucio para o PVI

{ s + 7w, = xy, B2\ {(0,0)} (2:20)

u(z,0) = f(z), v >0,

em que f: (0,00) — R é uma fungdo C' dada.
Noutras palavras, queremos encontrar um aberto Q' C R?\ {(0,0)}, contendo (0,00) x {0}

(imagem da curva inicial), e u € C'(Q)') que o resolve.

Solugdo: Com efeito, primeiramente, observemos que o dominio da EDP é Q) = R?\ {(0,0)},
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os coeficientes dela sdo a(z,y) = —y e b(x,y) = x, portanto C*°, os quais ndo se anulam simulta-
neamente em R*\ {(0,0)} e Lu = —yu, + zu,.

Em segundo, a curva inicial é v : (0,00) — R*\ {(0,0)} dada por v(w) = (w,0).

Verifiquemos agora se y é ndo-caracteristica para L. Como, para todo w € (0,00), 7 (w) =
(1,0), seu normal em todo ponto y(w) é v(y(w)) = (0,1). Sendo, para todo (g, yo) # (0,0),

X2 ((%0,%0); €) = —yo&1 + 02,

resulta que

xr (Y(w);v(v(w))) = xr((w,0); (0,1)) = w # 0, para todo w > 0,

mostrando que ~y é ndo-caracteristica para L.

De acordo com a observacdo anterior, a fim de obter o difeomorfimo local &, fixado w > 0,

precisamos resolver, em algum intervalo contendo o zero, o PVI de EDO'’s

{ d2u (1) = F(pu(2)),
gpw(O) = ’Y(w) = (w>0)a

em que F(Jf,y) = (_yax)

Escrevendo a incénita p,, em coordenadas, ¢,,(z) = (aw(2), Bu(2)), 0 sistema acima é o mesmo

que[™]

aw(O) = w,
B (0) = 0.
Note que, introduzindo a unidade imaginaria i, podemos reescrever as duas EDQ'’s deste sistema
como d( 4 )
Qyy + 154 . . :
T(z) = —Bu(2) + i (2) = i(aw(z) +iBu(2)),

donde, se pusermos ®,,(z) := () + i, (2), o sistema que precisamos resolver equivale a[™|

{ W(2) = i®,(2),
,(0) = w
1 Fow(z)) = Faw(2), Bu(2) = (= Buw(z), aw(z)).

Lembre-se que, dado um niimero a € C, a EDO % = ax tem z(t) = z(0)e?, t € R, como “solugao geral”.
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cuja solugdo é @, (2) = we”, z € R.

Desse modo, cv,(z) + if,(z) = @, (2) = we* = w(cosz +isinz), ou seja,
ay(z) =wcosz e By(z) =wsinz, w>0 e z€R.
Como a Observacio [2.27 ensinou, o difeomorfismo local £ deve entdo ser dado por
£(z,w) = pu(2) = (weosz,wsinz), w>0 e z €R,

dizendo assim que (z,w) sdo as coordenadas polares no plano e que, em particular, as curvas

caracteristicas para Lu = —yu, + xu, sdo as circunferéncias de centro na origem.

Por outro lado, para construir a solugcdo de (2.20)), precisamos considerar H(z,w) = (ho&)(z,w),
em que h(x,y) = zy, logo H(z,w) = w?cos zsin z, e o PVI

0z

{ 8_U(z,w) = w2COSZSil'lZ, (Z,w) € R x (Oa OO)
U(0,w) = f(w), w> 0.

Como sabemos, a solucdo deste dltimo é

2

U(z,w) = f(w)+/0ZwQCosssinsds = f(w)+w7/OZSin(25)ds =

f(w) — %2005(25) Z = f(w) — %Q(COSQZ — 1) = f(w) — %2008(22) + wIQ’
isto &, ) )
U(z,w) = f(w) - = cos(2z) + w—, (z,w) € R x (0, 00).

4 4
Finalmente, se x = wcosz ey = wsin z, para (z,w) € R x (0,00), entdo w = /22 + y? e dai

COSZ = ——= € SInz =

Dessa forma, podemos escrever

x2 y2

:L‘2+y2_:l:2—i—y2

cos(2z) = cos® z — sin? z =

e a solugdo, nas varidveis (x,y), se exprime como

e = V) + S - (- ) < IR+

4 4
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ou seja, u(z,y) = f(\/2%+9?) + 3’2—2 para (x,y) # (0,0).

4 Curvas caracteristicas espaciais

A sec3o anterior mostrou como as curvas caracteristicas s3o uteis no estudo do PVI

a(w,y)us +b(z,y)uy = h(z,y),
u(y(w)) = f(w), wel,

e sua importancia aparece de duas maneiras bastante distintas:

e As curvas n3o-caracteristicas s30 boas como curvas iniciais a fim de se obter unicidade de

solucdo em alguma de suas vizinhancas.

e As caracteristicas ajudam a construir a solugcdo do PVI nas codi¢cdes do item acima.

Por outro lado, no inicio deste capitulo, vimos que o problema

cuja condicdo inicial é dada sobre uma curva caracteristica de u,, = 0, de duas uma: “Ou ele ndo

possui solucdo alguma, ou possui infinitas solucdes”.

Este exemplo também deixou claro que a existéncia, ou a ndo existéncia de soluces dependeu da

natureza da condi¢do inicial ¢ (¢) constante, possui solu¢do, 1) ndo constante, ndo possui solu¢go).

O objetivo desta secdo é mostrar que este fenémeno é um fato geral que acontece toda vez que
impomos condicdes iniciais sobre uma curva caracteristica da EDP e o conceito que possibilita esta

conclusdo é o de “curva caracteristica espacial”.

Sejam a,b,h € C1(Q2), em que 2 C R? & um conjunto aberto, e, como antes, consideremos a

EDP linear de primeira ordem:

a(z,y)uy + b(x, y)u, = h(z,y). (2.21)
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Definicdo 2.29. Seja G : O — R® a aplicacdo dada por G(z,y) = (a(z,y),b(z,y), h(z.y)).

Diremos que uma curva A : I — Q x R C R3, de classe C* no intervalo I, com coordenadas

é uma curva caracteristica espacial para (2.21)) no ponto A(ty), quando

Allto) = G(3(to)) <= A'(to) = (a((t0)), b(v(t0)), 1 (+(t0))) ,

ou, mais explicitamente, quando
a
B'(to) = b(v(to)), (2.22)

Por outro lado, diremos que A é nao-caracteristica espacial quando, para todo t € I,

A'(t) # G((1).

Observacdo 2.30. Observe que as igualdades usadas na definicdo de curva caracteristica espacial
apresentadas em (2.22)) dizem, em particular, que as duas primeiras coordenadas da curva A(t) =
(a(t), B(t),6(t)), que indicamos por y(t) = (a(t), B(t)), por satisfazerem

B'(to) = b(v(t)),

{ a'(to) = a(7(t)) e
constituem uma curva caracteritica (plana) para L no ponto ~(t,). [

Como vimos na Observacdo[2.27] a “colagem” das imagens das curvas caracteristicas planas,
H ~ Lo L, . /
que interceptam pontos de uma curva n3o-caracteristica plana, constroem o dominio 2 = B da

Gnica solugdo u € C*(QY') de

{G@MW+M%ww=M%wJ%wEQ
u(y(w)) = f(w), we T,

quando 7 : I — Q é uma curva ndo caracteristica.

177,(t0) = F(’Y(tO))a cem que F(xvy) = (a(m,y),b(x,y)).



49

Analogamente, a observacio a seguir mostrara que a “colagem” das imagens das curvas carac-
teristicas espaciais, que interceptam pontos de uma curva n3o-caracteristica espacial, constroem

o grafico desta solucdo u. Para isso, &€ importante nos lembrarmos que o grafico de u é dada por

Graf (u) = {(z,y,u(z,y)) : (z,y) € B} = {(£(z,w),u(é(z,w))) : (z,w) € A},

em que £ : A — B é o difeomorfismo local considerado na prova do Teorema 2.23

Observacio 2.31. Seja v : I — Q uma curva ndo-caracteristica (plana) para

a(z,y)uy + b(x, y)u, = h(z,y). (2.23)

Dada f € C'(I;R), uma condicdo inicial qualquer, consideremos T : I — R3 dada por

L(w) = (v(w), f(w)) = (n(w),32(w), f(w)).

Por outro lado, seja Q' é o dominio da dnica solucdo u € C*(Q') de

{ a(z, y)u, + b(z,y)u, = h(z,y), (z,y) €
u(y(w)) = f(w), wel,

e suponhamos que A : J — Q' x R, com coordenadas A(z) = (a(z),B(z),8(z)), seja uma
curva caracteristica espacial para (2.22)), em todo ponto A(z), com A(0) = T'(wy), para algum
wqo € 1. Noutras palavras, isso quer dizer que a curva caracteristica espacial A intersepta a curva

ndo-caracteristica espacial I' no ponto I'(wy).

Como destacado acima, as duas primeiras coordenadas de A, ¢(z) = (a(z), 8(2)), definem uma
curva caracteritica (plana) para Lu = a(x,y)u, + b(x, y)u,, em todo ponto p(z). Além disso, ela

também cumpre ¢(0) = y(wy), o que, em simbolos, se escreve como
(a z), 6 (z ) zelJ

Da Observacio 8] devemos entdo ter que, para todo z € J,

§(z,wo) = (a(2), B(2)) = (2). (2.24)

18A existéncia do ¢ depende apenas dos coeficientes a,b € C?(2) e da curva nao-caracteristica 7.
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Sendo, pelo Teorema|1.29, U(z,w) )+ fo ( (t,w )dt a unica solucdo de

{ W (2, w) = h(€(z,w)), (z,w) € A
U0,w) = f(w), wel,

em particular, por ([2.24)),

U(z,wg) = f(wp) +/ h(&(t, wo))dt = f(wo) +/ h(p(t))dt.
0 0
Mas estamos supondo que A(z) = (a(z),3(z),0(z)) é caracteristica espacial para (2.23)), logo
§'(t) = h(a(t), B(t)), o que na integral acima nos d3
: T.F.C.
Uz w0) = flwo) + 80 flun) +5(:) = 50).
0
Finalmente, como
A(0) =T'(wp) <= (0) =71 (wo), B(0) = 12(wo) e 0(0) = f(wo),
concluimos que U(z,wq) = §(z), para todo z € J.

Conclusdo: Se A(z) = («(z), 8(2),8(z)), é uma curva caracteristica espacial para (2.22)), em
todo ponto A(z), que intersepta a curva I'(w) := (v(w), f(w)) em algum ponto, sendo~ : I —
ndo-caracteristica plana para L, entdo para todo = € J, A(z) esta no grafico da solucdou : ' — R
do PVI

{awmw+M%ww=M%wJ%w€Q
u(y(w)) = flw), wel,

porque

Graf (u) = {(:ﬂ,y,u(x,y)) C(x,y) € Q/} = f(z,w),u(f(z,w)) C(z,w) € A
=U(z,w)

€ 0 argumento acima mostrou queH

A(z) = (a(z),ﬁ(z),é(z)) = (f(z,wo), U(z,wo)) = (f(z,wo),u(f(z,wo))) .

Essa altima observacdo servira como lema na demonstracdo do principal resultado desta sec3o:

YLembre-se “U = uo £”.
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Teorema 2.32. Sejam a,b € C*(Q), que ndo se anulam simultaneamente em Q, h € C'(Q),
sendo Q0 C R? um subconjunto aberto e v : I — Q uma curva caracteristica plana para
a(z,y)u, + b(z, y)u, = h(x,y), que satistaz em I a EDO 4 = F(v).

Dada uma condicéo inicial f € C*(I;R), consideremos o PVI

{a@www+dwyww=M%wv@W)€Q (2.25)

u(y(w)) = f(w), wel

Definindo a curva T : I — R® pondo I'(w) := (y(w), f(w)), temos:

(i) Se T for caracteristica espacial em todo ponto I'(w), entdo o PVI possui infinitas solugces

em algum subconjunto aberto Q' C €.

(ii) Se T for ndo-caracteristica espacial, ento o PVI ndo possui solu¢ces.

Demonstracgo. (i) Com efeito, fixado wy € I, seja J um intervalo aberto, com 0 € J, definido no
qual podemos considerar 7 : J —  uma curva n3o-caracteristica para L com 1n(0) = (wy)

Escolhamos, arbitrariamente, uma fungio g € C*(J;R) tal que g(0) = f(wy).

Pelo que nés ja demonstramos, existe um aberto Q' c Q contendo a imagem de 7, n(J) C Q'

tal que o problema

) (2.26)
u(n(z)) = g(z), z € J.

. ’ 0 ~ !/
possui uma Gnica solucdo u € C1(Q) .

{ a(a, y)u, + bz, y)u, = hiz,y), (v,y) €

(
Agora, notemos que a curva A(z) := (n(2), g(z)) é ndo-caracteristica espacial [ H el : 1 —
Q x R, dada por I'(w) = (y(w), f(w)), é caracteristica espacial, de maneira que A(0) = I'(wp).

Se considerarmos entdo I' C I um intervalo aberto menor, com wy € I' e I'(I') C Q' x R, a
Observagdo assegura que I'(w) € Graf (u), para todo w € I', donde u(y(w)) = f(w), para
todo w € I', mostrando que a solu¢do u de é também solucdo de (2.25), uma vez que a
EDP ela ja resolvia. Como existem infinitas g's, de classe C'(J;R) com ¢(0) = f(wy), e cada
uma delas produz uma Gnica solugio u de , concluimos que possui infinitas solucdes,

comprovando (7).

(i7) Se, por outro lado, I'(w) = (y(w), f(w)) for ndo-caracteristica especial e supusermos, caso

contrario, que exista alguma u : Q5 C Q — R solugdo para ([2.25), duas situagdo se apresentam:

2OPor que uma curva com estas propriedades existe?
?1Para cada g, este PVI possui uma tnica solucdo.
22Por que?
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e De u(y(w)) = f(w), derivando em w temos v, (w)u, (v(w)) + 5 (w)uy (v(w)) = f'(w), para
todo w € I.

e A EDP ao longo de 7 fica: a(v(w))u,(v(w)) + b(y(w))uy(v(w)) = h(y(w)), para todo
w € I.

Como, por hipétese, v é caracteristica plana para L, ambos os lados esquerdos das igualdades
acima devem ser iguais. Consequentemente, devemos também ter, para todo w € I, que
h(y(w)) = f(w). Mas, entdo, I' deveria ser caracteristica espacial em todos os pontos

['(w), o que foi suposto inicialmente n3o ser o caso, completando a demonstra¢&o.
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5

(1)

()

Exercicios

Seja £ : A — B, o ponto fixo obtido na nossa proposicdo “Teorema de Frobenius”.
Demonstre que, se m € N e a,b € C™"(R?), entdo existe ¢ = ¢(m) > 0 tal que
£ € C™((—e,e)% R?).

Sejam Q C R? um aberto, a,b € C?%(Q) funcdes que ndo se anulam simultaneamente em Q) e
considere Lu(x,y) = a(z,y)u,(z,y) + b(z, y)u,(z,y), a parte principal da EDP de 1* ordem

correspondente. Pedimos:

(i) Verifique que L obedece a “Regra de Leibniz”, isto é, para todas u,v € C'(Q) e
(x,y) € Q, vale a igualdade

L(” ’ U)(J,’,y) = U(J},y) : LU(JI,y) + U(.T,y) : Lu('ray)

(i) Mostre que a cada ponto p = (zg,yo) € § corresponde abertos A,, B, C R? com
(0,0) € A, e p € B,, e um difeormorfimo C*, ¢, : A, — B,, de maneira que, para
todo (z,w) € A, e toda u € C*(B,), vale a igualdade:

I(uo&p)

5, (Hw) = (Lu)(&(z,w))

(iii) Dizemos que L é localmente resolivel em 2, quando para todo p € ) existe um
aberto B, com p € B, C Q, de modo que para toda f € C'(B,), existe u € C'(B,)
tal que Lu(x,y) = f(z,y) para todo (x,y) € B,.

Mostre que L, nas condicdes do item anterior, & localmente resolavel.

Sejam a,b € C?(2), com a?(z,y) + b*(z,y) > 0 para todo (z,y) € Q, e ¢, h € C*(Q), em
que €2 C R? & um aberto. Essa questdo tem por objetivo obter existéncia de solu¢des para

PVI's envolvendo EDP'’s lineares de primeira ordem em sua forma geral
a(z, y)ua + (2, y)uy + c(z, y)u = h(z,y).

Como antes, consideremos Lu = a(z,y)u, + b(x,y)u,, a parte principal dessa EDP, e seja

v : I — Q uma curva C* regular e ndo caracteristica para L.

Sabemos entdo que existe um difeomorfismo de classe C*, € : A — Q', em que A, Q) sdo
abertos de R?, com {0} x I C Ae~(I) C Q C Q, de tal maneira que para toda u € C*(Q')
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vale a igualdade
O(uo &)
0z

Nessas condi¢bes pedimos:

(z,w) = (Lu)(&(z,w)), (z,w) € A.

(i) Pondo C(z,w) := (co&)(z,w) e H(z,w) := (ho&)(z,w), (z,w) € A, encontre uma
solucdo U : A — R da EDP

oU
£+C’(z w)U = H(z,w).
Sugestao: Considere C(z,w) := fo (0,w)df, uma “primitiva parcial” de C', e multi-
plique a EDP acima por ¢°*%) para obter
ou
( w)f)_ + Oz, w)etEWU = fCW H (2 w).
z

A partir dai fica simples determinar uma solugdo U.

(i) Mostre que para cada f € C'(I;R) existe a nica solugio u : Q' — R do PVI

{ a(@, y)u, + b(z, y)uy, + c(z, y)u = h(z,y), (z.y) €
u(v(w)) = f(w), we L.

(4) Determine o conjunto caracteristico de cada uma das equagdes lineares de primeira ordem a

seguir (significa o mesmo que determinar o conjunto caracteristico da parte principal):
(i) uy — 3u, = 2
(i) —yPu, — 2u, = xsin(y)

3

(i) — - yu, + log(z)u, = y*x

(iv) (2% = Duz + (1 —y*)u, =0

(5) Determine as curvas caracteristicas de cada uma das equagdes lineares de primeira ordem a

seguir (significa o mesmo que determinar as curvas caracteristicas da parte principal):
(i) 3uy — du, = sin(z? + y?)

i) u, +u, = ze Y
(if) v
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(6)

(i) —au, + yu, = 3zy, em R?\ {0}

(iv) zu, +yu, = ", em R?\ {0}

Sejam v : I —  uma curva regular (isto & v'(t) # 0 para todo t € I) de classe C" e
a,b € C'(Q). Mostre que v é caracteristica para Lu(z,y) = a(z, y)u, + b(x,y)u, em y(to)
se, e somente se, 7 (t,) & paralelo ao vetor F(v(ty)), em que F(z,y) = (a(z,y), b(z,y)).

Sejam a,b,h € C'(Q) e v : I — € uma curva regular de classe C! caracteristica para
Lu(z,y) = a(z, y)uy + b(x, y)u, em (o).

Verifique que, se u & solucdo de a(x, y)u, + b(z,y)u, = h(z,y), entdo

N2 (13) = Lu(3(t0)) = hi3(10)).

para alguma reparametrizagcdo 7 de ~.

Em palavras, u também resolve a EDP ao longo de suas caracteristicas.

Generalizacdo da nocdo de curva caracteristica para EDP’s de 2° ordem:
Sejam a, b, c € C°(2) e considere

2u 2 0%u

u
Lu(z,y) = a(x,y)@ + b(%y)% + C(myy)a—yQ

a parte principal de uma EDP linear de segunda ordem em duas variaveis independentes. Dado

p = (z0,%0) € 2 definimos:

(i) A forma caracteristica para L em p é o polindmio homogéneo de grau dois dado por

Xe(p &) == a(p)& + b(p)&i&a + c(p)&3, €= (&,&) € R

(i) & # 0 em R? diz-se um vetor caracteristico para L em p quando x1(p, &) = 0.

(i) O conjunto caracteristico para L em p é o conjunto

Char,(L) := {5 ER*: E£0ex(pé) = 0}.
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(iv) Uma curva regular de classe C*, v : I — (2, diz-se caracteristica para L em ~y(to) = p

quando seu vetor normal em ~(to), v(y(to)), é caracteristico para L em p.

Nessas condi¢Bes determine os conjuntos caracteristicos das EDP’s a seguir:

(i) % + g = 0, em R? (Compare com o que ocorre nas EDPs de 1% ordem).

. 2 2 L. s
(i) 5% = 5%, em R (Compare com o Exercicio 6 do Capitulo .

s Ou _,20%u 0%u 2
(i) 3¢ =y 57 +2ygs, em RY.

(9) Conclua que ndo existem curvas caracteristicas para a Equagdo de Laplace.

(10) Verifique que, dados ¢ > 0 e x € R, as curvas fyx( )= (t,x—ct) en,(t) :== (t,x+ct), t € R,

sdo caracteristicas para a Equagao da onda 8t2 =C g e represente-as geometrlcamente

(11) Permitindo, por um momento, que os coeficientes das EDP’s lineares de primeira ordem
possam ser funcbes a valores complexos, isto &, a,b € C1(Q2;C), em que € & um aberto

de R?, estude as questdes a seguir:

<

(i) Encontre o conjunto caracteristico para Lu = 3 <6— + ig—Z) , u € CHR%C).

8

(i) Encontre o conjunto caracteristico para Lu = 3 <% z?“) ue CY(R%4C). P

(ii) Seja f: C — C com f(2) = f(z+1y) = u(z,y) +iv(z,y), em que u,v € C'(R*; R).
Verifique que, se 8f L(x +iy) = 0, para todo (z,y) € R?, entdo o par de funcdes (u,v)

satisfaz as equacdes de Cauchy-Riemann apresentadas nos Exercicios do Capitulo [1]

(12) Verifique se as condi¢des do Método das Caracteristicas estdo satisfeitas nos PVI's abaixo

especificados e, caso estejam, encontre uma solucdo para eles.

(i)
3u, — du, = sin(zr + y)
u(z,0) =€, x € R.

23Este L ¢ denominado o Operador de Cauchy—R/emann e é indicado por ?.
24Este operador costuma ser indicado por —Z e aplica-lo a uma funcao complexa f : C — C significa tomar

a derivada complexa f dessa funcao.
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(13)

(14)

(ii)
Uy + Uy = xe™Y
u(z,1 —x) =cos(z), r € R.

(iii)
—XUy + Yu, = 31Y
u(0,y) = log(—y), y <O0.

(iv)

u(z,—z) =21, 2 <0.

x?

{ YUy — TUy = 2TY

Seja H € C'(R?) e, para cada f € C'(R;R), considere U; a Gnica solugdo do PVI

{ L(z,w) = H(z,w), (z,w) € R?
U0,w) = f(w), weR.

Demonstre que, se (f,)neny € uma sequéncia em C'(R;R) convergindo para f € C'(R;R)
uniformemente em compactos de R, entdo Uy, converge para Uy uniformemente em compactos
de R?.

Consideremos 2 C R? um conjunto aberto, a,b € C%*(Q) coeficientes que ndo se anulam
simultaneamente em Q e h € C''(Q). Seja também ~ : I —  uma curva n3o caracteristica
(regular e C) para a(x,y)u, + b(z,y)u, = h(z,y) e £ : A — Q o difeomorfismo local

correspondente.

Para cada f € C'(I;R), considere u; a Gnica solugdo do PVI

{a@w%+wﬁw%=M%wﬂﬁw€Q
u(y(w)) = f(w), we I,

Demonstre que, se (fn)nen € uma sequéncia em C*(I;R) convergindo para f € C'(I;R)

uniformemente em compactos de I, entdo Uy, CONVErge para uy uniformemente em compactos
i

de Q.

Observacado: A conclusio final com esta questdo é que, nas condicdes enunciadas, o PVI é

Bem Posto, ou seja, para cada condicdo inicial f ele possui solu¢do Gnica e essas solucées

dependem continuamente da f.
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(15) Propagacido das singularidades:

Sejam Q C R? um conjunto aberto, a,b € C%(Q) coeficientes que ndo se anulam simultanea-
mente em Q e h € C'(Q). Seja também ~ : I — ) uma curva n3o caracteristica (regular e

C1) para a(r, y)u, +b(z, y)u, = h(z,y) e £ : A — Q' o difeomorfismo local correspondente.
Permitindo, por um momento, que as solucdes u possam ser descontinuas e também n3o

derivaveis, prove que:

(i) Se a condigdo inicial f : I — R é descontinua num ponto wy € I, entdo a solu¢do u

do PVI correspondente

{ a(z,y)u, + b(z,y)u, = h(z,y), (2,y) € Q
u(y(w)) = f(w), wel

é descontinua em todos os pontos da imagem da curva caracteristica que passa por

¥(wo)-

(ii) Se a condigdo inicial f : I — R n&o é diferenciavel num ponto wy € I, entdo a solu¢do

u do PVI correspondente

{ a(w, y)u, + bz, y)u, = h(z,y), (2,y) € Q
u(y(w)) = f(w), we L.

ndo é diferenciavel em ponto algum da imagem da curva caracteristica que passa por

¥(wo)- @

(16) Verifique na pratica a concluséo do item (ii) aplicada ao problema

{ —yu, + zu, = vy, (z,y) € R?\ {(0,0)}
u(z,0) = f(z), x>0,

em que [ : (0,00) — R é dada por

f(x):{xQ’ se0<x<1

1, sex > 1.

25As conclusoes (i) e (ii) explicam o que significa dizer que as singularidades sdo propagadas ao longo das
caracteristicas.



Capitulo 3

EDP’s semilineares de 2% ordem

A teoria das EDP’s lineares de segunda ordem ndo tem nada a ver com a teoria das EDP’s lineares
de primeira ordem e pode, naturalmente, ser apresentada de modo completamente independente do

que foi discutido no capitulo anterior.

Explicaremos como as equacdes de Poisson, do Calor e da Onda s3o, essencialmente, as Gnicas
EDP’s semilineares que existem e, desta forma, elas sdo as (nicas que precisam ser estudadas.
A principal ferramenta que utilizaremos para estuda-las é a Série de Fourier, que discutiremos no
préximo capitulo.

Vale a pena mencionar que o estudo destas equacdes possibilitou a criagdo de outras teorias
muito interessantes e prosperas como, por exemplo, a Analise Funcional (veja [12] para entender as
razdes) e a Teoria Espectral (o aluno interessado pode iniciar seus estudos em [13]), além de tornar
algo mais natural o advento dos espacos de Lebesgue LP(Q2)'s e os de Sobolev W™P(Q))'s, para

m € Nel<p< oo (confira [11] para uma leitura mais aprofundada sobre estes temas).

1 Introducao

A forma geral de uma EDP semilinear de 2* ordem em duas variaveis independentes (x,y) € € é

0%*u 0%u 0%*u ou ou
a(x,y)@ + 2b(x>y)am—ay + c(xay)a_yg + dl(m’y)ﬁ_x + dQ(x7y>a_y + dg(ac,y)u = g(xvyau)v

em que g : U C R?® — R, e os coeficientes a, b, ¢, d;, dy e ds, sdo funces dadas.

59



60

Muitas vezes, escreveremos apenas

0%u 0%u 0%u
a(x, y)@ + 2b(, y)axay + C(l’,y)a—zﬁ

= f(xa Y, U, Uy, uy>7

em que incluimos todos os termos de ordem menor do que 2 em um dnico termo f.

Sua parte principal é, portanto,

0%u 0*u 0*u
Lu = a(, y)@ + 2b(z, y)m + C(%y)a—yz

e, como a prépria definicdo de equacdo semilinear sugere, é o estudo da parte principal que governa
o comportamento destas EDP’s. Infelizmente, dado o carater introdutdrio deste texto, ndo discuti-
remos, com a amplitude necessaria, o modo como a parte principal rege o estudo da resolubilidade
neste caso. Uma parte significativa deste assunto e desenvolvida para “equacdes eliticas” pode ser

encontrado em [14].

A fim de iniciar a discucdo consideremos as EDP'’s

0*U
=0 R? 3.1
0z0w &M (3.1)
e, fixado ¢ > 0, a das ondas , )
v ,0%u 9
W =cC @, em R”.
E facil ver que a aplicagdo ® : R? — R? dada por ®(x,t) := (x+ct, z—ct) & um difeomorfismo
C* de maneira que, U € C?*(R?) & solucdo de gj_a({u = 0 se, e somente se, u = U o ® & solucdo da

equacio da onda.

Por outro lado, (3.1)) é facilmente resolvida se observarmos que ela pode ser escrita como

o (oUY\ 0
oz \ow/) 7
dai, o Teorema pode entdo ser aplicado para nos dizer que uma U € C?(R?) resolve a equagio
acima quando, e apenas quando,
ou
a_w(za w) = G(w>7 (27 UJ) € R27 (32)
para alguma G € C'(R). Donde, este mesmo Teorema, aplicado a (3.2), nos da que U € C*(R?)
resolve ((3.1) se, e somente se,

U(z,w) = f(2) + g(w), (z,w) € R,
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para certas f,g € C*(R).

Netas condi¢cdes, u = U o ® deve resolver a equagdo da onda e, naturalmente
w(z,t) = (Uo®)(z,t) = flz+ct) + glz —ct), (z,t) € R

Nossa conclusdo principal a partir destes fatos é que, por meio de uma mudanca de coordenadas,
a equacdo da onda pdde ser reescrita como uma equacio de estrutura muito mais simples que, ao
ser resolvida, gerou uma solucdo de uy = c*ug,.

Veremos aqui que as EDP's semilineares de segunda ordem serdo classificadas em trés categorias:
“eliticas”, “parabdlicas” e “hiperbélicas”. Veremos também que as equacdes de Poisson, do Calor
e da Onda s3o, respectivamente, exemplos destes tipos e, finalmente, constataremos que toda EDP
semilinear de segunda ordem elitca, parabélica ou hiperbdlica assume, localmente e respectivamente,

a forma de uma equacio de Poisson, do Calor ou da Onda.

Toda essa argumentacdo sugere que, para estudar a resolubilidade de EDP’s semilineares de
segunda ordem basta, de certa forma, estudar a resolubildade das equacées de Poisson, do Calor e

da Onda, que é exatamente o que faremos a continuago.

2 Classificacao por tipo

Sejam Q C R?, a,b,c € C(2) e consideremos a EDP semilinear de segunda ordem

0%u 0*u 0*u

(.T y)a D) +2b($ y)a ay +C(x7y)a_y2 = f(x7y7u7u:muy>7 (33)

para alguma fungdo f. Seja também Lu = a(x,y)g% + 2b(x,y)% + c(x,y)g%‘ a sua parte
principal. [

Suporemos, para o que se segue que, para todo (z,y) € Q, a(z,y)? + b(z,y)* + c(z,y)* > 0,
ou seja, que os coeficientes ndo se anulam simultaneamente em 2. Nestas condicdes, definimos a

fung¢do auxiliar 6 : @ — R, chamada discriminante de (3.3), pondo

5(I,y) = b($7y)2 - a(:p,y)c(x,y), ($7y) € .

1A maneira mais rigorosa de se escrever a parte principal desta EDP seria

92u 2, 2, 92u
Lu=a(x,y)=—= + b1 (x, + bo(z, c(r,y)—,

mas como estamos considerando apenas solucoes classicas, as derivadas mistas serao sempre iguais, portanto
podemos definir b := @ e obter a notagio usada em (3.3)).
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Observacao 3.1. Note que, do ponto de vista das equagdes algébricas do segundo grau, na fungdo
que chamamos de discriminante faltaria o nimero 4 multiplicando o a(z,y)c(x,y) para que houvesse
uma coeréncia entre as nomenclaturas. Entretanto, como aqui estamos, por hora, interessados
apenas no sinal de (x,y) e sendo o coeficiente “correto” das derivadas mistas a funcdo 2b(z,y),

ao usar este coeficiente, o discriminante usual seria

4b(ZL’, y)2 - 4(1(1‘, y)c(x, y) = 4(()(]}7 y)2 - a(x, y)C(ZE, y)) = 45('1;’ y)7

mostrando que ambos os discriminantes, embora diferentes, terdo sempre o mesmo sinal.

Definigdo 3.2 (Classificagdo por tipo). Seja p = (o, yo) € Q. Diremos que L, ou a EDP (3.3)), é:
(i) Parabélico em (z,yo), quando 6(xq,yo) = 0.
(i) Hiperbdlico em (x¢,yo), quando 6(xg,yo) > 0.

(iii) Elitico em (xq,yo), quando 6(xg,yo) < 0.

Se Q' C Q é um subconjunto de 2, diz-se que L é parabélico (hiperbdlico, elitico) em ', quando

0 é em todos os pontos (xq, o) de Q.

Exemplos 3.3. (1) Equacdo de Poisson: Considerando a equagdo de Poisson

Ugr + Uy = f(x,y)

em Q = R?, identificamos os coeficientes a(z,y) = c(z,y) = 1 e b(x,y) = 0, para todo
(z,y) € R?, logo seu discriminante é §(x,y) = —a(zx,y)c(x,y) = —1, para todo (z,y) € R?,

portanto essa EDP é elitica em todo o plano.

(2) Equacdo da Onda: Seja
Uy = Pl
para algum ¢ > 0 fixo, a equacdo da onda em 2 = R?, cuja parte principal pode ser escrita
como Lu = uy — gy (ou Mu = Py, — Uy).
Neste caso os seus coeficientes sdo a(t,z) =1, c(t,z) = —c* e b(t,z) = 0, para todo (t, ) €
R?, donde seu discriminante é §(t,x) = —a(t,z)c(t,x) = ¢ > 0, para todo (t,z) € R?, e

assim vemos que a equacdo da onda é hiperbdlica em todo o plano.
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(3) Equacgdo do Calor: Para algum o > 0, seja
Ut = azuaran

a equacdo do calor em Q2 = R?. Sua parte principal pode ser escrita como Lu = ou,,.
Seus coeficientes sdo a(t,x) = b(t,z) = 0 e c(t,z) = o?, para todo (t,x) € R?, portanto seu
discriminante é §(t,z) = —a(t,z)c(t,z) = 0-a® = 0, para todo (t,z) € R?, consequente-

mente a equacdo do calor é parabdlica em R?.

(4) Equacdo de Tricomi: A definicdo do tipo da EDP deixa claro que ele é definido pontual-
mente e, consequentemente, uma equacido pode mudar de tipo quando variamos o ponto p

em (Q, vejamos que isso efetivamente acontece considerando em R* a EDP:

YUz + Uyy = 0.

Aqui a(z,y) =y, b(z,y) =0 e c(x,y) = 1, para todo (z,y) € R% Assim seu discriminante,
em cada (x,y) € R?, fica
0(z,y) = —a(z, y)c(z,y) = —y.

Isso mostra que essa EDP muda o seu tipo dependendo da regido em que o ponto (x,y) se

encontra. Mais especificamente:

e y=0= a EDP é parabdlica.
o y> 0= a EDP é elitica.

e y < 0= a EDP é hiperbdlica.

3 Invariancia do tipo por mudanca de coordenadas

Nosso estudo das EDP’s de primeira ordem deixou claro a importancia do papel desempenhado
pela mudanca de coordenadas no estudo destas equacdes e, com as EDP’s de segunda ordem, isso
n3do é diferente. Em particular, queremos demonstrar nesta secdo que o tipo da EDP é mantido por
mudanca de coordenadas, ou seja, ser parabdlica, hiperbdlica, ou elitica € uma propriedade intrinsica

da equacdo, ndo dependendo do sistema de coordenadas usado para representa-la.

Os comentarios a seguir deixardo mais claro o que queremos dizer com “invariancia sob mudanca

de coordenadas”.
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Sejam Q C R?, a,b,c € C(Q) e consideremos a EDP

0%u J%*u 0%*u

= f<x>yvu>uzauy)7

para alguma funcdo f e sua parte principal Lu = a(:z:,y)% + 2b(x,y)aa;gy + c(z, y)%.

Observacido 3.4. Suponhamos a existéncia de um difeormorfismo de classe C? entre abertos de
R2, C:V —W,comV CQ, einversa ¢ := (' : W — V. As varidveis em W serdo escritas
como (z,w) € W.

Dada uma v € C*(V), segjaU :=uo¢ H queremos mostrar que, para todo (z,w) € W vale a

igualdade
(Lu) (f(z,w)) = (MU)(z,w) + F(z,w,U,U,,U,),
em que
(MU)(z,w) = A(z,w)w(z, w) + 2B(z,w)azaw(z,w) + C(z, M)W(Z’ w),

para certas funcées continuas A, B,C' : W — R e uma funcio F'.
Em palavras, isso quer dizer que a parte principal Lu, nas variaveis (x,y), se escreve como outra
parte principal MU, nas variaveis (z,w), mais um “resto” F.

Com efeito, escrevendo ((z,y) = (go(x,y),w(a:,y)) eu = U o (, por sucessivas aplicacbes
das regras da cadeia e do produto, obtemos que para todo (x,y) € V, as derivadas parciais de u

escrevem-se como

0 o(U o
2 ) = 2008 (o) = U (¢ )l 9) + U (Gl ) ) =
0?u 5
® @ = (UZZ © C) " P + (UZ’W © C) ’ (/’71991 + (Uz o C) : @rx""

(Uzw 0 Q) - path + (U 0 ¢) - 5 + (U ©C) - Y

Pu
oyor

(Uzw o C) ’ %ﬂ% + (wa o C) : szywx + (Uw © C) ’ 77b:z:y-

2Lembre-se que, ao escrever u o £ estamos olhando u no novo sistema de coordenadas & : W — V.
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o) = a(%; D0, ) = U (¢l ) 20 0, 9) + Vi (€, ) oy ,9) =

hd a_yz = (Uzz o C) : 995 + (Uzw o C) : wy@y + (Uz o C) : S‘ny—i_
(Uzw © C) “ythy + (wa © C) : 1/); + (Uw © C) “Yyy-

Substituindo estas expressées em Lu = a(x, y)uz, + 2b(x, y)uqy + (2, y)uy,, resulta
(Lu)(@,y) = [agh + 20papy + cpy] (2,y) - (Usz 0 C) (2,9)+

2 [apathe + b(@athy + Yupy) + coyty] (2,y) - (Usw © ¢) (2, y)+
(a2 + 2bpathy + c] (2,y) - (Uww © ¢) (2, y)+
F(z,y,Uo0¢ U, 0(,Uy0(),
para alguma funggo F.

Dai, escrevendo (x,y) = £(z,w), esta igualdade fica
(Lu)(&(z,w)) = [ap} + 2bpapy + coi] (E(z,w)) - U (E(z,w))+
2 [apate + b(0athy + Yatpy) + coyty] (E(z,w)) - Usw (€(2,w)) +
a3 + 2601y + cvy] (E(z,w)) - U (€(2,w)) + F(E(2,w0), U, U, Uy).
Que pode ser resumido como

0*U 0*U 0*U
(Lu)(f’(z,w)) = A(z,w)ﬁ + 2B(z, w)azaw + C’(z,w)@ + F(f(z,w), U,U,, Uw) =

(MU)(z,w) + F(&(z,w),U, U, Uy),
em que

Az, w) := [agl + 2bpaipy + col] (E(z,w));
B(Z7 w) = [ac)@xd)m + b(@xqu)y + ¢z§0y) + C%%} (5(27 w));
Clz,w) = [Q@Dg + 20,1y + CQAZ} (6(27 w))7

de onde se vé facilmente que para todo (z,w) € W

B(z,w)* — A(z,w)C(z,w) = 5(§(z,w)) [det (JC) (f(z, w))]2 ,
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em que
0o (E(z,w)) @y (E(z,w))
(J¢) (€(z,w)) =
Ve (E(z,w)) Yy (E(2,w))

Podemos entdo demonstrar o

Teorema 3.5. Nas condi¢bes acima, em cada ponto de ) o discriminante de L, nas varidveis (x,y)

e o de M, nas variaveis (z,w), possuem o mesmo sinal.

Demonstracdo. Como ( é um difeomorfismo, seu determinante é sempre diferente de zero, donde
para todo (z,w) € W tem-se [det (J() (f(z,w)ﬂ2 > 0.

Dai e da igualdade B(z,w)? — A(z,w)C(z,w) = §(&(2,w)) [det (JC) (f(z,w))]z, o teorema
segue. O

Corolario 3.6. Nas condigcdes acima, Lu é parabdlico (hiperbdlico, elitico, respec.) em p € V se,

e somente se, MU é parabdlico (hiperbdlico, elitico, respec.) em ((p) € W.

4  Curvas caracteristicas para EDP’s de 2 ordem

Vimos como as curvas caracteristicas podem ser usadas para construir solucées das EDP’s lineares
de primeira ordem. Este conceito também pode ser considerado para equacdes de segunda ordem
(para qualquer ordem, na verdade). Seu papel aqui serd o de colocar a EDP, localmente, em sua

forma canénica, ou normal, como a seguir explicaremos.

Definicdo 3.7. Sejam a,b,c € C(2) e consideremos

0%u 0%u J%u
Lu(x,y) = a(:c,y)@ + 25(1’79)83783/ + c(x, y)a—yQ

a parte principal de uma EDP linear de segunda ordem em duas variaveis independentes. Dado um
ponto p = (xg,yo) € 2 definimos:

(i) A forma caracteristica para L em p é o polinémio homogéneo de grau dois dado por

XL(p;€) := a(p)éf + 2b(p)iéa + c(p)és, € = (&1,&) € R%
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(i) Um vetor £ # 0 em R? diz-se um vetor caracteristico para L em p quando x1(p; &) = 0.

(iii)) O conjunto caracteristico para L em p é o conjunto
Char,(L) :={( €R*: £ #£ 0 e xr(p;€) =0} .

(iv) Uma curva regular de classe C', v : I — Q, diz-se caracteristica para L em v(ty) = p

quando seu vetor normal em (ty), v(v(ty)), é caracteristico para L em p.

A seguir descreveremos uma maneira bastante pratica, envolvendo raizes de equacdes do segundo

grau, para determinar quando uma curva é caracteristica, ou ndo, para uma EDP de segunda ordem.

Observacdo 3.8. Seja p € Q) e suponhamos que a(p) # 0. Seja também ~y : I — Q uma curva
C1, do tipo v(t) = (t,a(t)), e caracteristica para L no ponto p = ¥(1).

Primeiramente, lembre-se que os vetores normais a vy sdo da forma
v(v(t) = (\a'(t), =), AeR.

Sendo v(t) = (t,«a(t)) caracteristica para L no ponto p = ~y(ty), em particular, fazendo \ = 1

devemos ter
v(p) = (a'(t), —1) € Char,y (L),
o que significa
0 = x(p;v(p) = a(p) [0 (to)]” + 2b(p) [ (ta)] - (=1) + c(p)(—1)* =
a(p) [ (t0)]” — 2b(p) @ (t0)] + €(p):
Noutras palavras, o niimero o (t,) deve ser uma raiz da equacdo do segundo grau

a(p)p® — 2b(p)p + c(p) = 0, (3.4)

o que demonstra o teorema:

Teorema 3.9. Supondo que a(z,y) # 0 em ), uma curva de classe C1, v : I — Q do tipo

~v(t) = (t,a(t)), é caracteristica para L no ponto p = (ty), para algum t, € I, se, e semente se,

3Ela &, de fato, do segundo grau porque a(p) # 0.
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o (to) é uma raiz da equacdo do segundo grau em yui:

a(y(to))u* = 20((to)) p + c(v(to)) = 0. (3.5)

Observacio 3.10. Observemos que é o sinal do discriminante §(p) = b(p)* — a(p)c(p), em p, que
determina a quantidade de raizes reais que (3.4)) possui. Mais precisamente:

e Se d(p) =0, entdo (3.4)) possui uma dnica raiz real.
e Se d(p) > 0, entdo (3.4)) possui duas raizes reais distintas.
e Se d(p) <0, entdo (3.4) ndo possui raizes reais.

Isso quer dizer, de acordo com o teorema anterior, que a existéncia, ou n3o, de curvas caracte-
risticas passando por p € S), tem a ver com a existéncia, ou ndo, de raizes reais de (3.5)), fato que

exploraremos nas consideracbes a seguir.

Suponhamos que a nunca se anule Q e consideremos, para cada (z,y) € 2, a equagdo do

segundo grau em
a(z,y)u* = 2b(x, y)p + c(x,y) = 0. (3.6)

Se para cada (z,y) € € indicarmos por u(x,y) as raizes de (3.6, entdo, da féormula de Bhaskara,

podemos expressa-la por meio dos coeficientes da equacdo como
20(x, y) + \/4b(z,y)? — da(x, y)c(z,y)  blx,y) £ \/6(x,y)

ulery) = 2a(w,y) N a(z,y) '

Isso posto, queremos destacar trés situacdes:

(i) L é parabdlico em €2, ou seja, §(z,y) = 0 para todo (z,y) € Q. Neste caso, temos que

p(z,y) = ), para todo (x,y) € Q.

Mostrando que existe uma Gnica fungdo raiz i : Q@ — R, para (3.6, a qual &, obviamente,

uma fungdo continua.

(i) L é hiperbdlico em €, ou seja, d(z,y) > 0 para todo (z,y) € 2. Neste caso, temos duas
opgdes de fungdo raiz para ((3.6)), a saber, uy, o : 2 — R dadas por

b(z,y) +/0(z,y)
a(r,y)

m(z,y) = , para todo (z,y) € Q
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a(z,y)
As quais s3o também funcdes continuas.

pio(,y) = , para todo (z,y) € Q.

(i) L é elitico em €, ou seja, d(z,y) < 0 para todo (z,y) € . Neste caso, ndo existe funcdo

raiz a valores reais [

O problema que queremos estudar agora é o de saber determinar a quantidade de curvas carac-
teristicas que uma equagdo possui. Vimos anteriormente que, para curvas do tipo y(t) = (¢, a(t)),
ela ser, ou n3o, caracteristica, depende de o/(t) ser, ou n3o0, uma raiz de , e usando as funcdes
raizes apresentadas acima, a observacdo a seguir ird nos ensinar como obter caracterisicas com este
formato.

Observacao 3.11. Suponhamos as mesmas condicées acima e que v : I — ) seja uma curva do

tipo y(t) = (t,a(t)). Suponhamos ainda que ou L é parabdlico ou é hiperbdlico em todo .

Se i : Q — R é uma qualquer fungdo raiz de (3.6, entdo ~ é caracteristica para L em todo
ponto ~y(t) se, e somente se, y satisfaz a EDO

a(t)=p(y(t), tel.

Isso mostra que, para encontrar caracteristicas do tipo (t) = (t,«(t)), precisamos encontrar o

que resolva a EDO

/

a (t) = p(t, o)),
cujas solugcdes devem satisfazer, também, a equacdo integral
t

a(t) = al(ty) +/ p(s, a(s))ds.

to
Vejamos alguns exemplos.

Exemplos 3.12. (1) Consideremos a equa¢do da onda uy = c*u,, em = R?, para algum

¢ > 0. Ja sabemos que ela é hiperbdlica em todo o R?, com 6(t,z) = ¢* > 0 para todo

4Terfamos duas fungoes raizes, continuas e a valores complexos, porém nao estudaremos esta situagao neste
texto.
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(2)

(t,z) € R?, pois pondo Lu = uy — *uy,, temos a(t,z) = 1, b(t,x) = 0 e c(t,x) = —c,
para todo (t,x) € R

Como a(t,x) = 1 # 0, de acordo com o que deduzimos acima, a fim de encontrar curvas
caracteristicas do tipo “y(t) = (t, a(t))” para esta equacdo, devemos usar seus coeficientes

para criar, em cada p € R?, a equacdo do segundo grau em 1

a(p)p® = 2b(p)p + c(p) = 0,

a qual aqui fica

1> =20 p—c =0 =7,

cujas raizes sdo 1y = ¢ € jil = —c, independentemente de p € R, de onde vemos que as

fungées raizes s3o as funcdes constantes

,ul(tax) =ce MZ(tax) = —¢C.

A Observacio diz, portanto, que devemos resolver as duas EDQO's

ay(s) = (s ai(s)) = ¢

ay(s) = pa(s, aa(s)) = —c,
cujas solugcdes gerais sdo, respectivamente, a1(s) = c¢s + A\ e as(s) = —cs + Ay, para
constantes A\, Ao € R arbitrarias.

Assim, obtemos duas familias de curvas caracteristicas (do tipo buscado) para essa equaco,
a saber,
(s) = (s,cs+ ), seR

m(s) == (s,—cs + N), s € R,

para cada A € R fixado.

Consideremos agora, para algum o > 0, a equacdo do calor u; = o’uy, em Q = R2. Ela é
parabdlica em todo o R?, porque §(x,t) = 0 para todo (z,t) € R?, uma vez que os coeficientes
de Lu = o*u,,, sdo a(z,t) = a?, b(x,t) =0 e c(x,t) = 0, para todo (z,t) € R%

Assim, a(z,t) = a? # 0, e entdo, como no caso anterio, a fim de encontrar curvas caracte-

risticas do tipo “y(s) = (s, a(s))” para esta equacdo, devemos estudar, em cada p € R?, a
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equagdo do segundo grau em

a(p)p® — 2b(p)p + ¢(p) = 0,

a qual aqui fica
& 2 =2-0-p—0=0+<= a*u? =0,

que tem p = 0 como dnica raiz, qualquer que seja p € R, nos dando como (nica funggo raiz

a fungdo constante igual a zero
p(z,t) = 0.

Para encontrar as caracteristicas, pela Observacdo basta resolvermos a EDO

que possui a(s) = A, para qualquer A € R, como solugdo geral.

Com isso, obtemos uma dnica familia de curvas caracteristicas (do tipo buscado) para a
equacdo do Calor:
M(s):=(s,A), s €R

para cada \ € R fixado.

(3) A Equagdo de Poisson, u,+u,, = f(x,y), em Q = R?, tem coeficientes a(z,y) = c(x,y) =1
e b(z,y) = 0 para todo (z,y) € R?, por isso ela tem discriminante negativo 6(z,y) = —1 em
todo (x,y) € R?, mostrando que ndo existe funcdo raiz a valores reais e, consequentemente,

nenhuma curva caracteristica do tipo “y(t) = (t,a(t))”.

Dando prosseguimento ao nosso estudos das caracteristicas, permitiremos agora que a se anule
em (), mas que o coeficiente ¢ nunca. Nessas condi¢des, consideremos, para cada (z,y) € (, a

nova equacdo do segundo grau em pu:

a(z,y) = 20(z,y)p + c(z,y)u* = 0. (3.7)

Se para cada (z,y) €  indicarmos por pu(z,y) suas raizes, entdo, novamente pela féormula de

Bhaskara, podemos expressa-la em termos dos coeficientes da equacdo como

- Qb(ZL’, y) + \/4[)(%, y>2 - 4@(]37 y)C(l’, y) o b(ZL’, y) + (5<I7 y)
wz,y) = 2e(z.9) = v) .

Como antes, destacaremos as trés situagdes:
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(i) L é parabdlico em 2. Neste caso, temos que

w(x,y) = para todo (z,y) € Q.

Concluindo, analogamente, a existéncia de uma tnica fungdo raiz ;4 : Q@ — R, para (3.7)),

que é naturalmente continua.

(ii) L é hiperbdlico em 2. Temos assim duas fungdes raizes para (3.7)), as fungdes pi1, 1o : @ — R

dadas por

(r,y) = b(x’y)ca yf(m’w, para todo (z,y) € Q2
e ;

po(z,y) = bz.y) = 5(x,y)’ para todo (z,y) € Q.

c(,y)

Ambas funcdes continuas.

(iii) L é elitico em 2 e, como antes, ndo ha fungdo raiz a valores reais nesta situag&o.

Observacao 3.13. Nas condicées acima, suponhamos que v : I — €) seja uma curva do tipo
~v(t) = (B(t),t) e que L é, ou parabdlico, ou é hiperbdlico em todo ).

Seja p1: @ — R uma qualquer fungéo raiz de (3.7)). Resulta que ~y serd caracteristica para L

em todo ponto (t) se, e somente se, -y satistaz a EDO
B(t) = u(B(t), 1), te I

Com efeito, dizer que ~y é caracteristica para L em todo ponto (t) significa dizer que para cada
t € 1, seu vetor normal, v(~(t)) = (—1, 8 (t)), esta no conjunto Char,(L), ou seja, que se tenha

a(y(t)) = 2b(y(£)[8' ()] + e(z, y)[B' (1)) = 0.

Desse modo, assim como antes, encontrar caracteristicas para L do tipo v(t) = (B(t),t), equivale

a encontrar as solucées 3 da EDO

A altima situacdo que iremos analisar é aquela em que, agora, a e ¢ se anulam simultaneamente

em todo o €2, obrigando que seja entdo b(x,y) # 0 para todo (x,y) € Q. Neste caso, L deve ser
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da forma
Lu = 2b(x, y) gy,

automaticamente hiperbélico, em particular.
Suponhamos agora que uma curva regual C*, v(t) = (B(t), a(t)), seja caracteristica para L em

todo 7(t), para t em algum intervalo I. Como o vetor normal a y em y(t) é v = ( —a/'(t), 5'(t)),

teremos
2b(y(t)) - a'(t) - B'(t) = 0, paratodo t € I.

Neste caso, se para algum t, € I, tivermos o’ (ty) # 0, poderemos supor que 3 (t) = 0 para todo
t, dizendo que [ é constante e assim, y(t) = (A, «(t)), para alguma constante A € R.

Se, por outro lado, for 3'(ty) # 0, para algum t, € I, raciocinando analogamente ao caso

anterior, concluiremos que (t) = (3(t), A), para alguma constante A € R.
Deduzimos assim que, quando Lu = 2b(z, y)u,,, ele admite os dois tipos de curvas caracteris-

ticas

'VA(t) - ()\,O((t)) € nA(t) = (5<t)7)‘)>

para A € R fixado.

Lema 3.14. Seja vy : I — R? uma curva C* regular com coordenadas ~(t) = (3(t), a(t)). Para

cada ty € I existe um intervalo Iy C I, com t, € I, e uma reparametrizacdo 7 : J — R? de +,

em Iy, de um dos dois tipos

Demonstracgo. Com efeito, como +/(tg) = (/8 (to),a' (o)) # (0,0), supondo que seja 3'(ty) # 0,
existe um intervalo Iy C I, com ty € Iy, tal que 3'(t) # 0 para todo t € I. lsso nos diz, em

particular, que 3 é invertivel em I,.
Nessas condicdes, se 371 : J — I € a inversa de 3 em I, definimos

que se trata de uma reparametrizacdo de 7 da forma j(s) = (s, a(s)), em que a(s) := a(B7'(s)).

! .
O caso em que se tem « (ty) # 0 demonstra-se analogamente conduzindo-nos a uma reparame-
O

trizacdo da forma (s) = (B(s), s), completando a demonstracio.
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Exercicio 3.15. Seja v : I — Q uma curva regular de classe C*. Mostre que, -y é caracteristica
para L em um ponto p € §) se, e somente se, qualquer reparamentrizacdo sua 7(s) := (7 o 9) (s),

para alguma 0 : J — I, C' com 9/(3) =+ 0 para todo s € J, é também caracteristica em p.

As diversas observacdes que descrevemos até aqui, envolvendo os coeficientes de L e as fun-
cdes raizes, nos oferecem as condicdes de que precisamos para estender as conclusbes obtidas nos
Exemplos [3.12| acima a todas as EDP's semilinares de segunda ordem, se supusermos que elas n3o

mudam de tipo em seu dominio de definicdo, resultado contido no préximo teorema.

Teorema 3.16. Seja Lu = a(x,y)us, + 2b(z, y)uyy + c(x, y)uy, a parte principal de uma EDP
semilinear de segunda ordem, com a,b,c € C*(Q)), para algum aberto Q) C R%. Nessas condicées

temos:

(i) Se L é elitico em €, entdo L ndo possui curvas caracteristicas.

(ii) Se L é parabdlico em (), entdo para cada p € (), existe uma unica curva v : [ — €

caracteristica para L em todo «(t) e passando por p, a menos de reparametrizagdes.

(i) Se L é hiperbdlico em (), entdo para cada p € (), existem duas curvas v1,ve : I — Q
caracteristicas para L em todo 7(t), V2(t), respectivamente, passando por p, a menos de

reparametrizagoes.

Demonstracdo. Antes de qualquer coisa, levando em conta o Lema [3.14] e o Exercicio [3.15], ndo ha

perda de generalidade em limitarmos a demonstracdo a curvas dos tipos
Y(t) = (talt)) ou ~(t) = (B(1).1).

Isso posto, comecemos supondo que a(z,y) # 0 em todo 2. Nestas condi¢Bes, a demonstragdo

segue das observacBes anteriores para curvas v : I — ) do tipo Y(t) = (¢, a(t)):

(1) Nao possui funcio raiz a valores reais, logo ndo ha EDO do tipo a'(t) = pu(t,a(t)) para ser
resolvida.

(73) Se p: @ — R € a anica fung¢&o raiz, com pu(z,y) = % de classe C, pelo Teorema de

Picard, para cada p = (zo, %) € 2, o PVI

{ o (t) = pt,a), tel

(o) = Yo



75

possui uma Gnica de solu¢do em alguma vizinhanca I C R de xq, provando a afirmacéo.

(17i) Neste caso, sejam pu1, f1o : 2 — R as duas fungdo raizes de ((3.6)), as quais sabemos serem

de classe C''. Novamente do Teorema de Picard, fixado p € €2, cada um dos PVI's

ay(t) = pm(t,aq(t), tel

061(560) =Y

ay(t) = pa(t, aa(t)), t €1
042(1750) = %Yo

possui uma Gnica de solucdo em alguma vizinhanca I C R de xq, provando o teorema neste caso.

Por outro lado, permitindo agora que o coeficiente a possa se anular em €2, suponhamos que seja
c(x,y) # 0 para todo (z,y) € Q. Nestas condigBes a prova de todos os itens (i), (i) e (iii) pode
ser efetuada para curvas do tipo 7(t) = (3(t),t), analogamente ao modo como as demonstramos
acima para curvas do tipo 7(t) = (t,a(t)) e supondo que a nunca se anula, tendo em mente a
Observacio e os comentarios que a antecedem, envolvendo a definicdo das funcdes raizes e as
EDQ's por elas definidas.

O caso em que a e ¢ sdo identicamente nulos em €, necessariamente b(x,y) # 0 para todo
(z,y) € Q, logo Lu = 2b(x,y)u,,, portanto hiperbélico em €2, e suas duas familias de curvas

caracteristicas ja foram encontradas nas linhas anteriores ao Lema [3.14]

Assim, dado p = (z,yo) € €2, as curvas

v(t) = (:L’o,t) e n(s)= (S,yo),

definidas, respectivamente, num intervalo I contendo 1, € num intervalo J contendo xy, sdo as

nicas caracteristicas que passam por p.

Finalmente, os casos em que queremos curvas do tipo () = (t, a(t)) supondo que a € identica-
mente nulo e o caso em que queremos curvas do tipo (t) = (ﬁ(t), t) supondo que ¢ é identicamente

nulo sdo deixados como Exercicio para o aluno, completando a prova. H

Observacido 3.17. E importante ter em mente o carater local apresentado nas conclusées do
teorema anterior, refletido nas hipéteses sobre os coeficientes, que foram, basicamente, duas: Fixado

a ou ¢, ou ele nunca se anula ou ele é identicamente nulo.
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Isso se deve ao fato de que, para cada ponto p € Q) se, por exemplo, a(p) # 0, entdo gracas a
sua continuidade, existe uma vizinhanca ) de p sobre a qual a nunca se anula. Se for, a(p) = 0,

entdo b(p) # 0 ou c(p) # 0. Caso seja c¢(p) # 0, existe uma vizinhanca de p sobre a qual ¢ nunca

se anula.

Finalmente, o caso em que a(p) = c(p) = 0 e b(p) # 0, existe uma vizinhanca Q' de p onde L é
hiperbélico, caso que tratamos como se fosse a(x,y) = c(x,y) = 0 e b(x,y) # 0 em Q', para evitar

uma generalidade extrema no tratamento desta questdo, dado o objetivo introdutdrio deste texto.

5 Formas candnicas das EDP’s semilineares de 2% ordem

Formalizaremos agora que as equagdes de Poisson, da Onda e do Calor sdo os protétipos das EDP’s
eliticas, hiperbdlicas e parabélicas, respectivamente, denominando-as como “formas candnicas” des-

tes tipos. A observacdo que sucede esta definicdo explica o significado das formas canénicas.

Definicdo 3.18 (Forma Canénica). Seja Lu = a(x, y)uy,+2b(x, y)uzy+c(z, y)uy, a parte principal
da EDP semilinear de segunda ordem Lu = f(z,y, u, u,, u,), com coeficientes continuos num aberto
Q) C R2. Suponhamos que o sinal do discriminante de L seja constante em ). Definimos:

(i) Se L é elitico, entdo sua forma canénica (ou normal) é

A(z,w)Uv =U.. + Upw = G(vav Ua Uza Uw)a

para alguma funcio G.

(ii) Se L é parabdlico, entdo sua forma canénica (ou normal) é
Uww = G(Z, w,U, U, Uw)v

para alguma funcdo G.

(i) Se L é hiperbdlico, entdo ele possui duas formas canénicas (ou normais):

Uzw = G(Z7 w, U, Uza Uw)
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para certas funcdo G e H.

Observacdo 3.19. Supondo que a EDP se apresenta como Lu = f(x,y,u,u,,u,), o significado

das formas canénicas deve ser entendido do seguinte modo:

Dizer que uma EDP assume sua forma canénica, significa afirmar que para cada ponto p € ,
existem abertos A, B C R%, com p € B C ), um difeomorfismo £ : A — B, de classe C?, e

alguma funcdo G, de maneira que, para toda u € C*(B), pondo U := u o £, tem-se que

(Lu)(&(z,w)) = f(&(z,w), u(€(z,w)), us (§(2,0)), uy (€(2,w))), (2,w) € A
se, e somente se,
(MU)(z,w) = G(z,w,U(z,w),U,(z,w), Uy(z,w)), (z,w) € A,

sendo MU de um dos trés tipos listados acima. Isso quer dizer que, ou MU = U,, + Uy, ou
MU = Uy, ou MU = U,, — Uy, ou ainda MU = U,,, conforme o tipo elitico, parabdlico ou
hiperbdlico, respectivamente.

A observacio a seguir explica porque n3o surpreende o fato de as equacdes hiperbélicas possuirem

duas formas candnicas, um fato que ja foi abordado anteriormente em nossos estudos.

Observacao 3.20. Ji sabemos que a prdpria equacio das ondas, como superficialmente destacado
no inicio deste capitulo, assume as duas formas apresentadas em (iii) da Definicdo porque
escrevendo

U, =0, emR?,

e, para ¢ > 0 fixo,

Uy = cQum, em R2,

vemos que a aplicagdo ® : R? —s R?, dada por ®(t,z) := (x + ct,x — ct) | é um difeomorfismo

Z—w z4+w
2c 7 2

pondo U = uo&, se (z,w) € R?, entdo vale que

de classe C*, com inversa &(z,w) = ( ), e podemos verificar que, para toda u € C*(R?),

un (E(z,w)) — Cge (E(z,w)) = (Lu) (§(2,w)) = 0 <= U.y(z,w) = 0.

50bserve que as posicoes das coordenadas sdo ocupadas por curvas caracteristicas da equacdo da onda.
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Com efeito, 5 . .
0ew) = 2200 ) = ez w) + Jua(ezw) =
Uon(ev) = | grztn(€0,0) = s €0) | + | ta(€C0) = June(eCev0)| =
1 1 1 )
Eutt(g(sz)) - Zumm(g(zaw)) = 12 [Utt(§<zaw)) —C Uxa:(f(zaw))] 3

logo, (Lu)(&(z,w)) = 0 <= U.,(z,w) = 0.

6 Reduc3io a forma condnica

Veremos nesta secdo como as curvas caracteristicas podem ser usadas para construir um sistema
de coordenadas que reduz as equacdes hiperbdlicas e parabdlicas as suas formas normais. O caso

elitico, por sua vez, serd apresentado na lista de Exercicios ao final deste capitulo.

A observacdo a seguir estabelece as condicdes de que precisaremos para concluir as duas reducdes

que pretendemos fazer aqui.

Observacdo 3.21. Consideremos Lu = a(x,y)uy, + 2b(x, y)uyy + c(z, y)u,,, com coeficientes
continuos em um aberto 2 C R2. Suponhamos que ¢ : W — V seja um difeomorfismo de classe
C?2, cujo inverso indicaremos por ( : V —s W, comW C R? eV C Q.

Como em Observagio escrevendo ( em coordenadas ((z,y) = (¢(z,y),¢(z,y)), dada
u € C*(V), pondo U :=uo& <= u=Uo(, para todo (z,w) € W, temos

o*U o*U 0*U
L =A — 4+ 2B 4 F
(L) (€(zw) = Az, w) g+ 2B(z,w) g+ Ol w) G +F (6 ), UL UL, U),
=(MU)(z,w)

que resumidamente se escreve como

(Lu) (é(z,w)) = (MU)(z,w) + F(ﬁ(z,w), U,U,, Uw), em que
A(z,w) = [agog + 2bp, 0y + cgpﬂ (5(2, w));
B(z,w) = [ap.thy + b(psthy + Uuipy) + coythy] (£(z,w));

Cz,w) = [ag] + 2athy + ] ((z,0)),
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Desse modo, (Lu)(z,y) = f(x,y,u,uy, u,) para (x,y) em V se, e somente se, para todo
(z,w) e W

2B(2,w)Uzp = (MU)(z,w) = f ((z,w),U,uz 0 & uy0&,) — F(E(z,w),U,U.,Uy).  (3.8)
Por outro lado, observemos que um modo de deixar MU hiperbdlico é quando temos
A(z,w) = C(z,w) =0, para todo (z,w) € W.

E se, além disso, B(z,w) # 0 para todo (z,w) € A, poderemos reescrever ({3.8)) como

U (o) = f(&(z,w),U, uy o fjuég(fz,)ll}—) F(¢(z,w),U,U,, Uw)’ (o) € W (3.9)

Conclusdo: Se, por alguma razio, tivermos A(z,w) = C(z,w) = 0 e B(z,w) # 0 para todo
(z,w) € W, pondo G := 55(f — F), segue que

Lu=femV < U,,=GemW.

Surpreendentemente, toda vez que L for hiperbdlico, & possivel mostrar que as condicdes im-

postas acima estdo sempre satisfeitas.

Noutras palavras, a conclusdo acima guia nosso pensamento no sentido de nos mostrar o que
precisaremos determinar a fim de reduzir uma EDP hiperbélica a sua primeira forma normal, resultado

contido na proposicdo a seguir.

Proposicdo 3.22 (Redugdo no caso Hiperbdlico). Seja a(x, y)uz, + 2b(x, y)uqy + c(z, y)uy, = f
uma EDP semilinear de segunda ordem hiperbdlica em um aberto Q0 C R?, com a(x,y) # 0 para

todo (z,y) € 2. Suponhamos também que seus coeficientes sejam de classe C*(Q) e que (0,0) € .

Nessas condicées existem:
(i) Abertos W,V C R?, com (0,0) € V C Q.
(ii) Um difeomorfismo C?, £ : W — V, cujo inverso indicaremos por (; e
(iii) Uma fungdo G de cinco variaveis,

de tal modo que u € C*(V) resolve Lu = f em V se, e somente se, U = u o & resolve
Uwwo = G(z,w,U,U,,U,) em W.
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Noutras palavras, se L é hiperbdlico em (0,0), entdo L assume sua primeira forma normal em

uma vizinhanga de (0,0), relativamente a algum sistema de coordenadas.

Demonstracio. De acordo com a observacido anterior, é suficiente encontrar um difeomorfismo
C:V—W,comW CR?eV CQ, com coordenadas ((x,y) = (go(x,y),zb(x,y)), de tal modo

que
(1) apl 4 2bp,py + cp2 =0, em V
(11) a? + 200,70y + b = 0, em V.
(Z”) Uy + b(@xdjy + ¢x¢y) + C@yqvby #0,emV

Por outro lado, como estamos supondo a(x,y) # 0 para todo (x,y) € Q e L hiperbdlico,

sabemos que existem duas funcdes raizes 1, io : £ —> R para a equacio do segundo grau

a(z, y)u(r,y)? = 2b(z, y)p(z, y) + c(zr,y) =0, (z,y) € .

E interessante perceber que podemos encontrar essa equagdo em (i) e (ii) acima, ao colocarmos

(de maneira “incosequente”) ¢2 e 42 em evidéncia, ou seja
N2 (% Yz _
(i) ¢, <a¢§ +2bE +c> 0,em V.
oy 2 (v z _
(i) ¥ (aw—g + 2b1$—y + c) =0,em V.
ou, escrito de outra forma,

(@) @2 la (—3—2)2 s (—:j—) + c} —0,em V.

3y 2 P 2 Y
(i) ¥, a(—w—y> —2b (—w—y) +c| =0,emV.
Vemos assim que a Gnica maneira de estas igualdades ocorrerem, simultaneamente, é quando

tivermos ¢, (z,y) # 0 e ¥, (z,y) # 0, para todo (z,y) € B, com
SN ey e D ),
isto &, quando ¢, (z,y) # 0 e ¢, (z,y) # 0, para todo (z,y) € B, com

Ou(1,y) + (2, y)py(z,y) =0 e Yu(2,y) + pa(z, Y)Yy (z,y) = 0.
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Em palavras, nossa conclusdo foi, a fim de um difeomorfismo { = (¢,v) efetuar a redugdo que
desejamos, é necessario que suas coordenadas ¢ e 1), tenham derivada em y sempre n3o nula e

sejam solugdes das EDP's lineares de primeira ordem [f]

0+ (2, y)py =0 e Yy + pa(z,y)ihy, =0,

sobre as quais sabemos que tipo de condicdo impor a fim de obter existéncia de solucdo, o que

faremos a seguir, mostrando que essas condicdes necessarias serdo também suficientes.

Com efeito, é facil ver que v(t) = (0,t) é ndo-caracteristica para ambas essas EDP’s de primeira

ordem, por isso, os PVI's

{ ert ey, =0, { Ve + pa(@ Yoy =0, (3.10)

©00,y) =y Y(0,y) =y

possuem, cada um, solugdo Gnica em uma vizinhanga V' C € da origem que, por ser ¢,(0,0) =1
e 1,(0,0) = 1, pode ser escolhida de maneira que tenhamos ¢, (z,y) # 0 e ¥, (x,y) # 0 para todo
(z,y) e V.

Nestas condicdes, sejam ¢, 1) : V/ — R estas sulucdes, definamos ¢ : V/ — R? pondo

C(z,y) = (elz,y), ¥(x,y))

e observemos que

(1) ¢ € C?*(V"), pois os coeficientes i1, o € C3(2) (Exercicio 1 da Lista do Capitulo 2).

(2) (¢ é difeomorfismo restrito a alguma vizinhanga V' C V' de (0,0), porque

det [(J)(0,0)] = det ( #=(0,0)2,(0,0) ) — det ( 2:(0,0) 1 ) _
’ %(0, O) wy(0,0) ¢x(070) 1

sz(07 0) - ?/)x(0> 0) = ILQ(Ov O)¢y(07 0) — (O’ O)QOy(O, 0) =
112(0,0) — 11(0,0) # 0,

pois as raizes 111(0,0) e 12(0,0) sdo distintas. Dai, a existéncia de V' vem do Teorema da

Funcio Inversa.

(3) Finalmente, ap, v, + b(w.by + Uuipy) + cpyiby # 0, em V, pois, nas condicBes que temos

6Como as funcoes raizes dependem apenas dos coeficientes de L, essas EDP’s de primeira ordem dependem
apenas de L.
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usando as equacdes em ([3.10|) e as relagBes entre as raizes ji1, pi2 que aprendemos no Ensino

Médio, é possivel escrever:

Py + b(%% + %wy) + CSOy% = a,ulﬂ280ywy + b( - Nl@ywy - N2wy90y> + C%% =

2
[a,“lM? - b(ﬂl + :U2) + C} Pyy = {ag —b (%b) + C] Pythy = {20 - (%)} Pythy =

2ac — 2b? 2 20
(T) @y#’y = _E(bQ - aC)Qway = _Egpy¢y 7é 07

pois & > 0 em €2, ja que L & hiperbélico, e ¢ 1, # 0 em V.
Ou seja, ((z,y) = (¢(z,y),¢¥(z,y)), com (z,y) € V, & um difeormorfismo que atende as

trés conclusdes enunciadas na proposicdo, completando assim a sua demonstracio.

[]

A redugdo no caso parabdlico, apés o entendimento dos argumentos usados na prova da propo-

sicdo anterior, torna-se bastante simples, como explicaremos no resultado a seguir.

Proposicdo 3.23 (Redugdo no caso Parabélico). Seja Lu = a(x, y) g, + 2b(z, y) ey + c(, y)ty,
um operador parabélico de segunda ordem com coeficientes C* num aberto Q2 C R? com (0,0) €

Q, sendo o coeficiente a ndo nulo em todos os pontos de (2.

Nessas condicées existem:
(i) Abertos W,V C R?, com (0,0) € V C €.
(ii) Um difeomorfismo C?, & : W — V, cujo inverso indicaremos por (; e
(iii) Uma fungdo G de cinco variaveis,

de tal modo que u € C*(V) resolve Lu = f em V se, e somente se, U := u o & resolve
Upw = G(z,w,U,U,,U,) em W.

Noutras palavras, se L é parabdlico em (0,0), entdo L assume sua forma normal em uma

vizinhanga de (0,0), relativamente a algum sistema de coordenadas.

Demonstracdo. Com efeito, consideremos p : 2 — R a anica fungdo raiz p(z,y) = b

equacdo do segundo grau

a(a, y)p(z,y)* = 2b(z, y)u(z,y) + c(z,y) = 0, para (z,y) € Q.
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Como na Observacio|3.21] seja ¢ : V' — W um difeomorfismo C?, com ¢ (z,y) = (o(z,y),¥(x, 1)),
de tal modo que para toda u € C?(V) que resolva Lu = f em V, implique que U := u o £ resolva
Uww = G(z,w,U,U,,U,) em W, para alguma funcdo GG, entdo, como realizado na demonstragao

da proposicdo anterior, se ¢, # 0, entdo ¢ deve ser solugdo da EDP linear de primeira ordem
vy + p(x, y)v, = 0.

Reciprocamente, se supomos que ¢ = ¢(z,y) € C*(V'), em algum abeto V' contendo (0,0),

seja a unica solucdo do PVI

{ ¢x + u(%, y)¢y = O (311)

¢(0,y) = y.
e 1 = ¢(z,y) € qualquer fungido C?*(V’) com 1,(0,0) # 0 tal que[]

dot [ #=(0:0) #,(0,0) 20
$2(0,0)  4,(0,0)

entdo, existe um aberto V' com (0,0) € V' C V', de modo v, (x,y) # 0 para todo (z,y) € V e
definindo ¢ : V' — R?, por ((z,y) = (p(x,y),¥(x,y)), segue ¢ & um difeomorfismo C*(V') que

reduz Lu = f a sua forma normal U, = G(z,w,v,v.,v,) em algum aberto W C RZ.

Com efeito, a existéncia de V, nestas condicdes, que torna ¢ um difeomorfimo, vem do Teorema

da Funcdo Inversa, assim, precisamos apenas comprovar que ( efetua a reducdo que queremos.
Realmente, pois como ¢ resolve (3.11]), escrevendo £ = (™!, a partir da igualdade
(Lu) (§(z,w)) = (MU)(z,w) + F(&(2,w), U, U., U,), em que

Alz,w) = [agl + 2bprpy + el ] (E(z,w));

B(z,w) = [apatbs + b0ty + apy) + coyty] (£(2,w));
Clz,w) = [a? + 2byety + ] (E(2,w)),

como deduzido em (i) na Proposicio 322} vemos que

(1) ap? + 20,0y + cpz =0, em V,

"Verifique que uma 1) com estas propriedades existe!
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mostrando ent3o que

5 2
02U U L P(e(ew), U, UL, U),

(Lu)(£(z,w)) = 2B(z,w)

nos dizendo assim que, o que nos resta agora é verificar que
(11) a? 4 200,10y + bl # 0, em V e
(Z“) Pz, + b(¢x¢y + %%) + C¢y¢y =0,emV,

para assim obter, como na Observacdo|3.21, uma G de modo que U, = G em W,

Com efeito, que (i7) é verdadeiro, segue do fato de que, em todo V' devemos ter

0 # det ( i Zy ) = pathy — Py

ou seja,
Yo, Pa

= —p(z,y), em todo V,
Yy © @y
mostrando que _5_2 % uemV.

Dai, (ii) segue, pois como 1, # 0 em V/, podemos coloca-lo em evidéncia, da mesma maneira
que na prova da Proposicdo [3.22) e entdo, caso fosse ay)} + 20,9, + c1p; = 0, chegariamos numa
contradicdo com a unicidade da raiz p, ja que % # -Z‘;—“”.

Y Y

Finalmente, para comprovar (iii), usando que ¢ resolve (3.11]) e pondo ¢, em evidéncia na

expressdo que define o coeficiente B, podemos escrever

P2y + b(%ﬂwy + wﬂoy) + cpythy = @y[ — ap, + b( — iy + %«") + Cwy]’

lembrando que 1 = b/a, a igualdade acima fica

b b b?
Dy [—aawx +b (—awy + wm) + cwy} = @, {—wa + (—;wy + wa) + cwy} =

2 2
Py {_b_¢y +C¢y} = @,y {_b_ +C} = —pyty {6} =0,
a a

a
uma vez que L é parabdlico em €, ou seja, d(z,y) = 0 em todo (z,y) € €2, completando a

demonstracdo de que B é identicamente nulo, como queriamos. O
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Vejamos dois exemplos bem simples sobre como efetuar uma redugdo a forma canénica na

pratica.

Exemplo 3.24. Consideremos a equagdo 3uy, + 10uy, + Tu,, = 0, em Q = R?. Seus coeficientes
sdo a(x,y) =3, b(z,y) =5 ec(x,y) =7, para em todo (z,y) € R?, por isso, em todo (z,y) € R?
tem-se

§(z,y) =5>—3-7=25—-21 =4,
mostrando que a EDP é hiperbdlica em todo o plano.

Suas funcdo raizes sdo as funcdes constantes ¥

=1.

b+ 5+V4 T b—Vs 5-4
— = =z e m(xy) = =

Segundo o que aprendemos na Proposicdo uma maneira de encontrar um difeomorfismo
((x,y) = ((p(x, y),¥(x, y)) que efetua a reducdo, é exigir que suas coordenadas sejam solucdes dos
PVI's
{ Yot (@ y)py =0, { Vo + p2(@,y)1by =0,
0(0,y) =y v(0,y) =y

0s quais, neste caso, ficam

{pr_l'%(pyzoy e {%4-%207
00,y) =y V(0,y) =y

7
3

((z,y) = (y— gw,y—x)

é um difeomorfimso que cumpre a tarefa.

E imediato ver que p(z,y) = y — tax e (x,y) = y — v sdo as dnicas solucSes destes PVI'’s,

respectivamente, logo

Notemos que seu inverso é dado por

(o) = (G2, 0= 39).

Sabemos, a partir do que foi demonstrado na Proposicdo que u resolve 3u,,; + 10uy, +
Tu,, =0 em R? se, e somente se, U = uo¢ resolve U,,, = G em R?, para alguma G (o “residuo”

da reducgo).

8Lembre-se que p; e fio a0 as raizes da equacio 3u? —10 u+ 7 = 0.

=—2
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Determinemos, apenas para completar o exemplo, essa funcdo G.

Para isso, calculemos

o 3 3
new) = P08 oy = (e ) - (e w) =
313 7 313 7
Uzw(z,w) = _Z_l {Zum + Zumy] — Z [Zumy + Zuyy:| =

3
~16 [Btae 4 Ty + 3ty + Tuy,| =

3
BT [ty + 10uyy + Tuy,] = 0.
Como deveriamos ter U.,,, = G, o calculo acima diz que G = 0.

Exemplo 3.25. Consideremos agora a equacdo u,, — 2uy, + u,, = x (ndo-homogéna agora), em

Q) = R?, cujos coeficientes sdo a(x,y) = c(x,y) = 1, b(x,y) = —1, em todo (x,y) € R?, donde
§(z,y) =(-1)>~1-1=1—1=0, para todo (z,y) € R?,

dizendo que a equacdo é parabdlica em todo o R?.
Dessa forma, ela possui uma dnica funco raizﬂ a saber:

Cb+Ve 140

a 1

(@, y) -1

A Proposi;:éo ensina que um difeomorfismo ((x,y) = (cp(x, Y), ¥(z, y)) que efetua a reducio
dessa equagdo pode ser obtido se sua primeira coordenada  resolver

901’ + ,U(.I, y)gpy = Oa
©(0,y) =y

que aqui se torna
{ r — @y =0,
0(0,y) =y.
Naturalmente, ¢(x,y) = y + x é a anica solugdo deste PVI.

Por outro lado, ainda sob a luz da Proposicdo[3.23, podemos encontrar a segunda coordenada

9Lembre-se que p é a raiz da equacdo pu?> + 2 pu+1=0.
=—2b
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de ¢, escolhendo uma funcdo 1, com 1, # 0, tal que

Pz Py
det = U, — - 7= 0.
e (z/}x %) Py — Pythe F

Como ¢, =1 e p, =1, basta escolher 1) satisfazendo 1), — 1, # 0, o que evidentemente acontece
com a fungo Y (z,y) = y.

Nessas condicées, definimos ¢ : R? — R? pondo

C(z,y) == (r +y,y),

que serd um difeomorfimso que efetua a reducdo que desejamos.

Com efeito, seu inverso é dado por

§(z,w) = (2 —w,w),

dai u resolve ., — 2uy, + u,, = x em R? se, e somente se, U := uo £ resolve Uy, = G em R?,

para alguma G. A seguir, encontraremos essa funcdo G:
Un(2,w) = —ug (§(z,w)) + uy (€(2,0)) =

wa(z7w> = - [_u;m(f(z7w)) + ny(f(Z,w))} + [_uxy(g(sz)) + uyy(f(z’w))] -
Uz (€(Z7w)) - Qny (5(2’, w)) + Uyy (5(2,111)) =
Uz (2 — W, W) — 2Ugy (2 — W, W) + Uyy (2 — W, W) = 2 — w.

Como deveriamos ter Uy, = G, o céalculo acima diz que G(z,w,U,U,,U,) = z — w, completando

o exemplo.

Terminemos esta secdo explicando como o difeomorfismo (, que efetua as reducdes discutidas
acima, esta associado as curvas caracteristicas de Lu, consolidando assim a justificativa que demos

para a introducdo deste conceito.

Observacao 3.26. Supondo que Lu = a(x, y)tyy + 2b(x, y)uyy + c(z, y)uy, € hiperbdlico em uma
vizinhanga ) da origem e que a nunca se anula ai, vimos na Proposigéo que se o, € C*(V)
s3o, respectivamente, as nicas solucées em V dos seguintes PVI's para EDP'’s lineares de primeira

ordem
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{ ertm(my)ey =0, { Ve + pa(@, Yoy =0, (3.12)

©00,y) =y Y(0,y) =,

entdo definindo ¢ : V. — R?, por ((x,y) = (p(x,y),¥(z,y)), resulta que ¢ é um difeomorfismo
C?*(V) que reduz Lu = f a sua primeira forma normal U.,, = G(z,w,U,U,,U,) em algum aberto
W C R?, ou seja, Lu = f emV se, e somente se, U := uo¢ resolve U, = G(z,w,U,U.,U,) em
W, sendo & = (1.

Como sabemos, ¢ e 1) podem ser expressas usando o Método das Caracteristicas.

Com efeito, analisando o caso @, em primeiro lugar, devemos considerar o campo F : ) — R?,

dado por
F(x7y) = (1,Ml($,y))7

e, para cada w € I ['9 resolver o PVI para EDO'’s

{ bian(2) = (1 (0 (2)))
CI)(w)(O) = (0,w).

Escrevendo sua solugdo @, em coordenadas, ®(,(z) = ( Bu)(2), aw)(2)), vemos que elas satis-

fazem os PVI's

{ Buy(z) =1, _ { Gy (2) = (P (2)),
0

dizendo pois que B,)(z) = z €, entdo, que cu)(t) = 1 (t, aqw)(t)), para z em algum intervalo J.

Observemos agora que, de acordo com o que aprendemos na Observacio essa dltima

igualdade diz, em particular, que para cada w € I fixo, a correspondéncia
J 3t (tawl(t) €

é uma curva caracteristica para 0 Lu = a(x, y)uz + 2b(, y)tzy + (2, Y) Uy,
Por simplicidade, escreveremos a(z,w) 1= ay)(2).

Com a solugdo @, construimos, por meio da Observacdo[2.27, o difeomorfismo = : A — ¢V,
pondo Z(z,w) := Py)(2) = (z, a(z,w)), o que constitui o primeiro ingrediente necessario para

expressar a solucdo ¢ do primeiro PVI em (3.12)). O segundo pilar é obtido ao considerar o PVI

Uz:Oa
U0,w) = w,

0Escolha o intervalo I, aberto e com 0 € I, de tal modo que {0} x I C Q.
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que tem U(z,w) = w como dnica solucio.
Nessas condicées, o = U o 271, e aqui é relativamente simples escrever a inversa = 1.

Com efeito, dado um par (z,y) € V', existe um dnico par (z,w) € A tal que
(x,y) =Z(z,w) = (z,a(z,w)) — z=zey=oa(r,w).
Isso nos diz que, para cada par (x,y) € €, existe um tnico w := 0(x,y) de modo que

Y= a(x>9<x7y)):

consequentemente E7! (z,y) = (z,0(z,y)).
Isso posto,
p(z,y) = Uz, 0(z,y)) = 0(z,y),
demonstrando que ¢ é como uma “inversa’ da familia de curvas caracteristicas o, w € 1.

Analogamente, prova-se que ¢ é uma “inversa’ da familia de curvas caracteristica obtidas repe-

tindo o estudo acima com a fungdo raiz i, completando a observacdo e os assuntos deste capitulo.

7 Exercicios

(1) Para cada uma das EDP’s semilineares de 2* ordem a seguir determine, respectivamente, o

conjunto dos pontos onde ela é parabdlica, hiperbdlica e elitico:
(i) dugy + 124y + duyy = zu, —u
(i) 2yt + 8TYUgy — TUyy = Uy — Uy

(iii) —2ugy — 16Uy + yuy, = uu,

(2) Verifique que o tipo de uma EDP's semilinear de 2 ordem & invariante por multiplicaco por
funcdo ndo nula, ou seja, se Lu = a(z, y)uy, + 2b(z, y)ugy + c(z,y)u,, € a parte principal
da forma geral de uma EDP semilinear de 2% ordem, com coeficientes C°(Q), e a: Q@ — R
é uma funcdo continua que nunca se anula em 2, entdo o sinal do discriminante de L em

(x,y) € 2 € o mesmo que o de L em (z,y).
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(3) Sejam 2 C R? um aberto e Lu = 2b(x,y)u,, a parte principal de uma EDP semilinear de

segunda ordem, com b € C*(€2) que nunca se anula em Q. Pedimos:
(ii) Verifique que L é hiperbdlico em €.

(i) Encontre todas as curvas caracteristicas para L.

(4) Determine, caso existam, as curvas caracteristicas das EDP’s semilineares de 2% ordem a

seguir:
(i) 4duge + 12ugy + Suyy = wcos(uy)
(i) Upy — Auyy + duyy = uy — Uy
(i) (14 2%)2up — (14 y?)?uyy = zy — sin(u) + u,

(iv) Uge + (1 + yz)Quyy = —u?

(5) Seja Lu = a(z, y)uzy + 2b(x, y)uyy + c(x, y)uy, a parte principal da forma geral de uma EDP
semilinear de segunda ordem, com coeficientes C°(Q2), Q C R?, aberto e v : [ — Q uma
curva C' regular com ~(t) = (a(t), (), t € I.

Dado p = v(ty) € €2, demonstre que:

(i) Se o'(ty) # 0, entdo v é caracteristica para L em p se, e somente se, % é raiz da

equacdo do segundo grau
a(p)p® = 2b(p)p + c(p) = 0, p € Q.

a (to)
l(tO

(i) Se B'(ty) # 0, entdo 7 & caracteristica para L em p se, e somente se, é raiz da

iy

equacio do segundo grau

a(p) — 2b(p)v + c(p)v* =0, p € Q.

(6) Seja Lu = a(z,y)ugy + 2b(x, y)uyy + c(x, y)u,, um operador hiperbélico de segunda ordem
com coeficientes C* num aberto Q C R? com (0,0) € Q.
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Seja também ¢ : V' — W uma mudan¢a de coordenadas, de classe C? com ((z,y) =
(p(z,y),¥(z,y)) e (0,0) € V C Q, que reduz L a sua forma normal U,,, = G(z,w, v, v, vy)
em V.

Nessas condicdes, prove que se v : I — V & uma curva C! regular ecaracteristica para L
em todo (), entdo existe um intervalo aberto J C I de maneira que ¢ é constante ao longo

de v em J ou 1) é constante ao longo de v em J.

(7) [Corrigir as hipoteses, porque assim ndo ta saindo|Seja Lu = a(x,y)uz, + 2b(z, y)uyy +
c(x,y)uy, a parte principal de uma EDP seminilear de segunda ordem num aberto 2 C R2.
Seja também ¢ : V. — W um difeormorfismo de classe C?, com V C £, cujo inverso

indicamos por &.

Considere ainda a expressdo de Lu nas coordenadas (z,w) € W, ou seja, a expressdo

o*U o*U 02U
=(MU)(z,w)

Nessas condicdes, mostre que uma curva C' e regular, v : I — V, é caracteristica para L

em p = (to) se, e somente se 7(t) := (Cov)(t), t € I, é caracteristica para M em ((p).

(8) Considere Lu = a(z, y)uzy +2b(x, y)uyzy +c(x, y)u,, a parte principal de uma EDP seminilear
de segunda ordem num aberto Q2 C R?, com coeficientes continuos que nio se anulam

simultaneamente, e p um ponto de €). Mostre que
(i) S
(i) S
(iii) Se a(p
) S
) S
) S

ea(p b(p) # 0, entdo L & hiperbdlico em p.

e c¢(p) b(p) # 0, entdo L é hiperbélico em p.
(iv
(v
(vi

e a(p) - c(p) < 0eb(p) =0, entdo L é hiperbdlico em p.

(
(
(
(

0e
Oe
c(p) > 0 e b(p) =0, entdo L é elitico em p.
(p
e a(p) - c(p

p)-c(p) =0 e b(p) =0, entdo L é parabélico em p.

)
)
)
)

e a(p) = c(p) e |b(p)| = |a(p)|, entdo L & parabélico em p.

(9) Reduza cada uma das equag¢des abaixo a sua forma candnia e determine o “residuo” G dessa

reducio.

(i) 4wy + 12uyy, + Suy, = Syu.
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(i) Upy — Augy + duyy = uy — uy,.

(i) (14 22) Uz — (14 y?)?uy, = 0.

(10) Redugdo no caso Elitico:



Capitulo 4

A Equacao da Onda

Observemos que, nada do que foi estudado no capitulo anterior, deu qualquer informac3o sobre exis-
téncia de solu¢do para uma equacio linear de segunda ordem em sua forma geral, bem diferente do
que aconteceu no Capitulo , onde foi possivel desenvolver uma teoria bastante geral sobre existéncia
de solucdo para problemas lineares ndo-homogéneos de segunda ordem. Ao contrério disso, estu-
damos apenas propriedades qualitativas dessas equa¢des, procurando reconhecer padrdes gerais no
seu comportamento, como a existéncia de curvas caractersiticas o que, posteriormente, se mostrou

associado ao fendmeno da reducdo a forma candnica.

Essa abordagem se deve ao fato de que a resolubilidade para EDP’s de segunda ordem é um
problema muito mais dificil do que ele o é para as de primeira (o que era natural imaginar que iria

acontecer).

Nesse sentido, o que geralmente acontece, no estudo da resolubilidade das EDP’s de segunda
ordem, é considerar um tipo particular delas (ou uma determinada classe) e ent&o criar uma teoria

que dé respostas sobre a existéncia de suas solucdes.

Dito isso, o objetivo deste capitulo é entdo estudar a resolubildade para a equacdo da onda.
Mais especificamente, pretendemos considerar problemas de valor inicial e de contorno para a EDP
da onda a fim de obtermos teoremas de existéncia e unicidade de solucio classica. Nossa analise

aqui sera dividida em duas situacdes: A corda infinita e a corda finita.

93
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1 Introducao

Dado um ntmero real ¢ > 0, consideremos a Equacdo da Onda em 2 = R?
Upp = CUpy == Uy — gy = 0. (4.1)
Neste momento, ndo & mais necessario estipular que a aplicacdo ¢ : R?> — R? dada por
((t,z) == (x + ct,x — ct)
é um difeomorfismo C*° que reduz a equacio hiperbdlica a sua primeira forma normal
U =0, em R2. (4.2)

Com efeito, em particular, & imediato que suas funcdes coordenadas, as funcdes ,1) : R? — R
dadas por
ot,r)=x+ct e Y(t,x)=u1z—ct,

constituem, precisamente, as (nicas solugdes dos PVI's [[]

SOt—CSD:pZO, e wt—chxzo,
©0(0,2) =z »(0,z) = .

A partir dai, a Proposicio nos ensina que ( efetua a reducdo e, como realizado na Introducdo
do Capitulo 3 a reducdo & de tal forma que se tem G = 0, resultando em (4.2).

Isso posto, podemos usar o Teorema para concluir que uma U € C?*(IR?) resolve a equagio
(4.2) quando, e apenas quando,

ou

%(z,w) = H(w), (z,w) € R?, (4.3)

para alguma H € C'(R),
Este mesmo Teorema, aplicado agora a (4.3)), assegura que U € C?*(R?) resolve (4.2)) se, e

somente se, U é da forma
Uz, w) = a(z) + B(w), (z,w) € R?,

para certas a, 8 € C?(R).

La(t,z) =1, b(t,z) =0 e c(t,z) = —c2, (t,r) € R?, logo §(t,z) =c* >0 =1 = —ce s = c.
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Donde, u := U o ¢ deve ser solugdo da equagdo da onda (|4.1)) e, obviamente,
u(t,z) = (Uo()(zx,t) =Ulx +ct,x —ct) = a(z +ct) + Bz — ct), (z,t) € R

Todos estas conclusbes serdo agora cristalizadas no seguinte

Lema 4.1 (Solugdo geral da Equagdo da Onda). Fixado um ndamero real ¢ > 0, uma fungdo
u € C?*(R?), é solucdo da Equacdo da Onda uy; = c’u,, se, e somente se, existem funcbes
a, 3 € C*(R) de modo que

u(t,z) = a(z +ct) + Bz — ct), (z,t) € R%

2 A corda infinita

Dados um par de fungdes, f € C*(R) e g € C*(R), e um namero positivo ¢ > 0, o problema da

corda infinita consiste no seguinte PVI [

Uy = gy, em R?,
u(0,2) = f(x), = €R, (4.4)
u(0,2) = g(z), x €R.

Do ponto de vista fisico, a equacdo da onda, uy = c*u,, em R? modela o fenémeno de
propagac¢do das ondas transversais produzidas por uma corda (ou linha), perfeitamente flexivel (que
ndo oferece resisténcia a ser dobrada), de comprimento infinito, representada pela reta R, sendo o
fendmeno ocorrendo em um plano. Nela, a varidvel ¢ € R indica o tempo e a variavel © € R um
ponto sobre esta corda. A condigdo inicial f imposta em (4.4)), significa que a configuragdo inicial
da corda, ou seja, seu estado no inicio do experimento no instante ¢t = 0, equivale ao grafico de f,
o que quer dizer que o ponto = da corda situa-se na posicdo (z, f(x)) do plano, enquanto que a
condicdo g representa a velocidade inicial de propagacido da onda formada pelo grafico da f, ou o

modo como ela é abandonada nesta posicdo.

Nessas condicBes, o que se deseja com as solugdes u = u(z,t) deste problema é prever qual sera
a configuracdo da onda produzida por esta corda em cada instante ¢, no sentido de que, para cada

t € R fixo, o grafico da fung¢do u(-,t) : R — R exiba o retrato desta onda no instante t.

2Que ¢é caracterizado pelo fato de x variar em toda reta R.
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Entretanto, neste texto, trataremos este problema apenas do ponto de vista Matematico, dei-

xando a parte Fisica do problema como um tema de pesquisa para o aluno interessado.

A partir de tudo o que apresentamos na introducdo acima, em particular, o Lema |4.1}, torna-se
muito simples exibir uma solugdo para o PVI proposto, ou seja, uma u € C?(IR?) atendendo a todas
as trés exigéncias que ele impde.

Com efeito, antes de mais nada, uma tal u € C?(IR?) deve ser solucdo da equacdo da onda, por
isso, do Lema , devem existir fungdes «, 3 € C?(R) de modo que

u(t,z) = a(z + ct) + Bz —ct), (z,t) € R

Impondo agora as condi¢des iniciais a uma u dessa forma, podemos encontrar o e [3 para que u

resolva o problema como um todo, da seguinte maneira [}}

f(z) =u(0,2) = a(z) + f(x), x€R, . cf'(z) = cd/(x) + cf'(x), ©€R,
g(x) = w(0,2) = cd/(x) — cf'(x), = €R. g(x) = cd(z) — cf'(z), = €R.
(4.5)
Somando estas duas igualdades, encontramos

_of'(@) + g(a)

2cd/(z) = cf'(z) + g(z) = d/(z) 2c

e subtraindo a segunda da primeira, vem

_ef'@) —gla)

20/ (x) = ef () — gla) = F'(x) = T

Agora, integrando de 0 até y as duas altimas igualdades, por meio do Teorema Fundamental do

aly) = a(0) + M — m + l/yg(s)als

Calculo, obtemos

2 2 2c

Dai, fazendo y = = + ¢t na expressdo de « e y = x — ¢t na de 3, resulta que

u(t,z) = oz + ct) + B(x — ct) =

3Note que, se u(t,z) = a(x + ct) + B(x — ct), entdo %—?(t, x) = ca(x + ct) — e (x — ct).
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a(0) + 5 5 +2—C/0mcg(s)ds—i—ﬁ(O)—i-f(z_Ct)—f(o)_l/ox_cg(s)dsz

2 2 2c

[(0) + B(0)] — £(0) +

flx+ect) flx—ct 1ot 1 /0
( 5 )—I— ( 5 )+2—C i g(s)ds—|—2—c g(s)ds,

x—ct
como, da primeira igualdade em (4.5), f(0) = «(0) + 3(0), concluimos ao final que

u(t,z) = g(s)ds, (t,x) € R?. (4.6)

flx4ect)+ flx —ct) 1 [t
2 " 2_0 /x—ct

Isso demonstra que, se u resolve todo o PVI (/4.1]), entdo u deve ser da forma acima.

Reciprocamente, & imediato verificar (Exercicio) que, dadas f € C%(R) e g € C'(R), definindo
u pela férmula (4.2)), tem-se que u € C?*(IR?) e resolve o PVI ([4.1). O que nos permite ent3o dar

um nome a esta soluc3o:

Definicdo 4.2. Dadas f € C*(R) e g € C'(R), e um nimero positivo ¢ > 0, a dnica solucdo do
PVI (4.1), ou seja, a funcdo u dada por

u(t,x) =

flx+ct)+ flx—ct) 1 /”Ct
_'_

- 2
5 5 g(s)ds, (t,z) € R?,

r—ct

é chamada a Solugdo de d’Alembert do PV/ ({4.4)).

3 A corda finita

Fixemos agora nimeros ¢ > 0 e [ > 0. Dados um par de fungdes, f € C*([0,1];R) e g € C*([0,1]; R)
P o problema da corda finita com condicdo de fronteira de Dirichlet homogénea consiste
no seguinte PVI
Uy = CPUyy, parat € Rex € (0,1),
uw(0,t) =wu(l,t) =0, parat € R
u(z,0) = f(z), x €0,
u(z,0) = g(z), x€][0,l].

(4.7)

4 As derivadas nos extremos de [0, ] sdo entendidas como derivadas laterais.
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Para fins de representa¢do geométrica, adotaremos que o dominio da EDP é © := (0,1) x R, ou

seja, que x é a primeira variadvel e que t é a segunda. Dessa maneira, tem-se
00 ={(0,t) e R*: t e R} U{(L,t) e R* : t € R}.

Pretendemos encontrar uma funcdo u : @ — R, continua no fecho de ©, que atenda a todas as

exigéncias do problema (em algum sentido).

Comecemos com o caso em que g =0 e f € C?([0,1];R). Com isso, o PVI fica:

Uy = CPUyy, parat € Rex € (0,1),
u(0,t) =u(l,t) =0, parat € R
u(z,0) = f(z), €0,

u(z,0) =0, z €0,

Antes de seguir com a analise, suponhamos que u : @ — R seja uma funcdo continua que
cumpre as trés condi¢des: u(0,t) = u(l,t) = 0, parat € R e u(z,0) = f(z), z € [0,[], entdo
tomando z =0, x = [ e t = 0 nessas igualdades, concluimos que

f(0) = u(0,0) =0 =u(l,0) = f(I) = f(0) = f(I) = 0.

Dessa maneira, a fim de que ao menos estas trés Gltimas condicdes se cumpram, devemos ter que a
condigdo inicial f satisfaca f(0) = f(I) = 0[] o que chamaremos, de agora em diante, condi¢do
de compatibilidade, as quais revelam que as condic@es iniciais e de fronteira ndo podem ser

independentes uma da outra a fim de que o problema possua solucdo.

Parte da estratégia para estudar o caso g = 0 procura aproveitar a solucdo de D'Alembert
apresentada na secdo anterior, a qual nd3o podera ser usada diretamente, uma vez que a condicdo
inicial f n3o esta, necessariamente, definida em toda a reta, que era uma condicdo necessaria naquela
analise. Por isso, tentaremos encontrar uma extens3o conveniente F de f, a reta toda, que nos
possibilite usar a Definicdo [4.2]

Com efeito, suponhamos f satisfazendo as condicdes de compatibilidade, tomemos F' € C?*(R)

com F'|g = [ e consideremos o PVI

5Tsso revela que a condicdo inicial f ndo podera ser tdo arbitraria.
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Uy = c*U,,, em R?,

U0,t) =U(l,t) =0, parat € R
U(z,0) = F(x), = €R,
U(z,0) =0, z€R.

(4.9)

A partir do que foi feito na secdo anterior, se este problema possuir solugdo U € C?(R?), essa

deve ser anica, pois ela também deverad cumprir

Utt = CZUmca em R2a
U(z,0) = F(z), ©€R, (4.10)
U(z,0) =0, z€R,

por isso ela vem dada por

F(x+ct)+ F(z — ct)

Uz, t) = 5 , (t,7) € R?.
Dai, em particular, para todo t € R, tem-se
F t)+ F'(0—ct F(ct)+ F(—ct
0= (0= L0 L FO=ct)  Fleh+ F=ch) o 2 o).

2 2

Como a funcdo R 3t +— ¢t € R é uma bijecdo da reta, a conclusdo acima é o mesmo que
F(—y) = —F(y), para todo y € R,
o que significa dizer que F' é uma funcdo impar.
Por outro lado, fazendo agora x = [, obtemos

F(l+ct)+ F(l —ct)

0=U(l,t) = .

— F(l+ct)=—F(l—ct).
Mas, como ja sabemos, F' é impar, portanto
F(l4+ct)=—F(l—ct) = F(ct —1), paratodot e R

Usando mais uma vez que R 5 ¢ +— ¢t € R é uma bijecdo, a propriedade acima pode escrever-se
como
Fy+1)=F(y—1), para todo y € R,
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consequentemente, para todo y € R, resulta
Fly+20)=F((y+1)+1)=F(y+1)—1) =F(y),

significando, ent3o, que F' deve ser uma func¢do 2/-periédica.

Demonstramos, com essas consideracdes, a seguinte:

Proposicdo 4.3. Dada f € C*([0,1];R) com f(0) = f(I) =0, se F' € C*(R) com F |jg;= f é

(z+ct)+F(z—ct)
2

tal que a solucdo de D'Alembert que ela determina, U(x,t) = & , (z,t) € R?, cumpre

U(0,t) =U(l,t) =0 para todo t € R,

entdo F' é uma funcio impar de 2l-periédica.

A pergunta natural que agora surge é: Dada uma funcdo f € C?%([0,(];R) com f(0) = f(I) =0,

é possivel encontrar uma extensio F' € C?(R) de f, impar e 2I-periédica?

A resposta é “sim”, toda vez que f satisfizer também f”(0) = f”(l) = 0, como as considere¢des

a seguir comprovam.

Com efeito, decompondo a reta como

R = [ [(2k — 1)1, (2k + 1)])

kEZ

basta definir /' : R — R pondo [

Plz) = { Flx —2kl), se 2kl <z < (2k + 1)1, (@11)

—f(2kl — ), se (2k — 1)l < x < 2kl.
Destaquemos as propriedades:

(1) F esta bem definida, ou seja, seu valor € o mesmo nas extremidades dos intervalos [2kl, (2k +
1)l] e [(2k —1)1,2kl], para todo k € Z. Com efeito, F'(ml) = 0, para todo m € Z, uma vez

que f(0) = f(I) = 0.

(2*) F estende f, pois quando = € [0, 1], temos que = € [21{:[, (2k + 1)[} para k = 0, por isso vale
primeira expressdo na definicdo de F'(z), ou seja, vale que F(z) = f(r —2-0-1) = f(x),

provando que F' |jo = f.

5Note que, nas expressoes que definem F, temos x — 2kl € [0,1], quando 2kl < z < (2k + 1)I, bem como
2kl — z € [0,1], para (2k — 1)l < = < 2k, por isso podemos aplicar f nestes valores.
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(3) F & impar, porque se z € IR, existe um Gnico inteiro k € Z tal que z € [(2k — 1)1, (2k + 1)1).
Suponhamos que seja
2kl < x < (2k+1)l, com k >0,

dai, primeiramente, F(z) = f(z — 2kl), gracas a primeira expressdo em (|4.11)).

Em segundo
[2(=k) — 1)l < —2 < 2(—k)I

e entdo, para calcular F(—x), utilizamos a segunda expressdo em ({4.11))

F(—2) = —f(2(=k)l - (—2)) = —f(x — 2k1) = —F(a),

donde a imparidade de F segue.

(4%) F é 2[-periédica. Com efeito, dado = € R identificamos o Gnico inteiro k € Z de modo que

x € [(21{: — 1), (2k + 1)1). Como acima, suponhamos, para fixar ideias, que seja
2kl <z < (2k+1)l = 2kl+21 < 2+21 < (2k+1)1421 <= 2(k+1)l < 2+21 < [2(k+1)+1]L.
Por um lado, F'(z) é dado pela primeira expressdo em (4.11)), ou seja,

F(z) = f(x — 2kl).

Por outro, como 2(k + 1)l < z + 21 < [2(k + 1) + 1]I, também F(z + 2I) calcula-se pela
primeira expressdo em (4.11)), com k + 1 fazendo o papel do k de 13, logo

Flz+2l) = f((z+20) =2k + 1)I) = f(z+ 2l — 2kl — 2) = f(z — 2kl) = F().
O caso em que (2k — 1)] < = < 2kl demonstra-se analogamente, e a 2[-periodicidade segue.

(5%) F € C(R). Isso resulta da continuidade de F' e do “Lema da Colagem” da Topologia. Mas

basta ver que os limites laterais de F', nos pontos de colagem ml, sdo sempre iguais a zero.

(6°) F € C'(R). Com efeito, fixado k € Z, segue que as restricdes F' |(2kl,2(k+1)l) e I ’(2(k—1)l,2kl)

sdo de classe C', por escreverem-se como composicio da funcdo f € C*(0,1) com as trans-
lagdes (2kl,2(k + 1)) 2 x — x — 2kl € (0,1) e (2(k — 1)[,2kl) 2 z — 2kl —z € (0,1). A
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Regra da cadeia entdo nos diz que

F'(z) = f'(x — 2kl), paraz € (2kl,2(k + 1)l (4.12)

F'(z) = f'(2kl — z), paraz € (2(k — 1)I,2kl). (4.13)

Resta entdo mostrar que ' € C'* nos pontos da forma mi, m € Z. Faremos apenas os casos

2o = 0 e xy = [ demonstrando, primeira, a existéncias das derivadas laterais nestes pontos.

Realmente, pois levando em conta a existéncia da derivada lateral de f a direita do 0 temos

’ F(h) - F(0) f(h) — f0)
hlif& h - hlg&r h = /+(0)
’ R - F(0) . —f(=h)— f0) . f(=h)—f(O)
L A

Assim, como F" (0) = F’(0) = f'.(0) a diferenciabilidade de F' em zy = 0 segue, valendo
que

F'(0) = f1.(0).
Agora, por meio de (4.12)), concluimos

lim F'(h) = lim f'(h) = f,(0) = F'(0).

h—0+ h—0+

Analogamente, usando (4.13)), tem-se

lim F'(h) = lim f'(—h) = f'.(0) = F'(0).

h—0— h—0—

Resumindo,

. / T / o
}E&L Fn) = i (h) = £7(0),

o que significa a continuidade de F’ em xy.

Do mesmo modo, a existéncia da derivada lateral de f a esquerda de [ nos da

. o f@A=ER) - FO _
hlg(% N hlgtl)lJr h N hlg&r —h = f20)




103

[ ]
. F(+h)-F(1) f(l+h)—f1)
. h =l h =S~
Vemos assim que F (1) = F' (I) = f’(l), de onde resulta a diferenciabilidade de I em
o = l.

A continuidade de " em xy = [ é demonstrada analogamente ao caso x apresentado

acima.

(7%) F € C*(R). Exercicio.

Observacdo: E neste ponto que é necessaria a hipétese “ f”(0) = f”(1) = 07.

Resumindo, demonstramos o

Lema 4.4. Toda funcdo f € C*([0,1];R) com
(i) f(0)=f(l)=0;e
(i) f"(0) = f"(1) =0,

possui uma extensdo F' € C*(R), impar e 2l-periédica que, em particular, deve ser anica.

Observacdo 4.5. Note que, se ¢ € C([0,l];R) (apenas continua) cumpre ©(0) = p(l) =0, a
partir do que foi comprovado em (1%) — (5%), concluimos que  possui uma extensdo ® € C(R

impar e 2l-periédica.

Estamos agora em condicBes de demonstrar o teorema de existéncia de solucdo para o problema

da corda finita, no o caso em que g = 0.

Teorema 4.6 (Corda finita no caso g = 0). Fixado ¢ > 0, se f € C?([0,1];R) é uma funcio tal

que
(i) f(0)=f()=0;e
(ii) f"(0) = f"(l) =0,

entdo, existe uma fungdo u € C([0,1] x R) N C?((0,1) x R) que resolve o PVI (4.8)).
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Demonstracdo. Com efeito, seja F' € C?(R) a extensdo impar e 2[-periédica de f dada no Lema
4.4 Com ela, consideramos U : R? — R a solugdo de D'Alembert do PVI

Uy = CQUacacy em R27
U(x,0) = F(x), =z €R,
Ui(z,0) =0, z€R,

ou seja, U é a fungdo dada por

F(zx+ct)+ F(x —ct)
2

Ux,t) = , (t,7) € R?.

Nessas condicdes, definimos
u:="U |[0,l]><R
e verifiquemos que u atende a todas as propriedades enunciadas no teorema.

Primeiramente, & imediato que se tem u € C’([O, [] x R) DCQ((O, [) x R), porque u € a restricio

de uma fun¢do C? do plano R? inteiro a faixa [0,1] x R.

E igualmente claro que uy = c*u,, em (0,1) x R, porque quando (z,t) € (0,1) x R, vale a
igualdade
Uy (7,t) = Uy(x,t) = AU(2,1) = Cuge(,1).

Também, para z € [0, ], temos

ut<x70) = Ut(l’,()) = 07

demonstrando o que diz respeito as condi¢des iniciais de (4.8)).
Resta apenas demonstrar que a condicdo de fronteira de Dirichlet estd também satisfeita.

Com efeito, para todo ¢t € R podemos escrever

0. = U(0,1) = L0 FC) AT Fel) - Flet) _

F(l+ ct) + F(l — et) F2periodica po 4 oy + F((1 — et) — 21
u(l,t) = U(L,t) = (”)‘g( o) T ) 2(( ct) —2) _

F(l+ct) + F(—ct = 1) 28" (I 4 ct) — Flet +1) 0
2 B 2 o
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completando a demonstra¢do. ]

Trataremos agora o PVI ([4.7) considerando o caso em que f =0 e g € C'([0,]];R). Nestas

condicdes ele se escreve como:

U = C*Ugy, parat € Rex € (0,1),
w(0,t) = u(l,t) =0, parat € R
u(z,0) =0, z €0,

u(x,0) = g(z), = €]l0,l].

(4.14)

Como antes, tentaremos aproveitar a solucdo de D'Alembert para obter uma solu¢do para o
PVI acima. Do mesmo modo que no Teorema 4.6, como g n3o esta definida em toda a reta, essa
estratégia ndo pode ser aplicada diretamente, por isso, procuraremos estender g, convenientemente,
a toda a reta, encontrando uma fungdo G € C*'(R) que, por sua vez, dara origem a uma solugdo

de D'Alembert, a qual esperamos, apés restringir a faixa [0, ] x R, que resolva (|4.14]).

Suponhamos entdo que g € C'([0,[];R) admita uma extensio G € C'(R) de modo que a

solucdo de D'Alembert por ela produzida, ou seja, a funcio

1 x+ct
Uz, t) = Z/ G(s)ds, (t,z) € R?,

x—ct

seja solugcdo do PVI
Uy = U,,, em R?,
U(,t)=U(l,t) =0, parat € R
U(z,0) =0, z€R,
Ui(xz,0) = G(z), z€R.

Com isso, por um lado, para todo t € R, teremos

0=U(0,4) = — /O " Gs)ds s 0 = /_ :G(s)ds + /0 " G(s)ds

2C —ct

que é o mesmo que dizer que, para todo t € R, vale

/OCtG(s)ds = —/0 G(s)ds = /O_CtG(s)ds. (4.15)

—ct

Da bijetividade da fungdo R > ¢ +— ¢t € R e escrevendo

G(y) == /Oy G(s)ds, y e R, (4.16)
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a igualdade (4.15)) quer dizer que para todo y € R

o que significa dizer que a primitiva G de G deve ser uma funcdo par, acarretando que G deve ser
impar [1]

Por outro, ainda para t € R qualquer, vale

0

1 l+-ct l+ct
0=U(,t) = 2_C/z G(s)ds <=0 = / G(s)ds +/0 G(s)ds,

—ct l—ct

O que se escreve, naturalmente, como

/0 HCtG(s)ds:— /l : G(s)ds = /0 l_CtG(s)ds. (4.17)

—ct

Dai, usando a mesma notacdo de antes, concluimos que
G(l+ct)=G(l—ct), teR,
o que, novamente pela bijetividade de R 5 ¢ — ¢t € R, nos da
G(l+y) =G(l-y), yeR.
Evidentemente, usando y + [ no lugar de y na igualdade acima, teremos
G2 +y) =G+ (+y) =G(~(+y) =G(~y) =G(y),

porque ja sabemos que G é uma fun¢do par.

Deduzimos pois que, entdo, G deve também ser 2[-periédica. Como a derivada de funcio
periédica é também periédica, com mesmo periodo, resulta que a extensdo G deve ser também

2[-periddica. Em particular, devemos ter que
G(0) = 0.
Note que, além disso, devido ao fato de GG ser impar e 2[-periédica, deve-se ter

G(l) = —G(~1) = —G(~1+21) = ~G(I) = G(1) = 0.

"Lembre-se que, pela Regra da Cadeia, a derivada de uma func@o par é uma funcio impar e vice-versa.
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Desse modo, como G |jo= g, concluimos também que g(0) = g(I) = 0, o que ao final, diz que

acabamos demonstrando a

Proposicdo 4.7. Dada g € C''([0,];R) com g(0) = g(I) =0, se G € C'(R) com G |jp = g é tal
L (7 G(s)ds, (t,z) € R2, cumpre a

que a solucdo de D’Alembert que ela determina, U(x,t) = 5. [~

condic3o
U(0,t) =U(l,t) =0 para todo t € R,

entdo G é uma funcio impar de 2l-periédica.

A partir do que discutimos até aqui neste paragrafo, ja conseguimos prever que precisaremos de
uma reciproca para a proposicdo acima. E, a fim de obter esta reciproca, precisaremos passar por

uma versdo do Lema para a fungdo g, o que, efetivamente acontece, como a seguir enunciamos.

Lema 4.8. Toda funcdo g € C'([0,1];R) com

possui uma extensdo G € C'(R), impar e 2l-periédica, que deve, portanto, ser tnica.

Demonstracdo. Com efeito, como antes, decompondo a reta em intervalos cujas extremidades sdo

maultiplos impares de [:
R = | [(2k — 1)1, (2k + 1)]),

kEZ

podemos definir G : R — R pondo

(4.18)

G(z) g(x —2kl), se 2kl <x < (2k+ 1),
€Tr) =
—g(2kl — ), se (2k—1)l <z < 2kl.

A partir disso, todos os passos (1*) — (6*), realizados na demonstracdo do Lema[4.4] podem ser

aplicados para G.

Notando que o passo (7%) n3o precisara ser executado, uma vez que queremos apenas G €

C*(R), este lema fica demonstrado.

]

De posse deste, é natural demonstrar o
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Teorema 4.9 (Corda finita no caso f = 0). Fixado ¢ > 0, se g € C*([0,1];R) é uma funcio tal

que

entgo existe uma funcdo u € C([0,1] x R) N C?*((0,1) x R) que resolve o PVI ([4.14).

Demonstracdo. Realmente, tomando G' € C*'(R) a extensdo impar e 2l-periédica de g, fornecida
pela Lema [4.8] consideramos U : R? — R a solugdo de D'Alembert do PVI

Uy = C2Um7 €em RQ;
U(z,0) =0, z€R,
Ut(x>0) = G(I)7 LS Ra

isto &, a funcdo dada por

1 x+ct
Ul ) = — / G(s)ds, (t,z) € R2.
2c xr—ct
Como antes, restringindo-a a faixa [0, ] x R, obtemos a nossa candidata a solu¢do do problema.
Com efeito, seja
u = U |jogxr

e verifiquemos que u obedece a todas as exigéncias enunciadas no teorema.

Primeiramente, € claro u € C([0,1] x R) N C2((0,1) x R), pois u é a restricdo de uma funcdo
C? do plano R? inteiro a faixa [0,1] x R.

E também evidente que uy = c?ug,, em (0,1) x R, porque para (z,t) € (0,1) x R tem-se
U (2,t) = Up(2,t) = AUs(2,1) = e, 1).

Além disso, para = € [0, 1], temos
u(z,0) =U(z,0) =0

u(z,0) = Uy(z,0) = G(x) = g(x),

comprovando as condi¢des iniciais de (4.14)).
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Para constatar a condicdo de fronteira de Dirichlet, como antes, para ¢t € R calculemos

w(0,4) = U(0,1) = ~ /Ct c)ds = -~ [ Gisyas+~ [ Gs)ds :

2c J_u 2c Jo 2c Jo
1 1 G par
—Z—CG(—ct) + 2—CG(ct)"/:\0
€ 1 et 1 [let 1 [let
u(l,t) =U(l,t) = % /l_ct G(s)ds = 3%/ G(s)ds + 5% /. G(s)ds =
1 1 G 2l—periodica 1 G par
—5.G = ct) + 5 G(I + ct) _— —5. Gl —ct) + -G(l + ct) =0,
e o teorema esta demonstrado. O

Depois de tudo o que fizemos nesta secdo, nada mais nos impede de demonstrar a existéncia de

solucdo para o problema da corda finita em sua formumlacdo mais geral.

Teorema 4.10 (Corda finita no caso geral). Fixado ¢ > 0, se f € C*([0,{;R) e g € C'([0,[];R)
sdo funcgées tais que

(i) £(0) = f(1) =0;
(i) f7(0) = f"(1) =0; e
(iii) 9(0) = g(1) =0,
entdo existe uma funcdo u € C([0,1] x R) N C?((0,1) x R) que resolve o PVI (@.7):

U = CPUyy, parat € R ex € (0,1),
w(0,t) =u(l,t) =0, parat € R
u(z,0) = f(z), €0,

u(x,0) = g(z), = €]l0,l].

Demonstracdo. Sejam v e w, fungdes em C'([0,1]xR)NC?((0,1)xR) que resolvem, respectivamente

os problemas da corda finita (4.8) e (4.14) e cuja existéncia é garantida pelos Teoremas [4.6 e [4.9]

Afirmamos que

u:=v+w

8Usando a notacdo introduzida em ([4.16)).
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resolve o PVI (4.7)).

Com efeito:

e Primeiramente, u = v+w € C([0,1] x R) NC?((0,1) x R), pois o conjunto da direita & uma

intersecdo de espacos vetoriais.

e Quando (z,t) € (0,1) x R, da linearidade das derivadas parciais tem-se
U (2, 1) = vy (2, ) Fw (2, 1) = e (@, 1) +PWap (2, 1) =  (Vgo (2, O) F W (2, 1)) = Cuga(a, t),
provando que u satisfaz a Equagdo da Onda em (0,1) x R.

e Também, para z € [0,1], vale
uw(z,0) = v(z,0)+w(x,0) = f(x)+0 = f(x) e w(x,0) = v (z,0)+wi(x,0) = 0+g(z) = g(x),
constatando as condicdes iniciais.

e Para as de fronteira, qualquer que seja t € R temos

u(0,t) =v(0,t) +w(0,t) =0+0=0 e wu(l,t) =v(l,t) +w(l,t)=0+0=0,

terminando a demosntracdo deste teorema e dos assuntos deste capitulo. H

4 Exercicios

Questdes opcionais de “Topologia”:

(1) Verifique os passos da demonstracdo de que C'(R";C) é um Espaco de Fréchet com a

familia enumeravel de seminormas ﬂ p; : C(R";C) — R, dadas por:

pi(p) = sup [p(z)|, j € Ne p € C(R™;C).

|z|<j

Mais precisamente, verifique que:

9Uma seminorma num espaco vetorial, real ou complexo, X, é uma funcdo p : X — R tal que para todos
x,y € X e X escalar, tem-se p(Azx) = |A|p(x) e p(x +y) < p(z) + p(y).
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(a) Cada p; é seminorma, mas nenhuma delas & norma em C'(R™; C).

(b) Mostre que a familia € := {Bj(a:;g) jeNre X, e> O} é uma sub-base para uma
topologia em X, em que Bj(x;¢) = {y € X : pj(y — ) < €} é a “bola aberta” de

centro x e raio € segundo a seminorma p;. H

(c) Conclua que C(R™;C) & um espago vetorial topoldgico localmente convexo (E.V.T.L.C.)
munido da topologia que provém da sub-base € acima, ou seja, cada Bj(x;¢) é um

conjunto convexo.

(d) A familia (p;);en € separante, ou seja, se x # 0, entdo existe j € N tal que p;(x) # 0.

Mostre que, como consequéncia disso, C(R™; C) é um espa¢o de Hausdorff.
(e) Uma sequéncia (¢,)men em C(R™; C) é de Cauchy segundo a métrica

1 pile—1v)

W)= 2 5 T p o=

J=1

se, e somente se, ela é de Cauchy segundo cada seminorma p;, ou seja, quando para
cada j € N, tem-se
lim  p;(em — ¢r) = 0.

m,k—00

(f) C(R™; C) & completo segundo a métrica d do item anterior.

Sugestdo: Lembre-se que o limite uniforme de fun¢des continuas é uma funco continua.

Para a préxima questdo usaremos a seguinte

Notagdo: Dados o = (g, g, , ) € Z", chamado um multi-indice, e ¢ € C™(Q),
pomos
o ol =1+ +--+a,e

(671 . . . ~ .
o 0% = 01" 0y* - Oy, em que J;” significa derivar uma fungdo j-vezes relativamente

a sua j-ésima variavel.

19Note que, se a familia de seminormas ¢ constituida por uma tnica norma p;(z) = ||z|| para todo x € X e
j € N, a topologia obtida por este processo coincide com a topologia usual de um espago normado (X, || - ||).
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(2)

Sejam © C R™ um conjunto aberto, (K;);en uma qualquer sequéncia crescente de compactos
cuja reunido é 2, m € N e C"™(2) o conjunto das fungdes m-vezes continuamente diferen-
ciaveis em (2, ¢ : Q@ — C, munido da seguinte familia de seminormas, p; : C*°(Q2) — R,
dadas por:

m

pi(p) =Y sup [0%p(x)|, j €Neype C™(Q).
k=0 IEKJ'

Prove que:

(a) Cada p; é seminorma, mas nenhuma delas & norma em C™((2).

(b) Conclua que C™(2) é um E.V.T.L.C.

(c) C™(€2) é um espago de Hausdorff com a topologia dada pela familia (p;);en -

(d) Explique qual é o tipo de convergéncia descrita pela familia de seminormas (p;);en.

(e) Deduza que C™(2) é um espago de Fréchet com a topologia dada por esta familia de

seminormas.
De volta as EDP'’s:

Seja ¢ > 0 e considere a equacdo da onda em R?, uy = c*u,,. Vimos que, para cada par de
funcdes (f, g) € C*(R) x C'(R), o PVI

Ut = gy, (1,7) € R

u(0,2) = f(z), v €R

ut<07x) = g($)a S R?
possui uma Gnica solugdo u = u(t, z) € C?*(R?).
Nessas condi¢cdes, mostre que se (f,), &€ uma sequéncia em C?(R) que converge para f na
topologia de C%(R) e (gy), € uma sequéncia em C'(R) que converge para g na topologia de
C*(R), ambas dadas no exercicio anterior, entdo as solucdes de D'Alembert u,, corresponden-

tes aos pares (f,,gn), convergem, na topologia de C?(IR?), a solucdo u associada ao dado
inicial (f,g).

Sejam | > 0 e f € C([0,{]). Mostre que f possui uma Gnica extensdo F' € C(R) par e
2l-periddica.
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(5) Mostre que toda fungdo f : R — R pode ser escrita como uma soma de uma fungdo par

com uma fun¢do impar.

Veifique ainda que, se f € C™(R), ent&o essa decomposicdo pode ser escolhida com a mesma

regularidade de f.

(6) Determine a solugdo do PVI a seguir:

utt:9um, tGR, reR
u(0,z) =sinz, z € R
u(0,z) =e®, zeR.

(7) Determine uma solugdo para o PVI a seguir:

Uy = dUge, tER, 0 < <3
u(t,0) =u(t,3) =0, teR
u(O,I):sin(%‘”), 0<zxz<3

u (0, ) = x cos (%), 0<zx<3.



Capitulo 5

Separacao de Variadveis - Método de

Fourier

Tudo o que for realizado neste capitulo terd como principal objetivo evidenciar a necessidade em se
estudar as Séries de Fourier. Este estudo, juntamente com o da Transformada de Fourier, constituem
o que se conhece como Analise de Fourier ou Analise Harménica, a qual constitui uma das

principais ferramentas no estudo das equag&es diferenciais parciais.

1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos um método que se mostra bastante atil no problema da resolubilidade
para EDP’s com coeficientes constantes em duas variaveis independentes (z,t), chamado Método
de Separacdo de Variaveis. Ele consiste em, dada a equacdo num aberto Q@ C R?, supor que ela

|77

possui uma solugcdo u = u(x,t) que possa ser escrita como um “produto tensorial” de duas fun¢des,
cada uma delas dependendo de apenas de uma variavel, ou seja, uma solucdo u que se exprime

w(z,t) =T)o(z), (x,t) €.

Em seguida, deduzir condigdes necessarias sobre t +— T'(t) e x — ¢(x) e, por fim, tentar provar

que estas condicdes necessarias sdo suficientes para a existéncia de solucdes.

Este método, tradicionalmente, é apresentado por meio da equacdo do calor u; = au,,, para
(x,t) numa faixa vertical plana Q = (0,1) x (0,00), que fui sistematicamente estudada pelo mate-
matico francés Joseph B. Fourier (1768-1830), estudo este que o conduziu ao descobrimento de um

tipo muito especial de séries de funcées, conhecidas hoje com o nome de Séries de Fourier.

114
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2 A Equacao do Calor e o Objetivo do Método

Sejam [ > 0 e a > 0 constantes fixadas, f : [0,/] — R uma fung¢do continua e consideremos o

PVC[]
U= 0Py, O0<xz<let>D0,

u(0,t) =u(l,t) =0, t >0, (5.1)
u(z,0) = f(z), 0<x <.

Observacao 5.1. E interessante perceber que, ao procurar uma solucio para o problema acima, a
fim de que todas as exigéncias por ele impostas reflitam algum sentido “natural’ em uma “solucio’
u, essa u precisa, ao menos, ser continua na faixa fechada [0, 1] x [0, 00), pois, de outro modo, uma

anomalia como a fungdo u* : [0,1] x [0,00) — R a baixo, poderia ser considerada como solucio.

1, sel0<x<let>0,
0, sex=0¢e t>0,

0, sex=1¢e t>0,
flz), se0<z<l et=0.

u*(x,t) =

Embora cumpra todas as exigéncias impostas pelo problema, os valores assumidos por u* nio os
relacionam entre si, tornando-a uma “solucdo” artificial para este PVC, diminuindo, deste modo, o
seu interesse nas previsées que este modelo procura obter sobre os fenémenos de conducdo do calor

que o originaram.

Dito isso, convencionamos que o ambiente natural para procurar solugées para (5.1)) é o conjunto
C([0,1] x [0,00); C) N C*((0,1) x (0, 0); C),

que incorpora a ideia de solucdo classica, exigindo u € C*((0,1) x (0,00); C), com a naturalidade
das condicées de fronteira, pedindo u € C([0,1] x [0, 00); C).

Observacdo 5.2. Suponhamos que u € C([0,1] x [0,00);C) N C*((0,1) x (0,00);C) seja uma
solucdo de (5.1)), entdo, fazendo x = 0 e x = [ na condicdo inicial, e t = 0, na de fronteira,

conclui-se que
0=u(0,0) = f(0) e 0=u(l,0)=f(l),

'Embora este problema seja um problema de contorno, é comum chamar a condigao “u(0,t) = u(l,t) =
0, t >0, de condi¢do de contorno e “u(z,0) = f(z), 0 <z <1,” de condigdo inicial, enquadrando-o assim
como um Problema Misto, ou seja, um que envolve condigoes iniciais e de fronteira.

°De agora em diante, iremos considerar solucdes a valores complexos, pois, para elas, a teoria se desenvolve
de maneira mais agradavel, entretanto, na maiorias das vezes, omitiremos o simbolo “C” na representagao destes
espacos de fungoes, deixando subentendido que elas podem assumir valores imaginérios.
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dizendo que, também aqui, f deve cumprir as condicées de compatibilidade

Antes de apresentar o método, gostariamos de fazer algumas consideracées a respeito das duas

primeiras condi¢cdes de ((5.1)) para, em seguida, encontrar outras condi¢des necessarias sobre f.

Com efeito, o problema

{ut:azum,()<x<let>0, (5.2)

uw(0,t) =u(l,t) =0, t >0

tem estrutura linear, ou seja, a funcdo identicamente nula as resolve e essas sio ‘“fechadas para

soma e multiplicacdo por escalar”. Mais precisamente, se u, us, -+ , U, € C’([O, I] x [0, oo);C) N
CQ((O,Z) X (O,oo);(C) sdo n solugdes de (5.2) e by, bs,- -+ , b, sdo n escalares complexos, entdo a

combinagdo linear u = > 7, bju; também o &:

ut(x,t)zz a“ﬂ Zb {

7j=1

)} =ao? [Z bj 80;2] (x,t)] = 0Py (1, 1),

j=1

para todo (z,t) € (0,1) x (0,00) e, quando t >0

n

t):ibjuj(m Zb 0=0 e u(l,t) Zbuju > bi-0=0.
j=1 J=1

Queremos agora dar um passo a frente e poder afirmar que: Se (u;);en € uma sequéncia de
fungdes em C([0,1] x [0, 00); C) NC?((0,1) x (0, 00); C) de modo que cada uma delas resolve (5.2)
e (bj);jen € uma sequéncia de escalares complexos, entdo a soma série

oo
U = E bjUj,
j=1

caso defina uma fungdo u : [0,1] x [0,00) — C, esta seja também uma solugdo de (5.2)).
Suponhamos que isso seja verdadeiro, entdo, impondo a condicio inicial f a esta u, ou seja,

impondo que essa u resolva todo o PVC (5.1)), para todo x € [0,(] deveremos ter

o0

f(z) = u(z,0) = ijuJ'(x?O)’ (5.3)

j=1
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dizendo assim que f deve também escrever-se como soma de uma série de fungdes.

Como queremos estudar o PVC para toda funcdo f € C([0,1]) com f(0) = f(I) = 0,

escrevendo
H = {f € C(0.1)) : £(0) = F(1) = 0}, (5.4)

que naturalmente tem estrutura de espago vetorial, o problema da decomposi¢do (5.3, pode ser

assim reformulado:

“E possivel encontrar uma sequéncia (u;) ey de solugdes de (5.2) de modo que, pondo, ¢;(z) :=
u;(2,0), 0 <z <, para cada f € H existe uma sequéncia de escalares (b;);en tal que, em algum

sentido, podemos escrever

f(l’) = Zbgqu(ff), S [07 l] 7

Problema este que, grosso modo, tem a ver com o problema de determinar uma “base” especial

para o espaco vetorial H, base esta constituida por uma quantidade infinito enumeravel de vetores.

Todas estas consideracBes sdo necessarias para poder dizer que o método de separacdo de
variaveis nos conduzira a determinacio desta base especial, ou seja, a determinacdo de uma sequéncia

(u;)jen, de solucdes de (5.2)), de modo que as ¢;'s correspondentes “gerem” H.

3 A Equacio do Calor e a Apresentacao do Método

Suponhamos que u € C([0,1] x [0,00); C) N C2((0,1) x (0,00); C) seja uma solucdo ndo identi-

camente nula de (5.2)) que, para todo (z,t) € [0,!] x [0,00), pode ser escrita como

u(z,t) =Tt)p(x).
Dessa forma, é possivel demonstrar que seus fatores T' e ¢ devem satisfazer
(a) T € C([0,00);C) N C?((0,00);C) e
(b) ¢ € C([0,1];C) NC?((0,1);C).
Como u satisfaz as condicdes de fronteira, para todo ¢ > 0, vale

0=u(0,t) = T()$(0) e 0=u(l,t)=Tt)e().

3Diz-se que u é o produto tensorial de T e ¢ e escreve-se u(z,t) = (T ® ¢)(t, z). E este ponto que expoe a
“separagao das variaveis”.
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Assim, precisaremos ter ¢(0) = ¢(l) = 0, porque, caso ¢(0) # 0 ou ¢(l) # 0, isso obrigaria que
fosse T'(t) = 0 para todo t > 0, dizendo que u deve ser a solugdo trivial de (5.1)), contrariando sua
escolha. Em particular, por (b), segue que ¢ € H, sendo H o espaco definido em (5.4) na se¢do
anterior.

Agora, como u satisfaz a equagdo do calor em (0,1) x (0, 00), para todo (z,t) € (0,1) x (0, 00)

podemos escrever

O(T)g(z)) _ L0 (TM)d()

U (7, 1) = QUpp (1, 1) <= Y =« o2
o) 20 — o210y 7D ()T _ 2y DD s 1) = 021 (006" ).

Em outras palavras, dizer que u satisfaz a equagdo do calor em (0,1) x (0,00) é o mesmo que

dizer que seus fatores T e ¢ satisfazem, para todo (z,t) € (0,1) x (0,00) a igualdade
$(x)T'(t) = &’ T (t)¢" ().

Suponhamos agora que 7" nunca se anula em (0,00) e que ¢ nunca se anula em (0,1), o que nos
permite escrever a igualdade acima, para (x,t) € (0,1) x (0, 00), do seguinte modo
LT'(t) _ ¢"(x)

@ T o) o

Essa igualdade assegura a existéncia de um nimero A € C, chamado constante de separacao,

de maneira que [

(1) #?((tt)) = )\, paratodot>0e

-

(2) q;/(%) = )\, para todo 0 < x < [.

Conclusdo: Se u € C([0,1] x [0,00); C) N C2((0,1) x (0, 00); C) & uma solugdo ndo identica-

mente nula de (5.2) que pode ser escrita como
u(z,t) =T(t)¢(zx), para todo (x,t) € [0,1] x [0, 00),

entdo seus fatores devem satisfazer os problemas de EDO's

4 : — 14 Ay . 1T _ ¢ (x)
Para ver isso, basta, por exemplo, fixar ¢ = 1 a esquerda em (5.6, o que nos dara A := ET) = ée)
para todo 0 < z < [. Do mesmo modo, fixando, por exemplo, z = [/2 a direta em (5.6)), encontramos

AT _ ¢"(1/2)
o T(t) — ¢(1/2)

= ), para todo t > 0, como queriamos.
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T € C([0,00); C) N C?((0,00); C),
T'(t) = &2XT'(t), t > 0.

¢ € C([0,1;C) N C2((0,1); C),
¢"(z) = Mp(z), 0 <z <,
¢(0) = ¢(1) = 0.

Apés essas conclusdes a respeito de condicdes necessarias sobre os fatores T' e ¢, que exprimem
uma suposta solugdo de (5.2), ja é natural prever que as discussdes que se seguem terdo como

objetivo fornecer mecanismos que as tornem também suficientes.

2
4 Problema de auto-valor para %

Sejam [ > 0 e & > 0 nameros fixados. Para cada complexo A € C, consideremos os dois problemas

sugeridos no final da secdo anterior

T € C([0,00); C) N C*((0,00); C), (5.6)
T'(t) = a?A\T(t), t > 0. '
) ¢ € C([0,1];C) N C?((0,1);C),
¢ (x) = Ap(x), 0 <z <, (5.7)

¢(0) = o(l) = 0.

Nosso objetivo agora é desenvolver critérios que assegurem existéncia de solugdes T para (/5.6)
e ¢ para (5.7)), na esperanca de que, definindo u(z,t) := T(t)¢(z), u seja uma solugdo de (5.2)).
Note que, qualquer que seja A € C, o problema (5.6 possui uma familia de solu¢Bes 6bvias, a

saber, as funcdes
T(t) = ce®™, t >0,

para cada ¢ € C.

Desse modo, o Gnico problema que realmente precisamos resolver & o (5.7)). Como ele, eviden-
temente, possui ¢ = 0 como solu¢do e esta conduziria a solugao trivial de (5.2)), precisamos, na
verdade, determinar os valores A € C que podem produzir solugdes ndo nulas ¢ para (5.7)). Esses \'s,

cuja existéncia ainda é um problema, serdo, de agora em diante, chamados valores admissiveis.
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Observacdo 5.3. Note que, as solucées de (5.6) e (5.7) (se existirem) sdo, na verdade, C*°,
conduzindo, assim, a solugées C* de (5.2). Este é um fato que surpreende, porque diz que a

propria estrutura do problema aumenta a regularidade de suas solucées.

A fim de determinar para quais A € C existe ¢ € C([O,l];@) N CQ((O, l);C), ¢ #£ 0, com
¢(0) =¢(l) =0e
"= )‘¢7 em (Oa l)7

suponhamos a existéncia de um A\ € C para o qual exista uma tal ¢. Entdo, multiplicando a EDO

por ¢ (a funcdo conjugada de ¢), ela fica

¢"(x) - o(x) = Ap(x) - d(x), = € (0,1).

Integrando essa altima igualdade em x, de 0 até [, do lado direito, obtemos

/qs /|¢

Do esquerdo, integrando por partes, temos

¢" ) d@)de = (¢ - 3)[ — / §(2) - P@)de = — / 16()]?

onde usamos a hipétese de que ¢(0) = ¢(l) = 0.

Unindo estas duas conclusdes encontramos

l
/ 6 @)fde = [ o(o)Pds

J/

/—\

O< IV<

IA

e como ¢ # 0, devemos ter A < 0.

Se considerarmos A = 0, a EDO fica ¢" = 0 cujas solu¢des s3o as fun¢des afim ¢(x) = ax + b,
a,b € C, mas as condigdes ¢(0) = ¢(I) = 0 obrigam a ser ¢ = 0, o que n3o queremos. Donde,

podemos supor, para o que se segue, que os valores admissieveis para \ satisfazem \ < 0.

Por outro lado, consideremos agora, como estudado nas EDQ's, para cada A < 0 o polinémio

caracteristico da equagdo ¢ = \@, ou seja, o polindémio p : C — C dado por [

p(p) =p* =X, peC.

5Que provém da tentativa de se encontrar uma solugdo da forma ¢(z) = e#*, x € R, para a EDO ¢ = \¢.
Dai, cada raiz u deste polinénio produz uma solugao exponencial da EDO.
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Sabemos que ¢(x) = e'*, = € R, resolve ¢" = \¢ se, e somente se, p(u) = 0, ou seja, se, e

somente se, ;12 = \. Sendo \ < 0, p possui duas raizes 1, e 1o de modo que py = Ji7.

Dito isso, concluimos que para cada A < 0, as fungdes ¢1(z) = e#'* e ¢o(x) = e** sdo duas

solucdes L.I. de ¢” = \¢ e, consequentemente, geram o espaco vetorial X de todas as suas solugdes.

Note que, se p1 = a + b, a,b € R, entdo devemos ter a = 0, donde podemos supor que
b= |A\|'/2, logo
wy =1b e ps = —ib

e as solugdes L.I. acima podem escrever-se como
6i(x) = ™ e poz) = e,
Nestas condicSes, para toda ¢ solugdo de ¢ = \¢ existem contantes A, B € C de modo que [
o(z) = Ae™ + Be ™™ 1 €R.
Como queremos que ¢ resolva (5.7)), devemos ter ¢(0) = ¢(1) = 0, o que, primeiramente, nos da
0=¢(0) =A™ + Be ™" = A4+ B= B=—-A.

Com isso,
o(z) = Ae™ — Ae™™ = A(e™ — e7™) = 2A4isin(bz),

de onde, impondo ¢(1) = 0, obteremos
0= ¢(l) = 2Aisin(bl) = bl = nm, para algum n € Z,
porque n3o queremos A = 0. Conclus3o esta que nos da

b=|\Y? = nTW, para algum n € Z,

nos dizendo quais devem ser os valores admissiveis de A, a saber,

n?m?

A= o para algum n € N,

6 Aqui é importante nos lembrarmos da Formula de Euler: e = cos@ +isiné, 6 € R.
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os quais produzem as solugdes ¢, de (5.7)), da forma

¢(x) = sin (?)

Todo o estudo realizado acima pode ser resumido no seguinte resultado.

Teorema 5.4. Se A = % : HN C?*(0,1) c C([0,1]) — C([0,1]), entdo o conjunto dos seus

auto-valores é o conjunto infinito enumeravel

2,2
U(A)I{—%:nGN},

chamado seu espectro, e o conjunto de suas auto-funcées correspondentes é

{¢n(x) = sin (#) 'n € N} ,

de maneira que u : [0,1] x [0,00) — C, dada por u(x,t) = T(t)¢(x), resolve (5.2)) se, e somente
se, existemn € N e ¢ € C tal que para todo (x,t) € [0,1] x [0,00) vale

_ 2n2q2 . nmwr
u(x,t) =ce”* 7 tsm( >

T

Observacao 5.5. O teorema acima diz que a cada natural n € N esta associado a solugio ((5.2)),
Up, 2 [0,1] x [0,00) — C, dada por

2n27'r2 nmnxr
_ t .
Up(z,t) = e 2 "sin <T> :

de modo que, para todo x € [0,1],

up(z,0) = sin <nlﬂ>

Nessas condi¢des, pensando no problema apontado no final da Secdo[2, podemos agora reformula-lo

do seguinte modo:

“Para cada f € H existe uma sequéncia de escalares (b, ),cn tal que, em algum sentido, podemos

escrever

fla) = ibn sin (?) L rel0,? (5.8)

O exercicio que enunciaremos a seguir completara o formulagcdo deste problema.
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Exercicio 5.6. Dados | > 0 e a > 0 constantes fixadas e f : [0,l]] — C uma fungo de classe

C1, com f'(0) = f'(I) = 0, consideremos o problema

U = QPUyy, O<z<let>0,
uz(0,t) = u,(I,t) =0, t >0, (5.9)
u(z,0) = f(z), 0<x<I.

Procurando uma solugdo do tipo u(xz,t) = T(t)¢(x) (ou seja, por meio do método de separacio de

variaveis), conclua que deve existir um inteiro n > 0 de modo que u se escreve como

_ 2n27r2 nmxr
u(z,t) =e 7 'cos (T) :
Pensando agora na questao de se passar de uma combinacdo linear de solucées para as duas primeiras
condicbes
U = QPUyy, O0<z<let>0,
uz(0,t) = u,(l,t) =0, t>0,
para uma série de solucées, impondo a esta série que ela também deva satisfazer a condic3o inicial,

conclua também que isso conduz ao problema de se obter uma sequéncia de escalares (ay,),>0 em

C de modo que

fla) = ian cos (@) , zel0,]. (5.10)

n=0



Capitulo 6

Séries de Fourier

1 Introducao

Os argumentos empregados na dedugdo do problema sobre a igualdade (5.8)) foram aplicados a uma
funcdo f, definida apenas em um intervalo [0, ], entretanto, essa igualdade pode ser considerada
para todo = € R. Além disso, se uma fungdo f : R — R admitir a representada¢do dada em ([5.8)),

entdo f deve ser uma funcdo impar e 2i-periédica []

Analogamente, a igualdade apresentada em pode ser considerada para todo x € R, ainda
que a f que a tenha originado estivesse definida apenas em [0,!]. Do mesmo modo, se uma fungdo
f : R — R admitir a representadacdo dada em (j5.10)), entdo f deve ser uma funcdo par e
2[-periddica.

Como toda funcdo f : R — R pode ser escrita como uma soma f = g + h, de uma funcio
impar g com uma par h, e a soma de funcdes 2[-periédicas é também periédica, a questdo mais

geral que surge entdo é:

“Dada f € C(R; C), uma fun¢do 2I-periddica, existem sequéncias de escalares complexos (ay,)n>0

e (by)nen de maneira que, em algum sentido, podemos escrever

a, COS (mrx) Zb sin (mm) . xe[0,0 7

Série esta que, por razdes estéticas, reescreveremos como

= S paon () b ()] e

n=1

WE

fz) =

Il
o

n

'Em virtude do fato de as funcdes seno e cosseno serem 27-periédicas.

124
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que é a “forma real” do que definiremos a seguir como Série de Fourier.

2

Recordando funcoes pares e impares

Separamos esta breve sec3o para recordar alguns fatos basicos, e Gteis, sobre funcées pares e impares

que usaremos sistematicamente no desenvolvimento da proxima. As demonstracdes dos resultados

aqui mencionados serdo deixadas como exercicios aos alunos. Comecemos com propriedades algé-

bricas.

Lema 6.1. Sejam f,g: R — C funcées de uma variavel real a valores complexos, temos:

(i) Se f e g sdo fungdes pares, entdo a soma, f +g: R — R, e o produto, f-g: R — R,

sdo também funcés pares.

(ii) Se f e g sdo fungcdes impares, entdo f + g : R — R é uma funcdo impare f-g: R — R

(i)

é uma funcao par.

Se f é uma fungdo par e g é uma funcdo impar, entdo f - g : R — R é uma funcao impar.

Observacao 6.2. Os exemplos candnicos de funcées pares e impares sdo:

(i)

(ii)

Pares: Funcdo cosseno, cos : R — R e poténcias pares da variavel “x”: 2°, 22, z*

x?", comn € N.

’ ’

Mais geralmente, para todo o € R, a fungdo f : R — R, dada por f(z) = cos(azx), v € R,

é uma funggo par.

Além disso, se n > 0 é um inteiro, a funcdo g : R — R, dada por g(x) = az®", x € R, é
também par. Em particular, as fungées constantes sdo pares.
Impares: Funcdo seno, sin : R — R e poténcias impares da variavel “z”: x', 23, 2°, - -

2?1 comn € N.

Analogamente, dado o € R, a funcio [ : R — R, dada por f(x) = sin(ax), x € R, é uma

funcio impar.

Do mesmo modo, para todo inteiron > 0, a funcdo g : R — R, dada por g(x) = ax®"*!,
x € R, é também impar.
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A partir das informacdes apresentadas acima, segue que, todo polinémio
n
fz) = Zogﬁ”, z € R,
=0

no qual s6 figuram poténicias pares da variavel “z”, é uma funcio par.

Por outro lado, os polindmios
n
g(z) = g ozijJH, r€eR,
j=0
que apenas consideram poténicias impares da variavel “z”, sdo funcdes impares.

Observacdo 6.3. Recordemos, dos cursos de Analise Real, que as funcées seno e cosseno, podem,

respectivamente, ser expressas como soma de séries de poténcias impares e pares:

‘ o0 x2n+1
Sln.T:Zm, .Z'ER,
n=0
e
B 0 $2n R
COST = Z m, T € K.
n=0

E curioso destacar que, reciprocamente, com o advento das séries de Fourier, pode ser demonstrado
que as poténcias pares x*", podem ser expressas, num certo sentido, como soma de uma série
de fungées, na qual sé figuram fun¢ées do tipo f,(z) = a,cos(a,x), n € N, e as poténcias

2n+1

impares x , expressam-se como soma de uma série, cujas parcelas sio funcées do tipo g,(x) =

b, sin(a,x), n € N.

Lema 6.4. Sejam f,g: R — C fungées continuas, por meio da Mudanca de Varidveis, para todo

[ > 0, temos que:

(i) Se f é impar, entdo filf(x)dx =0.

(i) Se g é par, entdo filg(x)dx = 2f0l g(z)dz.

Lema 6.5. Sejam f,g: R — C fungées derivaveis.
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(i) Se f: R — C é uma fung¢do impar, entdo, pela Regra da Cadeia, sua derivada f' : R — C
é uma fungdo par.

(ii) Analogamente, se g : R — C é uma fungdo par, entdo sua derivada ¢ : R — C é uma
funcdo impar.

Lema 6.6. Se f : R — C é uma funcdo continua 2l-periédica, entio para todo y € R vale a

igualdade
y+l l
dx = dx.
[ s [ s

Demonstracio. Com efeito, definindo F' : R — C por
Y+l
Fo) = [ fald.
y—I

Agora, note que
y—l y—l MV: z=x+2l y+1
/ F(a)dz = / flo+2)de 2 / F(2)dz.
0 0 21

Pela periodicidade de f temos
) B i 0 y+l B i 2l y+l1 B
) =4 ( / fa)do+ /0 f(sc)da:) -4 ( [ 1@ /0 f<x>dx) -

d y+l y+l
(= [ swars [ swas) = —sen+ 0 =0

l 0

demonstrando que que F' é uma fun¢do constante, ou seja, F(y) = F(0) para todo y € R,

como afirmamos. ]

3 Coeficientes de Fourier

Para dar prosseguimento a este assunto, fixado [ > 0, precisaremos fixar um produto interno

conveniente no conjunto das fungdes continuas e 2[-periédicas, o qual serd identificado com o
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conjunto

Crer([=1,1]) = {f € C([=LU;C) : f(I) = f(=D)},

porque, naturalmente, todo o comportamento de uma funcdo 2/-periédica fica determinado pelo seu

comportamento no intervalo fechado [—,!] (ou em qualquer outro de comprimento 2[).

Dadas f, g € Cp,([—1,1]), por hora, escreveremos

(f.9) = / ) s

N&o é dificil ver que essa regra define um produto interno em C,.,.([—(,]).

Observacdo 6.7. Nos lembremos da Alegebra Linear que, dada uma base ortonormal
B = {u17u27"' 7un}

de um espago produto interno E = (E,(-,-)p) de dimensdo finita n, todo vetor u € E se ex-
prime, de modo (inico como combinacdo linear dos elementos desta base, ou seja, existem escalares

Bi, B2, , B € C de modo que
u = Zﬁjuj.
=1

Fixado, pois, um indice k = 1,2,--- ,n, usando a igualdade acima e a ortonormalidade desta base,

calculemos o produto interno de u por uy:

(u,up)p = Zﬁj(ug‘, uk)p = Bi(ur, up)g + -+ Br(uk, up)g + - + Bn(tn, ug) g =
j=1

Od -t B-1d - +0=p,

demonstrando que, para cada k =1,2,--- . n,

B = (U,Uk)Ea

ou seja, os coeficientes de u na base B sdo obtidos em termos de u e dos elementos dessa base.

Seguindo a “filosofia geral” deste curso, suponhamos que uma f € C,,([—I,l]) possa ser
expressa pela igualdade (6.1)) e, sem se preocupar com os problemas de convergéncia envolvidos,
tentemos obter sugestdes sobre como determinar as sequéncias de escalares (a,,)n>0 € (by)nen @ partir

da funcio f e das funcdes seno e cosseno presentes na construcdo daquela série, como indicado no
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modelo finito-dimensional lembrado na observacdo anterior considerando, agora, o produto interno
. -
(f,9) = [, f(x) - g(x)dz.
Com efeito, suponhamos que se tenha

o0

flz) = % + Z [an cos <nlﬂ> + by, sin (#)] , €0, (6.2)

e que seja possivel integrar a série termo a termo, ou seja, comutar a soma com o sinal de integral.

Assim, podemos escrever

! I % !
. @ nmx
/_lf(:v)d:v— 5 _ld:c—l—g:l {an/_lcos <_l >d:c—|—bn/

l

sin (#) dx} :
1

Destaquemos para todo n € N

[ cos (" ao = L (7]

_ L [sin(nm) — sin(—nm)] = 0. (6.3)

l nm

/ll sin (#) dx = _ L [ cos(nm) — cos(—nm)| = L [cos(nm) — cos(nm)] =0,  (6.4)

nm nm

porque o cosseno é uma fungdo par.

Com isso, vemos que

donde l
ag = %/ f(z)dz.
-1

Para os préximos argumentos, sera extremamente atil nos lembrarmos das seguintes identidades

trigonométricas, validas para todos os nimeros reais a, b:

cosacosb = =[cos(a+b) + cos(a — b)] (6.5)

DN | —

sinasinb = %[cos(a —b) — cos(a +b)] (6.6)

Agora, fixado um natural m € N, multiplicando (6.2) por cos (%), integrando de —l a l e
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usando (/6.5 vem

/ll f(z) cos (m;rx) dx = % y cos (@) dx +

:0,;;0:
> ! nwx mnx Lo e mmx B
Z [an /z cos (T> cos (T) dx + b, /z sin <T> coS ( l ) dx] =
ag a, [ [ (n+m)rx : (n —m)rz
E-O—%;? {/—zCOS (f) dx+/_lcos <f) dx} +

ibn /ll sin <n7r:v) cos (m;r:z:) dzx .

S

=0, integral de funcao impar

Em resumo,

s (= S [ o (Y [ (Y 0]

Agora, note que, novamente por (6.5)), temos que para todo n € N vale

/_ll 008 <M) dr = 0.

Por outro lado, quando n # m, ainda por (6.5)), vale que

[l (=m0 4,y
/_ll cos (M) dz = /_ll 1da = 2.

Essas conclusdes, em (6.7]), nos ddo

I
/—z f(z) cos (m;mc) dx = %HQZ,

e ser for n = m, temos

nos dizendo que, para todo m € N, temos

_ %/ZZ F@)eos (") do. (6.8)
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De maneira inteiramente analoga, fixado um natural m € N, multiplicando agora (6.2)) por
sin (%), integrando de — a [ e usando obteremos

l l
[ ssn (M ar = [ (") a4
. ! 2 /., l
—0, por E9)

l

. /nTxT\ . [/MTT
sin ( ) sin ( ) dx} =
_ l l
00 !
% -O—i—;an/_lcos (@) sin (@) dx +

~
=0, integral de funcao impar

n=1

i {an /ll CoS (#) sin <¢) dx + bn/

n=1 -

o que, apés procermos como nas linhas que antecedem (6.8)), nos dara

by, = %/_ll f(z)sin (m;rx) dx. (6.9)

Os argumentos acima realizados, nos dizem, ao final, que dada uma fungdo f € Cpe.([—1,1]),

como para todo n € N os produtos f(z)cos (“%) e f(x)sin () definem funcdes continuas,

independentemente de qualquer convergéncia de qualquer série, é sempre possivel considerar os
nameros

1/
QOZY/Zf(x)d%

a, = %/ll f(z) cos (nlﬂ> dx,

b, = %/ll f(z)sin (#) dx

e, com eles, construir a série de funcdes

% + niojl [an cos <#> + by, sin <@>} . (6.10)

2Toda funcdo continua num intervalo limitado e fechado é Riemann integravel.
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A fim de estudar critérios de convergéncia para esta série e responder se ela, eventualmente,

representa a fungdo f em algum sentido, usaremos nimeros complexos para reescrevé-la de uma
maneira mais compacta seguindo o seguinte roteiro:

(1°) Pela Férmula de Euler, para todo real # € R, podemos escrever

¢t 4+ =i ot _ o—if
cosfl = —— e sinf = y
2 21

(2°) Fixandos n € N e x € R, usando as expressdes acima no termo geral da série (6.10)),
podemos escrever

nr : nmnw ei(nlﬂ) + efi(%) ei(nlﬁ) — eﬂ(%)
a, COS (—) + b, sin (—) =a, '
! ! 2 21

a, by i(2g2) a, by —i(nz2) _ a, — b, i((232) Gy, + 10, _i(n32)
(24—22_)6 ! ~|—<2 22_)6 r)= 5 ev it/ + 5 e\

(3°) Pondo entdo , para cada n € N,

a série (6.10) pode reescrever-se como [

o0

3 el (6.11)

n=—oo

(4°) E comum escrever E := {E, : n € Z}, em que E, : R — C & a funcdo dada por

Com essa notagdo (6.12)) fica
Z cnEo,.

n=—oo

. N b . _i( e
3Note que, quando n € Z é negativa, entdo —n € N de modo que ¢,, = % e ei(*F%) = ¢mi(=77),
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Observacao 6.8. Dados m,n € 7Z, valem as igualdades

I, ¢ (") e (") dg = ['1de =21, se m=n.

l

im(n—m)

=0 se m #n.
—

Isso quer dizer que o conjunto E é ortonormal em Ch..([—l,1]) segundo o produto internolf]

('7 '>L2 : CpeT<[_l7l]) X CPGT([_l7l]) — (C7

l [
vi=g [ FeEs

Observacdo 6.9. Com as novas nota¢Ses, podemos exibir a sequéncia de coeficientes (¢, )nez em

dado por

termos do produto interno (-, -)12 e dos elementos de E:

Com efeito, dadon € Z, se n = (0 temos

1/ I
o= =5 [ f@de=5 [ 1@ 1de = (1

Sen > 1, entdo

Cp 1= a”;—ib” — % [% /_llf(a:)cos (#) dx—z% /_llf(x)sin (#) dx] —

/f cos(”7$)—¢51n(””$ dx——/f En(@)de = (f, E) e

Finalmente, se n < 1, entdo, usando que o cosseno é par e o seno é impar, vem

e Y T (- Py o P

4Particularmente estudados sdo os casos em que | = 1 e [ = 7. Nessas circunstancias, o produto interno
assume, respectivamente, as seguintes expressoes, esteticamente bastante agradaveis:

/f g(x)dz e (f,g)p> = [wf
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L[ 0 foon (7Y s (M) e = & [ o B = (1,22

O que, em resumo, diz que para todo inteiro n € 7Z vale que
Cp = (.fa En)LQ-
Todas as consideracdes acima realizadas nos permitem definir os coeficientes de Fourier de uma

funcdo continua e 2I-periddica.

Definicdo 6.10. Dada f € C,.,.([—,1]), definimos:
(i) Os coeficientes de Fourier de f sdo os nimeros f(n), n € 7, dados por

f(n) =c, = (f, En)re2-

(ii) A transformada de Fourier (periddica) de f, indica por F(f), é a sequéncia dos seus

coeficientes de Fourier, ou seja, a sequéncia de niimeros complexos

~

F(f) = (f(n)) ez

~

(iii) A série de Fourier de f é a série de funcées ), f(n)E,, ou, mais explicitamente, a série

> FmetF).

ne”Z

Finalizemos esta secdo destacando as primeiras estimativas dos coeficientes de Fourier. Para

isso, recordemos o conjunto [*°(7Z), formado pelas sequéncias limitadas de nimeros complexos:

1°(2) = {f = (& )nez - & € C, paratodon € Z, e sup |&,| < oo} :

neEL

E facil ver que [°°(Z) tem estrutura de espaco vetorial relativamente as opera¢des usuais de soma,

termo a termo, de sequéncias e multiplicacdo, também termo a termo, por escalar. Além disso,

5Diz-se também que f(n) é o n-ésimo coeficiente de Fourier de f, ou ainda, o coeficiente de Fourier de f
correspondente & frequéncia n.
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Analise funcional ensina que [*°(Z) é um espago de Banach munido da norma do supremo || - || :
[*(Z) — R, ou seja,
||€Hoo = SuIZ) |§n|a §= (fn)nEZ S OO(Z)
ne

Para o que segue, notemos, primeiramente que, para todos € R e n € Z vale que

= ‘COS (?) + 7sin (#)‘ =1.

1 , 1/2 1 1/2
B = (5 [ (mras) = (5 [ 1as) =1

Dito isso, fixada uma fun¢do f € Cp.,([—[,1]), temos:

|En()] = |F)

Em particular

(1°) Para todo n € Z

[F)] = [(fs Badez| < 1F ez - [1Ballze = 1 fll2-
——

=1

~

Isso significa que, para toda f € C.,.([—1,1]), sua transformada de Fourier F(f) = (f(n)) _, €

ne”Z
[*(Z), ou seja, € uma sequéncia limitada e, mais ainda, vale a estimativa

1FH] < N1l

(2°) A aplicacdo F : Cpe, ([—1,1]) —> I°°(Z), que associa a cada fungdo 2[-periddica f, sua trans-
formada de Fourier F(f),  um operador linear | continuo, considerando, naturalmente, Cy.,.([—, ])

munido da norma que provém do produto interno L? e [°°(Z) munido da norma do supremo.

Ademais, a estimativa dada em (1°) assegura que

||5c{”£(cper;loo) S ]-

®Da linearidade do produto interno na primeira coordenada tem-se ( in—Tg)(n) = (f+ Mg, En)p2 =

o~

(f, En)rz + Mg, En)rz = f(n) + Ag(n) o que, segundo as operagdes de espagos vetoriais de sequéncias, da
F(+9) = (F+Hm) = (Fm)  +rEm),ez = T() + (o)
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Por outro lado, escolhendo f =1, claramente || f||zz = 1 e, dado n € Z, seus coeficientes ficam

O-mx

~ 1
f(n) = —/ 1-E,(z)dr =
2l —1 1 (T - nwx l
% f—z 1- e_’( ! )dx = —# e"<T) = 0, se n#0,
donde HS’“(l)HOO = 1, demonstrando a desigualdade contraria
|7
1= =2 < |[Flecperii)
11|z ( )
o que nos da
||3:||L(Cper§loo) = 1
(3°) Escrevendo A = %, paracadan € Z e x € R, n # 0, calculemos
d [ del* ) d [(nmi (nme nmi d e (*F) n?m? e n2m?
(@) d:v( dz ) dx(le ) T 2 c gz Enl@),
resumindo, para todo n € Z, IZ]
n?m?
AFE, = —Z—ZEn.

Isso significa que o conjunto £ = {En NS Z} é um conjunto de auto-funcdes para o operador de

Laplace A em dimens3o 1.

Nessas condi¢des, quando mostrarmos que E é uma “base” para Cp.,([—[,1]), em particular,
essa sera uma base de auto-vetores de A, consequentemente, o que, ao final, demonstraremos é

que A é “diagonalizavel” em C,..([—(,1]).

4 Convergéncia da Série de Fourier

O teorema a seguir provém da Analise Funcional, mas deixamos sua demonstracdo aqui apenas para

deixar o texto o mais auto-contido possivel.

Teorema 6.11 (Desigualdade de Bessel). Se f € Cp..([—(,]), entdo, para todo N € N, vale a

"Exercicio: Faca o caso n = 0.
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desigualdade
N

S Fm) < 1£113

n=—N

Demonstracio. Com efeito, fixado N € N, por propriedades do produto interno, podemos escrever

2

N N N 2
0<|[f= > fE.| =Ifl}—2Re (f, Zf(n)En) + > fE| =
n=—N n=—N L2 n=—N
Teorema (;eer'tagoras
N N ,
2 - N 2 _
I£113 2Ren:ZNf(n) (f, §n>L2+n:ZN|f<n>| HEiu
=f(n) =
N 2 Moo 2 oo 2 AN 2
1£172 =2Re Y [f)|"+ D [F] =117 =2 Y [f)] + D [f(n)] =
n=—N n=—N n=—N n=—N
Yoo 2
1£17: = > [f()],
n=—N
ou seja,

0<(flF: = Y [Fm)|,

e o teorema esta provado.

Corolario 6.12. Se f € Cpe.([—1,1]), entdo valem as propriedades:

(i) A série numéricay_, _, ‘f(n) ‘2 é absolutamente convergente, no sentido de que existe o limite
N
. ry 2
Jim > [
n=—N

(ii) Lema de Riemann-Lebesgue:
lim f(n)=0.
|N\1—>oof(n>

Demonstraco. (i) Com efeito, a Desigualdade de Bessel afirma que a sequéncia (25271\, ‘f(n) ‘2)
NeN

é uma sequéncia limitada. Como ela é a sequéncias das somas parciais de uma sequéncia de termos



138

ndo-negativos, ela é também n3o-decrescente. Assim, do “Teorema mais Importante da Analise”,

ela é convergente e, além disso, vale a estimativa

N

> Fm) = tim 37 [F@)]F < 115

n=-—00 n=—N

(i1) Da convergéncia da série >~ ‘J/C\(n)‘2 concluimos que o limite do seu termos geral é 0,

ou seja,
lim ‘]?(n)‘2 = 0.

|N|—o0

A continuidade da fungdo raiz quadrada [f| por sua vez, assegura que entio

lim |f(n)] =0
Aim |f(n)] =0,
o que equivale a dizer que
lim f(n) =0
|N\—>oof( ) ’
como queriamos. O

4.1 A transformada de Fourier em L2

Consideremos o espaco de Hilbert “/>-pequeno”

P(Z) = {s=<§n>nezz5necc, paratodon €2, ¢ > |5n|2<oo},

n=—oo

munido do produto interno

Eme = D & T

n=—0oo

para § = (gn)nelan = (Un)nEZ S l2(Z)-
A Desigualdade de Bessel garante que, para toda f € C.-([—,[]), sua transformada de Fourier

f= (f(”))nez é uma sequéncia em [%(Z) e que, além disso, vale a desigualdade

o 1/2
IFHlle = 111l = ( >, \f(n)\2> < [l e

n=—oo

80u seja, para toda sequéncia convergente (a, )nen, com a, > 0, vale que /1Iim,, o ay, = lim,, o0 /G-



139

como a prova de (i) do Corolario explicou.

Essa estimativa assegura que, se L?([—1,[]) indica o “completamento” de Cp..([—,1]), munido
do produto interno (-,-)z2, entdo F pode ser estendida, de modo dnico, a este completamento,

dando origem ao isomorfismo
T 12([~1,1]) — E(Z),

ainda chamado de transformada de Fourier, que constitui um dos mais importantes no desenvolvi-

mento teoria moderna das EDP’s.

4.2 Regularidade e Decaimento

Exigindo mais regularidade das funcdes que se pretende tomar a transformada de Fourier, podemos
considerar os espacos de funcdes 2[-periddicas e de classe C™, m € N, ou seja, os espacos
Cper([=11]) := C™([=1,1]) N Cper ([=1,1]).
Uma das caracteristicas mais importantes da transformada de Fourier é que ela é capaz de

converter a regularidade das funcdes em taxa de decaimento dos seus coeficientes, como estabelece

o teorema a seguir.

Teorema 6.13. Se f € 7! ([-1,1]), param = 0,1,2,---, entdo existe uma constante M > 0,
dependendo apenas de f, de maneira que para todo n € 7Z tem-se

~ M

| f(n)| < e (6.12)

Em palavras, quando f é de classe C™, seus coeficientes de Fourier tendem a 0 mais rapido do que

qualquer poténcia (1 + |n|)~%, com o < m, quando |n| — oc.

Demonstracdo. Com efeito, quando m = 0, das primeiras estimativas para os coeficientes de Fourier,
temos
[F(0)] < fllzes n€Z, (6.13)

o que nos da (6.12) com M = || f]| 2.

Se for m =1, entdo f’ € Cper([—1,1]), por isso podemos calcular os coeficientes de Fourier de

f', para cada n € Z, por

() =5 [ 7@,
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0 que, apds integrar por partes, fica

’rLTrz

()

nm o-i(77%)
2l/ f(z dx.

Como f - ei("7*) e 2l-periddica, a primeira parcela acima é nula, portanto
= nm oi(252) 1 nm
Fi = "7 [ s g = "

de onde, tomando o médulo, vem

202 202

[nl] f(n)| = —| (F)(n)] < — /1l e

Somando essa desigualdade com (6.13)), obtemos

N . 12
)+ [ Fm)] < 1 lee + 211

de onde vemos que, pondo M := || f||z2 + %Hf’HLz H resulta que
1+ D[ f(m)] < M, nez,

senda esta a desigualdade (6.12)) no caso m = 1.

De modo inteiramente analogo prova-se, indutivamente, a desigualdade ((6.12)) para todos os

valores de m € N, usando a igualdade
=N nmi\ " ~
(foY (n) = (W) f(n), ne€Z,

o que completa a demonstrac3o. H

9Vale a pena mencionar que a quantidade || f||z1 := || f||z2 + | f'|| > é a norma do espago de Sobolev H'(—1,1).
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4.3 Convergéncia uniforme da série de Fourier

Na prova da proposi¢do a seguir, faremos uso da importantissima “Desigualdade de Young” no caso
p = 2, a saber: Dados a,b > 0 vale que

1 1

Com efeito, basta perceber que 0 < (a — b)? = a® + b* — 2ab.

A forma geral da Desigualdade de Young é a seguinte: Para cada 1 < p < oo, definimos seu
expoente conjugado pondo p' := Z%, entdo para todos a,b > 0 vale

1 1
a~b§—ap+—,bp.
b b

Note que, quando p = 2, tem-se também p’ = 2, e a Desigualdade de Young se torna (|6.14)).

Finalmente, vale a pena mencionar que (6.14) equivale a Desigualdade entre as Médias: Para
todos «v, 8 > 0 tem-se

Va <2
bastando fazer a = /3 e b= /3 em ([6.14) e vice-versa.

Proposicdo 6.14. Se f € C,,.([—L,1]), entdo sua série de Fourier converge uniformemente para

uma fungdo continua g em [—[,1].

Demonstragdo. A ideia da prova consiste em usar o Teste M de Weierstrass.

Com efeito, da prova do Teorema [6.13] para todo inteiro n # 0, temos

201 —=

[F(n)] = = (/).

™ |n|

Dai, fixados n # 0 e y € [—1,1], vale que

FB) = fol = L1 Tl < L (35 PwP).
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TIRN2 a _ _
Como ) ., # e ez ‘(f’)(n)! sdo séries convergentes, sendo a segunda em virtude da Desi-
n#0

gualdade de Bessel, a conclusdo segue do Teste M de Weierstrass. ]

Observacao 6.15. Note que este resultado ainda ndo garante que a série de Fourier de f converge
para ela propria. Ele apenas assegura a existéncia de uma funcdo g € Cpe.([—1,1]) de modo que,

em particular, para todo y € [—1,]]

ay) = > Fln)eF).

n=—oo

A continuidade de g resulta do fato de que o limite uniforme de uma sequéncia de fungces

continuas é uma funcdo continua.

4.4 Niacleo de Dirichlet

o~

Dada uma fungdo f € Cper([—1,1]), a fim de estudar a convergéncia pontual da série . f(n)E,
para a propria f, procuraremos reescrever suas somas parciais de uma maneira mais conveniente
que nos permita obter estimativas que sejam suficientes a convergéncia. Comecemos com uma

observacio.

Observacdo 6.16. Dada f € C,.,.([—l,1]), fixando N € N ey € [—[,l], podemos escrever a

N-ésima soma parcial da série de Fourier de f como

Sn(y) = :XN: F(n)Enl(y) = ZN: (% /_llf(x)e‘i(TT’”)dx) i) =

n=—N
N 1 /! (=) l 1 N j—— /
n:Z—Nz_l _lf(ﬂc)e( ] )de/_lf(fL’) [27”:2_]\[6( I )]dx:/_lf(l')DN(y—:E)da:,
em que
L i)
DN(Q):ﬂn:Z_Ne ), 0eR

Escreveremos, por simplicidade, E

Sn(y) = (Dn* f)ly), ye€[-L1]

0Diz-se que Sy ¢ o “produto de convolucao” entre f e Dy.
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A sequéncia de fungdes (Dy)nen € chamada o Nicleo de Dirichlet, cujas principais proprie-

dades do Nicleo de Dirichlet no lema a seguir.

Lema 6.17. Para cada natural N € N valem as propriedades:

(i) Dy : R — R é uma fungéo par.
(i) Dy : R — R é uma fungdo 2l-periédica, em particular Dy (1) = Dy(—1).
(iii)) Dy : R — R é uma fungdo continua.
(iv) Dy(0) =1 (N + 3).
(v) [, Dn(6)d6 = 1.

(vi) Se 8 # 2ml, para todo m € Z, entdo vale a representacdo

1 sin (N +1)=f)
21 sin (”9)

2l

Dy(0) =

Demonstragcdo. Com efeito, (ii) e (iii) sdo evidentes. Para as demais, note que

N nmt
1+ Z 2 cos -
n=1

o que, primeiro, demonstra que Dy é uma soma finita de funcdes pares, logo deve ser par.

Em segundo, integrando de —[ a [ vem

: al nm I al : nmd
/DN Z 1+;QCOS(T)]dQZZ/lde—i—;Q/lCOS(T)d@:l,
em virtude de (6.5), nos dando (v).
Também,
> 0 1 1 1
Dy(0) = ; |1+ Y 2cos ("%)] 1+221] 7( 2).
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Finalmente, supondo que 6 # 2ml, m € 7Z, podemos escrever

1

21

n=1

1t oRe (Z”)] 1

() _ (203
1+ 2Re | & ‘< 7
1 — el<7)

em que, na Gltima igualdade, usamos a soma dos N primeiros termos de uma P.G. E

i( nmo A . .
Agora, colocando eZ( 5) em evidéncia no numerador e no denominador de

o) _ )

vVEM

jcos (3) = sin (3) — icos ((V + D) +5in (N + D7)

Tomando ent3o sua parte real, vemos que

i( =2 i Do . 0 . (7l
1+Re<€(l)_€< 7 )) 1+51n((N+%T)9—51n(71)

1— ei(ﬁTe)

sin (N + %)”79)

sin (2¢)

desde que 0 # 2ml, m € Z.

Concluindo assim que, para todo N € N e 0 # 2ml, m € Z, vale que

sin 1ymd
o= 3

2l

e as propriedades est3o todas demonstradas.

11V n _ z—2N*!
Do 2=, se 2 #£ L
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4.5 Convergéncia pontual da série de Fourier

Para as consideracdes a seguir, indicaremos por £'([—[,1]) o conjunto das fun¢des f : R — C
Riemann integraveis e absolutamente integravis em [—,(]. Lembre-se que, ao contrario da integral
de Lebesgue, ser Riemann integravel ndo é o mesmo que ser absolutamente integravel. Considerando

0 caso préprio, podemos dar como exemplo, a fungdo ¢ : [—I, ] — R dada por

- 1, sexeQnl-L,I]
via) = { -1, sex € QnI[-L]]

é absolutamente integravel mas n3o é integravel, porque seu conjunto de descontinuidades é todo

o intervalo [, 1].

Um outro exemplo, agora do caso impréprio e no intervalo [0, 1], é fornecido pela fun¢do

o= (=) X sy, 1/
n=1

em que Y 4 significa a func3o caracteristica do conjunto A, ou seja, aquela que vale 1 nos pontos

de A e 0 nos fora de A. Nesse caso tem-se

! - 1 1 - 1 - 1
[ r@ie =3 (5= ) = ety = e

n=1

cuja convergéncia decorre do Critério de Leibniz para séries alternadas.

Por outro lado,

1 0 1
de =y ——
[ wlr=3

sendo ela uma série harménica divergente.

Definicdo 6.18 (Generalizagdo dos coeficientes de Fourier para fungBes integraveis). Seja f €

LY([-1,1]), para cada n € Z pomos

nwTT

flo =57 [ e e
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~

os quais serdo também chamados de coeficientes de Fourier de f. Mais especificamente, f(n) é

o coeficiente de Fourier de [ correspondente a frequéncia n.

Além disso, a sequéncia f = (f(n))nez, ainda é chamada transformada de Fourier de f e a

- nwT

série Y f(n)ei(T), a série de Fourier de f.

Observacio 6.19. Para f € LY([-1,1]) e n € Z, a existéncia do namero decorre do fato de
que o produto f - g de funcdo integravel f por uma integravel e limitada g é também integravel

(demonstre).

Neste caso, a estimativa para os coeficientes é obtida por

l

nmTx

Fool =55 [ s

l
)da m:%ﬂuwm:wm,

donde
|F ()] < I fllze, n ez

~

Quando f € Cper([—1,1]), tinhamos f(n) = (f, E.)12 e as estimativas eram

F(n)] < |Ifllz2, n€Z,

em virtude da Desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Finalmente, devemos mencionar que a norma L? é “melhor” do que a norma L' no sentido de

que[?]

LA([-1 1) < LH([=1.1),

com
1l < @DY2 ) e

evidenciando que a norma L? domina, ou é mais forte, do que a L'. E

Teorema 6.20 (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja f : R — C uma fungdo 2l-periédica com
f e LY[-1,1]), entdo

Demonstracdo. Faremos a demonstracdo usando o seguinte resultado cuja demonstragdo pode ser
encontrada em [5]: “Se f € L([—1,1]), entdo existe uma sequéncia (f;)jen em Cper([—1,1]), tal

que [|fj = fller — 07
j—o0

2Tsso quer dizer que os objetos de L? sdo mais regulares do que os de L'.
131ss0 significa, em particular, que, neste caso, a converéncia L? implica na L'.
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Nessas condi¢des, dado ¢ > 0, podemos encontrar uma fungdo f. € Cp,([—I,]) tal que

1 l
o= Slo <5 = 5 [ 1560) = fla)lds <

[\DI(‘O

Por outro lado, para cada n € Z, podemos escrever

nm 1 [ nm
2l/f =5 | V@)= f@]e dx+—/ fo(x)e  (F) d,

-l

*fS(”)
donde
+ [ f(n)].

l\DIm

Fol < g [ 15 - @i + | )] <

Como | l‘un ‘fa ‘ = 0, podemos fixar um n. € N de modo que
n|—oo

l\DI(T)

consequentemente [¥]

n|>n. = |f(n)] <e

o que é o significado de dizer que

lim f(n) =

|N|—o0

]

Analogamente ao que fizemos na Observacdo [6.16| conclui-se que que quando f € L£1([—1,1]),
vale que Sy(y) = (Dy * f)(y), para todo —I < y <[, donde

l

Sw(y) = (Dx+f)(y) = /

—1

Dy(y—2)1(x) / Dy(2)f(y=2)dz = | () (=2

em que na Gltima igualdade, usamos o Lema [6.6] pois z — Dy (z)f(y — z) € uma fungdo 2I-
periédica, qualquer que seja o y € [, ] fixado.

Assim, das propriedades do Nicleo de Dirichlet, vem

y):/_llDN(z) —zdz—/ Di(z —z)dz+/0lDN(z)f(y—z)dz

14E extremamente importante destacar que, aqui, f. ndo depende de n, mas sim o contrario.
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/_l DN(—z)f(y—z)dz—l—/O Dy(2)f(y—2)dz = —/l DN(t)f(y+t)dt—|—/O Dy(2)f(y—2)dz =

l l l
/0 Dn(t)f(y + t)dt + / D (2)f(y — 2)dz = / Dn(2) [fly+2) + fly — 2)] d=,

em resumo, para todo —] <y <le N € N, vale a representacdo
!
v = [ Dyl +2) + £y - 2] de
0

Suponhamos agora que f seja tal que, para todo y € (—I,1), existem os limites laterais de f em

Yy, isto &, os nimeros

fly+) == lim f(z) e f(y—):= lim f(z).

z—yT Ty~

De (v) do Lema|6.17| resulta que fol Dy(z)dz = 5 e entdo

Sw(y) — fy+) J2r fly=) _

/0 D) [f(y+2) + fly — 2)] d= — / Du(=)dz - (fy+) + fly—)) =

/0 Dy(){ [F(y+2) — Fu)] + [y —2) — Fly—)] Y=

escrevendo entdo
9(y,2) = [fly+2) = flyD)] + [fly —2) = fly=-)], y,2 €[],

obtemos uma representacdo muito til para a diferenca entre as somas parciais da série de Fourier

de f e a média dos limites laterais de f em y, a saber:

Sw(y) — f(y+) +f /DN

Teorema 6.21 (O Teste de Dini). Sejam f : R — C uma funcio 2l-periédica e L'([—1,1]) e
y € [=1,1] tal que os limites laterais, f(y+) e f(y—), de f em y existam.

Considerando

9, 2) =[fly+2) = flyD)] +[fly—2) = fly=)l, z€[-11],
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suponhamos que existe n > 0 de modo que
/‘77
0

hm Sn(y) =

9y, 2)

‘dz<oo.

Nessas condicées,
fly+) + fly—)
5 .

Ou seja, a série de Fourier de f, no ponto y, converge para a média dos limites laterais em y.

Demonstracio. Com efeito, para cada N € N e § € (0,1), das observacdes acima, temos

_ I 5 !
suty) LIS [ pgta, e = [ Dulgtw s + [ Dutelaty. )a

Mostremos, individualmente, que f05 DN(z)g(y,z)dzN—> 0e f; Dn(2)g(y, z)dz — 0.
—00
Primeiramente, para cada § € (0,1), tem-se

[ o] = | [ ps@ %2 < [ opio][ 222 o

Usando a expressdo compacta (vi) dada no Lema [6.17} ou seja,

1 sin ((N + 3)%)

D = — ,
n(z) 21 sin (21)
para 0 < z < 9, vemos que
1 z 1 1
zD — = — ,
[2D(z)] < 2sin (2) 7 sin(5)

de onde vemos, pelo Limite Fundamental, que

1 1 . 1
T sin(%) 20 1’
%lz

o que, em particular, nos diz que ]zDN(z)] é limitado por uma constante M > 0 para z préximo

de 0 e uniformemente em N € N.

Dai, dado € > 0, para ¢ € (0,n) fixo, suficientemente pequeno, obtemos

/ Dy (2)g(y, 2)d=

dZSE,
2

y7
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‘ 9(y,2)

qualquer que seja N € N, devido a hipétese de integrabilidade de em (0,7).

Para o segundo termo, fixado o § € (0,7) obtido acima, ainda usando a expressdo compacta do

[on((v+3) ) e

nacleo (Dy)yen, escrevamos

21

/ D (2)g(y, 2)dz
)

_|__

' (Nrnz mz\ 9(y,2)
/5 sin < ; ) Ccos (E) i (E) dz

l

1| " [(Nnz mz\ 9(y,2) 1|/ Nrz
2 /651n (T) [cos <2_l> sin (2) dz +2—l /5(308( ;i )g(y,z) dz| .

N 7 1
~~ 92€L
gi1eL!

Como as fungdes g1 = g1(2) e go = g2(2), acima destacadas, sdo L', pois seus denominadores n3o
se anulam em [4, (], resulta que cada umas das parcelas acima tendem a zero quando N — o0,
em virtude do Lema Riemann-Lebesgue, Teorema [6.20, pois os integrandos que nelas ocorrem,
multiplicando o seno e o cosseno, podem ent3o serem vistas como as partes real e imaginaria de

funcdes complexas integraveis, respectivamente, o que completa a demonstracio. H

Observacdo 6.22. Dizemos que uma fun¢do f : [—1,l] — C é uniformemente Hdlder con-
tinua com expoente « € (0, 1], quando existe M > 0 de modo que para todos x,y € [—1,1] vale

que
|f(z) = f(y)| < M|z —y|*

Neste caso, f € C([—1,1]) e para todos =,y € [—,1] podemos escrever

‘M

z

_ |yt - 1) fy—2) - ) < M|,

Como fol 2% 1dz < 00, pois a > 0, toda fungcdo Holder continua satisfaz o critério de Dini em
y, qualquer que seja y € [—1,1].

Além disso, a média dos limites laterais de f em y é o préprio f(y), ja que f é continua.

Finalmente, se f € C,,,.([~1,1]), entdo f possui derivada limitada em [—1,1], donde f & unifor-

memente Lipschitz, que é o mesmo que dizer que f é Hélder continua com expoente oo = 1.
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Conclusdo: Se f € C},.([—L,1]), entdo a série de Fourier de f converge uniformemente para f
em [—1,1], em virtude do Teste de Dini e da Proposicdo[6.14,
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5 Exercicios

(1) Determine se o método de separacio de variaveis pode ser usada para transformar cada uma

das EDP’s abaixo em um par de EDQ's; neste caso, explicite essas EDO's:
(i) Uz +u; =0

(i) tuge +zus =0

(iii) Upy + Upe +us =0

(iv) Uy + (x +Y)uy, =0

(2) Sejam [ > 0 e ¢ > 0 constantes, f € C'([0,1]) e g € C([0,1]) e considere o PVI para a EDP

da onda
Uy = ClUgy, tER, 0 < x <

u(t,0) =u(t,l)=0,¢t>0
u(0,z) = f(z), 0 <z <]
u(0,2) = g(z), 0 <z <.

(i) Aplique o método de separagdo de variaveis para obter uma solugdo u para as duas

primeiras condi¢Bes deste problema que seja da forma u(t,z) = T'(t)¢(x).

(i) O item acima dara origem a uma sequéncia (u, ),en de solu¢des. Pensando na linearidade
destas duas condicdes, formule a necessidade que surge em se poder representar as

condicdes iniciais f e g como somas de séries convenientes.

(3) O Problema de Dirichlet homogéno num retangulo: Sejam a,b > 0, Q = (0,a) x (0, b),

um retangulo, e considere o problema

Upy + Uyy = 0 em

u(z,0) =u(x,b) =0, 0<z <a
u(0,y) =0, 0<y <,

u(a,y) = fy), 0 <y <D,

em que f € C([0,b]) cumpre f(0) = f(b) = 0.

(i) Apliqgue o método de separagdo de variaveis para obter uma solu¢do w para as trés

primeiras condi¢Bes deste problema que seja da forma u(x,y) = T'(y)o(z).
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(i) O item acima dara origem a uma sequéncia (u,)neny de solucdes. Nessas condicBes
formule a necessidade que surge em se poder representar a condicao inicial f como soma

de uma série conveniente.
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