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1 De métricas a topologia dos espacos métricos

Um dos objetivos da matematica é classificar objetos. Desta maneira, determinados espagos
métricos podem ser colocados numa mesma classe de objetos (classificados, de certa maneira)
por um conceito chamado homeomorfismo. Para falarmos em homeomorfismos precisamos falar
em continuidade e consequentemente proximidade, portanto distancia.

1.1 Espacgos métricos: definicao e exemplos.

Em Geometria Analitica vocé aprendeu que a distancia entre dois pontos A = (x1,22) e B =

(y1,y2) do plano é dada por

d(A,B) = /(21 — y1)? + (22 — 12)2.

Este “medidor de espacamento”entre dois pontos, como veremos, é chamado de distancia
usual em R%. Agora, se colocarmos um ponto inicial e um final em um GPS, claramente, notars
que a distacia determinada pelo aparelho, na maioria dos pontos que testar, ndo serd condizente
com a férmula anterior, a menos que vocé tenha um helicoptero e posso andar em linha reta
passando por cima de casas, prédios, etc.. Isto acontece porque o GPS usa um “medidor de
espagamento” (de distancia) entre dois pontos no plano diferente do anterior. Este é dado por

d(A,B) = |z1 —y1]| + |z2 — 32|

d(A,B)
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Além dos exemplos anteriores, podemos definir d(A, B) de maneira esdrixula. Dizendo que
pontos diferentes sempre distam um, e a distancia de um ponto a ele mesmo é (como nossa

intui¢do manda) zero.
O que estas formas tém incomum na maneira de media a distancia entre dois pontos é

apresentada abaixo numa definicao formal.

Definigao 1.1. Seja M um conjunto ndao vazio. Uma métrica em M é uma func¢do d : M x M —
R que associa cada par de pontos do conjunto um numero real, chamada distancia, satisfazendo:

o sex #vy, entio d(x,y) >0 ed(x,z) =0, x,y € M;

o d(z,y) =d(y,x), x,y € M;

o d(z,y) <d(xz,z)+d(z,9), x,y,z € M (desigualdade triangular).
O par (M,d) é chamado espago métrico.

Lembrando dos exemplos motivacionais no plano (R?) podemos definir as seguintes métricas:

-di(A,B) == /(v1 — y1)2 + (v2 — y2)? (métrica usual);
- d2(A,B) :==|z1 —y1]| + |2 — y2| (métrica da soma);
- d3(A, B) := max{|z1 — y1],|r2 — y2|} (métrica do mdximo ou do GPS);
-dy(A,B):=1,se A# B,edy(A,A) =0 (métrica discreta).

Exemplo 1.2. Além das métricas anteriores, no subconjunto = de R? formado por uma poligonal
ABC, com A, B e C pontos nao colineares, como na figura abaixo, podemos definir a seguite

a0 ) /

y

métrica.

C

5
i

A X B

Se dois pontos estao num mesmo segmento da poligonal (AB ou BC'), a distancia entre eles é
a distancia usual. Se eles estao em segmentos distintos, entao a distancia é a soma das distancias
nos segmentos. Por exemplo, se x € AB e y € BC entao

d(z,y) = d(z, B) + d(B,y).
Neste caso, a funcao definida acima é uma métrica em 7.

No espaco euclidiano de dimensao superior a 2, as métricas di, do, d3 e dg generalizam-se
naturalmente como a seguir. Sejam A = (z1,22, -+ ,Zn), B = (y1,¥2, - ,yn) € R",

-di(A,B) == /(r1 —y1)2+ (22 — y2)2 + - + (zn — yn)? (métrica usual);
- do(A,B) == |x1 —y1| + |x2 — y2| + - + |2n — yn| (métrica da soma);
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- d3(A, B) := max{|z1 — v1l,|z2 —y2|, - ,|xn — yn|} (métrica do méximo ou do GPS).

Motivados pelos exemplos vistos até agora, podemos induzir uma métrica no cartesiano de
dois espagos métricos como fizemos no espago euclidiano. Afinal, usamos a métrica (induzida
pela norma) da reta real para definirmos as métricas usual, do maximo e do GPS. O caso geral,
onde nao necessariamente temos uma norma presente, é o seguinte.

Exemplo 1.3. Se (Mj,v1) e (Ma,~2) s@o espacos métricos, entdo (M x My, ;) é um espago
métrico para ¢ = 1,2, 3, onde:

- 01(A, B) == \/7%(9014/1) +75(22,92), A= (21,22), B = (y1,y2) € M1 x Ma;

- 02(A, B) = 7121, y1) + 72(22, 92);

- 03(A,B) :

max{yi(x1,y1),v2(x2,y2)}

A diferenca bésica deste exemplo para o caso do espago euclidiano é que aqui os espagos
podem nao ser normados. E quando temos uma norma presente, induzimos naturalmente uma
métrica no conjunto de estudo como no seguinte exemplo.

Exemplo 1.4. Seja (V.| - ||) um espaco vetorial normado. Podemos munir V' de uma estrutura
métrica definindo d : V x V — R por

dv,w) :=|v—-wl|, v,welV,

e (V,d) é um espago métrico.

De fato, se v # w, entdo v — w # 0 e, sendo || - || uma norma, necessariamente ||jv — w|| > 0.
Também, se ||[v — w|| = 0, claramente v — w = 0 e v = w. Com isso verificamos o primeiro item
necessario para que d seja uma métrica.

O segundo passo é verificar a reflexividade (segundo item da definigao), para isso observemos
que

[ = w[l = [(=1)(w = v)[ = [(=D)]llw = v]| = |[lw = o],

justificando a igualdade d(v, w) = d(w,v), v,w € V.
Finalmente, a desigualdade triangular, segue diretamente da propriedade da norma dada por
lv+w|| < ||| + [|w||, uma vez que

d(v,w) = lv—w| = [[(v=u)+(u—w)|| < [[(v=w)[[+[[(u—-w)[| = d(v,u) +d(u, w), u,v,weV.

Em todos os exemplos vistos até este momento o conjunto onde definimos a norma, é sabido
possuir alguma estrutura préviamente conhecida, mesmo que isso nao tenha sido explicitado até
aqui. Contudo, é possivel definir uma métrica (mesmo que ela nao seja muito “util”’no sentido
geométrico de verificagao de proximidade) em qualquer conjunto nao vazio que considerar. Este
é o conteiido do seguinte exemplo.

Exemplo 1.5. Seja X um conjunto nao vazio Definimos e : X x X — R por

= {

0, sex=uy,
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e (X, e) é um espaco métrico.

Claramente e(x,y) > 0, z,y € X e e(x,y) = 0 se, e somente se z = y. Com isso verificamos a
primeira condi¢@o necesséria para que e, de fato, seja uma métrica. A segunda, e(x,y) = e(y, ),
x,y € X, também é de direta verificagao.

Resta-nos verificar a desigualdade triangular e para isso sejam, x,y,z € X.

Se e(z,y) = 1, entdo x # y e, necessariamente,  # z ou x # y, em qualquer caso

e(z,z) +e(z,y) > 1=ce(z,y).

Agora, se e(z,y) =0

e(z,2) +e(z,y) 2 0=e(z,y).
Portanto, e é uma métrica em X.

A métrica do exemplo anterior é usualmente denominada métrica zero-um ou discreta.

Os exemplos anteriores geram um gama de exemplos de espagos métricos que ja foram visto
em outros contextos e nao, necessariamente, com enfoque (estrutura) aqui dado. Em todos
estes exemplos, bem como no caso abstrato, podemos induzir uma métrica num subconjunto
de um espago métrico, préviamente dado. Com isso, carregamos a estrutura métrica para um
subconjunto e vemos este subconjunto como um espaco métrico também.

Para isso precisamos relembrar que dada uma aplicacdo f : A — B, de conjunto A em
outro B, se S C A, entao restricao de f a S, denotada por f|s é dada por f|s = f o, onde
i:S — Aé ainclusdo i(r) = x, € S. Desta maneira, induzimos naturalmente uma métrica
num subconjunto de um espago métrico dado, como a seguir.

Definigao 1.6. Sejam (M,d) um espago métrico e S # O um subconjunto de M. A métrica
induzida por d em S € dg =doi ondei:S xS — M x M € ainclusao no produto cartesiano.
O par (S,dg) é um espago métrico chamado subespago métrico de M.

Além de induzir métricas em subconjuntos de um espago métrico podemos também gerar

métricas a partir de outras como no exemplo a seguir.

Exemplo 1.7. Sejam (M, d) um espac¢o métrico e k > 0 um nimero real. A aplicacao em M x M
dada por di(z,y) = kd(z,y) é uma métrica em M.
A métrica dj é chamada dilata¢do da métrica d.

A dilacdo de uma métrica, necessariamente, deve ser por uma constante positiva. Caso
contrario a funcao resultante dj deixa de ser métrica.

1.2 Bolas: conjuntos limitados

Nesta secao definiremos ferramentas basicas que nos permitirao na préxima secao olhar qualquer
espaco métrico “dentro”de um espago vetorial normado, uma espécie de reciproca do exemplo
1.4. Nao menos importante, as ferramentas aqui definidas nos permitirao falar na topologia dos
espacos métricos e, consequentemente, em continuidade de funcoes definidas sobre estes espagos.

Definicao 1.8. Sejam (M,d) um espago métrico e r > 0 um nimero real. Dado a € M o
subconjunto
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e B(a,r):={x € M :d(a,x) <r} é chamado bola aberta de centro a e raio r;

e D(a,r):={x € M :d(a,z) <r} € chamado bola fechada (disco) de centro a e raio r;

o S(a,r):={x € M :d(a,x) =r} € chamado esfera de centro a e raio r;

Os seguintes exemplos ilustram que conjuntos sao estes em espagos métricos bem conhecidos.

Exemplo 1.9. Considere R munido da métrica usual. Sejam a, r € R com r > 0, temos:
-B(a,r)={x€eR:|a—z| <r}=(a—r,a+r)éum intervalo aberto;
-D(a,r)={z €eR:|a—z| <r}=[a—ra+r] éum intervalo fechado;
-S(a,r)={zeR:|la—z|=r} ={a—r,a+r}éum conjunto formado por dois pontos.

Exemplo 1.10. Considere R? munido da métrica usual. Sejam ¢ = (a,b) € R2 e r > 0 um
numero real, temos:

- B(e,r) = {(z,y) € R?: \/(a — )2 + (b—y)? < r} é a parte interior delimitada pelo circulo
de centro (a,b) e raio r;

- D(c,r) = {(z,y) € R?: /(a — x)2 + (b — y)2 < r} é a parte interior delimitada pelo circulo
de centro (a,b) e raio r unida ao circulo;

- S(e,r) = {(z,y) € R?: \/(a — x)2 + (b —y)2 =1} é o circulo de centro (a,b) e raio 7.

b @ L L Y

Para subespacos métricos temos o seguinte.

Exemplo 1.11. Considere Z C R munido da métrica induzida pela usual da reta. Usaremos o
subindice Z para significar que estamos considerando os conjuntos do subespago. Sejam a € Z e
r > 0 um nimero real, temos:

Bz(a,r)={z€Z:|la—z|<r}=ZN(a—r,a+T).
Assim, Bz(1,2) = ZN (—1,3) = {0,1,2} e B(0,1) = Z (~1,1) = {0}.

A propriedade anterior, onde conjuntos formados por apenas um ponto podem ser vistos
como bolas, é contemplada na defini¢ao a seguir.
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Definigao 1.12. Um ponto a € M de um espago métrico (M,d) é isolado se existe r > 0, um
nidmero real, tal que B(a,r) = {a}.
Se todos 0s pontos de um espago métrico sao isolados, entdo o espagco métrico € dito discreto.

Nao é de dificil verificar que todo conjunto nao vazio munido da métrica zero-um (discreta)
é um espaco métrico discreto. De fato, podemos isolar todos os pontos deste espaco com bolas

de raio 1/2. A mesma técnica garante que o exemplo seguinte é um espago métrico discreto.

Exemplo 1.13. Considere Z com a métrica induzida pela usual de R. Para todo n € Z, temos
By(n,3) = {n}, ou seja, todo ponto é isolado.

Esta propriedade, todo ponto é isolado, nao é regra em espagos métricos, exceto de dotarmos
este da métrica discreta. Contudo, separar dois pontos distintos por meio de bolas, como visto
no exemplo anterior, é sempre possivel como verificaremos a seguir.

Proposicao 1.14. Todo espago métrico (M,d) é um espago de Hausdorff, ou seja, dados x,y €
M distintos existe r > 0, um nimero real, tal que B(xz,r) N B(y,r) = 0.

Demonstragao. Sejam z,y € M distintos. Consideremos r = d(z’y) > (0 e mostremos que

B(z,7) N B(y,r) = 0. Se z € B(x,r) N B(y,r), entao d(z,z) < r e d(z,y) < r o que geraria o
seguinte absurdo

2r =d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < 2r.

Portanto, B(x,r) N B(y,r) = 0. [ |
As nocdo de métrica, e consequentemente de bolas, nos é 1til para podermos definir a nocao
de limitacao em espagos métricos como veremos na sequéncia.

Defini¢ao 1.15. Um subconjunto B de M, (M,d) um espago métrico, € limitado se existe uma
constante ¢ > 0 tal que d(x,y) < ¢, xz,y € B.

Nao é dificil ver que toda bola num espago métrico é um subconjunto limitado, ji que a
distancia entre quaisquer dois pontos nao ultrapassa o dobro do raio da bola. Além disso, todo
subconjunto limitado de um espago métrico estd contido em alguma bola.

Um métrica também nos permite medir distanica de um ponto a um subconjunto, entre
dois subconjuntos bem como falar em diametro de um subconjunto. Todas estas nogoes a serem
desenvolvidas generalizam as ja sabidas de cursos anteriores, por exemplo, a distancia de um
ponto a uma reta (Geometria Diferencial) ou didmetro de uma circunferéncia.

Antes de prosseguirmos relembremos o que é o supremo e o infimo de um subconjunto
limitado da reta.

Observagao 1.16. Seja L C R limitado.
Um numero s € R é o infimo de L, e denotado por s = inf L, se ele é o maior dos limitantes
(cotas) inferiores de L, ou seja, satisfaz:

-paratodox € L, s < ;

- para todo € > 0, existe x. € L tal que z. < s + €.
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E um ndmero S € R é o supremo de L, e denotado por S = sup L, se ele é o menor dos

limitantes (cotas) superiores de L, ou seja, satisfaz:
-paratodox € L, x < S;
- para todo € > 0, existe y. € L tal que S — € < y..
Definigao 1.17. Se subconjunto B é um subconjunto limitado de M, (M,d) um espag¢o métrico,
seu diametro é definido como:
diam B := sup{d(x,y) : z,y € B}.
Se B for ilimitado, entao definimos diam B = oo.

Quando nos restringimos aos limitados dados por bolas abertas (e fechados) em um espago
métricos, por exemplo R?, é possivel perceber que esta nocdo de didmetro coincide com a ja
conhecida (dobro do raio).

Definicao 1.18. Sejam (M, d) um espago métrico, A e B subconjunto de M e p € M.

e A distancia de p ao subconjunto A €

d(p, A) := inf{d(p,a) : a € A}.

o A distancia entre os subconjuntos A e B €

d(A, B) := inf{d(a,b) :a € Aeb € B}.

E nesta caso, quando nos restringimos a R? munido da métrica usual, é possivel perceber
que esta nocao de distancia de um ponto a um subconjunto de R? coincide com a ja conhecida

na Geometria Diferencial.

Observagao 1.19. Nas notagoes da definigao anterior, se p € A, entdo (como nossa intuicao
manda) d(p, A) = 0.
E se X C A, entao d(p, A) < d(p, X). De fato, como

{d(p,z) : x € X} C {d(p,a) : a € A},

temos
d(p, X) = inf{d(p,z) : x € X} > inf{d(p,a) : a € A} = d(p, A).

1.3 Imersoes Isométricas

As imersoes isométricas merecem uma subsecdo s6 delas pela importancia que exercem nos
métodos para induzir métricas em determinados conjuntos que possuem alguma relacao com um
espaco métrico. Além disso, elas nos permitirao exibir uma espécie de reciproca do exemplo 1.4.
Isto significard mostrar que todo espago métrico pode ser visto “dentro”de um espaco vetorial
normado. Mesmo que ele nao tenha nenhuma estrutura de espago vetorial.
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Definigao 1.20. Sejam (M, dys) e (N,dy) dois espagos métricos. Uma aplicagio f: M — N
€ uma tmersao isomeétrica se

dn(f(x), f(y)) =dm(z,y), z,y€ M.

Nesta caso, dizemos que [ preserva distancia.

As imersoes isométricas também ja apareceram em contextos anteriores como podemos ver
nos exemplos abaixo.

Exemplo 1.21. As translagoes no espaco euclidiano (munido da métrica usual) sdo imersoes
isométricas.

Exemplo 1.22. As rotacdes em R? (munido da métrica usual) por um angulo ¢ digamos,

f(z,y) = (zcos¢ — ysing,xsind +ycos¢), (z,y) € R?,
830 imersoes isométricas.

O fato de uma aplicagdo ser uma imersao isométrica implica, automaticamente, que ela é
injetora. De fato, se z,y € M sao tais que f(z) = f(y), entdao 0 = dn(f(x), f(y)) = dm(z,y) e
x = y. Se, adicionalmente, ela for sobrejetora como no exemplo 1.21, entdo chamamos esta de
1sometria.

Observagao 1.23. Sejam X um conjunto e (M, d) um espago métrico.

Se X e M estao relacionados por um fungao injetiva, ou seja, existe f : X — M injetora,
entao € possivel induzir uma métrica em X de tal maneira que f seja uma imersao isométrica.
Definimos dyx : X x X — R por

dx(z,y) == d(f(2), [(y), @,yeX.

Esta métrica é chamada métrica induzida por f.

Observe a necessidade de f ser injetora para podermos verificar a primeira condicao exigida
na definicdo de métrica para dx. Além disso, esta técnica, para induzir métricas por meio de
uma aplicacao injetora, ja foi previamente usada na definigao de subespago métrico (definigao
1.6). L4, X era um subconjunto do espago métrico e f injetora, era a inclusao.

Como vimos no exemplo 1.4 todo espaco vetorial normado é um espaco métrico, quando
usamos a norma do espaco para induzir uma métrica. Porém, nem todo espaco métrico carrega
uma estrutura de espago vetorial. Contudo, todo espago métrico pode ser imerso isometricamente
em um espaco vetorial normado e para finalizarmos esta secao demonstrando este resultado
precisamos de algumas definigGes.

Definigao 1.24. Sejam X um conjunto e (M, d) um espago métrico. Dizemos que uma aplica¢ao
f: X — M € limitada se o subconjunto f(X) € limitado em M. Assim, definimos o conjunto
das funcdes limitadas em X por

B(X,M):={f:X — M : f é limitada}.
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No caso particular em que M é a reta munida da métrica usual, podemos operar (somar e
multiplicar por escalar) elementos de B(X,R) e isso nos permite consideréd-lo com uma estrutura
de espago vetorial sobre R.

Neste espago definimos || - || : B(X,R) — R por

[f[:= sup{[f(2)] : 2 € X},

e (B(X,R),| - |I) é um espaco vetorial normado.
Com isso e definindo por d, := d(z,-) a fungao de uma varidvel obtida a partir de uma
métrica d fixando umas das varidveis, estamos aptos a demonstrar o seguinte resultado

Teorema 1.25. Todo espaco métrico pode ser imerso isometricamente em um espaco vetorial
normado.

Demonstragao. Dividiremos a demonstracao em duas partes. Quando o espago métrico em
questdo é limitado (para captarmos a ideia bésica da prova) e quando nao, necessariamente, é.

Seja (M,d) um espago métrico e M limitado. Nesta caso, para todo x € M, a funad d, :
M — R é limitada, logo pertence a B(M,R). Mostremos que ¢ : M — B(M,R) dada por

o) =dyy, €M

é uma imersao isométrica, ou seja, que  preserva distancia. Para isso observemos que se dp
denota a distancia induzida pela norma em B(M,R), entao

dp(p(x),¢(y)) = llp(@) = eW)|| = |de — dy|| = sup{ld(z, z) = d(y, 2)| : z € M}.
Como |d(x,z) — d(y,z)| < d(z,y), z € M, temos ||d, — dy|| < d(z,y) e consequentemente

dp(p(x), ¢ (y)) = sup{|d(z, z) = d(y, 2)| : 2 € M} < d(z,y).

Além diSSOa d(l‘,y) < sup{\d(%z) - d(y’ Z)| HEAS M} pOiS d(l‘,y) = ’d(.ﬁE,y) - d(yvy)‘v logo
|de — dy|| = d(z,y) e, portanto, ¢ satisfaz

dp(p(x), (y)) = d(z,y), =,y€ M,

e é uma imersao isométrica.
Agora, se M nao, necessariamente, é limitado temos garantias da limitacao da funcao d,
para x € M. Para desviramos deste problema fixamos a € M e definimos § : M — B(M,R) por

B(x) :=dy —dg, x€ M.

Como
18(z)(W)| = |da(y) — da(y)| = |d(z,y) — d(a,y)| < d(z,a), yE€ M,
temos B(z) € B(M,R), z € M, e  estd bem definida. Dados x,y € M temos
dp(B(z), B(y)) = [[(dz — da) — (dy — da)|| = ||dz — dy|| = d(z,y),

portanto 8 é uma imersao isométrica. |
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1.4 Topologia dos espagos métricos

No estudo de continuidade de funcoes o que importa é a classe de determinados subconjuntos
(os abertos) do espago gerada a partir de uma métrica. Tais subconjuntos geram um classe
suficientemente boa que nos permitira desenvolver o conceito de continuidade, que coincidira

com o que ja conhece em casos particulares, na préxima secao.
Definigao 1.26. Seja (M,d) um espago métrico.

o Um subconjunto A de M € aberto se para todo a € A, existir v > 0 wm numero real tal
que B(a,r) C A.

e Um subconjunto F' de M € fechado se F¢* = M — F € aberto.

Os intervalos abertos da reta real sao subconjuntos abertos neste espaco com a métrica usual.
Verifiquemos formalmente esta afirmacao para um intervalo particular.

Exemplo 1.27. O intervalo (0,1) é aberto em R. E a uniao (—oo, 0] U [1,00) é fechado em R.
De fato, dado = € (0,1) seja 2r = min{z,1 — z}. Para todo y € B(z,r) = (z — r,z +r)

temos 1 1
-z x
y>r—r>z/2>0ey<z+r<z+ 5 =5 <1,

ou seja, y € (0,1). Portanto, B(x,r) C (0,1).
Mais geralmente, temos o seguinte.

Exemplo 1.28. Toda bola aberta em um espaco métrico é aberto.

Sejam (M, d) um espaco métrico, a € M e r > 0 um ndimero real. Para todo y € B(a, ) seja
2s = min{d(z,y),r — d(z,y)} e mostremos que B(y,s) C B(a,r).

Seja z € B(y, s), temos

d(z,a)Sd(z,y)+d(y,a)<s+?”§r +r<s+r

— d(‘rv y)
2

Terminar

Em subespacos métricos também temos estes conceitos que sao dados via a métrica induzida
do espaco.

Definicao 1.29. Sejam (M, d) um espago métrico e S um subconjunto de M.
e Um subconjunto Vg C S € aberto em S se Vg = Ay NS, onde App € um aberto em M.
e Um subconjunto Ug C S € fechado em S se Us = Fyy NS, onde Fyy é um fechado em M.

Esta defini¢ao nos diz que os abertos (fechados) de um subspago métrico sao os abertos
(fechados) do espaco intercgao o subespago. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.30. Considere a esfera de R3, S? = {(z,9,2) € R? : 22 + % + 22 = 1}. A calota
C ={we S?:d,(P,w) <1}, onde d, é a distancia geodésica, ou seja, d,(w, z) := arccos |w — z|
em S? e P =(0,0,1) o polo norte, ¢ um aberto em S2.

De fato, C' = B(P,r) NS onde B(P,r) é uma bola em R3.
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Exemplo 1.31. Considere S = [0, 1) o intervalo semiaberto da reta.
- [0, %) é aberto em S (e nao é em R) pois [0, %) = (—%, %) ns;
- [3,1) é fechado em S (e ndo é em R) pois [3,1) = [3,1]N S.
A classe dos subcojuntos abertos de um espaco métrico satisfaz as seguintes propriedades,

que significa ser uma topologia no espaco métrico.

Proposicao 1.32. Seja 7 a colecdo de todos os subconjuntos abertos de um espagco métrico
(M,d). Entao

i) 0, M € 7;

i1) se Ay,...,Ap €T, entdo Ay N...NA, €T;

i11) se {Ax}trer € tal que Ay € T, A€ I, Uycr Ay € T.
Demonstragao.

|
Observemos que se A é um aberto de M, entdo para todo = € A, existe r, > 0, um nimero

real tal que B(x,r;) C A. Assim,
A= U:):EAB(xa Tx)‘

Com isso, uma consequéncia direta do resultado anterior é a seguinte.

Corolario 1.33. Um sobconjunto de wma espago métrico € aberto se, e somente se, ele € a
reuniao de bolas abertas.

Observagao 1.34. A intersecao infinita de abertos pode nao ser uma aberto.
Por exemplo, se considerarmos as bolas abertas da reta munida da métrica usual, centradas

(0} = e, (1.7,

no zero e raio -, n € Ny, temos
)
nn

que nao é aberto em R.
Mais geralmente, em um espago métrico (M, d), dado a € M temos

1
{a} = mnGN*B <(I, ) ;
n
que s6 é aberto se a for um ponto isolado.

A Proposigao 1.32 tem outra consequéncia direta, dada a seguir.

Corolério 1.35. Seja (M, d) um espago métrico.
i) 0 e M sao fechados;
i1) a unido finita de fechados é fechada;
i11) a intersecgcdo qualquer de fechados € fechada.

Dado um subconjunto se um espago métrico, mesmo que ele nao seja aberto podemos associa-
lo a um aberto, construido partir do original. E para esta construcao a seguinte defini¢ao se faz
necessaria.
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Definigao 1.36. Sejam (M,d) um espago métrico e X C M. Um ponto x € M ¢é interior de X
se existe um numero real r > 0 tal que B(z,r) C X.

O conjunto de todos os pontos interiores de X € chamado interior de X e denotado por X
ou it X.

Nao é dificil ver que o interior de um conjunto é um aberto e ele pode ser 1itil na caracterizagao
dos abertos de um espago métrico. Afinal, um subconjunto X é aberto se, e somente se, X=X ,
ou seja, coincide com seu interior.

Também, podemos associar um fechado a um dado subconjunto de um espaco métrico.

Definicao 1.37. Sejam (M,d) um espago métrico e X C M. Um ponto x € M € aderente a X
se para todo nimero real v > 0 tal que B(z,7) N X # (.
O congjunto de todos os pontos aderentes a X é chamado fecho de X e denotado por X.

Nesta caso, o fecho de um subconjunto é sempre um fechado do espago métrico onde ele
mora e podemos usa-los para caracterizarmos os fechados. Pois um subcojunto X é fechado se,
e somente se, X = X.

De fato, é claro que X C X sempre. Se X é fechado e x € X entdao nio existe uma bola
centrada em x contida no complementar de X. Se x ¢ X isto haveria de acontecer ja que X¢ é
aberto. Logo, = € X e consequentemente, X C X.

Definigao 1.38. Sejam (M,d) um espago métrico e X C M. Um ponto a € M é de acumulagdo
de X se para todo nimero real r > 0 tal que B(a,r) — {a} N X # 0.

O conjunto de todos os pontos de acumulacdo de X é chamado derivado de X e denotado
por X.

A nocao de sequéncia pode ser definida neste contexto e é muito util na caracterizacao de
alguns conjuntos definidos nesta secao. Posteriormente sera utilizadas para outros fins como,
por exemplo, para dar uma equivaléncia a definicdo de continuidade num ponto como veremos
em breve.

1.5 Sequéncias e métricas equivalentes

Uma sequéncia em um espago métrico (M, d) é uma fungao cujo o dominio é o conjunto dos
nimeros naturais e contradominio o espago métrico, ou seja, ¢ : N — M onde n — ¢(n) = x,, €
M. Denotamos um sequéncia em M simplesmente por {z, }nen ou {xy,}. definir subsequencia

Definigao 1.39. Uma sequéncia {xy,}neny em um espago métrico (M, d) é convergente se existe
a € M tal que apara todo € > 0 existir ng € N de tal maneira que n > ng implica d(x,,a) < €.
Neste caso, escrevemos x, — a ou a € o limite de {xy}r.

Assim, como para sequéncias de niimeros reais temos a unicidade do limite aqui.

Observagao 1.40. Se a e b sao limites de uma sequéncia {x,}. Suponhamos que a # b, entao
tomamos € = d(a,b)/2 > 0, entdo existe ng em N de tal maneira que para n > ng

d(xn,a) <€ e d(xy,b) <e.

Assim, para todo n > ng temos
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d(a,b) <d(a,z,) + d(z,,b) < 2¢ = d(a,b),

gerando o absurdo que que um ntumero real positivo é estritamente menor que ele mesmo.
Portanto, a deve ser igual a b e o limite de uma seqgéncia convergente é tinico.

Definicao 1.41. Uma sequéncia {xy, }nen em um espago métrico (M, d) é limitada se o conjunto
{xy, : n € N} € limitado em M.

Outra propriedade das sequéncias convergentes ja conhecida em outros contextos € a seguinte.
Proposicao 1.42. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstracao. Seja {x,} é uma sequéncia limitada de um espago métrico (M,d). Se a € M
é tal que x,, — a, entao existe ng € N de tal forma que se n > ng, entdao d(z,,a) < 1. o que
significa que para n > ng, x, € B(a,1).
Agora, seja r = max {1,d(a,x;) : 1 =0,...n9 — 1}, temos z,, € B(a,2r) para todo n € N, ou
seja, {zy, : n € N} C B(a,2r). Portanto, {z,} é limitada. [ |
A reciproca, com bem sabido, nao é verdadeira.

Definicao 1.43. Uma sequéncia {xp}nen em um espago métrico (M,d) é de Cauchy se dado
e > 0 existir ng € N tal que se m,n > ng, entao d(xy,, my) < €.

Observagao 1.44. Nao ¢ dificil mostrar que toda sequéncia convergente é de Cauchy. Porém,
a reciproca nao é verdadeira como podemos observar nos exemplos a seguir.

Considere Q, o conjunto dos nimeros racionais, como subespago métrico de R, munido da
métrica induzida pela usual da reta. Existe uma sequéncia {x,} de ntmeros racionais tal que
z, — /2 (em R). Logo, {z,} é uma sequéncia de Cauchy em Q porém nio é convergente neste
espaco.

Outro exemplo, é o seguinte: considere o intervalo (0,1) como subespago métrico de R,
munido da métrica induzida pela usual da reta. A sequéncia {1/n} é tal que 1/n — 0 (em R).
Assim, {z,} é uma sequéncia de Cauchy em (0,1) porém, ndo convergente neste espaco uma
vez que 0 & (0,1).

Uma condicao necessaria para que uma sequéncia de Cauchy seja convergente é dada abaixo.

Proposicao 1.45. Seja (M,d) um espago métrico. Se {xn}nen € uma sequéncia de Cauchy e
possui uma subsequéncia convergente, entao {xy}nen converge em (M,d).

Demonstragao. escrever |
Alguns dos conjuntos definidos na secao anterior, como fecho e aderente, podem ser carac-
terizados via sequéncias da seguinte maneira.
Dado um subconjunto X de uma espaco métrico (M, d), seu fecho X é o conjunto de todos
os pontos de M tais que existe um sequéncia em X convergindo para ele. Ou seja,

X = {z € M : existe {z,,} em X tal que z,, — x}.

De fato, sejam z € X en € N, como B(x,1/n)NX # 0, existe z,, € X tal que d(z,,x) < 1/n.
Logo, a sequéncia {x,} em X é tal que x,, — . Por outro lado, suponha x € M sendo o limite
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de uma sequéncia {x,} de X. Dado € > 0, existe ny € N de tal maneira que n > ng implica
d(zn, ) < €, ou seja, x, € B(x,e) N X, para n > ng. Assim, z € X.

Ja o conjunto aderente tem uma caracterizacao semelhante, cuja demostracgao é deixada a
cargo do leitor:

X" ={x € M : existe {x,,} de pontos dois a dois distintos em X tal que x, — x}.

Podemos definir a seguinte nocao a respeito de um mesmo conjunto M munido de duas
métricas. Esta relacdo basicamente estabelece que tais duas métricas se equivalem se elas deter-
minam os mesmos abertos em M. Formalmente:

Definicao 1.46. Sejam M um conjunto, di e do métricas em M. Dizemos que as métricas sao
equivalentes se dado a € M e € > 0 se cumprir

By, (a,61) C Bg,(a,€), para algum 61 >0 e
By, (a,d2) C By, (a,€), para algum 62 > 0.

Além de determinarem os mesmos abertos de um espaco métrico, métricas equivalentes,
também, preservam a convergéncia de sequéncias.

Proposigao 1.47. Sejam M um conjunto, di e do métricas equivalentes em M. Uma sequéncia
{Zn}nen de (M, dy) é convergente se, e somente se, é convergente em (M, ds).

Demonstragao. Suponha {z,},en convergente em (M, d;) e seja x seu limite. Dado € > 0
sejam 01 > 0 e ng € N tais que

By, (z,01) C Bg,(x,€) e di(zp,x) <01, n>ng.

Segue que do(x,,x) < €, n > ng. A reciproca é analoga e fica a cargo do leitor. |

1.6 Exercicios

1. Mostre que (R",d;) é um espago métrico para i = 1,2,3, métrica usual, do méximo e do
GPS, respectivamente. Mostre que estas métricas sao equivalentes duas a duas.

2. Mostre que (M x My, d;), do exemplo 1.3, é um espago métrico para i = 1,2, 3.

3. Mostre que o par (S,dg) da definicao 1.6 é, de fato, um espago métrico.

4. Mostre que o par (M,dy) do exemplo 1.7 é um espago métrico e se k < 0, entdo dj nao é
uma métrica em M.

5. Mostre que todo subconjunto limitado de um espago métrico estd contido em alguma bola
do espaco. Mostre que métricas equivalente determinam os mesmos limitados.

6. Dé um exemplo mostrando que no Corolédrio 1.35 em #i) “uniao finita” nao pode ser subs-
tituida por “uniao qualquer”.

7. Mostre que X = X U X'.
8. Mostre que

X" ={x € M : existe {x,,} de pontos dois a dois distintos em X tal que x, — x}.
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2 Continuidade

A partir desta se¢ao usaremos a notagao (M, dys) e (N, dy) para espagos métricos arbitrarios e
passaremos a omitir a métrica quando isso nao for causar confusao.

A partir daqui diremos que uma vizinhanca de um ponto a € M é um aberto V, de M tal
que a € V,. Por exemplo, qualquer bola centrada no ponto a é um vizinhanca de a. Esta nocao
de proximidade nos permite definir o conceito de continuidade me espaco métrico como a seguir.

Definicao 2.1. Uma aplicacio f : M — N ¢é continua em um ponto a € M se para toda
vizinhanga Vi, de f(a) em N existir uma vizinhanga V, de a em M tal que f(V,) C Vi(q)-

Se esta condicao nao se cumpre, entdo dizemos que f é descontinua no ponto a. E caso ela
se cumpra para todos os pontos do dominio da f entao dizemos, simplesmente, que f € continua.

O exemplo mais simples de funcao continua que conhecemos é a fungdo constante e isso
continua sendo verdade neste contexto.

Exemplo 2.2. Fixado ¢ € N, a aplicagao f: M — N dada por f(z) = ¢ é continua.

De fato, dados = € M e V. um vizinhanga qualquer de f(z) = ¢ temos f(M) = {c} C V.. Ou
seja, o préprio espago métrico serve de vizinhanga de x cuja imagem estd contida na vizinhanga
arbitraria V. considerada. Na verdade, qualquer aberto contendo x também serviria para mostrar
que a condicao exigida para se ter continuidade no ponto x é valida.

Como x é arbitrario, f é continua em todos os pontos do seu dominio e portanto é continua.

No préximo exemplo veremos claramente que a continuidade em um ponto depende exclusi-
vamente do espaco métrico em que ele estd inserido.

Exemplo 2.3. Seja a € M um ponto isolado. Qualquer aplicacao f : M — N é continua no
ponto a.

A fim de verificarmos pela definigao a continuidade de f em a devemos considerar Vi,
um vizinhanga qualquer de f(a). Sendo a um ponto isolado existe r > 0 de tal maneira que
By (a,r) = {a}. Como toda bola é um aberto de um espago métrico, Bys(a,r) é uma vizinhanga
de a e satisfaz

f(Bu(a,r)) = f({a}) C Vi)

Garantindo assim a continuidade de f no ponto a.

Observagao 2.4. O exemplo anterior nos garante que se M é um espaco métrico discreto, entao
f: M — N é continua.

O exemplo seguinte mostra que a funcao caracteristica dos racionais na reta é descontinua
em todos os pontos.

Exemplo 2.5. Considere R munido da métrica usual. A funcao y : R — R dada por
1, sexeQ
x(x) =
0, sexz¢Q,

¢é descontinua em todos os pontos.
Dado z € R analisaremos separadamente os casos z € Q e z & Q, apesar de serem andlogos.



2 CONTINUIDADE 17

Se o primeiro ocorrer, entao x(z) = 1. A vizinhanca B(1,1/2) = (1/2,3/2) de x(x) nao
contém qualquer imagem por y de aberto contendo z. Pois todo aberto A, contendo x contém
um irracional, digamos y. Assim, x(y) € x(A;) mas x(y) =0 ¢ (1/2,3/2).

Agora se © ¢ Q, x(z) = 0 e a vizinhanga B(0,1/2) = (—=1/2,1/2) de x(x) ndo contém
qualquer imagem por x de aberto contendo z. De fato, todo aberto A, contendo x contém um
racional, digamos y, e x(y) € x(A4;) mas x(y) =1 & (—1/2,1/2).

A nocao de continuidade em um ponto dada na Definicao 2.1 tem duas equivaléncias famili-
ares em contextos mais especificos.

Proposicao 2.6. Seja f : M — N wuma aplicagio entre os espagos métricos (M,dyr) e
(N,dy). A aplicagio f ser continua em um ponto a € M é equivalente a cada uma das se-
guintes afirmacoes:

i) dado € > 0, existe 6 > 0 tal que dps(z,a) < 6 implica dy(f(z), f(a)) < €;

i) toda sequéncia {xp}n em M tal que x, — a implica f(x,) — f(a).

Demonstragao. Primeiramente mostremos a equivaléncia a 7). Suponha f continua no ponto
a. Dado € > 0, By(f(a),€e) é uma vizinhanca de f(a). Assim existe uma vizinhaca V, de a
em M tal que f(V,) C By(f(a),€). Como V, é um aberto contendo a, existe § > 0 tal que
By(a,6) C V. Desta maneira, f(Ba(a,0)) C Bn(f(a),€), ou seja, dy(x,a) < ¢ implica
dn(f(z), f(a)) < € e i) é verdadeira.

Reciprocamente, dada um vizinhanga Vi, de f(a), existe € > 0 tal que By(f(a),€) C Vi(q).
Sendo i) verdadeira, existe 0 > 0 tal que dys(z,a) <  implica dy(f(x), f(a)) < €. Isto significa
que By (a,§) é uma vizinhanga de a tal que f(Bas(a,d)) C Vi(q). Logo f é continua no ponto a.

Agora a fim de verificarmos que i) é equivalente a definicdo de continuidade no ponto a
mostraremos, na verdade, que é equivalente a ).

terminar

Exemplo 2.7. Toda imersao isométrica é uma aplicacao continua. Em particular a aplicagao
0, definida na demonstracao do Teorema 1.25, é continua.

Seja f : M —> N uma imersao isométrica. Isto significa que f preserva distancia e assim
dado € > 0, tomando § = e, claramente, dy(z,y) < ¢ implica dy(f(x), f(y)) = du(z,y) < e
Isto significa que f é continua em todos os pontos do dominio e, portanto, é continua.

As imersoes isométricas formam uma classe de aplicacdes dentro de uma classe mais ampla

definida a seguir.

Definigao 2.8. Uma aplicagdo f : M — N € uma contracdo fraca se

dn(f(z), f(y)) <dm(z,y), z,y€ M.

As contragbes fracas sdo continuas e a justificativa para o fato é andloga a do exemplo

anterior.

Exemplo 2.9. A projecao na primeira coordenada do produto cartesiano de espagos métricos
é uma contragao fraca. Logo, m1 : M x N — M dada por m(z,y) = =z, (z,y) € M x N, é
continua.
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De fato, se considerarmos qualquer umas das trés métricas ¢;, i = 1,2,3 (Exemplo 1.3) no
produto cartesiano M x N, temos

dy (m1(z1,91), T (22, y2)) = dar (@1, 22) < 6i(mi (21, y1), m1(22, Y2)),s
(xhyl)? ($27y2) S MxNei= 172,3.

Exemplo 2.10. A norma [|-|| : V — R, onde V' é um espago vetorial normado, é uma contragao
fraca e, portanto, continua.
A afirmagao segue da seguinte observacao. Dados u,v € V temos

[l = flvll| = [d(u,0) — d(0,v)| < d(u,v),
onde d é a distancia induzida pela norma.

A continuidade de uma funcdo em todos os pontos do sei dominio pode ser verificada por
meio dos abertos dos espagos métricos envolvidos da seguinte maneira.

Proposicao 2.11. Sejam (M,dy) e (N,dy) espagos métricos. Uma fungio f : M — N é
continua se, e somente se, f~1(A) é aberto em M para todo aberto A de N.

Demonstracao. Consideremos f é continua e A C N um aberto. Se f~1(A4) = ), entdo nio
h4 o que se provar. Caso contrario, dado a € f~!(A) temos f(a) € A. Como A é aberto existe
€ > 0 de tal maneira que By(f(a),€e) C A. Agora, da continuidade de f no ponto a, existe § > 0
tal que

f(Bu(a,0)) C Bn(f(a),€) C 4,

implicando
BM(CL, 5) C filAv

e, portanto, f~1(A) é aberto.
Reciprocamente, terminar |
Também, a verificacao da continuidade de uma funcao pode se dar por meio dos fechados,
simplesmente observando que f~!(A°) = (f~1(A))° para A C N.

Corolario 2.12. Uma funcio f : M — N € continua se, e somente se, f~1(F) é fechado em
M para todo fechado F de N.

Proposicao 2.13. Sejam (M,dyr), (N,dy) e (P,dp) espagos métricos. Se f : M — N e
g: N — P sdo continuas, entao a composi¢ao go f: M — P ¢é continua.

Demonstraciao. Via a proposicio anterior, basta verificarmos que (g o f)71(A) é aberto em
M, sempre que A C N é aberto.

De fato, se A é um aberto de P, entdo (go f)"1(A) = f~1(g 1 (A)) é aberto em M. Isto
se deve ao fato que g~!(A) é aberto em N (devido a continuidade de g) e, consequentemente,
f~Yg7(A)) é aberto em M (devido a continuidade de f). [ ]

Quando consideramos uma fungéao f : M — N e A C M a restrigdo da fungéo f & A é dada
pela composicao foi: A — N,ondei: A — M é a inclusdo. Como i é, claramente, continua
temos o seguinte resultado.
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Corolario 2.14. A restricdo de uma funcao continua € continua.
Além da composicao de fungoes podemos considerar outra constru¢do como a seguir.

Proposicao 2.15. Sejam f : (M,dy) — (N,dy) e g : (M,dy) — (P,dp) fungoes. A
aplica¢ao (f,g) : M — N x P definida por (f,g)(x) = (f(x),g(x)) é continua se, e somente
se, f e g sao continuas.

Demonstragao. FEscrever |
Na proposigao anterior as fungoes f e g sdo chamadas fungoes coordenadas de (f, g). Como
consequéncia deste resultado temos o seguinte.

Corolario 2.16. Se f1 : My — Ny e fo: My — No sdo fungdes continuas, entdo € continua
J1 % fa: My x My — Ny x Na definida por (f1 x f2)(x) = (fi(x), f2(x)).

Demonstragao. FEscrever |

Exemplo 2.17. Se f, g : M — R sao fungoes continuas, entao
A= f{o e M: f(z) # g(a)},
é aberto em M
Escrever
Exemplo 2.18. Seja (M, dy;) um espago métrico. A diagonal A em M x M dada por
A= {(z,y) € M x M : d(z,y) = 0},
é um subconjunto fechado em M x M.

Escrever

2.1 Funcoes Lipschitzianas

A classe das funcoes lipschitzianas é uma classe que pode ser considerada ampla de fungoes
continuas e contempla a classa das contragoes fracas como veremos nesta sec¢ao.

Definicao 2.19. Uma fungao : (M,dyr) — (N,dn) € lipschitziana se existe k > 0 tal que

dn(f(z), f(y)) < kdum(z,y), =,y€ M.

Neste caso, k € chamada constante de Lipschitz.
Se a funcao f satisfaz esta propriedade localmente, ou seja, se para cada a € M existirr > 0
tal que f|BM(a7r) € lipschitziana, entdo diremos que f € localmente lipschitziana.

Observe que toda funcao lipschitziana é localmente lipschitziana. Assim, para garantir a
continuidade das funcoes lipschitzianas garantiremos a continuidade das que localmente tém
essa propriedade.
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Observagao 2.20. Toda funcao localmente lipschitziana é continua.

Faremos isso mostrando a continuidade da funcao em cada um dos pontos do seu dominio.
Assim dado a € M, seja r > 0 tal que f ‘B]u(am) é lipschitziana, digamos com constante lipschitz
k. Dado € > 0 tomamos 6 = min{r,e/r} e, entdo, dys(a,x) < 0 implica dy(f(a), f(x)) <
kdpy(a,x) < e.

Proposicao 2.21. Sejam (M,d) e (E,| - ||) um espago métrico e um espago vetorial normado,
respectivamente. Considere o, : M — R e f,g: M — E continuas com 3(x) # 0, © € M.
Sao continuas as sequintes aplicagoes:

i) f+9: M — E, definida por (f + g)(x) = f(z) + g(x), x € M;
it) af : M — E, definida por (af)(z) = a(x)f(x), © € M;
itt) o/ M — E, definida por (a/B)(x) = a(z)/B(z), x € M;
vi) m: R x E — E, definida por m(\,v) = \v, © € M. (Multiplica¢ao por escalar)
Demonstracao. Primeiramente mostremos que as seguintes aplicacoes sao continuas:
a) r: R\ {0} — R dada por r(z) = 1/x, x € R\ {0} e
b) s: E x E — E dada por s(v,w) =v+w, v,w € E.

Mostrado isso e o item iv), os itens os remanescentes serdo consequeéncias, como veremos.

De fato, dado a € R\ {0}, existe £ um numero real positivo tal que k& < |a|. Tomemos
v = (la] — k)/2 e verifiquemos que r é lipschitziana em Bg(a,?), i.e, localmente lipschitziana.
Se z,y € Br(a,7), entao |z|,|y| > k e

e —yl _lz—yl

Assim, fica provado a). Para o item b), consideremos F x E com a métrica da soma, denotada
aqui por dgxg. Dados u,v,w, z € E temos, pela desigualdade triangular,

Is(u,v) = s(w, 2)[| < flu = w| +[lv = zl| = dexe((u, v), (w, 2)).

O que nos garante a continuidade de s, uma vez que verificamos que esta aplicacao é uma
contragao fraca.

Agora, mostremos que a multiplicagao por escalar, item iv), é continua verificando que ela é
lipschitziana em cada limitado de R x ' e, consequentemente, localmente lipschitziana. Portanto,
continua. Para isto consideremos em R x E a métrica do méximo, denotada aqui por drxg, €
a > 0. Dados (A, x), (1,y) € Brx((0,0),a), temos |\, |ul, ||z|, ||y < a e

[m(\, z) = m(p, y)|| = Az — pyl] < [lzf]|A = pf + |plllz =yl

< alA = p|+allr -y
< 2amax{|A — p|, ||z —y||}
< 2a drxe((N\2), (1,9))-
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Finalmente, as observacoes anteriores e a Proposicao 2.15 garantem a continuidade das
aplicagoes dos itens i), ii) e iii) ja que

frg=so(f.9), af=mo(af) e a/f=mo(rid)o(a,p),

onde id representa a funcao identidade da reta na reta.

f.g (a,f
M-"¥ ExE—°* E M-%” RxE—™ F
X (f(x) . glx)) fix)+glx) = (ax) , fx)) a(x)f(x)

frg=so(f.g) af-mo(a,g)

: rxid
M—“? R0 R— RAOWXR— R
X (Bx) . a(x) BM-1Mx),ax)  a@/BR)

a/Bp=mo (r,id)o(a,p)

|

Observe que na demonstracao da proposicao anterior fizemos uso da métrica que nos foi

mais conveniente, hora a da soma hora a do maximo. A continuidade de uma fun¢ao independe

da escolha da métrica desde que elas sejam equivalentes (Definigao 1.46). Este é o contetido do
proximo resultado.

Proposicao 2.22. Sejam M um conjunto nao vazio, di e do duas métricas em M. As métricas
dy e dy sao equivalentes se, e somente se, as identidades Idy : (M,d;) — (M,dy) e Ids :
(M,d) — (M,dy) sao continuas.

Demonstracao. Escrevamos B; e By para denotar as bolas segundo as métricas d; e da,
respectivamente.

As métricas d; e do sdo equivalentes se, e somente se, dado x € M e € > 0, existem 1,0 > 0
tais que Idy(Bi(x,01)) = Bi(z,01) C Ba(x,€) e Ida(Ba(z,02)) = Ba(x,d2) C Bi(x,€). A dltima
proposigao é equivalente a Idy : (M,dy) — (M,ds) e Ids : (M,dsy) — (M, dy) serem continuas.
|

Coroldrio 2.23. Sejam « e o métricas equivalentes em M e B e ' métricas equivalentes em
N. Uma fungao f : (M,a) — (N, ) € continua se, e somente se, f': (M,a') — (N,(') €
continua.

Demonstragao. Segundo o diagrama abaixo
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(M. a) (N.B)
Id a| [1d o Id g| (Idp
(M,a') - (N.B)

podemos escrever ' = Idgo foldy e f = Idg o f old,. De onde segue a demonstracao. H

2.2 Homeomorfismos

A continuidade de uma aplicagao de um espaco métrico em outro nos permite concluir algo a res-
peito do contradominio provenientes de informagoes sabidas a respeito do seu dominio. Contudo,
para o que propoOe-se estudar aqui, invariantes topolégicos, a continuidade nao é suficiente. Por
isso introduzimos os homeomorfismos, aplicacées continuas e invertiveis cuja inversa também é
continua. Afinal, a inversa de uma aplicacdo continua, quando existe, nem sempre é continua.

Exemplo 2.24. Seja ¢ :[0,1) — S'! dada por ¢(t) = (cos 27t,sin 27t), t € [0,1). Em ambos,
[0,1) e S! consideramos as métricas induzidas pelo espaco ondem moram.

Claramente, ¢ é continua (suas fungoes coordenadas o sao) e bijetora. Porém, dada uma
vizinhaca Vo de 0 = ¢~ 1((1,0)) tal que Vo N [0,1/3) = Vj é facil mostrar que toda vizinhanca
V do ponto (1,0) é tal que sua imagem, por ¢!, ndo estd contida em Vj. Veja a representacio

grafica abaixo.

NIV

Definicao 2.25. Uma aplicagdo f : (M,dy) — (N,dy) € um homeomorfismo se € continua,
bijetora e sua inversa f~1 € continua. Se existe um homeomorfismo entre M e N entdo diremos

que M € homeomorfo a N e escreveremos M ~ N.

Exemplo 2.26. (—1,1) ~ R. De fato, defina f : (=1,1) — R e sua inversa f~1 : R — (—1,1)

por
1

=T te(-1,1) e fH(t)=

f(t)
respectivamente. Claramente, f e f~! sdo continuas.

Proposicao 2.27. A composicao de homeomorfismos € um homeomorfismo.

181 representa o ciculo de R? centrado na origem e da raio 1.
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A demosntracao do resultado anterior segue diretamente dos resultados da subsegao anterior.
Uma consequéncia imediata desta proposigao é o seguinte.

Corolario 2.28. Se M ~ N e M ~ P, entio M ~ P.

Exemplo 2.29. Observe que o Exemplo 2.26 pode ser reproduzido se trocarmos a reta por
(E,||-||) um espago vetorial normado e o intervalo aberto pela bola B(0,1) de E. Desta maneira,
E =~ B(0,1).

Além disso, nao ¢ dificil mostrar que dado v € E e r > 0, B(0,1) =~ B(v,r). Logo, E ~
B(v,r). Em particular, todo intervalo aberto da reta (a,b) é tal que (a,b) ~ R.

Exemplo 2.30. Se M ~ N e M ¢ discreto, entao N o é.

Proposicao 2.31. Uma bijecao f : (M,dp) — (N,dn) € um homeomorfismo se, e somente
se, dyr € a métrica induzida por f.

Demonstragao. Suponhamos que f é um homeomorfismo e denotemos por d; a métrica indu-
zida por f, ou seja, di(x,y) = dn(f(x), f(y)), z,y € M. Desta maneira, pela Proposigao 2.22,
basta verificarmos que Idys : (M,dy) — (M, d;) e Id; : (M,d;) — (M,dys) sdo continuas.
Observe que

Idyy=gof e Idi=flog™,

onde g : (N,dy) — (M, d;) é dada por g(z) = f~1(2), z € N. Adicionalmente, temos

dz($7y) = dl(f(f_l)(l‘)), f(f_l(y))) = dN(f_l(:E)’ f_l(y)) = dN(g(:B),g(y)), z,y € M,

dN(gil(Z)hgil(w)) = dN(f(z)v f(w)) = di(z7w)7 z,we M,

de onde segue que g e g—1 sao isometrias, respectivamente, e portanto continuas.
A reciproca é aniloga. u
As bijegOes continuas também pode ser caracterizadas via o seguinte conceito.

Definicao 2.32. Uma aplicagdao f : (M,dyr) — (N,dy) d aberta se f(A) d aberto em N para
todo aberto A de M. A aplicagdo d fechada se f(F') d fechado em N para todo fechado F de M.

Antes de apresentarmos a caracterizagao vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.33. Sejam (M,dys) e (N,dy) espagos métricos. A projecao IIy : M x N — M,
Iy (z,y) =z, (x,y) € M x N, & uma aplicacao aberta e fechada.

De fato, sejam A C M x N um aberto e = € II;(A). Existem (z,y) € A e r > 0 tais que
I ((x,y)) = x e Byxn((x,y),r) C A (pois A é aberto). Considerando em M x N a métrica do
maximo temos

Byrsn((z,y),r) = By(z,7) X By(y,r) C A,

e portanto, By (x,r) C II;(A) e II; é aberta.

Agora, para verificarmos que II; é fechada tomemos F' C M x N um fechado e observemos
que M x N\ F é aberto e portanto

I (M x N\ F) = M\ TL(F),

é aberto. De onde segue que II; (F') é fechado.
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Exemplo 2.34. Analogamente ao exemplo anterior se (M, dys) e (N, dy) sao espagos métricos,
entdo a projecao Ila : M x N — N, Ils(z,y) = vy, (z,y) € M x N, & uma aplicagao aberta e
fechada.

Exemplo 2.35. Retornando ao Exemplo 2.24, observe que [0,1/2) é aberto em [0, 1), contudo
©([0,1/2)) ndo é aberto em S!. Analogamento para verificar que, também nao é fechada.

Finalizamos esta se¢ao caracterizando os homeomorfismos em termos de aplicagbes abertas
e/ou fechadas. Uma vez que a demonstragao é simples, fica a cargo do interessado em demonstra-
la.

Proposicao 2.36. Seja f : (M,dy) — (N,dy) continua e bijetora. Entao, f é um homeo-
morfismo se, e somente se, é uma aplicacao aberta (fechada).

2.3 Exercicios

1. Mostre que a inclusao é uma func¢ao continua.
2. Mostre que a definicao de funcao lipschitziana nao é equivalente a de localmente lipschitziana.

3. Sejam d; e dy duas métricas em M. Mostre que se existem ¢y, co > 0 tais que
Cldl(xvy) SdQ(J:?y) Sngl(fL',y), ﬂfnyMa

entao dj e do sao equivaelntes.
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3 Espacgos Métricos Completos

Como veremos os espacos métricos completos reproduzem uma propriedade muito importante
encontrada na reta, a de sequéncias suficientemente boas (de Cauchy) serem convergentes. Além
disso, todo espago métrico, mesmo que nao possua esta propriedade pode ser ”completado”de
maneira tal a exibi-la. Justamente por isso, trabalhar propriedades associadas a estes espagos se
faz coerente.

Para formalizarmos este conceito definamos o seguinte.

Definicao 3.1. Seja (M,d) um espago métrico. Uma sequéncia {an}n de M é de Cauchy se
dado € > 0, existir ng € N tal que

m,n >ng implica d(an,an) < €.

Nao é complicado mostrar que sequéncia congentes sao de Cauchy e a reciproca nao é ver-
dadeira (exemplo a seguir).

Exemplo 3.2. Considere (0,1) com a métrica induzida de R. A sequéncia {1/n},, n > 1, ndo
converge em (0, 1) apesar de ser uma sequeéncia de Cauchy.

Formalizemos o conceito de completude.

Definicao 3.3. Um espago métrico (M,d) é completo se toda sequéncia de Cauchy de M con-
verge em M.

Exemplo 3.4. Vejamos alguns exemplos de espags métricos completos e nao completos.
1) O intervalo (0,1) com a métrica induzida de R nao é completo.
2) O conjuntos nos nimeros racionais Q com a métrica induzida de R nao é completo.
3) A reta R é completa.

O item 1) segue do Exemplo 3.2. De maneira anédloga segue 2), ji que é simples considerar
uma sequéncia de nimeros acionais que convirja para um nimero irracional, esta serda de Cauchy
porém nao convergente em Q.

Finalmente, o item 3) é uma consequéncia do Teorema de Bolzano-Weierstass que diz: Toda
sequéncia limitada de niimeros reais possui possui uma subsequéncia convergente. 2. Como toda
segéncia de Cauchy é limitada (exercicio!) ela possui uma subsequéncia convergente e seu limite
¢é o limite da sequéncia original.

Vejamos algumas propriedades.

Proposicao 3.5. Um subespaco métrico completo de um espago métrico € fechado. E todo
subespaco fechado de um espago métrico completo € completo.

2Consequéncia do seguinte fato: toda sequéncia possui uma subsequéncia monétona
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Demonstracao. A fim de mostrarmos a primeira afirmacao para dado F' um subespago métrico
completo, mostraremos que F' = F'. De fato, se a € F seja {a,} uma sequéncia de elementos de
F a qual converge para a. Como F' é completo esta sequéncia (que em particular é de Cauchy)
converge em F'. Logo, a € F.

A segunda afirmacao segue do seguinte: seja {a,} uma sequéncia de Cauchy elementos de
F'. Se F é fechado, entao o limite de {a,} (o qual existe j& que o espago métrico é completo) é
um elemento de F = F. Donde segue que F é completo. |

A completude de um subespaco nao é preservada sob a acdo, apenas, de uma funcao continua.
Por isso trabalharemos com um conceito mais forte.

Definicao 3.6. Dizemos que f : (M,d) — (N,dy) € uniformemente continua se dado € > 0,
existir 0 > 0 tal que: dp(z,y) < § implica dy(f(x), f(y)) < e. Adicionalmente, um homeomor-
fismo uniforme € um homeomorfismo uniformemente continuo cuja inversa também € unifor-
memente continua.

Exemplos de tais fungoes ja apareceram: contragoes fracas e imersoes isométricas sao uni-
formemente continuas.

Proposicao 3.7. Toda fungdo uniformemente continua transforma sequéncias de Cauchy em
sequéncias de Cauchy.

Demonstracao. De fato, seja {a,} uma sequéncia de Cauchy de M. Dado € > 0, seja § > 0
tal que dys(z,y) < ¢ implica dy(f(z), f(y)) < e. Como {ay,} uma sequéncia de Cauchy existe
no tal que m,n > ng implica das(ap, an) < 6 e portanto, dy(f(ay), f(am)) < €. [ ]

A proposi¢ao acima implica que se f for um homeomorfismo uniforme, entdo {a,} é de
Cauchy em M se, e somente se, {f(an)} é de Cauchy em N. De onde segue o seguinte.

Corolério 3.8. Seja f : (M,d) — (N,dyn) um homeomorfismo uniforme. O espago M ¢é
completo se, e somente se, N o €.

Proposicao 3.9. O produto cartesiano de dois espagcos métricos é completo se, e somente se,
cada componente é completa.

Demonstracao. Por um lado observemos que se M x N é completo, entao M e N também
sao: uma consequéncia direta da continudade uniforme de ambas projecoes m; : M x N — M
emy: M x N — N.

Reciprocamente, se {(an,b,)} é uma sequéncia de Cauchy em M x N é ficil ver que {ay}
e {b,} sao de Cauchy em M e N, respectivamente. Se considerarmos a distancia da soma em
M x N, entao é claro que {(an,b,)} converge uma vez que {a,} e {b,} convergem em M e N,
respectivamente. |

Corolario 3.10. O espaco euclidiano n - dimensional € completo.

Todo espago métrico pode ser completado de maneira tnica adicionando-lhe novos pontos.
Para mostrarmos esta afirmacgao formalizemos alguns conceitos.

Definicao 3.11. Um completamento de um espago métrico (M,d) é um par (M, ©) onde M ¢

completo e o : M —s M é wma imersio isométrica tal que o(M) = M, ou seja, (M) é denso
em M. Neste caso, escrevemos M — M.
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Exemplo 3.12. Vejamos alguns exemplos.

1) O intervalo [0, 1] é completamento de (0,1). De fato, a inclusao i de (0,1) em [0, 1] é uma
imersao isométrica tal que i((0,1)) = [0, 1].

2) Mais geralmente, todo subconjunto C' de um espago métrico completo (M,d) tem por
completamento seu fecho, C.

3) R é o completamento de Q.

3.1 O completamento de um espago métrico

Nesta se¢@o mostraremos o teorema de existéncia (de duas formas diferentes) e unicidade do
completamento de um espago métrico. Comecemos com a unicidade.

Proposicao 3.13. Seja (M,d) um espago métrico. Se (p1(M), 1) e (p2(M),p2) sao dois
completamentos de M, entdo eles sao isométricos.

Demonstracgao. Definamos ¢ : po(M) — @1 (M) da seguinte maneira p(x) = limy, o0 ©1(24),

onde {z,} é uma sequéncia tal que lim,, o @2(z,) = =, para dado = € po(M).

Sejam z,y € @a(M) e {xn}, {yn} sequéncias em M tais que lim, 00 p2(x) = = € limy o0 w2(Yn) =

y. Se denotarmos por (M, d;) e (Ma, ds) os completamentos (1 (M), ¢1) e (p2(M), p2), respec-
tivamente, temos

do(z,y) = lm do(p2(2n), p2(yn)) = lim di(p1(zn), p1(yn)) = lim di(p(z), o(y)).
Se p(z) = p(y), entao que x = y, logo ¢ esta bem definida. Mais que isso ela também garante

que @ é uma isometria, portanto continua e injetora. Nao é dificil ver que ¢ é sobrejetora. W
Teorema 3.14. Todo espago métrico possui um unico (a menos de isometrias) completamento.

Demonstragao. A unicidade foi demonstrada acima. Assim nos restringiremos aqui a garantir
a existéncia do completamento (M, d’) para um dado espago métrico (M, d). Serdo apresentadas
duas provas.

Prova 1. Para a primeira prova, relembremos do Teorema 1.25: existe uma imersao
isométrica de um dado espago métrico (M,d) em B(M,R). Desta forma, tal imersdo é uma
isometria sobre sua imagem e seja M o fecho de sua imagem. Mostremos que assim fica deter-
minado o completamento de M. Logo sé nos resta garantir que M é completo.

Seja {fn} uma sequéncia de Cauchy em B(M,R). Primeiramente, sabemos que {f,} é li-
mitada em B(M,R) e seja ¢ um limitante superior. Além disso, dado € > 0 existe ng tal que
n,m > ng implica

A(fns fm) = [ fn = fmll = jélj\l}{!fn(x) — fm(2)[} < €/2.

Isto significa que para cada € M a sequéncia { f,,(z)} é de Cauchy em R e portanto convergente.
Definimos f : M — R para cada x € M como o limite da sequéncia {f,(x)}. Nao é dificil ver
que f é limitada e entdo estd em B(M,R) e f, — f uniformemente de onde segue que a
convergeéncia se dd em B(M,R).
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Prova 2. A segunda prova, apesar de mais longa, é mais elementar no sentido de fazer uso
de poucos resultados anteriores. Definiremos o espaco candidato a completamento, juntamente
com sua métrica e garantiremos a existéncia de uma imersao de M em sua imagem, cujo fecho
é completo.

Definimos o seguinte

S(M) := {{zn} sequéncia em M: {x,} é de Cauchy},
e a seguinte relagao
{zn} ~ {yn} se, e somente se, d(zn,y,) =0, n— oco.

Nao ¢ dificil ver que a relacao acima é de equivaléncia. Desta maneira, consideremos M :=
S(M)/M e definimos

d/(fa y) = nlggo d(xnv yn)7 T = [{xn}Ly = [{yn}] e M.

Verifiquemos que a definicdo de d’ independe da escolha de classes, ou seja, d’ : M x M — R
estd bem definida. Para tanto sejam {x,} e {y,} duas sequéncia de Cauchy em M, a desigualdade
triangular implica

‘d(xmyn) — d(Tm, ym)| < |d(5Um Yn) — d(ymxm” + |d(3/n7$m) - d(xmaym)‘
< |d($n,xm)‘ + |d(ynaym)|

A desigualdade anterior nos garante que a sequéncia {d(x,, y,)} é de Cauchy em R. Portanto,
convergente. Com esta informacdo em mente se considerarmos T = [{z,}],¥ = [{yn}], T =
{2l 3,7 = [{y,}] € M tais que {z,,} ~ {z},} e {yn} ~ {y,} (isto é equivalente a dizer que
T=T ey=7), entdo

lim d(zn,z)) =0= lim d(yn,y,)-
n—oo

n—0o0

Agora, observe que

(@, yn) < d(zn, @) + d(wy, yn) < d(zn, 23) + d(wy, yn) + d(20, 97)

3.2 Aplicacao a equacgoes

3.3 Exercicios

1. Mostre que é verdadeira “A completude de um subespaco nao é preservada sob a acao,
apenas, de uma fungao continua”.
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