1 Defini¢oes basicas

Definigdo 1.1. Seja X um espaco vetorial sobre K, K € {R,C}. Uma semi-
norma em X é uma funcdo p : X — R que satisfaz as seguintes propriedades:

e p(Ax) = |A|p(x) paratodo x € X, A € K;
o p(x+y) < p(x) + p(y) para todo x,y € X.

Observacgiao 1.2. Note que p(0) = 0, pois p(0) = p(0x) = |0|p(x) = 0. No
entanto, podemos ter p(x) = 0 para algum x € X \ {0}.

Temos também que p(x) > 0 para todo x € X, pois 0 = p(0) = p(x —x) <
p(x) + p(—x) = p(x) +|—1|p(x) = 2p(x). Dividindo por 2, obtemos o
desejado.

Defini¢do 1.3. Se p : X — K for uma seminorma tal que p(x) = 0 se, e
somente se, x = 0, entdo p é chamada de norma. Neste caso, denotaremos a

norma por || - || e diremos que o par (X, | - ||) é um espago normado.
Exemplo 1.4. | | : R — R, sendo | - | a fungdo médulo usual, é uma norma
em R.

Exemplo 1.5. |- | : C — R, sendo |z| = \/Re(z)2 + Im(z)2, é uma norma em
C.

Exemplo 1.6. Em R”, as seguintes normas sdo muito utilizadas:

L. |-|:R" — Rdada por |x| = |(x1,...,xn)| = /23 + ...+ x%;

2. |-]s : R" — R dada por |x|s = |(x1,...,x4)|s = LI |xi|, sendo |x;| o
moédulo usual em R;

3. | ] : R" — R dada por |x|e = maxj<<y, |X;|, sendo novamente |x;| o
modulo usual em R.

Chamamos tais normas de norma euclidiana, norma da soma e norma do
maximo, respectivamente.

Lemal7. Se0<r<1leab>0,entdo (a+b) <a" 410"

Demonstracdo. Se a = 0 ou b = 0, entdo o resultado é valido. Caso contrario,
podemos supor b # 0 e, deste modo, temos que (a+b)" < a" +b" se, e
somente se, (# +1)" < (4)" + 1. De fato, basta dividir por b" para ver que o
primeiro caso implica no segundo e multiplicar por b" para ver que o segundo
implica o primeiro.

Defina entdo f : [0,00) — R como f(t) = (t+1)" —t —1 e observe
que f'(t) = r(t+1)"" 1=t~ = r[(t+1)"1 —+~1] < 0 para todo t > 0,
pois r —1 < 0. Logo, f é decrescente e isso implica que f(0) > f(t) para
todo t > 0. Mas isso significa que (t 4+ 1)* < t* + 1 para todo t > 0, como
queriamos. O



Proposi¢do 1.8. |x|c < |x| < |x|s < 1]%|co-

Demonstragio. Para i = 1,...,n, temos que |x;| = /x? < /a3 + ... +x2 =

|x|. Logo, a primeira desigualdade ¢ vélida.

Usando agora o lema anterior, sabemos que |x| = (x2 +...+ x%)% <
(x%)% +...+ (x%)% = |x1| + ...+ |xu| = |x|s. Portanto, a segunda desigual-
dade também segue.

A dltima é 6bvia, pois [x|s = iU || < YL maxicjcy [¥] = n[x|eo. O

Exemplo 1.9. Considere F(R) := {f : R — R : f é uma funcéo} e fixe xg €
R. Definindo py, : F(R) = R como py,(f) = |f(x0)|, temos que py, é uma
seminorma. Observe que a fun¢do f : R — R dada por f(t) = t — x¢ é ndo
identicamente nula, mas py,(f) = |f(xo)| = 0. Logo, podemos ter elementos
de F(R) que ndo sdo o vetor nulo, mas se anulam quando aplicamos py,.

Exemplo 1.10. Considere agora C(R) := {f : R — R : f écontinua} e,
para cada j € N, defina p; : C(R) — R como p;(f) = SUPp|y|<; |f(x)| =
SUP_jc < |f(x)|. Tal fungdo estd bem definida, pois fun¢des continuas sdo
limitadas em compacto. Observe que novamente temos uma seminorma em
C(R), pois a fungdo f : R — R dada por

0, set € [—j,]l,
f(t) = qt+], sete(—co,j),
t—j, seté€ (j,o)

€ continua, ndo identicamente nula, mas p;(f) = sup ;| f(x)| = 0.
Exemplo 1.11. Dado () C R" aberto, defina
Cp(Q)) ={f:Q — C: f élimitada e continua}.

Considerando p : Cg(Q2) — R dada por p(f) = sup,.q |f(x)|, temos que f é
uma norma em Cp(Q)). A norma p serd denotada por | - || € ela é chamada
de norma do supremo ou norma da convergéncia uniforme.

Exemplo 1.12. Vamos agora falar dos espacos ¢(IN). Fixado 1 < p < oo,
definimos
P(N) = {(zn)nen : zn € C e [|(zn) [}y < 00},

sendo ||(zn) ||y = (Tnzq |zn|p)%. Verifiquemos que ¢¥ (IN) é um espaco vetorial
sobre C. Como a sequéncia (0) € ¢/(IN), entdo ¢ (IN) # @. Também temos
que, se (z,) € (P(N) e A € C, entdo A(zy) := (Az,) € ¢P(IN), pois

e [e)

[e9)
[Aza)llp = Y [Azal? = Y [AP|zal? = (AP Y |20l? = [A[P[|(20)]]}y < oo
n=1

n=1 n=1



Por ultimo, mostremos que, se (z,,), (wy) € ¢P(IN), entdo (z,) + (wn) = (zn +
wy) € LP(IN). Note que, para cada n € IN, temos o seguinte:

1zn +wn|” < (|za] + |wn|)P < (2max{|zn|, [wn|})”
= 2P max{|zy|*, [wn|P} < 2P(|z|P + |wulP). (1.1)

Assim,

[e0]

| (zn + w3,) | Z |zn + wy|?P < 22p|2n|p+ ZZplwnl”

n=1 n=1 n=1
(2 jzal? + 2 |wn|*’> =27 (G lIf + I @a) ) < o0

e o resultado segue. Normalmente chamaremos o espago ¢¥(IN) apenas de (7.

Defini¢do 1.13. Dado 1 < p < oo, definimos o expoente conjugado de p como

p = p—ﬁl. Se p = 1, definimos p’ := o ¢, se p = oo, definimos p’ = 1.

Observagao 1.14. Note que, se 1 < p < o0, entdo 1 < p’. De fato, se p’ < 1,
entdo —— p < 1 e isso implica que p < p — 1, pois 1 < p e ao multiplicarmos

por p — 1 a desigualdade nao muda. Temos entdo uma contradigao. E facil

ver também que % + % =1

Lema 1.15 (Desigualdade de Young). Se 1 < p < o e p’ é seu expoente

/
conjugado, entdo ab < % + bpi, para quaisquer a,b > 0.

Demonstragio Geométrica. Considere ¢ : [0,a] — R dada por ¢(t) = t'~!e

1
¢ : [0,b] — R dada por ¢(s) = s~ 1. Note entdo que duas coisas podem acon-
tecer: ¢p(a) = aP~! > b ou ¢(a) = a?~! < b. No entanto, se o segundo caso

ocorrer, entdo temos que (b) = bﬁ > g, pois basta elevar ambos os lados
por p — 1 e lembrar que, como 1 < p, entdo a desigualdade se mantém, ja que
elevar por p — 1 é uma fungdo crescente. Assim, as figuras a seguir represen-
tam o primeiro e o segundo caso do que pode acontecer, respectivamente:

b b
fhsﬁds fbsﬁds
+| Jo +| o
s s
o tP1at Jo tP1dt
t— a t— a

Como ab é a &rea do retangulo com vértices (0,0), (a,0), (a,b) e (0, b) pode-
mos ver que a drea das duas fungdes somadas, que é dada por fo t)dt +



/
fob P(s)ds = % + bpi,, serd maior que a drea de tal retdngulo. Fica assim pro-
vada a desigualdade. O

Teorema 1.16 (Desigualdade de Holder). Considerando novamente 1 < p <
o e p seu expoente conjugado, temos que, se (z,) € (¥ e (w,) € ¥, entdo
(znwy) € ¢! e a seguinte desigualdade é valida:

1(znwon) [l < {1 za) [l | (@) [ -

Demonstragio. Primeiramente verifiquemos que o resultado é valido quando
[(za)llp = l(wn) |y = 1. Pelo lema anterior, temos que a seguinte desigual-
dade é vélida para todo n € IN:

|Zn| ‘wn|p,

|Znwn| = |za||wn| < 7

Portanto,
[e9) 1 o 1 (o) ,
| (znwn) |1 = Z |znwn| < = Z |zn|F + -~ Z |y [P
n=1 P n=1 p n=1
!
)b @)l

— + 7 — 1
p p
e temos o desejado, pois lembre-se que % + % = 1. Agora verifiquemos o
caso geral. Se (z,) € £ e (w,) € (¥ sdo quaisquer, entdo as sequéncias
— Zn — Wy 3 3 — —
z = (H(ZH)HP> ew (l(wn)lp/> sdo tais que |z[[, = |lwl|y = 1 e o caso
anterior se aplica. Assim, temos que
o
Wi 1
= |zmwm| <1,
LT Toay |~ Ty Ty X o
como queriamos. O

Teorema 1.17 (Desigualdade de Minkowski). Dados (z), (w,) € €7, temos
que |[(zn +wn)|lp < [|(zn)llp + [|(wn)]|p para todo 1 < p < co.

Demonstragio. Nao é dificil ver que o resultado é valido se p = 1 ou se ||(z, +
wy)||, = 0. Fagamos entdo os outros casos. Seja p’ o expoente conjugado de



p. Temos entdo que (|z, + wy,|P~1) € €7 De fato,

/ S —
1 (Jzn + a1 = 3 (Izn +wa? 1) 7

n=1
(e )
= Z |Zn +wn|p
n=1
m [ee) o0
< 2P Z |z | + Z |wnp>
n=1 n=1

=27 ([l llp + | (wn) 1) < oo,
pois (zx), (w,) € ¢F. Agora note que
|zn + wulP = |zu +wn|p71|zn +wn| < |zy +wn‘p71|zn| + |z +wn|p71|wn‘

para todo n € IN. Assim, temos a seguinte desigualdade:

|20 + wn|?

[
hgk

H(Zn"'wn)Hg

3
I
—

00
|Zn +Wn|p_1|2n| + Z |Zn + ZUn|p_l|Wn|.
n=1

No entanto, a Desigualdade de Holder nos garante que

1 1

) 1) "\ P’ ) P
Y Jzn + walPzal| < <Z (\zn +wn|p—1)”) (Z |zn|P>
n=1 n=1

n=1
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[1e

3
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—_

1 1
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Y Jzn + wa P | < (Z (|zn+wn|rf 1) > (Z |wn|l"> )
n=1

n=1 n=1

3=

/
Assim, juntando as desigualdades e fatorando (Z;"Zl (|zn + wu|P~1)P ) =
1 b
(Coq lzn +walP)Y =||(zn + wn)||]§ , obtemos que

1Gzn +w)llp < 1z +wa)lI} (1) + 11 (@wn) )-

N
Dividindo entido ambos os lados por ||(z,; +wy)||) , que é diferente de 0, segue
o desejado, pois

p A
p

| (zn + wn)| p—7
— = @+ wa)ll, 7 = I(zn +wn)llp.

7
1(zn +wn) |l



Proposigdo 1.18. A funcéo || - ||, : #/ — R é uma norma.

Demonstragio. A desigualdade triangular é o resultado anterior e jd vimos que
|A(zn)lp = |Al[](zn)]|p quando mostramos que 7 era espago vetorial. Assim,
resta verificar que se [|(z,)||, = 0, entdo (z,) é a sequéncia nula. Mas isso
de fato ocorre, pois se ||(z,)|[, = 0, entdo ||(zx)] 5 = 0 e isso implica que
Yoo 1|zn|? = 0. Logo, como temos uma soma de termos positivos, segue que
|zn|P = 0 para todo n € IN. Extraindo entdo a raiz p-ésima, segue que z, = 0,
pois |z,| = 0 se, e somente se, z, = 0. O

Defini¢do 1.19. Se p = oo, definimos (®° := {(z,) : z, € C e (z,) é limitada) e
1(zn)lleo = sUP, g |2n]-
Observagido 1.20. A fun¢io || - || : £ — R é uma norma.

Observacdo 1.21. Toda sequéncia convergente é limitada e, portanto, esta
em /®. Temos também que ¢¥ C ¢ para todo 1 < p < co. De fato, se
(zn) € (P, temos que Y ;"4 |z4|P < oo e, portanto, a sequéncia (|z,|P) con-
verge pra 0. Mas se tal sequéncia converge pra 0, entdo a sequéncia (z,)
também converge pra 0 e temos o desejado. Assim, se definirmos C(IN) :=
{(zn) : (zn) é convergente} e Co(IN) := {(z) : (zx) converge pra 0}, temos
que (P (IN) C Co(IN) C C(IN) C £*°(IN) para todo 1 < p < oo.

Observagio 1.22. A Desigualdade de Holder continua valendo se p = 1. De

fato, dadas (z,) € ¢! e (wy) € £, temos que |z,wy| = |zn||wn| < |zn || (W)
para todo n € IN. Somando entdo dos dois lados, obtemos o desejado:

[e9)

I(zuwn)ll1 =} [znwn]

n=1

(e )
< ) lznlll(wm) oo
n=1

— | (wm)llo i 2
— 1l (wn) ol ).

Observacdo 1.23. O espago #F tem dimensdo infinita. De fato, basta observar
que, para cada n € IN, a sequéncia e, = (¢,j) dada por d,; = 0, se j # n,
e 5nj =1,sej = n, estd em {7 para todo 1 < p < oo. Assim, se {7 tivesse
dimensao finita, digamos dim(¢F) = k, teriamos que as sequéncias ey, ..., e
formariam um conjunto linearmente independente e, portanto, deveriam ge-
rar ¢F. Mas é claro que ndo geram, pois a sequéncia e;, 1 ndo estd no conjunto
gerado por tais sequéncias, por exemplo.

Observagdo 1.24. Se 1 < p < g < oo, entdo (P C 1. De fato, dada (z,) € (7,
temos que |z, |7 = |z,|17P|zu|P < ||(zn)\|&7p|zn|p e, portanto,

Izn)ll§ = i |znl? <l (zn) 157 i [znl? = 1) I1& [ (zn) |l < oo.

n=1 n=1



Consequentemente, nossa cadeia de inclusdes aumenta, isto €,
(P(N) C ¢1(N) C Co(IN) C C(IN) C ¢*(IN)

para quaisquer 1 < p < g < co.



2 Compacidade e Dimensao I

Defini¢do 2.1. Seja X um conjunto ndo vazio. Um conjunto 7 C p(X) é
chamado de uma topologia de X se 7 satisfizer as seguintes propriedades:

e D, XeT;
e SeA,Be T,entio ANB € T;
e Se ACT,entdo Uycy AET.

Defini¢do 2.2. Seja X um conjunto ndo vazio e 7 uma topologia de X. Um
elemento de 7 é chamado de conjunto aberto e o complementar de um ele-
mento de 7 é chamado de conjunto fechado.

Defini¢do 2.3. Um espago topoldgico é um par (X,7) em que X é um con-
junto ndo vazio e 7 é uma topologia de X. Normalmente nos referiremos
apenas ao conjunto X como sendo um espago topolégico.

Defini¢do 2.4. Seja (X,7) um espago topolégico e Y C X um subconjunto
qualquer nédo vazio. Podemos entdo induzir uma topologia em Y dada por
Ty ={UNY : U e T}. Nao é dificil ver que de fato 7y é uma topologia
de Y e, portanto, (Y, 7y) é um espago topolégico. Chamamos tal topologia de
topologia do subespaco.

Definicao 2.5. Seja X um conjunto ndo vazio. Uma métrica em X é uma
fungdo d : X x X — R que satisfaz, para quaisquer x,y,z € X, as seguintes
propriedades:

[ d(x,y)
° d(x,y) >0
o d(x,z) <d(x,y)+d(y,z).

d(y,x);
ed(x,y) =0 <= x=y;

Definigdo 2.6. Um espago métrico é um par (X,d) em que X é um conjunto
ndo vazio e d é uma métrica em X. Normalmente nos referiremos apenas ao
conjunto X como sendo um espago métrico.

Definigdo 2.7. Seja (X,d) um espago métrico e Y C X um subconjunto qual-
quer ndo vazio. Podemos entdo induzir uma métrica em Y considerando a
restrigdo d|yyy. Desta forma, obtemos que (Y, d|yxy) é um espago métrico.
Tal métrica é chamada de métrica do subespaco.

Definigdo 2.8. Seja (X, d) um espacgo métrico, a € X e r € R-y. Chamamos o
conjunto B(a,r) := {x € X : d(a,x) < r} de bola aberta (centrada em a e de
raio r) e o conjunto Bla,r] := {x € X : d(a,x) < r} de bola fechada (centrada
em g e de raio ).

Proposicdo 2.9. Todo espago métrico X é um espago topolégico.



Demonstracdo. Considere
T ={A C X : para todo a € A existe r € R+ tal que B(a,r) C A}.

Mostremos que 7 é uma topologia de X. Note que X € T, pois B(x,r) C X
para todo x € X er € R . Temos também que @ € T por vacuidade, isto &,
supondo que @ ¢ T, teriamos entdo x € @ tal que, para qualquer r € R+,
B(x,r) ¢ @. Contradigdo, pois ndo existe x € @. Se AL B€ T e ANB=20Q,
acabamos. Caso contrdrio, tomando x € AN B qualquer, como x € A, temos
r1 € Ry tal que B(x,r;) C A. Por outro lado, como x € B, temos 1, € R~
tal que B(x,r;) C B. Logo, se r = min{ry,rp}, temos que B(x,r) C ANB.
Finalmente, dados A C T e x € Uacq A, temos que existe A’ € A de modo
que x € A’. Mas como A’ € A C T, temos que A’ € T e, portanto, existe
r € Ryg tal que B(x,r) C A’. Assim, B(x,7r) C A’ C Upeq A e o resultado
segue. O

Definigdo 2.10. A topologia definida na proposicdo anterior é chamada de
topologia induzida pela métrica.

Definigdo 2.11. Seja (X, || - ||) um espago normado. Definindo d : X x X — R
como d(x,y) = ||x —y||, temos que d é uma métrica em X e, portanto, X é um
espago métrico/topolégico.

Defini¢do 2.12. Sejam (X, 7 ) e (Y, T"') espagos topologicos e f : X — Y uma
fungdo. Dizemos que a fungdo f é continua se f~1(A) == {x € X : f(x) €
A} € T paratodo A € T'. Ou seja, f é continua se imagem inversa de aberto
é aberto. Tomando agora x € X, dizemos que f é continua em x se para todo
A € T' tal que f(x) € Aexistir B€ T tal que x € Be f(B) C A. Além disso,
se a f for bijetora e a sua inversa também for continua, dizemos que f é um
homeomorfismo entre X e Y.

Uma defini¢do equivalente no caso de espagos métricos é a seguinte: se
(X,d) e (Y,d") forem espagos métricos, dizemos que f é continua em xg € X
se para todo ¢ > 0 existir 6 > 0 tal que, para todo x € X, se d(x,xp) < ¢, entdo

d'(f(x), f(x0)) <&

Definigdo 2.13. Sejam || - ||x e | - |x duas normas de X. Dizemos que || - ||x é
equivalente a | - |x se existirem a,b > 0 tais que

alx|x < [|x|[x < blx[x
para todo x € X. Denotaremos tal equivaléncia por || - ||x = | - |x.

Observagido 2.14. Chamando de Xx o conjunto de todas as normas de X,
temos que a equivaléncia definida acima é uma relacdo de equivaléncia em tal

conjunto.
Que |- ||lx & |- |lx é facil ver, basta tomar @ = b = 1. Temos entdo a
reflexividade.



Agora mostremos que se || - ||[x = |- |x, entdo |- |x = || - ||x. De fato, se
a,b > 0 sdo como na definigdo da equivaléncia || - ||[x = |- |x, entdo 1,1 > 0e
a seguinte desigualdade é vélida para qualquer x € X:

Lixllx < Jxlx < Ll
b X > X > a X-

Temos assim a simetria.

Finalmente, mostremos que se || - ||} = |- |5 e | - - |13, entao
|- Nk = |- |3 Sejam a,b > 0 dados pela primeira equivaléncia e ¢,d > 0
dados pela segunda equivaléncia. Entdo

all 1% < I 1k < bl - 11

el Ik < -1 <dll -1
Como a > 0, a desigualdade de baixo ndo muda ao multiplicarmos por a
e obtemos que ac| - [% < al- [} < |- [k Mas a desigualdade de baixo
também ndo muda de sinal ao multiplicaros por b. Assim, obtemos a desi-
gualdade | - |% < b||- |3 < bd| - |%. Portanto, ac,bd > 0 e ac|| - |3 < || - ||} <
bd|| - ||3%, como queriamos. Temos a transitividade e, portanto, a relagao de
equivaléncia.

% =l

Observacao 2.15. A Proposigdo nos mostra que as normas do méaximo,
euclidiana e da soma sdo equivalentes em R".

Teorema 2.16. Duas normas sdo equivalentes se, e somente se, induzem a

mesma topologia. Ou seja, || - [[x = | - |x se, e somente se, T, = T}.|,-

Demonstragiio. Mostremos a ida. Dado A € 7|, queremos mostrar que A €
7). |5, isto & que para todo x € A existe r > 0 tal que {y € X : [y —x[x <7} C
A. Observe que sabemos que existe s > 0talque {y € X : [[y —x|[[x <s} C A
e que, como as normas sdo equivalentes, existe b > 0 tal que |y — x||[x <
bly — x|x. Assim, tomando r = § > 0, o resultado segue, pois se y € X é tal
que |y — x|x < r, entdo |ly — x[|x < bly — x|x < br = b} = s e isso implica
que y € A. A inclusdo 7|, C 7, € andloga, basta usar que existe a > 0 tal
que aly — x[x < [ly — x[|x-

Fagamos a volta. Como By, (0,1) € 7),, entdo By, (0,1) € T}, e
portanto, pela definicdo de topologia induzida pela norma, temos que existe
r > 0 tal que B, (0,r) C Bj. HX(O 1). Agora observe que se x # 0, entdo
2|X‘X , z\x\ x € B)|,(0,1). Assim, [|x[|x < Z|x|x. Por
outro lado, BHx(O'l) € m'\lx e, portanto, existe s > 0 tal que BH lx (0,s5) C
BHx(O'l)' Logo, tomando novamente x # 0, temos que ey H x € B| |X(O 1) e,
portanto, 5|x|x < ||x||x. Temos o resultado, pois a desigualdade obviamente
é vélida para o caso em que x = 0. O

x € B|.,(0,7) e, portanto

Defini¢do 2.17. Seja X um conjunto arbitrdrio. Dizemos que A C p(X) é uma
cobertura de X se X = (J,c 4 A.

10



Definigdo 2.18. Se (X,7) for um espago topoldgico, dizemos que X é com-
pacto se, e somente se, toda cobertura de X dada por abertos admitir sub-
cobertura finita. Ou seja, se toda cobertura A C 7 admitir um subconjunto
finito B = {By,...,B,} C Atal que X = UL, B;.

Observagdo 2.19. Se X é um espago métrico, entdo X é compacto se, e somente
se, toda sequéncia em X admitir uma subsequéncia convergente.

Definigdo 2.20. Seja X um espago vetorial de dimenséo finitae B = {ey, ..., e}
uma base para tal espago. Definimos entdo uma norma em X do seguinte
modo: dado x € X, sabemos que existem tnicos ay, ..., a; € K tais que x =
aye1 + ...+ ageg. Assim, definimos |- |5 : X — R como |x|g = |Zi-‘:1 ae;|pg =
Y% | la;|. A unicidade dos coeficientes nos garante que tal fungio estd bem
definida.

Lema 2.21. A fungédo |- |5 : X — R satisfaz as seguintes propriedades:

1. E uma norma;

2. E equivalente a norma |- |8 : X — R dada por |x|8 = |£X  a;e;|8 =
maxi <<k |4i;

3. O conjunto B|.|, == {x € X : [x|g < 1} é compacto.

Demonstragio. As demonstracdes dos itens 1 e 2 sdo andlogas as do R". Veri-
fiquemos entdo o terceiro item. Precisamos mostrar que, dada uma sequéncia
(xn) em By, ela admite uma subsequéncia convergente e o limite de tal sub-
sequéncia também estd em B|,| 5 Como cada x, € X e B é uma base de X,

entdo existem agn),. ..,a,((") € K tais que x, = a%")el +...+ a,E")ek. Ou seja,

temos o seguinte:

(1) 1)

X1 = a;’e + ... + a,E ey
Xy = ugz)el + ...+ akZ)ek
(n) (n)

Xp = a;’ep + ...+ ap e

Agora observe que, como |x,|g < 1 para todo n € N, entdo, por definicdo,
Z?:l \al(n)| < 1. Logo, \al(n)| <1lparai=1,...,ken € IN. Considerando entdo
() (n)

as sequéncias (a; ' )ueN, - - -, (4~ )neN, que sdo limitadas, segue, por Bolzano-
Weierstrass, que tais sequéncias admitem subsequéncias convergentes. Assim,
existe N; C N infinito e a1 € K tais que a sequéncia (agn) )neN, converge para

a1 em K. Agora observe que (aé"))neNl ¢ uma subsequéncia de (a;n))ne]N e,
portanto, também é limitada. Assim, novamente por Bolzano-Weierstrass,

existe N, C INj infinito e a4, € K tais que a sequéncia (agn))ne]Nz converge
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para a; em K. Repetindo o argumento até a k-ésima sequéncia (a,((”)),,eN,

obtemos Ny C INj_; infinito e a; € K tais que (a,(("))neNk converge para aj

em K.
Finalmente, considerando x = aje; + ... + aiex, temos que a subsequéncia
(%n)neN, converge para x em X com a norma |- |g. De fato, para cada i =

(n)

N . 2 N . n
1,...,k temos que a sequéncia (a; ’),cnN, € uma subsequéncia de (al( ))ne]N].,

pois Ny C Ny C ... € N7 € N. Portanto, como a sequéncia (al(n))nG]Ni
converge para 4; por defini¢do, toda subsequéncia também convergird, o que
implica que

k k
K
on =l = | V(0" —adei| =)o —af s 0
i=1 g il neNk

. |5 ]
Ou seja, xp —]N> x, como queriamos. Observando agora que
nelNg

x5 < |x = xulp + [xnlp < [x = xn[5 +1

para todo n € INg, temos que x € By, pois |x — xu[g — 0 quando n — co.
Segue o resultado. O

Teorema 2.22. Se dim(X) = k < oo, entdo quaisquer duas normas || - [[1 e || - |2
sdo equivalentes.

Demonstracido. Como ja vimos que a relacdo = entre normas é uma relacdo de
equivaléncia, basta mostrarmos que || - || = | - |3, sendo B = {ey, ..., e} uma
base qualquer fixada. Mas observe que se || - ||; € uma norma, entdo para todo
x € X temos que

k k n
Ixlh = (| Y aei]| <Y laillleills <b (Z |‘1i> = blx|g,
i=1

1 i=1 i=1

sendo b := max; <;< ||e;|[1. Temos entdo uma parte da desigualdade desejada,
resta verificar que existe 2 > 0 tal que a|x|g < ||x||; para todo x € X. Suponha
entdo que ndo existe tal 4 > 0. Deste modo, temos uma sequéncia (x;) tal que

Lxulg > [|xn|l1 > 0. Definindo agora a sequéncia (i), onde u, = %,

temos que 1 > ||u,||; para todo n € N e isso mais o lema anterior implicam
o seguinte:

1. u, [l 0;
neN
2. Existe uma subsequéncia (u#,),en € u € X tais que |u|p < 1euy M/ u.
nelN
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Mas observe que, como cada u, é tal que |u,|g = 1, entdo |u|g = 1. De fato,
se |u|g < 1, entdo tomando ¢ = 1 — |u|g > 0, temos que existe n € N’ tal
que |u — uy|p < e. Mas |uy|p — |u|p < |u—un|g < e =1— |u|p. Logo, isso
implica que |uy|p < 1, 0 que é uma contradi¢do, pois |u,|g = 1 para todo

n € IN. Usando agora que uy %\T 0, temos que, em particular, uy, %/ 0. Por
outro lado, ||u, — ulj; < b|unn— u|g. Fazendo entdo N’ 5 n — orclf obtemos
que uy %/ u. Contradigdo, pois isso implicaria que u = 0, mas sabemos que
lu|p = ;GSegue o resultado. O

Coroldrio 2.23. Se dim(X) < oo, entdo qualquer norma induz a mesma topo-
logia.

Demonstragio. Segue diretamente do teorema anterior e do Teorema O

Coroldrio 2.24. Se dim(X) < oo, entdo K C X é compacto se, e somente se, K
é fechado e limitado.

Demonstracdo. A ida vale em qualquer espago métrico, entdo mostremos a
volta. Como K é limitado, existe r > 0 tal que K C B[0;7], sendo B[0;7] :=
{x € X : |x|g < r}. Considerando entdo T, : X — X dada por T;(x) = rx,
segue que |T,(x) — T, (y)|p = |rx — ry|g = r|x — y|g. Ou seja, T; é Lipschitz e,
portanto, continua em (X, | - [). Usando mais uma vez que B|,|, é compacta,
obtemos que B[0; ] é compacta, pois Tr(Bj.|,,) = B[0;7] e é sabido que imagem
de compacto por fun¢do continua é compacto. Finalmente, como K é fechado
e K C B[0; 7], segue que K é compacto. Temos o desejado. O
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3 Compacidade e Dimensao II

Se dim(X) = oo, as condigdes “fechado e limitado” podem n&o implicar com-
pacidade. De fato, considere X = (?(IN), 1 < p < oo, que ja sabemos ter
dimensédo infinita pela Observagdo Tome a sequéncia (e, ),en em 7 (IN)
dada por e; = (J,j)jeN € observe que ||en||£ = Y21 164j|P = [6un|P = 1. Logo,
len|lp = 1 para todo n € N. Fixando agora (z,) € £/ (IN), observe que

lew = (zm)llp = Y 16ni — zilP = 11— zalP + 3 |zilP > 1~z ",

= i—1
i=1 ;_#n

Mas, como z,, — 0, existe my € N tal que |z,,| < % para todo m > my.
Portanto, se m > my,

1 1
llen = (zm)llp 2 [1 = zu| = [1] = |za] = 1_5 =5

e com isso concluimos que nao existe subsequéncia convergente da sequéncia
(en)nen- Ou seja, tomamos uma sequéncia na bola fechada e unitdria em
(P(IN), que é um conjunto fechado e limitado, e mostramos que tal sequéncia
ndo admite subsequéncia convergente, o que implica que tal bola ndo é com-

pacta (Observagao [2.19).

Lema 3.1 (Riesz). Seja (X, || - ||) um espago normado e M C X um subespaco
préprio e fechado de X. Entédo, para cada 0 < & < 1, existe u; € X \ M tal que

1. JJuel| =1;
2. d(tte, M) = infent e — ml| > .
Demonstragio. O desenho a seguir ilustra o resultado:

M

Passemos agora a demonstragdo em si. Dado u € X \ M, que existe pois M
é proprio, temos que d := d(u, M) = inf,cp ||u —m|| > 0, pois M é fechado.

Agora observe que d < % e, portanto, existe m, € M tal que ||u — me|| < g
pela defini¢do de infimo. Definindo entdo u, := ﬁ, temos que tal vetor é o
€
desejado. De fato, primeiramente observe que se 1, € M, entdo u, = ﬁ =
€
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m para algum m € M. Mas isso implicaria que u = mg + m|ju — m¢|| € M, ja
que M é subespago. Contradigdo, entdo de fato u, € X \ M. Que ||ue| =1 ¢
claro, resta assim verificar a segunda propriedade. Dado m € M, temos que

=
I -

[te —m|| = —
U — mg||
=7||u me — ml|u — me|| ||
[ — e | -
eM
T u—me|| 4T

Logo, ||u; — m|| > € para todo m € M, o que implica que d(u,, M) > ¢, como
queriamos. O

Defini¢do 3.2. Seja (X, || - || x) um espago normado. Dizemos que uma sequéncia
(xn)nen em X é uma sequéncia de Cauchy quando para todo € > 0 existir
np € N tal que, para quaisquer n,m > ngp, tivermos que ||x, — xp||x < €.
Usualmente denotaremos que a sequéncia é de Cauchy da seguinte forma:
limy, ;00 ||xn - meX =0.

Observacao 3.3. As sequéncias de Cauchy satisfazem as seguintes proprieda-
des:

1. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.
2. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

3. Se (x)neN € uma sequéncia de Cauchy e (xy),en’ € uma subsequéncia
que converge para algum a € X, entdo (x,),eN também converge para
a.

4. Toda sequéncia de Cauchy em R ou C converge.

Lema 3.4. Se (X, || - ||x) é um espago normado, entdo todo subespaco M C X
tal que dim(M) < oo é um subconjunto fechado de X.

Demonstragio. Precisamos verificar que se existe uma sequéncia (x,) em M tal
que x, converge para algum x € X, entdo na verdade x € M.

Para tal, primeiramente observe que, pelo segundo item da observagdo
anterior, sabemos que a sequéncia é de Cauchy. Observe também que se
considerarmos a restrigdo da norma em M, isto é, considerarmos a fungéo || -
|x|pm: M — R, ela serd uma norma em M. Considere agora B = {ey,..., e}
uma base de M e |- |g a norma induzida por esta base. Como ja vimos,

(m)

|- x|z = | - |5- Deste modo, ao escrevermos x, = Y5, w;"e;, teremos que

o —ucfm)’ = |xp — x| < b||xn — xm||x mﬁw 0.
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(”))

Consequentemente, para i = 1,...,k, a sequéncia («¢;"),en é de Cauchy em
K, sendo K € {R,C}, e, portanto, pelo dltimo item da observacdo anterior,
(n)

. . K
sabemos que existem ay, ..., a; € K tais que a; * — «;.
n—,oo

Finalmente, considerando u := Z?:l aje; € M, temos que

n

allxy, —ullx < |xy —ulp = Z
i=1

— 0

n
DCZ( ) — K
n—00

e isso implica que ||x, — ul|x e 0. Portanto, como ||x, — x|[x — 0 e |[x, —

ul[x — 0, pela unicidade do limite segue que x = u € M, como queriamos.
O

Teorema 3.5 (de Riesz). Seja (X, || - ||x) um espago normado e Bx := {x € X :
|x]|x < 1}. Entdo Bx é compacta se, e somente se, dim(X) < oo.

Demonstracio. A volta é o terceiro item do Lema Fagamos entdo a ida.
Considere x1 € X tal que ||x1|[x = 1 e defina M; = [x;] := {Ax; : A € K}.
Como dim(M;) = 1 e dim(X) = oo, temos que M; # X e que M; é fechado
(lema anterior). Portanto, se ¢ = %, o Lema de Riesz nos garante que existe
xp € X\ M; tal que [|xz]|x = 1ed(xy, My) > 1, 0 que implica que d(xp,d;) =
HXz — X1||X > % Assim, defina M, = [xl,xz] = {/\13(1 4+ Axxo : A, A € ]K}
e novamente observe que My # X e que M, é fechado. Utilizando mais
uma vez o Lema de Riesz, segue que existe x3 € X \ M, tal que ||x3][x =1e
d(x3,M,) > %. Agora observe que [|x3 —x1|| > 1 e ||x3 — x2| > 1. Finalmente,
procedendo por indugédo, conseguimos construir uma sequéncia (x,) em X tal
que x, € X\ M,,_1, |[xn]|lx = 1, d(xp, My—1) > % e ||xn — xpm|| > % sempre
que n > m. Ou seja, temos uma sequéncia (x,) em By tal que [|x; — x| > 3
para todo n # m, o que implica que tal sequéncia ndo admite subsequéncia de
Cauchy e, portanto, também ndo possui subsequéncia convergente. Assim, Bx
ndo é compacta pela Observacgdo e temos o resultado, pois demonstramos
que se dim(X) = oo, entdo Bx ndo pode ser compacta. O
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4 Operadores Lineares

Definicdo 4.1. Sejam X e Y espagos vetoriais definidos sobre o mesmo corpo
K. Uma fun¢do T : X — Y é chamada de operador linear (ou transformacao
linear ou aplicacdo linear) se ela satisfizer a seguinte propriedade: dados
x,y € XeA € K quaisquer, entdo T(x + Ay) = T(x) + AT (y).

Usualmente denotaremos T (x) apenas por Tx.

Observaciao 4.2. 1. Se X e Y sdo espacos vetoriais, entdo sempre existe um
operador entre tais espagos, chamado de operador nulo. Denotamos tal
operador por 0 : X — Y e ele é definido como 0(x) = Oy, sendo Oy o
vetor nulo de Y.

2. Quando X = Y, podemos definir o operador identidade como sendo a
propria funcdo identidade, que denotaremos por I, ou apenas I, quando
X estiver claro.

3. Denotaremos o espago dos operadores lineares de X em Y por £(X,Y)
e, quando X = Y, apenas por £(X). Observe que tal espaco admite
estrutura de espago vetorial. De fato, dados T, S € L(X,Y), definimos a
soma T+ S : X — Y como sendo o operador (T + S)(x) := T(x) + S(x),
e definimos a multiplicacdo de T por um escalar A € K como sendo o
operador AT : X — Y definido por (AT)(x) = AT(x)

4. Dado T € L(X,Y), temos trés subespagos importantes associados a tal
operador.

(a) O nticleo de T: N'(T) :=T~1(0) = {x € X : T(x) = 0}.

(b) Aimagemde T: R(T) ={y € Y :y = T(x) para algum x € X}.

(c) O gréfico de T: G(T) = {(x,Tx) : x € X}. Observe que de
fato o grafico é um subespago de X x Y, pois (x,Tx) + (y, Ty) =
(x+yTx+Ty) = (x+y,T(x+y)) e A(x,Tx) = (Ax,ATx) =
(Ax, T(Ax)), ja que T é um operador.

Exemplo 4.3. Sabemos da Algebra Linear que se tomarmos A = (a;j) €
M(m x n,R), tal matriz define um operador de R" em R™ dado por

a aip ... Iy X1

an an» . ary X2
Ax =

Aml Am2  --- Amn Xn

Exemplo 4.4. Seja X =Y = C*([0,1]) = {¢ : [0,1] — C : ¢ é infinitamente diferencidvel}.
Um operador linear de C*([0,1]) em C*([0,1]) extremamente importante é o
operador derivacao, que é dado por:
T:C*([0,1]) — C*=([0,1])
dp _
To:=— =
pole= =9
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Exemplo 4.5. Considerando novamente X = Y = C*([0,1]), temos mais um
operador muito importante, que é o operador de Laplace (de dimensdo 1).
Tal operador é definido como:

A C([0,1]) — C=([0,1])
e
2

(PHA(P::E_

Exemplo 4.6. Seja X = C([0,1]), Y =C e f : C([0,1]) — C dada por f(¢) :=
fol ¢(x)dx. Usualmente denotaremos f(¢) por (f, ¢).

Definigdo 4.7. Fixados dois espagos normados (X, || - ||x) e (Y, || ||y), dizemos
que um operador T € £(X,Y) é um operador limitado se ele leva conjuntos
limitados de X em conjuntos limitados de Y. Ou seja, dado E C X limitado,
temos que T(E) C Y é também limitado.

Denotaremos o conjunto de todos os operadores limitados de X em Y por
B(X,Y) e, quando X =Y, apenas por B(X).

Observacido 4.8. A defini¢do de operador limitado ndo implica que a imagem
do operador serd limitada a menos que T = 0. De fato, se T # 0, entdo existe
x € X tal que T(x) # 0 e, portanto,

IT(Ax)[ly = [ATx|ly = [A]|| Tx|}y — co.
~—— [A|—00
>0
Logo, R(T) é ilimitada.

Lema 4.9. Dado T € L(X,Y), temos que T € B(X,Y) se, e somente se, existir
C > 0 tal que ||Tx||y < C||x||x para todo x € X.

Demonstragido. Mostremos a ida. Seja Bx|[0, 1] a bola em X centrada na origem
e de raio 1. Como T é limitado, temos que T(Bx[0,1]) C Y é limitado. Logo,
existe C > 0 tal que T(Bx[0,1]) C Bx[0,C]. Mostremos que ||Tx|ly < C||x|/x
para todo x € X. De fato, se x = 0, entdo a desigualdade é trivialmente vélida,
pois TO = 0. Caso contrério, note que W € B[0,1] e, portanto,

I (i)
[ x
como queriamos.

Para ver a volta, considere E C X limitado. Entdo, por defini¢do, existe
r > 0 tal que E C Bx[0,r]. Mas se isso acontece, entdo T(E) C By[0,Cr] e,
portanto, T(E) é limitado. Para ver tal inclusdo, observe que, dado Tx € T(E),
temos que ||Tx|ly < C||x|| < Cr. Segue o resultado. O

1
= = ITxlly <C,
y lxllx

Exemplo 4.10. Dado 1 < p < oo, considere T : ¢/(IN) — ¢P(IN) o operador
dado por T(z1,2p,23,...) = (22,23,...). Claramente T € L(¢F) e, além disso,
observe que

o o)

IT(Emen)llh = L lal? < Y- lal? = llz)uenllh

i=2 i=1
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Logo, T € B(¢), pois podemos tomar C = 1 no lema anterior.

Exemplo 4.11. Considere X = C([4,b]) munido danorma || - [|e e T: X — X
dado por

To(t) == /atgo(x)dx, t € [a,b].

Nao é muito dificil ver que tal operador € linear e, além disso, observe que
t
o] = | [ otx)dx
t
< [ lotolas
>0
b
< [ lp(x)lex

b

< [ liglled
a

— lpllo(b — a).

Logo, para todo t € [a,b], temos que |T¢(t)| < (b—a)||¢||~ e isso implica que
ITello < (b—a)||@]||e. Como ¢ também foi escolhido arbitrariamente, segue
que T € B(C([a,b])).

Exemplo 4.12 (Contraexemplo). Considere X = C'([0,1]) munido da norma
| - |l € seja T o operador derivagdo. Temos entdo que T ndo é limitado.
De fato, dado E = {¢,(x) = x" : n € N} C X, observe que ||¢nllec =
SUPy<,<1 |X"| = 1 para todo n € IN. Logo, E é limitado, mas T(E) ndo ¢, pois
Ten = ¢!, = nx"~1 e isso implica que

T = sup |nx" 1 =n — oo.
I T@nlloo OSxI§31| | =n—

Ou seja, T ndo é um operador limitado se considerarmos a norma || - ||« no
dominio.

Exemplo 4.13. No exemplo anterior, se considerarmos a norma ||¢||c1 =
l¢lleo + ||¢’||c no dominio, entdo o operador se torna limitado, pois

IT@lleo = 1" lco = 1@ lco < 19" lle0 + I @lleo = llllc1-

~

Observagdo 4.14. Se || |1 = ||-|oem X e |- |1 = |- em Y, entdo T €
B((X, |- ll1); (Y, |- |1)) se, e somente se, T € B((X, || - [[2); (Y, |- |2))-

Teorema 4.15. Sejam (X, || - ||x) e (Y, | - ||y) espagos normados e suponha que
dim(X) < c0. Entdo L(X,Y) = B(X,Y).
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Demonstragio. Precisamos apenas mostrar que £(X,Y) C B(X,Y), pois a ou-
tra inclusdo é valida por defini¢do. Fixe entdo uma base B = {ey,..., e} de
X.SeTe L(X,Y)ex € X, entdo x = Zi-‘zl aje; e temos que

()

onde M = maxj<;<i || Te;||y. Portanto, | Tx|ly < M|x|p < Mb||x||x para todo
x € X e o resultado segue. O

ITx|ly =

k Kk
= < Y aill| Teilly < MY |a;| = M|x]g,
i—1

y i=1 i

k
2 aiTei
i=1

Y

Teorema 4.16. Sejam (X, || - ||x) e (Y, || - ||y) espagos normadose T € L(X,Y).
Temos entdo as seguintes equivaléncias:

1. Te B(X,Y);
2. T é uma funcdo (uniformemente) continua;

3. T é continua na origem.

Demonstragio. Para ver que 1 implica 2, basta observar que existe C > 0 tal que
| Tx|ly < Cl|x||x para todo x € X. Logo, tomando x,y € X quaisquer, temos
que ||[Tx — Ty|ly = [|T(x — y)||ly < C|lx —y|/x e, portanto, T é uniformemente
continua, pois basta considerar § = &. Que 2 implica 3 é 6bvio. Mostremos
agora que 3 implica 1.

Tomando € = 1, temos 6 > 0 tal que, se ||x||x = [[x —0]|x < J, entdo
|Tx — TO||y < 1. Portanto, se x # 0, segue que mx € Bx(0,9) e isso
implica que

1)
T (x) = ——||Tx||y < 1.
H 2l|xllx/lly  2llxllx

Logo, ||Tx|ly < 2|x|/x para todo x # 0 e a desigualdade ||Tx|ly < %||x||x é
trivialmente vélida quando x = 0. Segue o resultado.

Corolério 4.17. Dado T € B(X,Y), temos:

1. Se x;;, — x, entdo Tx,, — Tx;
2. N(T) = T~1({0}) é um subespaco fechado de X;

3. T preserva sequéncias de Cauchy, isto é, se (x,) é uma sequéncia de
Cauchy em X, entdo (Tx,) é uma sequéncia de Cauchy em Y.

Demonstracdo. 1. Dado € > 0, queremos 1y € IN de modo que, se n > ny,
entdo | Tx, — Tx||y < e. Mas note que, como T é continua em x, entdo
para tal ¢ > 0 temos 6 > 0 tal que, se ||y — x||x < J, entdo || Ty — Tx||y <
e. Lembre-se também que x, — x. Logo, para tal § > 0 existe n; € IN
tal que, se n > ny, entdo ||x, — x||x < é. Portanto, tomando n; = ny o
resultado segue.
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2. Se T é continua, entdo imagem inversa de fechado é fechado e {0} é
fechadoem Y.

3. Note que existe C > 0 tal que ||Tx||y < C||x|/x para todo x € X. Por-
tanto, dado € > 0 e (x,) de Cauchy, escolha ny € IN de modo que, se
n,m > ng, entdo ||x, — xul|x < &. O resultado segue com tal 1y pois,
para n,m > ng, teremos ||Tx, — Txp|ly < Cllxn — xmlly <&

O

Observacio 4.18. B(X,Y) na verdade é um subespaco de £(X,Y). De fato,
note que, se tomarmos S, T € B(X,Y) e A € K, entdo existem C;,C, > 0 tais
que, para qualquer x € X, a seguinte desigualdade é valida:

(S +AT)x[ly = [[Sx + ATx]ly
< [ISxlly + M Tx[ly
< Cullx[ly + A Calx(ly
= (G + [AC)[x]x-
Usando agora o Lema temos o desejado, pois mostramos que soma de

operadores limitados é limitado e produto de operador limitado por um esca-
lar também ¢é limitado.

Definicdo 4.19. Se T € B(X,Y), definimos a norma uniforme de T (ou norma
operador ou norma operador uniforme) como:

ITxly
Il

Tl 5(x,y) = sup
x7#0

Observe que de graca ja ganhamos que ||Tx[[y < [|T|[gx,y)llx[|x para todo
x € X. No entanto, precisamos verificar que tal norma esta bem definida, isto
é, que tal sup de fato existe. Mas isto ocorre, pois T € B(X,Y) e isso implica
que existe C > 0 tal que || Tx||y < C||x||x para todo x € X. Assim ITxly < ¢

7 llxllx
para todo x € X \ {0} e, definindo

Ar = {”Tx”Y tx € XN {0}},

[/l x

temos que At # @ e que Ar é limitado superiormente por C. Logo, pelas
propriedades da reta, existe o supremo.

Observacdo 4.20. Nao é muito dificil ver que a norma definida anteriormente
é de fato uma norma. Agora observe que

1Ty
”T”B(X,Y) = sup Tl :
Ixllx=1 I1*11X

De fato, como
[ Tx]ly

[EdP'

<|ITllgxy)

21



para todo x € X \ {0}, entdo tal desigualdade vale, em particular, para x € X
tal que ||x||x = 1. Assim, tomando o sup do lado esquerdo, temos uma das
desigualdades desejadas. Por outro lado,

T
H x|y:HT< )
E E

e, portanto, temos a outra desigualdade, o que implica o desejado.

Lema 4.21. Dados X, Y e Z espagos normados, T € B(X,Y) e S € B(Y, 2),
entdo So T € B(X, Z) e vale a seguinte desigualdade:

< sup |[Tz]ly
Yo felx=1

1SoTllgx,z) < IS8y, 2) I Tl B(x,v)-

Demonstragio. Como T € B(X,Y) e S € B(Y,Z), entdo existem C1,Cy > 0 tais
que ||Tx|ly < Ci]|x||x para todo x € X e ||Sy||z < Ca|ly||y para todoy € Y.
Assim, C;C; > 0 e temos que [|S(Tx)|lz < C||Tx|ly < CoCqllx||x, como
queriamos. Segue que So T € B(X,Z). Mostremos agora que vale a desigual-
dade descjada. Note que [[S(T)]17 < 1Sl | Tl < I18/sv.2) Il
para todo x € X tal que ||x|| = 1. Portanto, pela observagdo anterior, ao
tomarmos o sup apenas nos x € X tal que ||x|| = 1 nos dé o desejado. O

Corolario 4.22. B(X) é fechado por composigdo e, além disso, observe que,
se T € B(X), entao ||T?|| < ||T|||IT|| = ||T||*>. Aplicando agora o mesmo
raciocinio para qualquer n € N, segue que ||T"|| < ||T||" e isso implica que
| T" H% < |IT||. Portanto, tomando o lim sup, temos o seguinte:

limsup || T"[|7 < [|T]|.
n— 00

Observacgio 4.23. Dada (4,) € K, sendo K € {R,C}, podemos considerar o
lim sup dessa sequéncia e definimos R € [0, o0] de modo que

1 T | ‘1
— =lim ap|n.
R~ el

Quando R > 0, a série de poténcias ) a,A" é convergente para qualquer
A € B(0,R). Logo, podemos definir f : B(0,R) — C como f(A) = Y57 ganA".
Além disso, dado K C B(0, R) compacto, a série }_a,A" converge uniforme-
mente para f em K. Chamamos entdo a série ) a,A" de série de Taylor da

Com tal analogia em mente e levando em conta o dltimo corolario, pode-
mos considerar T € B(X), sendo X Banach (ver préxima se¢do), e definir

1 . i
= hT—?oljp ”THHB(X)'

Novamente teremos que, se R > 0 e A € B(0,R), entdo a série de operadores
Y T"A" (T = Ix) serd convergente em B(X). Logo, podemos definir f :
B(0,R) — B(X) como f(A) = Yo AMT".
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5 Espacos de Banach

Defini¢do 5.1. Um espago normado (X, || - ||x) é chamado de espago de Ba-
nach se ele for completo com a métrica induzida pela norma. Ou seja, se toda
sequéncia de Cauchy em X convergir para algum x € X.

Definigdo 5.2. Seja (x,) uma sequéncia em (X, || - ||x). Podemos entdo definir
uma nova sequéncia (s,) em X dada por:

51 =X1
Sp = X1+ X2
53 = X1+ X2 +x3

n
Sn=X1F... X =) X
i=1

Chamamos tal sequéncia de série (com termo geral x,) ou sequéncia das
somas parciais de x, e a denotamos por }_ x;.

Defini¢do 5.3. Se }_x, é uma série em (X, | - || x), entdo dizemos que ela é:

1. Convergente, se existir s € X tal que s, — s. Ou seja, limy—e0 ||y —
s|lx = 0. Além disso, dizemos que s é a soma da série e escrevemos

[e9)
s = 2 Xp.
n=1

2. Absolutamente convergente, se a série de nimeros }_ ||x,||x convergir
em R.

Observagao 5.4. Vale observar que ) x,, ndo é o mesmo que ) ;> ; x,. No pri-
meiro caso estamos apenas reescrevendo a sequéncia (s;) e, no segundo, esta-
mos assumindo implicitamente que a série converge e considerando o limite
da sequéncia }_x,. Ou seja, Y )’ ; x, representa um vetor e ) x, representa
uma sequéncia.

Teorema 5.5. Dado (X, || - ||x) espago normado, temos a seguinte equivaléncia:
1. (X, || - ||x) é Banach;

2. Toda série ) x;, em X que converge absolutamente na verdade é conver-
gente em X.
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1 = 2. Seja ) x, uma série que converge absolutamente e defina s, =
Y. 1 x4. Tomando entdo m > n, temos que

m n
Y Xi— )%

[sm — sullx =
i=1 i=1 X
m
= Z xi
i=n+1 X
m
< ) lxllx
i=n+1

m n
Y lillx = 3 llxillx-
i=1 i=1

Assim, chamando Zi-‘zl l|xi||x de ty, temos que ||sy — sn||x < tm — tn. Usando
agora a hipotese de que (t) é convergente, isso implica que ela é de Cauchy,
como ja é sabido do Célculo. Logo, isso implica que a sequéncia (s;) também
é de Cauchy e, como X é Banach por hipétese, tal sequéncia converge para
algum s € X, como querfamos. O

2 = 1. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em X. Considerando a sequéncia
& = zik, k € IN, podemos escolher n; € IN tal que, se m,n > nj, entdo

|xm — xx||x < €1. Usando repetidas vezes a hipétese de que a sequéncia é

de Cauchy, podemos entdo tomar np > ng_1 > ... > np > ny tal que, se

m,n > ng, entdo ||x, — x,||x < 217 Assim, em particular, ||xn(].+l) — xn],||X < 217

De.ﬁnindo a sequéncia (Yx) como yx = xy,,, — Xy, observe que tal sequéncia

satisfaz o seguinte:

™=

Yi = (X — Xmy) + (Xns — 2ny) + ... + (x”k+l —Xn) = Xngyr — Xng-
1

P . 1 L.
Além disso, como ||yi|lx = [|xn,, — xnlx < > segue que a série ) v llx
é convergente e, portanto, a série )y é absolutamente convergente. Usando
agora a hipotese, existe y € X tal que || Z5_; i — ylx b 0. Ou seja,

—> 00

||xﬂk+1 - (y+xn1)||X IH—OZ 0

e, portanto, Xnyiq k—> Y+ Xn,. Mas entdo encontramos uma subsequéncia
— 00

de (x,) que converge em X. Como (x,) é de Cauchy, entdo na verdade a
sequéncia toda convergird para y + x,. Segue o resultado. O

Exemplo 5.6. Se dim(X) < oo, entdo X é Banach (em qualquer norma, pois
as normas neste caso sdo todas equivalentes). De fato, dada uma sequéncia

(xn), temos que o conjunto K = {x, :n € N} é compacto, pois é fechado
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e limitado e estamos em dimenséo finita. Logo, (x,) possui subsequéncia
convergente, mas como é de Cauchy, isso implica que a sequéncia original
também converge. Temos o desejado.

Exemplo 5.7. Se M é um subespaco fechado de X e X é um espaco de Banach,
entdo M com a norma induzida/restrita é também de Banach. De fato, dada
uma sequéncia (x,) de Cauchy em M, segue que ela é de Cauchy em X.
Usando agora que X é Banach, tal sequéncia converge para algum x € X. Mas
por hipétese M é fechado, logo, contém todos os limites de suas sequéncias,
o que implica que x € M e, portanto, temos o resultado.

Teorema 5.8. Dado 1 < p < oo, temos que ¢¥(IN) é Banach.

Demonstragio. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em (7 e escreva x, =
(zgn),zén), ...). Tomando entdo ¢ > 0, podemos considerar n, € IN de modo

que, se m,n > ng, entdo ||x, — Xy ||p < 5. Mas observe que isso é o mesmo que
Yo \x§n) - xlgm) P < & eisso implica que, para qualquer k € N e quaisquer
nm > ne, Y5, |an) - xl.(m) |P < %7, Notemos agora que tais desigualdades

possuem duas consequéncias:

1. Fixado jo € N, a sequéncia (z(")

o )neN é de Cauchy em C, pois, para

n,m > ne, o seguinte é valido:

) _(m|P _ €
Zi _Zi ‘ <27.

n m P
‘ZJ('O)_Z]('O) Si;

z](.on) - z](.om)‘ < 5. Logo, como tal sequéncia vive em C e C é

(m)

Jo

Ou seja,

. C
completo, existe z;; € C tal que z =2 o

(n) _ (m)|P _ e
o < g

Portanto, se mantivermos m > n, fixo e fizermos n — oo, obtemos que

2. Fixado k € IN e tomando m,n > n,, temos que 2?:1 ‘z

P . .
Zf-‘zl ‘zj — z](-m)‘ < E—Z Logo, a sequéncia (zj - Z;m))jeN € (P(N), pois
tomamos k € IN arbitrario.
Finalmente, defina x = (Zj)jelN e observe que x € (7, pois x = (x —
Xm) + X = (zj —z(.m))' + (z(,m)), . Isto é, x é soma de elementos
I JjeN I JjeN
P
em (7. E, por ultimo, x, Ej) x, pois, dado ¢ > 0, existe n, € IN tal que
n—0o0
P . .
Yo |zi le(m) < E—f, para todo m > n, (segundo item anterior). Mas tal
desigualdade é 0 mesmo que dizer que |[x — x,|/h < £ < e e, portanto,
|x = xm||p <& como queriamos. O

Teorema 5.9. Dados X e Y espagos normados com Y Banach, temos que o
espago B(X,Y) também é Banach.
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Demonstragio. Seja (T,) uma sequéncia de Cauchy em B(X,Y). Dado é > 0,
existe n; € N tal que, se m,n > ng, entdo ||Ty — Tul[p(x,y) < 6. Logo, ao
fixarmos x € X ~\ {0}, temos que, para todo € > 0, existe n, € IN tal que,
se m,n > ng, entdo |T,x — Tpux|ly < e Ou seja, a sequéncia (T,x) é de
Cauchy em Y. Usando agora que Y é Banach, segue que existe y € Y tal que
Tux Y Portanto, defina T: X — Y como T(0) =0 e T(x) = limy 00 Ty

Observe que T € L(X,Y) pelas propriedades de limite, isto ¢, limite da
soma é a soma dos limites e o produto por escalar sai do limite. Verifiquemos
agora que na verdade T € B(X,Y). De fato, como toda sequéncia de Cauchy
¢ limitada, isso implica que existe M > 0 tal que ||Tu[|5(x,y) < M para todo

[Taxllx < | Tullpx,y)y < M para todo x € X ~\ {0}. Logo,

[E5B%
sabemos que || T,x||y < M||x||x para todo x € X. Assim, fixado x € X, temos
que

n € IN e, portanto,

ITxlly = || lim Tux|ly = lim || Tyxly < M| x

e isso implica o desejado, isto é, T € B(X,Y).

Finalmente, mostremos que T, — T. De fato, note que a sequéncia (Ty)
ser de Cauchy é equivalente ao fato de que, para todo € > 0, existe n, € IN tal
que, se m,n > ng e x € X, entdo || Tyx — Tx|ly < g||x]|y. Assim, ao fixarmos
x € X en > ng, podemos fazer m — co e obtemos que || T,x — Tx||y < ¢||x| x.
Agora observe que esta ultima desigualdade é equivalente ao fato de que
| Tw — Tllg(x,v) < & 0 que implica o desejado. O

Coroldrio 5.10. Se dim(Y) < oo, entdo B(X,Y) é Banach. Logo, temos que
B(X,K) é Banach, sendo K € {R,C}.

Defini¢do 5.11. Seja X espaco vetorial sobre K, sendo K € {RR,C}. Denotamos
por X* o espago vetorial £(X,K) e chamamos tal espaco de dual algébrico
de X. Os elementos de X* sdo chamados de funcionais lineares de X.

O espago B(X, K) sera denotado por X’ e chamaremos tal espaco de dual
topolégico de X. Os elementos de X’ serdo chamados de funcionais lineares
continuos de X. Note que X' C X*.

Observagdo 5.12. Se f € X' e x € X, denotaremos f(x) por (f, x).

Observagio 5.13. Se dim(X) < oo, entdo X* = X/, basta recordar do Teorema

Observagdo 5.14. X' é sempre Banach e, dado f € X/, temos que ||f||x =
SUP|x| =1 | (fs %)

Exemplo 5.15. Seja X = R" e, para k = 1,...,n, considere f; : R" — R dado
por {fr,x) = (fx, (x1,..., %)) = x¢. Nao é muito dificil ver que fi é linear e,
além disso, note que [(fx, x)| = |x¢| < [x]|. Logo, || f¢ll(rr) < 1. No entanto,
a igualdade é valida, pois tomando x = ¢;, por exemplo, temos que ||x|| =1
e (fi,x) = 1. Assim, sup | _q [(fr, x)| = 1.
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Exemplo 5.16. Seja X = (C([a,b]), || - ||«) € considere f : X — C dada por
f @(x)dx. Note que

ffpl—‘/ x)dx

para qualquer ¢ € X. Logo, ||f|lx < b —a. Mas observe que ¢ =1 é tal que
b .
9o =1e (f, @) = [, 1dx =b —a. Assim, ||f|xs = b —a.

< [Mlo@lax < [ otz = (6~ a) g

Exemplo 5.17. Dados 1 < p < c0 e z = (z,) € £/ (N), onde p’ é 0 expoente
conjugado de p, defina f; : ¢P(IN) — C como (fz, (xn)) = Y2, zix;. Observe
agora que

[e9)
[(fz/ (xn)) ZIZ xil < () llpllzll}

e, portanto, = € [¢7)' e || £l < Izl

Defini¢do 5.18. Sejam X e Y espagos normados e T € B(X,Y). Dizemos que
T é um isomorfismo de X em Y se T satisfizer as seguintes propriedades:

1. T é bijetora;
2. Tt e B(X,Y).

Ou seja, T é um isomorfismo quando T for um homeomorfismo linear.
Além disso, se existir um isomorfismo entre X e Y, dizemos que X e Y sdo
isomorfos e escrevemos X = Y.

Observagdo 5.19. Se T : X — Y é um isomorfismo, entédo existem a,b > 0 tais
que
allx|lx < | Tx|ly < bllx[|x

para todo x € X. De fato, tomando b = |[T||z(x,y), temos que a segunda

desigualdade é satisfeita. Por outro lado, ||T~y||x < [T~} 80y, x)llylly para
todoy € Y. Logo, se x € X, entdo

Ixllx = 1T Txllx < 1T~ gy x) I Txly-

Assim, tomando a = , segue o resultado.

1T ev,x)
Observe entdo que a fun¢do X > x — ||Tx||y € R é uma norma em X
equivalente a norma original.

Exemplo 5.20. (R")* é isomorfo a R". De fato, defina T : R” — (R")* por
T(x) = Ty : R" = R, sendo Ty(x) = (Ta, x) = L1 q xix; = (x, ). Como esta-
mos em dimens&o finita, basta verificar que T é bijetora e linear. A linearidade
é simples, basta observar que

(Traqsp, X) = (x,ra +sB) = r{x,a) +s(x, B) = r{Ta, x) +5(Tp, x)
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para quaisquer a, 8, x € R" er,s € R.

Verifiquemos agora que T é sobrejetora. Dado f € (R")*, queremos encon-
trar « € R" tal que T, = f. Mas observe que, dado x € R", entdo x = }I' | xje;
e, portanto,

(f,x) = <f/i_zlxiei> = ;xig?;ﬁ— (x,2),

onde &« = (ay,...,an) = ((f,e1),...,(f,en)). Logo, f = Ty e mostramos a
sobrejetividade.

Mostremos que T também é isometria, o que implica que T é injetora.
Dados x,a € R", [{Ty, x)| = |{x,a)| < |x|c|a|e, onde | - | é a norma euclidiana
(tal desigualdade segue por Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz (8.7)). Assim, se
x #0,

|<ﬂhx>|§|a“

|x[e

e isso implica que [|Ty||(rn)+ < |a[c Mas na verdade temos a igualdade, pois
se « # 0, entdo

(To o) _ [{,e)| _ lafp _ ]
= = = |ale.
|l e |l
Ou seja, o sup ¢ atingido e temos que ||Ty[|(rn)+ = [|a[[c para todo & € R" (o

caso em que x = 0 é valido trivialmente, pois Ty = 0). Observe também
que isometria de fato implica a injetividade, pois se T, = Tp, entdo 0 =
I Te = Tgllrmy» = [1Tapll(rrmy= = lla = Blle- Ou seja, & = .

Teorema 5.21 (Representacdo de Riesz em /7). Dado 1 < p < co, temos que
(¢P(IN))" = ¢7'(N), sendo p’ o expoente conjugado de p.

Demonstracido. Demonstremos o caso em que 1 < p < co. Definindo T : v -
(P) como T(z) = Tz : £ — C, onde T (x) = (Tz,x) = Yo" 1 znXy, afirmamos
que T é o isomorfismo desejado.

. . / . L.
Primeiramente observe que T € L(¢P,(¢P)’), pois séries se comportam
bem com combinagdes lineares e a convergéncia da série é garantida pela

Desigualdade de Holder 1) Assim, dados z € ¥’ e x € {7, temos que

[e0) [e9)
(T, x)| = ZnXn| < Z |znxn| < ”xHPHZHp’
n=1 n=1
e isso implica que, se x # 0, entdo
(T2, x)|
. < ||ZHp/'
Il

Ou seja, || Tz || vy < ||z||,»- No entanto, a igualdade ¢é valida para todo z € o
De fato, se z # 0, defina a seguinte sequéncia:

{Zn' (|za]?'72), sez, #0
Xp =

0, se z, = 0.
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Afirmamos que x € ¢P. De fato, note que
[xal? = [z - (J2nl" )P = [zl (120”2 = JznlP|zn] 772 = |2 P12,

sezy, #0,e|xy|? =0,sez, =0. Assim, |x,|P = |zn|(’”/_1)7’ para todon € N e
temos que

p o0 [e¢] ( /_1) (o] , p/
lxllp = 3 [xal? = }_ |2a" VP =} JzulP = |zl < oo,
n=1 n=1 n=1

como querfamos. Agora observe que
o c- -2 c- 2 2 _ v ' r
(Toyx) = Y} znxtn = ) Zn (12al” 72) czn = ) Jzal? - |zal?” 2 = ) |zal” = 2]},
n=1 n=1 n=1 n=1

e isso implica o seguinte:

4 4 ,
(T2 2l izl p-r
=, I, . £ Izl " = llzll,-
Izl
Logo, HTZH(ZP)/ = HZ||,,/ e com isso ja conseguimos garantir a injetividade e a

continuidade da T. Além disso, temos também que T € B(¢F, (¢P)'), basta
tomar C = 1.

Agora observe o seguinte: se T for sobrejetora, entdo || f|| () = || T-1f (P
pois para toda f € (£7)’ existe um tnico z € /¥’ tal que f = Tz e isso acontece
se, e somente se, z = T~'f. Logo, Izl = \|T‘1f||p/ = [ Tzll@ry = 1flery.
como queriamos. Mostremos entdo a sobrejetividade da T. Dado f € (¢F)" e
x = (x,) € P qualquer, temos que {e, : n € IN} é base de Schauder, como
visto em alguma lista, e portanto

> (R
Y xuen — x.
n=1

Assim,

<f/x> = <f/ ilxnen> = ilxn<f/3n> = ixnzn = <Tz/x>,

onde z = (zn)nen = ((f,en))nen. Resta verificar que z € ¢F'. De fato, para
cada n € N, defina w, = Y}, wyex, sendo

0, caso contrario.

/
|2 |?
wk:{ o sez #0
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Note que, por um lado, temos

|zl?
Zk

n n
lwallh = Y Jux|P = 2 Z|z| Fep = Zw
n=1

k=1

e, por outro lado,

=

2|z v = zz 'Z"' = (F,wn) < If iy lonlly = [1Fl) oy (kz |zk|*”>
=1

*:H»—'

Logo, dividindo ambos os lados da tltima desigualdade por (Zk 1 1zkl? )
obtemos que

n , 17%
<Z |Zk|p> < I fllery-

k=1

Mas 1 — % = %. Assim, elevando ambos os lados por p’, segue que

n , p,
2 |zx P < ||f||(gp)/
k=1

e, portanto, fazendo n — oo, temos que ||z||ép <|If || y < 0,0 que implica

que z € (¥, como queriamos. a

Observacao 5.22. O teorema nos garante que (/) = (* e que (£2)' = (2, mas
ndo é valido que (£°) = /1.

Observagao 5.23. Lembre-se que uma isometria entre dois espagos métricos
(X,d1) e (Y,dp) é uma fungdo f : X — Y tal que dqi(x,y) = da(f(x), f(v)).
Note que toda isometria € injetora, pois se f(x) = f(y), entdo 0 = do(f(x), f(y)) =
di(x,y). Mas d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y, logo, temos o desejado. As-
sim, se a f for sobrejetora, temos uma inversa g para a f. Além disso, se a

f for continua e sobrejetora, entdo f é um homeomorfismo, pois é relativa-
mente fécil ver que basta tomar § = ¢ para a continuidade ser satisfeita tanto
pela f quanto pela g. Note que usamos fortemente tal observagdo no teorema
anterior com a métrica induzida pela norma.
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6 Uma curta introducao a Teoria Espectral

Definigdo 6.1. Seja A € B(X), sendo X um espago de Banach sobre C.

1. Chamamos o seguinte conjunto de conjunto resolvente de A:

p(A)={AeC:A—A:X — X éisomorfismo}.
(Aqui A — A == AIx — A)
2. Chamamos o seguinte conjunto de espectro de A:
o(A) =C~p(A).

Teorema 6.2. Seja X um espago de Banach, T € B(X) e suponha que ||T||3x) <
1. Entdo I — T : X — X é um isomorfismo.

Demonstragio. Como r = ||T|| < 1, a série ) T" é absolutamente convergente
em B(X), pois ||[T"|| < ||T||" e isso implica que Y ||T"|| < L||T||" < oo.
Assim, existe S = Y7o T" € B(X), pois B(X) é Banach e ja vimos que ser
Banach é equivalente a toda série absolutamente convergente ser convergente.
Afirmamos que S = (I — T)~L. De fato,

(I—T)oS:(I—T)oiT”
n=0

= i (I-T)oT"
n=0

— i (Tn _ T?’l-i-l)
n=0

n
1 okt
—,}gr;ok;)(ifk ™)
= lim (I — T"1)

n—oo

=1— lim 7"
n—oo

Mas lim, ;e T"*! = 0, pois sabemos do Céalculo que se a série converge,
entdo a sequéncia dos termos vai pra 0. Como analogamente demonstramos
que So (I —T) = I, segue o desejado. Isto ¢, mostramos que (I — T)~! =
Yoz T". N

Coroldrio 6.3. Se A € B(X), entdo 0(A) # @ e 0(A) é um compacto de C.

Demonstracio. Iremos demonstrar apenas a segunda afirmacdo. Dado A € C
tal que ||Al[gx) < |A|, temos que A € p(A), pois H%”B(X) < 1 e isso implica
que I — (%) : X = X é um isomorfismo com inversa dada por

A TAI-A) T =T-A"1A) 1 = i (i)n = :;)A"A".

n=0
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Ouseja, (Al — A)~1 = Y2 s A" 1 A" e isso nos garante que o(A) C B(0, I AllBex))-
Agora, dado Ag € p(A) e A € C, temos que
A —A= (A =AgD)+ (Al —A) = (AT =Agl) o (AgI —A) 1+ 1) o (AgI —A) =
= (I— (= (AL = AgI) o (AgI — A) 1)) 0 (AgI — A)

e isso implica que, se || (Al — AgI) o (Ag] — A)~! |5(x) <1 entdo Al — A é um
isomorfismo. Ou seja, se definirmos ¢, como

1
— = E)ys
[ (Aol — A)~HIp(x) 0

A —Ag| <

entdo B(Ag,ey,) C p(A) e

A=A =gl —A) Lo (I—(=(AI=Aglo(Agl—A)" ) !
= (ol — A) Vo Y (1) (AL — AgI") o (Aol — A) "
n=0

(=1)"(AI — AgI)" o (Al — A)~" 1,

agk

n=0
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7 Hahn-Banach e Aplica¢des

Definicao 7.1. Uma (relacdo de) ordem parcial em um conjunto X é uma
relagdo bindria R (R pode ser visto como um subconjunto de X x X) que
satisfaz as seguintes propriedades:

1. xRx para todo x € X ((x,x) € R) (reflexiva);

2. Se xRy e yRx, entdo x = y ((x,y) € Re (y,x) € R, entdo x = y)
(antissimétrica);

3. Se xRy e yRz, entdo xRz ((x,y) € Re (y,z) € R, entdo (x,z) € R)
(transitiva).

Usualmente denotaremos a relagdo R por <. Note que < é apenas uma
notagdo, j4 que em geral os conjuntos em que definiremos uma relagdo nao
serdo formados por ntimeros. Se a ordem parcial satisfizer x < youy < x
para quaisquer x,y € X, entdo tal ordem serd chamada de ordem total.

Definic¢do 7.2. Dado E C X e < uma ordem parcial sobre X, dizemos que um
elementos a2 € X é uma cota superior para E se x < g para todo x € E.

Defini¢do 7.3. Se (X, <) for um conjunto parcialmente ordenado, dizemos
que um elemento m € X é um elemento maximal se para qualquer x € X tal
que m < x tivermos que m = x.

Lema 7.4 (Lema de Zorn). Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado.
Suponha que todo subconjunto C de X que é totalmente ordenado admite cota
superior. Entdo X possui elemento maximal.

Observagio 7.5. E sabido que o Lema de Zorn é equivalente a0 Axioma da
Escolha. Logo, se vocé aceita os axiomas de ZFC como uma fundamentacgdo
para a Matemaética, vocé estd implicitamente assumindo que o Lema de Zorn
é vélido. Pode-se demonstrar que o Axioma da Escolha implica o Lema de
Zorn (e vice-versa), mas tal demonstracdo foge do escopo dessas notas. Logo,
o Lema de Zorn é mais para ser visto como um axioma do que como um
resultado que deveria ser demonstrado.

Acredito que vale a pena também comentar que o Teorema de Hahn-
Banach ndo é equivalente ao Axioma da Escolha, pois pode-se demonstrar
o Hahn-Banach utilizando o Lema do Ultrafiltro, que é um lema um pouco
mais fraco do que o Axioma da Escolha.

Observacdo 7.6. Sejam X e Y conjuntos quaisquer, A C X e f: A — Y uma
fun¢do qualquer. Uma extensdo da f é uma fungdo g: B —+ Y em que A C B
e g(a) = f(a) para todo a € A.

Note que, se g é uma extensédo da f, entdo G(f) C G(g), onde G denota o
grafico da fungdo.
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Exemplo 7.7. Considere X um espaco vetorial real, N C X um subespaco,
p: X — R uma seminorma e f € N* (f : N — R) tal que (f,x) < p(x) para
todo x € N. Defina

F(f) =4{6(g) : g: D(g) — R é uma extensdo linear de f,
D(g) é subespaco de X e (g,x) < p(x) para todo x € D(g)}

e observe que F(f) C p(X x R) e que F(f) # @, pois G(f) € F(f). Vamos
agora conseguir um elemento maximal em tal familia utilizando o Lema de
Zorn. Seja C C F(f) um subconjunto totalmente ordenado com a relagdo de
ordem dada pela inclusdo C. Assim, temos que, para quaisquer G(g),G(h) €
C,G(g) C G(h) oug(h) C G(g). Defina D = Ug(q)ec D(g)- Verifiquemos que
D é um subespago de X. Dados x,y € D, existem g e h tais que x € D(g)
ey € D(h). Como C é totalmente ordenado, podemos supor D(g) C D(h).
Logo, x,y € D(h). Mas D(h) é subespago por hipétese e, deste modo, temos
que x + Ay € D(h) para qualquer A € br. No entanto, D(h) C D. Temos entdo
o desejado.

Defina agora ¢ : D — R como (¢, x) := (g,x), sendo x € D(g). Verifi-
quemos que ¢ estd bem definido, é linear, estende a f e que (¢,x) < p(x)
para todo x € D. De fato, se x € D e x € D(g) N D(h), podemos novamente
supor que G(h) C G(g) e com isso teremos (g,x) = (h,x) = (¢,x), como
queriamos. Analogamente temos que, dados x,y € D e A € IR, existe g tal que
x+ Ay € D(g). Logo, (¢, x + Ay) = (g, x + Ay) é linear. Que ¢ estende a f é
facil ver e claramente (¢, x) = (g,x) < p(x) para todo x € D. Temos entdo
que todas as condigdes sdo satisfeitas pela ¢, o que implica que G(¢) € F(g)
e que G(g) C G(¢) para todo G(g) € C. Ou seja, G(¢) é uma cota superior
para o conjunto totalmente ordenado C. Como C foi qualquer, acabamos de
verificar que a hipétese do Lema de Zorn foi satisfeita, isto é, todo conjunto
totalmente ordenado admite cota superior. Com isso conseguimos concluir
que existe G(F) € F(F) elemento maximal.

Teorema 7.8 (Teorema de Hahn-Banach Real). Seja X um espago vetorial real,
p : X = R uma seminorma, N C X um subespaco e f € N* satisfazendo
(f,x) < p(x) para todo x € N. Entdo existe F € X* tal que F estende f e
(F,x) < p(x) para todo x € X.

Demonstracio. No exemplo anterior ja mostramos que existe F : M — R uma
extensdo maximal de f : N — R satisfazendo (F,x) < p(x) para todo x € M.
Se mostrarmos que X = M, acabou. Suponha entdo que existe xo € X\ M e,
dado « € R, defina g, : M & [x9] — R como (gs,y + Axg) := (F, x) + Aa. Nao
é muito dificil de ver que g, é linear e que estende a F, o que implica que, em
particular, estende a f. Assim, se mostrarmos que existe « € R de modo que
(g,z) < p(z) para todo z € M & [x¢], chegaremos em uma contradi¢do com a
maximalidade da F. Tome entdo y1,y2 € M e note que

(F,y1) + (F,y2) = (F,y1+y2) <py1+y2) =py1 —xo +y2 +x0) <
< p(y1 —xo) + p(y2 + x0).
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Ou seja, temos que (F,y1) — p(y1 — x0) < p(y2 + x0) — (F,y2) para quaisquer
y1,Yy2 € M. Tome agora « € R de modo que

sup{(F,y) —p(y —x0) 1y € M} <a <€ f{p(y +x0) —(Fy) 1y € M}.

Podemos escolher « deste modo pois a conta que fizemos anteriormente com
Y1 € Yo nos garante que de fato tal sup é menor ou igual ao inf. Verifiquemos
que tal « satisfaz o desejado. Considerando z = y + Axg € M & [xg], se A =0,
entdo (gx,2z) = (3a,¥) = (F,y) < p(y) = p(z) e temos o desejado. Se A > 0,
entdo

+ Aa

(8w, y +Axo) = (F,y)
y+ 2 (p (F+0) - (F
)

(
< ))
)

>l >

e novamente temos o desejado. Finalmente, se A < 0, entdo

(8w y +Axg) = (Fy) + A
<004 (52 < (-4 )

= (Ey) = (Ey) + p(y + Ax)
= ply +Ax)
=p(2)
e temos o desejado. Conclusdo, M = X e F € X*, como queriamos. O

Lema 7.9. Seja X um espaco vetorial complexo.
1. Se f € X¢, entdo u = Re(f) € X e a seguinte igualdade é valida:
(f,x) = (u,x) —i(u,ix).
2. Seu € X e definimos f : X — R pela igualdade anterior, entdo f € X¢.

3. Se X for normado, entdo f € X se, e somente se, u = Re(f) € X e,
alem disso, | f]1x;. = |lull,.

Demonstragdo do item 1. Tome f € X¢ e considere u = Re(f). Entao, dados
x,y € Xea € R, temos que, por um lado,

{f,x +ay) = Re((f,x +ay)) +ilm((f, x + ay))
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€, por outro,

frx+ay) = (f,2) +a(f,y)
= Re((f, 1)) +im({f, x)) + a(Re({f,y)) + m((f,y)))
= Re((f, x)) +aRe((f,y)) +i(Im((f, x)) + aIm((f, y))).
Igualando entdo a parte real, obtemos que Re((f,x + ay)) = Re((f,x)) +

aRe((f,y)). Ou seja, (u,x +ay) = (u,x) + afu,y). Verifiquemos agora a
igualdade do enunciado. Por um lado, temos que

(f,ix) = i(f,x) = i(Re((f, x)) + iIm((f, x))) = —Im({f, x)) + iRe((f, x)).

Por outro,

(f,ix) = Re((f,ix)) 4+ ilm((f,ix)).
Comparando entdo as partes real e imagindaria, concluimos que Im((f, x))
—Re((f,ix)) e, portanto, (f,x) = Re((f,x)) —iRe((f,ix)) = (u,x) —i(u,ix

como queriamos.

7

D\/

Demonstragdo do item 2. Dado u € Xp, defina f : X — C como (f,x) =
(u,x) —i(u,ix) e mostremos que, dados x € X e a +ib € C, entdo

(f, (a+ib)x) = (a+ib)(f,x).

De fato,sea € Re x,y € X, entdo

{frx +ay) =

(
= (u,x)+au,y (u,ix + iay)
= (u,x) +alu,y) —i(u,ix) —ia(u, iy)
= (u,x) —i{u,ix) +a((u,y) —i{u,iy))
= (f,x) +alf,y)

Assim, juntando os dois fatos n6s obtemos que (f, (a +ib)x) = (a +ib)(f, x),
pois (f,ax) = a(f,x) e (f,ibx) = ib(f, x). Note também que se considerarmos
a = 1 na primeira conta feita, entdo também ja garantimos que (f,x +y) =
(f,x) 4+ (f,y) e com isso nés mostramos que f € X¢, como queriamos. O

Demonstragdo do item 3. Suponha que f € Xi. Mostremos que u € Xp. De
fato, dado x € X tal que ||x||x = 1, temos que

[(u, )| = [Re((f, x))[ < [{f, )| <[ fllxg-
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Logo, ||MHX]/R < ||f\|X‘/E. Fagamos agora a volta, ie, se u € Xp, entdo f € X.

Considere x € X de modo que (f,x) # 0 e defina a := |@|. Agora observe

que, como |{f,x)| € R, entdo

{frx)
[(f,
a(f, x)
f,ax

ax)

< g llaxllx

[(f, 0] = |<f,x>

X
X

(
L

u,

el g el x|

el g N1l x-

Em (1) usamos que (f,ax) = |(f,x)| é um namero real e, portanto, é igual
a sua parte real (1, ax). Em (2) usamos que |a| = 1. Observe entdo que isso
implica que ||f|| x, < [|u[| x;, e, portanto, segue a igualdade desejada. O

Teorema 7.10 (Teorema de Hahn-Banach Complexo). Considere X um espago
vetorial complexo, N C X um subespago complexo, p : X — R uma semi-
norma e f € N¢ tal que |(f,x)| < p(x) para todo x € N. Entao existe F € X¢
tal que F|y = f e |(f, x)| < p(x) para todo x € X.

Demonstragdo. Ja sabemos pelo lema anterior que u = Re(f) € Nj e que
[(u,x)| < |(f,x)| < p(x) para todo x € N. Logo, (u,x) < p(x). Utili-
zando agora a versdo real do Hahn-Banach, temos U € Xj; tal que U|y = u
e (U, x)| < p(x) para todo x € X. Defina entdo F : X — C como (F,x) :=
(U, x) —i(U,ix). Ja sabemos pelo segundo item do lema anterior que F € X¢.
Além disso, se x € N, entdo

(F,x) = (U,x) —i{U,ix) = (u,x) —i{u,ix) = (f,x).

Note que utilizamos o primeiro item do lema na dltima igualdade. Final-
mente, se x € X e (F,x) # 0, temos que

_ (Ex) _ _ _ _
(KEx) = 1 ) = (Fax) = (Uyax) < plax) = Jalp(x) = p(x)
e o resultado segue. O

Vejamos agora algumas consequéncias do Hahn-Banach.

Corolario 7.11. Seja M C X um subespaco proprio e fechado. Entdo existe
f e X¢ tal que ||f|lx» =1e (f,x) =0 para todo x € M.

37



Demonstragio. Seja xg € X ~\ M e considere § = d(xo, M) = fyeM lx0 —yllx >

0. Defina ¢ : M & [x9] — C como g(y + Axg) = Aé. Nao é dificil ver que g
é linear e que g(y) = (g,y) = 0 para todo y € M. Mostremos que |(g,z)| <
||z|]| x para todo z € M @ [xp]. De fato, tomando z = y + Axg, entdo se A # 0,
temos que

(& y + Axo)| = |A8] = |A|6 < A

=2 = 1asoyl =l

Considerando p(z) = ||z||x no Hahn-Banach, existe f € X* que estende g e
que satisfaz |(f, x)| < ||x||x para todo x € X. Observe entdo que M C N (g) C
N (f) e que ||f||x < 1. Agora, para cada n € N, temos que existe y, € M de
modo que & < [|xg — yu|| < 8+ L (defini¢do de infimo). Assim,

[ %0 = yn)| s s 5
Iz ozl 8 8,0,
HxO ynHX on ]/nHX J+ & oo
e temos que 1 < ||f||x < 1, como queriamos. O
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8 Espacos de Hilbert

Definicao 8.1. Seja H um espago vetorial sobre C. Um produto interno em H
é uma fungéo (-, )y : H x H — C que satisfaz as seguintes propriedades para
quaisquer u,v,w € He A € C:

1. (u+Av,w)g = (u,w) + Ao, w);

2. (v,u)g = (u,9)m;

3. (u,u)y >0;

4. (u,u)y = 0 se, e somente se, u = 0.

Chamaremos o par (H, (+,-)y) de espago com produto interno.

Observagao 8.2. Se (H, (-,-)r) é um espago com produto interno, entdo para
quaisquer u,v,w € H e A € C temos que

(u, 0+ Aw)g = (u,0)g + A(u, w)y.

Além disso, se u = 0, entdo (u,v)y = 0 para qualquer v € H, pois (0,v)g =
(040,9)g = (0,v)g + (0,v)y. Logo, cancelando (0,v)y de ambos os lados
temos o desejado.

Exemplo 8.3. Se H = C, entdo a funcdo dada por (z, w)¢ := zw é um produto
interno.

Exemplo 8.4. Se H = C", entdo a fungdo (z,w) := Y} ; zjw; também é um
produto interno. Observe que neste caso z = (z1,...,2zn) e w = (W1,...,Wn),
estdo em C".

Exemplo 8.5. Em H = (?(N), a fungdo dada por (x,y) . == Yo i Xu¥n € um
produto interno. Note que de fato (x,y),2 € C pela Desigualdade de Holder
(1.16).

Defini¢do 8.6. Se (H,(-,-)yg) é um espaco com produto interno, podemos

definir | - | : H — R como
|| ==/ (u,u)p.

Note que, como por hipétese (1, u)y > 0, tal definigdo faz sentido.

Lema 8.7 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz). Dados u,v € H,
temos que a seguinte desigualdade é valida:

|(u,0)u| < [ululv|n.
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Demonstragio. Note que, se (1,v)g = 0, entdo a desigualdade é valida trivi-

almente. Caso contrario, defina A = (u,0) ,
[(11,0)

¢(t) = (u — tw,u — tw)y. Com isso em maos, o seguinte acontece:

w:=Ave¢:R — [0,00) como

o(t) = (u—tw,u—tw)y
= (u,u)g — t(u,w)y — Hw, u)y + (W, w)y
= [w[}t — t((w,w)h + (u,w)p) + |uly
= |w|3t? — 2Re((u, w) )t + |ul%
= |Av|3t% — 2Re((u, Av) )t + |ul%
= [0[}#* — 2Re(|(u, 0) ] )t + [ulF;

= \v|12qt2 —2|(u,v) |t + |u|%{,

*

sendo que em (*) usamos o fato de que |(4,v)y| € R. Ou seja, obtivemos
que ¢(t) = |o/4t? — 2|(u,v)y|t + |u|3; > 0. Logo, observando que temos
uma equagdo de segundo grau sempre dando um valor maior ou igual a 0, a
Férmula de Bhaskara nos diz que o A tem que ser menor ou igual a 0, pois
a concavidade da pardbola estd para cima. Assim, considerando a = [v|%,,

b= —2|(u,v)y| e c = |u|?%, temos que
A = b* —dac = 4|(u,v)y|* — 4|o|3|ul? <0
e o resultado segue. O

Demonstragio Alternativa. Primeiramente note que, se u = 0 ou v = 0, entdo o
resultado segue, pois neste caso (u,v)y = 0, como ja foi observado anterior-

mente. Assim, supondo u,v # 0, podemos definir « = (u,v)y, A = —ﬁ e
H
com isso obtemos o seguinte:
0< |Au+o%
= (Au+v,Au+o)y
= AA|ul?; 4 2Re(Aa) + |v)?
o o
= ——+2Re|—— | +|v[}
|l |ul3
o2 AP
= ol - o
lulf
Note que em (*) usamos o fato de que — 24 € RR. Logo, o resultado segue. [

2
|”H

Corolério 8.8. O mapa |- |y : H — R dado por |u|g = /(4,u)y é uma
norma.
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Demonstragido. Dados A € C e u € H, temos que

Al = /e, A} = /AR (1,00 = AR (0, 0)10 = (2]l

e, portanto, a primeira condigdo para ser norma é satisfeita.
Verifiquemos agora a triangular. Dados u,v € H, temos que

|1/l + v‘%[ = (u +o,u +U)H = (M,M)H +2RE((M,U)H) + (U/U)H-

No entanto, 2Re((1,0) i) < 2|(u,v) | < 2|ulp|o|n, (u,u)y = [ul3; e (v,0)y =
|v[3,. Logo,

|+ 0l < |ulfy +2ulnloly + [0l = (Juln + [ol0)

Extraindo a raiz, segue o desejado.

E, finalmente, queremos mostrar que |u|y = 0 se, e somente se, u = 0.
Mas de fato, se |u|y = 0, entdo |u|3, = 0 e isso implica que (u,u)y = 0. No
entanto, por defini¢do de produto interno, isso implica que u = 0. Por outro
lado, se u = 0, ja vimos que (u,v)y = 0 para qualquer v € H. Considerando

entdo v = u, o resultado segue, pois 0 = V0 = +/ (u,u)g = |uly. O
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