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Introducao

GEOMETRIA ALGEBRA

Pontos, retas, planos — Ndmeros
Descartes
Curvas, superficies, sélidos Equacbes

Descartes, no século 17, introduziu o sistema de coodenadas,
fazendo assim uma conexao entre a geometria e a algebra.
Deste modo, os problemas geométricos sao transformados em
equagodes. Atualmente a Geometria Algébrica é uma
importante &rea de pesquisa em matemética, ou seja,
problemas geométricos sao transformados em problemas
algébricos, geralmente mais faceis de resolver.
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Introducao

Nesta disciplina queremos estudar geometria espacial usando
esta abordagem, ou seja, através de um sistema de
coordenadas, transformar os objetos e problemas geométricos
em equacdes. Uma vez resolvidas estas equagdes podemos
voltar e resolver o problema geométrico.

Introduziremos os sistemas de coordenadas através da
Algebra Linear. Estudaremos a algebra linear no espago
tri-dimensional (que chamamos de E°). No segundo semestre
vocés estudarado algebra linear mais geralmente.

Precisamos de um conjunto e operagdes entre os elementos
deste conjunto. O conjunto que queremos € o conjunto de
vetores em ES.
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Vetores

Na fisica do ensino médio aprendemos que um vetor €
representado por um segmento de reta com um sentido de
percurso. Dados os pontos distintos A e B, 0 segmento
orientado, que denotaremos por (A, B), € o segmento AB com
o sentido de percurso de A para B. O mddulo do vetor é o
comprimento do segmento AB ou a distancia entre Ae B
(d(A, B)), dois vetores tém mesma diregao se os segmentos
sao paralelos e ttm mesmo sentido se forem paralelos e
apontam para o0 mesmo lugar. Aqui queremos dar um rigor
matematico para esta abordagem. Um segmento orientado
ocupa um lugar no espago. Deste modo dados dois quaisquer
segmentos orientados nem sempre poderemos definir uma
soma.
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Vetores

Dados dois segmentos orientados (A, B) e (C, D) dizemos que:

@ Tém mesma direcdo se as retas AB e CD (chamadas
retas suportes), sao paralelas.

© Se (A, B) e (C, D) tétm mesma diregao, entdo eles tém
mesmo sentido se os segmentos AC € BD nao tém
intersecao. Se os segmentos AC e BD tém intersecao
dizemos que os segmentos orientados (A, B) e (C, D) tém
sentidos contrarios.

No conjunto dos segmentos orientados vamos definir uma
relacao de equivaléncia (ou equipoléncia): dois segmentos
orientados (A, B) e (C, D) sé@o equivaléntes se
@ d(A,B) = d(C, D), ou seja, os segmentos tém mesmo
comprimento.
Q (A B) e (C, D) tém mesma direcao,
©Q (A B) e (C, D) tém mesmo sentido.
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Vetores

Definicao: O vetor /@ € o0 conjunto dos segmentos orientados
que sdo equivalentes ao segmento orientado (A, B).

Dado um vetor v temos:
©@ O médulo do vetor é o comprimento de qualquer um de
seus representantes: ||V| = ||AB|| = d(A, B).
© adirecdo (resp. sentido) de um vetor é a diregéo (resp.
sentido) de qualquer um de seus representantes.
© U é um vetor com mesmo modulo e diregdo que U e
sentido contrario ao de 0.
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Soma de Vetores

Regra do triangulo: Dados dois vetores i e vV queremos definir
o vetor U + V. Tome um representante AB do vetor u, isto &,
U= /Té e escolha o representante BC do vetor v, isto €,

—

7 — BG. O vetor i + 7 é o vetor AC.

C

Forte: hitp v cormmons sikimedia orgl B
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Soma de Vetores

Regra do paralelogramo: Dados dois vetores U e vV queremos
definir o vetor 4 + v. Tome um representante AB do vetor d,
isto é, U= /Té e escolha o representante /ﬁ do vetor Vv, isto é,
7 — AD. Construa o paralelogramo ABCD. O vetor 4 + V é 0
vetor /@ (diagonal do paralelogramo).
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Multiplicagao de vetor por escalar

Dado um numero real o ndo nulo e um vetor U queremos
definir um vetor denotado por ad.

@ Modulo: ||ad]| = || d]|.
Q «iie i TEM MESMA DIRECAO.

© U e Utém mesmo sentido se o > 0 e sentido contrario se
a < 0.

Observacgoes:
@ o vetor nulo ndo existe geometricamente. S6 existe
algebricamente de modo que a operagéo U + (—U) faga
sentido. Notag&o: 0.

Q 0.0=0.
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Definicao: O espaco vetorial V2 é o conjunto dos vetores com
as operacoes de soma e multiplicagéo por escalar, que satisfaz
as seguintes condicdes:

@ Comutativa: 0+ vV = vV + 4,
@ Associativa: U+ (V+ w) = (d+ V) + w,
© Elemento neutro: existe o vetor nulo,

© Elemento oposto Dado U existe o —u de modo que
i+ (—id)=0—i=0,

Q 1.u=4,

Q Associativa: o(3d) = (aB)d = B(ad)

@ Distributiva: a(i + V) = al

© Distributiva: (a + 8)U = aU
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Dependéncia Linear

O simbolo (Vy, Va, ..., V,) indica uma sequéncia ordenada de
vetores.

Observacao: Convencionamos que o vetor nulo é paralelo a
qualquer outro vetor, reta ou plano.

Definicao (dependéncia linear):

@ Uma sequéncia (V) é linearmente dependente (LD) se
v=0.

© Um par ordenado (4, V) é linearmente dependente (LD) se
U e V sdo paralelos.

© Uma tripla ordenada (4, v, w) é linearmente dependente
(LD) se 4, vV e w sao paralelos a um mesmo plano. Em
outras palavras, existe um plano que contém
representantes de d, v e w.

© Qualquer sequéncia de 4 ou mais vetores € linearmente
dependente (LD).
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Dependéncia Linear

Definicao (independéncia linear): Uma sequéncia de vetores é
linearmente independente(LIl) se ndo for linearmente
dependente (LD):

@ Uma sequéncia (V) é linearmente independente (LI) se
vV +0.

© Um par ordenado (4, v) é linearmente independente (LI)
se U e V ndo sao paralelos.

© Uma tripla ordenada (4, v, w) é linearmente independente
(LI) se U, v e w ndo sao paralelos a um mesmo plano. Em
outras palavras, ndo existe um plano que contém
representantes de u, v e w.
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Combinagao linear

Definicdo: Dados os vetores U, V4, Vs, . . ., Vp, dizemos que U é
combinacao linear de vy, Vo, . .., V,, se existirem nimeros reais
(escalares) a4, ..., an tais que

ﬁ:a1\71+a2\72+---+an\7n.

Observacao: O vetor nulo é combinacao linear de qualquer
sequéncia de vetores.
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Combinagao linear

Proposicdo 1: Dados dois vetores ndo nulos U e v
PARALELOS (mesma direg¢ao), um deles é combinacao linear
do outro.

Prova: Se U e v tém mesmo sentido:

Proposicdo 2: Dados dois vetores i e v LD, um deles é
combinacao linear do outro.
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Combinagao linear

Proposicéo 3: Suponhamos que (U, V) é LI. Entao (d, v, w) é
LD se, e somente se, w é combinacao linear de U e V.
Prova:
@ Observe que i e v NAO SAO o vetor nulo e w PODE ser o
vetor nulo.
@ Suponha w paralelo a 4. Vimos que existe um nGimero real
« tal que w = ad. Reciprocamente se w for paralelo a v.

@ Suponhamos que w ndo é paralelo a i nem a v.
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Combinagao linear
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Combinagao linear

Exercicio: Assinale verdadeiro ou falso. Seja (U, v, w) uma
sequéncia de vetores LD.

@ U, Vv e wsdo necessariamente nao nulos.

© Um dos vetores pode ser o vetor nulo.

© U, Ve wpodem ser paralelos.

© Quaisquer dois vetores da sequéncia ndo podem ser LI.
© Quaisquer dois vetores da sequéncia podem ser LD.

Proposicao 4: (u, v, w) é uma sequéncia de vetores LD se, e
somente se, um deles é combinacéo linear dos outros dois.
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Combinagao linear

Exercicio: Sejam i, v e w quaisquer vetores. Tome:

—

d=0+2V-w, b=20-3V+w, C=7vV-3w
Mostre que (3, b, &) é LD.
Solucado: Vamos encontrar escalares x, y, z (um deles nao
nulo! por que?) tais que
xa+ yb+ z¢ =0.
Xa+ yb+ 28 = XU-+2XV — XW+2yli—3yV+yw+72v—3zw =
(X+2y)li+(2X—3y+72)V+(—x+y—32)W = 0 = 0ii+0V+0w.

Observe que x =2,y = —1,z = —1 € uma solugao. Logo
¢=2a—b.
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Combinagao linear

Proposicao 5: (U, v, w) € uma sequéncia de vetores LI entéo
qualquer vetor X é combinacao linear de 4, vV e w.
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Combinacéo linear
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Combinacéo linear
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Combinacéo linear




Geometria Analitica
0000000000000

Combinagéo linear
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Dependéncia Linear e Combinagéo Linear

Proposicéo 6: (vi, vz, ..., Vp), € uma sequéncia de vetores LD
se, e somente se, existem escalares a4, ao, . .., an NA0 todos
nulos tais que

Vi +apVa+ -+ apVp = 0.

Vimos que se V; e V> sdo dois vetores LD ndo nulos entdo
Vs = av; onde a = £[|||/|[vi . Logo avi — v3 = 0, a 0.
Se (i, V2, v3) € LD um deles é combinagao linear dos outros
dois, suponhamos v;. Existem a» e a3 escalares tais que

Vi = apVa + aaVa.

Logo
Vi —apVp — agva = 0.
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Dependéncia Linear e Combinagéo Linear

Proposigdo 7: (vi, Va,...,Vp), n= 1,2 3, € uma sequéncia de
vetores LI se, e somente se, a expresséo

atVi+agao+ -+ apvpy =0

admite apenas a solugdo nula: oy =g = ... = ap = 0.
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Dependéncia Linear e Combinagéo Linear

Proposicéo 8: Seja (vi, Vo, ..., Vp), n=1,2,3, uma sequéncia
de vetores LI. Se

a1Vl +apVa + - +apVp = B1Vi + faVo + -+ BV
enté0a1 251,042:62...@,,:6,7.

Se (4, v, w) é LI entdo dado qualquer vetor X existem UNICOS
escalares «, 3, v tais que

X =al+ BV +yw.
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Base

Definicdo: Uma base de V3 é uma sequéncia E = (&4, &, &3)
LI

Seja E = (&y, >, 83) uma base de V2 e v um vetor qualquer de
V3. Entdo existem Gnicos escalares x, y, z tais que

V = xé1 + yé + z8&3. Tais escalares sdo chamados de
coordenadas de v na base E.
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Definicao: Uma tripla ORDENADA linearmente independente
E = (&, &>, 83) chama-se base de V5.

Seja E = (&y, >, 83) uma base de V2 e v um vetor qualquer de
V3. Entdo existem Gnicos escalares x, y, z tais que

V = xé1 + yé + z8&3. Tais escalares sdo chamados de
coordenadas de v na base E. Notagdo: v = (x, ¥, 2)E.

Observacao 1: Uma base é uma tripla ordenada, isto significa
que se trocarmos as ordens dos vetores obtemos outra base
diferente da inicial. A coordenada x é a primeira coordenada
de v na base E, a coordenada y é segunda e a coordenada z
é a terceira.

Observacgao 2 (Proposigcao 8 da aula 2): Seja (ée1, €2, €3) uma
sequéncia de vetores LI. Se

161 + a6 + agze3 = 161 + o2 + [3€3

entdo oy = By, ap = 2 € a3 = 3.
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Operagdes com vetores em coordenadas

Sejam E = (&1, &>, €3) uma base, Vi = (x1,¥1,21)e €
Vo = (Xo, o, 20)E vetores de V3 e o € R.

Vi + Vo = X161 + Y162 + Z1€3 + Xp€1 + Vo€ + 2263 =

(X1 4+ Xx2)€1 + (Y1 + ¥2)€2 + (21 + 22)63
Vi+ Vo= (X1 +Xo, Y1 + V2,21 + 22)E
aVy = a(x181 + Y162 + 21€3) = ax1 €1 + ay €2 + az; €3

avy = (aXy, ayy, 1 )E
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Operagdes com vetores em coordenadas

Proposicao:
a (x1,%1,21)e + (X2, Y2, 22)E = (X1 + Xo, Y1 + Y2, 21 + 22)E-
b a(xi,y1,21)e = (ax1, ays, azi)Ee.
c 0=(0,0,0)¢.
dv=(xy,2)g——V=(-X~Y,~2)E

Exercicios:
@ Prove que ii = 0 «+— i = (0,0,0)g. (item c) acima).
© Prove o item d) acima.
@ Sendoii=(1,-1,3),V=(2,1,3) e w=(—1,-1,4),
calcule as coordenadas de 4 + 2V — 3w.
© O vetor f = (4,0, 13) é combinacao linear de
i=(1,-1,3),v=(2,1,3)ew =(-1,-1,4)?
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Operagdes com vetores em coordenadas

Q@ 0=1i=(x,y,2)e — 0=x8& + yé + z86;. Mas
0 = 084 + 06, + 0&3. Segue da Proposigcao 8 que x = 0,
y = 0e z=0. Reciprocamente

ﬁ:(0,0,0)E% U= 08é +0§2+0§3=6.
Q@ i+2v-3w=(1,-1,3)+2(2,1,3) - 3(-1,-1,4) =
(1,-1,3) + (4,2,6) +(3,3,-12) = (8,4, -3).
Q (4,0,13) =x(1,-1,8) +y(2,1,3) + z(-1,-1,4) =
(x+2y—z,—x+y—2,3x+3y+42)

X+2y—z=4
—Xx+y—z=0
3x+3y+4z=13

=1,y =2, z=1. Logo f & combinacao linear de i, v, e

s
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Dependéncia Linear em coordenadas

Exemplos:
Q@ i=(1,2,3)ev=(2,4,6)sdo LlouLD?

Q i=(1,23)e *_(245)saoLIouLD’?

Q@ i=(1,-1,3),vV=(2,1,3)ew=(—1,-1,4) sdo Ll ou
LD?

LD - aula 2

@ Um par ordenado (u, v) é LD se U e Vv sdo paralelos, ou
seja, U= aVvou Vv = Su.

© Uma tripla ordenada (4, v, w) é LD se U, v e w sdo
paralelos a um mesmo plano. Em outras palavras,
(d,v,w) é LD se, e somente se, existem escalares x, y e z
n&o todos nulos tais que xii + yv + zw = 0.
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Dependéncia Linear em coordenadas

Voltemos ao exemplo 3: para verificar se 4 = (1, -1, 3),
v=(2,1,3)ew=(-1,—1,4) sdo Ll ou LD temos que resolver
a equacao

Xli+yV+zw=0 ()

se a Unica solugao for x = y = z = 0 entdo os vetores sao LI,
caso contrario, LD. Vamos reescrever (x):

x(1,-1,3)+y(2,1,3) + z(—-1,-1,4) = (0,0,0)
(x+2y—z,—x+y—2,3x+3y+4z)=(0,0,0).

X+2y—z=0
—X+y—-—z=0
3x+3y+4z=0
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Dependéncia Linear em coordenadas

Escrevendo este sistema na forma matricial:

1 2 -1 X 0
-1 1 y|=1|o0
3 3 4 z 0
——
A X

Observe que as colunas da matriz A sdo as coordenadas dos
vetores U, v e w. Temos um sistema linear homogéneo de 3
equacoes e 3 incognitas. O sistema tem solugao Unica trivial se
det(A) #0. AX =0 A TAX=AT"0=0 1X=X=0).
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Dependéncia Linear em coordenadas

Proposicéo: Os vetores U = (a1, b1, C1)e, V = (82, b2, C2)g €
W= (33, b3, CQ)E sao LD +—

aj b1 Cq
det a by =0.
as by c3

Aqui estamos usando o fato que det(A) = det(A).
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Ortogonalidade

Defini¢do: (a) Dois vetores nao nulos U e vV sdo ortogonais se
U= ABeVv=AC e as retas AB e AC sdo perpendiculares.
(b) O vetor nulo é ortogonal a qualquer vetor.

Proposicao Os vetores i e vV sdo ortogonais <—

16+ V)12 = ||l + || vI?

uk
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Ortogonalidade

Definicdo: Uma base E = (&1, &>, €3) € ortonormal se:

(@) ||é1]] = ||€2]] = ||é3|| = 1, em outras palavras, os vetores da
base s&o unitarios.

(b) &4, &>, e é; sdo dois a dois ortogonais.

Proposicéo Seja E = (&4, €, 3) uma base ortonormal. Se

V= (x,y,2)g entdo
IVl = /%2 + y? + 22
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Medida Angular entre vetores

Definigdo: Sejam G = AB e v = AC vetores nio nulos. A
medida angular entre U e v é a medida ¢ do angulo BAC.
Observe que:
@ 0 <0< nsedforemradianos ou 0 < # < 180 se 6 for em
graus.
© A medida do angulo entre i e v independe dos
representantes AB e AC com a mesma origem de d e V,
respectivamente.
© Se ¢ < 5 dizemos que U e v formam angulo agudo.
Q Se ¢ > % dizemos que U e v formam angulo obtuso.
© Se ¢ = 7 dizemos que U e v formam angulo reto.
©Q Seja a a medida do angulo entre i e w. Se # = o dizemos
que d forma angulos congruentescom ve w. Se+a =
dizemos que U forma angulos suplementares com v e w.



Notagdo: 6 = ang(d, V).
Vamos aplicar a lei dos cossenos no triangulo BAC:

B

A<p C

— — —

Ondeid=AB,v=ACeu— v = CB.

T T2 — D12 o T2 Sl
[u = vII= = [ldll” + |[VI|I" = 2][ull][ V]| cos 8
N——

produto escalar



Produto Escalar

Definicdo: O produto escalar dos vetores i e vV, denotado por
U - v é o numero real definido por:

aSeli=0ouv=0entdo i -V=0:
b Sei#0ev+#0,

—

U-v=|u||v| cosb

onde # é a medida angular entre eles.



Proposicao:
aSeii#0,v+#0e6=ang(d,V)entio

u-v
cosf = ———
[aflivl]
b ||d]| =Vd-d.
c Uéortogonalav+— -v=0



Proposicéo: Seja E = (€;, €, €3) uma base ortonormal e
U= (x1,Y1,21)E € V= (X, y2, Z2)e- Entéo

U-V=x1X2+ yi1¥o + 21 2.
Prova: Vimos que:
1= VI? = [|d)|® + | V]| - 24 -V,
(=3 + (1 =2 H(21-22)° = X HyF+ By + B 200,
—2X1Xo — 2y Yo — 22120 = —2U - V.

Portanto U - V = Xy Xo + Y1 Yo + 21 2Z5.



Exercicios

Nos exercicios todas as coordenadas se referem a uma base
ortonormal fixada.

Exercicio 1: Determine x de modo que iU = (x,0,3) e
v = (1, x, 3) sejam ortogonais.
Solucao:



Exercicios

Nos exercicios todas as coordenadas se referem a uma base
ortonormal fixada.

Exercicio 1: Determine x de modo que iU = (x,0,3) e
v = (1, x, 3) sejam ortogonais.
Solucao:



Exercicio 2: Obtenha um vetor U ortogonal a v = (4,-1,5) e
w=(1,-2,3)talque G- (1,1,1) = —1.
Solugao: Seja U = (x,y, 2).



Exercicio 2: Obtenha um vetor U ortogonal a v = (4,-1,5) e
w=(1,-2,3)talque G- (1,1,1) = —1.
Solugao: Seja U = (x,y, 2).

4x -y +5z=0
x—2y+3z=0
X+y+z=-1

u=(1,-1,-1).



Exercicio 3: Decomponha 4 = (1,0, 3) como soma dos vetores
Ve wtaisque v, (1,1,1) e (—1,1,2) sejam LD e w seja
ortogonal aos dois ultimos.

Solugéo: Seja v = (x, y, z). Como U = V + w podemos
escreverw=0—V=(1-x,—-y,3—2).



Exercicio 3: Decomponha 4 = (1,0, 3) como soma dos vetores
Ve wtaisque v, (1,1,1) e (—1,1,2) sejam LD e w seja
ortogonal aos dois ultimos.

Solugéo: Seja v = (x, y, z). Como U = V + w podemos
escreverw=0—V=(1-x,—-y,3—2).

v,(1,1,1) e (—1,1,2) séo LD:

Xy
det | 1 1
1 1

N = N

) =x—-3y+2z=0



Exercicio 3: Decomponha 4 = (1,0, 3) como soma dos vetores
Ve wtaisque v, (1,1,1) e (—1,1,2) sejam LD e w seja
ortogonal aos dois ultimos.

Solugéo: Seja v = (x, y, z). Como U = V + w podemos
escreverw=0—V=(1-x,—-y,3—2).

v,(1,1,1) e (—1,1,2) séo LD:

Xy
det | 1 1
1 1

w é ortogonal a (1,1,1) e (—1,1,2):

N = N

) =x—-3y+2z=0

1-X—-y+3-2z=0 —x+y+z=4
-(1—-x)—y+283-2)=0 —x—y—-2z=-5



x—3y+2z=0

X+y+z=4

X—y—2z=-5

13 - 1 3
V=1_(= = = ——.1
V (27272) (27 27 )



Proposicdo: Sejam u, vV, w € V
a i

[ i -
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d

Exercicio: Classifique como verdadeiro ou falso.
Q@ Sei-v=uU-wentdov=w.

© Seu-v=u-wentio U é ortogonala v — w.
@ Seii-v=0entaoii=00uv=0.

a-v v
Oﬁ:j

u-w w



Projecao Ortogonal

Exercicio: Decomponha o vetor Vv = (—3,4, 1) como uma soma
de um vetor paralelo a 4 = (1,5, 4) e um vetor ortogonal a &.
%

/1%
UA u
Vamos escrever vV = U + Up onde Uy = al = o(1,5,4) e
Up - U =0.
Up=V—Uy=(-3—-0a,4—-5a,1—4a)
=lp U= (-3—a,4—5a,1—4a)-(1,5,4) =21 — 42a.
Portanto o = 1/2, 0y = (1/2,5/2,2) e U = (—7/2,3/2,—1).



Definigao: Seja ¢ um vetor ndo nulo. Dado um vetor qualquer v
o vetor w satisfazendo as propriedades abaixo é chamado de
projecéo ortogonal de Vv sobre u:

a w é paralelo a 4.
b v — w é ortogonal a 4.
Notagdo: w = proj;V.
"4

projgv. Y



Proposicao:
vV-u .

projzv =
Prova: proj;vV = au onde
0= (V—proj;V)-d=Vv-d—projv-u=Vv-U—al-d.

Portanto,




Exercicio

(Exercicio 9-61 Boulos) Em relacdo a uma base ortonormal,
sebe-se que AB = (2,v/3,1) e AC = (-1,V3,1).
a Verifique que A, B e C sao vértices de um tridngulo.

b Calcule o comprimento da altura relativa ao vértice Ae a
area do triangulo.

Resolucao:
(a) Segue do fato de /ﬁ e R ser LI. Alternativamente, seja § a
medida angular entre /@ e /@

AB-AC _(2.43.1)-(-1.431)  -243+1
H’@”H/@H VET3+1v/1 341 Ja0

Como cos =
um tridngulo.

5 #1,—1segue que A, Be C sdo vértices de



A

X

Vamos_p)rojetar ortogonalmente CA— (1,—+/3,—1) sobre
CB=CA+AB=(1,-v3,-1)+(2,v/3,1) = (3,0,0).

H
s CA.cB (1,—v/3,-1)-(3,0,0)

CX = proj—CA = cB— LV 2. 0) B
Prolcs ICB|=2 1(3,0,0)|12

c—>:g(3,o,0)=(1,o,0).



Portanto o comprimento da altura é
Y —
JAX]| = |[AC + CX| = (=1, V3, 1) + (1,0,0)] = [|(0, V3, 1)]
IAX| = V31 1=2

e a area do triangulo é

2|CB|l/2 = v/3 = 3.



Processo de Ortonormalizacao de Gram-Schmidt

Seja F = (f1, >, f3) uma base dada. Vamos construir uma base
ortonormal E = (€4, €p, 63) onde & é paralelo a f; e €, fi,

séo LD.
= f1 . - s 7
é; = ——, ou seja, €4 é o versor de fy.
1

. f> — projs f;

Q &= —_,2 P J.e1_‘2

|2 — projg, ||
A W

projg, o fi é f
o f—proig s — projg

3 - - . — i =
|3 — projg, f3 — projg, f ||



Exercicio 1: Mostre que &; é ortogonal a &; e é ortogonal a é..

Exercicio 2: Aplique o processo de ortonormalizagéo de
Gram-Schmidt na base F = (fi, >, f3) onde f; = (1,2, 2),
fr=(1,0,1)efz=(1,1,1).

P f1 (17272)

e1 = — =
[l 3
.7 2 Lo 122
@ projg o = (- €1)ey = 1(§7§a§)-
- — 122 2 21
fz_pr01é1f2:(17071)—(§a§,§):(57—575)-

~ (2/3,-2/3,1/3) 2

_ 2 1
€ = ezt ~ (3733



.7 2 Lo 5122
@ projg, 3 = (f3- €1)er = §(§’§’§)
.2 > Lo 1.2 21
projg,f3 = (f3 - €2)€2 = §(§7 3 5)
fy — projg, 3 — projg, f3
512 2 1



SMAO0300-Geometria Analitica - Aula 5

Roberta Wik Atique



Mudanca de Base

Sejam E = (&1, &, 83) e F = (f, f, ) duas bases de V3.
Dado u € V8, temos

U= (X1,X2,X3)E = X161 + X262 + X363

U= (y1,Y2.¥3)F = }’1?1 +}’2?2 +}’3?3

Objetivo: Obter relagdes entre x1, xo, X3 € y1, Vo, y3. Paraisto
precisamos escrever os vetores de uma base em relacao a
outra base.



Podemos escrever:

fi = a8 + axé + a3 6

b = a1281 + appéo + 83283

f = @138 + axé + azés
U= yih + yobo + yaly = y1(@1181 + 0182 + a3183)+
Y2(@1261 + @262 + as2€3) + y3(a13€1 + @362 + a33€3)
(@11y1 + a12y2 + a13y3)€1 + (8a1y1 + ap2y2 + ap3y3) €2+

(as1y1 + asoyz + assy3)€s = X164 + X286 + X363



Portanto:

Xy = anyr + a2yz + aizys
Xo = dp1y1 + Az2)2 + a23y3
X3 = 831)1 + az2)o + asz)s

Na forma matricial

X1 ayr a2 a3 )4
X2 = as1 dg2 a3 2
X3 a3y dz2 ass 3

A



Matriz Mudanca de Base

Definicao: A matriz A acima é chamada de matriz mudanga de
base da base E para a base F. Notagdo: A= Mge.

Temos:
Ug = Merug.

Proposicao: Meg = Mg2.



Exercicio

Sejam E = (61,6;,63) e F = (ﬁ,fg, 73) duas bases de V2 tais

que
fi=(220 h=(2-10g h=(11,-5
Verifique se
Uu=1(2,2,0)r, v=(1,0,1)g, w=(-4,0,-2)¢
sdo Ll ou LD.
Temos que



2 2 1 2 8
Ug =Mgrip=[ 2 -1 1 2 | =12
0 0 -5 0 0

Para verificar se U, v e w sdo LI ou LD precisamos calcular:

w
8 2 0

det| 1 0 1 |=-4+#0.
—4 0 -2

Logo U, Vv e w s&o LlI.



Orientacao

Definigdo: Uma orientagéo de V2 consiste em fixar uma base
E que € chamada positiva.

Seja F uma base qualquer de V3. Dizemos que F é uma base
positiva se det Mge > 0 (ou det Mg > 0). Caso contrario
dizemos que F € uma base negativa



Regra da mao direita

@ Considere uma base E = (éy, €, €3) formada pelos dedos
médio, indicador e polegar da mao esquerda (nesta
ordem). Encolha os outros dedos.




@ Coloque a mao direta com os dedos indicando a dire¢ao e
sentido do vetor é; e com a palma da méo voltada para o
semi-espago onde esté o vetor &.

Gire a mao direita fechando-a na direcédo do vetor é. O

polegar da mao direita devera indicar o mesmo sentido do
polegar da mao esquerda.

@ Repita 0 mesmo processo para os vetores & e &z.



Base Ortonormal Positiva

-

Definicdo: Denotaremos por (i, , k) uma base ortonormal que
satisfaz a regra da méo direita.

No que segue consideraremos que uma base que satisfaz a
regra da mao direita € uma base positiva.

—

k

~.!

-~
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Produto Vetorial

Definigao: O produto vetorial de U por v é o vetor, indicado por
uA v, tal que:
©Q Se (U,vV)éLDentédo i AV =0.
© Se (U,V) éLledéamedida angular entre U e vV entdo
a Médulo: |G A V|| = ||d|l||V] sin®,
b Diregdo: U AV é ortogonala tie a Vv,
¢ Sentido: (U, v, U A V) é uma base positiva.



Observacgéao 1: Caso (4, v) LI: considere o paralelogramo
ABCD onde i — AB e v — AC. Entao |G A V| éaareado
paralelogramo. De fato, ||d|| é a base e se 6 for um angulo
agudo ||V|| sin @ é a altura. Se 6 for um angulo obtuso

| V|| sin( — 6) = ||V||sin @ é a altura.




Observagéo 2: Se (i, V) LI entdo i A v # 0 (por que?). Logo

—

GAV=0 < (4,V)é LD

Observacao 3: Seja h a altura do triangulo ABC relativa ao

lado AB. Entao
. _ IABAAC|
|AB|

A B

|ABAAC|  |/AB|h
De fato, 5 ="




Exercicio 1: O triangulo ABC tem area 4. Sendo i = AB e
V= /ﬁ calcule ||a A V.

Exercicio 2: Seja E uma base ortonormal. A medida angular
entre os vetores unitarios ie vé r/6e A Ve (2,2,1)g sdo
de mesmo sentido. Determine as coordenadas de U A V na
base E.



Exercicio 1: O triangulo ABC tem area 4. Sendo U = ABe
V= /ﬁ calcule ||a A V.

Exercicio 2: Seja E uma base ortonormal. A medida angular
entre os vetores unitarios ie vé r/6e A Ve (2,2,1)g sdo
de mesmo sentido. Determine as coordenadas de U A V na

base E.
UAV=0a(2,2,1) = (2,20, )



Exercicio 1: O triangulo ABC tem area 4. Sendo U = ABe
V= /ﬁ calcule ||a A V.

Exercicio 2: Seja E uma base ortonormal. A medida angular
entre os vetores unitarios ie vé r/6e A Ve (2,2,1)g sdo
de mesmo sentido. Determine as coordenadas de U A V na

base E.
UAV=0a(2,2,1) = (2,20, )

— — — = . 1
lu A vl =lll[[visin(r/6) = 3



Exercicio 1: O triangulo ABC tem area 4. Sendo U = ABe
V= /ﬁ calcule ||a A V.

Exercicio 2: Seja E uma base ortonormal. A medida angular
entre os vetores unitarios ie vé r/6e A Ve (2,2,1)g sdo
de mesmo sentido. Determine as coordenadas de U A V na

base E.
UAV=0a(2,2,1) = (2,20, )

— — — = . 1
lu A vl =lll[[visin(r/6) = 3

1
5= V4a2 + 402 + a2 = 3|a|



Exercicio 1: O triangulo ABC tem area 4. Sendo U = ABe
V= /ﬁ calcule ||a A V.

Exercicio 2: Seja E uma base ortonormal. A medida angular
entre os vetores unitarios ie vé r/6e A Ve (2,2,1)g sdo
de mesmo sentido. Determine as coordenadas de U A V na
base E.

UAV=0a(2,2,1) = (2,20, )

— — — = . 1
lu A vl =lll[[visin(r/6) = 3

1
5= V4a2 + 402 + a2 = 3|a|

Portanto o = +1/6. Como U A V e (2,2,1)g sdo de mesmo
sentido, a =1/6e UAV=(1/3,1/3,1/6)k.



Proposigao: Seja B = (7,], E) uma base ortonormal positiva. Se
U= (x1,y1,21)p €V = (X, y2,22) entéo

UNV = (Y120 — YoZ1, X221 — X122, X1Y2 — X2)/1)

Para decorar:

i j kK
UAV=det X1 Y1 Z
X2 Yo 2o

Seja W = (Y122 — YoZ1, XoZ1 — X122, X1 Y2 — X2)/1)-



Prova:
@ Caso (4, V) LD. Entao (x1, y1,21) € (X2, y2, Zo) sd0
proporcionais € o determinante acima € nulo.
@ Caso (4, V) LI.
a Seja 0 medida angular entre G e V.
lanvl? |, (a9
laf2(ivi® - laj?viiz

G A V2 + (@ v)? = [|d)?] V]2

1 =sin?6 + cos? § =

lGAVI?P = O +y7+22) (G +yE+25) — (xixetyiye + 21 22)°

= X2Y2 + X225 + y2XZ + y2Z5 + Z2X5 + Z2yE — 2X1XoY1 Yo —
2X1X2Z12Z2 — 2Y1Y22125.

= (X1Y2 — Xo¥1)? + (X122 — X221)? + (Y122 — Yo21)?

= ||(V122 — YoZ1, X021 — X122, X1 Y2 — Xoy1)||2 = ||W|]2.



b (V122 — yo21, X021 — X122, X1Y2 — Xoy1) - (X1, Y1, 21) =
X1Y12Z2 — X1Y2Z1 + Y1 X221 — Y1X1Z2 + Z1 X1 Y2 — Zi1 X2yt = 0.

(V122 — YoZi, XoZ1 — X122, X1 Y2 — XoY1) - (X2, Y2, 22) = 0.
c Seja E = (U,v,w).

X1 Xo Y120 — YoZy
Mge=1| vi Yo Xoz1 — X122
Z1 2o X1Y2 — XoY4

_ _ i ye
det Mge = (V122 — yo2y) 2 2
X1 Xo X1 Xo
XoZ4 — X1Z + (X710 — X:
(X221 122) 2 2 (X1y2 2}/1)‘ Vi v ’

= (V122 — ¥221)? + (X122 — X221 )2 + (X1¥2 — Xoy1)? > 0.
Portanto E é base positiva.



GAV=-10i—10j— 10k = (=10,-10, —10)



Proposicédo: Sejam u,vV,w € V3 e )\ € R.

b dA (M) =(AU)AV=XUAV).
CcUAN(V+W)=UAV+TAW.
d (U+V)AW=UAW+VAW

Exercicio 1: Prove que se (U,V) éLle wA U =w AV =0 entdo

w = 0.

Vimos na observagéo 2 que w A i = 0 < (W, i) é LD.
Analogamente, (w, V) é LD. Assim w é um vetor paralelo a u e
a . Observe que Ui £ 0 e vV # 0. Se w # 0 entdo teremos 3
vetores ndo nulos e paralelos entre si, logo (4, v) é LD,
contrariando a hipotese.



Exercicio 2: Demonstre a lei dos senos, segunda a qual, em
qualquer triangulo, sdo iguais as razdes entre os senos dos
angulos internos e as medidas dos respectivos lados opostos.

C

~ 0 Q

A B

|AB A AC|| = ||AB||||AC]| sin 0
|BA A BC|| = | BA|||BC]|sin o
BANBCG — BAN (BA+AC) = BANBA+ BANAC = —ABAAC
|AB||AC]| sin ¢ = | BAI||[BC] sin o

sin@ sin«

[EEe]
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Produto Misto

Objetivo: Calcular o volume do paralelepipedo ABCDEFGH.

Unv

Ondeﬁ:A—B),V:,ﬁ),vT/:E.



A altura do paralelepipedo € o médulo da projecao ortogonal
de w sobre U A V:

w - (

|l

W (G V)|

laaviE

[
>
<!

Projga W =

Cl
<{ >
o <y
N

>

_ W (gAv)
1T AVl

O volume do paralelepipedo é area da base vezes a altura:

h = |projg,yW| =

Lo we(UAv
V:HU/\VHM
[d A v

=|w-(GAV)| =|(GAV)-W|

Definigcdo: O produto misto dos vetores 4, v e w (NESTA
ORDEM) é o numero real:

- = = —

[0, V,W]=UAV-w



Proposicao: Em relagdo a base (Tf E) sejam U = (ay, by, ¢1),
V= (a,be,c2) e W= (a3, bs,c3). Entéo:

ai by ¢y
[lj, \7, W] = det a b o
as by c3
A
Prova: L.
i j Kk
UANV-w=|a; by ¢ |-(as, b3 c3)
a by o
by c a ¢ a b
= a3 L 3 L + C3 T 7T = detA
b, © a C a b




Propriedades:
Q [4,vV,w]=—[u,w,V]=—[V,U,wW]=[V,w,d] =[w,d,V] =

Q (4,v,w)éLD < [u,v,w]
© Se [u, v, w] > 0 entdo (4,

Q Se[U,V,w] < 0entao (d ) é base negativa.
Q [aly + B, v, W] = ofty, V, W] + B[Uz, V, W],

Q [U,aVy + BVo, W] = ofl, Vy, W] + B[d, Vo, W].

Q [U,V,awy + BWa] = ofl, V, wy] + B[d, V, Wa)].

Q [u4,v,w] = [U,V, W+ ald + BV].

=0

v, w) é base positiva.
LV, W

vV, w

;i <t



E ercicio Calcule o volume do tetraedro ABDE, onde
=(1,0,1), /ﬁz (0,3,3), AE — (2,1,2) (em relagao a
base (i,],k)).




E ercicio Calcule o volume do tetraedro ABDE, onde
=(1,0,1), /ﬁz (0,3,3), AE — (2,1,2) (em relagao a
base (i,],k)).




E ercicio Calcule o volume do tetraedro ABDE, onde
=(1,0,1), /ﬁz (0,3,3), AE — (2,1,2) (em relagao a
base (i,],k)).

[AB, AD, AE] =

V=|-3|/6=3/6=1/2
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Sistema de coordenadas

Definicdo: Um sistemas de coordenadas em E3 é um par
S = (0, E), onde O é um ponto fixado em E8, chamado de
origem, e E = (&4, €2, €3) € uma base.

Coordenadas: Dado um sistemas de coordenadas S = (O, E)

e um ponto P € E3, escrevemos o vetor @ =(x,y,2)E.
Dizemos que x, y, e z sdo as coordenadas do ponto P no
sistema S: P = (x,y,2)s.

P=(xy.2)s & OP=(xyz

X é chamada de abscissa, y é chamada de ordenadae z é
chamada de cota.






&



Desenhe P = (1,2,2) « OP = & + 28, + 28s.







Soma de ponto com vetor

Definicao: Sejam A € E3 e i € V3. Definimos a soma
A+ii—B < AB—1i.

Propriedades: Seja S = (O, E) um sistema de coordenadas e
A= (x1,y1,21), B=(Xo,y2,22) € U= (a,b, ).

(a) A+ AB = B.
(b) O+ OA= A.

(©) @):A‘(ﬂo?:@)—&\’.

OA = (X1,Y17_Z1>), 0B = (X2, ¥z, Z2),
AB=0 — OA = (X2,¥2,22) — (X1, ¥1,21) =
(XQ—X1,y2—y1,22—Z1):B—A.

(d) A+ AT = (X1 +2a, y1 + Ab, 2 + AC).



Ponto médio

Exercicio: Dados A, B € E3, encontre as coordenadas de M, o
ponto médio do segmento AB, sabendo que A = (X1, y1,21) €

B = (x2, Y2, 22).
Temos que A—B): (X2 — X1, Y2 — Y1,20 — Z1):
— 1 1
M = A+AM = A+§/@ = (1, 20)+ 500X, Y2 =1, 22— 21)

:(X1+X2 ity Z1+22)
2 2 7 2




Distancia entre dois pontos

Seja S = (O, E) um sistema de coordenadas onde E ¢é base
ortonormal. Sejam A = (x4, ¥1,21) € B= (X2, y2, o) pontos em
E3. Ent&o a distancia entre A e B é dada por:

d(A.B)= /(e —x1 2 + (y2 — y1)2 + (22— 21)?



Equacao Vetorial da Reta

Axioma: Dois pontos distintos em E3 determinam uma Unica
reta.

Objetivo: Encontrar uma equacao da reta determinada por Ae
B

Seja r a reta determinada por A e B. Seja X um ponto
qualquer de r. Note que X = A+ AX

Xer & (AX,AB) & LD
& IAeR/AX = \AB

o X =A+A\AB,

para algum numero real \.



Equacao vetorial da reta AB:

X=A+AAB. VIeR

Definicdo: Qualquer vetor NAO NULO paralelo a uma reta
chama-se vetor diretor dessa reta.

Observacao: O vetor ﬁ € um vetor diretor da reta AB.

Qualquer vetor nao nulo paralelo a /@ € um vetor diretor da
reta AB.



Um ponto e um vetor ndo nulo determinam uma unica reta.
Seja Ac E3umponto e U # 0. Se X é um ponto da reta,

(AX U) é LD. Logo existe \ € R tal que AX = . Assim, a
equagao vetorial da reta que passa por A e cujo vetor diretor €
ué:

X=A+\l, VIeR




Exemplo 1: Sejam A= (0,1,1) e B=(1,2,1). Determine uma
equacao vetorial da reta AB.

AB=(1,2,1)—(0,1,1) = (1,1,0)

X =(0,1,1) + A(1,1,0),¥Y A € R.

O ponto C = (2,3, 1) pertende a reta AB?
O ponto D = (2,3, 2) pertence a reta AB?

Exemplo 2: Sejam A= (1,0,3) e U = (2,—1,5). A equagdo
vetorial da reta que passa por A e cujo vetor diretor é 4 é:

X =(1,0,3) + A2, -1,5), Y A€ R.



Equacoes paramétricas da reta

Dados S = (O, (i, k)) um sistema de coordenadas,

A = (X0, Y0, Zo) ponto em E3 e i = (a, b, ¢) um vetor nao nulo.
Seja r a reta determinada por A e 4. Seja X = (x, y, z) um
ponto qualquer de r:

X=(x,y,2) = A+ i = (X0, Y0,20) + Ma,b,c), VX eER,

(X7y7 Z) = (XO + )\aaYO + )‘ba Zyp + AC))

X = Xy + Aa
Y=Yo+ b (VY A eR)
Z=2zy+ AC



Exemplo 3: Sejam A= (1,2,1) e B= (2,1, 3). Determine
equagodes paramétricas da reta AB.

AB=(2,1,3)— (1,2,1) = (1,-1,2)

XxX=14+2A
y=2-2X\ (VX eR)
z=142\

Exemplo 4: Sejam A= (1,0,3) e U = (2, —1,5). As equagdes
paramétricas da reta que passa por A e cujo vetor diretor é U é:

x=1+2\
y=0-2X (V X eR)
z=3+5A



Equacoes da reta na forma simétrica

Dados A = (X, Yo, Zo) um ponto em E3 e i = (a, b, ¢) um vetor
nao nulotalque a#0,b#A0ec#0. Sejarareta
determinada por A e d. Seja (x,y, z) = (X0, Y0, 20) + A(a, b, C) :
_ X=X _ Y=Y _Z— 2
A= , A= . A=
a b c
X=X _Y=Y _2-%
a b c ’

sdo chamadas de equagdes da reta r na forma simétrica.

Exemplo 5: Sejam A= (1,1,3) e U = (2,1,5). As equagdes da
reta que passa por A e cujo vetor diretor é U na forma simétrica

é:
x-1 y-1 z-3

2 1 5




Posicao relativa entre retas

Considere as retas:
r:X=A+Xu (AeR) )

s:X=B+uv (peR) (1)
Em E? as retas podem ser:

@ retas coplanares: paralelas ou concorrentes,
@ retas ndo coplanares: reversas.



Proposicao 1: r e s sdo retas coplanares. Entdo (U, v, /@) é
LD. Além disso:

(a) Se (4, V) é LD entdo r e s sdo retas paralelas ou (1) e (Il)
sao equagbes da mesma reta e neste caso dizemos que r
e s séo coincidentes.

(b) Se (4, V) é Ll entéo r e s sdo retas concorrentes.
Proposicao 2: Se (4, v, /@) € Ll entédo r e s sdo retas reversas.



r:X=A+Xi (AeR)
§: X=B+pv (peR)
e (u,v, /ﬁ) LD e (4, v) LD: paralelas ou coincidentes (neste
caso basta verificar se A € s).

® (0, V,,Té) LD e (4, V) LI: concorrentes (um ponto em
comum).

e (4, \7,A—B)) LI: reversas.



Exercicios

Exercicio 1: Sejam A= (1,2,5) e B=(0,1,0). Determine o
ponto P da reta AB tal que ||PB|| = 3||§>4|].

Resolucdo: AB = (—1,—1,-5). Existe A € R tal que
P—=A+ B =(1,2,5)+A(—1,-1,-5) = (1—-\,2— A,5-5)).

IPB| = [[(—1 + X —1 4 A, 5+ 5))|| = 3|[PA|| = 3[|(\, A,5))]

V1 H X2 (1122 4+ (=54 A2 = 3y/22 1 A2 + (5A)2

27(V2 —20+1)=927.)%2 = 8X2 42X -1=0

37 15 p 3 5 15



Exercicio 2: Encontre a posicao relativa entre
r:X=(8,1,9)+x2,-1,3)es: X=(3,-4,4)+ u(1,-2,2).
Resolugéo: U =(2,-1,3),v=(1,-2,2) e

AB = (3,-4,4) - (8,1,9) = (-5, -5, -5).
2 -1 3
1 -2 2

-5 -5 -5
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Axioma: Tr@s pontos n&o colineares em E® determinam um
anico plano.

Objetivo: Encontrar uma equacao do plano determinado pelos

pontos A, B e C nao colineares. Observe que (/TB>, /@) éLl
Seja 7 o plano determinado por A, B e C. Seja X um ponto
qualquer de 7. Note que X = A+ AX

Xen & (AX,AB,AC) é LD
& EI)\,/LER/H(:)\/@—%,W@

o X = A+ \AB + uAC,

para um par de numeros reais A, u.



Equacao vetorial do plano ABC:

X=A+\AB+ uAC, ¥\ pucR

Definicdo: Dois vetores i e V LI paralelos ao plano 7 sé&o
chamados de vetores diretores deste plano.

Observacao: Os vetores A—B> e /@ sao vetores diretores do
plano ABC.



Um ponto e dois vetores LI determinam um unico plano. Seja
A € E3 um ponto e (4, V) LI. Se X é um ponto do plano,

(H(, U, v) é LD. Logo existem \, 11 € R tais que AX = Al + uv.
Assim, a equagéo vetorial do plano que passa por A e cujos
vetores diretores sdo e V é:

X=A+Al+puV, VApeR




Equacoes paramétricas do plano

Dados S = (O, (7, ], k)) um sistema de coordenadas,

A= (X0, Yo, 20) ponto em E3, i = (a,b,¢), Vv = (m, n, p) vetores
LI. Seja 7 o plano determinado por A, e V. Seja X = (x, y, 2)
um ponto qualquer de 7:

X = (X,y,2) = A+ XU+pv = (X0, Yo, Z0) +A(a, b, ¢)+p(m, n, p),
VA ueR,
(X,¥,2) = (xo + Aa+ pum, yo + Ab 4 un, zy + Ac + pup),

X =Xo+ Aa+pum
Yy=Yo+Ab+pun (V A\, p€R)
Z=2yp+ AC+ pup



Exemplo 1: Sejam A= (1,2,1), B=(2,1,3) e C=(3,1,0).
Determine uma equacao vetorial e equacdes paramétricas do
plano 7 determinado por A, Be C.

AB=(2,1,3)— (1,2,1) = (1,-1,2),

AC = (3,1,0)— (1,2,1) = (2,—1,-1).
X =(1,2,1)+ A1, -1,2) + (2,1, —1).

X=1+\+2u
y=2-XA—u (VA neR)
z=14+2\—pu

Exemplo 2: A= (1,0,3) € #? Encontre um ponto do plano .



Equacao geral do plano

Seja 7 o plano determinado por A = (xo, Yo, Z0), U = (1, S, t) €
v =(m,n,p).

X=(x.yz)ene (AX,0,V) é LD &

X—Xo Y—Yo Z2—2
r S t =0«
m n p

(sp—tn)(x — Xo) + (tm —rp)(y — Yo) + (rn —sm)(z — 2p) =0 &
a(x —xo) +b(y —yo) +c(z—-20) =0«
ax+by+cz+d=0.



Equacédo Geral do Plano:

ax+by+cz+d=0

Exercicio 1: Encontre uma equacéao geral do plano
determinado por A= (1,1,0), 4= (0,2,1) e v =(2,1,0).

x—1 y—1 z-0
0 2 1
2 1 0

=0=

—Xx+2y—4z—-1=0
xX—2y+4z+1=0.



Exercicio 2: Encontre uma equacéao geral para o plano que
passa por P = (4,1,—1) e contém a reta
r:X=A+\i=(24,1)+X1,-1,2).

Observe primeiro que P nao pertence a r.



Exercicio 2: Encontre uma equacéao geral para o plano que
passa por P = (4,1,—1) e contém a reta
roX=A+xi=(24,1)+X1,-1,2).

Observe primeiro que P nao pertence a r.

AP e U sdo vetores diretores do plano.



Exercicio 2: Encontre uma equacéao geral para o plano que
passa por P = (4,1,—1) e contém a reta
r:X=A+\i=(24,1)+X1,-1,2).

Observe primeiro que P nao pertence a r.

AP e U sdo vetores diretores do plano.

AP = (4,1,-1) — (2,4,1) = (2,-3, -2)

X—4 y—1 z+1
2 -3 -2
1 —1 2

—8x—-6y+z+39=0.

=0=




Posicao relativa entre reta e plano

Considere uma reta r e um plano =. Podemos ter:

@ r é paralela a .

@ r esta contida em 7.

@ r é transversal a = (ou concorrente com 7).
Sejam A € r e t um vetor diretor de r. Sejam v; e V» vetores
diretores de .

@ Se (U, vy, Vo) LD e ANAOQ pertence a 7 entéo r é paralela

am.



Exemplo 1: Estude a posigéo relativa entre
r: x—1=2y=2z e
m: X=(3,0,1)+ X(1,0,1) + u(2,2,0).



Exemplo 1: Estude a posigéo relativa entre
r: x—1=2y=2z e
m: X=(3,0,1)+ X(1,0,1) + u(2,2,0).

i=(2,1,1),vy =(1,0,1) e o = (2,2,0).

2 1 1
M=11 0 1
2 20



Exemplo 1: Estude a posigéo relativa entre
r: x—1=2y=2z e
m: X=(3,0,1)+ X(1,0,1) + u(2,2,0).

i=(2,1,1),vy =(1,0,1) e o = (2,2,0).

2 1 1
M=11 0 1
2 20

det M = 0.



Exemplo 1: Estude a posigéo relativa entre
r: x—1=2y=2z e
m: X=(3,0,1)+ X(1,0,1) + u(2,2,0).

i=(2,1,1),vy =(1,0,1) e o = (2,2,0).

2 1 1
M = 1 0 1
2 20
det M = 0.

SejaA=(1,0,0)er.



Exemplo 1: Estude a posigéo relativa entre
r: x—1=2y=2z e
m: X=(3,0,1)+ X(1,0,1) + u(2,2,0).

i=(2,1,1),vy =(1,0,1) e o = (2,2,0).

2 1 1
M = 1 0 1
2 20
det M = 0.

SejaA=(1,0,0)er.
Como A nao pertence a = entao r é paralela a .



Exemplo 2: Encontre mparaque r: X =(1,0,0) + {(m, 2, m)
seja transversalaoplanon: x+my +z=0.



Exemplo 2: Encontre mparaque r: X =(1,0,0) + t(m,2, m)
seja transversalaoplanon: x+my +z=0.

d=(m,2,m). Sejam A= (1,0,—1),B=(0,1,—-m) e
C=(—m,1,0) pontosde 7. V{ = AB=(—1,1,—-m+1),

Vo =AC=(-m—1,1,1).

m 2 m
M = —1 1 —m+1
-m-1 1 1

det(M) = 4m?. Entéo a reta é tranversal ao plano para todo
m # 0.



Vetor normal a um plano

Definigdo: Um vetor n&o nulo 77 € V2 é um vetor normal a um
plano 7 se for ortogonal a todo vetor paralelo a .

Sejam V; e v, vetores diretores de «. Todo vetor V paralelo a =
é combinacéo linear de V; e ,. Isto é, existem escalares a e 3
tais que vV = aVj + Svb. Se ij é ortogonal a V4 e V» entdo

i7-V=1-(avs + BV2) = aif- Vs + B7j- Vo = 0.

Proposicdo: Um vetor 7 € V3 é normal a um plano = se for
ortogonal aos vetores diretores de .

Proposicédo: V4 A Vo é normal a .



Proposic¢édo: Se ax + by + ¢z + d = 0 é uma equagao geral do
plano 7 entdo 77 = (&, b, ¢) € um vetor normal a 7.

Prova: Seja v = (m, n, p) um vetor paralelo a 7. Seja

A = (X0, Y0, 20) um ponto de 7 (= axgp + byp + ¢zo + d = 0) .
Entdo A+ v = (xo + m, Yo + N, 2y + p) € um ponto de 7, logo
satisfaz a equagéo:

0=a(xo+m)+b(yo+n)+c(z+p)+d=

=axp+byo+czp+d+am-+bn+cp=am+ bn+ cp

—

i7-v=(ab,c) - (mn,p)=am+ bn+ cp=0.



Um ponto e um vetor normal determinam um plano: seja
A = (X0, Yo, Z0) um ponto e 77 = (&, b, ¢) um vetor ndo nulo. O
plano = que passa por A e 77 € normal tem equacao:

X=(Xxy,2)enm & H(-ﬁzO
& (X—X0,¥Y—Y0,2—20)-(a,b,¢) = a(x—Xo)+b(y—yo)+c(z—2) =0

& ax+by+cz—axg—byg—czg=0

fazendo d = —axg — byy — czotemosque ax + by +cz+d =0
€ uma equagao de 7.



Exemplo 1: Seja 7 o plano dado por 2x — 5y + z = 0. Entao
7= (2,-5,1) € um vetor normal a .
Exemplo 2: Seja 7 0 plano dado pelas equagdes

Xx=14+X4+2p
y=2-X—p (VA ueR)
z=1+2\—p

Entdo v; = (1,—1,2) e Vb = (2, -1, —1) sdo vetores diretores

de 7. Logo V4 A Vo é normal a :

Vi AVp = :(3,5,1)

N = —g
|
—



Exemplo 3: Encontre uma equacéo geral para o plano que
passapor A= (1,2,1) e 7= (3,3,—1) é um vetor normal:

3x—1)+3(y—-2)—(z—1)=3x+3y—-z-8=0.

Posigéo relativa entre plano e plano:

(a) Dois planos sao paralelos ou coincidentes se tém vetores
normais paralelos.

(b) Dois planos sao transversais se tém vetores normais LlI.

Exemplos:

Q@ x-2y+z-2=0ex—-2y+z—3=0sao paralelos.
Q@ x—-2y+z-2=0ex+2y+z-2=0sao transversais.
Q x—2y+z-2=0e2x—4y+2z—4 = 0 sao coincidentes.
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Exercicio

Obtenha uma equacao geral do plano = que contém
S:x—y—z+1=0=38y —zeéparaleloa
r-X=(2,02)+x\1,1,1).

Resolucéo:
x=-1+4u

S y e M
z=23u

Um vetor normal ao plano é (4,1,3) A (1,1,1) =(—-2,-1,3).
Como o plano contém s, o ponto (—1,0,0) pertence ao plano:

—2(x+1)—(y-0)+3(z-0)=0 = -2x—y+3z-2=0.



Definicdo: Sejam r e s duas retas € = um plano.

@ r e s sdo perpendiculares se forem concorrentes e seus
vetores diretores forem ortogonais.

© r e s séo ortogonais se forem reversas e seus vetores
diretores forem ortogonais.

© r é perpendicular a = se seu vetor diretor for paralelo ao
vetor normal de .

© Dois planos sao perpendiculares se seus vetores normais
séo ortogonais.



Exercicios

Exercicio 1: Verifique se
r:X=(1,2,3)+X(1,2,1) = A+ \u

s: X=(2,4,4)+pu(-1,1,-1) =B+ puv

s&o ortogonais ou perpendiculares.



Exercicios

Exercicio 1: Verifique se
r:X=(1,2,3)+X(1,2,1) = A+ \u
s: X=(2,4,4)+pu(-1,1,-1) =B+ puv

s&o ortogonais ou perpendiculares.

g-v=01,21)-(-1,1,-1)=-1+2-1=0.



Exercicios

Exercicio 1: Verifique se
r:X=(1,2,3)+X(1,2,1) = A+ \u
s: X=(2,4,4)+pu(-1,1,-1) =B+ puv

s&o ortogonais ou perpendiculares.

i-v=(1,2,1)-(-1,1,-1)=-1+2-1=0.

AB = (2,4,4) - (1,2,3) = (1,2,1).



Exercicios

Exercicio 1: Verifique se
r:X=(1,2,3)+X(1,2,1) = A+ \u
s: X=(2,4,4)+pu(-1,1,-1) =B+ puv

s&o ortogonais ou perpendiculares.

G-v=(1,2,1)-(=1,1,-1)=—14+2-1=0.
AB = (2,4,4) - (1,2,3) = (1,2,1).

Como (4, v, A—B>) é LD entao r e s sdo concorrentes e portanto
perpendiculares.



Exercicios

Exercicio 2: Obtenha uma equacéo vetorial da reta s que
contéem P = (2,6, 1) e é perpendicular a reta
;. xX+y—-2=0

z=0

Resolucdo: Podemos escrever r :

N < X
Il
o N o
[
>



Exercicios

Exercicio 2: Obtenha uma equacéo vetorial da reta s que
contéem P = (2,6, 1) e é perpendicular a reta
x+y—-2=0
z=0

>

X =
Resolucdo: Podemos escreverr: ¢ y =2 -\ . Seja

o

Z =
A, 2 — A, 0) um ponto de r. Entao
(A2—-X,0)—(2,6,1)=(A—2,—4 — \,—1) é ortogonal
(1,—1,0), vetor diretor de r.

= (
W(:
au



Exercicios

Exercicio 2: Obtenha uma equacéo vetorial da reta s que
contéem P = (2,6, 1) e é perpendicular a reta
;. xX+y—-2=0

z=0

>

X =
Resolucdo: Podemos escreverr: ¢ y =2 -\ . Seja

z=0
)L): (A, 2 —X,0) um ponto de r. Entéo
PX =(\,2-X,0)—-(2,6,1)=(A—2,—4 — X, —1) é ortogonal
au=(1,-1,0), vetor diretor de r.
59U =
PX-Ui=(A=2,—4—)\,—1)-(1,=1,0) = A—2+4+ X = 2)4+2 = 0.



Exercicios

Exercicio 2: Obtenha uma equacéo vetorial da reta s que
contéem P = (2,6, 1) e é perpendicular a reta

x+y—-2=0
z=0
X=X
Resolucdo: Podemos escreverr: ¢ y =2 -\ . Seja
z=0
)L): (A, 2 —X,0) um ponto de r. Entéo
PX =(\,2-X,0)—-(2,6,1)=(A—2,—4 — X, —1) é ortogonal
au=(1,-1,0), vetor diretor de r.
PX-li=(A—2,—4-X,—1)-(1,-1,0) = A= 2444\ = 2A+2 = 0.

Portanto A = —1.



Exercicios

Exercicio 2: Obtenha uma equacéo vetorial da reta s que
contéem P = (2,6, 1) e é perpendicular a reta

x+y—-2=0
z=0
X=X
Resolucdo: Podemos escreverr: ¢ y =2 -\ . Seja
z=0
)L): (A, 2 —X,0) um ponto de r. Entéo
PX =(\,2-X,0)—-(2,6,1)=(A—2,—4 — X, —1) é ortogonal
au=(1,-1,0), vetor diretor de r.
PX-li=(A—2,—4-X,—1)-(1,-1,0) = A= 2444\ = 2A+2 = 0.

Portanto A = —1. §: X = P + uPX = (2,6,1) + u(—3, -3, —1).



Exercicios

Exercicio 4: Obtenha uma equacao vetorial da reta r que
contém P = (1,2,3) e é perpendicular ao plano

TiI2X+Yy—z=2.
Resolucéo:

Um vetor normal ao plano é 7= (2,1,—1). Logo



Exercicios

Exercicio 4: Obtenha uma equacao vetorial da reta r que
contém P = (1,2,3) e é perpendicular ao plano

TiI2X+Yy—z=2.
Resolucéo:

Um vetor normal ao plano é 7= (2,1,—1). Logo

riX=(1,2,3)+A2,1,-1).



Exercicios

Exercicio 5: Obtenha uma equagéo geral do plano = que
contém P = (0,1, —1) e é perpendicular a reta

;. x-2y+z=0
|2x-38y+z-1=0

Resolucéo:

Um vetor normal ao plano é um vetor U diretor da reta.



Exercicios

Exercicio 5: Obtenha uma equagéo geral do plano = que
contém P = (0,1, —1) e é perpendicular a reta

;. x-2y+z=0
|2x-38y+z-1=0

Resolucéo:

Um vetor normal ao plano é um vetor U diretor da reta.

i=(1,-2,1)A(2,-3,1)=(1,1,1).



Exercicios

Exercicio 5: Obtenha uma equagéo geral do plano = que
contém P = (0,1, —1) e é perpendicular a reta

x—-2y+z=0
2x-3y+z—-1=0

Resolucéo:

Um vetor normal ao plano é um vetor U diretor da reta.
u=01,-2,1)A(2,-3,1) = (1,1,1).

Logo uma equacao geral do plano é
1(x—0)+1(y—-1)+1(z+1)=0

xX+y+z=0.



Exercicios

Exercicio 6: (a) Determine as coordenadas da projecéo
ortogonal do ponto P = (1,4,2) sobreoplanor: x—y +z = 2.
(b) Obtenha o ponto simétrico de P em relacdo a .

(c) Calcule a distancia de P a .

Resolucéo:

(a) Considere a reta que passa por P e é perpendicular a =:



Exercicios

Exercicio 6: (a) Determine as coordenadas da projecéo
ortogonal do ponto P = (1,4,2) sobreoplanor: x—y +z = 2.
(b) Obtenha o ponto simétrico de P em relacdo a .

(c) Calcule a distancia de P a .

Resolucéo:
(a) Considere a reta que passa por P e é perpendicular a =:

X=(1,4,2)+\(1,-1,1).

Queremos encontrar o ponto de intersecao da reta com o
plano: Q= (1+ X4 - X2+ \) €,



Exercicios

Exercicio 6: (a) Determine as coordenadas da projecéo
ortogonal do ponto P = (1,4,2) sobreoplanor: x—y +z = 2.
(b) Obtenha o ponto simétrico de P em relacdo a .

(c) Calcule a distancia de P a .

Resolucéo:

(a) Considere a reta que passa por P e é perpendicular a =:
X=(1,4,2)+\(1,-1,1).

Queremos encontrar o ponto de intersecao da reta com o
plano: Q= (1+ X4 - X2+ \) €,

T+A—(4-N)+(2+)) =2

33=3 = Q=(2,3,3)



(b) Qual é o valor do parametro A que da o ponto simétrico de
P? Por que?



(b) Qual é o valor do parametro A que da o ponto simétrico de
P? Por que?
A=2



(b) Qual é o valor do parametro A que da o ponto simétrico de
P? Por que?

ou



(b) Qual é o valor do parametro A que da o ponto simétrico de
P? Por que?
A=2
P =(3,2,4)
ou

P = P+2P0 = (1,4,2) +2[(2,3,3) - (1,4,2)] = (3,2,4)

()

d(P.m)=d(P.Q) = \/(2-1)2+(3-4)2 +(3-2)2 =3
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Distancia entre dois pontos

Seja S = (O, (i,], k).
Distancia entre dois pontos

Sejam P = (xq,y1,21) € Q = (X2, y2, Z2) dois pontos:

d(P,Q) = /(X —x)2+ (Yo — y1)2 + (22 — 1)?




Distancia entre ponto e reta

Distancia entre ponto e reta

Sejam Pumpontoer: X = A+ Auumareta, P ¢ r. Seja B
outro ponto de r. A distancia de P a r € altura do tridngulo
ABP relativa ao lado AB:

_ |[AP A AB|

WD = B




Distancia entre ponto e plano

Distancia entre ponto e plano

Sejam P um ponto e 7 um plano, P & .
e 77 um vetor normal ao plano. A distancia de P a = é a norma

da projegéo de /ﬁ sobre 7

Seja Aum ponto de 7

d(P, =) = ||proj AP = |

AP -7

7]







m:ax+by+cz+d=0,P=(x1,¥1,21),
A= (X0,Y0,20) €™ < axp+ byy+czy+d =0.



m:ax+by+cz+d=0,P=(x1,¥1,21),
A= (X0,Y0,20) €™ < axp+ byy+czy+d =0.

AP i _ 11 —xo0, 1 —y0,21 — 20) - (2, b, €))|
17l Ve + b2+ c?




m:ax+by+cz+d=0,P=(x1,¥1,21),
A= (X0,Y0,20) €™ < axp+ byy+czy+d =0.

d(P, ) = |”ﬁ'ﬁ\ _ 4 = X0, 51 — Yo,21 — 20) - (&, b, €))|
’ 7] Va2 + b2 +c?
|a(x — %) + b(y1 — yo) + (21 — 20)| _
Va+ b2+ c2




m:ax+by+cz+d=0,P=(x1,¥1,21),
A= (X0,Y0,20) €™ < axp+ byy+czy+d =0.

d(P,7) = H/ﬁ'ﬁ\ _ (¢ —xo0. 1 — ¥0,21 — 20) - (a, b, C)|

Il Va? + b? + c?
_ |alx1 — xo) + b(y1 — yo) + (21 — 20)| _
va?+ b? + c?

_laxy + byy + ¢z — (axo + byo + ¢2p)|
va? + b2 +c?




m:ax+by+cz+d=0,P=(x1,¥1,21),
A= (X0,Y0,20) €™ < axp+ byy+czy+d =0.

d(P,7) = H/ﬁ'ﬁ\ _ (¢ —xo0. 1 — ¥0,21 — 20) - (a, b, C)|

il VR PP
_la(xs — xo) + b(yr — ¥o) + (21 — 20)|
- VBT + & -
_laxy + byy + ¢z — (axo + byo + ¢2p)|
- VEI B+ 2

_ |axi + bys + ¢cz1 + d)]

Y/ -




Distancia entre duas retas

Sejamr: X =A+ \ies: X =B+ uvduas retas.
@ Se r e s sdo concorrentes entdo d(r, s) = 0.
© Se r e ssao paralelas entdo d(r, s) = d(A, s).
© Se r e s sdo reversas entdo existe um Unico plano = que

contém r e é paralelo a s. Este plano contém Ae i AV é
um vetor normal. Entao d(r,s) = d(B,n):

AB- G A V|
[d A V|

d(r,s) =




Distancia entre reta e plano

Sejam r : X = A+ \d uma reta e = um plano.
@ Se r esta contida em 7 entéo d(r,7) = 0.
@ Se r e 7 séo transversais entdo d(r, ) = 0.
© Se r e 7 sdo paralelos entdo d(r,n) = d(A, ).



Distancia entre planos

Sejam « e 7 dois planos.
© Se a e 7 séo transversais entdo d(«, ) = 0.

© Se a e 7 sdo paralelos entdo d(«a, ) = d(A, 7), para
qualquer ponto A € a.
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Angulo entre duas retas

Sejam r e s duas retas com vetores diretores i e v
respectivamente.

(a) Caso r e s paralelas. Entdo o angulo entre r e s é zero.
(b) Caso r e s concorrentes. O angulo entre r e s € 0 menor
angulo formado por elas. Seja # o0 angulo entre r e s.

Entdo 0 < 6 < /2.

<{
<!

!
<
!
<




Sejaaoanguloentre iev.Se0<a<n/2entdlof=ae

u-v
cosf =cosax = ————.
[dlllIv]l o
- u-v
Seg§a<7renta09:7r—ozec059:—cosa:—W.

(c) Caso r e sreversas. Seja s’ uma reta paralelaa s e
concorrente com r. Entao o angulo entre r e s é o angulo
entreres’.

Definigdo: Sejam r e s duas retas com vetores diretores U e v
respectivamente. O angulo # entre r e s € dado por (notacéao
6 =ang(r, s)):

|G- V]

cosf = ———
[aflfiv]]




Angulo entre reta e plano

Sejam r uma reta com vetor diretor G e o um plano com vetor
normal 7.

(a) Caso r paralela a « ou contida em «. Entdo o angulo entre
reaé zero.

(b) Caso r e a transversais. Seja s uma reta perpendicular a «
passando pelo ponto de interse¢ao de r e a (e portanto 77 é
um vetor diretor de s). O angulo entre r e o € 5—ang(r, s).
S
r
D




Seja ¢ =ang(r, s).

Definicdo: Sejam r uma reta com vetor diretor 4 e o um plano
com vetor normal. 77. O angulo 0 entre r e « € dado por
(notagéo 6 =ang(r, )):

<l
S

sinf = -
171

S

OIS sin 6 = sin(5 — ) = cos .



Angulo entre dois planos

Definicao: Sejam a4 e ap dois planos com vetores normais 7j; €
7j» respectivamente. Entdo o angulo 6 entre a4 € a» é dado por:

|71 - 72

cosf) = ——=
1771 1|72
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Definicao: Sejam F; e F, dois pontos distintos, 2¢ a distancia
entre eles e a > ¢ um numero real. Elipse é o lugar geométrico
dos pontos cuja soma das distanciasa F1 e F, é2a. Fi e F
sdo chamados focos.

Equacao Reduzida: Suponha F; = (—c,0) e F, = (c,0). Seja
b? = & — ¢2. A equacéo reduzida da elipse é



Prova

Seja P = (x,y) um ponto da elipse: d(P, F1) + d(P, F2) = 2a

Vo ty24/(x—cpty2=2a

Elevando ao quadrado:

(X+C)2+y2+(X—C)2+y2+2\/(X +c)? +y2\/(x 024y =42

2\/(x+ c)2 +y2\/(x —C)2+y2 =422 —2x> - 2y® —2¢?
Dividindo por 2 e elevando novamente ao quadrado temos
(x+C)2(x—c)+y2(x+C)?+y2(x—c)+y* = (28 —x*—y?—c?)?

(82—02)X2—|-82 27a2(32_02) :>L2+L2—1
y-= 2






Hipérbole

Definicao: Sejam F; e F, dois pontos distintos, 2¢ a distancia
entre eles e a < ¢ um numero real positivo. Hipérbole é o lugar
geométrico dos pontos cujo modulo da diferenca das
distancias a F{ e F> é 2a. F; e F» sao chamados focos.

Equacado Reduzida: Suponha F; = (—c,0) e F, = (c,0). Seja
b? = ¢® — &°. A equacéo reduzida da hipérbole é

X2

2 B2






Parabola

Definicao: Sejam r uma reta e F um ponto néo pertencente a
r. Parabola é o lugar geométrico dos pontos equidistantes de r
e F. F é chamado foco e r é chamada diretriz.

Equacédo Reduzida: Suponhar:x+p=0e F = (p,0). A
equacao reduzida da parabola é

y? = 4px.

Prova: Seja P = (x, y), d(P,r) = d(P, F):

X+pl=\/(x=pP+y2 = (x+p)?=(x-p)7+y"



~n




Secoes conicas




Conica

Definicdo: Uma cénica é o lugar geométrico dos pontos de E?
que satisfazem uma equacao do segundo grau em 2 variaveis:

ax®> + bxy +cy? +dx+ ey +f=0.

Uma cdnica é obtida da interse¢cao de um cone (duplo) com um
plano e pode ser:

© Elipse,

© Circunferéncia,

© Ponto,

Q Vazio,

© Hipérbole,

© Duas retas concorrentes,

@ Parabola

© Duas retas paralelas,

© Uma reta.



@ Tipo Eliptico: b? — 4ac < 0 (1-4).
@ Tipo Hiperbélico: b®> — 4ac > 0 (5,6).
@ Tipo Parabdlico: b®> — 4ac = 0 (7-9).



Reconhecimento de conicas

Definicdo: Uma translagdo é uma mudanca de coordenadas

em E? do tipo:
X=u+h
y=v+k

y v

---- u

ygggg
>




Translacgao e eliminacao dos termos lineares

Dada a cénica:

ax®> +bxy +cy? +dx+ey+f=0
vamos fazer uma translacdo x =u+h, y = v+ k:
a(u+h)?+b(u+h)(v+k)+e(v+k)>+d(u+h)+e(v+k)+f=0

a(u? +2hu + h?) 4 b(uv + ku + hv + hk) + c(v® + 2kv + k?)+
+d(u+h)+e(v+k)+f = au® + buv + cv? + (2ah + bk + d)u+
+(2ck + bh + e)v + ah® + bhk + ck® + dh+ ek + f =0



Queremos encontrar h e k tais que

2ah+bk+d =0
2ck+bh+e=0

Exemplo: Reconhega a conica: 2x2 + 3y? — 8x + 6y — 7 = 0.

22h+0k—-8=0 — 4h-8=0
23k+0.h+6=0 — 6k+6=0

Logo h=2¢e k = —1. A nova equagao é:

2UP+3v24+2.2243.(—1)2-8.246.(—1)-7 = 2u°+3v*-18 = 0






Definicao: Uma rotacao de um angulo # € uma mudanca de
coordenadas em E? do tipo:

X =Ucosf — vsinf
Yy =usinf + vcosf

y




Seja E = (&, 8;) uma base ortonormal de E2 e F = (?1,?2)
uma base obtida da base E através de uma rotacao no sentido
anti-horario de um angulo 6.

Temos f; = ||fy|| cos 6 &; + ||f;|| sin 6 &, = cos 0 & +sinf & e
fr = —sin0§1 +C05952. Se

W= ufj+vh = (ucosf—vsinf)ej+(usinH+Vcosh)r = x81+y6és

entao
X =uUcosf —Vvsinf, y=usinf+ vcosf



rotacao e eliminacao do termo misto

a(ucosf — vsin )2 + b(ucosf — vsin @) (usinf + v cos §)+

+c(usin 6+v cos 0)?+d(u cos §—v sin 0)+e(usin f+Vv cos §)+f = 0
d+buv+cviP+du+ev+f =0

a = acos? 0 + bsinfcosh + csin® 6

b = (c— a)sin 20 + bcos 26

¢ = asin?6 — bsinf cosf + ccos? 6

d = dcosf + esinf

€ = —dsin + ecosf
ff=f




b'=0 = tan 20:31_90 oufd=m/4(a=c)

b
/A
a-c sin 20

Usando sin? o + cos? o = 1 obtemos

1

\/1+ cotg®20

{a’+c’a+c

sin 20 =



Exemplo: Reconheca a conica: 4x% + 3v/3xy + y2 — 1 = 0.
Temos tan 20 = 3v/3/3 = /3. Logo 20 = /3 e sin 20 = /3/2.

a+c=>5
d—dzgﬁgze
V3/2
d=11/2, ¢ =-1/2
1M, 1,
?ufgv_1

que € uma hipérbole.



Exemplo: Reconhega a cénica:
7x% +6xy — y? +28x + 12y +28 = 0.
Translacao:

2ah+ bk +d =0=14h+ 6k + 28
2ck+bh+e=0= -2k +6h-+12

= h = -2, k = 0. Nova equacao depois da translagao:

7U% +6uv — v2 + f' = 0 onde
f'=7(-2)>+6(—2).0-0+28(—2)+12.0+28 = 28-56+28 = 0
= 7U? 4+ 6uv — v2 = 0.



Rotago: tan 26 = -2

4
sinZGZ;isin29:7:f

i+ corg?es NESDOE

o

a—-c= sinb29 =6/(3/5) =10

{a’+c’a+06

= & =8 e ¢’ = —2. Nova equacdo depois da rotagao:
812 —2w? = 0 = 2(2t + w)(2t — w) = 0. Temos duas retas
concorrentes: w = 2te w = —21.






Exemplo: Reconheca a conica:

16x% — 24xy +9y? —38x — 34y +71 =0

Translacao:

2ah+ bk +d=0=32h—-24k -38 = 4h—-3k—-19/4=0
2ck+bh+e=0=18k -24h—-34 = —4h+3k—-17/3=0

Logo o sistema € impossivel. Nao ha translagdo que elimine os
termos lineares.



Rotag&o: tan 29 =L =2
sin20 = —— isinZQ:%Z%
1 +cot9229 1+49/576
{a’+c’a+025
b
/o — _ _ _
d - = = -24/(24/25) = -25

= ad =0ec =25. Temos cos 20 = -7/25 =
cos? § = 1+<gs20 — 9/25 sin? g = 1=cg520 — 16 /25,

d = dcosf + esind = —38.3/5 — 34.4/5 = —250/5 = —50
¢ = —dsinf + ecos = 38.4/5 — 34.3/5 = 50/5 = 10 =

Nova equacéo depois da rotacéo: 25v2 — 50u + 10v + 71 = 0.



Completando o quadrado em v temos

25v2 — 50u + 10v + 71 :25(v2+£v) —50u+71=

2 1 1
2 C N _ Te 1,
25(v- + 5v) 50u+ 71 =25[(v + 5) 5 50u + 71

1 1 7
25(v + 5)2 —50u+ 70 = 25(v + 5)2 —50(u—¢) =0

Escrevendo t = u— £ e w = v + } obtemos: 25w? — 50t =0
ou 2t = w?
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