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1 A integral de Lebesgue: introducgao

Qual a impotancia de estudar este conceito de integragao?

A principal diferenga entre as integrais de Riemann (que vocé ja conhece) e a integral de
Lebesgue é que a nocao de integracao desta tultima leva em consideracao os valores que uma
funcao assume subdividindo sua imagem ao invés de subdividir seu dominio, como fazemos na
integracao de Riemann. Esta diferenca é fundamental para conseguirmos, por exemplo, integrar
funcoes que oscilam demais ou apresentam muitas descontinuidades.

Existem muitas func¢oes que nao sdo Riemann integraveis mas que sao integraveis no sentido
de Lebesgue. E mais, veremos que “quase toda”fungao (talvez todas que tenha integrado até
hoje!) Riemann integrével é Lebesgue integrével.

Para te deixar mais convencido de que precisamos redefinir nosso conceito de integracao
observe o seguinte exemplo de uma fungao do “tipo-Dirichlet”. Seja f : [0,1] — R dada por

0, se x é racional;
flx) = .. .
1, se x é irracional.

Esta fungao nao é Riemann integravel. De fato, se considerarmos qualquer partigao de [0, 1],
o supremo de f em qualquer subdivisao da parti¢do serd 1, enquanto que o infimo serd 0. Desta
maneira, a soma de Riemann superior é 1 e a inferior 0. Logo, a integral de Riemann nao existe.

Por outro lado f é Lebesgue integravel, como veremos. Gostarfamos que esta integral suge-
risse a area sobre o gréafico da funcao. Intuitivamente, sabemos que existem muito, mas muito,
mais nimeros irracionais do que racionais. Assim, olhando para o grafico de f nos basta calcular
a area de um quadrado cujo lado mede 1. Afinal, o subconjunto do dominio onde a funcao vale
zero é muito pequeno (formalmente, tem medida nulal).

Desta maneira fica clara a necessidade de redefinicdo do nosso conceito de integral. Neste
caso, como definir uma integracdo mais poderosa? Por volta de 1900, Henri Lebesgue (um
francés) propos (na verdade, surgiu com a magnifica ideia) subdividir a imagem de um fungao
e nao seu dominio.

Assim, a integral anterior, levando em conta a funcao sé possui os pontos 0 e 1 em sua
imagem, deve ser

1
/0 f(z) dm =0-m(Ag) +1-m(A;),

onde m(Ap), m(A;) representam as “medidas”de Ag e Aj, respectivamente; Ag = [0,1] N Q e
A1 =[0,1]\ Ap. E, intuitivamente, m(Ap) = 0 logo, m(A4;1) =1e fol f(z)dm = 1.

Mas todas as funcbes sdo Lebesgue integraveis, entao? Infelizmente, ou felizmente, nao!
Como veremos, a fungao f(x) = 1/x (que nao é Riemann integrével) nao é Lebesgue integravel
ja que esta integral é infinito.

Além de estendermos a classe de fungoes que podemos integrar, a integral de Lebesgue
unifica os casos continuo e discreto de variaveis aleatérias. Por exemplo, se X tem uma funcao
f densidade de probabilidade, ou seja, uma funcao nao negativa para representar a distribuicao
de probabilidade de uma variavel continua, entao a esperanca de X é

“+oo
E(X) :/ f(x) dz.

No caso discreto,
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se A, = {X = n}, entdo E(X) é exatamente a integral de Lebesgue de X com respeito a medida
P, o que significa que
+00
E(X) = X dP.
—0o0
Convencidos de que a integral de Lebesgue é mais poderosa, em algum sentido, vamos a
ela. Para tanto precisamos desenvolver alguns pré-conceitos: g-algebras, fungoes mensuraveis e

medida.
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2 J-Algebras

Dado um conjunto X nao vazio queremos definir uma familia de subconjuntos de X que sao
“bem comportados”. Isto significa que esta familia é fechada segundo o complemento e unides
enumeraveis.

Definicao 2.1. Uma familia Ax de subconjuntos de X € uma o-dlgebra se
(i) se Ae Ax, entdo A° € Ax;
(ii) se {An}tnen € uma sequéncia em Ax, entdo |J, oy An € Ax.

O par (X, Ax) € chamado espaco mensurdvel e os elementos da familia Ax, conjuntos
mensurdveis.

Observe que combinando os itens (i) e (i) anteriores e a lei de deMorgan, concluimos que
o-dlgebras também sdo fechadas pela intersecdo enumerdvel. Mais ainda, se Ay é o-algebra,
entao ) € Ax e X € Ay, poisse A € Ay temos ) = AN A°e X = AU A€ sao conjuntos
mensuraveis. Para nos familiarizarmos a este conceito vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.2. Dado um conjunto X temos que AL, = {0, X} e A% = P(X) (o conjunto das
partes de X) sao o-algebras.

Exemplo 2.3. Seja X um conjunto nao enumeravel. A familia
Ax :={A C X : A é enumeravel ou A° é enumeravel}

é uma o-dlgebra, chamada a o-algebra dos conjuntos enumeraveis ou coenumeraveis.

De fato, para mostrarmos (i), seja A € Ax, temos duas opgoes, A é enumerdvel ou A° é
enumerdvel. Se A é enumerdvel, entao (A€)¢ é enumeravel, logo A¢ € Ax. Entretanto, caso A°
é enumeravel, note que ((A°)¢)¢ é enumeravel, logo (A°)¢ € Ax. De qualquer maneira A° € Ax.

Ja o item (77), se {Ap}nen é uma sequéncia em Ax, entao | ;- A, € Ax se A, é enumerdvel
para todo n € N, j& que neste caso | J,-; A, é enumerdvel. Se A4, é tal que A7, € enumerdvel,
entao (Up2; An)¢ = (ney AS C AS 6 enumerdvel e portanto, | Jo | A, € Ax.

no

Exemplo 2.4. SejaX um conjunto qualquer. Existe uma tnica o-algebra (a menor delas), Ag¢
que estd contida em qualquer outra que também contiver £, uma familia de subconjuntos de X
pré-fixada.

De fato, consideremos a seguintes colegao

Ye ={A: A é o-dlgebra contendo £},

que, definitivamente, é nao vazia (P(X) € X¢) e definimos

Ae = ﬂ A.

.AEEAE

Note que Ag é nao vazia, pois £ € Ag. Se Ag é uma o-dlgebra tal que se A} é outra com a
propriedade de conter £ e contida em Ag, claramente, satisfaz Ag = Af.
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Neste ltimo exemplo a o-dlgebra Ag é chamada o-dlgebra gerada por £ e nos permite
concluir o lema a seguir.

Lema 2.5. Se & C Ax entdio, A¢ C Ax.

Demonstragao. Sabemos que Ay é uma o-dlgebra que contém £ e Ag é a menor o-algebra
que contém &, portanto, Ag¢ C Ax. [ |

A proxima definicao, o-dlgebra de Borel, serd importante nas nossas discussoes.

Definigao 2.6. Seja (M,d) um espago métrico. A o-dlgebra By gerada pela familia de abertos
de M € chamada o-dlgebra de Borel em M. Seus elementos sGo chamados conjuntos de Borel.

Em particular, quando M = R temos a o-algebra de Borel em R, Bg, gerada por todos os
intervalos abertos. Ela pode ser gerada de varias maneiras diferentes:

Proposicao 2.7. A o-dlgebra de Borel da reta Br é gerada por qualquer um dos segquintes
conjuntos:

(1) o conjunto dos intervalos abertos: &1 = {(a,b): a, bER e a < b};

(ii) o conjunto dos intervalos fechados: & = {la,b]: a, bE R e a < b};
(iii) o conjunto dos intervalos semiabertos: E3 = {(a,b] : a < b} ou & = {[a,b) : a < b};
(iv) o conjunto dos raios abertos: Es = {(a,00) : a € R} ou & = {(—o0,a): a € R};
(v) o conjunto dos raios fechados: E; = {[a,0) : a € R} ou & = {(—00,a] : a € R}.

Demonstragao. Os elementos de & para j # 3,4 sao abertos ou fechados; os elementos de
&3 e &4 sdo intersegdes enumerdveis de abertos (por exemplo, [a,b) = (),cpat(@ — 1,b)). Todos
estes conjuntos sao conjuntos de Borel, logo pelo Lema 2.5, segue que Ag; C Bg. Por outro lado,
todo conjunto aberto em R é uma unidao enumeravel de intervalos, logo novamente pelo Lema
2.5 temos que Bgr C Ag,. Similarmente prova-se que Br C Ag; para j > 2 mostrando que todos

os intervalos abertos estdao em Ag;. Por exemplo, (a,b) C U, enla — Lb+1l]e A, [ |

A partir da o-4lgebra de Borel em R podemos induzir uma o-algebra em R (a reta estendida)
que é chamada, convenientemente, de o-algebra de Borel estendida.

Exemplo 2.8. Relembramos que a reta estendida R é obtida através da adicdo & R de dois ele-
mentos (que NAO sao nidmeros). Assim, R nao é um corpo e é escrito como R = RU{+o00, —oo}.
Para cada conjunto de Borel E € By, sejam suas seguintes versoes estendidas:

Ei=EU{-00}; Ey=EU{+00} e E3=FEU{-00,+00}.

Considere o o
Br = {Ez c1=1,2,3; F € BR}UBR,

esta o-algebra é chamada o-dlgebra de Borel estendida.

Outra forma de construirmos uma o-algebra em determinado conjunto é a seguinte.
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Exemplo 2.9. Seja f: X — R. Definimos
Ax ={fY(E): E € Br},

esta é a o-dlgebra induzida por f. E como consequéncia direta da defini¢do, dado o € R, temos

Ay ={ze X: f(x)>a} e Ax;
By ={reX: f(r) <a}e Ax;
Co={z€X: f(z) >a} € Ax;
D, ={zreX: f(z) <a}e Ax.

Exemplo 2.10. Sejam f: X — Y e Ax uma o-algebra de X. Entao
M={EcY: fTYE) e Ax}

é uma o-dlgebra em Y.

Com efeito, dado £ € M, segue que E C Y e f~1(FE) € Ax. Claramente E€ C Y. Além
disso, como a imagem inversa preserva complementar temos que f~}(E¢) = f~1(F)¢ € Ax por
ser o-algebra. Portanto E°¢ € M.

Agora, dado {E,}3%, C M, entdo f~1(E,) € M, como a imagem inversa preserva uniao
YU EY) = U, £ H(Es) € A, por ser o-lgebra. Portanto |Jo2, E, € M.

E, ainda, podemos induzir uma o-dlgebra num produto cartesiano de conjuntos através da
o-algebra existente em cada componente do produto.

Exemplo 2.11. Sejam (X, Ax,) e (X2, Ay,) dois espacos mensuraveis e X = X; x X5. Con-
sidere a familia

ox = {m H(A): A€ Ax,,i=1,2},

a o-algebra em X gerada por ox é chamada o-dlgebra produto e denotada por ®?:1 Ax,.
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3 Funcgoes mensuraveis

Dada uma funcao f : X — Y, como vimos, podemos construir uma boa familia de sub-
conjuntos em seu dominio (uma o-dlgebra). Contudo se tivermos uma o-algebra previamente
definida em X podemos dizer quando uma funcéo se “comporta bem”diante dela.

Definigao 3.1. Sejam (X, Ax) e (Y, Ay) espacos mensurdveis. Uma funcdio f: X — 'Y € dita
(Ax, Ay )-mensurdvel quando f~1(E) € Ax para todo E € Ay .

A defini¢ao nos diz que uma funcao é mensuravel se a imagem inversa de cada elemento da
o-dlgebra de Y é um elemento da o-algebra de X.

Se (X, Ax) é um espago mensuravel, simplesmente, diremos que uma funcao real f em X é
Ax-mensuravel ou apenas mensurdvel, se tal funcao é (Ax, Bg)-mensurdvel. Em particular, se
f: R — R é (Bg, Br)-mensurdvel chamaremos de Borel mensurével.

Proposicao 3.2. Se Ay ¢é gerado por &, entao f : X =Y € (Ax, Ay)-mensurdvel se, e somente
se, f7Y(E) € Ax para todo E € &.

Demonstragao. Por hipétese f : X — Y é (Ax, Ay )-mensurdvel, assim f~}(E) € Ax para
todo E € Ay, como Ay é gerado por £ segue que £ C Ay, logo f~1(E) € Ax para todo E € &.
Reciprocamente, M = {E C Y : f~}E) € Ax} é uma o-élgebra (ezemplo 2.10), mais ainda
M contém & e portanto contém Ay . [ |

Corolério 3.3. Se X e Y sdo espagos métricos (ou topolégicos) cada f : X — Y continua é
(Bx, By )-mensurdvel.

Demonstragiao. A demonstracio segue do seguinte fato: f é continua se, e somente se, f~(U)
é aberta em X para todo aberto U em Y. O

Desta forma, no caso em que ¥ = R, de acordo com as proposicoes 2.7 e 3.2, uma fungao
f: X — R é mensuravel se para todo a € R

FH(a,00)) ={z € X : f(z) > a} € Ax.

Claramente no exemplo 2.9 f é mensuravel. Na verdade, a o-algebra induzida por f é cons-
9
truida de forma a f ser mensuravel.
Os exemplos abaixo mostram que as fungdes que consideremos “boas”até este momento da
gruaduagao sao, de fato, “boas”.

Exemplo 3.4. Fungoes constantes sao mensuraveis.
Se f: X — R é tal que f(z) = ¢, para algum ¢ € R. Fixe a € R, pela proposicao 3.2, basta
mostrar que f~!((a, 00)) € Ay, note que

0, sea>c
X, sea<ec

f—l((a,oo)) ={zeX: f(z)>a}= {

Portanto, f~1((a, 00)) € Ax, a € R.
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Exemplo 3.5. Funcgoes caracteristicas, de qualquer elemento de uma o-algebra, sao men-
suraveis.

Sejam (X, Ax) um espago mensuravel e E € Ax. A fungao caracteristica de E, yp : X — R,
é dada por

[0, sex&FE,;
XE(x)_{l, sex € FE.

Dado a € R observe que

0, sea>1;
' (a,0) ={z € X xp(x)>a}={ FE, se0<a<l;
X, sea<0.

Em qualquer caso f~!((a,0)) € Ax.

Exemplo 3.6. Um caso particular do exemplo anterior é a fungao de Dirichlet, a qual é Borel
mensuravel, por ser a funcao caracteristica de Q.

Para justificarmos esta afirmacgao basta verificarmos que Q é um conjunto de Borel. De fato,
sendo Q enumeravel basta verificarmos que o conjunto unitdrio formado por um ponto de R é
de Borel. A seguinte igualdade é suficiente para garantir que {a} € B,

@ = <a—i,a—|—i>, acR.

n=1

Exemplo 3.7. Se f: R — R é mondétona, entao f é Borel mensuravel.

Com efeito, suponha f : R — R mondtona crescente. Seja a € R, queremos mostrar que
f~Y((a,00)) € Bg, para isto, basta mostrar que f~1((a,00)) é um intervalo. Dados z,y €
f((a,)) com z < y. Assim, dado z € [r,y] temos que a < f(x) < f(2) entdo z €
fY((a,00)), disto segue que [z,y] C f~((a,00)), ou seja, f~1((a,00)) é um intervalo. Por-
tanto f é mensuravel.

Exemplo 3.8. Se f : X —» Y é (Ax, Ay)-mensurdvel e g : Y — Z é (Ay, Az)-mensurivel,
entdo go f : X = Z é (Ax, Az)-mensuravel.
De fato, por hipétese temos que f e g sao mensuraveis, logo

f~Y(A) € Ax, paratodo Ae Ay e g Y(B) € Ay, para todo B € Ay.

Desta forma, obtemos que f~'(¢~'(B)) € Ax, V B € Az. Portanto gof é (Ax, Az)-mensuravel.

Determinadas combinagoes algébricas de fungoes mensuraveis também sao mensurdveis,
como veremos no seguinte resultado.

Proposicao 3.9. Sejam (X, Ax) um espago mensurdvel, f,g: X — R fungdes mensurdveis e
c € R. Sdo mensurdveis as sequintes funcoes: cf, f-g, f+g e|f|.

Demonstragao. Se ¢ = 0, entdao cf é identicamente nula e, portanto, mensuravel. Caso
contrario, ¢ > 0 ou ¢ < 0. No primeiro caso, temos

Ay ={zeX: (cf)(z)>a}={zeX: f(z)>a/c} €Br, acR.
No caso remanescente temos

As={zeX: (¢f)(z)>a}={re X : f(x)<al/c}, ack



3 FUNCOES MENSURAVEIS 8

Assim, basta verificarmos que {z € X : f(z) < a/c} ={r e X : f(x) > a/c}® € Br, a € R e,
de fato, isso ocorre pois

{reX: f(z ﬂ{xeX f( )>B—i}, B eR.

A fim de mostrarmos que f 4 g é mensuravel utilizaremos o seguinte decomposigao de f + g.
Seja s : R x R — R dada por

s(a,b) :=a+0b, a,beR,
e (f,9): X — R x R dada por

(f,9)(2) = (f(2), 9(z)), zeX.

Desta maneira temos f+ g = so (f,g), onde s é Borel mensurédvel ja que é uma contracao fraca
e, consequentemente, continua. Resta verificarmos que (f,g) é mensuravel. Para tanto observe
que se A € Bg, entdo m; '(A) e m, '(A) sdo elementos geradores arbitrarios da o-dlgebra produto
em RxRe

(f9) " T (A) = F7HA) e (fig) H(my'(4) = g7 (A),

ou seja, (f, g)_l(wjl(A)) € Ax, i = 1,2, pois f e ¢g sao mensuraveis. Portanto, f + g é Ax-
mensuravel.

De maneira andloga mostra-se que f - g também é Ax-mensuravel. Finalmente, mostrar que
|f| é Ax-mensuravel fica a cargo do leitor. :-) [ |
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4 Medidas

O conceito de medida a ser desenvolvido aqui pode, de certa forma, ser visto como uma
generalizacao do nosso conceito de comprimento area, volume, etc., como veremos a seguir.

Definicao 4.1. Seja (X, Ax) um espago mensurdvel. Uma medida em (X, Ax) é uma fungao
o Ax — [0, 400] tal que:

(i) p@®) =0

(ii) Se {An}nen € uma sequéncia em Ax, cujos elementos sio dois a dois disjuntos, entao
o o
2 (U An) = ZIU‘(ATL)
n=1 n=1

Se p é uma medida em (X, Ax), entao (X, Ax, u) é chamado espago de medida.
Veja trés definigoes sobre medida.

(i) Se u(X) < oo dizemos que a medida ¢ finita.
(i) Se X =J,2;A4,, noqual A, € Ax e u(Ay) < oo, n € N, dizemos que a medida é o-finita.

(ii) Se paracada A € Ax com pu(A) = oo tal que existe F' € Ax com FFC Ae 0 < u(F) < oo,
dizemos que a medida é semifinita.

Proposigao 4.2. Toda medida finita € o-finita.

Demonstragao. Dado A € Ax podemos decompor X da seguinte maneira: X = AU A e
como u(X) = p(AU A°) = p(A) + u(A°) < oo temos que p(A) < oo e u(A°) < oo. [ |

Proposigao 4.3. Toda medida o-finita é semifinita.

Demonstragao. Suponha (X, Ax, p) um espago de medida e p é o-finito. Se p é finito, entao
¢é semifinito por vacuidade.

Agora, suponha que exista A € Ay com p(A) = oco. Como u é o-finito, existe uma colec¢ao
{Xn}neny C Ax com X = Xn e u(Xy) < oo para todo n. Entao

nenat

o0

00 = p(A) = (AN X) = pu(| J(AN X)) <> (AN X,)
neN n=0

logo, >0 (AN X,) = .
Em particular, existe & > 1 tal que u(AN X,) > 0. Assim,

0 < p(ANXg) < p(Xk) < oo,

entdo A N X é um subconjunto mensurdavel de A com medida finita positiva. Por isso, u é
semifinita. ]
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Exemplo 4.4. Sejam X um conjunto ndo enumeravel e Ax a o-algebra
Ax :={AC X : A é enumeravel ou A° é enumeravel}.
A fungao p : Ax — [0,+00] dada por

(A) = 0, se A é enumerdvel;
)= 1, se A° é enumeravel.

¢ uma medida.

Exemplo 4.5. Sejam X um conjunto nao vazio, p € X, Ax = P(X)e f: X — [0,+¢] a
funcao
1, sex=up;

f(:n):{ 0, sex #p.
Neste caso p: Ax — [0, +00] dada por

w(E) =3 flx)

zelR
¢ uma medida chamada por ponto de massa ou medida de Dirac.

Exemplo 4.6. Considere o espaco mensuréavel (R, Br). Mostraremos que existe uma medida g,
chamada medida de Lebesgue, definida em Br cuja medida de intervalos limitados é dada pela
diferenca entre o supremo e o infimo deste intervalo, ou seja,

1((a,b)) =b—a.

Propriedades atreladas as relagoes entre conjuntos em nogoes de comprimento, area, volume,
etc., continuam validas aqui como podemos ver na seguinte proposicao.

Proposigao 4.7. Seja (X, Ax,p) um espaco de medida.
(i) SeE,FeAx e ECF, entio u(E) < p(F). Adicionalmente, se u(E) < oo, entdo
pW(E\ E) = p(F) — p(E).
(ii) (Subaditividade) Se {An}n € uma familia enumerdvel de elementos de Ax, entao
n=1 n=1

(iii) (Semicontinuidade inferior) Seja { Ey}n uma familia enumerdvel de elementos de Ax tal
que By, C Epy1, n € N. Tem-se

oo
p (U E) = g, #(En)-
n=1

(iv) (Semicontinuidade superior) Seja {Ey}n uma familia enumerdvel de elementos de Ax tal
que Eny1 C Ep,n €N e p(FEp) < co. Tem-se

z (ﬂ E) = lim p(Enp).

n=1
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Demonstragao.
(i) SeECF,entaio F=EUF —FEe EN(F—E)=0. Segue que
w(F) = p(E) + p(F — E) > p(E).
Agora, se u(F) < oo, entao u(F) — u(E) = u(F — E).
(ii) Seja {E,}, uma sequéncia em Ay.
Defina Fy = Ey, Fy = E> N EY (observe que F1 U Fy = Ey U E») e
F,=E,n (U'E,)", n>2.
Desta maneira, {F},}, ¢ uma familia de conjuntos disjuntos | J,,cyy Frn = U, ery En- Assim,

o (U En) = p (U Fn> = gM(Fn) < gu(En)

neN neN

pois para cada n € nat, F,, C E,.
(iii) Chame Ey = () temos

o
p(UpiEn) = w(UpZiEp — Eya) E:ME —E, 1)
n=1

J
= Jlggo Z p(En — Ep—1) = jlggo Uy En)

= lim p(Ej).
j—00

(iv) Seja Fj = Ey — Ej, j € N. Dai, Ey D E2 D ... D E, D ... Por hiptese F; C Fji1, j €N,

assim
o o oo
UFE=UE -E)=E-)E;.
j=1 j=1 j=1
Pelo item anterior

lim p(Fj) = p(U52, F;) = p(Er — NG21Ej) = p(Er) — p(N52, Ej).

]—>OO
Agora, p(Fj) = p(Ey) — p(Ej) e como p(E;) < oo. Por isso,
p(Er) — lim pu(Ej) = p(Er) — p(M7Z0 )

implica lim; o0 pu(Ej) = u(N52, Ej). |
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A primeira propriedade da proposigdo anterior nos garante que se (X, Ax, i) é um espago
de medida e F € Ax é tal que u(F) = 0, entao todo F' C E, com F € Ax, tem medida nula.
Contudo, pode acontecer de F' ¢ Ax e para nos restringirmos aos casos onde isso nao ocorre
diremos que p é uma medida completa.

Definicao 4.8. Uma medida cujo dominio contém todos os subconjuntos dos conjuntos de me-
dida nula € chamada medida completa.

Mesmo que estejamos manipulando um espaco de medida cuja a medida nao seja completa
podemos estendé-la de maneira conveniente a um medida completa como na seguinte proposigao.

Proposigao 4.9. Seja (X, Ax,p) um espaco de medida. Existe uma o-dlgebra Ax contendo
Ax e uma unica extensdo @i da medida p que € uma medida completa sobre Ax.

Demonstragao. Seja N ={A € Ay : u(A) =0} e defina
Ax ={EUF: E€ Ax e F C A para algum A € N'}.

Claramente, Ay C Ax e Ax é uma o-agebra, pois dado E U F € Ax, podemos escrever
F C N para N € Ax e assumir que ENN = (). Pois EUF = FEU(F-E)e F-FE C N-FE € Ax.
Assim,

EUF = (EUN)N(N°UF)
= [(FUN)NNU[(EUN)NF]
= (ENN°UF.

Logo, (FUF)¢=(EUN)“U(N¢U F)¢, portanto EU F € Ax.

Fechada por unido enumeravel.
Seja (Ep U Fy)nen C Ax, entao E, € Ax e F,, C A, € N, para todo n € N, assim

U@®.uF) =] E.ulF,

neN neN neN

note que U, en B € Upen An = A € N Portanto |J,,cn(En U Fy,) € Ax.
Definimos fi(E U F) = u(E), EUF € Ax.

Tt estd bem definida.
Se E1 U Fy = Eo U Fy, entao F; C Ny e Fo C No. Logo, By C EoUNy e E5 C E1UN; e

n(Er) < p(E2) e p(E2) < p(En).
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4.1 Medida exterior e o Teorema de Carathéodory
Defini¢ao 4.10. Seja X # 0. Uma medida exterior é uma funcao p* : P(X) — [0, +0o0]
satisfazendo:

(1) p(0)=0;

(ii) Se E C F, entao pu*(E) < p*(F);

(iii) Se {A,}nen € familia enumerdvel em P(X), entdo
p <U An> <> (An
n=1 n=1

A nocao de medida exterior é uma generalizaca de ideia que temos, por exemplo, de apro-
ximagao da drea de determinada regiao no plano por retangulos que cobrem tal regidao. O seguinte
resultado nos permite formalizar tal ideia.

Proposicao 4.11. Sejam A C P(X) e p : A — [0,+00] tais que 0, X € A e p(0) = 0. A
fungao p* : P(X) — [0,4+00] definida por

o oo
=infq > p(Ej): AC|JEj e Eje A jENy,
— i1
é uma medida exterior.

Demonstragao. Seja X € A, para qualquer A C X existe {E;}72, C A tal que

Ac|JE, (Bj=X, VjeN)
JEN
Fazendo, para cada j € N, E; = (), temos que p*(#) = 0. Além disso, u*(A) < p*(B) para
A C B, pois o conjunto do infimo da definicdo de p*(A) contém o conjunto da definigao de
1 (B).
Se {4; }""1 C P(X) e e > 0 para cada j existe {Ef}i"zl C A tal que A; C Upo, Ef e

Shey p(ES) < pr(Aj) +e-277,
Todav1a temos que

UACUEke ZpEk SZ]:

J:k=1 Jik

Concluimos que

U4 <D w4y +e
j=1

Pela arbitrariedade do ¢, concluimos o desejado. |

Esta nocao nos permite definir p*- mensurabilidade cuja ideia fundamental é nos restringir
a conjuntos cuja medida exterior coincide com “medida exterior”, processo semelhante ao uti-
lizado na proposicao anterior, para definir uma medida em potencial a determinado conjunto
por meio de aproximacoes exteriores, aproximando a medida de um conjunto por medidas de
conjuntos interiores a ele.
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Definicao 4.12. Seja u* € uma medida exterior sobre um conjunto X. Um subconjunto A de
X € u*-mensurdvel se

WHE) = (ENA) +p*(ENAY), ECX.

A partir dos conjuntos p*-mensuraveis podemos definir uma o-algebra onde a restricao da
medida exterior é uma medida completa. Este é o conteido do seguinte resultado, em algumas
referéncias, chamado de Teorema de Carathéodory.

Teorema 4.13. (Teorema de Carathéodory). Se p* uma medida exterior sobre um conjunto
X, entao a cole¢cao A dos conjuntos p*-mensurdveis é uma o-dlgebra e p*|4 € uma medida
completa.

Demonstragao. Dado A como no enunciado, vamos provar que é uma o-algebra. Primeira-
mente, A nao é vazio pois () é p*-mensuravel. Como a defini¢ao de conjuntos p*-mensuraveis é
simétrica em relacio a substituir A por A€, temos que A é fechado pelo complementar. Por fim,
dados A,Be€ Ae F C X, temos

p(E)

pr(ENA)+p (EnA°

L (ENANB)+p* (ENA°NB)

L (ENANBS) +p*(ENA°N B°)
p(EN(AUB)) +p*(EN (AU B)°),

v +

o que implica que AU B é p*-mensurdavel. A iltima desigualdade no desenvolvimento acima
segue do fato que EN(AUB)=(ENA)U(ENB)e

ENA=(ENANB)U(ENANB°),
ENB=(ENA°NB)U(ENANB°),

de modo que
EN(AUB)C(ENANB)U(ENANBY)U(ENA°NB),
logo
p(EN(AUB)) <p(ENANB)+u (ENA°NB)+ p*(ENAN B,

e do fato que EN(AUB)¢ = ENA°N B¢. Para provar que A é uma o-dlgebra, lembramos que ja
sabemos que A é uma dlgebra, basta considerar unides enumeréveis disjuntas. Seja {A;};eny C A
uma sequéncia enumerdvel disjunta e denote B,, = |J;; A; ¢ B = [J;2, A;; note que como A é
uma algebra, temos que cada B, € A. Para todo F C X temos

WHENB,) = p (ENByN Ap) + p*(EN By N AS) = p*(EN Ayp) + 1 (BN Bp_y),

agora, por indugao,
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Dai,
n
p*(E) = p*(EN By) + p*(EN BS) Z (ENA;) + p*(EnB°).
Fazendo n — oo, segue que

pi(E) > Z“ (ENA;) +p*(ENB°) > (U ENA) >+u*(EﬂBC)

=1

= =
].Ogo l li_] ArL € ./4

Além disso, queremos provar que i*| 4 ¢ uma medida completa.
Seja {A;}ien C A uma sequéncia enumerdvel disjunta como no argumento anterior. Na
dltima sequéncia de desigualdade, como

i (ENA) +,LL*(EOBC)ZM*<EH<DAZ~>)Z,u*(E)
P i=1

segue que todas as desigualdades sao igualdades. Em particular,

w(B) =S ut(ENA) + (B BE).
=1

Tomando E = |J;2, Ai, segue que

oo o0
7 (a) = Sw
i=1 i=1
portanto p* é uma mediada. Para verificar que ela é completa, seja pu*(A) = 0. Para qualquer
E C X temos
WH(E) < p*(E N A) + p*(E N A9) = u* (BN A°) < i (E),

de modo que A € A.

4.2 A medida de Lebesgue

Seja A a colecao dos intervalos abertos e limitados da reta e tal que (), R € A. Considere a
funcao “comprimento” ¢: A — [0, +oo] definida por ¢(f)) =0 e dado I € A

se I nao é limitado;

Q3
(1) = { supl —infI; se I é limitado.

Neste caso, construindo m* : P(R) — [0, +00] como na Proposigao 4.11, ou seja,

=inf Y ((I;): Ac|JIje ;€A jeNy,

J=1

entao m* é a medida exterior de Lebesgue.



4 MEDIDAS 16

Definicao 4.14. A restricio da medida exterior de Lebesgue a o-dlgebra dos conjuntos m™-
mensurdveis ¢ chamada medida de Lebesgue.

Definigao 4.15. A o-dlgebra dos conjuntos m*-mensurdveis (como na construgao do Teorema
de Carathéodory) é chamada de o-dlgebra de Lebesgue.

A medida de Lebesgue goza de diversas propriedades discutidas a seguir. A partir de agora
quando fizermos referéncia a conjuntos que estao na o-algebra de Lebesgue diremos, simple-
mente, conjuntos mensuraveis.

1- Todo intervalo é mensuravel e, portanto, a medida de Lesbesgue deles coincide com seu
comprimento.

Para justificar esta afirmagao basta
2- Qualquer conjunto enumeravel tem medida nula.
3- A o-dlgebra de Lebesgue contém a o-dlgebra de Borel.
4- A translagdo de um conjunto mensuravel é mensurdvel.

A proxima propriedade a ser explorada depende do seguinte conceito.

Definicao 4.16. Dado um conjunto A mensurdvel, dizemos que determinada propriedade vale
quase sempre ou para quase todo ponto (q.t.p.) em A se tal propriedade vale para todo
x € A exceto, possivelmente, em um subconjunto Ay de A tal que m(Ap) = 0.

A Propriedade 5, a seguir, é também conhecida como Lema de Borel-Cantelli que em Teoria
de Probabilidades é um resultado acerca de sequéncia de eventos. De acordo com a Wikipédia
(eu ndo me responsabilizo por isso) “Se {E,}, é uma sequéncia de eventos independentes cuja
a soma de probabilidades diverge do infinito, entao a probabilidade de que infinitamente muitos
deles ocorram é 1”. Formalmente, o resultado diz o seguinte.

5- Seja {Ep}, uma colecdo enumerdvel de conjuntos mensurdveis. Se > . 2, m(E,) < oo,
entdo todo ponto de R pertence a um nimero finito de elementos da familia {E,, },, quase
sempre.

Como veremos nem todo subconjunto da reta é mensurdavel mas os que s@o mensuraveis
podem ser “aproximados” por determinadas classes de conjuntos que sao definidas a seguir.

Definicao 4.17. Um subconjunto de niumeros reais € um Gs - conjunto se ele € a intersecdo
de uma cole¢do enumerdvel de conjuntos abertos. E dizemos que um subconjunto de niumeros
reais ¢ um F, - conjunto se ele € a unido enumerdvel de conjuntos fechados.
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Observe que estas classes de subconjuntos da reta sao, claramente, de conjuntos mensuraveis.
Além disso, todo conjunto aberto é um Gy - conjunto enquanto que todo conjunto fechado é um
F, - conjunto. Desta maneira, conjuntos unitarios, também, sao G - conjuntos e o complementar
de um Gy - conjunto (pelas leis de De Morgan) é F,, - conjunto.

Exemplo 4.18. O conjunto dos niimeros irracionais é um Gg-conjunto e o dos racionais Q nao
é.

De fato, se I denota o conjunto dos nimeros irracionais, entdo podemos escrevé-lo como a
seguinte intersecao enumeravel de abertos

I=({a}"
q€Q

Agora, se Q fosse um Ggs-conjunto, entdo poderiamos escrevé-lo como a intersecdo de uma
familia enumeravel, digamos {4, },, de abertos da reta. Consideremos uma enumeracao {gn }n
de Q. Como Q =, 4n C Ay, C R, m € N, vemos que A,,, e consequentemente A, \ {¢n} é
denso em R e, adicionalmente,

M 40\ {a} = 0.

neN
Assim, chegariamos a um absurdo uma vez que tal afirmativa contraria o Teorema de Categoria
de Baire que, em particular, diz que todo espago métrico completo é um espaco de Baire, ou
seja, toda colecao enumeravel de abertos que sao denso tem intersecao densa.

Os G5 e F,-conjuntos nos dao uma caracterizacao de mensurabilidade na reta, como se segue.
Os dois primeiros itens sao conhecidos como aprozimacdao exterior por abertos e Gg-conjuntos,
respectivamente. Enquanto que os dois tltimos como aprorimacgdo interior por fechados e F,-
conjuntos, respectivamente.

Proposicao 4.19. Seja E um subconjunto de nimeros reais. As sequintes afirmacdes sao equi-
valentes a mensurabilidade de E:

(i) Dado € > 0 existe um subconjunto aberto O contendo E tal que

m*(E°NO) < ¢

(ii) Eziste um Gg-conjunto G contendo E tal que
m*(E°NQG) = 0;

(iii) Dado € > 0 eziste um subconjunto fechado F contido em E tal que
m* (ENF) < ¢

(iv) Existe um F,-conjunto F' contido em E tal que
m*(ENF) =0.

O proximo resultado nos diz que conjuntosmensuraveis sao “aproximadamente” unioes dis-
juntas de intervalos abertos. Formalmente, isto significa o seguinte.

Teorema 4.20. Seja E um conjunto mensurdvel com m(E) < oo. Dado € > 0 existe uma
colegcao {I}}_, de intervalos abertos e disjuntos tais que

m (O°NE)+m*(E°NO) <e onde O=U}_I.
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4.3 Conjuntos nao-mensuraveis

Sabemos que a medida de Lebesgue é completa, portanto todo subconjunto de um conjunto
de medida nula serd mensurdvel. Desta maneira, nossa busca por exemplos de conjuntos nao
mensuraveis deve, necessariamente, acontecer em subconjuntos da reta que tenham a medida
exterior de Lebesgue positiva. E isto é contetido do préximo resultado.

Teorema 4.21. Qualquer conjunto de niumeros reais tendo medida exterior de Lebesque positiva
contém um subconjunto que ndo ¢ mensurdvel.

Demonstragao. Seja E C R tal que m*(F) > 0. Sem perda de generalidade podemos supor
que E é limitado.

O subconjunto de F ndo mensurdvel serd construido via a seguinte relacao de equivaléncia
em E: x ~ y se, e somente se, x —y € Q. Tal relacao gera uma decomposicao em subconjuntos
disjuntos de F via as classes de equivalécia do quociente E/ ~. Definimos Cg o subconjunto
de E formado por um representante de classe de cada elemento de F/ ~ (que é absolutamente
possivel pelo Axioma da Escolha). Este conjunto C'r é um subconjunto de E nao mensurdvel,
como mostraremos a seguir.

Exercicio 4.22. Todo conjunto de medida zero é enumeravel?
Proposicao 4.23. O conjunto de Cantor, C é nao enumerdvel de medida zero.

Demonstragao. O conjunto de Cantor C' é dado pela intersecao enumeravel

C=()ooCn

n=1

onde C), é a uniao de 2" intervalos fechados disjuntos de comprimento 3% (fazer paran =1,2 e
3) tal que Cp41 C Cyp, n € N.

Observe que C é fechado (intersecdo de fechados), mensuravel e m(C) < m(Cy) = (3)", n €
N

e portanto, m(C) = 0.

Mostremos que C' nao é enumeravel.

Suponhamos que seja e consideremos c¢,,, uma enumeracao de seus elementos.

Temos c¢; € C = [0, %] U [%, 1] . Seja F1, o intervalo fechado que nao contém c;j.

Agora, F| é uma unido disjunta de dois fechados e um deles nao contém co seja Fh este
fechado.

Novamente, F5 é a unido disjunta de intervalos fechados e um deles nao contém c3 seja este
fechado F3 e sucessivamente, obtemos uma familia de fechados {F}, }, tal que F,,41 C F,, n € N
e F, CCy, n€Ncomc, €F,.

Pela propriedade da intersecao finita,

() Fn #0.
n=1

Seja x € (0, C C e x = cp, para algum ny € nat. Assim ¢,, € F,,, o que é uma
contradicgao.

Exercicio 4.24. Todo conjunto mensuravel é de Borel?



4 MEDIDAS 19

Para respondermos a questao usaremos a fun¢do de Cantor-Lebesgue, definida a seguir.

Uma fungao continua, crescente definida em [0, 1] cuja derivada existe e é zero quase sempre.

Para cada k € N seja Oy, tal que Cy, = Of, N [0,1], onde Oy, é a uniao dos 2% — 1 intervalos
removidos durante os k estagios no processo de Cantor. Temos Oy C Ogy1 €

C=0°N][0,1], onde O = U
k=1

1- Paracadak, gp]ok crescentebem cada intervalo dos 2 —1 que compde Oy, sendo
respectivamente.

2ky 9ky 0

2- :]0,1] = R dada por ¢(0) =0 e p(z) =sup{p(t): te ON[0,z)}, x € C —{0}.
Note que (1) = 1.

Proposicao 4.25. A funcdo de Cantor-Lebesgue € crescente, continua, mapeia [0,1] em [0, 1]
e é deriwdvel em O.

Demonstragao.
(i) ¢ é crescente em O;
(ii) Por continuidade sua estensao serd crescente;
(ili) Mostremos que ¢ é continua em C' — {0,1}.

Dado zg & Oy e xg esta entre dois interalos que formam Oy, sejam ay e by os limites superior
e inferior destes intervalos.

Temos ay, < 2o < by e (b)) — plag) = =

5% bara k suficientemente grande temos,

lim ¢(t) = ¢(o).

t—xo

Como exemplo de uma aplicacao da teoria, sugerimos que leia o artigo [3], incluimos um
breve apéndice, descrevendo os estudos sobre tal artigo.

Proposigao 4.26. A funcgdio ¢ : [0,1] — [0,2] dada por ¢(x) = p(z) +x, x € [0,1] (¢ fun¢ao
de Cantor) é estritamente crescente, continua e

(i) ¥(C) é mensurdvel com medida positiva;
(i) eziste m C C mensurdvel tal que p(m) é nao mensurdvel.

Demonstragao. Observe que se O = C°N [0, 1], entao [0,1] = O U C (disjunta). Como 9 é
injetora e ¥ (0) = 0, ¥(1) = 2 temos [0,2] = (0) U (C).

Ainda, como 1 possui inversa continua, 1 é uma aplicagdo aberta e fechada, portanto 1 (0)
é aberto e 1(C) é fechado, ambos mensuréveis.

Mostremos que m((C)) = 1. Para tanto, mostraremos que m(¢(0)) = 1.

Seja {I,}n a colecao de intervalos abertos e limitados retirados no processo de Cantor cuja
uniao é O.

1 l 2k—1
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Temos que para cada n € N, ¢|;, = ¢, é constante. Assim, ¢¥(I,) = I, + ¢cp, n € Ne
l(W(I,)) = U(I,) e a familia {¢(I,)}, é disjunta. Logo,

m(¥(0)) =D 1(@(In) =D 1(In) = m(0) = 1.

Para mostrarmos (ii) observe que por 1(C') ter medida positiva, o Teorema de Vitali ga-
rante a existéncia de M C 1(C) nido mensurdvel. Contudo ¢~'(M) C C que é mensuravel e

by~ H(M)) = M. u
Corolario 4.27. Existe um subconjunto que é mensurdvel, mas que ndo é Borel mensurdvel.

Seja N = ¢~1(m) que é mensuravel. Se N fosse um conjunto de Borel, entdo ¢(N) = M
também o seria e portanto, mensuravel.

Isto ocorre porque funcgoes estritamente crescentes, continuas, definidas em intervalos levam
conjuntos de Borel em Conjuntos de Borel.

De fato, se f é estritamente crescente e continua implica em f~! continua, consequentemente
B Borel, entao F(B) Borel.

Observe que {B : f(B) é Borel} é uma o-algebra contendo a o-algebra de Borel. Se B é
aberto, B = f(f~(B)) é Borel.

Quando definimos mensurabilidade no caso geral e nos restringimos a reta, mudamos suave-
mente a definicdo de mensurabilidade para excluirmos casos “inéspitos”. Pois com a defini¢do
geral, por exemplo, temos casos de composigao de fungoes boas e que nao sao mensuraveis.

Exemplo 4.28. Seja ¢ : [0,1] — [0, 2] dada por ¢(x) = ¢(x)+ x, onde ¢ é a fungao de Cantor.
Sabemos que existe M C C (conjunto de Cantor) mensuravel (que nao é Borel mensurdvel) tal
que (M) & L.

Consideremos ¢! : [0,2] — [0,1], a qual é continua e X : [0,1] — [0,1] a fun¢do carac-
teristica de M que é Lebesgue Lg-mensuravel.

Agora, Xy o1~ :[0,2] — [0,1] é tal que

(Karov )7 ((3:00)) = (X" ((3.0)))
= Y(M) & Lr.
Portanto, Xys o ¥~ ndo é Lr-mensuravel.

A partir de agora, quando nos referirmos a mensurabilidade de fungées queremos dizer Lg-
mensurabilidade. Ou seja, f : R — R é mensuravel se

f ' ((a,)) € Lr,a € R.

E para fungoes definidas num subconjunto da reta X C R, claramente f~'(R) = X € Lp.
Andlogo para a reta estendida, como ja vimos.

Proposigao 4.29. Uma funcdo definida num subconjunto da reta mensurdvel € mensurdvel se,
e somente se, f~1(A) é mensurdvel para todo aberto A C R.

Demonstragiao. Seja M € Lre f: M — R. Se f~1(A) € Lg para todo aberto A C R, entdo
dado a € R, f~!((a,0)) € Lg e f é mensuravel. Reciprocmente, assuma f mensurdvel e A C R
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um aberto. Podemos escrever A como a uniao enumeravel de intervalos abertos e disjuntos, ou
seja,

A= U I,,, onde I, = (ap,b,), n € N.

n=1
Assim, para cada n, I, = (—00,b,) N (an,o0) e
FTHA) = fFHUL ) = Uy (1 (=00, b,) N f ! (an, 00))
e portanto, f~1(A) € Lg. [ |

Proposigao 4.30. Seja f : M — R mensurdvel. Se g = f em quase todo ponto, entdo g €
mensurdvel.

Demonstracao. Seja A={x € M : f(z)# g(x)} temos que m(A) =0 e dado a € R
g H(,o0)) ={z € A: glz)>a}U{z e M: f(z)>a}n(Mn A°).

Como {r € A: g(x) > a} C A ele é mensuravel, e g~!((a, 00)) é mensurdvel, de onde segue a
mensurabilidade de g. |

Definicao 4.31. Uma sequéncia de fungoes { fn}n com dominio X C R converge para f : X — R
em quase todo ponto se f, — f pontualmente em X, exceto (possivelmente) num subconjunto
de X de medida nula, ou seja, fn(x) — f(x), x € X N A°, onde A € Lr e m(A) =0.

Proposicao 4.32. Seja {f,}n uma sequéncia de fun¢ées mensurdveis definida em X conver-
gindo para f: X — R em quase todo ponto. Neste caso, f é mensurdvel.

Demonstracao. Seja A C X tal que f,(x) — f(x), z € XN A e m(A) =0. Sabemos que f é
mensuravel em X se, e somente se, é mensurdavel em X N A°. Entao, sem perda de generalidade
podemos assumir que f,, — f pontualmente em todo X.

Agora dado a € R verifiquemos que

Ay ={reX: f(z)<c}
é mensuravel. Observe que dados n e j € N,

Al ={zeX: filz)<c—1

n
é mensuravel. Logo para todo k € N ﬂ;’;k Al é mensurdel.

Consequentemente, [y, (ﬂ;’ik Ai,,) é mensuréavel.

Observe que esta unidao é {z € X : f(z) < c}.

De fato, se z € Uyp,—; (ﬂjoik A%) entdo existem k e n tal que fj(z) < c—2L, j > k. Fazendo

j — 0o, temos f(z) <c— 1 <e.
Se x € A,, entao dado n € N, suficientemente grande, existe k, tal que f;(z) < c— %, 7 > kn,
logo

o0
T € m Al
J=kn
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5 Integracao de Lebesgue

Este conceito de integracao é definido via fungoes simples e para tanto precisamos definir
este conceito.

Definicao 5.1. Uma funcio ¢ : X — R, X mensurdvel, é simples se sua imagem € uma con-
junto finito e p € mensurdvel.

Exemplo 5.2. Toda fungdo caracteristica de um mensurdvel é uma fungao simples (xr =
L.xr + 0.xR)-

Exemplo 5.3. Uma funcao é simples se, e somente se, é combinacao linear de fungdes carac-
teristicas de conjuntos mensuraveis.

Sejam F1, Es, ..., E, € Lg e ¢1,ca,...,¢, € R, entdo ¢ : R — R dada por
n
p(x) = Zci XE; (2),
i=1

claramente tem a imagem como um conjunto finito. Reciprocamente, seja {ci,ca,...,cp} =
Im(p), entdo E; = {zr € X : ¢(z) = ¢;} é mensurdvel e p(z) = > "' | ¢ XE;-

Teorema 5.4. (Aproximagao por fungoes simples). Seja f : E — R com E mensurdvel. Entao,
f € mensurdvel se, e somente se, existe uma sequéncia de funcoes simples em E convergindo
pontualmente para f.

Demonstracao. Dada qualquer f : F — R podemos decompor f como f = fi — f_, onde
f+(x) = sup{f(2), 0} e f_(x) =sup{—f(x), 0}, z € E. Ainda |f| = fy + f_, assim f* = LI
e [T = \flef Assim, f é mensurdvel se, e somente se, fi e f_ o sdo.

Logo, sem perda de generalidade podemos assumir f ndo negativa. Basta verificarmos que se
f é mensuravel existe uma sequéncia de fungoes simples conergindo para ela. Para cada n € N
considere k = 0,1,...,n2" — 1 e a cole¢cdo de conjuntos mensuraveis

Er={zeE: k27" < f(z) < (k+1)27"}

Epon ={z € E: f(x)>n}.

n
Para cada n, a familia {EP}72 é disjunta e ¢, (z) = Z};‘ZE) k27"xpp ¢ mensurdvel tal que
0 < f(xz) — pn(x) < 27™. De onde segue o resultado. [ |
Definimos o conceito de integracao via a integral de fungoes simples, para tanto definimos a
integral de uma funcao simples nao negativa

por

Se A € Lg (é mensurdvel), entao definimos [, ¢ dm = [ ¢.x4 dm, sendo ¢.xa = Z;L:1 aj XE;nA-



5 INTEGRACAO DE LEBESGUE

Exemplo 5.5. A funcao de Dirichlet (que ndao é Riemann integrével)

|1, sexeQ,
XQ(:B)_{ 0, sex &Q.

Claramente, [ xg dm =m(Q) = 0.
Proposigao 5.6. Sejam ¢ e Y fungdes simples, ndo negativas.
(i) Sec>0, entio [cp dm=c [ dm;
G) [(p+) dm = [ dm-+ [ dm;
(iii) Se ¢ <, entio [ dm < [ dm;
(iv) p:Lr — [0,00] dada por p(A) = [, dm é uma medida em Lg.
Demonstragao.

(i) Segue diretamente da definigao.

(ii) Suponha ¢ e 1) dadas por (representacao canonica)

n m
0 =D axm e v =3 bF;.
P= =

Para cada j € {1,2,...,n} escrevemos

m
Ej=JENF);j=12..n

€
n
Fi=JEBNE);j=1,2,..,m
k=1
assim,
n m
[e+ [v = SamE)+> bulr)
j=1 k=1

- i@(iu(EjQE—k)—i-Zbk Z (Fr N Ey)
— st

7=1
= > (aj + b)u(E; N Fy).

7=1 k=1

Por outro lado, [+ [+ =370, 374 (aj + be)pu(E;j N Fy) pois

o+ => > (aj+bk)xEnm)

j=1 k=1

23
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(iii) Se ¢ <9, entao aj < by sempre que E; N Ey, # (), logo

n m

/@ZZZajM(EjﬂEk)SZZBkM(EjﬂEk)Z/w

j=1k=1 j=1k=1

(iv) Se {4;}$°, é uma sequéncia disjunta

/Agodm = /SOXA dm:Zaju(EjﬂA)

=1
o0

= ZzajM(Eiji):;/Aiso.

i=1 j=1

/godmz/go;wdmz()
¢

Definicao 5.7. Escrevemos LT para a colegio de funcoes mensurdveis e nao negativas. A
integral de f € L™ € dada por

/f dm:sup{/cp dm : 0 < ¢ < f,p simples}.

Se f é simples, a proposigao anterior garante que [ f dm coincide com a definigao inicial. Se

m € Lr, entao
/ fdm:/fxm dm.

Proposicao 5.8. Sejam f, g€ L e a, > 0.
(i) [f+gdm=[fdn+ [gdm;

(i) [ef dm=c[f dm;

(iii) Se f <g, entdo [ f dm < [ g dm;

/Efde/Ffdm-

Demonstragao. Note que (ii) segue diretamente da definicdo de integragao. Ja (iv), basta
observarmos que f - xg < f-xF e de (iii) segue o resultado. Para demonstrarmos (i) e (i7)
fazemos uso do seguinte resultado a respeito de convergeéncia. |

(iv) SeE, FeLgr eECF, entao

Teorema 5.9. (Teorema da Convergéncia Mondtona).
Se {fn}n € uma sequéncia crescente em Lt convergindo para f, entdo

/f dm:nlggo/fn dm.
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Demonstragao. Claramente f é mensuravel e ndo negativa. Além disso,

/fndmﬁ/fnﬂdméffdm,neN

lim [ f, dm < /f dm.
n—oo

Mostremos a desigualdade contraria.
Seja ¢ simples tal que 0 < o < f e 0 < a < 1, definimos

Api={zeR: f(z)>ap(x)}, neN,

A sequéncia {A,}, é crescente em Lp, ou seja, 4, C A,41, n € N, cuja unido é R. Logo,

/ oegodm</ fndm</fndm, n € N.
A’IL ATL

/ anpdm:a/ godmnifa/npdm.
An Ap

Logo, ozfgo dm < lim, . f, dm e fazendo a — 1, temos fgo dm < lim, 0 ffn dm. Como ¢
é arbitraria, [ f dm <lim,_,o [ f dm. [ |

Por outro lado,

Voltando a demonstracao da proposicao 5.8 (i) Sejam {yn}n € {¥n}, sequéncias simples,
crescentes tais que ¢, — f e ¥, — g. Entao, {¢, + ¥}, é uma sequéncia mondtona crescente
de fungoes simples convergindo para f + g, segue que

/<f+g> dm = lim [ (on +gn)dm

n—o0

= /fdm+/gdm.

Corolério 5.10. (Convergéncia mondtona). Se f € m' entao N(E) = [, f dm é uma medida.

Anélogo para (i7).

Lema 5.11. (Lema de Fatou). Troca de sinal de integragcio com série e f =0 para quase todo
ponto, se e somente se, ff dm = 0.

Definicao 5.12. Escrevemos L = L(R,Lg,m) (ou L = L(R,Lg,m)) a colecdo das funcées
mensurdveis definidas em R (ou R) que tem as partes positivas e negativas

fr(@) = sup{f(2),0} e f~(z) = sup{—f(),0}, = € Rx

integrdveis (integral finita).
Neste caso, definimos a integral de f como

/fdm:/f+dm—/fdm
/nlfdm:/mf*dm—/mfdm.

esem € L
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5.1 Propriedades
Para fungoes nao negativas o conceito coincide e ser integravel significa ter integral finita.
Teorema 5.13. f € L se, e somente se, |f| € L.

Demonstragao. Se f € L, entao f© e f~ tem integrais finita e pela aditividade de integrais
para fun¢des nao negativas, sendo | f| = fT+f~, |f|T = fT+f e|f|” = 0sao integrdveis e | f]|
é integravel. Reciprocamente, se | f| é integravel, entao [(fT+f7)dm <ocoe [ fTdm, [ f~ dm

sdo finitas. Adicionalmente,
[ = |f s an [ s an]
[ am|+ | 17 am
— [ s am+ [5 am= [ am

Teorema 5.14. Se f,ge L e € R, entao [af dn=a [fdme [(f+g)dn=[fdn+
[ g dm.

Demonstragao. Se a = 0 nao h4 nada a ser demonstrado. Se o > 0, entdao (af)™ = aft e
(af)” = af~, de onde segue a integrabilidade de af. Agora se o < 0, entao (af)" = —af” e
(af)” = —af™ e a integrabilidade de fungdes nao negativas segue o resultado.

A segunda propriedade segue do fato que se f,g € L entdo |f],|g| € L, |f +g| < |f|+ |g] e
[1f + g| dm < co. Logo, f + g € L. Para mostrarmos a igualdade observe que

(f+9)=0U"+g")—(f"+9)

eseh=fi—foc€Lcomfiefo€m®,entaio ht —h™ = f| — fo, assim h™ + fo = f1+h" e
[ fi dm — [ fo dm = [ h. De onde segue o resultado. [ |

A

Corolario 5.15. Se f € L e m1,mo € Lr sao disjuntos, entao

/ fdm= fdm+ f dm.
mi1Umo

mi mo
Como |f - xmy| < |f], i =1,2, f-x; s@o integraveis e f - Xmiumo = f * Xmy + [ * Xmo-

Teorema 5.16. (Teorema da convergéncia dominada). Seja {fn}n uma sequéncia de fungdes
em L convergindo quase sempre para f mensurdvel. Se existe g € L tal que |f,| < g, para todo

n € N, entao f € integrdvel e
/fdm: lim /fn dm.
n—oo

Demonstracao. Como |f| < g, |f| é integravel e portanto f é integravel. A sequéncia de
funcoes {g + fn}n é de funcoes ndo negativas e o lema de Fatou (lema 5.11) implica

/gdm+/fdm < liminf/(g-l—fn) dm
= /g dm—l—liminf/fn dm
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/f dm < liminf/fn dm.

Por outro lado, {g — fn}n também é uma sequéncia de fungoes ndo negativas e novamente o
lema de Fatou implica

—/f dm < liminf/(—fn) dm
= liminf — / fndm
= —limsup/fn dm.

Logo, [ f dm > limsup [ f, dm. [ |

5.2 Relagao entre a integral de Riemann e de Lebesgue

Teorema 5.17. Toda funcdo mensurdvel e limitada em um conjunto de medida finita € in-
tegrdvel sobre ele.

Demonstragao. Seja f: M — R mensuravel e limitada, onde M € L tal que m(M) < oo.

Sem perda de generalidade podemos assumir f nao negativa, pois sendo f limitada existe ¢ > 0

tal que |f| = fT + f~ < c. Assim, fT e f~ sdo limitadas (e mensurdveis) se, e somente se, f+

e f~ o sdo. Sendo assim, basta verificarmos que [ a JJm < oo e o resultado estard provado.
Observe que

/fdm:/f'XMdm = SUP{/Sde‘ OS‘PSf'XM}
M
< sup{/SOdmiOSSOSC'XM}~

Agora se ¢ é uma func¢ao simples, nao negativa, tal que ¢ < ¢ xas, entao

/gpdmg/c-xdm:c-m(M).
Portanto, [,, f dm < oo e f é integrével sobre M. [ |

Para o proximo resultado onde estabelecemos a relagao entre as integrais de Riemann e
Lebesgue precisamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 5.18. Sejam {@n}n e {n}n sequéncias de fungoes integrdveis sobre M, crescente e
decrescente, respectivamente. Se f : M — R € tal que o, < f < 9, n € N e as sequéncias

{on}tn € {tn}n satisfazem
lim (Yn — pn) dm =0,

n—oo M
entao f € integrdvel sobre M. Adicionalmente:
/ fdm= lim on dm
n—oo M
ou

M
fdm = lim Py, dm.
M n—oo M
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Demonstragao. Sejam ¢ e ¢ dadas por

o(x) = lim pu(z) e YP(zr)= lim ¢Y,(z), xe M
n—oo n—oo
as quais sdo funcdes mensurédveis de M em R.

Assim, a sequéncia {1, — ¢n}, converge para ¥ — ¢, a qual é mensurdvel e nao negativa.
Ainda, ¥ — ¢ < ¢, — n, n € N pois sendo {¢, }n decrescente ¢ < 1b,, n € N e sendo {¢n}n
crescente, ¢ > @,, n € N.

Logo,

0< /M(w—w) dm < /M(wn—son) dm "% 0

e, portanto, fM(@ZJ — ) dm = 0 donde ¥ = ¢ em quase todos os pontos.

Consequentemente, 1, gy f em quase todos os pontos (bem como ¢,, — f) e isso justifica
a mensurabilidade de f.

Também, ¢ < f <Y e < f—p1 <Y — 1 <Y1 — @1 como @1 — Py é integravel f — o
também o ée f € L.

Finalmente,

o=t (fpowam= fLram) = ([ = an)
(

0 < lim </fdm—/g0ndm> = lim ( (f—gon)dm>

IN
5.

Teorema 5.19. Seja f : [a,b] = R uma fun¢ao limitada. Entao, f € integravel no sentido de
Riemann se, e somente se, o conjunto dos pontos onde f € descontinua tem medida nula.

Demonstragao. Suponha f Riemann integravel. Seja {P,}, uma sequéncia de partigoes de
[a,b] tal que P, C P11, n € Ne |P,| "= 0. Para cada n, suponha a subdivisio de [a,b] em

my, intervalos {I'}"" e defina a sequéncia de fungoes simples

Mn

On = Zi}}sz@?) “XIr

i=1 *

mn
Yo = Zsﬁlpf(ﬂf) -xrp, n €N
=1 &

Observe que as sequéncias {py, }n € {¢n}n de fungoes integréveis sao crescente e decrescente,
respectivamente, tais que
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e sendo,
Mn
/(,0 dm = leglff(x) -m(I}') = L(f, P,)a soma inferior de Riemann
i=1 "
e
/ Yn, dm = U(f, pn)a soma superior de Riemann
temos

lim (Yn, — @n) dm = 0.

n—oo [a,b]
Logo, o lema anterior nos garante que f ¢é integravel e v, é tal que ¢, — f em quase todo
ponto.

Seja D o conjunto dos pontos onde a convergéncia ¢, (x) — f(z) ou ¥n(z) — f(x) falha.
Temos m(D) = 0 e seja Dy = D U {P,},, neste caso m(Dg) = 0. Mostremos que Dy contém
os pontos de descontinuidade de f. Ou seja, que f é continua em D§ N [a,b]. De fato, seja
xo € DN Dy ee>0. Como {¢n(z0)}n € {tn(x0)}n convergem para f(xg) seja ng tal que

f(x0) — & < ne(w0) < f(20) < Pny(w0) < f(20) + ¢

Como zg & P, seja § > 0 tal que (zg — 9,20 + ) C I]" para algum i. Logo, |z — x| < §

implica ¢ny(20) = ¢ne(x) < f(z) < ¥ng(z0) = ¥ny(x) implicando [f(z) — f(zo)| < c e f ¢
continua em xp. Reciprocamente, nas notagoes iniciais da prova basta mostrarmos que

lim (Yn, — @n) dm = 0. (5.1)

n—oo [a,b]

Para tanto mostremos que ¢, — f e p, — f em quase todo ponto, neste caso, o teorema da
convergéncia dominada garante 5.1. Mostremos que ¢, — f e ¥, — f em C — U{P,},, onde C
é o conjunto dos pontos no qual f é continua.

Sejam zg € C' — U{P,},, e € > 0. Dado também § > 0 tal que |x — zg| < J implica

F(@) = fao)| < 5

e seja ng tal que |P,| <, n > ng e I]' que contém xg. Neste caso, I]* C (xg — 6,20 +0) e

J(@0) = 5 < pa(w0) < flao) < Yulwo) < Fxo) +

segue que 0 < ¥y, (z9) — f(z0) < §5 e 0 < f(w0) — @n(w0) < 5, de onde segue a convergéncia. M

5.3 O Teorema de Lebesgue

Objetivo: Teorema de diferenciacao de Lebesgue. Estabelecido em 1904 por Lebesgue que diz
que toda funcao continua mondtona é diferenciavel quase sempre. Em aproximadamente 1911
estabeleceu a prova sem a hipdtese de continuidade.

Lema 5.20. Sejam f : [a,b] — R e P = {ag,a1,...,an} uma particio de [a,b]. Se F € um
subconjunto ndao vazio de {1,2,....,n}, A>0, f(a) < f(b) e

flar) = flar-1)

ap — k-1
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entao,
S If(ar) — Flan)| > 1£(8) — fla)] + A (Zwk - w) |
k=1 keS
Demonstracao. Como f(a) < f(b) temos

n

f(0) = fla)| = F(b) = fa) = D (flar) = flar—1))

k=1
= D (flar) = flar—1)) + D (f( flag-1))
keS keS
< fAZakfak1+Z flag-1)),
keS keS
logo,
> (Flax) = flag—1)) > |f(0) = fla)l + A (ar — ap—1)
keS kesS
de onde segue o resultado. |

Observagao: Seja g = —f, entdo f(a) < f(b) implica g(a) > g(b),

g(a’k‘) _g(ak—l) >A ke S
ap — k-1

e a condugdo permanece a mesma para ¢.

Lema 5.21. Seja E um subconjunto de (a,b) que nao tem medida nula. Para toda cole¢io F de
subintervalos abertos de [a,b] cobrindo E, existe uma subcole¢ao finita e disjunta {I1, I, ..., I}

tal que
n

> Ll > m(f)

k=1

Demonstragao. Temos A = ;. I é aberto, entao existe uma sequéncia de intervalos abertos
{(an,bn)}n disjuntos tais que A =, (an, by).
Como E C A, m(E) <m(A), ou seja

o0

> (bn — an) = m(E).

n=1

Para cada n € N, escolhemos a,, b, € (a,,by,) tais que b}, — al, = 3(b, — a,). Assim, temos

G 3 3
Zl(b —d) = 42:1(1)”—@“) > Sm(E).
Para cada x € [a],,b],] C (an,b,) existe J, € F tal que z € J, C (an,by) (caso contrario

{an, by} nao seria disjunta).
Desta maneira, {J;}yc[a, 1/ € Uma cobertura aberta para [ay,, b;,] que é compacto. De onde

segue que existem ni,na,...,ny tais que Jy,,, Ju,, ..., Jn, sao elementos da cobertura aberta e
/ k
lar,,br,] C Uiy I,



5 INTEGRACAO DE LEBESGUE 31

Se algum J,,, estda contido na uniao dos anteriores, entao podemos descarta-lo da colegao
finita que cobre [a],,b,]. Sendo assim, a subcolegao finita {Jy,, Jn,, ..., Jn, } pode ser tomada
satisfazendo o seguinte:

Cada Jp, contém um ponto x,, tal que z,, & Jn; € podemos assumir que T, < Tp, < ... <
Ty Segue que {Jy; bn; par € {Jn; }n; fmpar S840 subcolecoes de F finitas e

k
S o Tl > Syl
n; par n; fmpar

Seja F, a colegao que satisfaz a desigualdade acima. Assim, temos

k
SUE (z um») 12> (5 — )2
=1

IeF,

Desta maneira, para cada n € N, associamos a subcolecao finita F,, de F a qual satisfaz 5.2.
Logo, a familia {F,},, é tal que

SN S, a2 > Sm(E).
n=11IeJ n=1

Consideremos uma enumeragao {I,}, de {Fp}n e

> 3
>l = sm(E)
n=1

implicando que existe IV suficientemente grande tal que

N
Z"M > m(E)
n=1 a 3

|

Observacao: Nas condigoes do lema anterior, substitua F cobrindo E por F cobrindo F — P.
Adicionalmente a F intervalos abertos suficientemente pequenos centrados em pontos de P e
usando o lema anterior podemos mostrar que existe uma subcolegao finita {I1, Io, ..., I,,} de F

tal que
N

Sl > ME)

4
k=1

Teorema 5.22. (Lebesgue). Se f € crescente em [a,b], entdo f'(x) existe para quase todo ponto
em [a,b].

Demonstragao. Denotaremos por Df(z) e Df(x) os seguintes limites

Df(x) = limsup M
y—z xr—vy
e
Df(z) = liminf L&) =SW)
y— T —y

Claramente, D f(x) > Df(x) para todo x € [a,b] e quando Df(z) = Df(x), f'(x) existe.
Mostraremos que F := {z € (a,b) : Df(x) > Df(x)} tem medida zero e Fy, := {x € (a,b) :
Df(x) = oo} também. Isto sera feito em trés passos.
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(1)

(2)

(3)

Podemos considerar F' intersecao o conjunto dos pontos de continuidade de f e, sem
perda de generalidade, mostrando que este conjunto tem medida zero o resultado estara
provado, pois toda fungao nao decrescente em um intervalo fechado é continua exceto,
possivelmente, num conjunto enumerével (o qual tem medida nula).

De fato, seja g : [0,1] — R nao decrescente. Seja

D :={x €[0,1] : ¢g ndo é continua em z},

entao D pode ser caracterizado pelos pontos de [0,1] tais que ¢g(T) < g(z™). Logo, dado
x € D, existe ¢, € Q tal que g(z7) < g < g(a™).

Desta maneira, definimos h : D — Q com h(z) = gs.

Observe que se z < y, entao g(z*) < g(y~) e h(x) # h(y). O que é suficiente para
garantir que h ¢é injetora e, portanto, D é enumeravel.

A fim de mostrarmos, entao, que
F:{x € (a,b): fécontinuaem z e Df(z) > Df(z)}
tem medida zero, mostraremos que
E.s:={x € (a,b): f écontinuaem z e Df(x)>r>s> Df(x)}

tem medida zero para todo r, s € Q, pois F = E,;.

r,s€Q

Suponha que existam r,s € Q tais que m(E,;) > 0. Sejam A = (Tgs), B = 5 ¢
g=f —B;. Temos que A > 0 e E, pode ser caracterizado como

E,s:={x € (a,b): g é continua em z; Dg(z) > A e Dg(x) < —A}.

O conjunto

n
{Z lg(xr) — g(xk—1)| : P = {xo, 1, ..., 2o} partigdo de [a,b]}
i=1

é limitado por f(b) — f(a) + B(b — a). Assim, existe um supremo para ele digamos S.
Desta maneira existe uma partigao P de [a, b] tal que

m(Eys)A

S lgan) — glan)| > 5 - 2
k=1

Se x € E,s — P, entdo Dg(z) > A e Dg(z) < —A. Como g é continua em z, existe um
intervalo aberto contendo z, (az,b;) C (xx—1,xk) para algum k. E

< —A
g(xr) — g(ar—1)
T — Th—1 o
> A.

Assim, F := {(az,b;) : © € E, s — P} é uma colecao de abertos cobrindo E, ; — P e pelo
Lema 5.18, existe uma subcolecao finita de F, I, Is, ..., I, tal que

n

m(Er.s)
oI > =
k=1 4



5 INTEGRACAO DE LEBESGUE 33

Agora seja Q = P U {pontos finais de Iys} = {yo,v1,...,Yq} para cada [zy_;, 2], Lema
5.20 implica

S o) — 9(yie)| > lg(@e) — g(ze—1)| + ALy,

Yi€[Tp—1,Tk]

no qual Ly é a soma dos comprimentos dos intervalos I; € [zy_1,x]. Agora,

Y>> w0 =gl = D lgwi) — g(yia)]

LS

K yi€lwy_1,21] i=1
N
> > lglar) = glar-)| + A | Fil
k k=1
A- m(ET,S) A- m(Er,s)
S R B
= S.

Contradizendo a escolha de S.

Corolario 5.23. Se f ¢ nao decrescente em [a,b], entdo f' é integrdvel e

JEETCRC!
Demonstracao. Se f é nao decrescente em [a, b], entdo f é mensuravel e portanto

fl@+ 1) = flx)

~—

gn(x) =

S|

é mensuravel para todo n € N.
Além disso, {gn }n converge quase toda parte para f’ (Teorema de diferenciacao de Lebesgue).
Segue pelo Lema de Fatou que

/ f' < lim inf/ In-
[a,0] noee [a,0]

(4) F tem medida nula.
Suponha que nao, entdo m(Fy) > 0. Seja M > 0 arbitrario. Se x € F, entdo
Df(x) > M e existem az, by € (a,b) tais que (ag,bs) C (a,b) e

f(b:) — flaz)

> M.
be — ag

Assim F = {(az,bz) : © € Fx} cobre Fy e pelo Lema 5.21, existe uma subcolecao finita
de F,{I1, I, ..., I,} tal que

i [ In| > m(FOO)
i=1 3
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Sendo f crescente e I; = (a;, b;)

n

FO) = fla) = D (Fbe) — flax))
k=1
> ZM . (bk — ak)
k=1
> %m(FOO).

Como M é arbitrario, f(b) — f(a) = oo 0 que é um absurdo.
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6 Exercicios resolvidos

Exercicio 6.1. Seja A uma algebra sobre um conjunto X. Mostre que para todo A, B €
A, AnB, A\B, AABe€ A

Solugao:

i. AnB e A: Como A, B € A temos que A°, B¢ € A. Logo, A°U B¢ € A e, portanto,
ANB=(A°UB°)°‘ e A.

ii. A\ B € A: Utilizando que A, B € A, pelo item 1, temos que A\ B = AN B¢ € A.

iii. AA B € A: Utilizando o item 2, temos que A\ BB\ A € A, entaio A A B =
(A\B)U(B\ A) € A.

Exercicio 6.2. Se p1, -+, p, sdo medidas em (X, A) e ay, ---, a, € [0,00), entdo mostre
que p = >"_; aju; é uma medida em (X, A).

Solugao:
o 1(0) = X251 ajuy(0) = 0;
e Dado {4;}?°, C A disjuntas. Entao,

D= a2 A) =" a; > (A ZZ% Zn
j=1 j=1 =1 i=1 j=1

Portanto, u é uma medida em (X, A).

Exercicio 6.3. Sejam (X, A, u) é um espaco de medida e E, F € A. Mostre que u(EF U F) +
p(ENF) = p(E) + p(F), se p(F\ E) < oo.

Solugao: Observando que EUF = EU(F\ E) e FF = (F\ E)U (FNE), onde as unides
sao disjuntas, segue que u(E U F) = u(E) + u(F\ E) e p(F) = p(F \ E) + p(F N E). Logo,
WEUF)+ u(F\E)+u(FNE)=uE)+ u(F\ E)+ u(F). Portanto, como u(F \ E) < oo,
concluimos que u(EUF) + p(F N E) = pu(E) + p(F).

Exercicio 6.4. Se (X, A, u) é um espaco de medida e E € A, defina pug(A) = u(E N A) para
A € A. Mostre que pug é uma medida.
Solucao:

o 1p(0) =pn(END) = pn®) =0;

e Dado {4;}?°, C A disjuntas. Entao,

pe(UZA) = n(B N (UZ1A:) = p(UR (BN Ay) Zu (BNA) =D mm(Ai)

Portanto, ug é uma medida.
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Exercicio 6.5. Se p* é uma medida exterior em X e {4; } °, ¢ uma sequéncia disjunta de
conjuntos p*-mensurdveis, entdo p*(E N (U321 4;)) = > 222, p (E N A;), para todo E C X.

Solucao: Dado E C X temos que p*(E) = p*(EN Aj) +p*(ENAS), j =1, 2, ---. Mais
ainda, pelo Teorema de Carathéodory, U3, A; também é p*-mensurdvel, isto é, u*(E) = p*(EN
(U321 45)) + p (BN (U521 45)°).

Precisamos mostrar que p*(E N (U3214;)) > 3272, p*(E N Aj). Logo, defina B = U, 4;
e B, = Uj_;4j, entdo B, C B, para todo n € N. O que implica que (B,NE)C(BNE)e
consequentemente, u*(E N By,) < p*(E N B), para todo n € N. Mais ainda, como Ay N A; # 0,
1 # k, temos que

(B0 By) = 1" (B0 B N Ag) + 1 (BN Ba) N AS) = 1*(E 0 Ay) + (B0 Byy).

Proceguindo como acima, para B, _1 obtemos que p*(ENB,—1) = p*(ENA,_1)+p*(ENB,_2).
Dessa forma, em n passos, concluimos que p*(E£ N (U7_; 4;5)) = (Eﬂ B,) = Z] " ( NA;j).
Utilizando que p*(EN B,) < p*(EN B) e fazendo n — oo segue que p* (£ N (U324;)) >

2521 1 (E'NVAj) e, portanto, u*(E'N (U2, 4;)) = 372, w (BN Aj).

Exercicio 6.6. Se £ € L com 0 < m(FE) < oo, entdo para cada o < 1 existe A tal que
m(ENA) > am(A).

Solugao: Por uma proposicao anterior, temos que para € > 0 existe A = U} ;I; tal que
m(AAE) <e Como AUE=(AAE)U(ANE)entao m(ANE)=m(AUE)—-m(AAE) >
m(AUFE) —e. Em particular, para e = m(AU E) — am(A) > 0 segue que m(AN E) > am(A).

Exercicio 6.7. Seja {fn}nen » fn : X — R, uma sequéncia de fungdes mensurdveis, entao
{r € X : existe limy, 4~ fn(z)} é um conjunto mensurdvel.

Solugao: Seja F = {r € X : existe lim, 4o fn(z)} e defina f : E — R dada por f(z) =
lim,, 4o fn(x). Logo, como f,, é mensuravel, para todon € N, em FE, f é limite de fungoes men-
surdveis e, portanto, f é mensurdvel em E. Disto segue que E = f~!(R)NE pertence a o-dlgebra.

Exercicio 6.8. Seja {fn}nen , fn : X — R, uma sequéncia de fungoes mensurdveis. Mostre que
os conjuntos

o A={zecX: f(xr) > +o0};
B={zxe X : f(z) > —o0};
SA0 mensuraveis.

Solugao: Como para todo n € N, f,, é uma funcdo mensuravel e observando que A e B podem
ser escritos da seguintes formas:

o A=n2f ((n,+00)), e
o B=n2/ " ((—00,—n)),

concluimos que A e B pertencem a o-dlgebra.
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Exercicio 6.9. Seja yg : X — R a fungao caracteristica de E. Mostre que xg é mensuravel se,
e somente se, F pertence a o-agebra.

Solugao: Suponhamos g : X — R mensuravel. Logo, segue imediatamente que E = x~1({1})
pertence a o-algebra.
Reciprocamente, supondo que E pertence a o-algebra. Entao, dado x € R temos que

0, se x > 1;
XEl([JUHrOO)) = E, sel0<z<1;
X, se x < 0.

O que implica que X;Jl([x,+oo)) pertence a o-dlgebra para todo x € R e, portanto, xg é
mensuravel.

Exercicio 6.10. Considere X = R com a o-algebra de Borel e a medida de Lebesgue. Para
cada n € N defina f, : R — [0, +o00] dada por

1

ful) = { -+ z € [0,n];

0, caso contrario.
(a) Calcule limy, 40 fr-
(b) Calcule limy, 4o [ fndm.

Solugao: (a) Observe que, para todon € N, 0 < f,(z) < % para todo x € R, o que implica
que lim,, 1 fn(x) = 0, para todo x € R.
(b) Como f, = %X[O,n} € LT é uma funcao simples, temos que
1

/ fndm = —m([0,n]) =1, para todo n € N.
X n

O que implica que limy, 4o [y fudm = 1.

Exercicio 6.11. Seja X = [0,400) com a o-algebra de Borel a a medida de Lebesgue. Para
cadan € N, f, : [0,00) — R dada por

fulz) = { —+,  xz€n,2n);

0, caso contrario.
(a) Calcule limy, 40 fn-
(b) Calcule limy, o0 [y fudm.
(c) A sequéncia {f,} contradiz o lema de Fatou?

Solugao: (a) Observe que, para todo n € N, —% < fu(x) < 0 para todo =z € R, o que implica
que limy, 1o fn(z) = 0, para todo x € R.

(b) Temos que fn = f;7 — fy, onde fif = 0 e fr = ixp0,. Logo, [y fifdm =0 e
[x fadm =1, para todo n € N, o que implica que f, € L' e [y fudm = — [ f,;dm = —1, para
todo n € N.

Portanto, lim, 4o [y fndm = —1.

(c) Nao, pois {f,} nao pertence a LT.
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Exercicio 6.12. Com as mesmas hipdteses do Teorema da convergéncia dominada mostre que
limy,— 4 oo | fr — fldp = 0.

Solugao: Suponha que {f,}nen C L' tal que f, — f q.s. e existe g € LT N L com |f| < g
q.s.. Logo, pelo Teorema da convergéncia dominada, temos que f € L' e [ f =lim,— 100 [ fo-

Mais ainda, como —(fn — f) < |fu — f| < (fa — f) segue que [ f — [fr = [~(fu = f) <
f|fn_f| Sf(fn_f):ffn_ff Oqueimplicaque

o= [ [r=m ([r- )< g [ir-ni< s ([f-[s)=[s-[1=0

e, portanto, lim, 4o [ |fn — f| = 0.
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7 Apéndice: o problema do jogador

Como exemplo de uma aplicacao da teoria da medida, sugerimos que leia o artigo [3], in-
cluimos neste apéndice, uma breve descricao dos estudos sobre tal artigo.

Nos cursos de calculo estudamos que funcgoes continuas da reta na reta nem sempre sao
derivaveis. Em cursos mais avancados de andlise aprendemos que fungoes continuas e mondtonas
sao sempre derivaveis em quase todo ponto (no sentido de Lebesgue), todavia o conjunto dos
pontos onde a fungdo nao é derivavel pode ser relativamente grande.

O exemplo mais simples é a escada de Cantor, que é continua, crescente, vale 0 em 0 e 1 em
1, mas tem derivada zero em quase todo ponto. Neste caso o conjunto dos pontos onde a fungao
nao é derivavel sera denso e nao enumeravel apesar de ter medida zero.

A maioria das pessoas podem achar que sdao funcées estranhas ou artificiais e que nunca
aparecem “na pratica”. Este trabalho foi motivado querendo desmentir esta opiniao.

A maioria das pessoas envolvidas com matemédtica sabem que uma funcdo continua nem
sempre ¢ diferencidvel. Aquelas com um conhecimento um pouco mais aprofundado sabem
também que uma fungao continua e mondtona é diferencidvel em quase todos os pontos (a
menos de um conjunto de medida nula). O exemplo mais simples é a escada de Cantor, que é
continua, crescente (mas nao estritamente), vale 0 em 0 e 1 em 1, mas tem derivada zero em
quase todos os pontos.

Todavia, as pessoas tem em mente que tais fungoes sdo func¢des muito estranhas ou artificiais
e que nao aparecem em problema elementares.

Neste trabalho mostraremos que é possivel, a partir de um problema simples, obter uma
funcéo continua, estritamente crescente, valendo 0 em 0 e 1 em 1, cuja a derivada existe e é zero
em quase todos os pontos.

O problema do jogador

Suponhamos que um jogador precisa de uma quantia a. Ao amanhecer para pagar seus
credores (mafiosos, que responderdao com a morte a qualquer atraso no pagamento), mas ele
infelizmente nao dispoe desta fortuna, mesmo depois dos mais desesperados esforcos conseguiu
juntar apenas xa (e, infelizmente, z < 1). Sua unica esperanca é fazer seu dinheiro crescer
apostando no novo cassino da sua cidade, o cassino de Cantor.

Neste cassino, o fregués pode fazer aposta de qualquer valor e ganhando, recebe o dinheiro
apostado em dobro. A probabilidade de ganhar qualquer aposta é p, com p € [0,1]. Qual é a
probabilidade de sucesso deste jogador em funcao de x?

Suponhamos que um jogador precisa de uma quantia a, mas sé dispoe do valor za (0 < z < 1)
e sua Unica esperanca é fazer seu dinheiro crescer apostando no novo cassino da sua cidade, o
cassino de Cantor. Neste cassino, o fregués pode fazer aposta de qualquer valor e ganhando,
recebe o dinheiro apostado em dobro com probabilidade de ganhar em qualquer aposta igual a
p € (0,1). Qual é a probabilidade de sucesso deste jogador em funcao de x?

A estratégia adotada pelo jogador é a seguinte: Quando ele tem menos de a/2 aposta tudo
e quando tem pelo menos a/2, aposta o suficiente para, ganhando, chegar a a imediatamente.
Assim, se f,(x) é a probabilidade de sucesso para um dado valor x (note que f,(0) = 0 e
fp(1) = 1) temos que:
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(i) Se0 <z < 1/2 (za < a/2) entdo ele aposta tudo e atinge o valor 2z < 1 com probablidade
p, ou seja, fp(z) =p- fp(2);

(ii) Se 1/2 < z < 1 entao ele aposta um valor s = x — r tal que 2s + r = 1, o que resulta em
r = 2x — 1. Logo, ele atinge o valor 1 com probabilidade p ou ele perde e fica com o valor
r = 2z — 1 com probablidade 1 — p, ou seja, fy(z) =p+ (1 —p)- fp(22 —1).

Disto segue que a funcao f,(x) é definida implicitamente por

_ p- fp(2), se x<1/2
o) = {p+ (1=p) fp2x 1), se x>1/2.

Esta féormula define uma fungao nos racionais didticos (racionais na forma &, onde m,n €
Z4), por exemplo, f,(3/4) =p+ (1 —p)p, f,(1/2) =pe f,(1/4) = p*.

Vamos mostrar que f, estende-se continuamente ao intervalo [0, 1], que f, (estendida) é
estritamente crescente e sua derivada é igual a zero sempre que estiver definida.

Considere a diferenca entre dois racionais diaticos préximos:

m+1 m p (fp(%)_fp(%)), se m<2r L
@(zn)—@gg:{u_m gy (e

(fp =) = fp ( ST )) , se m>2"L
Vamos definir uma func¢ao auxiliar:

Definicao 7.1. Seja F : N — N a fungdo definida recursivamente por F(0) = 0, F(2m) = F(m)
e F(2m+1) =1+ F(m) para m € N.

A partir da Defini¢ao 7.1 encontramos um método para calcular F'(n) para qualquer n dado:

F0)=0, F(1)=1+F0)=1, F(2)=F1)=1, F3)=1+F(1)=2.

Juntando as férmulas recursivas temos, por inducao,
m+1 m _F F
fp< o )—fp (27)219” (1 —p)Ftm.

Vamos enunciar alguns lemas para organizar nossas conclusoes.

Lema 7.2. Seja p um nimero real com 0 < p < 1/2. Ezxiste uma unica func¢ao continua e
estritamente crescente f, : [0,1] — [0,1] com f,(0) = 0 e fy(1) = 1 satisfazendo a seguinte
identidade para quaisquer naturais m en com m < 2™ :

fo (m; 1) — 1o () =P (A= )"0,

Demonstracao. A identidade acima define o valor de f, para os racionais didticos:

m—1
my _ n—F(k) (1 _ ) F(®)
fp(2n)—zp (1—p)F®.
k=0
Novamente pela identidade, temos que

o< s (") -5 (3m) <o (72)
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desta estimativa podemos concluir que existe uma forma de estender continuamente (e de ma-
neira tnica) a funcao f, no intervalo [0, 1]. Da equagao 7.2, segue que f), é estritamente crescente
nos racionais didticos, além disso, como o conjunto dos racionais diaticos ¢ denso em R temos
que f, ¢ estritamente crescente. O

A partir de agora usaremos a notagao f, para nos referirmos a funcao construida no Lema
7.2. Observe que fi(z) = =.
2

A seguinte férmula mais direta segue facilmente do lema anterior: se

)
m:Z?’;, on € {0,1},

n=1

entao
)= 3 8 S
n=1

Lema 7.3. A funcdo f, satisfaz a identidade abaizo para todo x € [0,1] :

_ pfp(2z) se  x<1/2;
fol®) = {p +(1 —z)fp(% -1, se x>1/2

Demonstragao. Demonstramos a identidade acima para os racionais didticos por indugao no
expoente do denominador, a identidade vale para qualquer nimero real, pois f, é continua. [J

A derivada de f,

Nesta secao mostraremos que fl’,(a:) = 0 sempre que esta derivada estiver definida, o que
ocorre para quase todo x € [0,1] (no sentido de medida de Lebesgue).

Teorema 7.4. Se xg € (0,1) um ponto onde f, € derivdvel, entdo f,(xg) = 0.

Demonstragao. Sejam d = f{g(iﬂo) e m, uma sequéncia de inteiros com mg =0 e m,11 = 2m,
ou mpy1 = 2my, + 1 tal que G <z < mgijl
Temos

1
T n—oo m;:—l — %

= 2 (6 (") -6 (5):

Se definirmos

o 2p se Mpt1 = 2Mpy,
" 21 —p), se Mmpy1 =2my + 1,
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temos

donde

Mas como ¢, alterna entre dois valores, ambos diferentes de 1, este produto infinito nao pode
convergir a nao ser tendendo para 0, e temos portanto d = 0. ]

Como ja mensionamos na introdugao, é um teorema classico que toda funcao crescente é
derivavel em quase todo ponto, em particular, f;(m) = 0 para quase todo .
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