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1 Resumo

Todos os anos estudantes das ciéncias exatas tém contato com o calculo diferencial
e integral aplicado a fungoes de uma variavel real. Porém, muitos tém dificuldade de visualizar
sua aplicabilidade em problemas das mais varidveis areas. Assim, este material vem trazer uma
série de questoes resolvidas explorando a aplicacao da teoria de sala de aula em problemas
diversos do célculo de fungoes de uma variavel.

2 Objetivos

Esta apostila tem como objetivo se tornar um banco de dados de questoes resolvidas
para uso na elaboragao de listas de exercicios e exemplos que trazem uma aplicacao diversificada
do célculo de funcoes de uma variavel.



3.1

Aplicacoes do Calculo Diferencial e Integral

Funcoes elementares

. Sejam F' e C as temperaturas em graus Fahrenheit e graus Celsius. Ache a equagao que

relaciona F' e C, sabendo-se que a funcao ¢ linear e que F' = 32 quando C' =0e F = 212
quando C' = 100.

Queremos encontrar F=f(C) (linear)
F=f(C)=aC+b

F0)=a0+b=232=b=232
£(100) = al00 +b =212 = a = 10 — 1 8

F=f(C)=1,8C +32

Numa certa viagem de bicicleta, a primeira metade da distancia foi percorrida a 30 km/h
e a segunda metade, a 20 km/h. Qual foi a velocidade média?

Seja d a distancia percorrida na primeira e sequnda metade

d d
tlzﬁ GtQZ%

Vm:% com D =2d eT =t + ty

- _ D _ _2d _ 30%20 _
Assim, Vi, = 7 = T =% =24 km/h
Uma agente de promogao considera que quanto mais ela divulga seus produtos na tele-
vis@o, mais ela vendera. A relacdo pode ser expressa por y = %x + 150, na qual y é o
nimero de vendas por semana, e x indica o nimero de vezes que o comercial foi divulgado
durante a semana. Reproduza o gréfico dessa equagao.

A funcao y = %ZB + 150 € uma reta que cruza o eixo x em x=-100 e o eixo y em y=150.

Figura 1: y = %x + 150

4. Em um laboratoério ratos aprendem a pressionar um botao para receberem comida. A

equacao y = %az expressa o numero de vezes que a botao é pressionado em um minuto
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(y) e a quantidade de comida dada (x). Faga o grafico da equagao dada. Quando quatro
unidades de comida é dada, quantas vezes os ratos pressionaram a barra?

A fungao y = %x representa uma reta que passa pela origem, como o grdfico abairo des-
creve.

s
I

Figura 2: y = %x

y = f(z) =1z, Assim, f(4) = 3(4) = 2. O botdo foi pressionado 2 vezes.

. O crescimento de uma determinada cultura pode ser estimada pela equacao y = 0, 222,
na qual y é a quantidade apds x horas. Represente o grafico dessa equagao e determine a
quantidade presente inicialmente (z = 0) e depois de uma e de duas horas.

As raizes de f sao obtidas por:

f(x)=0,20"=0= 2 =0

Como x > 0,
Em, f(0)=0, f(1)=0,2 e f(2) =0,8



Figura 3: y = 0, 222

Um bidlogo determina que a temperatura da agua tem um efeito sobre o niimero de peixes
capturados em um dia. Ele encontrou a relagdo N = —1* + 60t — 1300(¢ > 25), na qual
N representa o numero de peixes capturados em um dia, e t é a temperatura em °F.

(a) Represente o grafico dessa equagao.

(b) Qual é a temperatura ideal da dgua para capturar mais peixes?

(a)O grdfico pode ser representado pela figura (4):

5004+
1004+

3001

100

)
T
-330

, , , , , , , , , , , ,
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-100
(25,-112.5)

Figura 4: N = —1¢% 4+ 60t — 1300, (¢ > 25)

(b) A expressao N = —%tz + 60t — 1300 € uma funcdo quadrdtica com um ponto de N
mdzrimo como podemos observar no grdfico.

N =—1t>+60t —1300 = 0 =t = 91.62 e t = 28.38



Devido a simetria temos:

~ 91,62 + 28, 38

d
2

=31,62 e t=28,38+4d=060F

A temperatura para a mdxima captura de peize é de 60°F.

7. Uma fébrica possui um custo, y, em reais, para produzir x unidades de uma mercadoria
representado pela equacao y = %x + 212.
(a) Represente seu grafico;
(b) Qual é o custo de producao de 48 unidades?

(a) A equagao representa uma reta. Ver figura (5).

2504+
(48,228)

2004-0,212)

x
N

T T P S
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1001

Figura 5: y = %fE +212, x>0

(b) Substituindo t=48 em y temos, y = f(48) = 3(48) + 212 = 228 reais.



8. Uma fébrica comprou uma maquina em 2000 por R$10000,00. Devido a depreciacao a

10.

maquina valia R$5000,00 em 2005. Se a depreciacao é considerada linear, encontre a
equacao que descreve o valor da maquina depois de x anos. Encontre também o valor da
maquina em 2007.

A equagao de uma reta pode ser representada por y—yo = m(x—1xo), na qual m representa
o coeficiente angular da reta e (yo,xo) um ponto conhecido.

Em x9 = 0 temos yp = 10* e um x = 2005 — 2000 = 5 em y = 5000. Logo, m = 10000=5000

0-5
Assim, para x qualquer:
10000 — 5000
y — 10000 = T(x —0) = y = —1000x + 10000
A funcao y = —1000x + 10000 € linear e decrescente. Assim, o preco y da mdquina

decresce apos x anos.

Em 2007 temos =7 anos, logo encontramos y = f(7) = —1000(7) 4+ 10000 = 3000 reais.

Uma companhia tem R$20000,00 como custo fixo para produzir uma certa mercadoria e
mais R$5,00 por unidade produzida. Se cada unidade é vendida por R$9,00, encontre o
ponto em que a renda é igual ao custo.

A fungao custo é dada por C(z) = 20000 + 5z, a renda por R(x) = 9z e seja © o nimero
de items produzidos. Entao,

C(x) = 20000 + bz = 9z = R(x)
O que nos da x = 5000 unidades.

E usual para economistas desenvolverem suas equacoes de demandas com relacoes lineares.
A equagao de demanda pode ser da forma y = ax + b, a < 0 (quando o prego y cresce,
a demanda pela mercadoria x ird cair). Uma equacdo também linear y = cx+d, ¢ >0,
representa o efeito contrario ( a alta do preco y ird aumentar a oferta da mercadoria z).
Neste contexto, um produtor de capas de chuva estabeleceu para seu produto a equacao
de demanda y = —gaj + 22—0, e a equacao de produgao de y = %x + %—5 na qual z é o nimero
de capas de chuva em centenas e y é o prego por capa.

(a)O que representa a intersecc¢ao entre as duas curvas?

(b)Encontre a quantidade e o prego de equilibrio.

(a) A interseccdo dessas duas curvas, onde demanda € igual a oferta, representa a quan-
tidade e preco de equilibrio.

(b) Interceptando as duas retas temos:

5,,20 2 55
3" T3 T3 T

Consequentemente, y = %25 + % = 35.

As coordenadas do ponto de equilibrio sao =25 e y=35. Assim, quando 2500 capas de
chuva sao oferecidas por um preco de 35 reais cada, a oferta e demanda pelo produto sdao
1qUaLs.



11. Em um laboratorio de biologia um técnico é responsavel pelo fornecimento de uma deter-

minada bactéria utilizada em experimentos. Se a equacao da demanda é y = —%x + %
e a equacao da oferta é y = %, com x em milhares de bactérias e y em centenas de
reais. Determine a quantidade de bactérias, o preco de equilibrio e represente seus graficos.

No ponto de equilibrio:

2 16 10z — 11

3 3 8

Resolvendo para x encontramos x = 3,5. Substituindo em qualquer uma das equagoes
obtemos y = 3. O ponto de equilibrio pode ser observado na figura (6)

Figura 6: Ponto de equilibrio (%, 3)



12.

13.

14.

15.

Uma companhia tem um custo fixo de R$26000,00. O custo de produzir um item é de
R$30,00. Se cada item é vendido por R$43,00, encontre o ponto em que a receita se iguala
ao custo.

O custo pode ser representado por C(x) = 30x 4 26000 e a renda por R(z) = 43z, sendo
x o numero de itens produzidos. Iqualando ambas:

C(z) = 30z + 26000 = 43z = R(x)
26000 = 13z
xz = 2000 wnidades

Para produzir x pares de skis, uma companhia tem um custo de C(z) = 80 + 0, 2z%. A
renda é dada por R(x) = 150z — 0, 12%. Encontre a fungao lucro e verifique qual o lucro
maximo que se pode obter.

O lucro é representado por L(z) = R(z) — C(x). Assim,
L(z) = (150z — 0, 122) — (80 + 0, 22?)
L(z) = —80 + 150z — 0, 1222

Ponto de mdzimo em L(z) = 52 = =350 = 625 unidades

O tempo, em minutos, em que uma pessoa ¢ testada e completa uma tarefa pode ser

encontrado por T'(x) = %, onde x é o QI da pessoa.

(a) Quanto tempo é necessario para uma pessoa com QI de 100 completar a tarefa?
(b) Qual é o QI de uma pessoa que completa a tarefa em 40 minutos?
Seja T'(x) = %, e x o QI da pessoa. Assim,
a) T(100) = X% — 44  minutos
V100
b) Sendo T=40 minutos:
(b)

40 =

IS
BiE

r =121
O QI da pessoa ¢ de 121.

O volume V, em e¢m?, de um vaso sanguineo cilindrico de 8 cm de comprimento ¢ funcao
do raio r, em cm. A relacao é dada por V = 87r?.

(a) Faca o gréfico.
(b) O que acontece com o volume se o raio é reduzido pela metade devido actimulo de
gordura nos vasos?

(a) Figura (7).
(b) Seja ro o raio inicial do vaso e ry = " o raio final. Entdo,
Volume inicial Vy(rg) = 87rg?

Volume final — Vi(ry =2) = 8#(%)2 = 81’"3 =%

Assim, o volume do vazo sanguineo € reduzido em quatro vezes.
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16.

17.

-0+

Figura 7: V = 8mr?

A concentragao de bactérias num sistema de dgua publico tem aumentado, o que ocasionou
um tratamento com agentes anti-bacterianos. Bioquimicos responsaveis pelo tratamento
da dgua estimam que N(t), o niimero de bactérias por cm?, pode ser descrito pela equacao
N(t) = 40t* — 320t + 1000, onde t é o nimero de dias de tratamento.

(a) A dgua é considerada imprépria para beber quando a concentragao excede 720 bactérias
por em?. Quanto tempo apds o inicio do tratamento a dgua podera ser bebida novamente?

t >0 e t: numero de dias de tratamento

N(t) < 720
40¢% — 320t + 1000 < 720
F(t) = 4062 — 320t + 280 < 0

A0t — 320t +280=0=t; =lety =17

Como temos uma parabola com concavidade para cima a dgua poderd ser consumida apos
um periodo de tratamento entre 1 e 7 dias.

De acordo com um modelo desenvolvido por um grupo de satide publica, o nimero de
pessoas N (t), em milhares, que estarao doentes devido uma gripe no tempo ¢, em meses,
no préximo inverno ¢ descrito por N(t) = 100 + 30t — 10¢?, onde t = 0 corresponde ao
inicio de junho.

(a) Quando a gripe atingird seu pico? Quantas pessoas estarao afetadas?

(b) Faca o grafico.

(¢) Quando o surto de gripe terminara?

N(t) = 100 + 30t — 10t* = 0 = t; = —2 e t = 5. Como temos uma pardbola com
concavidade para baixo a funcdo apresenta um mdxrimo.

Ponto de mdzimo t = 832 = =28 — 15
Assim, N(1,5) = 122,5
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(a) O pico ocorrerd em t=1,5, o que corresponde a 45 dias apds o inicio do surto. 122500
pessoas estarao infectadas.

(b) Figura (8)

(1.5,122.5)

0

Figura 8: N(t) parat >0

(c¢) Como confirmado pelo grdfico a gripe terminard em t = 5 e portanto no final de
Outubro, como confirmado pelo grdfico.
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18. Mortes por trauma apods um sério acidente sao conhecidas como sendo de dois tipos.
Tipo A é devido a um sério dano num 6rgao principal, como cérebro, coracao . Tipo B
¢ devido perda de sangue ou através de hemorragia ou através de perda de sangue do
corpo. Considere as seguintes funcgoes respectivamente, associadas ao Tipo A e ao Tipo B.

25 50
t) = — t) =
(a) Em que tempo t as fungoes se interceptam?
(b) Fazer os gréficos.
(a)
S
T = m com (t ?é 0)
1+(t—2)2 = 2t
t?—6t+5 = 0 =t =lety=5

As fungoes se interceptam nos tempos t=1 e t=>4.

(b)

o
g

Figura 9: Intersecoes de f(t) e g(t)
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19.

20.

21.

Niveis de diéxido de carbono no pélo sul tém aumentado de 315 partes por milhao em
1958 para 322 partes por milhao em 1966 e 329 partes por milhao em 1974.

(a) Considerando-se t = 0 0 ano correspondente a 1958, achar a fungao linear que relaciona
o nivel de diéxido de carbono como funcao do tempo.

(b) Qual o nivel previsto para 20147

(a) Fungao Linear f(t) = at+b , a e b constantes

f0)=a0+b=315 =b=2315
fB)=a8+315=322 =a="
f(t) =1t +315

(b) 2014 = t = 56 anos
f(56) = 364 partes por milhdo

Se a pressao for mantida constante, uma amostra de gas tem volume igual a 1V}, a 0°C.

A relacao entre o volume V do géds em litros e a temperatura T em graus centigrados é
~ _ Vi

dada pela equagao V' = Vj + 52T

(a) Qual é a inclinacao desta reta?

(b) Obter a expressao da temperatura em graus centigrados em fungao do volume nas

condicoes acima?

(a) Fungao linear f(z) = ax +b

a: coeficiente angular = inclina¢io da reta = a = 2

273

273V = 273Vo + VT

() " _ msvoamve o2y o7
Vo Vo

Define-se o trabalho T realizado por um musculo por T' = Pz, sendo P o peso ou carga
aplicada e x o comprimento da contragao . Hill determinou que a energia E envolvida na
contra¢ao muscular é expressa por F = T + ax = (P + a)z, onde ax representa o calor
decorrente da contracioA razao e entre o trabalho e a energia utilizada é definida como
eficiéncia do musculo.
(a) De acordo com o modelo, mostre que a eficiéncia € independe do encurtamento .
(b) Mostre que % depende linearmente de a, sendo ainda inversamente proporcional ao
peso ou carga aplicada.
(c) Ache a relacao entre a e P para que ocorra uma eficiéncia de 40%.

Px __ P

T
(0) €= £ = Prajs = Pra

) L= =1+ fa

Logo % depende linearmente de a e o coeficiente angular é inversamente proporcional
ao peso P.

(c)SeezO.élsz;a

0.4P +0.4a =P
0.6P = 0.4a = P = 2
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22.

23.

Biologistas descobriram que a velocidade do sangue arterial é uma funcao da distancia
do sangue ao eixo central da artéria. De acordo com a lei de Poiseuille, a velocidade (em
centimetros por segundo) do sangue que estd a r centimetros do eixo central da artéria é
dada por S(r) = C(R* —r?), onde C = 1,76 x 10° cm ¢ R = 1,3 x 1072 c¢m é o raio da
artéria.

(a) Calcule a velocidade do sangue no eixo central da artéria.

(b) Calcule a velocidade do sangue na metade da distancia entre a parede da artéria e o
eixo central.

(¢) Em que caso a velocidade do sangue sera a menor possivel?

(a) No eizo central r=0:
S(0) = C(R* = 0) = 1.76 % 10°(1.3 % 1072)* = 29.744 c¢m/s

(b) S(&) = C(R* — &) = 30R? = 35(0) = 22.308 cm/s

(c) S(r)y=0=r=R

Suponha que, durante um programa nacional de imunizacao da populagao contra uma

forma virulenta de gripe, representantes do Ministério da Satide constataram que o custo

de vacinagao de x por cento da populagao era de, aproximadamente, f(z) = % milhoes
> - > . -z .

de reais. Construa o grafico da funcao especificando sua parte relevante, tendo em vista

a situacao pratica do problema em questao .

Tem-se © dado em porcentagem, logo 0 < x < 100%. FEntao esbo¢aremos o grdfico de

f(x) = 502 neste intervalo.
Reescrevemos f(x) = 150(555—) = 150(5002= —1). Observamos entdo que para xe[0,100],
200—xz>0c¢e Qggﬂm cresce se x cresce. Além disso f(0) = 0 e f(100) = 150. Logo um

esboco plausivel é:

(100, 150)

1001

-1001

150z
200—2x?

Figura 10: f(z) = 0 <z <100
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24.

25.

26.

27.

Bidlogos afirmam, que sob condicoes ideais, o nimero de bactérias numa cultura cresce
exponencialmente. Suponha que existam inicialmente 2000 bactérias em certa cultura e
que existirao 6000 apds 20 minutos. Quantas bactérias existirao apés 1 hora?

N(t) = ka', sendo N(t) o nimero de bactérias no tempo t medido em horas.
t =0= 2000 = ka® = k = 2000

20 minutos equivale a % de hora. Logo para

t = 1= 6000 = 2000a5 = a = 27

Portanto N(t) = 2000(27)" (t : horas)
N(1) = 5400 bactérias

Meia-vida de uma substancia radioativa é o tempo gasto para 50% de amostra da substancia
se deteriorar. Considere que a quantidade remanescente de uma certa substancia radioa-
tiva, apds t anos, é dada por Q(t) = Que "% Calcule a meia-vida da substancia.

Sendo Q(t) = Qoe """ encontraremos o tempo de meia vida substituindo Q(t) por % e
encontrando o tempo correspondente.

Q(t) — Q0670.003t
% — Qoe—o.oogt
0.5 — 0003t

t = -85 = 231.05 anos

O radio se deteriora exponencialmente. Sua meia-vida é de 1690 anos. Quanto tempo
levara para uma amostra de 50 g de radio se reduzir a 5g?

Encontrando a constante c:

Encontrada a fungdo Q(t), basta encontrart para Q(t)= 5 g:

in0.5

Q(t) = Qe i

In0.5
5 = 50e 169 ¢
ln0.5t

0.1 = e169
t = 100001 — 5614.06 anos

A relagao entre o peso P em quilogramas e a altura h em metros de um adulto sentado
é dada por In(P) = 1.9532 + 3.135In(h) Encontrar P em fungao de h?

16



28.

29.

30.

In(P) =1.9532 + 3.135In(h)
P — 1:953243.135In(h)

80

Estima-se que, daqui ¢ anos, a populagio de um certo pafs serd de P(t) = g5 5om

milhares de habitantes.
(a) Qual é a populagao atual?
(b) Qual sera a populac¢ao daqui a 50 anos?

(a) Considerando-se t = 0 o tempo atual. P(0) = &% = 55 = 4 Ou seja, 4000 ha-
bitantes.

(b) P(50) = =550 = 9.3 Ou seja, 9300 habitantes.

- 8+126—0.06*50

O corpo concentra iodo na tirdide. Esta observagao leva ao tratamento de cancer de
tirdide pela injegao de iodo radioativo na corrente sanguinea. Um is6topo usado tem
meia-vida de aproximadamente 8 dias e decai exponencialmente no tempo.

(a) Se 50 mg deste isétopo sao injetados, que quantidade permanecera apés 3 semanas?
(b) Suponhamos que a quantidade desejada de iodo na corrente sanguinea seja mantida
sempre maior ou igual a 20 mg. Quando nova injecao deverd ser aplicada, considerando
que isto s6 poderd ocorrer apds a quantidade original ter caido para 20 mg?

Sabemos o tempo de meia-vida t1 = 8 dias e o modelo exponencial para o decarmento
2
radioativo Q(t) = Quert. Assim, encontraremos a constante k:

Q(t) = Qoekt
% = Qoek8
0.5 = e8F
l{ — 1n0.5

in0.5

(a) Q(21) = 50e s 2! = 8.1 mg

(b) Tempo para que uma quantidade Qo atinja 20 mg.

O tempo t para uma nova aplicacdo dependerd da quantidade inicial QQy. Se considerarmos
Qo = 50 mg, tem-se t=10.57, ou seja, praticamente 10 dias para uma nova aplicacao.

Toda matéria viva tem dois tipos de carbono em suas moléculas 14C e 12C. Enquanto o
organismo estd vivo a razao entre 14C e 12C é constante. Quando o organismo morre nao
ha mais reposicao de 14C e entao ocorre decaimento exponencial de 14C com meia-vida
de 5760 anos. Examinando a razao 14C/12C é possivel determinar a porcentagem da
quantidade original de 14C remanescente e entao datar um féssil.

(a) Que porcentagem da quantidade original de 14C existira ap6s 2000 anos?

(b) Se um féssil contém 10% da quantidade original de 14C, qual sua idade?

17



31.

Conhecemos o modelo A(t) = Age*. Para um tempo de meia-vida de 5760 anos achare-
mos a constante k:

A(t) = Aoekt

% — A, k5760
0.5 = e8F
_ In0.5
k= %60

(a)%%oo) — 5702000 — 0.7861 Ou seja, 78.61% apds 2000 anos.

an.St

(b)%z) = (0.1 = e5760

t = 21001 — 19134.3 anos.

A meia-vida de um elemento radioativo é o tempo necessario para que sua massa radioa-
tiva diminua pela metade. A massa do elemento radioativo no instante t é representada
por

m(t) = moe *

na qual mg é a massa inicial do elemento e k sua constante de decaimento.

(a) Mostre que a meia-vida de um elemento radioativo é

tn2
k

(b) Se a meia-vida do carbono-14, ou Cy4 é de 5600 anos calcule a sua constante de de-
caimento k.

(c) O carbono-14 é usado para estimarmos a idade de achados arqueoldgicos, fésseis, etc.
Se o carvao de uma arvore morta durante a erupcao do vulcao que formou o Lago Crater,
em Oregon, continha 44,5% do carbono-14 que é encontrado numa 4rvore viva, qual a
idade aproximada do Lago Crater?

(a) Seja mg a massa inicial do elemento radioativo e t,, seu tempo de meia vida. Assim,

m(tm) = % = —moz_ko
— kit = In(3)

by = 12

m k

(b) A massa de carbono-14 em seu tempo de meia vida serd m(5600) = %2, Assim,

mak5600 — %
—k5600 = —In2
kE=1,23810"*

(c) m(t) = 0,445mg = moe ¥
—kt = [n0,445 = t = 6541,49 anos
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32.

33.

34.

35.

Ha& varios dados que mostram que se z e y sao medidas de dois particulares 6rgaos de um
animal, entao x e y sao relacionados pela equagao de alometria Iny — kinz = Inc, onde
k > 0 e c > 0 dependem dos 6rgaos.

(a) Resolver esta equagdo para y em fungao de z, k, c.

Iny = Inc + kinx
Iny = Inc + Ina® = In(ca®)
y = ca®
Suponha que um ecologista tenha estimado que apds uma industria se instalar em certo
local serao depositados A(t) = 400te** gramas de material toxico, para cada ano t de
sua instalacao.
(a) Calcular a quantidade total depositada nos quatro primeiros anos.

(a) Basta calcular A(4), assim

A(4) = 400(4)e*™* = 1600e? = 216.54 g

No estudo de epidemias a equagao In(1 —y) — Iny = ¢ — rt aparece frequentemente, onde
y € a fracao da populacao que tem uma certa doenca no tempo ¢, sendo ¢ e r constantes
positivas. (a) Resolver esta equagao para y em termos de t, ¢, r.

Isolando 1,
In(l1—y)—Iny = c—rt
ln(l_Ty) = c—rt
1-y — ecTt
y
1 = y(1+e™)
Y = ﬁ

Coelhos e raposas ocupam o mesmo nicho ecoldgico. Raposas predam coelhos e coelhos
se alimentam de vegetacao. Como resultado a populagao de raposas é dada pela funcao
F(t) = 200 —40sen2t, e a de coelhos como R(t) = 500+ 100cos2t, onde t é dado em anos.

(a) Fazer os graficos de F(t) e de R(t).
(b) As curvas se interceptam em algum ponto? E o que isso significa nesse problema?

(a) Figura (11).

(b) Analisando os grificos observa-se que os grdficos nao se interceptam em nenhum
ponto. Se as duas funcoes se interceptassem deveriamos ter raizes reais para a equacao
F(t) = R(t), o que ndao ocorre. Logo nunca a populagao de coelhos serd igual a de raposas,
sequndo este modelo matemdtico.

F(t) = R(t) = 221(tg(2t))* — 20tg(2t) + 200 = 0 = A < 0 = nao ha raizes reais
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F(®)
R(1)

Figura 11: F(t) e R(t)

36. A temperatura média numa cidade dos EUA é modelada por f(t) = 55+ 35sen(2m(52)),

37.

t dado em dias e f(t) em graus Fahrenheit.

(a) Considerando-se t = 0 o primeiro dia do inverno, depois de quantos dias ocorre a
temperatura maxima?

(b) Quando ocorre o dia mais frio?

Analisando a fungao tmﬁoggométrica f(t) = 55+35sen(2m(12)), observa-se que o mdzimo

ocorre quando sen(2m(52)) =1 e o minimo quando sen(2m(*52)) = —1, pois a fungao
trigonométrica € limitada. Assim,

- 90
2 =k k=1e —1
27r(t _ 9O) = arcsenk
365

365
t = —arcsenk + 90
21

k=1=1t=181.25
k=—-1=1t=2363.75

(a) Aprozimadamente depois de 181 dias.
(b) O dia mais frio ocorre aproximadamente depois de 364 dias.

Um modelo presa-predador consiste de duas espécies, x e y, onde x preda y. Uma solugao
tipica para tal modelo é da forma x(t) = 10 + 2sen(t + ), y(t) = 20 + 5cos(t + 5).
(a) Encontrar maximo e/ou minimo para x(t) e y(t).
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38.

39.

As fungdes x(t) e y(t) sao funcgoes trigonométricas e atingem seus mdximos quando
sen(t+5) = 1 e cos(t + 5) = 1. Da mesma forma, os minimos sio atingidos quando
sen(t +5) = —1 ecos(t+ ) = —1. Assim,

Tmaz = 12 Ymax = 25

Uma ilha é habitada por uma populacao de lebres, sendo esta populagao representada

por P(t) = 300 + 120sen(m(%)), t medido em anos.
(a) O tamanho populacional oscila? Por qué?
(b) Qual o tempo entre os dois méximos?

(c) Para 0 < t < 10 quando ocorre o minimo da populagao
(a) Sim, pois a fun¢do P(t) € uma funcao trigonométrica que € periddica e oscila.
(b) Os mdzimos ocorrem quando sen(m(%)) =1, assim:

sen(m(3)) =1 = 7(#) = 5 + 2kw = t = 5 + 10k, k inteiro

Como t representa o numero de anost >0 e k=0, 1, 2,...

k=0=t=0.,5
k=1=1t=10.5
Assim, At = 10 anos

(¢) Os minimos ocorrem quando sen(m(3£)) = —1, assim:
sen(m(3)) = —1 =t = 5 + 10k, k inteiro
k=0=t=5.5

k=1=t=15.5

O minimo ocorre para t = 5.5 anos, ou seja, 5 anos e 6 meses.

Desigualdades

Sr. Samuel recebe uma comissao mensal de 20% sobre todas as vendas acima de R$1000,00.
Se ele deseja que sua comissao mensal seja maior que R$500,00, quanto ele deve vender
em um mes?

Seja x as vendas em reais durante o més.

0,20(z — 1000) > 500
0,202 — 200 > 500
0,202 > 700
z > 3500

Assim, as vendas devem ser superiores a R$3500,00.
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40. Ap6s estudos chegou-se a conclusao que para se ter um minimo de conforto em ambientes

41.

3.2

fechados cada pessoa necessita de 120m? de ar. Assim um certo centro de convencao quer
restringir o niimero de pessoas numa sala de conferéncia para atingir esta meta. Se a sala
tem 45 m de comprimento 30 m de largura e 10 m de altura, qual o niimero maximo de
pessoas admitidas na sala?

Se x denota o niumero de pessoas na sala e o volume total é dado por V = (45)(30)(10) =
13500m3. Temos:

13500 > 120

13500
20 =T

xr <1125
Assim, o numero maximo é de 112 pessoas na sala de conferéncia.

A pressao sanguinea de uma pessoa ¢ dada por P(t) = 105 + 12sen(5t), onde t é dado
em segundos.

(a) Achar a pressao méxima.

(b) Achar a pressao minima.

Desenvolveremos a fun¢ao P(t) = 105 + 12sen(5t), partindo de —1 < sen(5t) < 1.
Assim,

—1 <sen(5t) <1
—12 < 12sen(5t) < 12
105 — 12 < 105 + 12sen(5t) < 105 + 12
93 < 105+ 12sen(5t) < 117
93 < P(t) < 117

Assim, obtemos os extremos de P(t) com mdzimo igual 117 e minimo igual a 93.

Limites

Ecologos estudando uma determinada regiao determinaram que o tamanho de uma de-
terminada planta, B(x), é func@o do nivel de precipitacao z, dado por
40x

B(x) = ——— + 20
()=

(a) Calcular B'(x).
(b) Calcular lim,_,., B'(z). Interpretar este resultado.

(CL) B/(ZL’) o 40\/1+m2—40z2(1+z2)’% i 40
- 1+a? C (14a2)3

(b) lim, o, B'(z) =0
Quando o nivel de precipitacao z tende a +0o0 a tara de crescimento da planta tende a
zero.
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2.

3.3

A populagao de uma cidade esta crescendo de acordo com a funcgao

20000

Plt) = —.
®) 20 + 40e—0:2¢

(a) Achar a assintota horizontal.
(b) Interprete o resultado da assintota horizontal a direita.

Acharemos as assintotas horizontais calculando os valores limites quando t — 400 e
t — —o00. Assim,

20000 , 20000
A 50 a0eom — 1000 ¢ I o e om =0

As assintotas horizontais sao as retas y=1000 e y=0.

(b) O limite quando t — oo,nos fala da popula¢iao apds longo periodo de tempo que
ird estabilizar-se em torno do valor P = 1000.

A derivada como uma funcgao

. Um capacitor de um circuito elétrico ¢ um aparelho para armazenar carga elétrica. Se

a quantidade de carga num dado capacitor no instante t é Q = 3t + 5t + 2 Coulombs,
determine a corrente [ = % no circuito quando t = 3.
Q =3t +5t+2

[=9% =6t +5

I(3) = 6(3) + 5 = 234

. Duas particulas partem da origem do eixo s no instante ¢ = 0 e movem-se ao longo desse

eixo, de acordo com as férmulas s; = t? — 6t e s, = 8t — t2, onde s; e sy sao medidos em
metros e t, em segundos.

(a) Quando é que as duas particulas tém a mesma velocidade?

(b) Quais sao as velocidades das duas particulas nos instantes em que elas tém a mesma
posicao?

(a) Calculando a derivada pela razio incremental da fungdo genérica s; = at* + bt:

dsi — o/ (4\ — 1; si(t+At)—s4(t)

o = si (t) = limag0 =%

dsi T[N 1 a(t+ A2 +b(t+At)—at?>—bt 1. 2at+bt+aAt _

Tk =5,(t) = limago N = lima0 *5%] =2at+b

Assim, se s; (t) = v;(t) temos v, =2t — 6 e vy = 8 — 2t

V1 = V2
20-6=8-2¢
4t =14
t:%:3,5s
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(b) Com s1 = sy tem-se:

t2 — 6t =8t —t?

2t2 — 14t =0
t(2t —14) =0
t e {7,0}

v1(7) =8 m/s v1(0) = —6 m/s
v9(7) = —6 m/s vy(0) =8 m/s

. Suponha que um projétil disparado do solo para cima com uma velocidade inicial de vy
m/s atinja uma altura se s metros em ¢ segundos, onde

s = vt — 4, 9¢t?

a) Calcule a velocidade v num instante ¢ qualquer.
b) Qual tempo decorre para que o projétil atinja a altura maxima?

¢) Qual é a altura maxima s, que o projétil atingira?

(
(
(
(d) Qual é a velocidade do projétil no instante em que atinge o solo?

(e) Qual deve ser a velocidade inicial para que o projétil atinja o solo 15 segundos apés o
disparo?

(a) v="=% =1y, —9,8t

(b) Altura mdzima implica que v = 0. Assim, v(0) = vo — 9,8t =t = g%
(¢) S$m = s(%) = UO;% — 4,9(%)2 = % —0,050v2

(d) Tempo de retorno ao solo: s = vt — 4,91 = 0 =ty = 15 Logo, v({%) = —vo

(¢) Como calculado em (d), temos: to = § =15 = vo = 73,5 m/s

. Uma lampada esta no topo de um poste de 24 m de altura. Uma bola ¢é largada da mesma
altura de um ponto situado a 6 m de distancia da lampada. Encontre a velocidade com
que a sombra da bola se move no chao (a) 1 segundo depois de largada a bola e (b)
2 segundos depois. (c¢) Qual a interpretacao da velocidade quando t tende a infinito.(
Pressuponha que a bola cai s = 4,9t metros em t segundos.)

Considere a figura (12), onde x(t) € a sombra da bola no instante t, na qual por seme-
lhanca de triangulos obtemos a relagao,

24 T

24 —4,9t2 -6

De onde encontramos r = 29{239' Deriwando esta equagcdo em relagao ao tempo t, encon-
tramos

dx —58,77

—(t) =

dt 3
Assim,
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24m

24.5(t)

Figura 12: Triangulos semelhantes

dx
dt

dx

1) = =58,77
(1)==58,7Tm/fs ¢ 5

(2) = —7,35m/s

(¢) Quando t — 0, temos a velocidade tendendo para infinito. Observa-se que a veloci-
dade da sombra decresce conforme o tempo transcorre.

. Durante os primeiros 50 dias seguintes ao inicio de um surto de gripe num colégio o
nimero N(t) de estudantes infectados apds t dias é dado pela fungdo N(t) = 25t — % ,
0<t<50.

(a) Fazer o grafico.

(b) Achar a inclinagdo da reta tangente em t = 1.

(¢) Quando o numero de infectados serd maximo e qual o nimero de infectados nesse
instante?

(a)
(b)A inclinagao da reta pode ser encontrada pelo valor da derivada de N(t) no ponto t=1.
Assim,

v _ 25—t = dN() _ 24

dt da
(¢) De acordo com o grdfico, observa-se que o ponto de mdzimo ocorre em t = 24 dias e
€ de 312 estudantes infectados.

. A lei de Beer-Lambert relaciona a absorcao de luz passando por um material, com a
concentracao e a espessura do mesmo. Se Iy e I denotam, respectivamente, a intensidade
de luz de um particular comprimento de onda antes e depois de passar pelo material, e se
x denota o comprimento do caminho a ser seguido pelo feixe de luz através do material,

admitamos que
I
lOglO(I_) = kxa
0
onde k é constante dependente do material

(a) Encontrar I(x) e entao derivar esta fungao .
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Figura 13: N(t) =25t — £ , 0 <t <50

(a) Encontrando I(x):

Derivando I(z):
I'(x) = I,105(In10)k = Iok(10%)in10

3.4 Crescimento e decrescimento de funcoes

1. Uma cidade é atingida por uma epidemia de gripe. O departamento de satide ptublica da
prefeitura registra que t dias apds o inicio da epidemia o ntimero de cidadaos infectados é

N(t) = 20000 4 20t* — 2t3, t > 0

(a) Em que intervalo a epidemia cresce?
(b) Em que intervalo a epidemia decresce?

N'(t) = 40t — 6t*

Analisando-se a funcio N'(t) = 40t — 6t2, encontra-se como raizes t = 0 e t = 2.

3
O grifico de N'(t) é uma pardbola com concavidade para baizo.

(a) Se 0 <t <2 = N'(t)>0= N(t) cresce
(b) Set>2 = N'(t) < 0= N(t) decresce
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BN

Figura 14: N'(t) = 40t — 612

2. Demégrafos predizem que a populacao de uma certa regiao urbana ¢ modelada por

kt

P(t) = ———
O=To+e

t > 0, para os proximos 20 anos, onde k£ é uma constante positiva.
(a) Em qual intervalo de tempo P(t) cresce?
(b) Em qual intervalo de tempo P(t) decresce?

Sabe-se que:

Se P'(t) > 0 para t num intervalo I = P(t) cresceeml
SeP’(t)jOparatnumintervalol = P(t) decresceeml

Como k € constante e maior que 0, basta analisar o sinal da func¢io f(t) = 100 — t?
para t > 0.

Se0<t<10= f(t) >0= P'(t) > 0= P(t) cresce
Set>10= f(t) < 0= P'(t) < 0= P(t) decresce

3. Uma populagao N(t) é composta de pessoas imunes a uma epidemia, I(t), e de pessoas
suscetiveis, S(t), ie,
N(t) = I(t) + 5(b),

I(t) inclui aqueles que contrairam a doen¢a e aqueles que ndo podem contrai-la. Se a
taxa de crescimento do numero de suscetiveis é de 20 pessoas por dia, e que a taza de
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0t

Figura 15: f(t) = 100 — ¢?

crescimento do numero de imunes € de 24 pessoas por dia, qual a tara que a populacdo
estd crescendo?

Queremos analisar o crscimento da populagao N(t), assim um aumento em S(t) € uma
taza negativa e 1(t) € uma taza positiva. Derivando ambos os lados da equagio N(t) =
I(t) + S(t) obtemos:

N'(t)=1I(t)+ S'(t) =24 — 20 = +4

Assim, a taza de crescimento € de j pessoas por dia.
. A funcao
L(t)=a+b(1l—e )

€ usada para modelar o tamanho de criangas como func¢ao do tempo em anos, onde a, b
e ¢ sao constantes positivas nao nulas.

(a) Calcular L'(t). Interpretar a resposta dada.

(b) L(t) tem ponto de maximo?

(c¢) Calcular L"(t). Interpretar a resposta dada.

(d) Mostrar que L" < 0 se b > 0.

(e) O que ocorre se t — o0 ?

(a) L'(t) = bce™". Representa a taza de crescimento da crianga no instante t.
(b) L'(t) = bece™ £ 0, Vt. Assim, a fun¢ao L(t) nao tem mdzimo entre (0, 00).

(¢) Deriwada seqgunda: L"(t) = —bce™. Seb > 0 = L"(t) = —bc*e™ < 0, Vt. Ou
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seja, a taxa de crescimento da crianca durante os anos vai diminuindo conforme ela vai
crescendo, o que corresponde com o normalmente observado. Porém, seb < 0= L"(t) =
—bc?e= > 0, Vt o que corresponde ao efeito contrdrio.

(d) O sinal de L"(t) = —bc*e~ depende exclusivamente de b. Assim, se b > 0 =
L"(t) = —bc*e™ < 0, Vt. Isto é, a velocidade de crescimento € decrescente, durante a
vida a velocidade com que crescemos decresce.

3.5 Maximos e minimos

Preambulo

1) Maximos e minimos em intervalos limitados: Seja f(z) uma fun¢do continua no intervalo
fechado [a, b]. Suponhamos f(z) derivével em |a, b], assim se f(zg) é ponto de méximo de f(x),
entao zy ¢ extremidade de [a, b] ou xy €]a,b[ e f'(z9) = 0. Logo, basta compararmos os valores
que f(x) assume nas extremidades com os assumidos nos pontos criticos.

2) Méaximos e minimos locais em intervalos abertos: Sejam f(x) uma fun¢ao que admite deri-
vada de segunda ordem continua no intervalo aberto [ e xy € I.

a) f'(xg) =0e f"(xy) >0 = x¢ é ponto de minimo local.

b) f'(xo) =0e f"(x9) <0 = z( é ponto de maximo local.

3) Maximos e minimos em intervalos nao limitados: No caso de intervalos nao limitados como
[a, +00[, | — 00, a] ou | — 0o, +00[, deve-se avaliar e comparar os valores das situagoes possiveis:
lim f(z) = f(a), im f(z) =k, k € R, lim f(z) = oo e f(xg), tal que xy é ponto critico do
T—a T—00 T—00

intervalo.

1. Um jardim retangular de 50m? de drea deve ser protegido contra animais. Se um lado do
jardim ja esta protegido por uma parede de celeiro, quais as dimensoes da cerca de menor
perimetro que cumprird esse papel?

A figura (16) introduz uma notag¢ao conveniente para tratarmos com a drea do jardim e
o comprimento total da cerca.

e

* Celeiro

A

50m?

A

A

Figura 16: Jardim retangular

Denotamos por L o comprimento da cerca. Queremos minimizar

L=2x+y
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sujeito a restri¢ao

zy = 50
Assim,

5O:L 2+50:dL 5 5O:d2L 100
= — = X R _— = _—— _ = -
- T dx x? dx? x3

Igualando-se a 0,

2—%:0::102:25:35:5.
x

d?L(5)
dx?

Logo, >0 e =5 é ponto de minimo de L(x).

Retornando ay =22 =32 =10
T 5
Logo, o jardim com a menor cerca tem 5 m de largura e 10 m de comprimento.
. Um arame de comprimento L é cortado em dois pedacos, sendo um dobrado em forma de

quadrado e o outro em forma de circulo. Como devemos cortar o arame para que a soma
das areas englobadas pelos dois pedagos seja:

(a) Maxima?
(b) Minima?

Denotamos por x o lado do quadrado e 1 o raio do circulo, como ilustrado na figura (17).

— . — -

Figura 17: Ilustragao do problema

a soma das dreas serd
A=z* 4 (1)

onde x e r sao relacionados por
dx + 2mr = L. (2)

Usando (2) expressamos r em termos de «,

1
=—(L—-14
r= - (L—4u),
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onde r > 0 o que implica em 0 < x < %. Usamos essa expressao para exprimirmos A em
termos apenas de x.

1 1 L
A:£C2+7TF<L—437)2:x2+E(L_4$)27xE [O’Z] (3)

Procuramos pontos g,z € (0, %) tais que

Almo) < A(x) < A1), ¥z € [0, g].

Se tais pontos estiverem em (0, %) estes serao pontos criticos de A(x), jd que serao extre-
mos locais. Se nao estes estarao na fronteira.

Os pontos criticos de A(z) sobre (0,%£) sdo tais que A'(z) =0 =z = 44%
Logo,analisando os pontos 0,2 o € % temos,
A0 =5

Al) = a1+ )

A(F) = f—a

(a) A drea serd mdzima quando z=0, ou seja, todo o arame deve ser usado para o circulo.

(b) A drea serd minima quando x = ﬁ. Nota-se que a drea minima é atingida quando

o diametro da circunferéncia € igual ao lado do quadrado, pois

1 1 wL L
2r = —(L —4x) = — =
" 7T( x> T4+ 4+

. Ao prego de R$ 1,50 um vendedor ambulante pode vender 500 unidades de uma certa
mercadoria que custa 70 centavos cada. Para cada centavo que o vendedor baixa no
preco, a quantidade de unidades vendidas pode aumentar de 25. Que preco de venda
maximizara o lucro?

Facamos x denotar o nimero de unidades monetdrias que o vendedor bairza no preco; o
lucro na venda de cada mercadoria sera 1,50—0,70—x = 80 —x centavos, e a quantidade
vendida serd 500 + 25x. O lucro total €, portanto:

P = (80 — 2)(500 + 25x) = 40000 + 1500z — 257,

Buscamos o valor mdzximo de P procurando seu ponto critico.

dP

= 1500 — 50z =0, 50z = 1500, x = 30.
dx

O preco de venda mais vantajoso €, portanto, R$ 1,20

. Mostre que o quadrado tem a maior area dentre todos os retangulos inscritos numa dada
circunferéncia x? + y? = a?.

Sejam L el os lados do retangulo inscrito na circunferéncia de raio a. A drea do retangulo
¢ dada por A =1L e do Teorema de Pitdgoras temos L? + 12 = 4a® Assim,

=1L =1V4a? - [?
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Figura 18: ITlustragao do problema

Para 1> < 4a% e como 1 > 0,0 <[ < 2a. O valor de | que mazimiza A neste intervalo
também mazimiza A?

A2 = 402> — 14 = ()

Assim A(l) serd mdzima no intervalo [0,2a] se =0, =2a ou l= ponto critico de f(1).

%:8a2l—4l3:0:>l:0, l=aV2 e l=—-aV2

Comparando os valores de A paral € {0, av'2, 2a} teremos que | = a\/2 e como L? +1* =
4a? = L = a2

Ou seja, L=l e o retangulo com drea mdxima inscrito em uma circunferéncia é um qua-
drado.

. Ao meio-dia , um barco A esta a 50 milhas ao norte de um barco B, dirigindo-se para o
Sul a 16 mi/h. O barco B estd indo para Oeste a 12 mi/h. Em que instante eles ficarao
o mais préximo possivel e qual é a distacia minima entre eles?

Seja d a distancia em linha reta entre os barcos A e B. Os catetos do triangulo retangulo
podem ser representados como observa-se na figura (19).

Pelo Teorema de Pitdgoras:

d? = 12%t* + (50 — 16t)* = 400> — 1600t + 2500 = f(t)
Derivando e igualando a zero:
df df

— = 800¢ — 1600, — =800t —1600 =0, t=2
dt dt
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50-16t

12t

Figura 19: Distancia d entre os barcos

A fungao f(t) é uma fun¢do quadrdtica com concavidade para cima, assim o valor encon-
trado t = 2 h € ponto de minimo.Agora descobrimos o valor de d = f(t),

d(2) = /400(22) — 1600(2) + 2500 = v/900 = 30 milhas/h

Ou seja, as 14:00h d = 30 milhas.

. Um retangulo tem &rea de 32cm?. Quais sao suas dimensoes se a distancia de um vértice
ao ponto médio de um lado nao-adjacente é a menor possivel?

z

Consideremos o ponto médio de um cateto ndo adjacente de coordenadas (3,

y). Assim,
o quadrado da distancia do vértice (0,0) a (%,y) serd d* = % + 2

A -4 -4

Figura 20: Ilustracao do problema

2

Como xy = 32 temos y = 22 ¢ portanto temos f(x) = d(x)? = & +y* = % + 32

Buscando pontos criticos de f

df

T
de 2 3
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Analisando o valor da derivada sequnda em =8,

2f 1
Tz 3 —2(32%)(

—3a? 1 6(322
_x) =—+ 6(82) > 0,Vx € ! = Ponto de minimo!

26 2 4

Assim, x =8 cm ey = % =4 cm sao as dimensoes do retangulo.

. Um fabricante de latas de conservas de formato cilindrico recebe um pedido muito grande
de latas com determinado volume V. Quais as dimensoes que minimizarao a area total
da superficie de uma lata como esta e, portanto, a quantidade de metal necessario para
fabrica-la?

Sendo r e h, respectivamente, o raio da base e a altura de uma lata cilindrica seu volume

s

(&

Vo = mr?h (4)

e a drea total da superficie é
A =2mr® + 27rh (5)

Devemos minimizar A, que é uma fun¢do de duas varidveis, notando que a equagdao (4)
relaciona essas varidveis. Logo, resolvendo (4) para h, h = % e substituimos em (5)
r

para expressar A como fungdo so de r,

W 2V
A(r) =2mr? + 2mr—= =212 + =2 r > 0 (6)
r? r

Observemos que lim A(r) = co. Assim, buscamos r > 0 que minimize A(r). r deve ser
r—0t

um ponto critico de A(r) e portanto

dA 2
—:47T7‘—E:O, 2V = dnrd =1 =\ —=
dr 72 27

W
2

2
Note que%:4w+%>0pamr: ’
Logo r = {/ % minimiza A(r). A lata terd as sequintes dimensdes r = /X2 e h = 2{/ %

27 27

. Determine a razao entre a altura e o diametro da base do cilindro de volume maximo que
pode ser inscrito numa esfera de raio R.

Esbocando um cilindro inscrito na esfera e colocando os dados como indicados na figura
vemos que o volume do cilindro serd

V = 2n2’y (7)

onde 2*+y*=R® (8)

Visualizando os casos extremos, percebemos que V € pequeno quando x estd perto de zero
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Figura 21: Cilindro inscrito na esfera

e também quando x estd perto de R, e assim entre esses extremos existe uma posicao de
volume mdximo. Para achd-la, usamos (8) em (7).

V =2my(R* —y*) =2n(R’y —v*), onde 0<y<R

Buscamos os pontos criticos de V(y), temos

0 que nos dd

e consequentemente x =4/=-R.

y:ﬁ 3

Como V(0) = V(R) = 0 este serd o ponto de mdximo de V e a razdo entre a altura e o
diametro da base deste cilindro é portanto,

2y V2
2r 2

. Um raio de luz parte de um ponto A a um ponto P de um espelho plano sendo entao
refletido e passando pelo ponto B (ver figura). O raio de luz segue o caminho mais curto
APB. Medidas acuradas mostram que o angulo do raio incidente « e o angulo do raio

refletido 8 sao iguais. Demonstre este fato.

Considere que o ponto P assuma vdrias posicoes no espelho, sendo cada posicao determi-
nada por um valor de x. Desejamos minimizar o comprimento L do percurso como uma
funcao de x. A partir da figura, fica claro que essa func¢do tem a sequinte erpressao:

[SIES

L=vVa?+ 22+ \/b2+ (c—x)? = (a2+x2)% + [0* + (c — 1)?]
Buscamos z tal que,

dL(z) x B c—x
dx Vat+22 02+ (c —z)?

=0 9)

Logo,
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10.

Figura 22: Raio de luz refletido

i cC—T

Vit 22 Pt (c—a)

(10)

ou equivalente

\/a2x+ 2P ‘Cf‘_<Cx_ 7 \/(%)zi _ m

Como 0 < x < ¢ temos & = 2 — g = 9
T c—x b+a

Interpretando esse resultado temos que ¢ = tan(a) e - = tan(3) = tan() = tan(p)

Onde o > 0,3 < 5. Como tan(©) € injetiva neste intervalo, concluimos que o = f3.

O raio de luz refletido do exercicio anterior tem o percurso em um unico meio a uma
velocidade constante. No entanto, em meios diferentes (ar, dgua, vidro), a luz tem velo-
cidades diferentes. Se um raio de luz passa do ar para a agua, ele é refratado passando a
uma direcao mais proxima da perdendicular a interface. O percurso APB, nitidamente,
nao é mais o caminho mais curto de A a B. Em 1621 o cientista holandes Snell descobriu
empiricamente que o caminho real do raio de luz é o que satisfaz a relacao

sena

= tant 11
sens constante, (11)

onde essa constante é independente das posi¢oes A e B. Esse fato é chamado Lei de
refracao de Snell. Prove a Lei de Snell, partindo do pressuposto de que o raio de luz
percorre um caminho de A a B de modo a minimizar o tempo total de percurso.

De acordo com o diagrama acima, se a velocidade da luz no ar € v, € na agua € v,,, entao
o tempo total de percurso T € o tempo da luz percorrer o ar mais o tempo da luz percorrer
a dgua. Isto €,

D 1 1 1
T:V:v_a(a2+x2)§+ﬁ[b2+(c_x>z] , 0<z<ec

N|=

Se calcularmos a deriwada dessa fung¢ao e observarmos o seu significado em termos da
figura (23),0bteremos
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11.

Figura 23: Lei de refracao de Snell

dar 1 T _ 1 c—
de vava®+a2 v—w, /02 + (c—x)?

sena  senf3

= 12
o " (12)
Para obter o T minimo igualamos essa derivada a zero, obtendo
sena  sen
_ xnf (13)

Vg, Uy

Essa é a forma mais reveladora da Lei de Snell, porque nos da significado fisico da cons-
tante a direita de (11): é a razao entre a velocidade da luz no ar e a velocidade (menor)
da luz na dgua. FEssa constante chama-se indice de refracao da dgua. Se a dgua dessa
experiéncia for substituida por qualquer outro meio translicido, tal como dlcool, glicerina
ou vidro, entao a constante terd um valor numérico diferente que serd o indice de refracao
do meio em questao.

Um espiao é deixado por um submarino para ser embarcado em um bote a 2 milhas de
um ponto P numa praia reta com direcao Norte-Sul. Ele precisa chegar a uma casa ma
praia a 6 milhas ao norte de P. Remando ele percorre 3 mi/h e, andando, 5 mi/h. Sua
intencao é remar em direcao a um certo ponto QQ e depois andar o resto do caminho.

(a) A que distancia ao norte de P ele deve desembarcar para chegar a casa no menor
tempo possivel?

(b) Qual a duragao da viagem?

(c) Quanto tempo a mais ele gastard se remar diretamente a P e depois andar para a
casa’?

(a) Seja Q um ponto qualquer na praia ao norte de P de tal forma que PQ = x onde
0 <x<6. Assim, o tempo total para se chegar na casa pode ser expresso como fun¢ao
de x por,
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12.

hCasa
B-x

b Q
]
P

2mi

Figura 24: ITlustragao do problema

»2?+4 6—=x
T(r) —
(z) Tt %
Procurando o ponto critico
dT 1
_ z E—

dr  3J2214 5
Encontramos © = 3 = 1,5 mi ao norte de P. Como T(0) = 1,87h, T(6) = 2,11h e
T(1,5) = 1,73h o menor tempo ocorre em x = 1,5.
(b) A duragio é de T'(1,5) =1, 73h.

(c) Se o espido remar diretamente a P e depois andar para a casa, o que equivale a x = 0,
. 2,6 _ - : .

gastard um tempo total dado por t = 3 + ¢ = 1,87 h. Assim, a diferenca serd de 0,14h

equivalente a 8§ min e 2/ s.

A fungao lucro L, definida por L(z), é o lucro da produgao, marketing e venda de z
unidades de uma mercadoria. L(z) é representado por L(x)) = R(z) — C(x), com R(z) =
90z — z* a renda e C'(x) = 50 4+ 30z o custo. Encontre a funcao lucro, seus valores em
L(20), L(30), L(50) e encontre seu valor méximo.

A funcao lucro serd :

L(z) = R(x) — O(x) = (90z — 2?) — (50 + 302) = —2* 4 60z — 50

Substituindo os valores correspondentes em x: L(20) = 750 L(30) =850 e L(50) =
450

Procuramos os pontos criticos de L(z),

dL

=-2r+60=0=— 2 =230
dx

A funcao lucro € uma pardbola com um ponto de mdzimo. O lucro mdximo ocorre em
=30 unidades e ¢ de R$850,00.
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13. (a) Suponha que um fabricante possa vender x bicicletas por ano ao preco de p = 3000 —

14.

0, 1z reais cada uma e que o custo para ele produzir x bicicletas seja C'(z) = 600000+ 750x
reais. Para obter lucro méaximo, qual deve ser sua produgao e a que preco o fabricante
deve vender cada bicicleta?

(b) Se o governo cobra do fabricante um imposto de 250 reais por cada bicicleta comer-
cializada e os outros aspectos da situacao nao se alteram, qual parcela do imposto ele
mesmo deve absorver e qual deve repassar aos consumidores para continuar tendo lucro
maximo?

(a) Seja a fungao lucro L(x) = p(x)x — C(x), sendo p(x)x = R(x) a receita anual e C(x)
o custo anual.

L(z) = (3000 — 0, 1z)z — (600000 + 750z) = —0, 12 + 22502 — 600000

Procuramos os pontos criticos de L(z),

d_L =—-0,224+2250=0=x = @ = 11250 bicicletas
dx 0,2

Assim, o prego serd p(11250) = 3000 — 0, 1(11250) = 1875 reais

(b) Novo custo C(z) = 600000 + 750z + I(x), com I(x) = 250x o imposto pago por cada
bicicleta produzida.

L(x) = (3000 — 0, 1z)z — (600000 + 750z + I(z)) = —0, 1% + 2000z — 600000

Procuramos os pontos criticos de L(z),

dL
i —0, 2z + 2000 = 0 = x = 10000
T

O novo prego serd p(10000) = 2000 reais. Assim, Ap = 2000 — 1875 = 125 reais, exata-
mente 50% de 250. O vendedor deve absorver 50% e repassar o resto para os clientes.

Se a receita marginal de produzir x unidades de um certo bem é 40 — 122

GoL” reais por
unidade e custo marginal é 10 + %xQ reais por unidade, quantas unidades devem ser
produzidas para maximizar o lucro?

Seja a receita marginal % =40 — g—; e custo marginal % =10+ %.
O lucro € dado por L(zx) = R(x) — C(x). Procurando os pontos criticos de L(z),

dL _ dR _ dC _

dr ~ dzx dz

drR _ dC

dx dx

x2 x?
40— —10+2

2% = 30?

z=30 (z>0)

Assim, deve-se produzir 30 unidades.
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15.

16.

17.

18.

A proprietaria de um restaurante considera que seus fregueses bebem 540 caixas de um
certo vinho por ano. Os gastos de encomendas sao 10 reais e os custos de transporte sao
3 reais por caixa por ano. Quantas caixas ela deve encomendar de cada vez?

Temos E’;ﬁ encomendas. Assim, o custo total das encomendas em um ano € dado por,
540 5400
C(z) = (10 4+ 3z)— = —— + 1620
x x
Como % = —5;‘;20 = 0 somente quando z tende ao infinito. Concluimos que deve-se fazer

uma unica encomenda de 540 caixas.

Um impressor concordou em imprimir 135000 copias de um pequeno cartao de propa-
ganda. Fle gasta 12 reais por hora com o funcionamento da prensa, que produz 600
impressoes por hora. Em cada impressao sao impressos n cartoes, onde n é o nimero de
eletrotipos ( cépias metdlicas de cole¢ao de tipos) usados na impressao. Cada eletrotipo
custa para ele 3 reais. Quantos eletrotipos deve ele usar em sua prensa para minimizar o
custo do trabalho?

Niumero de horas para imprimir os 135000 cartoes:

135000
600n

Logo, o custo de produc¢ao dos 135000 cartoes serd C(n) = 12% + 3n. Procuramos os
pontos criticos de C(n), assim

dC 2700

2

— = +3=0=—=n=30
dn n

Logo, temos que utilizar n=30 eletrotipos para minimizar os custos.

O nivel de anti-4cido no estomago de uma pessoa ¢ minutos apos a ingestao de um com-
primido anti-acido é dado por f(t) = tngttH.
(a) Em que tempo ¢ ocorre o nivel méximo do anti-acido?

Obtemos os pontos criticos da func¢ao:

df(z) _ 6(t24+2t+1)—6t(2t+2) 0
T (t242t+1)2
—t?+1=0
tP=1l=>t=1let=-1

Como t > 0, pois t representa o tempo em minutos, interessa-nos apenas t=1 que €
ponto de mdzrimo uma vez que f"(1) < 0. Assim, f(1) = 1.5 e o nivel de anti-dcido
mdzximo ocorre apos 1 minuto.

Observagoes feitas por botanicos suportam a tese que a razao de sobrevivéncia de see-
dlings nas vizinhancas de uma &rvore mae é proporcional ao produto da densidade de
sementes no chao e sua probabilidade de sobrevivéencia de ser comido por herbivoros. A
densidade de herbivoros tende a decrescer a medida que a distancia da arvore mae au-
menta ja que a densidade de comida decresce. Seja x a distancia em metros do tronco da
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19.

20.

arvore mae. Os resultados de amostragem indicam que a densidade de sementes no chao
para 0 < z < 10 é dado por d(z) = m e a probabilidade de sobrevivencia de nao
ser comido por herbivoros é p(x) = 0, 1z.

(a) Para que distancia a razao de sobrevivéncia é méaxima?
Seja RS: razao de sobrevivéncia

RS = kd(z)p(z) = km&lx = f(x), k constante de proporcionalidade

Procurando os pontos criticos de f(x):

_ 0.1k(14(0.22)2)—k0.122(0.22)0.2 __
f/(x) - (1+(0.2$)2)2 — 0
0.1 +4%103%22 —8x10%22 =0

? =10 = p =45

Como0<zxz<10=x=5m

Um certo tipo de faisao foi introduzido numa ilha norte americana e o nimero de in-
dividuos ¢ dado por, P(t) =10 + 5% , ¢ > 0.

(a) Calcular P'(t).

(b) Inicialmente a populagao cresce ou decresce?

(¢) Podemos especular sobre um eventual tamanho populacional?

100(t24+9)—100¢(2¢ — 2
(a) P'(t) = 2o = S0

(b)) t=0= P'(0) =22 > 0= P(t) cresce inicialmente
(¢) Procurando os pontos criticos:

Pl(t) = Y0108 — 0= 2 =9 =t = 43

Como t > 0 interessa-nos saber o comportamento da funcao em t=3. Assim, analisa-
remos os valores das derivadas primeira e sequnda no ponto t=3.

P'(t) = —20(()5;3;?07* = P"(3) <0

O que nos leva a concluir que em t=3 ocorre um mdzimo, com P(3) = 83—0 = 26.67

mdividuos.

A populagao de uma certa cidade é prevista ser de P(t) = 100000 + A8t> — 442 pessoas t
anos apos 1985. Em que ano a populacao atingird seu maximo?

Encontraremos os pontos criticos da fungao.
P(t) =72Vt —8t=0=1>-81[t| =0

Comot>0=1t{t—8l)=0=t=0et=281
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21.

22.

P(0) = 100000 e P(81) = 108748

Sendo P"(t) = ?/—65 —8 e P'(81) = =4 < 0 =t = 81 ¢ ponto de mdzimo. Ou seja,

a populagao atingird seu maximo em 2006.

Quando uma pessoa tosse, a traquéia se contrai. Sejam ry o raio da traquéia, r o raio
da traquéia durante a tosse, P pressao do ar na traquéia durante a tosse e v velocidade
do ar na traquéia durante a tosse. Use os seguintes principios de fluxo de fluidos para
determinar quanto a traquéia deve se contrair, ou seja, determine r, de modo que ocorra a
maior velocidade de ar (condigao mais favoravel para limpeza de pulmoes e da traquéia).
=19 = r = aP, a > 0 constante. Experimentalmente, observa-se que durante a tosse
a diminuicao do raio da traquéia é aproximadamente proporcional a pressao do ar na
traquéia.

=v = bPmr?, b > 0 constante. Pela teoria de fluidos, a velocidade do ar pela traquéia é
proporcional ao produto da pressao do ar e a area da secao da traquéia. Considerar que

a traquéia seja um circulo, entao a area é wr?.

Ar=aP, a >0, Ar € a variacao do raio da traquéia.
r=ro—Ar=r=ry—aP
Utilizando v = bPrr? = v(r) = groﬁrz — SWT?)

Pontos criticos de v(r):

V'(r) = Lrom2r — 2w3r? = 0

r(2r0—37"):():>7“:067’:§r0

2

570 obtemos:

Utilizando r =

V" (r) = Lrom2 = Lrbr = v"(3rg) = — 20T < 0 = Ponto de mdzimo

2

570 a velocidade € mdzima.

Assim, em r =

A populagio de uma certa cidade é prevista ser de P(t) = 100000(1 + 5t)e~%%%% em t
anos. Quando a populagao atingira seu maximo?

Encontraremos os pontos criticos de P(t) igualando sua derivada primeira a zero e o
que eles representam analisando o sinal de sua derivada sequnda em cada t critico.

P'(t) = 100000(4.995¢ 0005t — (),025¢te~0-005)

e

P"(t) = 100000(—0.049975¢~ 0005t 4 1 25 % 10~4¢e—0-005¢)
fh _ _ 4995 _

Ponto critico: P'(t) =0 =t = 5352 = 199.8

Analisando em t=199.8 : P"(199.8) = —920.602 < 0 = A populagdo atinge seu mdzximo
em t=199.8 anos
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23. A funcao

o) = — =i

oV2r

é chamada de funcao de densidade de probabilidade normal. A constante ¢ é dita desvio-
padrao para a curva normal.

(a) Mostrar que o méaximo de f(x) ocorre em x = 0 e que os pontos de inflexdo ocorrem
em z = *+o.

(b) Construir o grafico

(a) Procurando os pontos criticos de f(x):

22
fl(z) = (zz)e 207 = 0= Ponto critico em =0

(@) = mim(G — e 22
17(0) = ﬁ% < 0= 2 =0 € ponto de mdzimo de f(x).
Encontra-se os pontos de inflexao iqualando-se a derivada sequnda a zero.

f"(x) = 0=z ==+0 (Pontos de inflexzdo)

(b)

Figura 25: Funcao densidade de probabilidade normal

24. Pesquisadores interessados em modelar a razao na qual animais crescem tém usado o
seguinte modelo y =t + Sen% + B, onde y é a altura em cm, B é a altura ao nascer, t é
dado em meses.

(a) Achar os valores méximo e minimo da razao de crescimento
elas ocorrem no primeiro ano de vida.

dy

s g € 0s tempos em que

Seja a razdo de crescimento igual a R(t) = %, assim:
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26.

R(t) =1+ Zcos(4)

R'(t) = == cos(x)

64 4
Pontos criticos:

R'(t) = —T—Zsen(%) = 0=t =4k, k inteiro

Primeiros 12 meses: 0 <t <12=1=0,4,8 ¢ 12

R(0)=1+7 =178

R(4)=1-17=0.215
R(8)=1+72 =178

R(12)=1-T =0.215

Mdzimo R=1.78 (R"(0) < 0) e minimo R=0.215 (R"(4) > 0). Assim, ocorrem dois
mazimos e dois minimos em 12 meses.

Um certo lago pode suportar uma populagao maxima de 20000 peixes. Se hé poucos peixes
no lago, a taxa de crescimento populacional serda proporcional ao produto da populagao
existente pela diferenca da populagao existente a partir de 20000. Para que populacao a
taxa de crescimento serd maxima?

Seja P(t) a populagdo de peixes no tempo t. A taxa de crescimento populacional serd:
P'(t) = kP(20000 — P) = f(P) = —kP? + 20000k P, k constante de proporcionalidade
f(P) € uma equagao do sequndo grau com um ponto mdzimo dado por:

f'(P) = —2kP + 20000k = 0 = P = 10000

Para uma populacao de 10000 peizes a taxa de crescimento serd mdxima.

Cinquenta animais ameacados de extin¢ao sao colocados numa reserva. Decorridos t anos
~ . . , . 2 .

a populagdo x desses animais é estimada em x(t) = 50%—?030. Em que instante essa

populagao animal atinge seu maximo? Quanto ele vale?

A fungao x(t) = 50t2:§it;030 apresenta o grifico a sequir:
Derivando z(t):

/ __ 9000—300¢2
a'(t) = (t2430)2

" __ —54000t+600t3
" (t) = (£2430)3
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3.6

Figura 26: z(t) = 50(m—t;§0)

Pontos criticos:

o/ (t) = 2003007 _ () = ¢ 4 /30 =2 +5.48

(t2430)2

Mdzimo: 2(v/30) = 77.39 <« (2"(1/30) < 0)
Minimo: x(—+/30) = 22.61 <« (27(-/30) > 0)

Taxas relacionadas

. Um grande balao esférico de borracha esta sendo cheio de gas a uma taxa constante de

8m?/s. Calcule com que velocidade o raio r do balao cresce:
(a) Quando r = 2 m;
(b) Quando r =4 m.

Considere um baldo esférico de raio r e volume V. O volume do baldo é dado pela formula

V=_qr (14)

Temos que % = 8 e precisamos achar % para dois valores especificos de r. 'V e r sao
ambas variaveis dependentes, tendo o tempo t como varidvel independente. Com isto em

mente, € natural introduzir as tazas de variagdo de V e r, derivando (14) em relagao a t,

- = 2_ — 2_
o 37?37“ o Ay pm (15)

onde a regra da cadeia foi aplicada. Seque-se de (15) que
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dr 1 dVﬁZ

dt  Anr dt w2

OIS % = 8. No caso (a), temos, portanto,

dr .

% = % = 0, 16 WL/TTLZTZ,
e no caso (b),

dr 1 .

%—8_71' —0,04 m/mm.

. Uma escada de 13 m esta apoiada em uma parede. A base da escada esa sendo empurrada
no sentido contrario ao da parede, a uma taxa constante de 6 m/min. Qual velocidade
com a qual o topo da escada se move para baixo, encostado a parede, quando a base da
escada esta a bm da parede?

O diagrama da situagao ilustra o problema. Usamos letras para representar as quantida-
des que estao variando.

6 m/min
—

Figura 27: Situacao

@: —@:? quando x =5

dt dt
O uso do sinal negativo aqui pode ser melhor entendido pensando em % como a taza
com que y estd crescendo, e —% como a taxa com que y estd decrescendo. O problema
pede o sequndo caso.Conhecemos uma deriwvada em relagdo ao tempo e queremos achar a
outra. Logo, procuramos uma equac¢ao ligando x e y da qual possamos obter uma sequnda

equacao relacionando suas taxas de variagcao. Pela figura obtemos:

2+ y* = 169 (16)

Derivando essa expressao em relacdao a t,

dx dy
20— + y—= =
xdt+ ydt 0 ou

dy rdr

dar y dt
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e portanto

d 6
_w_x (17)
dt Y
visto que fli—f = 6. Finalmente, a equagdo (16) revela que y = 12 quando x = 5; logo, (17)
nos leva a concluir que

d 6(5

d_gt/ = % = 2,5m/min
. Um tanque em forma de cone com o vértice para baixo mede 12 m de altura e tem no
topo um diametro de 12m. Bombea-se dgua a taxa de 4m?3/min. Ache a taxa com que o
nivel da dgua sobe (a) quando tem 2 m de profundidade e (b) quando a dgua tem 8 m de

profundidade.

Como no exercicio anterior, analisamos a figura com o propdsito de visualizar a situa¢do
e estabelecer a notagcao. Nosso passo sequinte € usar essa notac¢do para fizar, como se
seque, o que € dado e o que estamos procurando:

dV_4 dx

=4 %Z? quando T =2 e x=28.

4 m?®/min

Figura 28: Situacao problema

O wvolume varidvel da dgua no tanque tem a forma de um cone; logo, nosso ponto de
partida € a formula

4
V= §7ry2;1:. (18)

As unicas varidveis dependentes que nos interessam sao V e x; logo, queremos eliminar
a varidvel y. Da figura usando triangulos semelhantes, vemos que

y 6 1 1
=TT g U Y=52 (19)

e, substituindo em (18), obtemos

T 12
A7



Introduzimos as tazas de variagao deriwando (20) com relagdo a t, o que leva a

av m ,dx

visto que % = 4. Dessa formula obtemos, para x=2,

d 4

d—j = = 1,27m/min
e, para =8,

dx 1 .

E = E = 0,0Sm/mm

. Uma pedra lancada numa lagoa provoca uma série de ondulagoes concéntricas. Se o raio
r da onda exterior cresce uniformemente a taxa de 1,8 m/s, determine a taxa com que a
area de dgua pertubada esta crescendo (a) quando 7 =3 m e (b) quando r = 6 m.

Seja A = mr? a drea da circunferéncia de raio r. Assim, sua derivada € dada por,
dA 5 dr
— = 72r—
dt dt

Substituindo % = 1,8 m/s na equagdao anterior, obtemos %(r) = 3,6mr. Assim,

dA
dt

dA

E(?’) =33,9m%/s e

(6) = 67,82m?/s

. Uma grande bola de neve esférica estd se derretendo a taxa de 0,067m3/h. No momento
em que estd com 76 cm de didmetro, determine (a) a velocidade com que o raio esta
variando e (b) a velocidade com que a area da superficie esta variando.

Seja o volume e a drea da esfera dados por, V. = 4mr3 e A = 4mr? respectivamente.

3
Derivando V e A em relacdo ao tempo obtemos:

dV odr dA g dr
— =4dgr*— e — =8mr—
dt dt dt dt
(a) Substituindo % = —0,06mm>®/h e r = 0,34m na equacgdo da esquerda obtemos % =

—0,104m/h

(b) Utilizando o resultado anterior de % = —0,104m/h obtemos “ = —0,993m?/h

. Um menino empina um papagaio a 24 m de altura e o vento sopra horizontalmente
distanciando-o do menino a 6 m/s. Com que velocidade o menino solta a linha quando o
papagaio estd 30 m longe dele?

A distancia do menino até o papagaio representada por L, a altura de 24 m do papagaio
e e a distancia do menino até o ponto logo abaixo da posi¢cao do papagaio formam um
triangulo retangulo, da qual se retira a sequinte relacao:
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L? =z 4 247

24m

Figura 29: Situacao

Derivando em relacao ao tempo ambos os lados da equacao obtemos:

dL  xdz
dt  Ldt
Sabendo que ‘é—f =6 m/s tem-se % = %x. Agora, basta substituirmos L = 30m e x = 18m
e obtemos
dL
y7ie 3,6m/s

. Um barco esta sendo puxado para o cais por meio de um cabo com uma extremidade
atada na proa do barco e a outra passando através de um anel fixo no cais num ponto
situado a 1,5 m acima do nivel da proa do barco. Se o cabo estd sendo puxado a uma

taxa de 1,2 m/s com que velocidade o barco se move na agua quando ji foram puxados
3,9 m de cabo?

Seja x a distancia horizontal do barco ao cais, L o comprimento da corda que liga a borda
do cais ao barco e 1,5 m a altura da borda do cais. Como observado na figura (30). Assim,
pelo Teorema de Pitdgoras, podemos obter a relagdo L? = 1,5% + x%. Derivando ambos os
lados em relacao ao tempo obtemos:

dL dx dL
QLE = 2.Z‘E ou LE =zV,

Sendo Vi, a velocidade do barco. Quando L=3,9 m encontramos x=3,6 m da relacdo de
Pitdgoras. Assim, substituindo na equacao L% =V}, obtemos:

Ve =1,3m/s
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1,5m

Figura 30: Situacao

8. A maioria dos gases obedece a Lei de Boyle: numa amostra de gis mantida a uma
temperatura constante enquanto esta sendo comprimida por um pistao num cilindro, sua
pressao p e seu volume V estao relacionados pela equacgao pV = ¢, onde ¢ é uma constante.
Ache % em termos de p e %.

Temos temperatura e ¢ contantes. Derivando a relacao pV = ¢ em relacao ao tempo

obtemos:

dp av. dp  pdV
AR 7k L i VAT

Substituimos agora % por % que € obtida de pV = ¢ e encontramos

dp __p*dv
dt ¢ dt

9. Num certo instante, uma amostra de gés que obedece a Lei de Boyle ocupa um volume de
1000m? a uma pressao de 10N/m?. Se esse gds estd sendo comprimido isotermicamente
a taxa d 12m3/min, ache a taxa com que a pressao estd crescendo no instante em que o
volume é 600m?>.

Da relagio de Boyle pV = ¢ com ¢ constante, conhecendo Vo = 1000m?, pg = 10N/m? e
Vi = 600m® obtemos py.

50
poVo = ppVy = py = gN/WQ

Deriwando a equacao pV = ¢ em relacao ao tempo obtemos:

dp dv
Wy,
a’ TP

Na qual substituimos ‘Z—‘t/ = —12m3/min, V; = 600m® e p; = 53—0]\7/7712 obtendo:
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dp 1 N
dt  3m2min

10. Se uma bolinha de naftalina evapora a uma taxa proporcional a area de sua superficie,

11.

mostre que seu raio decresce a uma taxa constante.

A bolinha de naftalina evapora a uma taxa proporcional a drea de sua superficie, assim

d_V = kA = kdnr?
dt

com k constante e r o raio da bolinha esférica. O wvolume da esfera € representado por

V= gm’s, deriwando ambos os lados da equacao em relagcao ao tempo e substituindo %

na primeira equacao obtemos:

dv d d
= = kdnr? = 47r7«2_r — k= a constante
dt dt dt

Uma escada com 6 m de comprimento estd apoiada em uma parede de 3,6 m de altura,
num ponto abaixo de sua extremidade. Sua base estd sendo puxada de modo a se afastar
da parede a uma taxa constante de 1,5 m/min. Ache a velocidade com que o topo da
escada estd se aproximando do chao (a) quando ele estd a 1,5m do topo da parede e (b)
quando atinge o topo da parede.

A altura h do ponto de apoio da escada na parede, o comprimento de 6 m da escada e
a distancia x de seu apoio no solo formam um triangulo retangulo, do qual obtemos a
relacao:

6> = 2% + h?

Figura 31: Situagao

dh
dt

Il
<
I

|

Deriwando a relagao acima em relagao ao tempo, obtemos a equacao

=18
=&
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12.

13.

14.

Em cada caso encontramos a posicao x correspondente a cada altura h e substituimos a
velocidade da base da escada (V,) com o sinal adequado.

(a) h =2,1m implica x = 5,62m e com V,=1,5 m/min obtemos V = —4,01m/min
(b) h = 3,6m implica x = 4,8m e com Vy=-1,5 m/min obtemos V = 2m/min
Um ponto se move na circunferéncia x? + y*> = a® de tal modo que a componente x de

sua velocidade é ‘fl—f = —y. Ache % e determine se o sentido do movimento é horario ou
anti-horario.

Considere um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais com origem exatamente so-
bre o centro da circunferéncia. x e y representam as posi¢oes do ponto sobre a circun-
feréncia de raio a. Do Teorema de Pitdgoras temos:

2

$2+y2:(1

Derivando a equacao acima em relacao ao tempo obtemos:

dx dy
r— — =0
a Y
Substituindo ‘fl—f = —Y NG equacao acima encontramos % = x. Analisando o ponto sobre

o primeiro quadrante, quando temos x > 0 e y > 0 concluimos que o ponto move-se no
sentido anti-hordrio.

Um procedimento clinico comum para se estudar o metabolismo do cédlcio em pessoas (a
razao na qual o corpo assimila e usa o célcio) é injetar cdlcio quimicamente marcado na
corrente sanguinea e entao medir quao rapidamente este cédlcio é removido do sangue.
Suponhamos t dado em dias contado apds a injecao de célcio marcado, A a quantidade
restante de calcio marcado no sangue dado por A = t_%, t>0,5.

(a) Quao rapido estd o corpo removendo cdlcio do sangue quanto t = 17

A taza de remogao é dado por A'(t). Assim,

A1) = —%(1)*% = —32 quantidade/dia

Suponha que o peso em gramas de um tumor canceroso no tempo t é w(t) = 0, 1#2, onde
t é medido em semanas. Qual a razao de crescimento do tumor, em gramas por semana,
quando t = 57

A taza de crescimento do tumor € dado por:

w'(t) = 0.2t

w'(5) = 0.2(5) =1 g/semana. O tumor cresce a uma taza de 1 g por semana na quinta
semana.
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3.7 Integral indefinida

1. O custo fixo de producao de uma empresa é de R$800,00. O custo marginal é dado por
C'(z) = 0.032% — 0.12x + 5. Ache a fungao custo total.

O custo marginal C'(x) € a deriada da fungdo custo total C(x). Assim, para encon-
trar C(x) integramos a func¢do custo marginal.

C(z) = [(0.032* — 0.12z + 5)dx

C(z) =0.03 [ 2*dz — 0.12 [zdz + 5 [ dx
Clz) = %823 — %222 4 bu + k

C(x) =0.012® — 0.062% + 5z + k

Inicialmente em x = 0 a empresa possui um custo fixzo de R$800, 00.
800 = 0.01(0)> — 0.06(0)* 4+ 50(0) + k = k = 800

C(z)=0.012 — 0.062% + 52 + 800

2. O lucro marginal de uma empresa para um determinado item é dada pela equagao
L'(z) = 20 — 0.62%, na qual z é o nimero de itens vendidos. O lucro quando dois
itens sao vendidos é de R$4.20. Encontre a equacao do lucro total.

O lucro marginal L'(x) € a derivada da fungao lucro total L(x). Assim, para encon-
trar L(x) integramos a fun¢do lucro marginal.

L(z) = [(20 — 0.627)dx
L(z) = 20z — 0.6% + &
L(z) =20z — 0.22% + k
Em x =2 a empresa possui um lucro de R$4.20.

4.20 = 20(4.20) — 0.2(4.20)3 4+ k = k = —34.2

L(z) = 20z — 0.223 — 34.2

3. Uma empresa, observando sua producao e vendas, encontrou seu lucro marginal L'(X) =
28 — 0.0922 quando z unidades de determinado produto sao vendidas. A empresa sofre
uma perda de R$500,00 quando nenhuma unidade é vendida. Assim, encontre a funcao
lucro.

O lucro marginal L'(x) € a derivada da funcao lucro total L(x). Assim, para encon-
trar L(x) integramos a fung¢ao lucro marginal.

L(z) = [(28 — 0.0922)dx
L(z) =28z — 0.032 + k

Em x =0 a empresa sofre uma perda de R$500.00.
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—500 = 28(0) — 0.03(0)3 + k = k = —500

L(z) = 28z — 0.03z° — 500

. O custo médio total de produciao de um determinado item é dado por C'(x) =
qual x é o nimero de unidades produzidas.

(a) Encontre a fungdo custo médio C(z), sabendo que C(4) = 57.

(b) Encontre a funcao custo total C'(x).

(a) O custo médio marginal C'(x) € a derivada da fungao custo médio total C(x). Assim,
para encontrar C(x) integramos a fung¢ao custo médio marginal.

(3= 3
4
+

N

C(z) =
C(x) =

)dx
k

g

<15 |
+4

Em x = 4 temos C(4) = 57.
ST=14 +k=k="2

Cle) =442 420

(b) O custo total é dado por C(z) = <2 = C(x) = zC(z). Logo,

C’(x):%+¥x+17

. A inclinacdo da reta tangente a uma curva em qualquer ponto é dado por 322 + 5. En-
contre a equagao da curva se ela contém o ponto (3, 8).

Seja f(z) a curva, logo:
f(z) = [(B2? +5)dx = 2® + 5z + k
Em f(3) =27+ 15+k=8=k=—34

flz) =23 +5x—34

. Um pogo de petroleo extrai petréleo a uma taxa de R'(t) = 70 + 4.5t — 0.5t%, t em horas.
Encontre a férmula para a producao total apds t horas.

R(t) = [ R'(t)dt

R(t) = [(70 + 4.5t — 0.5¢%)d¢
R(t) =70t + 2% — %24% + k
Em R(0)=0=k=0

R(t) =70t + 222 — %247

. A funcao velocidade de um determinado veiculo é dada por v(t) = t? — 2t + 4, t em
segundos. Encontre a fungao posi¢ao s(t), sendo que em s(0) = 0.
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10.

[v(t)dt
[(t? — 2t + 4)dt
s(t)=§—t2+4t+k:

s(t)
t

Ems(0)=0=k=0

s(t) =5 — 12 +4t

. A fungao acelera¢ao de um determinado veiculo é dada por a(t) = 4 —66t, t em segundos.

Encontre a fungao velocidade v(t), sendo que em v(0) = 0.

v(t) = [a(t)dt
v(t) = [(4 — 66t)dt
v(t) =4t — 33t2 + k

Emv(0)=0=k=0

v(t) = 4t — 33t*

’ , ~ . . 2
O tempo de parada de um veiculo é dado resolvendo-se a equacao diferencial %‘ZIT;” =

—fW, na qual W é o peso do veiculo, f o coeficiente de fric¢ao, g a constante gravitacio-
nal, x a distancia percorrida e t o tempo.

(a) Determine a fungao velocidade.

(b) Determine o tempo que o veiculo demora para parar.

(c) Determine a func¢ao deslocamento.

(e) Determine a distancia percorrida pelo veiculo até parar.

(a) Sendo a(t) = % = dig) ea=—fg temos:

o(t) = [a(t)dt = [(~fo)dr

v(t)=—fgt+k

v(0) =04k = vy
Logo, v(t) = —fgt + vo

(b) Procuramos t quando v(t) =0, assim

v(t) =—fot+vo=0=t=2
(¢) Integramos a fung¢do velocidade para obter a funcao deslocamento, impondo a condi¢do
de que emt =0, x = 0.

x(t) = [v(t)dt = —fg% +oot +k x(0) =k =0= z(t) = vt — fg%

), assim x(L) = 2

(d) Encontraremos x( 7)) =34

Vo
fg
Se uma reagao quimica ocorre a um volume constante a entalpia é dada por AH = f C,dt,

na qual C, é definida como capacidade térmica a volume constante. Se C, = 2t>2 + 3t + 7
encontre AH.

25



11.

12.

13.

AH = [C,dt
AH = [(2t? + 3t + 7)dt
AH =28 +35 + 7t +k

Com AH(0) = 0=k =0= AH =25 + 3% 4+ 7t

Uma particula desloca-se sobre o eixo x e sabe-se que no instante £, ¢ > 0, a velocidade
é v(t) = 2t + 1. Sabe-se, ainda, que no instante ¢t = 0 a particula encontra-se na posi¢ao
x = 1. Determine a posi¢ao = = x(t) da particula no instante t.

d
j§:m+4 e 2(0)=1

—+l=az=[(2+1)dt=t"+t+k

Para k =1, teremos x = 1 para t = 0. Assim, x(t) =t> +t+1

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v(t) = ¢t + 3, t > 0. Sabe-se que,
no instante t = 0, a particula encontra-se na posi¢ao x = 2.

(a) Qual a posigao da particula no instante t?

(b) Determine a posigao da particula no instante ¢ = 2.

(c) Determine a aceleracao.

(a) ;

T
—_— = :2
o t+3 e z(0) m

a(t)= [(t+3)dt =5 +3t+k
Em:ﬁ(O):2:>k:2:>x(t):%—l—3t+2
(b) 2(2) =3+6+2=10m

(c)a(t) =% =1m/s?

Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v(t) = 2t — 3, t > 0. Sabe-se que
no instante ¢t = 0 a particula encontra-se na posicao x = 5. Determine o instante em que
a particula estara mais proxima da origem.

x(t) = [(2t —3)dt =t* =3t + k
r(0)=5=k=5

Logo, z(t) =t* — 3t +5

A particula estard mais proxima da origem no Tpi,. Como a funcao € uma pardbola
com um ponto de minimo basta encontrar t, tal que fl—f =0.
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14.

15.

16.

dr __ _ _
de — 9t —3=0=1=15s

Um produtor descobre que o custo marginal é de 3¢®> — 60g + 400 w.m. por unidade,
quando ¢ unidades do produto sao produzidas. O custo total de produzir as primeiras 2
unidades é de R$900, 00. Qual é o custo total de produzir as primeiras 5 unidades?

O custo marginal € a derivada da fungao custo total C(q). Assim temos C'(q) = 3¢* —
60g + 400 e portanto C(q) deve ser a antiderivada (integral) dada por:

C(q) = [ C’'(q)dq = [(3¢> — 60q + 400)dg = ¢* — 304> + 400q + k

Sabendo que para 2 unidades o custo é R$900,00 ou seja, C'(2) = 900, podemos en-
contrar o valor de k.

900 = (2)3 — 30(2)* +400(2) + k = k = 212
Assim, C(q) = ¢* — 30¢* + 400q + 212
Agora podemos descobrir o custo de producao para as primeiras 5 unidades:

C(5) = (5)% — 30(5)2 + 400(5) + 212 = C(5) = 1587.00 w.m.

Estima-se que daqui a = meses a populacao de uma certa cidade estara variando a uma
taxa de 2 + 64/x pessoas por més. A populagao atual é de 5000. Qual serd a populacao
daqui a 9 meses?

Sendo P(x) a populagdo da cidade daqui a x meses. Entao a taxa de variagdo da po-
pulagdo em relagao ao tempo é a derivada P'(x) = 2 + 6+/x.

Logo, a fungdo populagio P(x), € a integral de P'(x).
P(x) = [(2+ 6yZ)dz = 2z + 427 + k

Como precisamos determinar k, vamos considerar o fato de que em x = 0 a populagao é
de 5000 pessoas.

Logo, 5000 = 2(0) +4(0)2 + k = k = 5000.

Sendo assim, em 9 meses teremos uma populacao de P(9) = 2(9) + 4(27) + 5000 = 5126
pessoas.

Um varejista recebe uma encomenda de 10000 kg de arroz, que serao consumidos em um
periodo de 5 meses a uma taxa constante de 2000 kg por més. Se os custos de armazena-
mento sao de 1 centavo por quilograma por meés, quanto o varejista pagara pelos custos
de armazenamento nos proximos 5 meses?

Seja S(t) o custo de armazenamento total (em unidades monetdrias (u.m)) durante t
meses. Como o arroz € consumido a uma taxa constante de 2000 quilogramas por més, a

57



3.8

quantidade de arroz no estoque apds t meses € de 10000 — 2000t. Considerando os custos
de armazenamento de 1 centavo por quilograma por meés, a tara de variacao do custo de
armazenamento em rela¢ao ao tempo é:

45 = (custo por kg)(nimero de kg) = 0.01(10000 — 2000¢)

Logo,
S(t) = [(100 — 20¢)dt = 100t — 10¢? + k

Precisamos descobrir a varidvel k. Como no instante em que o embarque chega (t =0) o
custo nao existe, entao

0 =100(0) — 10(0)? + k = k = 0 = S(t) = 100t — 10¢*
Apds 5 meses de armazenamento o custo serd S(5) = 250,00 u.m.

Integral definida

Uma grande cidade é atingida por uma epidemia de gripe e as pessoas ficam doentes
a uma taxa de 270t — 9t? pessoas por dia. Aproximadamente quantas pessoas estarao
doentes entre o primeiro e 20° dia inclusive?

Seja N o numero de pessoas doentes no periodo.

N = f120(270t — 9t?)dt = [135t% — 3t°|}" = 29868 pessoas

. O numero de ingressos vendidos para um evento esportivo em um certo dia é dado

por N(zx) = —3x + 150, no qual x é o nimero de dias decorridos desde que as ven-
das comecaram. Quantos ingressos sao vendidos do segundo até o 40° dia?

Seja y o nimero de ingressos vendidos no periodo.

y = [°(=32 + 150)da = [5222 + 1502]20 = 3306 ingressos

Os economistas usam uma distribuicao acumulada chamada curva de Lorenz para descre-
ver a distribuicao de renda entre as familias em um dado pais. Tipicamente uma curva
de Lorenz é definida no intervalo [0, 1], tem extremidades (0,0) e (1,1) e é continua, cres-
cente e concava para cima. Os pontos sobre essa curva sao determinados classificando-se
todas a familias pela renda e entao calculando a porcentagem de familias cuja renda é
menor ou igual a uma porcentagem dada da renda total do pais. Por exemplo, o ponto
(a/100,b/100) esté sobre a curva de Lorenz se a% de familias recebe menos do que ou
igual a b% da renda total. A igualdade absoluta da distribicao de renda ocorreria se a
parte mais baixa a% das familias recebesse a% da renda e, nesse caso a curva de Lorenz
seria a reta y = x. A area entre a curva de Lorenz e a reta y = x mede quanto a distri-
buigao de renda difere da igualdade absoluta. O coeficiente de desigualdade é a razao da
area entre a curva de Lorenz e a reta y = x para a area sob y = x.
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1+ (1,1}

*y = L{x)

Figura 32: Area entre a curva de Lorenz e a reta y = x

(a) Mostre que o coeficiente de desigualdade é o dobro da drea entre a curva de Lo-

renz e a reta y = x, isto é, mostre que o coeficiente de desigualdade C'd é definido por

Cd=2[(x— L(z))dz

(b) A distribuigao de renda para um certo pais estd representada pela curva de Lorenz
_ 5

definida pela equagao L(x) = 12:(:2 + 1—7213 Qual é a porcentagem da renda total recebida

pelas 50% das familias que recebem menos? Encontre o coeficiente de desigualdade.
(a) A drea entre a curva de Lorenz e a reta y = x € dada por fol(x — L(x))dx.

A drea abaizo da curva é dada por fol xdx. Assim, o coeficiente de desigualdade Cd
serd:

_ Jo@—L(2))dw
Cd== fol rdx
Cd — fJ(w—f(x))dm

2

Cd=2[(x— L(z))dz

(b) Usando que L(z) = Za* + S e que L(50%) = L(0.5), temos

12

L(0.5) = 32 = 0.396
Entdo o coeficiente de desigualdade Cd serd

Cd = 2f01(x — L(x))dz = 2f01(x —2a? — Sa)de = 2

12 36

. Suponha que daqui a x anos, um plano de investimentos estara gerando lucro a uma
taxa de Ry(z) = 50 + 22 u.m.(unidades monetérias) por ano, enquanto um segundo plano
estard gerando lucro a uma taxa de Ry(x) = 200 4+ 5z u.m. (unidades monetarias) por
ano.

(a) Por quantos anos o segundo plano serd mais lucrativo que o primeiro?

(b) Calcule o seu lucro liquido excedente se vocé investir no segundo plano em vez de no
primeiro pelo periodo de tempo do item (a).

29



(c) Interprete o lucro excedente no item (b) como uma drea entre as curvas.

Para ajudar a visualiza¢ao da situagdo, comegcamos esbocando as curvas y = Ri(x) e
y = Ro(x) como mostra a figura:

Ell.l'ﬂrpl:l[ aI]

¥ =Ryl
=200 + 5¢

F=Ryx] =50+t

: e
Figura 33: Curvas

(a) Como o grdfico indica a taza Ro(x) na qual o sequndo plano gera lucro é inicialmente
maior que a taxa Ry(x) na qual o primeiro plano gera lucro, o sequndo plano serd mais
lucrativo até que Ry(x) = Ry(x), isto é, até que

50 + 22 = 200 + 5z

x> =52 —150=0

(x —15)(x+10) =0

x =15 anos (desprezando x = —10)

(b) Para 0 < x < 15, a taza na qual o lucro gerado no sequndo plano excede o pri-
meiro € de Ry(x) — Ri(x) w.m. por ano. Portanto, o lucro liquido gerado durante o
periodo de 15 anos pelo sequndo plano € dada pela integral definida

[ (Ra(2) — Ri(z))da = [,°(150 + 5z — 2?)dz = 1678.50

(c) Em termos geométricos, a integral definida que fornece o lucro liquido excedente do
item (b) é a drea da regiago sombreada da figura, entre as curvas y = Ra(x) e y = Ry(x)
de x =0 até x = 15.

. A respiracao é ciclica um ciclo completo que comeca pela inalagao e acaba pela exalacgao,
durante cerca de 5s. A taxa maxima do fluxo de ar para dentro dos pulmoes é e cerca
de 0.5 L/s. Isso explica, em parte, por que a fungao f(t) = %sen(%ﬁ) tem sido frequen-
temente usada para modelar a taxa de fluxo de ar para dentro dos pulmoes. Use esse

modelo para encontrar o volume de ar inalado nos pulmoes no instante ¢.

O volume de ar inalado dentro dos pulmoes num tempo t qualquer é:
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= [J f(a)dw = [) Lsen(%T)da

Chamando u = 2%” temos du = %’de, temos:
5 [t 5 t
V(t) = 2 [, senudu = 2= [—cosulf,

V(t) = P2cos(3E) + 1 litros

. O método da diluicao do contraste é usado para medir a capacidade cardiaca com 6 mg de
contraste. As concentragoes de contraste, em mg/L, sao modeladas por C(t) = 20te %
0 <t <10, na qual t é medido em segundos. Calcule a capacidade cardiaca.

A capacidade cardiaca € definida como F = 7 sendo A o contraste e [ = fo t)dt.

Calculando a integral:

I = [;C(t)dt =20 [,° te 05tat

—0.6t

Chamando u =t, du = dt, dv = ¢ %% ¢ v = =56 temos
— —t _—0.6 1 —06t 10 o
Logo, a capacidade cardiaca é F = 4 = =5-20.11 L/s ou 6.6 L/min.

. A Alabama Instruments Company preparou uma linha de montagem para fabricar uma
nova calculadora. A taxa de producao dessas calculadoras apds semanas é 2 = 5000(1 —

m) calculadoras por semana. (Observe que a producao tende a 5000 por semana a
medida que passa o tempo, mas a producao inicial é baixa, pois os trabalhadores nao
estao familiarizados com as novas técnicas.) Ache o nimero de calculadoras produzidas
do comego da terceira semana até o fim da quarta semana.

O numero de calculadoras pode ser encontrado resolvendo:

(4) = 2(2) = [, 5000(1 — 2953 )dt
z(4) — x(z)_5000[t+100(t+10) 14

x(4) — x(2) = 4048 calculadoras

. Uma empresa possui uma méquina que se deprecia uma taxa continua f = f(t), onde t é
o tempo medido em meses desde seu ultimo recondicionamento. Como cada vez em que
a maquina é recondicionada incorre-se em um custo fixo A, a empresa deseja determinar
o tempo 6timo 7' (em meses) entre os recondicionamentos.

(a) Explique porque fo s)ds representa a perda do valor da maquina sobre o periodo
de tempo T desde o ultimo recond101onamento

(b) Seja C' = C(t) dado por C(t) = 1[A + fo s)ds] o que representa C' e por que a
empresa quer minimizar C?

(a) Seja F(t fo s)ds.Como F'(t) = f(t)=taza de depreciac¢io. Assim, F(t) re-
presenta a perda do valor no intervalo [0,t].
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10.

11.

(b) C(t) = +(A+ fo s)ds) = A+ t), que representa a média de recondicionamen-
tos por umdade de tempo durante o intervalo [0,t], assumindo que sé hd uma revisio
naquele periodo de tempo. A empresa deseja minimizar a média de recondicionamentos.

. O peso de um astronauta (ou, mais precisamente, seu peso terrestre) é a forga exercida

sobre ele pela gravidade da Terra. A medida que o astronauta se move para cima no
espago, a atragao gravitacional da Terra decresce e, portanto, o mesmo acontece com raio
de 4000 milhas (cerca de 6400 km), entdo, um astronauta que pesa 150 libras (cerca de
68 kg) na Terra terd um peso de

2.400.000.000

b, w4000

w(z) =

A uma distancia de  milhas do centro da Terra. Use essa férmula para determinar o
trabalho em pés-libras necessario para elevar o astronauta a um ponto que esta a 800
milhas acima da superficie da Terra.

Como a Terra tem um raio de 4000 milhas, o astronauta serd elevado para um ponto
a 4800 milhas do centro da Terra. Como 1 milha = a 5280 pés, o trabalho necessdrio para
eleva-lo é:

4800
W = 2.400. ;)00 .000 dr
W = [ 2 200 000. 000]4800
- T 4000

W = —500000 + 600000

W = 100000 milhas.lb

W = (100000)milhas.lb x 5280 pés/milhas
W =5.28 % 10% pés.lb < (7.16*10° Joules)

Agua estd sendo bombeada de um tanque a uma taxa de 5— 5¢%12 litros /minuto, onde ¢
estd em minutos a partir do instante em que a bomba foi ligada. Se o tanque continha 1000
litros de agua quando a bomba foi ligada, quanta agua resta no tanque uma hora depois?

Seja V(t) o volume de dgua que € bombeada para fora do tanque. Seja V(0) = 1000
o volume inicial, ou seja, o volume total do tanque antes de iniciar o bombeamento. Va-
mos calcular o volume de dgua que saiu do tanque em 1 hora, ou seja, 60 minutos:

V(60) = [°(5 — 5e0120)dt

V(60) = ot + az€ R

V(60) 2 (300 + 0.031) — (0 + 41.67)
V' (60) = 258.36 litros

Asim, restam aprozimadamente 741.63 litros de dgua no tanque, ja que V(0) — V(60) =
1000 — 258.36 = 741.63 litros

Encontre os valores presente e futuro de um fluxo de renda constante de R$1000,00
durante um perfodo de 20 anos, supondo que a taxa de juros de 10% é composta conti-
nuamente.

O walor presente P(t) € encontrado utilizando a formula P(t f A(t)edt,onde A(t) é
o valor inicial e i a taxa de juros.
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12.

13.

14.

15.

O wvalor presente serd:

P(t) = [7 10006 dt
P(t) = 1000[=5 1 “]30
P(t) = 1000(1 — €?) ~ 8646.65 ddlares

Usando o valor presente de R$8646.65, seque que:

Valor futuro=8646.65¢12% = 63890.58 ddlares.

Uma colmeia com uma popula(;éo inicial de 100 abelhas cresce a uma taxa de n(t) abelhas
por semana. O que 100 + fo t)dt representa?

[ w'tdt = n(15) — n(0).
Como n(0) € a populagdo inicial de abelhas, entao n(0) = 100.

Assim, P(t) = 015 n'tdt = n(15) — 100 representa o aumento da populagdo de abelhas

nas 15 primeiras semanas. Entao,

100 + f015 n'tdt = n(15) representa a populagao total de abelhas depois de 15 semanas.

Uma populacao de bactérias tem inicialmente 400 bactérias e cresce a uma taxa de
r(t) = (450268)e' 125 hactérias por hora. Quantas bactérias existirao apés 3 horas?

A formula geral de r(t) é r(t) = ae”. Neste caso, a = 450268 e b = 1.1256 e n(t)
representa a populagdo de bactérias apds t horas. Como r(t) = n'(t), entao:

fo t)dt = n(3) —n(0) o que expressa a populag¢io apds 3 horas. Sabendo que a
populag:ao mzczal ¢ de 400, isto é, n(0) = 400, temos:

n(3) = 400 + [ (450268)e"12%d¢ = 11311877 bactérias.

Um verao imido estd causando uma explosao da populacao de mosquitos em uma cidade
turistica. O niimero de mosquitos aumenta a uma taxa estimada de 2200 + 10> por
semana (com t medido em semanas). Em quanto aumenta a populacdo de mosquitos
entre a quinta e a nona semana do verao?

Seja n(t) o numero de mosquitos na semana t. Assim, como queremos encontrar o au-
mento da populacao entret =5 et =9, temos:

n(9) — n(5) = (2200 + 10e%5)dt
n(9) — n(5) = [2200¢ + 220549
n(9) — n(5) = 24860 mosquztos

A figura abaixo mostra o sistema cardiovascular humano. O sangue retorna do corpo
pelas veias, entra no atrio direito do coracao e ¢ bombeado para os pulmoes pelas artérias
pulmonares para a oxigenagao. Entao volta para o atrio esquerdo por meio das veias
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pulmonares e dai circula para o resto do corpo pela aorta. A capacidade cardiaca do
coracao ¢ o volume de sangue bombeado pelo coracao por unidade de tempo, isso ¢, a
taxa de fluxo na aorta.

aonrta
veia J artérias
s / pulmonares
artérias  \ ¢l / | veias
pulmonares - Al | pulmonatres

i —— ¥ dtrip
direito ‘ esquerdo
Velas 3
pulmonares g
pRa i
Vel g

Figura 34: Sistema Cardiovascular

A capacidade cardiaca pode ser definida pela integral

B A
[ C(t)dt

onde A é a quantidade total de contraste e C(t) a concentracao deste. Deduza a férmula
da capacidade cardiaca.

O método da diluicao do contraste € usado para medir a capacidade cardiaca. O con-
traste (corante) € injetado no dtrio direito e escoa pelo coragao para a aorta. Uma sonda
inserida na aorta mede a concentracao do contraste saida do coracao em intervalos re-
gulares de tempo durante um intervalo [0,T], até que o contraste tenha terminado. Seja
C(t) a concentragdo do contraste no instante T'. Se dividirmos [0,T] em subintervalos de
igual At, entdo a quantidade de contraste que circula pelo ponto de medi¢cdo durante o
subintervalo det =t;_1 at =t; € aprorimadamente

(concentragdo)(volume)=C(t;)(FAt). Em que F € a vazdo (taxa de escoamento) que
estamos tentando determinar.

Entao, a quantidade total de contraste € aprorimadamente
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Yo Clt)FAt=FY"  C(t;)At.
Fazendo n — o0, calculamos que a quantidade total de contraste é:

A=F [lo@tdt.

Assim, a capacidade cardiaca € dada por F = oW

3.9 Areas e volumes

1. Calcule a area do conjunto do plano limitado pelas retas = 0, x = 1, y = 0 e pelo
grifico de f(x) = 22

Seja A a drea:

A= fol 2?dx = [‘”—;](1) = su.a

Figura 35: Area

2. Calcule a drea do conjunto A = {(z,y) e R}[1 <2 <2 e 0<y< L}

A € o conjunto do plano limitado pelas retas v = 1, x = 2, y = 0 e pelo grifico de
1
Y=z

s

2
=i mde=1=01=3
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YA

Figura 36: Area

3. Calcule a drea da regiao limitada pelo grafico de f(x) = z*, pelo eixo x e pelas retas

r=—-1lex=1.

A=—[* dPda+ [[abde =14+ 1=1

X

Figura 37: Arecas

4. Calcule a drea da regiao limitada pelas retas = 0, x = 1, y = 2 e pelo gréfico de y = 2.

3

A= [}(2-a%)de =20 - 5]} =3
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Figura 38: Area

5. Calcule a drea do conjunto de todos os pontos (z,y) tais que 2% <y < /x.

A= fol(\/f — 2?)dx = [g\/ﬁ— %](1) —

Figura 39: Area

6. Calcule a 4rea da regiao compreendida entre os graficosdey = v ey = 2%, com 0 < z < 2.

As curvas y = x e y = x? interceptam-se nos pontos de abscissas 0 e 1. Entao,

A= [J@=aD)de+ [[(2? - 2)de =[5 - 2R+ [5 - 5P =1 uwa
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Figura 40: Area

7. Uma particula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v(t) =2 —¢.

(a) Calcule o deslocamento entre os instantes t = 1 e t = 3. Discuta o resultado encon-
trado.

(b) Calcule o espago percorrido entre os instantes 1 e 3.

(a) 2(3) —z(1) = [J2—t)dt = 2t — ]} =0

Figura 41: Area

(b) O espago percorrido entre os instantest =1 et =3 €

JP2—tldt = [72—t)dt — [P~ t)dt =1

. Encontre o volume do sélido obtido pela rotacao em torno do eixo x da regiao sob a curva

y=+/rde0al.

Se fizermos a rota¢ao em torno do eixo x, obteremos o solido mostrado na figura a baizo.
Quando fatiamos pelo ponto x, obtemos um disco com raio \/x. A drea dessa secgdo
transversal é

A(r) = n(V2)?* = 72
O solido encontra-se entre v =0 e x = 1, assim o seu volume é

68



Figura 42: Area e Volume

9. Encontre o volume do sélido obtido pela rotaciao da regiao delimitada por y = x?, y = 8,
e z = (0 em torno do eixo y.

A regiao pode ser observada na figura. Como a regiago € girada em torno do eiro ),
faz sentido fatiar o solido perpendicularmente ao eixo y e, portanto, integrar em relag¢do
a y. Se fatiarmos a uma altura y, obteremos um disco circular com raio x, onde T = /Y.
Entao, a drea da seccao transversal em y é

Aly) = ma* = W({’/@)Q = Wy%

Como o solido encontra-se entre y =0 e y = 8, seu volume é

8 8
V= / Aly)dy = / Tyidy = W[gyg]g = U,
0 0
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Figura 43: Area e Volume

10. A regiao R, delimitada pelas curvas y = z e y = 2, é girada ao redor do eixo x. Encontre

o volume do sélido resultante.

As curvas y = = ey = x* se interceptam nos pontos (0,0) e (1,1). A regigo entre
esses pontos, o solido de rotagao e a sec¢ao transversal perpendicular ao eizo x sao mos-
trados na figura. A seccao transversal no plano P, tem o formato de um anel com raio
interno 2 e raio externo x, de modo que calculamos a drea da seccdo transversal sub-

traindo a drea do circulo interno da drea do circulo externo:

Portanto, temos

Figura 44: Area e Volume
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11. Encontre o volume do sélido obtido pela rotacao da regiao R do exercicio (10) em torno
da reta x = —1.

A figura mostra uma sec¢ao transversal horizontal. E uma arruela com raio interno
1 +y e raio externo 1+ \/y. Assim, a drea de sec¢ao transversal é

A<y) = 7T(Reacterno)Q - 7T(Rim‘/erno)Q = 7T(1 + \/Zy))2 - 7T<1 + y)2

O volume €

x=-1

Figura 45: Seccao transversal horizontal

3.10 Integrais improprias

1. Em um experimento psicolégico, descobre-se que a proporg¢ao de participantes que exigem
mais do que ¢ minutos para terminar determinada tarefa é dada por [, 15,0.07e %™ du.

(a) Encontre a proporgao de participantes que precisa de mais de 5 minutos para terminar
a tarefa.

P(u) = f;roo O.OZE_O'Omdu
P(u) = lim 0.07¢ 07 dy
b—+o00 t
P(u) = Tim [0
Plu) = lim ¢00Tb | —0.07(5)
b—+o0
P(u) = 0.70 = 70% dos pacientes precisam de mais de 5 minutos para realizar a ta-
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2. Uma substancia radioativa decai exponencialmente: a massa no tempo ¢ é m(t) = m(0)e*,
onde m(0) é a massa inicial e k, uma constante negativa. A vida média M de um atomo
na substancia é:

+o00
M=k / tektdt
0

Para o isétopo radiativo de carbono, C**, usado para a datacao, o valor de k é —0,000121.Calcule
a vida média de um atomo de C'*.

Vamos calcular a integral I = f0+°° tektdt. Usando o método de integracdo por partes,
chamando u =t e dv = €*dt, temos:

b
I = lim tePtdt
b—+o0 J

botoor k2O
. : b kb 1 kb 1
I=lim (Z -z ~ @)

I = k% usando L’Hospital e considerando k < 0.
Voltando a integral M = kI, temos que

M = k;—r} = _Tl = 8264.5 anos

3. Um paciente de um hospital recebe 5 unidades intravenosas de uma certa droga por hora.
A droga é eliminada exponencialmente, de modo que que a fracdo que permanece no
corpo do paciente por t horas é f(t) = €. Se o tratamento continua indefinidamente,
aproximadamente quantas unidades da droga estarao no corpo do paciente a longo prazo?

N(t) € o nimero de unidades da droga que permanece no corpo do paciente e r(t) =5 é
a taxa da droga injetada no paciente por hora. Temos entao:

N(t) = [ 5etodt
b

N(t) = lim Beo dt
b—+o00 0

N(t) = lim —50[cTH]}

N(t) = lim —50(e1 0 — 1)
b—+o0

N(t) = 50 unidades da droga.

4. Estima-se que, daqui a t anos, uma determinada usina nuclear estara produzindo rejeito
radioativo a uma taxa de f(t) = 400¢ libras por ano. O rejeito decai exponencialmente
a uma taxa de 2% ao ano. O que acontecerd com o estoque radioativo da usina a longo
prazo?
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Para encontrar a quantidade de rejeito radioativo presente apos N anos, divida o in-
tervalo de N anos em n subintervalos iguais de comprimento At e faca t; denotar o
inicto do j-ésimo subintervalo. Entao, o montante de residuo produzido durante o j-ésimo
subintervalo = 400t;At.

Como o rejeito decai exponencialmente o uma taza de 2% ao ano, e como hd (N —t;)
anos entre os instantes t = t; et = N, temos que o montante de residuos produzidos
durante o j-ésimo subintervalo ainda presente em t = N é = 400t ;e 02N - A¢.

Assim, o montante de residuos presente em N anos serd:
- N
i > 4005070 = [ a00re 00

O montante de rejeito radioativo presente a longo prazo € o limite desta expressdo quando
N tende ao infinito. Isto é:

N—oo

N
lim E 400t e V2NN = lim 40060'02N/ V0% gy
n—oo 0

lim Z400tje_0'02(N_tj)At = lim 400 %N [50te%%% — 2500¢% %)

N—oo

lim 240015 e MOPNTIAL = Tim 400¢” N (50N — 2500 + 2500¢ ) = oo
n—o0

Isto ¢, a longo prazo a acumulacao de rejeito radioativo da usina crescerd indefinida-
mente.

. Uma pessoa deseja fazer uma doacao para uma faculdade particular e fard uma retirada
de R$7000, 00 por ano, perpetuamente, de forma a sustentar a operacao do seu centro de
computacao. Supondo que a taxa de juros anual permanecerd fixa em 10% capitalizados
continuamente, quanto deve a pessoa doar a faculdade? Isto é o valor presente da doagao?

Montante gerado durante o j-ésimo subintervalo = 7T000At. Valor presente do montante
gerado durante j-ésimo subintervalo 7000914 At.

Assim, o valor presente da doacdo no n-ésimo ano serd dado por

n—o0

N
lim Z?OOOe_OltJAt / 70006 dt
0

Pam encontrar o valor presente da doacao total, tome o limite desta integral quando
N tende ao infinito. Isto ¢,

N
V(t) = lim 70001 dt
N—oo 0
V(t) = [ 70000e 15
V(t): ( 70000e 1Y — 1)
V(t) = 70000 dolares.
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6. Calcular o trabalho necessario para lancar um satélite de 1000 kg para fora do campo
gravitacional. Sabendo que a Lei de Newton da Gravitacao Universal afirma que dois
cOrpos com massas mq e mey atraem um ao outro com uma forca de F' = G HyEomy € a

massa da Terra (m; = 5,98 x 10%*kg), my é a massa do satélite (my = 1000kg), R é o raio

da Terra (R = 6,37 %10° m) e G a constante gravitacional (G = 6,67« 107" N.m?/kg).

O trabalho é dado por W = fabF(t)dt.
Neste caso, podemos definir o trabalho W por:

W= [ Gmim gy

W = lim G—5—dr
t—o0 R T
) -1 1
W = lim Gmlmg(T + E)
W = G’mémz

Substituindo os dados do problema temos:

W = 6.26 x 1010 J

7. Suponha que o tempo médio de espera para um cliente ser atendido pelo funcionério da
firma para a qual ele estd ligando seja 5 minutos.

(a) Calcule a probabilidade de a ligagao ser atendida no primeiro minuto. Sabendo que a
densidade de probabilidade é:

f(z) 0 ,s¢e 0>x>1
xr) = —t
0.2e5 ;se 0<zx<1

Temos que a média da distribuicao exponencial é = 5 min, e assim, sabemos que a
funcao densidade de probabilidade é:

Entdo a probabilidadae de a ligacao ser atendida no primeiro minuto é:

P(O<ST <1)= [ f(t)dt

PO<ST<1)= [} 025 dt =0.2(-5)[e7 ]

PO<T<1)=1-—¢5 ~0.1813

Assim, cerca de 18% das ligacoes dos clientes sao atendidas durante os primeiros minutos.

(b) Calcule a probabilidade do consumidor esperar mais que cinco minutos para ser aten-

dido.

A probabilidade de o consumidor esperar mais de cinco minutos é:
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P(T >5) = [ f(t)dt = [;°0.2¢7 dt

x

P(T>5)=lim | 0267 dt

T—r00 5

P(T >5)= lim (¢! —€7)
T—00

P(T >5)=1

P(T > 5) 22 0.368

Cerca de 37% dos consumidores esperam mais que cinco minutos antes de terem sua
ligacao atendida.

3.11 Teorema do valor médio para integrais

Preambulo

O Teorema do Valor Médio para Integrais estabelece que o valor médio de uma fungao que
varia continuamente é representado por:

Valor médio de f de a até b = ﬁ [

’ f(x)dx

a

1. Suponha que C(t) representa o custo didrio para refrigerar sua casa, medido em reais por

dia, onde ¢ é o tempo medido em dias e ¢ = 0 corresponde a 1° de janeiro de 2001.
Interprete fogo C(t)dt e 55— 090 C(t)dt.

As unidades para a integral fogo C(t)dt sao (reais/dia) x (dias) = reais. A integral re-
presenta o custo total, em reais, para refrigerar a sua casa, durante os 90 primeiros dias
de 2001, isto €, durante os meses de janeiro, fevereiro e marco. A sequnda expressao é
medida em (1/dias)(reais), ou reais por dia, as mesmas unidades de C(t). Ela representa
o custo médio por dia para refrigerar sua casa durante os 90 primeiros dias de 2001.

. Como atacadista, a Tracey Burr Distribuidores (TBD) recebe um carregamento de 1200
caixas de barras de chocolate a cada 30 dias. A TBD vende o chocolate para varejistas
a uma taxa fixa, e t dias depois que um carregamento chega, seu estoque de caixas dis-
poniveis é I(t) = 1200 — 40t, 0 < t < 30. Qual o estoque didrio médio da TBD para
30 dias? Qual serd o custo didrio de estocagem se o custo de estocagem por caixa é de
R$0, 03 por dia?

O estoque didario médio é encontrado resolvendo a integral:

E(t) =7 Jo I(t)at

B(t) = & [7°(1200 — 40t)dt

E(t) = 55[1200t — 20¢%]3°

E(t) = 55(36000 — 18000) = 600 barras de chocolate
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O custo didrio € dado por:

C(t) = E(t)0.03
C(t) = (600)0.03
C(t) = 18 ddlares por dia

. Uma engenharia de trafego monitora o transito durante uma hora do horério de pico da
tarde. A partir de seus dados, ela estima que, entre as 4 horas e 30 minutos e as 5 horas
e 30 minutos a tarde, a taxa R(f) segundo a qual os carros entram em uma certa via
expressa ¢ dada pela féormula R(t) = 100(1 — 0.0001¢?) carros por minuto, onde ¢ é o
tempo (em minutos) desde as 4 horas e 30 minutos. Encontre a taxa média, em carros
por minuto, segundo a qual os carros entram na via expressa entre as 4 horas e 30 minutos
e as 5 horas da tarde.

Seja R(t) a taza dada por R(t) = 100(1 — 0.0001t?). Usando o teorema do valor médio
para integrais, temos:

N(t) = = f; R(t)dt, com N(t) a taxa média de carros por minuto.

N(t) = 555 /2" 100(t — 0.0001¢2)dt

N(t) = £100[t — 0.00015]3°

N(t) = 12(30—0.9)

N(t) =97 carros por minuto.

. Por vérias semanas, o departamento de estradas de rodagem vem registrando a veloci-
dade do trafego em uma estrada a partir de um certo ponto. Os dados sugerem que,
entre as 13h e 18h de um fim de semana normal, a velocidade do trafego no ponto é de

aproximadamente S(t) = t* — 10.5t* 4+ 30¢ + 20 milhas por hora, onde t é o nimero de
horas apds o meio-dia. Calcule a velocidade média do trafego entre 13h e as 18h.

A meta é encontrar o valor médio de S(t) no intervalo 1 < t < 6. Entao a veloci-
dade média é:

Vi = g7 [D(t* — 10.5¢% + 30t + 20)dt

3
I
U=

(324 — 182¢% + 1512 4 20¢]

Vi = £(228 — 31.75)
Vin = 39.25 mulhas por hora

. Apds t meses no trabalho, um empregado do correio pode classificar Q(t) = 700 —400¢ -5
cartas por hora. Qual a taxa média na qual o funcionario classifica as cartas durante os
primeiros 3 meses de trabalho?

76



C(2160) = 7 [*(700 — 400e~0%")dt
C(2160) = 525 [}(700 — 400e~03)d¢
C(2160) = L[700 — 400¢05]3

C(2160) = (2100 + 8005 — (0 + 800))

C(2160) = £(2278.5 — 800)

1
3
C'(2160) = 493 cartas por hora

Indice Remissivo por Areas de Aplicagao

. Economia: 3.1.8, 3.1.9, 3.1.10, 3.1.12, 3.5.3, 3.5.12, 3.5.13, 3.5.14, 3.7.1, 3.7.2, 3.7.3, 3.7.4,
3.7.14, 3.8.3, 3.8.4, 3.8.11, 3.10.4, 3.10.5, 3.10.7, 3.11.1, 3.11.2 .

. Administracio: 3.1.3, 3.1.7, 3.1.13, 3.1.39, 3.5.15, 3.5.16, 3.7.16, 3.8.7, 3.8.8 .

. Matemética: 3.5.4, 3.5.6, 3.5.8, 3.5.23, 3.7.5, 3.9.1, 3.9.2, 3.9.3, 3.9.4, 3.9.5, 3.9.6, 3.9.7,
3.9.8,3.9.9, 3.9.10, 3.9.11 .

. Fisica: 3.1.1, 3.1.2, 3.1.20, 3.1.36, 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3, 3.3.4, 3.5.9, 3.5.10, 3.6.9, 3.7.7, 3.7.8,
3.7.11, 3.7.12, 3.7.13, 3.10.6, 3.8.9 .

. Engenharia: 3.3.6, 3.5.1, 3.5.2, 3.5.5, 3.5.11, 3.6.1, 3.6.2, 3.6.3, 3.6.4, 3.6.7, 3.6.8, 3.6.11,
3.6.12, 3.7.6, 3.7.9, 3.8.10, 3.11.3, 3.11.4, 3.11.5 .

. Medicina: 3.1.15, 3.1.18, 3.1.23, 3.1.27, 3.1.29, 3.1.32, 3.1.34, 3.1.41, 3.3.5, 3.4.1, 3.4.3,
3.5.17, 3.5.21, 3.6.13, 3.6.14, 3.8.1, 3.8.5, 3.8.6, 3.8.15, 3.10.3 .

. Quimica: 3.1.19, 3.1.25, 3.1.26, 3.1.30, 3.1.31, 3.7.10, 3.10.2 .

. Biologia: 3.1.4, 3.1.5, 3.1.6, 3.1.11, 3.1.16, 3.1.17, 3.1.21, 3.1.22, 3.1.24, 3.1.33, 3.1.35,
3.1.37, 3.1.38, 3.2.1, 3.4.4, 3.5.18, 3.5.19, 3.5.24, 3.5.25, 3.5.26, 3.8.12, 3.8.13, 3.8.14 .

. Diversos: 3.1.14, 3.1.28, 3.1.40, 3.2.2, 3.4.2, 3.5.7, 3.5.20, 3.5.22, 3.6.5, 3.6.6, 3.6.10, 3.7.15,
3.8.2,3.10.1 .
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