SMA - 306 - Algebra 11

Teoria de Anéis - Notas de Aulas

Professora Ires Dias - Segundo Semestre de 2001

1 Definicao e Exemplos

Definicao 1 Um conjunto nao vazio R, juntamente com duas operacoes binarias +

e -, é dito ser um anel quando:

(i) (R,+) ¢ um grupo abeliano, ou seja;

a+ (b+c¢) = (a+b)+ c, para todo a,b,c € R;

J0€R; a+0=0+a=a, para todo a € R;

Paratodoa € R, 3 —a € R; a+ (—a) =0 = (—a) + q;

a+b=0b+ a; para todo a,b € R.

(ii) - é associativa, ou seja,

S|

(b-c)=(a-b)-c, para todo a,b,c € R.

(i) Valem as leis distributivas:
@ (b+)=(a-b)+(a-o)
(b+c¢)-a=(b-a)+ (c-a), para todo a,b,c € R.

Notagao: (R, +, -) denotard um anel R com as operagoes + e -.

Exemplo 1 (Z, +, ) é um anel, onde + e - sdo a adigdo e a multiplicacdo
usuais dos inteiros. A operagao - é comutativa e 1 é o elemento neutro para esta

operacao.



Exemplo 2 (Q,+,:), (R, +,-) e (C,+, ) sdo anéis, onde + e - sdo a
adicao e a multiplicagao usuais. Em cada caso, a operagao - ¢é comutativae 1 ¢é

o elemento neutro para esta operacao.

Exemplo 3 Para todo n > 0, seja nZ = {na; a € Z}. Com as operagoes induzidas
pelas operagoes de Z, temos que (nZ, +, -) ¢ um anel, onde a operagao - é comutativa

e nao tem elemento neutro para esta operacao, se n # 1.

Exemplo 4 Sejam R = 7Z, = {G,T,...,n— 1}, n > 0, + e - operagoes em Z,,
definidas por:

a+b=a+b,
@-b=ab, para todo a,b € Z, .

(Zy,,+,-) éum anel, onde a operagao - é comutativa e tem elemento neutro

1. Este anel é chamado o anel dos inteiros mddulo n.

Lembrete: Para todo @,b € Z,, temos: @ = b <= a = b mod n <= n/(a +

b) <= a e b deixam o mesmo resto quando divididos por n.

Definicao 2 Um anel (R, 4, -), onde a operacao - é comutativa é dito ser um
anel comutativo. Um anel (R, +, -) onde - tem elemento neutro ¢ dito ser um
anel com elemento identidade ou simplesmente, um anel com 1. Tal elemento

neutro sera indicado por 1 ou 1g.

Exemplo 5 Seja R = {f:R — R; f é fungdo}. Para todo f,¢g € R, definimos
(f+g9)€Re(f-g) €R,por:

(f +9)(z) = f(z) +g(z), VzeR

(f-9)(x) = f(x) - g(z), VzeR.

(R, +, ) é um anel comutativo com 1.
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Exemplo 6 (My(Z), +, -) é um anel com 1p = (0 .

) que nao é comutativo,



pois

(9 (- ()
()69 - 6

Exemplo 7 Seja R = Z[X] = {ap+ a1 X +---+a,X"; a; € Z,n € N}. Para

todo p(X) = Z X' eqX) =YY", bX" em R, com m < n definimos as
i=0
operagoes + e - por:
p(X) +4(X) = (ai+b)X,

=0

n+m k
p(X) - q(X) = Z e X", onde ¢ = Z a; by—j, para todo k =0,1,--- ,n+ m.
k=0 j=0

(Z[X], +, ) ¢ um anel comutativo, com 1, chamado o anel dos polinémios

sobre Z.

Exemplo 8 Seja Z,[X] = {ag+ @ X+ +an,X™; @ € Zn,, m > 0}. Com as
operagoes induzidas pelas operagoes + e - de Z,, temos que (Z,[X],+,-) é anel
comutativo com 1 = 1.

Por exemplo, paran =6 e f(X) =2+ 3X + 1X?, ¢(X) =4 +2X?% € Zg[X],
temos f(X)+g(X) = (2+4)+3X+3X? =3X+3X?%e f(X)-g(X) = 24+2X?2+2X*.

Exemplo 9 Seja G = {a + bi; a,b € Z} C C. Usando as operagoes induzidas pelas
operagoes de C, temos (a + bi) + (¢ +di) = (a+¢) + (b+ d)i e (a + bi)(c+ di) =
(ac + bd) + (ad + be)i, para todo a + bi,c+ di € G.

(G, +,-) é um anel comutativo com 1 (1 = 1+ 0i), chamado o anel dos

inteiros de Gauss.

2 Tipos de Anéis e suas Propriedades

Em R = M5(Z), temos que a = <8 é) eb= (é 8) sdo elementos de R tais que

a#0,b+# 0 mas



0 1 10 0 0
a - b = . —= ,
00 0 0 00
ou seja, o zero tem fatores nao nulos, o que implica que nao vale a lei do cancelamento

para o produto. Por exemplo,

SR O R O Y L B e A O

Defini¢ao 3 Seja (R, 4, -) um anel. Um elemento a € R, a # 0 é um divisor
de zero a esquerda de R se existe b # 0 em R, tal que a-b = 0. Analogamente,

a # 0 é um divisor de zero a direita se existe b # 0 tal que b-a = 0.

Por exemplo, (8 ;) ¢ um divisor de zero a esquerda de R = M,y(Z) pois
0 1 2 1 0 0 2 1 0 1 0 4 I
= mas = # 0. Isso nao im-
0 2 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0
plica que 01 nao é divisor de zero a direita, pois 2 -1 01} _ (00 :
0 2 0 0 0 2 0 0

Exercicio 1 Todo divisor de zero a esquerda ¢ também divisor de zero a direita?

Definicao 4 Um dominio, ou um anel de integridade é um anel comutativo,
com 1, sem divisores de zero, ou seja um anel (R, 4+, -) comutativo com 1 é
dominio < (para todo a,b € R, ab=0=a=0oub=0).
Um anel (R, +, -) é¢ um anel com divisao, ou um quase corpo se (R—{0}, -)
é um grupo, ou seja 1 € R e para todo a € R, a # 0, existe b € R, tal que
1

a-b=1>0-a=1, este elemento b é dito ser o inverso de a e é denotado por a™".

Um corpo é um anel com divisao comutativo.

Exemplo 10 Com as operagoes usuais, o anel dos inteiros Z ¢é um dominio que

nao é corpo. R, Q, C sao corpos.



Se n é um inteiro positivo que nao ¢ primo, entao Z, nao é dominio. Mas, Z,,
com p primo é corpo.

De fato, sejaa € Z,, a # 0, ou seja a € Z tal que pta. Assim, mdc (p,a) =1
o que implica que existem r,s, € Z; rp+sa=1. Logorp+sa=1=3a=1=35=

(@)~!, o que mostra que Z, ¢ corpo.
Exercicio 2 Mostre que Z, é corpo < n é primo.

Exemplo 11 Um exemplo de um anel com divisao que nao é corpo, chamado o
anel dos quatérnios de Hamilton.

SejaH=R-1eR-i®R-j&R -k ={a+Bi+vj+0k; o,8,7,0 €R}, 0
espago vetorial real, com base {1,1, 7, k}.

Com relagao a + temos que (H, +) ¢é um grupo abeliano, pois por defini¢ao de
espago vetorial, a + é associativa, comutativa, tem elemento neutro (o vetor nulo)
e, todo vetor ¢ tem um inverso com relacao a adicao, que é o vetor —v.

Com relagao ao produto, temos:

2=2=k=_1

)=k, jk=1i, ki=7

ji=—k, kj=—i, ik=—j

Assim, (o + agi + azj + ask) - (B1 + Bai + Baj + Bak) = (1 f1 + a1 Bai + B3 +
a1 B4k) + (g i — oo + o flsk — afaf) + (s frj — s ok — a3 By + iz Bai) + (aBrk +
) — auBsi—auBy) = (a1 B —agfe —azBs+aufs) + (a1 o+ azfi +azfs — aufs)i+
(15 — s + asfi + auBa)j + (1 fa + a2fls — azfo + aufr)k

E facil ver que (H, +, -) é uma anel com 1, ndo comutativo. Mais ainda, se z =
a—bi—cj—dk

=T cH
a? + b2 + 2 + d?
- x. Assim, tomando T = a — bi — ¢j — dk, temos que

a+bit+cj+dk € H,z #0,entdao a?+ 0>+ +d*> #0eax ! =

étalque z- -2l =1=2a"

x~T:a2+bQ+C2+d2:N(a:)e:z:_lzﬁ. Logo, H ¢ um anel com divisao e
T

nao é corpo, pois nao é comutativo.
O préximo teorema apresenta as primeiras propriedades béasicas de um anel.

Teorema 1 Seja (R, +, ) um anel. Entao:
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(i) O elemento neutro da +, denotado por 0(= Og), € unico.

(ii) Para todo a € R, o oposto de a ( o inverso com relag¢io a +), —a, € unico.
(iii) Valem as leis do cancelamento para a +.
(i) Para todoa € R, a-0=0-a=0.
(v) Para todo a,b € R, a-(—b) =(—a)-b=—(a-b) e (—a)-(—=b) =a-b.
(vi) Se R é um anel com 1, entao 1g € unico.
(vii) Se R tem mais que um elemento e R tem 1, entdo 1 # 0.

(viii) Se R € um anel no qual vale a lei do cancelamento a esquerda (respectivamente,
a direita) para o produto, entdo R ndo tem divisores de zero a esquerda (resp.,

a direita).

Dem.: (i) Se existem 0 e 0 em R taisquea+0=0+a=aea+0 =0 +a=a,
para todo a € R, entdo, em particular, 0 = 0 + 0’ = 0/, ou seja, o elemento neutro
da + ¢ 1nico.

(ii) Para a € R, sejam b,c € Rtaisque 0 =a+b=b+ae0=a+c=c+a. Entao
b=b+0=b+(a+c)=(b+a)+c=0+c=c, logo o oposto ¢ unico.

(7i1) Mostremos somente que vale a lei do cancelamento a esquerda, o caso a direita
é andalogo.

Se a, b, c € R sao tais que a+b = a+c, entdo (—a)+(a+0b) = (—a)+(a+c), o que
implica que ((—a)+a)+b = ((—a)+a)+c. Logo 04+b = 0+ c e, consequentemente
b=c.

(iv) Paraa € R, temos a-0 =a-(0+0) =a-0+a-0. Usando (i), temos a-0 = 0.
Mostrar que 0 - a = 0, para todo a € R, é analogo.

(v) Mostremos inicialmente que a - (—b) = —(a - b). Pela unicidade do oposto, é
suficiente mostrar que a - (=b) +a-b=0=a-b+a-(—b). Mas, a-(—=b)+a-b=
a-((=b)+b) =a-0=0. A outra igualdade é andloga.



De maneira andloga mostra-se que (—a)-b = —(a - b).

Agora, usando as igualdades acima, temos (—a) - (=b) = —(a - (=b)) = a -
(=(=b) =a-b.
(vi) Se 1 e 1’ sao elementos neutros para -. entdo 1 =1-1"=1". Portanto
1=1.

(vii) Se 1 =0 em R, entao para todo a € R temos a =a-1 =a-0 = 0, ou seja,
R = {0},0 que é uma contradi¢ao, portanto 1 # 0 em R.
(viii) Se a € R, a#0 e a-b=0,entdao a-b=a-0 e a # 0. Por hip6tese temos

b =0, ou seja, R nao possui divisores de zero a esquerda. [ |

Corolario 1 Todo corpo é dominio, mais ainda, todo anel com divisao nao tem

divisores de zero.

Dem.: Se I’ é um corpo, entao F' é um anel comutativo com 1 onde todo elemento
nao nulo tem inverso com rela¢ao a multiplicagao, ou seja, (F — {0}, -) é um grupo
abeliano.

Sea,be Fsaotaisquea-b=0ea#0,entaoa ™t € Feb=1-b=(a"'-a) b=

at-(a-b)=at-0=0. |

A reciproca do corolario anterior nao vale. O anel dos inteiro Z ¢é um dominio

que nao é corpo.

Corolario 2 Se R ¢ um anel comutativo com 1 no qual valem as leis do cancela-

mento, entao R é um dominio.

Dem.: Segue de (v) do Teorema anterior. |

Vale a volta do corolario acima, ou seja, se R é um dominio, entao valem as leis
do cancelamento para o produto em R.

De fato, sejam R um dominio e a,b,c € R, a # 0 tais que a - b = a - ¢. Entao
O=a-b—(a-c)a-b+a(—c)=a-(b+(—c))=a-(b—c). Comoa#0e R éum

dominio, temos b — ¢ = 0, ou seja b = ¢. Portanto valem a lei do cancelamento a



esquerda e, como R é comutativo, vale também o cancelamento a direita. Com isso

obtemos:

Teorema 2 Um anel comutativo com 1 é um dominio se, e somente se, valem as

leis do cancelamento (para o produto).

Os anéis Z, Z[z|, Zylx] (p primo) sdo dominios, mas ndo sdo corpos e sao
infinitos.

Existem dominios finitos que nao sao corpos? Nao.
Teorema 3 Todo dominio finito com mais de um elemento € corpo.

Dem.: Seja R um dominio finito com 1 # 0. Desde que R é corpo se todo ele-
mento nao nulo tem inverso multiplicativo, para todo a € R, a # 0, temos que

5....,a% ...} € R. Como R ¢ finito, temos que {a,a’® a®, ... a% ...} é

{a,a a
finito.
Seja s o menor inteiro positivo tal que a® = a”, para algum r # s (r > s).
Como r > s, podemos escrever r = s+t, comt >0e0=a*—a*t" =a* (1—d").
Como R é dominio e a # 0, temos a® # 0. o que implica que a' = 1, para algum
t>0.
Set=1l=a=1=a'=a=1€R.
Set>1=1=a-a"'=al=a"'1eR.

Portanto, para todo a € R, a # 0, temos que a~! € R, i.6., R é corpo. [ |

Observacgao: Também vale: Todo anel com divisao finito € corpo.



Exercicios

. Sejam (R, +, .) um anel com 1 e R* o conjunto de todas as unidades (elementos

inversiveis com relagao ao produto (.)) de R. Mostre que (R*, .) é um grupo.

. Encontre R* quando:
(a) R=17Z; (b) R = Zs;
(c) R = Zlz]; (d) R = Zz;

(e) R é o anel dos quatérnios reais.

. No anel dos inteiros de Gauss G, mostre que um elemento é uma unidade se, e
somente se ele tem norma 1(onde a norma é a norma dos nimeros complexos),

ou seja G* = {a+bi € G; a* +1* = 1}. Determine G*.

. No anel Zs [z], calcule:

(a) (2+ 3z +42?) + (1 + 2z + 42?);
(b) (2 + 3z + 42?).(1 + 2z + 42?);
(c) (Iz + 12%).(1 + 12* + 22°).

. Se R é um conjunto e * é uma operacao bindria em R tal que (R, *,*) é um

anel, mostre que R tem somente um elemento.

. Seja R =7 x 7. Defina em R as operagoes + e . por:
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d); (a,b).(¢,d) = (ac, bd)

para todo a, b, ¢, d € R. Mostre que R é um anel comutativo com 1.

. Seja R={f:R —R; féfungdo }. Para todo f, g € R, definimos:
(f +9)(@) = f(z) + g(z) (f-9)(@) = fg(x)),

para todo x € R. (R,+,.) é um anel???

. Seja R =7Z. Defina ® em R por: a ®b=a+ b — ab, para todo a, b € Z. Se

+ é a adigao usual dos inteiros, é (R, +,®) um anel comutativo com 1777



9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seja R um anel. Um elemento e € R é idempotente se e?> = e; um elemento
k € R é quadrado nilpotente se k* = 0; se R tem 1, entdo um elemento v € R é
involutdrio se v*> = 1. Seja R um anel com 1 e e € R um idempotente. Mostre
que:

(a) 1 — e é idempotente.

(b) para cada = € R, ex(1l — e) é quadrado nilpotente.

(c) para cada x € R, e+ ex(1 — e) é idempotente.

(d) para cada z € R, 1+ ex(1 — e) é uma unidade(inversivel) em R.

(e) 2e — 1 é involutério.
Encontre todos os elementos idempotentes do anel Zs.
Mostre que em um dominio, os tnicos elementos idempotentes sao o0 0 e o 1.

Um anel R, com 1, ¢é dito ser um anel Booleano se todo elemento de R ¢
idempotente. Mostre que, neste caso, temos:

(a) a = —a, Ya € R; (b) R é comutativo.

De exemplos de nao triviais elementos idempotentes, quadrado nilpotentes e

involutério no anel My (Z).

Mostre que o subconjunto de My(Z) consistindo de todas as matrizes cujas

entradas sao nimeros inteiros pares, M(27), é um anel ndo comutativo, sem

1.

Sejam (R, +,.) e (S, @, ®) anéis. Mostre que o conjunto RxS = {(r,s); r € R,
s € S}, com as operagoes coordenada a coordenada, ou seja:

(r1,81) F (r2,82) = (r1 + 79,81 B s2) €

(r1,81) ® (2, 82) = (r1.12, 81 © S2)

¢ um anel, chamado o produto direto externo de R e S.

Se R e S sao dominios, entao R x S é também um dominio???
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17.

18.

19.

20.

Como sao os elementos inversiveis de R x .S en termos das unidades de R e de

S

Q

b
Seja R o conjunto de todas as matrizes de My(Z), da forma
0 0
(a) Mostre que, com as operagoes induzidas pelas operacoes de My(Z), R é

um anel.

0
(b) Mostre que é um divisor de zero a direita de R mas nao é divisor

0
de zero a esquerda.

Encontre todos os divisores de zero dos seguintes anéis:

(a) Zs; (b) Zs;
(c) Z x Z; (d) Zy x Zg;
(e) My(Zy), (f) G, o anel dos inteiros de Gauss.

Mostre que se R é um dominio e a € R é tal que a*> = 1, entdo a = 1 ou

a=—1.
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4 Subanéis

Definigao 5 Um subconjunto ndo vazio S de um anel (R, +, -) é dito ser um
subanel de R se, com as operagoes induzidas pelas operagoes de R (restrigoes), S

é um anel.

Teorema 4 Um subconjunto S # () de um anel (R, +, ) é um subanel de R se, e
somente se valem as sequinte afirmagoes:

(i) Para todo a,be S=a—b=a+(—=b) € S.

(i1) Para todo a,be S=a-besS.

Dem.: (=) Se S C R é um subanel, entao para todo a,b € S, temos que —b € S
ea€S. Logoa—0beS, pois + é uma operacao binariaem S e, a-b € S, pois -
¢ uma operacao em S'.

(<) Sejam +|g: S xS — Re-g:5 xS — R, as restricoes de + e - a S. A
condigao (7i) implica que = -|g: S xS — S,i.é, |g é uma operagao em S. Mais
ainda:

) OGS,poisS#@ﬁHaeS%O:a—aeS.

e Paratodobe S= —be S, pois para b € S, como OGS%—b:O—bGS.
e Paratodoa,beS=a+be S poisat+b=a—(-b) e —bES%a—FbE S,
o que implica que +|s é uma operagao em S.

Como a associatividade de +, a comutatividade de 4+, a associatividade de - e
a distributividade valem em R, temos que também valem em S. Assim, (S, +, -)

¢ uma anel, o que mostra que S ¢ um subanel de R. [ |

Exemplo 12 27 é um subanel de Z . Mais geralmente, n Z C 7Z sao subanéis, para
todon > 0.

De fato, para todo a,b € nZ = a = nky, b = nky, com ki, ky € Z. Assim,
a—b=n(k —k)eEnZea-b=n(kkan)enZ.

Exemplo 13 Seja R = Zg .
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Sy ={0,2,4} e Sy ={0,3} sdo subanéis de Zg, pois2-4 =2, -2 =14 ;

3=-3, 3-3=3.
Observe que 1p =1, 1g, =4, 1g, = 3. Assim, Si C R sao subanéis com 1

tais que 1lg, # 1g, para @ =1,2.
Exemplo 14 Ms(nZ) C My(Z), para todo n > 0 sdo subanéis de M(7Z).
Exemplo 15 {0} e R sao sempre subanéis de R, chamados os subanéis triviais.

Exemplo 16 Z C Q C R C C é uma cadeia de subanéis.

Exemplo 17 Sejam R = M(Z), S = {(a 8), a,bEZ} e

O

S é um subanel de R, A é um subanel de R e de S, com

10 10 . [a O 10 a 0
1 = o 1a = , pois = ; para todo a € Z.
8 (o 1) A (0 0) P (o 0) (0 0) (o 0) P

Assim, A C R, é um subanel de R, com 1, mas 14 # 1g.

Mais ainda, S nao tem 1. De fato, suponhamos por absurdo, que 1g = (C(L)O ?) ,

para algum ag, by € Z. Entao, em particular,
ap b[) 1 0 _ 1 0 _ 10 ao b()
0 0/\0 0 0 0 00o/\o o0/’

o que implica que ag =1 e by = 0, ou seja 1g = ((1) 8)

b a 0 a b -
Mas | ¢ - lg = , para algum b € Z. Portanto S nao

tem 1

Assim, S C R, é um subanel com Ssem le Rcomle ACS, com S sem 1e

A com 1.
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Exemplo 18 Nem todo subgrupo é subanel. Por exemplo, para R = M(Z), temos

H = {(a 8), a,b,cEZ} ¢ um subgrupo de (R,+), mas H mnao é um
c
2
subanel de R, pois Ll €EH e byt by _ (21 ¢ H
10 10 10 10 11
Todo anel contém um subanel comutativo.

Defini¢ao 6 Se (R, +, ) € um anel, entdo o centro de R é o conjunto:

C(R)y={a€R;a-b=b-a, VYbe R}.

Se R é um anel comutativo, entdo claramente C(R) = R

Teorema 5 Para todo anel R, o centro de R, C(R) € um subanel comutativo de R .

Dem.: Como 0-a =a-0=0, para todo a € R, temos que 0 € C(R) = C(R) # 0.

Para a,b € C(R) er € R, temos (a —b)-r=a-r+(=b)-r=a-r—(b-r)
(a —b), ou seja a — b € C(R). Mais ainda,

r-a—r-b=r-a+r-(=b) =r
(a-b)-r=a-(b-r)=a-(r-b)=(a-r)-b=(r-a)-b=r-(a-b), o que implica que
a-beC(R).

|

Portanto C'(R) ¢é um subanel de R, claramente comutativo.

Exemplo 19 Para R = My(Z), C(R)="
a b 1 0)y_(10 a b
00) \c d)

Sex = [ b € C(R), entao, em particular
c d c d 0 0
. [a O a b . : a 0
ou seja = , 0 que implica que b = ¢ = 0. Logo x = :
i (00)= (5 6) o ot o= (o))
a 0 0 1 0 1 a 0 . [0 a 0 d
Mas, = , ou seja = = a=
0 d 0 0 0 0 0 d 0 0 0 0
d = == <a O), com a € Z. Assim, C'(R) C {(?) O) ;a € Z}; a inclusao
a a
contraria é trivial.
Portanto, C(R) = { (g 0) ;a€ Z} .
a
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5 Homomorfismo de Anéis e Ideais

Definigao 7 Sejam (R, +,-) e (S, &, ®) anéis. Uma fungdo ¢ : R — S é um
homomorfismo de anéis se, para todo a,b € R, temos:

(1) ola+b)=pla)®pb), (i.6, ¢ é um homomorfismo de grupos)

(ii) o(a-b) = p(a) © p(b).

Se, além disso, ¢ é bijetora, dizemos que ¢ é um isomorfismo de anéis e, neste
caso, dizemos tamém que os anéis R e S sao isomorfos e denotamos por R = S ou
RS

Se (R, 4+, )=(S,®, ®), dizemos que ¢ é um endomorfismo de anéis.

Se p: R — R é um isomorfismo, entao ¢ é um automorfismo do anel R.

Exemplo 20 Seja ¢ : Z — Z,, definida por ¢(a) = @, para todo a € Z.

e ¢ um homomorfismo de anéis. De fato, para todo a,b € Z,

ola+b)=a+b=a+b=p(a)® o)

¢ é sobrejetor mas nao é injetor, pois ¢(a) = p(a + n), para todo a € Z.

Exemplo 21 Seja ¢ : Z — My(Z), definido por
go(a)z(a 0>, VaeZ.
0 a

¢ é um homomorfismo de anéis, injetor mas nao sobrejetor.

Exemplo 22 Seja ¢ : Z — C(Ms(Z)), definido por

ola) = (a O), para todo a € Z.
a

¢ ¢ um isomorfismo de anéis, ou seja, C(My(Z)) = 7Z.

Exemplo 23 Todo homomorfismo de anéis é também um homomorfismo de gru-
pos, mas nao vale a reciproca. Por exemplo, ¢ : Z — Z, definida por ¢(a) = 2a,
para todo a € Z, é um homomorfismo de grupos e nao é homomorfismo de anéis,

pois p(ab) = 2(ab) # ¢(a) p(b) = (2a)(2b), para todo a,b € Z.
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Teorema 6 Seja ¢ : (R, +,) — (S,®,®) um homomorfismo de anéis.

Entao:
(i) ¢(Or) = Os,
(ii) ¢(—a) =—pla), VaekR,
(iii) o(R) ={p(a); a € R} € um subanel de S .
(iv) Se R tem 1, entao ¢(1gr) = ly(r).

(v) Se a € R € inversivel, ou seja, tem inverso multiplicativo, entio p(a™t) =

@(a)™" em @(R).

Dem.: (i) Como ¢(Or) © Os = @(Or) = #(On + 0p) = 9(On) ® ¢(Op), do
cancelamento da operacao @, temos ¢(Ogr) = Og .
(i) Para todo a € R, temos Og = ¢(Or) = ¢(a + (—a)) = p(a) ® ¢(—a), o que
implica que p(—a) = —p(a).
(7ii) p(R) é um subanel de S, pois para todo ¢(a), ¢(b) € p(R), temos:

o p(a) —p(b) = p(a) ® p(=b) = p(a+ (=b)) = p(a—1b) € p(R).

o p(a) © ¢(b) = p(a-b) € p(R).
(iv) Para todo ¢(a) € p(R),

p(a) © p(lr) = ¢la- 1) = p(a) = ¢(lr - a) = ¢(1r) © @(a) = ¢(1r) = Lyn)-

(v) Se a € R tem inverso, entdo 1p = a-a~' = a™" - a, o que implica que 1, =

p(1r) = pla-a") =p(a) @ pla™) = pla™") © p(a) = p(a™") = ¢(a)™". u

Exemplo 24 Exemplo de um homomorfismo de anéis ¢ : R — S, com p(1g) # 1

@

Seja ¢ : Zy — Zg o homomorfismo de anéis definido por ¢(0) = 0 e ¢(1) = 3.
Temos entao que p(Zs) = {0, 3} C Zg é um subanel, com (1) = 3 = 1,z,) # lz,.

Se p: R— S éuma funcao e S’ C S, entdo definimos a imagem inversa de

S por g, por @) ={r e R; o(r) € 5'}.
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Teorema 7 Se ¢ : (R, +,:) — (S,®,®) € um homomorfismo de anéis e S’ é um
subanel de S, entio ¢~ 1(S") é um subanel de R, ou seja, a imagem inversa, por

homomorfismo, de subanel é subanel.

Dem.: De fato:
o o 1(S)#0 , pois como p(Or) = Os € 8" = O € o 1(5);
e Para todo a,b € p=1(5") 22 p(a), p(b) € 5.
Como S’ é subanel, ¢(a) — p(b) € S" = ¢(a —b) € §'. Dai, a — b € o~ 1(5).
Novamente, como S’ é subanel, p(a) ® p(b) € 8" = p(a-b) € S’. Logo, a-b €

¢~ 1(S"). Portanto, ¢~1(S’) é um subanel de R. |

Corolario 3 Se ¢ : R — S é um homomorfismo de anéis, entio Ker (p) =
0 1({Os}) € um subanel de R, chamado o nicleo do homomorfismo . Note

que Ker (p) = {a € R; ¢(a) = Og}.

Teorema 8 Se ¢ : R — S é um homomorfismo de anéis e a € Ker (¢) entdo

a-r € Ker (¢) er-ae€ Ker (¢), para todo r € R.

Dem.: Sea € Ker (¢) er € R, entao temos ¢(a-1) = p(a)@p(r) = OsOp(r) = Og.
Logo, a - r € Ker (). |

As propriedades que Ker () satisfaz no teorema anterior sao as propriedades

que caracterizam certos subconjuntos especiais de um anel.

Definicao 8 Um subanel I de um anel R é:
e um 2dealde R,seVacelere R=a-reler-aecl.
e um tdeal a direitade Rse,Vaclere R=a-rel.

e um tdeal a esquerdade Rse,YVaclere R=r-ael.

O proéximo teorema caracteriza um ideal.
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Teorema 9 Sejam R um anel e I # () um subconjunto de R. I é um ideal de R

se, e somente se para todo a,b € I er € R, temos:
(i) a—bel.
(i) aAr el e rAa€l.

Dem.: Imediata. n

Exemplo 25 {0} e R sao os ideais triviais de R.

Exemplo 26 Se ¢ : R — S é um homomorfismode anéis, entao I = Ker (¢) é um

ideal de R.

Exemplo 27 Ideal = subanel

Por exemplo, para R = Z[X], temos que Z C R é um subanel mas nao é um

ideal, poisa=1€Zer=Xe€R=a-r¢7Z.

Exemplo 28 Para R = Z, temos I = nZ, com n > 0 sao todos os ideais de Z .
Mais ainda, todos sao nicleos de homomorfismos de anéis. De fato, nZ = Ker (y),
onde ¢ :Z — Z, é o homomorfismo canénico dado por ¢(a) = @, para todo a € Z,

e, neste caso, Ker (p) ={a €Z; a=0} =nZ.
Exemplo 29 Para R = My(Z), temos [ = { (E)L 8) cabe Z} é um subgrupo

/ /
aditivo de (R, +) tal que para todo z = <g 8) cler= (al Z,> € R,
c

/ / / / / !
z-r=|" b @ V) _ [ea’+bc b+ bd € I, ou seja, I é um ideal a
0 0)\cd d 0 0

direita de R, mas nao é um ideal a esquerda pois
!/ / / /
R b @ b) _ [ad b ¢ I em geral.
d dJ\0 0 ca b
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Exemplo 30 Para R = My(Z), I = { (b O> ca,be Z} é um ideal a esquerda,

mas nao ¢ a direita.
Exemplo 31 J = Ms(nZ), com n > 0 sao todos ideais bilaterais de R.

Exemplo 32 Se S C R ésubanel e I C S é um ideal = I C R é um ideal? Nao.
Para R = M(Z),

SZ{(S Z);a,b,dEZ}e
0 c
I = {(0 0); cGZ},temOS que

S C R é subanel, I ¢é ideal de S e nao é ideal de R, pois
Vs

I nao é ideal de R

(o) ()68 e

Proposicao 1 Se R é um anel e a € R entao:

= [éumideal de S e

(i) aAR = {aAr; r € R} é um ideal a direita de R .
(ii)) RAa = {rAa; r € R} é um ideal a esquerda de R .
(i1i) Se R é comutativo = aAR = RAa é um ideal de R.

(iv) Se R é comutativo com 1, entao aAR é o menor ideal de R que contém a.

Dem.: A demonstragao dos itens (i), (ii) e (i1i) ficam como exercicio.
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(iv) Mostremos que se I C R é um idealea € I = aAR C I.
De fato, se a € I = aAr € I, para todo r € R, pois [ é ideal = aAR C I. Mais
ainda,se l € R=>a=a-1¢€ dAR. [ |

Exemplo 33 Um anel Rsem 1 ea € R com a ¢ aAR.
Para R =27, a =2, temos 2R =47 e 2 ¢ 47 = 2R.

Definicao 9 Sejam R um anel comutativo e a € R. A intersec¢ao de todos os

ideais de R que contém a € o ideal principal gerado por a e denotado por (a).

Proposigao 2 Se R ¢é comutativo com 1, entdo (a) = a-R. Se R é comutativo sem

1, entdo (a) = {aAr + mAa; r € R em € Z}.

Dem.: Demonstremos o caso em que R nao tem 1.
Seja J = {aAr +mAa;r € R, m € Z}. Mostre, como exercicio, que J é um

ideal de R.

Agora, a = aAOgr + 1Aa € J, ou seja, J ¢é um ideal que contém a. Assim,

(@=()ICJ.

acl
Resta mostrar que se I é um ideal de Re a € I, entao J C I, pois assim, teremos

Jgﬂ I.

acl
Se a € I, entao aAr € I, paratodo r € R e mAa € I, para todo m € Z. Logo,

ar+ma € I, paratodo r € R e m € Z, o que mostraque J C [ = J C ﬂ I=(a).

acl
Logo, J = (a), como queriamos. [ |

Exemplo 34 Para R =27, a = 2, temos 2R = 4Z e (2) = {2Ar + mA2; r €
9% e me L} =AZ+27Z =27 = R.
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6 Anéis Quocientes e o Primeiro Teorema do Iso-
morfismo
Sejam R um anel e [ um ideal (bilateral) de R. Definimos uma relacao ~ em R por:
r~y & rv—yel,

para todo z,y € R. E facil ver que ~ define uma relacao de equivaléncia em R.
Mais ainda, para todo a € R, temos que a ={z € R, x —a € [} =a+ I.

Seja R/I o conjunto das classes de equivaléncia de ~, ou seja,
R/I ={a+1; a € R}.

Observe que a + I = b+ I se, e somente se a — b € I.
Em R/I definimos as operagoes + e - por:
(a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1,
(a+ DAMb+1) = (albd) + 1,
para todo a,b € R.
Vejamos que + e A estao bem definidas, ou seja, nao dependem da escolha dos
representantes das classes de equivaléncia.
Sea+I=d+1 e b+1=10V+1, entdo existem x1, x5 € I tais que a = a’ + x;
eb="0+ x,.
Assim,
(a+D+0+1) = (a+bd)+I1=((d+z)+V +x))+1=
= (d4+V)+ (@1 +z)+ =@ +V)+ 1+ (x14+x)+ 1=
(@ +V)+14+04+1=(a+V+0)+1=
(a/

+1)+ U+ 1),
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(a+DAbB+I) = aAb+1 =(d+x1)(0 +22)+1 =
= (dV+dry+ 210 +3919) + 1 =
= (@V+1I)+ ((drg + a0 +x1wy) +1) =

el

= (@b +D)+(0+1)=
= @V +0)+I=ab+1=(d+ID)+I).

Exercicio 3 Mostre que (R/I, +, A) é um anel. Tal anel é chamado o anel

quociente de R por [.

Observe que no anel quociente, Og;; = I e —(a+ 1) = (—a) + I, para todo
a € R.
Com a nocao de anel quociente, podemos mostrar que, de fato, todo ideal é o

nicleo de um homomorfismo, ou seja:

Teorema 10 Sejam R um anel e I um ideal de R. A funcio @ : R — R/I,
definida por m(a) = a+ I, para todo a € R, € um homomorfismo sobrejetor de anéis
com niucleo I, ou seja, todo ideal de R € nicleo de um homomorfismo de anéis com

dominio R.

Dem.: Que 7 é um homomorfismo de anéis é imediato, pois
mla+b)=(a+b)+1=(a+1)+(b+1)=mn(a)+ n(b),
m(ab) = (ab)+ I =(a+ 1)+ (b+ 1) = w(a)An (D), para todo a,b € R.
Agora, Ker (1) = {a € R; w(a) = 0s} = {a € R, a+1 =0+ 1} =
{a€R,acl}=1 |

Exemplo 35 Dado o ideal nZ, com n > 0 do anel Z, temos
Z/nZ ={a+nZ; a € Z}.
Dado a € Z, pelo Algoritmo da Divisao, temos que existem ¢,r € 7Z tais que

a=qn+r, com0<r<n-—1. Assim,
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a+nZ = (ng+r)+nZ=(ng+nZ)+ (r+nZ)=

= (0+nZ)+ (r+nZ)=r-+nZ.
Entao Z/nZ ={r+nZ; r=0,1,...,n—1},onde r+nZ ={r+nk; k € Z} =

{b€Z; b=rmodn} =7 € Z,, ou seja, Z/nZ = Z,.

Teorema 11 - Primeiro Teorema do Isomorfismo - Sejam (R, +,A) e (S, +, A)
anéis. O anel S é uma imagem homomdrfica do anel R (ou seja, existe um ho-
momorfismo sobrejetor de anéis ¢ : R — S ) se, e somente se, existe um ideal I de

R tal que R/I = S.

Dem.: (<) Se I é um ideal de R, com R/I é S entao, compondo com o homo-
morfismo canénico 7 : R — R/I, temos que ¢ = ¢Yom : R — S é um homomorfismo
sobrejetor de anéis. Portanto S ¢é uma imagem homomorfica de R.
(=) Se ¢: R— S éum homomorfismo sobrejetor, entdao I = Ker () é um ideal de
Re: R/I — S, definido por ¢¥(a+ I) = p(a), para todo a € R é um isomorfismo
de anéis.

De fato,
e 1 estd bem definido, poisse a+1 = b+ 1, entdao a—b € I = Ker (¢) = p(a—b) =
0= p(a) =pb)=va+I)=yvb+I).
e ) é homomorfismo, pois ¢ o é.
e 1) ¢é bijetor, pois dado s € S, desde que ¢ é sobrejetor, existe a € R, tal que
¢(a) = s. Logo ¥(a+ I) = p(a) = s, 0 que mostra que ¥ é sobrejetor.

Agora, se p(a) = ¢(b), entao p(a—0b) = 0, ou seja (a—b) € Ker (p) = I. Assim,
a+ 1 =>b+ I, o que mostra que ¢ ¢é injetor. [ |

Em muitos textos, o préoximo resultado é conhecido como o primeiro teorema do

isomorfismo.

Corolario 4 Se ¢ : R — S € um homomorfismo de anéis, entao

R/Ker () = o(R) =Im ().
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Corolario 5 Um homomorfismo sobrejetor de anéis ¢ : R — S € um isomorfismo

se, e somente se Ker (¢) = {0gr}.

Exemplo 36 Z/nZ = Z,, pois ¢ : Z — Z,, definida por ¢(a) = @, é um homo-

morfismo sobrejetor com Ker (¢) = nZ.

My (Z
Exemplo 37 2(Z) = My(Zy,), pois ¢ : My(Z) — Ms(Z,,) definido por
Mg(nZ)

(0)-69)

¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor, com

- {( ) oven :)-63)

Agora, ( t=d=0, ouseja, a,b,c,d € nZ, o que

implica que

ol 2l
QL
ol Ol
ol Al

=b

/\ ol QI
j=l]
v
I
A
| ol
ol Ol
-
Q|

>€M27’LZ

Portanto, Ker (p) € My(nZ) e, a inclusao contraria é obvia. O que mostra que

My(Z)
M2(nZ) = MrlZn).

7. X 7. 7. X 7.
vy o X8~y o7
ZxnZ " nZxmz  n S m

Exercicio 4 Mostre que

Teorema 12 Se R € um anel com 1, entao R contém um subanel que € isomorfo a

Z ou a ZLy, para algum n > 0.

Dem.: Seja A= {nAlg; n€Z} CR.
A éum subanel de R, pois nAlg—mAlg = (n—m)Alg € Ae (nAlg)A(mAlg) =
(nAm)Alg € A.
Agora, se nAlg # mAlg, para todo m # n, entao ¢ : Z — A, definido por
p(n) = nAlg, para todo n € Z, é um isomorfismo de anéis e, neste caso, R contém

um subanel isomorfo a Z.
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Se nAlg = mAlg, para algum n > m, entdo (n —m)Alg =0, com n —m > 0.
Assim, T={k €Z; k>0 e kAlg =0} #0.

Pelo principio da boa ordem, existe um menor inteiro positivo n, tal que nAlg =
0 (n=minT). Neste caso, ¢ : Z — A, definido por p(k) = kAlg, para todo k € Z,
é um homomorfismo sobrejetor e, pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo, temos que
A= Z/Ker (p).

Agora, para mostrarmos que A = Z,,, é suficiente mostrarmos que Ker (¢) = nZ.

Desde que Ker (¢) = {k € Z; kAlg = 0}, temos que n € Ker (¢). Logo, para
todo s € Z, temos que nAs € Ker (¢), pois (nAs)Alr = sA(nAlg) = sA0 =0,
o que mostra que nZ C Ker (¢).

Dado k € Ker (p), temos que —k € Ker (¢), assim, podemos supor que existe
k € Ker (p) com k > 0, o que implica que k € T'.

Como n = min T, temos que k > n. Logo, k = rn + s, para algum r,s € Z, com
0 <s<mn Assim, 0 =kAlg = (rn+ s)Alg = (rn)Alg + sAlg = rA(nAlg) +
sAlg = sAlg, e 0 < s <minT, o que implica que s = 0. Portanto k = rn € nZ,
o que mostra que Ker () C nZ.

Entao Ker (¢) = nZ e, neste caso, R contém um subanel A = Z/Ker (p) =
707 = 7y. |

Definicao 10 Se R é um anel com 1, dizemos que R tem caracteristica n
(Car (R) = n), se existe n € Z, tal que R contém um subanel isomorfo a Z,.
Caso contrério, dizemos que Car (R) = 0, ou seja, Car (R) = 0 quando R contém
um subanel isomorfo a Z.

Assim temos
Car (R) =n < n ¢é o menor inteiro positivo tal que nAlg = 0.
Car (R) =0 < #ine€Z— {0}, tal que nAlg = 0.

Car(R) = n = nlAa = 0, para todo a € R, pois nAa = nA(1rAa) =
(nAlg)Aa = 0Aa = 0.
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Exemplo 38 Car(Z) =
ar (Z,) =
Car (My(Z)) =
(
(

Q

Car Z4 X Zg) =38
Car (Zy X Zg) =12 (mmc (4,6)=12)

Exemplo 39 Se R é um dominio e Car (R) # 0, entdao Car (R) = p, para algum
ndmero primo p.

De fato, se Car (R) = n, com n composto, entao n = nyAny com 1 < ny,ng <
n. Logo, 0 = nAlg = (n1Ang)Alg = (ny-1g)- (n2-1g). Como R é dominio, temos
niAlg =0ouny-1g =0, 0 que fura a minimalidade de n. Portanto Car (R) = p,

para algum ntmero p primo.

7 Ideais Primos e Maximais

Teorema 13 Seja R um anel comutativo com 1. Se I € um ideal proprio de R, isto

¢, nao trivial, entao I nao contém unidades de R, ou seja, I N R* = ().

Dem.: Se I N R* # (), entao para a € I N R*, temos que 1 =aAa™! € I = R C
ICR=R=1I [ |

Definicao 11 Seja R um anel. Um ideal M de R é dito ser um ideal maximal

de R se:

(1) M # R;
(i) Se I é um ideal de R com M CI C R, entdo I =M ou I =R.

Exemplo 40 Os ideais pZ, com p primo, sao todos os ideais maximais de Z.

De fato, se p é um ntimero primo, entao p7Z é maximal, pois

(i) pZ+#Z.

26



(#i) Se I éum ideal de Z tal que pZ C I C Z, entao, como I é um ideal de Z, temos
que existe n € Z tal que I = nZ. Logo, pZ C nZ = p € nZ = p = aln,
para algum o € Z. Desde que p ¢é primo, temos que n =1 ou n = p.

Se n=1=nZ=17

I =7 ou I =pZ,
Se n=p=nZ=pZ

o que mostra que pZ é maximal.
Estes sao todos os ideais maximais de 7Z, pois se nZ é um ideal de Z e n nao é
primo, entao n = n1Angy, com 1 < nj, ngy < n e, neste caso, nZ ¢ mZ & Z, o que

implica que nZ nao é maximal.

Exemplo 41 Sejam R = M(Z) e p um ndmero primo. O ideal M = Ms(pZ) é
um ideal maximal de R.
De fato, é imediato que M # R. Seja I um ideal de Rcom M C I C Rel # R.

Vamos mostrar que I = M.

Seja I11 =< a1 € Z; i G2 g CZ.
21 Qa22

Verifique que I1; é um ideal de Z.

Entao existe t € Z, tal que I1; =t Z. Afirmamos que t > 1, pois, se t = 1, temos

Q21 Q22

Assim, 10 A 1 an A 10 = L0 el
0 0 a21 Q929 0 0 0 0
Logo,OOAl():OOEIeOOAOl:OOEI.
10 0 0 10 1 0 0 0 0 1

Consequentemente, 1p = (1 0) + (0 ?) € I = I = R, o que é uma con-

que 1 € I;; e, consequentemente existe x = ( 1 a12> el.

00 0
tradicao. Assim, I1; = tZ, para algum t > 1.

Vamos agora mostrar que I C My (tZ).
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Se x € I, entao z = (a 2), com a € I3 = tZ. Logo a = tad, para algum
c

a €.
Mais ainda,

01 Az =€ d €l = c=1d, para algum ¢ € Z;
00 0 0

(92
b0

/ /
Assim, © = (ta tb) € My(t7Z).

(b 0) €l =b=1tV, para algum V/ € Z;

d 0
d 0 , /
(0 0>Elz>d:td,paraalgudeZ.

td td
Logo, My(pZ) C I C My(tZ) # R, o que implica que pZ C t7Z # Z. Mas, pZ é
maximal, entdo = pZ = tZ, ou seja I = My(pZ), e, portanto My(pZ) é maximal,

como queriamos mostrar.

No proximo teorema usaremos resultados sobre ideais que deixaremos como ex-

ercicio

Exercicio 5 Sejam R um anel e [,J ideais de R. Mostre que [ + J =

{a+b€ R; a€l,be J} éumideal de R, ou seja, a soma de ideais é também ideal.

Exercicio 6 Sejam R um anel e J um ideal de R. Mostre que os ideais do anel

quociente R/J sao da forma I/J, com [ ideal de R tal que J C I.

Teorema 14 Sejam R um anel e M um ideal de R. Sao equivalentes:
(i) M € mazimall.
(i) R/M nao tem ideais (bilaterais) nao triviais.

(iii) Para todo x € R— M, temos (x) + M = R.
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Dem.: (i) = (ii). Seja I/M um ideal de R/M. Entao I é um ideal de R e M C
I C R. Desde que M é maximal, temos que [ = M ou I = R. Consequentemente,

I/M = M/M ou I/M = R/M, ouseja I/M ¢é trivial, o que mostra (ii).

(i1) = (iii). Para todo x € R — M, temos que I = (z) + M é um ideal de R
que contém M e é diferente de M. Assim, I/M é um ideal de R/M nao nulo,
pois x+ M € I/M e x+ M # M. De (ii), temos que I/M = R/M, ou seja,
R=1=(x)+ M.

(iii) = (i). Se M C I C R e I # M, entao existe x € [ — M e, de (ii1), temos que
() + M = R, o que implica que I = R. [ |

Corolario 6 Se R ¢ um anel comutativo com 1, entao M ¢é um ideal maximal de

R se, e somente se, R/M ¢é corpo.

Dem.: (<) Como um corpo nao tem ideais nao triviais, temos que se R/M é
corpo, entdo de (i) < (i), temos que M é maximal.

(=) Se R é comutativo com 1 e M é um ideal maximal de R, entdo R/M é um
anel comutativo com 1g/s = 1g + M.

Agora, dado a + M # M em R/M, temos que a € M e, de (i) < (iii), obtemos
(a) + M = R. Logo, existem b € R e m € M tais que 1 = ab+ m. O que implica
que 1+M = (ab+m)+M = (ab+ M)+ (m+ M) = (ab+ M) = (a+ M)A(b+ M).
Como R/M é comutativo, temos que (a + M)™' = (b+ M) € R/M, o que mostra
que R/M é corpo. [ |

Definicao 12 Um anel R que ndo admite ideais (bilaterais) nao triviais é dito ser

um anel simples.
Sobre anéis simples temos:

Teorema 15 Todo anel com divisao € simples.
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Dem.: Imediata. n

Teorema 16 Se R é um anel simples, com 1, entdo M,(R), comn > 1, é simples.

Dem.: Segue imediatamente do teorema seguinte. [ |

Teorema 17 Se R é um anel com 1 e n > 1, entao os ideais de M,(R) sio da

forma M, (I), com I ideal de R.

Dem.: Sejam e;;, com ¢,j = 1,...,n, as matrizes unitarias elementares, isto ¢, para
cada 4,7 = 1,...,n, e¢;; ¢ a matriz que possui 1p na posicao ij e zero nas demais
posigoes. Cada elemento de M, (R) é da forma (a;;) = Z” a;j €5, com a;; € R.

Seja A um ideal de M, (R).

Considere I = {a11 € R; Y_,; aij e;; € A}.

Mostremos primeiramente que / é um ideal de R.

De fato, para todo aj;, b1 € I e r € R, existem xz =
y = Zij bij e;j € A.

Entao Zz‘j(aij — bij)ei; € A, o que implica que a;; — by; € I. Mais ainda,

ij Q5 €45 c A e

rAx = Zij r(ai; e;j) = Zij ra;;e; € A, ousejarAay € 1.

Vamos mostrar agora que A = M, ().

(i) AC M (D)
Seja v € A, x = Zij a;j €;;. Queremos mostrar que ag, € I, para cada
s,k=1,...,n.
Observe que e1sAxAey; = Zz’j a;; A(ersAe;jAeyy) = Zj Asj €1 €p1 = gl €11 €

A, o que implica que ag, € A. Portanto A C M, (I).

(1) M,(I)C A
Se y = Z” bijei; € My(I), entdao b;; € I, para todo 4,5 = 1,...,n. Assim,
paracadai,j =1,...,n, existe uma matriz a;; = Y, ags exs € A, tal que ajg =

bi;. Entao, ejajer; = Y agsen exser; = ane;; € A Consequentemente,
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bjje;; € A para cada 4,5 = 1,...,n, o que mostra que y = > b;;e;; € A
Portanto A = M,,(I).

Outra classe de ideais, que contém a classe dos ideais maximais de um anel, é a

classe dos ideais primos.

Definicao 13 Um ideal P de um anel comutativo R é um ideal primo de R se:

(i) P#R;

(11) Para todo a,b € R, se ab € P,entaoa € P ou b€ P.

Exemplo 42 Para todo nimero primo p, os ideais pZ, sao ideais primos de Z.

Desde que ab € pZ < p/ab, temos que p/a ou p/b. Assim, a € pZ ou b€ pZ.

Exemplo 43 O ideal (0) ¢é primo em Z.

Pois, abe (0) < ab=0=a=0 ou b=0=a€ (0) ou be (0).
Exercicio 7 Um anel comutativo com 1 é um dominio < (0) é um ideal primo.
Teorema 18 Em um anel comutativo com 1, todo ideal maximal € primo.

Dem.: Sejam R um anel comutativo com 1 e M C R um ideal maximal.

Se a,b € R sdo tais que ab € M, entdo ab+ M = M em R/M, ou seja
(a+M)(b+ M) =M em R/M. Desde que R/M é corpo, temos que (a+ M) =M
ou (b+ M) = M, o que implica que a € M ou b€ M. Portanto M é primo. H

>~

(0)

(¢£) pois (0) é primo em Z e ndo é maximal. De fato, 7., que nao é corpo.

Exemplo 44 E necesséria a condi¢ao de R ter 1, pois R = 27 é um anel comu-
tativo sem 1 e M = 47 é um ideal maximal que nao é primo, pois a =2 =b € R,

sao tais que abe M com a¢ M e b¢g M.

Teorema 19 Sejam R um anel comutativo com 1 e I C R um ideal. Entao I €

primo se, e somente se R/I é dominio.
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Dem.: (=) Se R é comutativo com 1, entdo R/I é comutativo com 1.

Desde que [ ¢ primo, temos que [ # R e, consequentemente, 1 4+ [ # I, ou
seja, 1 # 0 no anel R/I.

Se a,b € R sao tais que (a + [)A(b+ 1) = I, entdo ab+ I = I. Logo, ab € [ e
desde que I é primo, temos quea € [ ou be [. Assim,a+1=1 ou b+1=1,0
que mostra que R/I é um dominio.

(<) Se R/I é dominio, entdao R/I tem 1, o que implica que I # R.

Se a,b € R sao tais que ab € I, entao I = ab+1 = (a+1)(b+1) em R/I. Como

R/I é dominio, temos que a+1 =T oub+1 =1, 0 que implica quea € I ou b € I,

ou seja I é um ideal primo de R. [ |
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Exercicios

. (a) Mostre que Z[v2] = {a + bVv/2; a, b € Z} é um subanel de R.
(b) Se a + by/2 é uma unidade com mdec (a,b) = 1, entdo a? — 2b*> = +1.
(c) Encontre (Z[v/2])*.

. (a) Mostre que se Sy e Sy sdo subanéis de um anel R, entao S; NS5, é também
um subanel de R.

(a) A unido de subanéis é também um subanel? Justifique.

. Mostre que se F' é um corpo e R é um subanel de F' com 1 # Og, entao R é

um dominio e 1z = 15.

. Um anel comutativo pode ter uma imagem homomorfica nao comutativa??

Justifique.

. Sejam R um dominio e ¢ : R — R um homomorfismo de anéis. Se ¢(1) # 0,

entdo ¢(1) = 1 e, a imagem de unidade é também unidade.

. Seja ¢ : R — S um homomorfismo sobrejetor de anéis com K = Ker(¢). Se S
¢ um anel com divisores de zero, mostre que existem elementos a,b € R tais

queabe K, masa g Keb¢ K.

. Seja ¢ : R — S um homomorfismo sobrejetor de anéis com K = Ker(¢). Se

S é um anel comutativo, mostre que ab — ba € K, para todo a,b € R.

. Seja ¢ : R — S um homomorfismo sobrejetor de anéis. Mostre que ¢(C(R)) C
C(9).

. Sejam R um anel com 1 e I C R um ideal. Mostre que sao equivalentes:
(@) I=R
(b)ylel

(c) I contém alguma unidade de R.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Mostre que:

(a) Se I é um ideal de R, entao ¢(/) é um ideal de ¢(R).

(b) E ¢(I) um ideal de S? Justifique.

(c) Se ¢ é sobrejetor e J é um ideal de S, entao ¢~*(J) é um ideal de R que
contém Ker (o).

(a) Sejam 1, J ideais de um anel R. Mostre que I NJ é um ideal de R.

(b) Se I' é um conjunto nao vazio de ideais de um anel R, entao ﬂ I é também

Ier
um ideal de R.

(c) Para qualquer subconjunto S do anel R, a intersec¢ao de todos os ideais
de R que contém S é também um ideal de R (chamado o ideal gerado por S e
denotado por (S). Se S = {a}, entdo denotamos (S) = (a) e dizemos o ideal

principal gerado por a).

Mostre que o ideal de My(R) gerado por qualquer matriz nao nula é o anel

todo.

Sejam R um anel comutativocom 1, ea, b € R. Prove que o ideal de R gerado

pelo conjunto {a,b} é igual ao conjunto aR + bR = {ax + by; x, y € R}.

Sejam a,b numeros inteiros primos entre si. Mostre que aZ N bZ = abZ e

aZ +bZ = (1) = Z.

Use o Teorema Fundamental do Isomorfismo para Anéis, para mostrar que:
(a) 3Z/6Z ~ 727

(b) M, (Z/kZ) ~ M,(Z)/M,(kZ), para todo k,n inteiros positivos maiores
que 1.

No corpo Z/7Z, encontre o inverso (multiplicativo) de 7Z — 237.

25
No anel My(Z)/My(7Z), determine se o elemento + Ms(7Z) ¢ uma
6 8

unidade.

34



18.

19.

20.

21.

22.

(a) Para k > 1 em Z, mostre que o anel Z/kZ nao tem divisores de zero se, e
somente se k é primo.

(b) Mostre que My(Z)/Ms(kZ) tem divisores de zero para cada k > 1 em Z.
(c) E verdade que se R tem divisores de zero, entdo R/I tem divisores de zero

para cada ideal I # R? Justifique.

Seja [ = (2? 4+ 1) o ideal principal do anel R = Z[x]. Mostre que R/I é

isomorfo ao anel dos inteiros de Gauss. E I maximal? Justifique.

Para um inteiro n > 1, mostre que, se I é um ideal maximal de M, (Z), entao

I = M,(pZ), onde p é um nimero primo.

Sejam M, # R e My # R ideais de um anel R. Se M; N Ms é maximal, mostre
que M1 = MQ.

Sejam R um anel comutativo, com 1, e F' um corpo. Se ¢ : R — F é um
homomorfismo nao nulo de anéis com K = Ker(¢), mostre que K é um ideal

primo de R. Este ideal é maximal?
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9 Corpo Quociente

O objetivo desta se¢ao é mostrar que todo dominio pode ser imerso em um corpo e,

que existe um tnico menor corpo com esta propriedade.
Teorema 20 Todo dominio é isomorfo a um subanel de um corpo.

Para a demonstracao deste teorema, a partir de um dominio dado, contruiremos
um corpo satisfazendo o requerido. Para tanto consideremos (D, +,-) um dominio
e tomemos S = D x (D —{0}) = {(a,b); a,b € D e b#0}.

Definimos em S a relacao ~ por:

(a,b) ~ (¢,d) < ad = be, para todo (a,b) € S.
Lema 1 A relacio ~ ¢ uma relacao de equivaléncia sobre S.

Dem.: Devemos mostrar que ~ ¢ reflexiva, simétrica e transitiva.

(i) ~ é reflexiva, pois para todo (a,b) € S, desde que D é comutativo, temos que

ab = ba e, assim, (a,b) ~ (a,b).

(ii) ~ ¢é simétrica, pois se (a,b), (c,d) € S sao tais que

(a,b) ~ (¢,d) = ad = bc = ¢b = da = (c,d) ~ (a,b).

(iii) ~ é transitiva, pois se (a,b), (¢,d) e (e, f) € S sao tais que
(a,b) ~ (¢,d) e (c,d) ~ (e,f) = ad = bc e cf = de = (ad)f = (bc)f
e (c¢f)b = (de)b = (af)d = (be)d. Como D ¢é dominio e d # 0, temos que
af =bc= (a,b) ~ (e, f).

Seja F' o conjunto das classes de equivaléncia dos elementos de S, ou seja

F = {(ﬂ), (a,b) € S}. Usando a notacao % = (a, b), temos que

a C
E:E@ad:bc.
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Lembremos também que (a,b) = (c,d) < (a,b) ~ (a,b).
a
Assim, F' = {E’ a€eD, beD— {0}} é 0 nosso candidato a corpo procurado.
O nosso proximo passo é definirmos uma estrutura de corpo em F'.

Definimos em F', duas operacoes binarias, & e ©, por:

a@c_(ad+bc)
b d bd
R
b~ d bd
a c
todo —, — € F.
paraoob,de

Lema 2 As operagoes @ e © estao bem definidas.

Dem.: Mostraremos somente que @ esta bem definida, ficando a outra parte para

o leitor.
a e c s .
Se 3:? e Ez;emF,entaoaf:be e ct =dsem D. Queremos
mostrar que
a@c_e@s
b od f t

ou seja, que (ft)(ad + bc) = (bd)(et + fs) em D.
Usando as propriedades do anel D temos, (ft)(ad + bc) = (af)td + (ct)bf =
(be)td + (ds)bf = bd(et + fs), como queriamos. |

Mostremos agora que, as operacoes definidas acima dao uma estrutura de corpo

em F.

Lema 3 (F,®,®) é um corpo chamado o corpo quociente, ou corpo de fragoes

de D .

Dem.: Fica como exercicio mostrar que as operagoes & e ® sao associativas, co-
mutativas e distributivas.

Mostremos que:
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(i) Existe o elemento neutro para @.
De fato, 0 . ois para todo + € F, temos que - @ 0 aAl+bA0 a

(ii) Existéncia do oposto.

a) (—a)

Para todo % € F, temos que — (Z =7 pois
L (=a) _ab+b(—=a) 0 0
b b b? S 1

desde que 0A1 = b?>A0 = 0.

(iii) Existéncia do elemento neutro de ©.

1 Al
Temos que 1p = T pois %@ 1= ZAl = %, para todo % eF.

1 b
Observe que 1= para todo b# 0 em D.

(iv) Existéncia do inverso.

b
Se %EF—{OF},entéLo%7&%:>(1A17ébAO:()2>a7éO. Assim,EEF

a . b ab 1 ) (a)l b
e -©®-—=-—=—,ouseja, (- = -
b a ba 1’ 2\ a

Do descrito acima temos que F' é corpo. [ |

Agora, mostrar que D é isomorfo a um subanel de F' é equivalente a mostrar que

existe um homomorfismo injetor de anéis ¢ : D — F.

Teorema 21 A aplicagio ¢ : D — F, definida por p(a) = %, para todo a € D é

um homomorfismo injetor de anéis.

Dem.: ¢ é um homomorfimo, pois para todo a,b € D, temos :
a+b a b

plath) == 260 = p(a) @), ¢

pla-t) =20 =207 = o) 0 pt)

O ntcleo de ¢ ¢é Ker (gp):{aED; cp(a):g}:{aeD; %:%}:{0},0
que implica que ¢ ¢ injetora. ]

a
Identificando a € D com 1 € F, diremos que D é um subanel de F', e consid-

eraremos que D C F. No préoximo resultado mostraremos que F', como construido
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acima, é o menor corpo que contém D, donde segue que o corpo quociente de um

dominio é dnico a menos de isomorfismos.
Teorema 22 Se K ¢é um corpo com D C K C F, entao K = F.

b
Dem.: Desde que D = {%; a € D}, temos que para todo b€ D, b# 0, 1 e K

1 1
e, como K ¢é corpo, obtemos i € K. Assim, % = % ® i € K, paratodo a€ D e

be D — {0}. Consequentemente F' = K. u

Corolario 7 Se p: D — K ¢é um homomorfismo injetor de anéis e K é um corpo,

entao K contém um subcorpo isomorfo a F.

a> p(a)

Dem.: Defina ¢*: F — K por ¢ (— = —~, para todo a4 e F.
b/ p(b) b
Usando que ¢ ¢é um homomorfismo injetor, é facil mostrar que ¢* é também

um homomorfismo injetor. |

Exercicio: Mostre que o corpo de fragoes de um corpo é o préprio corpo.
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10 Teorema Chinés do Resto

Como consequéncia de um isomorfismo de anés, obteremos o teorema Chinés do
resto.

Lembremos que:

Lema 4 Se a,b € Z e d = mdc(a,b) entao existem r,s € Z, tais que d =

aAr + bAs.
Usando este resultado mostraremos que:
Lema 5 Se a,b € Z sao primos entre si, i.€, mdc (a,b) =1, entao Z, X Ly = Lgp.

7 7
Dem.: Desde que Zy, = W € Lig X Ly = 7 X VA é suficiente mostrarmos que
7 y/ Y/

Y

(@Z oL 0T

Y/ 7
Seja ¢ : Z — o X A definida por ¢(z) = (x + aZ, v + bZ), para todo
a

x € Z. Claramente temos que ¢ ¢ um homomorfismo de anéis. Mais ainda,
Ker () = {z € Z; p(x) =0} = {z € Z; p(x) = (aZ, VZ)}.
Se x € Ker (p), entdo x € aZ e x € bZ. Logo, a |z e b|x, o que implica que

mme (a,b) | z.
aAb
mdc (a,b)

A inclusao contraria é imediata.

Mas, mmc (a,b) = = aAb. Assim, z € abZ, ou seja Ker (p) C abZ.

~Y

7
Logo, pelo 19 Teorema do isomorfismo para anéis temos 57 = Im (p) C
a

Lo X Ty € #(Zop) = ab = #(Zy X Zy), 0 que implica que ¢ é sobrejetora. [ ]
Teorema 23 Sen€Z,n>0en=pi",...,pp*, com p;’s primos distintos, entdo
anzpiq X szgk .

Dem.: Seque diretamente do lema anterior e indugao. [ |

Observemos que na demonstracao do lema anterior, mostramos que ¢ é sobreje-

tora sem exibirmos a pré-imagem de um elemento genérico. Assim cabe a seguinte
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pergunta:

e Se(c+aZ,d+bZ) € Zy X Zy, entao qual é o z € Z tal que p(x) =
(c+aZ, d+bZ)?

Observe que

x+aZ =c+ aZ r=cmod a r=c+alAny, ni €7
= =

x+ 07 =d+bZ r=dmod b r=d+bAny, ny €7

Por exemplo Zi5 = Z3 x Zs, qual é o elemento x € Z, tal que o(x) = (2,4)?

Temos que
r=2 mod 3
r=4 mod 5.

Assim, x =2+ 3ny,comn; €Z e v=4 mod 5.
2+3n; = 4mod5H

3nq 2 mod 5
2A3n; = 2A2mod 5

$ud

ny = 44 bny, para algum ny € Z.

Entao, x = 2 + 3(4 4 5ny) = 14 + 150, ou seja x = 14 mod 15.

Corolario 8 (Teorema Chinés dos Restos) Seja {m;}%_, um conjunto de k in-
teiros primos entre si 2 a 2, ou seja, mdc (m;,m;) = 1, para todo i # j. Entao o

sistema de congruéncias lineares:

T = a; mod my

T = a mod my
onde a; € 7, possui uma unica solu¢cao modulo n = mqms - - - my.
Dem.: Basta observar que Z,, = Zy,, X =+ X Ly, [ |
Exemplo 45 FEncontrar o menor inteiro a > 2 tal que 2 | a, 3| (a+1), 4| (a +2)
e5|(a+3).
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Solucgao - o problema pode ser equacionado pelo seguinte sistema de congruéncias

lineares:

( a=0mod 2
a=2mod 3
a=2mod 4

| a=2mod 5

Da primeira congruéncia temos que a = 2t, com t € Z. Substituindo na segunda
obtemos 2t = 2 mod 3; donde t = 14-3s, com s € Z e, entao a = 2+6s. Substituindo
na terceira congruéncia temos 2+ 6s = 2 mod 4 que ¢é equivalente a 3s = 0 mod 2; e
dai s = 2k, com k € Z. Logo a = 2+ 12k e substituindo na ultima equacao obtemos
2 4+ 12k = 2 mod 5, o que implica que 12k = 0 mod 5, ou seja k = br, com r € Z.

Assim a =2+ 60r, r € Z e a resposta é a = 62.

Exemplo 46 (Problema Chinés do Resto) Um bando de 17 bandidos Chineses
capturaram uma caravana do imperador. Dentre os objetos roubados estava uma
quantidade de ovos solidos de ouro. Ao tentar dividir os ovos em partes iguais
eles observaram que sobrariam 3 ovos, os quais eles concordaram que deveriam ser
dados ao cozinheiro do bando, Foo Yun. Mas 6 dos bandidos foram mortos em uma
batalha e, agora dividindo o total dos ovos de ouro em partes iquais entre os bandidos
sobravam 4 ovos que, novamente, de comum acordo eles concordaram que seriam
dados para o cozinheiro. No proximo ataque, somente 6 bandidos, os ovos de ouro e
o cozinheiro foram salvos. Nesta fase, uma divisao em partes iguais deixava um resto
de 5 ovos para o cozinheiro. No jantar da noite sequinte o cozinheiro envenenou a

comida e ficou com todos os ovos de ouro. Com quantos ovos Foo Yun ficou?

Solucao - Seja x o nimero de ovos de ouro roubados. Entao temos que
x = 3 mod 17, pois repartindo em 17 bandidos sobraram 3 ovos. Mas morreram

6 bandidos e, na nova divisao sobravam 4 ovos, ou seja, x = 4 mod 11. Na préxima
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fase temos 6 bandidos e uma sobra de 5 ovos, ou seja, temos = 5 mod 6. Assim,

queremos a solugao do sistema de congruéncias

x =3 mod 17
=4 mod 11
z =5 mod 6

Da primeira equagao temos x = 3+ 17ny, com ny; € Z. Substituindo na segunda
equacao obtemos 3+ 17n; = 4 mod 11 = 17ny =1 mod 11 = 6n; =1 mod 11 =
2.6n; =2 mod 11 = ny =2 mod 11 = ny = 2+ 11ny, com ny € Z.

Assim, x = 3 + 17(2 + 11ny) = 37 + 187ny e, substituindo na terceira equagao

obtemos

= 37+ 18Tny = b5 mod 6
= 14+ny, = 5mod6

= ne = 4 mod 6,

ou seja, ng =4 + 6k, com k € Z. Assim, x = 37+ 187(4 + 6k) = 785 + 6A11A17 k,

ou seja, x = 785 mod 1122. Consequentemente, o problema tem infinitas solugoes.
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11 Dominios de Ideais Principais

Definicao 14 Sejam R um dominio e a,b € R. Dizemos que a divide b, ou que a
é um divisor de b, e escrevemos a | b se existe € R tal que b = ax. Caso contrario,
escrevemos a 1 b e dizemos que a nao é um divisor de b, ou que a nao divide b.
Dizemos que a e b sao associados ou que a é associado de b se existe u € R*, tal

que a = bu e neste caso, escrevemos a ~ b.
Observe que u € R é uma unidade se, e somente se u | 1, ou seja
R ={a€R;a|l}={a€ R;a~1}.
As primeiras propriedades sobre divisibilidade em dominios sao:

Teorema 24 Seja R um dominio. Entao, para todo a, b, ¢ € R temos:
(1) a~a, ou seja, ~ € reflexiva;
(2) a~b=0br~a, ouseja, ~ € simélrica;
(3) a~b e b~c=an~c, ouseja, ~ € transitiva,
(4) ala;
(5) alb e blasa~b;
(6) alb e blc=a]c.

Dem.: (1) a~a pois a=1Aa e 1€ R"

1 com u™!e€ R ou

(2) Sea~b,entao a =>b-u, com u € R*. Logob=a-u"
seja, b ~ a.
(8) Sea~b e b~c,entaioa=b-u e b=c-t, com u,t € R*. Logpa=c-t-u,
com t-u € R* o que implica que a ~ c.
(4) Desde que a = 1Aaq, temos que a | a.
(5) Sea~ b, entao a=bAu, com u€ R* e b=alAu"', com u™! € R* oque
implica que a|b e b|a.

Reciprocamente, se a | b e b | a, entdo existem z,y € R tais que

b=alAx e a=>bAy. Assim, b= bAyAuz.
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Seb=0,entao a =bAy =0 e a~Db.

Se b # 0, como R éum dominio, temos 1 = zAy, ouseja, x,y € R* e a = bAy.
Logo a ~ b.
(6) Se a|b e b|c, entdob=alAxr e ¢=bAy, com z,y € R. Entdo ¢ = aAzAy,

com zAy € R, o que implica que a | c. [ |

Observacao: Para todo a € R, temos que 1 | a e a | 0. Mais ainda
R* = {a € R; a ~ 1} e, para todo a € R, a classe de equivaléncia
a=1{be R, a~>b={ula; v € R*}. Em particular, em Z, 7 = {£n}
pois Z* = {£1}.

Definicao 15 Sejam R um dominio e a,b € R. Dizemos que a é um divisor
préprio de bse a | b, coma & R* e a4 b ousejab=alAr, com a¢ R* e
x & R*.

Um elemento ¢ € R é um elemento irredutivel de R se ¢ # 0, ¢ ¢ R* e ¢ nao
tem divisores préprios em R (i.é., se a | ¢, entdo a € R* ou a ~ q).

Um elemento p € R é um elemento primode Rsep#0,p & R* e, sea,b e R

sao tais que p | aAb, entdo p | a ou p | b.

Proposicao 3 Em Z, os conceitos de elemento irredutivel e elemento primo coin-

cidem, ou sejap € Z, p# 0 ep # +1 € irredutivel se, e somente se p € primo.

Dem.: Sepéirredutivel e a,b € R sdo tais que p | aAb e p 1 a, entdo mde (p,a) = 1.
Logo existem r;s € Z tais que pAr + aAs = 1. Entao b = pAbAr 4+ aAbAs e
como p | aAb, temos que aAb = pAx e, consequentemente b = pAbAr + pAxrAs =
pA(bAr + zAs), o que implica que p | b, mostrando assim que p é primo.

Reciprocamente, se p é primo e a € Z é tal que a | p, entdo existe b € Z tal que
p = alb. Logo p | ab e como p é primo, temos que p | a ou p | b.

Se p | a, como a | p, temos que a ~ p.
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Se p | b, entdao b = pAz, com z € Z. Logo p = aAzAp e, como p # 0 e
Z, é um dominio, temos que aAx = 1, ou seja a € Z*, mostrando assim que p é

irredutivel. [ ]

Observe que na demonstracao acima, mostramos que se R é dominio e p € R é

primo, entao p é irredutivel. Em geral, nao vale a volta.

Exemplo 47 Seja R = {a + b\/—5; tal que a,b € Z} =Z[/—5],com + e A
induzidas pelas oporacoes usuais de C. R é um anel comutativo com 1 e portanto
um dominio, pois estd contido num corpo. Vamos mostrar que 3 € R é um elemento

irredutivel e nao é primo.

Para tanto definimos N : R — N por N(a+by/—5) = (a+by/—5)(a—b\/=5) =
a? + 5b%, para todo a,b € Z. Desde que N é a restricio da norma de um nimero
complexo, temos que N(z)AN(y) = N(zAy), para todo =,y € R.
Mais ainda, R* = {a + b\/=5; a® + 5b*> = 1}. De fato, se z € R*, entao existe
y € R tal que zAy = 1, o que implica que N(z)AN(y) =1 = N(1). Logo N(z) =1,
mostrando assim que R* C {z € R; N(z) = 1}.
1

Se x € R é tal que N(z) = 1, entdo AT = 1. Logo T = z~'. Portanto
R*={x € R; N(z) =1}.

Mostremos que 3 € R é irredutivel.

Desde que N(3) =9 # 1, temos que 3 & R*.

Se 3 = xAy com x,y € R e x ¢ um divisor proprio de 3, entao x € R* e
x 3.

Se x ¢ R*, entdao N(z) > 1 e 9 = N(3) = N(x)AN(y), o que implica que
N(z)=3 ou N(z)=9.

Se N(z) =9, entao N(y) = 1 e, consequentemente z ~ 3, o que é uma con-
tradigao. Mas, N(z) # 3, pois nio existem inteiros a e b com a® + b?A5 = 3.

Portanto 3 nao admite divisor préprio em R, i.é., 3 é irredutivel.
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Mostremos que 3 € R nao é primo. Observe que 9 = 3A3 = (2 4+ v—5)A(2 —
vV—=5)e3|(24+V-5)A(2—-+—5) com 3{(2++—5) e 31(2—+/—5). Portanto

3 nao é primo.

Definicao 16 Um dominio R é dito ser um dominio de ideais principais (DIP)

se cada ideal de R € principal, isto é, gerado por um unico elemento.
O proéximo resultado relaciona divisibilidade com ideais principais.

Lema 6 (Dicionario) Sejam R um dominio e a,b € R. Entao:
(i) afbe () C(a)

(il) a~b< (b) = (a);

(iii) a ¢ um divisor proprio de b < (a) # R e (b) G (a);

(iv) ae R < (a)=R.

Dem.: (i) a | b se, e somente se exiate ¢ € R tal que b = cAa < b € (a) < (b) C
(a);

(ii) a~b<alb e blas (b) C(a) e (a) C(b) < (a)=(b);

(iii) @ ¢é um divisor prépriodeb<=a |b, a € R* e ab< (a)# R e (a) # (b)
e (b) Z (a);

(iv) ae RFea~1<(a)=(1)=R. |

Teorema 25 Sejam R um DIP e I C R um ideal nao nulo. Entao I é maximal se,

e somente se I = (q), onde q é um elemento irredutivel de R.

Dem.: Se I = (q), com ¢ € R irredutivel, entdao ¢ #0 e ¢ ¢ R*, o que implica
que I #(0) e I # R.

Se M é um ideal de R com I C M C R, entao, como R é DIP, temmos que
M = (a) para algum a € R. Logo (¢) € (a) C (1). Do lema do dicionario temos que
a|q e, como qéirredutivel, obtemos a € R* ou a ~ ¢. Novamente usando o lema

do diciondrio temos que (a) = R ou (a) = (¢), o que implica que I é maximal.
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Reciprocamente, se I é um ideal maximal de R, entao I # R e, por hipdtese
I#(0). Logo I =(q), comqg€ Rtalque g€ R* e ¢#0.

Sea € R é tal que a | ¢, entdo, pelo lema do diciondrio temos que (¢) C (a) C R.
Como (¢) ¢é maximal, temos que (a) = (¢) ou (a) = R. Novamente do lema do

dicionario obtemos a ~ ¢ ou a € R*, o que mostra que q ¢ irredutivel. [ |

Como consequéncia temos o seguinte resultado

Corolario 9 Se R é DIP e I # (0) é um ideal de R, entdo R/I € corpo se, e

somente se I = (q) com q € R irredutivel.

O proéximo resultado mostra que em um DI P as nocgoes de elemento irredutivel

e elemento primo coincidem.

Teorema 26 Sejam R um DIP ep € R, p#0 ep & R*. Entao p € um elemento

wrredutivel de R se, e somente se p € um elemento primo de R .

Dem.: Se p € R é irredutivel e a, b € R sao tais que p | aAb, entao aAb € (p) que
¢ um ideal maximal de R. Como todo ideal maximal é primo, temos que a € (p)
ou b€ (p) e, usando o lema do dicionario obtemos p | @ ou p|b. Portanto p é
um elemento primo de R.

Reciprocamente, se p = aAb, com a, b € R, entao p | aAb e, como p é primo,
temos que p | @ ou p | b. Por outro lado, a | p e b | p. Logoa ~p ou b~ p,

mostrando assim que p ¢é um elemento irredutivel de R. [ |

Observagao: Do tltimo exemplo e do teorema acima temos que Z[v/—5] nao é

um DIP.

Teorema 27 Seja R um anel comutativo com 1. Entaop € R é um elemento primo

de R se, e somente se (p) € um ideal primo nao nulo de R.

Dem.: Se p é um elemento primo de R, entao p 20 e p &€ R*, o que implica que

(p) # (0) e (p) # R.
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Se a,b € R sao tais que aAb € (p), entdao p | aAb e, como p é primo, temos que
p|a ou p|b Do lema do dicionario obtemos (a) C (p) ou (b) C (p), ou seja,
a € (p) ou be (p),oque mostra que (p) é um ideal primo ndo nulo de R.

Reciprocamente, se (p) é um ideal primo nao nulo de R, entdao (p) # (0) e
(p) # R. Logop#0 e p & R*. Se p| aAb, entdao aAb € (p). Como (p) é um ideal
primo, temos que a € (p) ou b € (p), o que implica que p | a ou p | b. Portanto

p € um elemento primo de R. [ |

Corolario 10 Se R é DIP e I é um ideal nao nulo de R, entao I é um ideal

maximal se, e somente se I é um ideal primo.

Definicao 17 Sejam R um dominio e a,b € R. Entao d € R é um mdximo
divisor comum de a e b se:
(i) d|a e d|b;

(ii) sece R étal que c|a e c|b, entdo c|d.

Proposicao 4 Sejam R um dominio e a,b € R. Se existe um mdximo divisor

comum de a,b € R, entao ele é unico a menos de associados.

Dem.: Se d; e dy sdo m.d.c. de a e bem R, entdaod; |a e dy | b e, como dy é
um m.d.c. de a e b, temos que d; | dy. Por outro lado, dy |a e dy | b e, como d;
é um m.d.c. de a e b, temos que dy | dy . Logo dy ~ ds.

Agora, se dy é um m.d.c. de a e b e dy ~ dy, entdao dy = uAd;, com u € R*.
Como dy | a e dy | b, temos que (uAd;y) |a e (uAdy |b. Se ¢ € R étal quec|a
e c| b, entdo c| dy, o que implica que ¢ | (uAd; ), mostrando assim que uAd; é um

m.d.c. de aeb. [ |

Escrevemos d = mdc (a,b) para denotar a classe de equivaléncia representada
por um m.d.c.,d, de a e b.
O préximo resultado mostra que em um DI P quaisquer dois elementos admitem

um m.d.c.
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Teorema 28 Seja R um DIP. Sea, b € R—{0}, entio a e b admitem um m.d.c.,
ou seja, existe mdc (a,b) e pode ser expresso na forma mdc (a,b) = aAr+bAs, para

algum r, s € R.

Dem.: Basta mostrar que I = {aAz + bAy; x,y € R} é um ideal de R e que se
I = (d), entdo d = mdc (a, b). |

Corolario 11 Sea, b€ Z e d € o menor inteiro positivo tal que d = aAx + bAy,

entdo d = mdc (a,b).
O préximo exemplo mostra que a hipétese de R ser DI P é necesséria.

Exemplo 48 Seja R =27, que nao é um DIP pois R nao tem 1. Neste anel nao

existe mdc (2,4), pois se existisse mdc (2,4) entdo este seria 0 2, mas 212 em R.

Para finalizar essa se¢ao, daremos um exemplo de um dominio que nao é DIP.
Exemplo 49 Sejam R = Z[z] e
I=(2,2) =2R+ xR = {2Af(x) + zAg(z); f,g9 € R}.

Vamos mostrar que I nao é um ideal principal.

De fato, se esistir h € Z[z]| tal que I = (h(z)), entdao desde que 2 € I, temos
que 2 = hAhy, com h; € R. Calculando o grau temos 0 = 0(2) = d(hAhy) =
d(h) + 9(h1), o que implica que d(h) = 0, ou seja h = ¢ € Z. Mais ainda, h | 2, o
que implica que h =1 ou h = 2.

Mas, x € I, ou seja x = hAhs, com hy € R. Se h =2, entao x = 2Ahy, 0 que
¢ um absurdo.

Se h=1,entdo I = Re 1 =2Af(z) + x2Ag(x), o que é um absurdo.

Portanto, nao existe h € R tal que I = (h), ou seja Z[z| ndo é um DIP.
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12 Dominio de Fatoragao Unica

Definicao 18 Sejam R um dominio a € R, a # 0, a ¢ R*. Duas fatoragoes
a=pipP2...Pr =q1G2...qs, onde p;’s e 0s q;’s sao elementos irredutiveis de R, sao
ditas fatoragoes equivalentes de a ser = s e existe o e S, tal que para cada
t=1,...,1, Di~qopi) -

(S, = {permutacoes de {1,2,...,r}})

Definicao 19 Um dominio R ¢é dito um dominio de fatorag¢do unica (DFU)
secada a € R, a #0, a € R*, pode ser representado como um produto de elementos
wrredutiveis de R e, quaisquer duas tais representacoes de um mesmo elemento sao

equivalentes.

Exemplo 50 Em Z[v—5], 9 = 3A3 = (2++/—5)A(2—+/—5) sao duas fatoragoes
nao equivalentes de 9. Portanto Z[v/—5| nao é um DFU.

Proposicao 5 Em um DFU, todo elemento irredutivel é primo.

Dem.: Sejam R um DFU e q € R um elemento irredutivel. Entao ¢ # 0 e g € R*.
Se a, b € R sao tais que ¢ | aAb, escrevendo a = py...p, e b= q...qs,
com p; e ¢; elementos irredutiveis de R, temos que uma fatoracao para aAb é
alAb=p;...pAq .. .qs. Como q | aAb, temos que aAb = gAc, para algum ¢ € R.
Pela unicidade da fatoracao de aAb, temos que g ~ p; ou ¢ ~ g;, para algum
indice 4, j. Agora, ¢ | p; e p; | a, implica que ¢ | a ouq | ¢; e ¢; | b, implica que

q | b, o que mostra que ¢ ¢é primo. [ |

O préximo passo ¢ mostrarmos que todo DI P é um DFU. Para tanto usaremos

dois resultados auxiliares.

Lema 7 Se Réum DIPel, CI, C...C I, C I 1 C... €uma cadeia crescente

de ideais de R, entao existe n > 0 tal que I, = I,,1;, para todo 1 > 0.
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Dem.: Seja I = G I;. Verifique que I ¢é um ideal de R. Como R é um DIP,
temos que existe digR tal que I = (d).

Comod e I = U I;, temos que existe n > 0 tal que d € I,,. Logo (d) C I,,, o
que implica que Inizgl I =(d) C1I,, ouseja I =1I,. Assim, para todo i > 0, temos

I, I,.;, CI=1,, oque mostra que [,, = [,,1;. [ |

Lema 8 Se R € um DIP e (a;)i>0 € uma sequéncia de elementos de R tais que
a1 | a; para todo i1 > 0, entdo existe um inteiro n > 0 tal que a; ~ a, para todo

T>n.

Dem.: Seque diretamente do lema anterior e do lema do diciondrio. [ |

Teorema 29 Todo DIP ¢ um DFU .

Dem.: Sejam Rum DIPea € R,a# 0 e a ¢ R*. Queremos mostrar que
existe uma fatoracao de a comoum produto de elementos irredutiveis de R e que
esta fatoracao é unica a menos de equivaléncias. Mostraremos separadamente a
existéncia e a unicidade.
FExisténcia: Suponhamos que a nao admite uma fatoracao como um produto de
elementos irredutiveis de R, entao, em particular, a nao é irredutivel. Logo temos
uma fatoracao a = a;Aby, com a; e b divisores préprios de a tais que ag
ou b; nao admite fatoragao. Suponhamos que a; nao admita fatoracao. Entao
a1 = asAbsy , com as e by divisores proprios de a; e as ou by nao admite fatoracgao.
Repetindo esse raciocinio, obtemos uma sequéncia (a;) de elementos de R, infinita,
com a; 1 divisor préprio de a; , o que contradiz o lema anterior. Portanto, a admite
uma fatoragao.
Unicidade: Sea=pi...pr=q...qs,comr < s, p; e g; irredutiveis de R, devemos
mostrar que estas fatoragoes sao equivalentes. Faremos isso por indugao sobre 7.
Ser =1, entao a = p; = q1...qs. Logo a é irredutivel, o que implica que

s=1l=rep=q.
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Suponhamos que o resultado vale para r — 1, ou seja, se p1...p—1 = q1 ... G,
entao estas fatoragoes sao equivalentes.

Comoa=py...pr=q...qs, temos que p, | a =¢q;...qs. Mas R é um DIP,
o que implica que p, é um elemento primo de R. Consequentemente p, | ¢; para
algum j=1,...,s.

Renomeando, se necessério, podemos supor j = s. Assim, p, | ¢s e, como g
irredutivel, temos que p, ~ ¢,, ou seja, q; = ulAp,, para algum u € R*. Logo a =
P1eDro1Apr = q1 - - . @s—1A(uAp,) e, como R é um dominio, temos que p; ...p,_1 =
¢ - (UAgs_1).

Entao, por hipétese de inducao, r — 1 = s — 1, o que implica que r = s e
existe o € S, tal que p; ~ ¢o(;), 0 que mostra a unicidade da fatoracao, pois se

Di ~ UAGs_1, , cOmO UAGs_1 ~ (s = Pi ~ (s € Pr ~ (5. u

Nao vale a volta do teorema acima, ou seja nem todo DF'U é DIP. Por exemplo,
j& vimos que Z[x] ndo é um DIP, e veremos que é DFU, ou seja veremos que se R
é um DFU, entao R[x] também o é.

Como consequéncia imediata deste teorema temos

Corolario 12 (Teorema Fundamental da Aritmética) Para todo nimero nat-
uraln > 1, existem primos positivos distintos py, . .., pm € numeros naturais ey, . . ., €y,
tais que

Dem.: Basta observar que Z é um DIP, o que implica que é um DFU e Z* =

{£1}. |
Teorema 30 Se R ¢ um DFU, entdo quaisquer dois elementos de R admitem um
m.d.c.

Dem.: Sejam a, b € R, nao nulos e nao unidades. Usando o fato que R é um
DFU, podemos encontrar py, ps,...,p, irredutiveis distintos de R e oy, s, ..., q;,

Br, B2, ..., B € NU{0} tais que
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a = p?lApgm .. .p?‘r
b=pl Apd - pbr.
Agora é facil verificar que d = p{* Apy® - - - p)7, onde ; = max{ay, f;}, é um m.d.c.

de a e b. [ ]
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13 Dominios Euclidianos
Nesta secao estudaremos outra classe de anéis contida na classe dos DF'U.

Definigao 20 Seja R um dominio. Uma fungdo N : R — {0} — N é dita ser uma
norma euclidiana se, para todo a,b € R, b # 0, temos:

(i) seb|aeaz#0entao N(b) < N(a);

(i) existem g¢,r € R tais que a = gAb+r, com r =0 ou N(r) < N(b).

Se existe uma norma euclidiana N em R, entao dizemos que R ¢ um dominio

euclidiano com respeito a NV .

Exemplo 51 O anel dos inteiros Z ¢ um dominio euclideano com respeito a norma

N :7Z — {0} — N, onde N(a) = |a|, para todo a € Z — {0}.
Teorema 31 Todo dominio euclidiano é um DIP.

Dem.: Sejam R um dominio euclideano com norma euclideana N e I um ideal de
R . Queremos mostrar que I é principal.

Se I = {0} = (0), entdao I é principal. Se I # (0), consideramos o conjunto
{N(a); a € I,a # 0} C N. Pelo principio da boa ordenagao, este conjunto tem um
minimo g .

Seja agp € I tal que N(ag) = so. Entao ag # 0 e (ag) C I.

Se a € I, desde que ag # 0 e R é um dominio euclideano, temos que existem ¢,
r € R tais que a = gAap + 1, com r =0 ou N(r) < N(ag). Logo r = a — qAap € 1.
Entao, pela minimalidade de ag, temos que r = 0, ou seja, a = qAay € (ap).
Mostramos assim que I C (ag), e consequentemente I = (ag). Portanto R é um

DIP. [ |

Desde que todo DIP ¢ um DFU, temos:
Corolario 13 Todo dominio euclideano é um DFU.

No préximo teorema apresentamos um exemplo importante de dominio euclideano.
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Teorema 32 O anel dos inteiros de Gauss, Z[i| € um dominio euclideano.

Dem.: Desde que Z[i] € C e C é corpo, temos que Z[i] ¢ um dominio. Vamos
mostrar que a norma induzida pela norma dos nimeros complexos ¢ uma norma
euclideana, ou seja, N : Z[i] — N, definida por N(a + bi) = a® + b?, para todo
a,b € Z, é uma norma euclideana.
(i) Sex,y € R =1Zli] ex |y, entdo y = xAz para algum z € Re N(y) =
N(z)AN(z), o que implica que N(z) < N(y).
(ii) Dados z,y € R com x # 0, temos que mostrar que existem ¢, r € Z[i] tais que
y=qAzx+r,comr=0ouN(r)<N(z).

Como z # 0, temos que 27! € Ce yAz~! = a+ Bi, com o, € Q. Entao
existem oy, By € Z tais que |a — ap| < % e |8— Pl < %
Assim,

y = (a+pi)Ar=[(a—ag)+ (8~ fo)i+ao+ BoilAr =
= (o + Poi)Az + [(a — ag) + (B — po)i]Ax,

com q = (oo + Poi) € Zfi] e r = [(a — ag) + (B — Po)i]Ax = y — gAx € Z[i] tal que

N(r) = Nl(a—ag)+ (8 — po)i]AN(z) =
[( — ap)® + (B — Bo)*]AN(z) =
= (lo—ao*+ |8 — Bol*)AN(z) <

< G + i) AN(z) < N(z).

Portanto, Z[i] é um dominio euclideano. |

Exemplo 52 O anel R = Z [\/—5 nao ¢ um dominio euclideano com a norma
induzida pela norma dos nimeros complexos N(a + by/—5) = a? + 5b?, para todo
a,b € Z, pois ja vimos que R nao é um DFU. Isso implica que nao vale o algoritmo

de Euclides para elementos de R.
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14 Exercicios

1. Mostre que se D e D’ sdo dominios isomorfos, entdo seus corpos de fracoes

também sdo isomorfos.

2. Mostre que se R é um anel com divisores de zero, entao R nao pode ser imerso
em um corpo, ou seja nao existe um homomorfismo de anéis injetor de R em

um corpo.
3. Seja R* =N x N = {(a,b); a, b € N}. Defina em R* uma relagado ~ por
(a,b) ~ (¢,d) & a+d=b+d

(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia em R*.

(b) Seja a — b a classe de equivaléncia de (a,b) e R o conjunto das classes de
equivaléncia. Defina @ e ® em R por

(a—=b)&(c—d)=(a+c)— (b+d)

(a—10)® (c—d) = (ac+ bd) — (ad + bc)

Mostre que ¢ e ® estao bem definidas.

(c) Mostre que (R, ®,®) é um anel comutativo com 1.

(d) Mostre (R, ®,®) é um dominio.

(e) Se a > b, entdo a = b+ h para algum h > 0 e (a,b) = (b+ h,b). Se a < b,
entdo b = a + h para algum h > 0 e (a,b) = (a,a + h). Mostre que a funcao
¢ : Z — R, definido por

(1+h,1) seh>0
(1,1—h) seh <0

¢(h) =

é um isomorfismo de anéis.

4. Qual é o corpo quociente de um corpo???

5. Qual é o corpo quociente de Z[/2]?? e de Z[i], o anel dos inteiros de Gauss???

Justifique sua resposta.
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10.

Mostre que se mdc(a,b) = 1 e as + bt = 1, entdo a congruéncia linear

ax = c mod b é equivalente a x = sc mod b.

Resolva, se possivel as seguintes congruéncias. Quando nao for possivel re-

solver, justifique porque.

( (

r=1mod7 x =1mod 2

(@) z=3mod5 (b) § z=3mod4
\xEQmodS \xE9mod11
(3x51m0d5 (2x53m0d4
()4 2z =3mod?7 (d){ z=3mod5
\mE3mod4 \xEE)mod?

Ache o menor inteiro a > 2 tal que 2 |a; 3| (a+1), 4| (a+2)eb | (a+3).
Em um dominio R qualquer, mostre que mdc (a,b) = mdc (—a, —b).

Seja R = {a + bv/—5; a,b € Z}.

(a) Mostre que R é um dominio.

(b) Defina N : R — Z por N(a + by/=5) = a* + 5b?, para todo a,b € Z.
Mostre que N(zAy) = N(z)AN(y), para todo z,y € R.

(c) Mostre que = € R* se, e somente se N(z) = 1.

(d) Encontre R*.

(e) Mostre que 3, 2+ /=5, 2 — /=5, 2, 1 ++/=5, 1 — /=5 sdo elementos
irredutiveis de R.

(f) Quais os elementos do item anterior sao primos???

(g) Quais sdo associados???

(h) Voce tem idéia de como é a norma de um elemento irredutivel??? e de um
primo??? Existe alguma equivaléncia andloga ao item (c)??777

(i) R 6 um DIP?77?
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11. Seja R um dominio. Para a, b, ¢ € R, responda juntificando sua resposta.
(a) Se a divide b e a divide ¢, entao a divide b+ ¢?7
(b) Se a divide b + ¢, entao a divide b e a divide ¢??
(c) Se a e b sao unidades, entao eles sao associados??
(d) Se a divide be, a divide b e a divide ¢, entao a nao é irredutivel 77

12. Encontre todos os associados de 2 4 3i em Z[i], e em C.

13. Mostre que a + bi é um elemento primo em Z[i] se, e somente se a — bi é primo
em ZJi].

14. Sejam R um dominio e a € R. Mostre que a ¢ irredutivel (resp. primo) se, e
somente se cada associado de a ¢é irredutivel (resp. primo).

15. Mostre que o nimero 2 é respectivamente irredutivel, redutivel e inversivel em
Z, 7]i] e C.

16. Em cada caso, determine se os elementos a, b, do dominio R, sao associados.

(a)a=3, b=7, R=Q.
(b)) a=2x—2, b=-3x+3, R=QJz]
(c)a=2x—3, b=—4x+6, R="7Z[x].

0 -1 1 2

(d) a= , b= , R=M(Q).
1 -1 10
0 -1 1 2

(e) a = , b= . R=My(Z).
1 -1 30
4 3 13 16

(f) a= ) b= s R:MQ(Z5)
2 6 4 12

17. Seja I = {(2m,3n); m,n € Z}. I é um ideal principal de Z x Z777?

18. Prove que todo corpo é um DIP.

19. Mostre que em Z, cada ideal é principal, para todo n > 1.
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

E a imagem homomorfica de um DIP um DIP7?77?

Seja R = Z[i] o anel dos inteiros de Gauss.

(a) Mostre que a + bi € R é irredutivel se a® + b* é um nimero primo de Z.
(b) Vale a volta do item (a)7?

(c) Se z = a + bi é primo em R, mostre que existe um nimero inteiro primo
p tal que p = 22/, para algum 2z’ € R.

(d) Mostre que 2 nao ¢ irredutivel em R, mas 3 é.

(e) Encontre todos os associados de 3 em R.

(f) Encontre o maximo divisor comum de 3 — 5i e 4 4 6i em R.
Mostre que 1+ 2v/2 e v/2 sio irredutiveis em Z[\/ﬁ]

Mostre que se R é um DFU, entao a interseccao de dois ideais principais de

R ¢ ainda um ideal principal.

Mostre que o ideal (3) N (2 + +/=5) nao é um ideal principal do anel Z[\/—5].
Mostre que Z, é um DFU. Quem sao os elementos primos de Zs, Zg € Z127?
Mostre que Z[v/—6] nao é DFU.

Seja I um ideal nao nulo de Z[i]. Mostre que Z[i]/I é um anel finito.

Mostre que Z[v—2] é um dominio euclideano com respeito a norma

N(a+ byv/=2) = a® + 2b*, para todo a,b € Z.
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15 Anéis de Polinomios

Seja R um anel comutativo. Escrevemos (a;);>0 para indicar uma sequéncia
infinita de elementos de R, ou seja (a;)i>0 = (ag, @i, a2,...) com a; € R.

Seja R[z] o conjunto de todas as sequéncias (a;);>o tais que a; = 0 quase sempre,
isto é, a; = 0 a menos de um nuimero finito de indices. Dai

R[z] = {(ai)i>0; a; € R e a; =0 quase sempre }.

Toda sequéncia (a;);>o pode ser vista como uma func¢ao f : N — R, onde f(i) =
a;, para todo i € N. Da igualdade de fungoes, temos que (a;);>0 = (b;)i>0 se, €
somente se a; = b;, para todo i =0,1,....

Em R[x] definimos duas operagoes + e A por:

(a;)i>0 + (bi)izo = (a; + b;)i>o

(a;)i>0A(b;)i>0 = (¢i)i>0, onde, para cada i > 0, ¢; = Z a,Ab, .

r4+s=i
r,s>0

Proposicao 6 (R[z], +, A) é um anel comutativo, onde —(a;)i>0 = (—a;)i>o0,

chamado o anel de polindémios em uma varidvel com coeficientes no anel R .

Dem.: Exercicio. [

e Como identificar R[z] com {ag+ a1z + -+ a,2”, n >0, a; € R}?

A fungao ¢ : R — RJ[z], definida por ¢(a) = (a,0,0,...), para todo a € R, é um
homomorfismo injetor de anéis. De fato, para todo a,b € R, temos:

o(a+0b) = p(a) + ¢(b), pois (a +b,0,0,...) = (a,0,0,...)+ (,0,0,...).

©(aAb) = p(a)Ap(b), pois (aAb,0,0,...) = (a,0,0,...)A(b,0,0,...) = (co,c1,-...),
onde ¢y = aAb, ¢; = aA0+0Ab=0ec¢; =0, paratodo i > 1 pois ¢ = Z a,Abg

r4+s=t
e, 7+ s > 1implica que r > 1 ou s > 1, ou seja a, = 0 ou by = 0. Portanto

p(alb) = @(a) Ap(b).

Logo, podemos identificar os elementos a € R com as sequéncias (a,0,0,...) de

R[x], e com isso podemos assumir que R C R[z].

61



Observe que

(0,a1,0,...)A(0,by,0,...) = (0,0,a;Ab;,0, . .
(0,(11,0, .. )A(O, 0,b270, .. ) = (0,0, O,CblAbQ,O, ..
(0,...,0,a;,0,...)A(0,...,0,b;,0,...) =

Assim, com as identificacoes

(ao,0,...) +— ag = agx®

(0,a1,0,...) +— ayx

0,...,0,a;0,...) +— a;z°

obtemos para (a;);>0 € R[x] que

(ai)izg = (CLQ,O, .. .)+(O,a1,0, .. )+ t

g a;x".

1=0

(0,

D),

para todo ay, by € R

),

para todo aq, by € R

(0,...,0,a;Ab;,0,...), para todo a;, b; € R

[e.e]

>,

1=0

..,O,CLi,O,...) ,O,CLZ‘,O,...)

Como a; = 0 quase sempre, temos que existe n > 0, tal que a; = 0, para todo
n

i >mn. Assim (a;)i>0 = Z a;x' = ag + a1z + ... + a,z", obtendo a identificacio de

=0

R[x] com {ag + a1z + - - - + a,z™, n >0, a; € R}, como queriamos.

Note que = € R[x] se, e somente se 1 € R e, neste caso, temos a identifica¢do

z =(0,1,0,...), pois

(0,a1,0,. ) — (a1,0,..)A(0,1,0,.. )

N e’ (. ~ _ . ~ v

(0,0,a2,0,...) = (a2,0,...)A(0,1,0,...)A(0,1,0,...)

W ~ TV - ~ Vv ~ vV
asx? as T T

(0,...,0,a:,0,..) = (a5,0,..)A(0,...,0,1,0,...)
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Com as identificacoes acima, temos que
Rlz] ={ap+az+ ...+ apz"; a; € R, n >0},

com as operacoes + e A definidas por:

(ap+arz+- - +a,z™)+(bo+brz+- - -+by,x™) = (ag+bo)+(ar+b1)x+- - -+ (A +by )™

m—+n
se n<m e (ag+---+a,x™)A(by+ -+ bpa™) = Z cx', com ¢ = Z a, Aby .
=0 r4+s=1

Defini¢ao 21 Sejam R um anel comutativo e R[x] o anel de polindmios com coefi-
cientes em R. Se f € R[z], f #0, f = ap+ a1z + --- + a,z™, com a, # 0, entdo
o grau de [ € definido por O(f) =n e a, € dito ser o coeficiente dominante de

f.

Teorema 33 Se f,g € R[z| sio ndo nulos, entao O(f + g) < max{d([f),0(g)} e
I(fAg) <O(f)+9(g). Se R é dominio, entao O(fAg) = I(f)+ I(g).

Dem.: Se f=ay+ax+ - -+ ay2”, coma, #0, e g=0by+bx+---+b,x™,

com b, #0 e n < m, temos

fHg="(a0+b)+ (a1 +b)+-+(an+bp)2" + by 4 4 bpa™,
o que implica que I(f + g) < m = max{n,m} e
fAg =co+ 1z + -+ Cryma™™, onde cpim = Z a,Ab, = a,Ab,,, ou

r+s=n+m

seja, (fAg) < n+m.
Se R é um dominio, como a,, # 0 e b, # 0, temos que ¢, ,, = a,Ab,, # 0, o que

mostra que I(fAg) =n+m =0(f) + 9(g) . [ |

Em particular, da demonstracao do teorema acima temos que se f #0 e g # 0,

entao fAg # 0. Temos entao
Corolario 14 Se R é um dominio, entdio R[x] também é um dominio.

e Se R é corpo, entdo R[x] também é corpo?
Nao, pois se f € R[x]*, entdo existe g € R[z] tal que fAg=1. Logo 0 =0(1) =
I(fAg) = 9(f) + 9(g) = 0, o que implica que f, g € R. Como fAg = 1, temos
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que f € R*, o que mostra que R[z|* C R*. A outra inclusao é imediata, portanto

R[z]* = R* # R[x] — {0} .

Teorema 34 Sejam R um dominio; f e g € R[z| polinémios nao nulos com O(f) =
m e d(g) = n. Sejam k = max{m —n+ 1,0} e b= b, # 0 o coeficiente dominante

de g. Entdo existem tnicos polindmios q, r € R|x] tais que
PAF(x) = g(r)Ag(x) + (o),
onde r(z) =0 ou d(r) < d(g) = n.

Dem.: Mostraremos separadamente a existéncia e a unicidade.
FEzxisténcia - Se m < n, basta tomar ¢(z) = 0 e r(z) = f(x). Logo, podemos
assumir que m > n.

Por indugao sobre m assumiremos que o resultado vale para todo polinomio de
grau menor do que m e mostraremos que vale para f.

Seja a = a,, # 0 o coeficiente dominante de f. Entdao aAX™ "Ag(z) é um
polinémio de grau m com coeficiente dominante aAb. Logo bA f(z)—aAX™ "Ag(z) =
fi(z) é um polinémio de grau < m.

Por hipétese de inducao, existem ¢y, r1 € R[x] tais que

VWAF(z) = qAg(x) + ri(x), com r, =0 ou 9(r1) < n = 9(g), onde
k' =max{(m —1) —n+ 1,0} = max{m —n,0}.

Assim, V¥ A(bAf(z)) = (b "AaAX™ " + qi(x))Ag(x) + ri(z), ou seja

VAf(x) = q(x)Ag(z) + r(x), onde b* = b¥ Ab.

Unicidade - Se V'Af = gAg+1 = ¢Ag+ 7, comr =0 ou 9(r) < n e
r1 =0 ou 0(r;) < n, entdo, temos (¢ — q1)Ag =r; — 7.
Se ¢1 # q, entdo I[(q1 — qQ)Ag] = (g1 —q) +0(g) > n e I(r —r) <

max{d(r),d(r1)} < n, o que é uma contradi¢do. Assim, ¢ =q e r; =r. |

Corolario 15 Se F' é um corpo, entio F|x] é um dominio euclideano com respeito
a norma euclidiana 0 : Flz] —{0} — N

fo= o)
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Dem.: Segue imediatamente do teorema anterior e de propriedades da fungao

grau. |

Exemplo 53 Sabemos que Z[x] ndo é um dominio euclideano, pois ndao é um DIP.
Logo a fungao grau nao satisfaz o item (ii) da definicdo de norma euclideana. Por
exemplo os elementos f = 22 + z, g(z) = 2z de Z[z] sdo tais que ndo existem

q,7r € Zlz], com f=qAg+r e r=0 ou I(r) =0.

Corolario 16 Se F' € um corpo, entao F[x] é um DIP (o que implica que € também

um DFU) e, cada ideal I de F[x] € gerado por um polinémio de grau minimo em I.

Definigao 22 Sejam R um anel comutativo, f = ag + a1x + -+ + a,2" € Rx] e
d € R. Escrevemos f(d) = ag+ard+---+a,d" € R, que € o valor do polinémio
f no elemento d € R, ou seja, cada polinomio f € R, define uma func¢ao polinomial
f:R— R poraw— f(a).

Dizemos que a € R € uma raiz de f se f(a) = 0. Um polinomio f € Rlx]
¢ dito ser irredutivel sobre R se f é um elemento irredutivel do anel R[z], ou
seja, se f(x) = r(x)As(x) em R[z] implicar qye r € R* ou s € R* = R[x]*. Se
f(z) =r(z)As(x) com r(z) e (s(x) ndo unidades, entio f € dito ser um polinémio

redutivel sobre R ¢ r(z) e s(x) sio fatores de f.

Exemplo 54 O polinoémio 222 +2 = 2(22+1) é redutivel sobre Z, irredutivel sobre

Q, irredutivel sobre R e redutivel sobre C.

Teorema 35 (Teorema do Resto) Se R é um dominio e f(x) € Rx], entdo o

resto da divisdo de f(x) por g(x) = x — a, para cada a € R € f(a).

Dem.: Dado a € R, temos que x — a é um polinémio nao nulo de r[z| e dividindo
f por (z — a) obtemos que existem ¢, r € R[z] tais que f(z) = q(z)A(x —a)+1r(z)
com r(z) = 0 ou d(r) < 1, o que implica que r(z) é constante. Mas f(a) =

q(a)A(a —a) +r, ou seja, r = f(a). [ |
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Teorema 36 (Teorema do Fator) Sejam R um dominio e f(x) € R[z|. Dado

a € R, temos que a é uma raiz de f(x) se, e somente se (x —a) € um fator de f(z).

Dem.: Dividindo f(x) por (x — a), do teorema do resto, temos que existe g € R[x]
tal que f(z) = q(x)A(x — a) + f(a). Assim, a é uma raiz de f se, e somente se

f(a) =0 e, isso ocorre se, e somente se (z —a) | f(x). |

Definicao 23 Dizemos que a € R ¢é wma raiz de multiplicidade m > 1 de

f(z) € R[z] se (x —a)™ | f(z) e (z—a)™*f f(2).
O anélogo ao Teorema Fundamental da Algebra para anéis é:

Teorema 37 Se R € um dominio e f(x) € R[x] tem graun, entdo f tem no mdzimo

n raizes distintas em R.

Dem.: Sen =0, entao f é constante e nao tem raiz.

Sen =1, entdao f(xr) =aAx+0b,coma,b€ R e a+#0. Se x1,r5 € R sao raizes
de f, entao aAx; +b = alAx,+b =0, o que implica que aAx; = aAxs e, como R é
um dominio, obtemos que x; = x5, mostrando que f tem no maximo uma raiz em
R.

Suponhamos que o resultado vale para todo polinémio de grau k < n e vamos
mostrar que o resultado vale para f.

Se a € R é uma raiz de f, entdao f(z) = (z — a)Ag(z) para algum g € R[x]| com
d(g) = n — 1. Por hipétese de indugao temos que g tem no maximo n — 1 raizes
distintas em R.

Agora, se b € R é tal que g(b) = 0, entao é imediato que f(b) = 0, ou seja, toda
raiz de g é também raiz de f. Por outro lado, se b é uma raiz de f com b # a, temos
0= f(b) = (b—a)Ag(b). Como R é um dominio, temos que g(b) = 0, mostrando

assim que f tem no maximo n raizes distintas. [ |
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Exemplo 55 A hipotese de R ser um dominio é excencial, pois para R = Zg, temos

que f(z) = 2* —x € Zg[x] ¢ tal que f(0) = f(1) = f(3) = f(4) =0, ou seja, f tem

mais que n = 2 raizes.

Definicao 24 Sejam R um DFU e f(x) = ag+ a1x + -+ - + a,z™ € R[z|, com
n > 1. O conteddo de f(x) é o mdzimo divisor comum de seus coeficientes e serd
denotado por c(f), ou seja, ¢(f) = mdc (ag, ay,...,a,). Sec(f) =1, dizemos que f

¢ um polinomio primitivo.
Observemos que o contetiido de um polinomio é definido a menos de associados.

Exemplo 56 Dado f(z) = 22* + 4z + 6 € Z[z], temos que ¢(f) = 2. Se vemos
1

f(z) como um elemento de Q[z], temos que ¢(f) = 2 ~ 1, pois 1 = §A2 em Q.

Dado g(r) = 22 + 5z + 6 € Z[x], temos que c(g) = 1.

Lema 9 (Lema de Gauss) Sejam R um DFU e f(z),g(z) € R[z]. Entdo f(z)Ag(x)

¢ um polinémio primitivo se, e somente se f(z) e g(x) sdo primitivos.

Dem.: Sejam f(z) = agt+ajx+---+a,z" e g(x) = by+byz+---+b,x™, coma, # 0

n+m
e b, neq0. Escrevemos h(x) = f(z)Ag(z) = Z cpe®, onde ¢ = Z a;Ab;.
k=0 i+j=k

Se f e g sdo primitivos e h ndo é primitivo, entdao c¢(h) = a € R* e, como R é
um DFU, temos que existe um elemento primo p € R tal que p | a. Entao p | ¢,
para todo k£ = 0,...,n+m. Como f e g sao primitivos, existem 1, tais que
p1a; eptbj. Sejam r e s os menores indices tais que p { a, e p { bs. Entao
plao, play,....,pla,—1 e ptay; plbo, plbi,....,p[bs1 e pfbs.

Temos entao ¢, 5 = apy sAbo+- - +a, 41 Abs_14a,Abs+a, _1Abgy1+- - -+agAby1s),
de onde obtemos a,Ab; = ¢, s — (ar3sQby + + -+ + a1 Abs 1) — (ap_1Abg 1 + -+ +
agAb, ). Assim, p divide o lado direito da igualdade e como p t a, e p 1 by, temos
uma contradicao, pois p é primo. Logo, h = fAg é primitivo.

Reciprocamente, se h é primitivo e f nao é primitivo, entao existe um elemento

primo p € R tal que p | a;, para todo ¢ = 0,...,n, o que implica que p | a;Ab;,
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para todo 4,j. Logo p | Zk:iﬂ. a;Ab; , para todo k. Assim, p | ¢(h) = 1, o que

contradiz o fato de h ser primitivo. Logo, f e g sao primitivos. [ |

Lema 10 Se R é um DFU e f(z) € R[z] € ndo nulo, entio existem a € R e
fi(x) € Rlx] primitivo, tais que f(x) = aAfi(z) e, esta decomposi¢cdo € tnica, a

menos de associados.

Dem.: Escrevendo f(x) =ap+az+ -+ a2 e a=c(f) =mde (ag,...,a,),
temos que existem bg,bq,...,b, € R tais que a; = aAb;, para todoi =1,...,n,
com mdc (bg, by,...,b,) =1. Logo f(z) = a(by + b1z + ... +bx™) = aAfi(x), com
f1 primitivo.

Se f(x) = apAfo(x) com ag € R e fy primitivo, temos ¢(f) = ag e ¢(f) = a, 0 que
implica que ag ~ a, pois quaisquer dois maximos divisores comuns sao associados.
Logo a = ulag, com u € R* e agAfo(x) = aAfi(x) = agA(uAfi(z)) e, como R é

um dominio, temos fo(z) = uAfi(x), com u € R*, ou seja fo ~ fi. [ |

Teorema 38 Se R é um DFU e f € R[x] € ndo nulo, entdo f pode ser escrito

como um produto finito de elementos irredutiveis de R[z].

Dem.: Do lema anterior escrevemos f(z) = aAfo(x), com a € R e fo(x) € R[x]
primitivo. Faremos a demonstracao por indugao sobre o 9(f) = 9(fy).

Se O(f) = 0(fo) =0, entdo f =a e, como R é um DFU, temos que f se fatora
como um produto de irredutiveis de R.

Se O(f) > 1 e fy é irredutivel, entdao f = p;---prAfo é uma fatoracdo em
irredutiveis de f, onde a = p; --- p; é uma fatoracao em irredutiveis de a. Se fj é
redutivel sobre R, entdo fy = fiAfa, com fi, fo & R[x]* e, pelo Lema de Gauss, fi e
fa sdo também primitivos, o que implica que 0 < 9(f1) < A(f) e 0 < I(f2) < I(f).
Por hipétese de indugao temos que f; e fo se fatoram como produto de irredutiveis,

o que implica que f também se fatora. [ |
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Lema 11 Sejam R um DFU, K seu corpo de fracoes e p(x) € R[x] primitivo.

Entao p(z) € irredutivel em R|x] se, e somente se p(x) é irredutivel em Klz].

Dem.: Se p(z) é redutivel em Rz], desde que p é primitivo, temos que p(z) =
fi(z)Afe(z), com 0 < I(f1) < d(p) e 0 < I(f2) < A(p), o que implica que p(z) é
redutivel em Klx].

Reciprocamente, se p(x) é redutivel em Klz], entao p(z) = f(z)Ag(x), onde
fyg € Klz], com 9(f) >0e d(g) > 0.

Escrevemos f(x) = 2”: (Z—:) ' e g(x) = zm: <2—]> 2, com a;, by, ¢;, dj € R.

i=0 N\t j=0 \7J
n

Se b = oAby -+ b, e d = doAdy - - dyy, entiio bAf(z) = Y aja’ = fi(x) € Rlz] e
A2g(z) = g1(z) € Fla].

Do 1ltimo lema temos que existem a,c € R e fy, g2 € R|x| primitivos tais que
bAdAp(z) = fi(z)Agi(x) = aAfo(x)AcAge(z). Do Lema de Gauss e da unicidade
da decomposicao do tltimo lema, temos que bAd ~ aAc e p(z) ~ fo(x)Ags(z).
Logo existe u € R* tal que p(z) = (uA fo(z))Aga(z), 0 que mostra que p é redutivel

em R[z]. |

Teorema 39 Se R é um DFU, entao R[x] também o é.

Dem.: Seja f € R[x] uma nao unidade. Do teorema anterior, é suficiente mostrar-
mos a unicidade da fatoracao. Se d(f) = 0, entdo f = a € R e a fatoracao em
iredutiveis é unica pois R é um DFU.

Se d(f) > 1, entao f = aAp(x), com a € R e p(z) primitivo. Desde que R é um
DFU, é suficiente mostrarmos a unicidade da fatoragao de p(z).

Seja K o corpo de fragdes do dominio R. Desde que p(z) € Klz| e K|z]
é um DFU, temos que existem unicos fi(x),..., f(x) € K[x] tais que p(z) =
fi(z)--- f(z). Cada f; = quESE) ,com b; € Re q € R[x] e cada q1(z) = a;Ap;(x),

)

com a; € R e p;(x) € R[z] primitivo.
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—Zl = 'Zm Api(z) -+ pm(z). Calculando o contetido em ambos os
L b,

lados e usando o lema de Gauss, obtemos que by - - - b,, = uA(ay - - - a,,), para algum

Assim, p(z) =

u € R*. Consequentemente, p(x) = u 'Ap;(z) - - pn(z), onde os p;’s sdo tnicos a

menos de associados. [ |
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16 Critérios de Irredutibilidade

Nosso proximo passo é apresentarmos alguns resultados que nos auxiliam a de-
terminar se um dado polinémio é ou nao irredutivel sobre um DFU. Todos os resul-
tados apresentados sobre Z e/ou Q valem, com demonstracoes andlogas, também

sobre um DFU R e/ou seu corpo de fragoes K.

Teorema 40 Seja f(z) = a, 2" + ap_12" '+ -+ +ay x + ag € Z[z], com a, # 0.

-
Se — € Q € uma raiz de f(x), com mdc (r,s) =1, entdor | ay e s|ay.
s

Dem.: Temos 0 = f (g) = a,A <£>n + ap_1A (;)nl + -+ aA (g) + ag.

Multiplicando por s7, temos 0 = a, Ar™ +a,_1 Ar" *As+- - -+ a; ArAs" 1+ agAs™,

r

o que implica que —a, Ar™ = (a, 1 Ar" '+ + a; ArAs" 2 + agAs™ ') As. Logo
s | a,Ar™ e, como mdec(r,s) =1, temos que mdc (s,7") =1 e, consequentemente
S | -

De maneira andloga obtemos —agAs™ = (a,Ar" ' + .-+ a;As" 1) Ar, o que

implica que 7 | apAs™ e, como mdc (r, s") = 1, temos que r | ay. [ |

Exemplo 57 Dado f(x)=22®— 2 +4x — 2 € Z[x], determine se f € irredutivel
em Qlx].

Sabemos que se g é uma raiz de f, entdaor |2 e s|2. Logo, r,s € {1, £2}.
Assim o conjunto dos nimeros racionais candidatos a raiz de f é {1, :|:§ , £2}.
Testando cada um deles temos f(1) # 0; f(=2) # 0; f(2) # 0; f(—1) # 0;
f(—%) # 0 e f(%) = 0. Portanto f(z) = (22 — 1)(z% + 2), ou seja, f é re-
dutivel sobre Q.

Exemplo 58 Seja g(x) = x* + 222 + 1 € Z[x]. Verifique se g € irredutivel sobre
Q.

Notemos que g nao tem raizes racionais, pois se r/s é raiz de g, entdao r/s = +1,
pois7T |1 e s|1. Mas g(1) = g(—1) =4 # 0. Apesar disso g(x) ¢é redutivel sobre
Q, pois g(z) = (2® + 1)A(2® + 1).
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Para polinomios de grau < 3, temos o seguinte critério de irredutibilidade que

pode ser 1til em muitos casos.

Teorema 41 Seja f(x) € Z[x] um polinémio primitivo com O(f) =2 ou I(f) = 3.

Entao f ¢ redutivel sobre 7 se, e somente se f tem raiz em Q.

Dem.: Desde que f é primitivo, temos que f é redutivel se, e somente se f(z) =

g(z)Ah(z), com g, h € Z]x] com d(g) > 1 e d(h) > 1. Como I(gAh) = I(g) +I(h),

temos que d(g) = 1 ou d(h) = 1, e o resultado segue.

Outro famoso critério de irredutibilidade é:

Teorema 42 (Critério de Eisenstein) Seja f(z) = a,2"+a, 12" '+ -+ajz+
ap € Z[x]. Se existe um niumero primo p € Z tal que p{ an, p| apn_1,--+,p|ap e

p* 1t ag, entio f € irredutivel sobre Q.

Dem.: Se existe um ndmero primo p € Z tal que p | a;, paratodo i =0,--- ,n—1,

pta, e p*tag e f(x) éredutivel sobre Q, entao
f(x)=(co+crm+ - +cx")A(bg + bz + -+ - + bea®),

comc;, b €Z, 0<r<n e 0<s<mn Comoayg=cyAby, p|as e p*1ay,
temos que p | cg ou p | by, mas ndo ambos.

Suponhamos que p | ¢g e p 1 bg. Desde que pt a,, temos que existe ¢ > 0 tal
que pt¢. Seja 0 < j <r <n o menor indice tal que p 1 c¢;.

Logo a; = (coAb; + c1Abj_1 + - -+ 4+ ¢j_1Ab) + ¢jAby e, como p | ¢;, para todo
i < j, temos que p | (coAbj + c1Abj_1 + -+ 4+ ¢j_1Ab1) e p | aj, o que é uma

contradigdo pois p { ¢;Aby. Portanto, f é irredutivel sobre Q. [ |

Exemplo 59 Verifique se f(x) = 2% — 621°7 + 21 € irredutivel sobre Q.
Tomando p = 3, temos que p |6, p|21, p|0 e p?t21. Entao pelo critério de

Eisenstein, f ¢é irredutivel sobre Q.
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Exemplo 60 Verifique se f(x) = z* + 1023 — 2522 + 15z + 30 € drredutivel
sobre Q.
Aplicando o critério de Eisenstein para p = 5, obtemos que f é irredutivel

sobre Q.

Exemplo 61 Usando o critério de irredutibilidade de Eisenstein determine se
f(z) = 2% — 4z + 9 € irredutivel sobre Z

Desde que f é um polinomio primitivo, é suficiente mostrarmos que f é irredutivel
sobre Q.

Note que nao existe um numero primo p satisfazendo as hipdteses do critério
de Eisenstein para f, mas para g(z) = f(z +1) = (z +1)? —4(z +1)+9 =
22 +2r+1—4r —4+9=22— 22+ 6, temos que p = 2 satisfaz.

Logo pelo critério de Eisenstein, temos que g(x) = f(z + 1) é irredutivel sobre
Q. Entao f(x) também é irredutivel sobre Q, pois se f(z) = k(x)Ah(x), entdao
flx+1)=k(z+1)Ah(z +1).

A mesma técnica pode ser aplicada para o préximo exemplo.

Exemplo 62 Determine se f(x) = z* + 2® + 2 + x + 1 € irredutivel sobre Q,
ou mais geralmente se g(x) = P~ + 2P~ + .-+ x + 1, com p primo € irredutivel

sobre Q.

P 1
Observequeg(x):x 1:xp*1+ﬁcp*2+---+:c+1. Logo
x_
r4+ 1P -1 aP+pePt4peP 24 +pr+1-—1
oz +1) _ x) _ 2 +p p : p

= Pt paP 4.4
Aplicando o critério de Eisenstein para p, temos que g(x + 1) é irredutivel sobre

Q. Portanto g(z) também o é.

O préximo exemplo é uma aplicagao do critério de Eisenstein para polinomios

sobre um DFU.
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Exemplo 63 Sejam R =17Zli] e f(x) = (1—i)z*+(3+6i)x*+(2—i)z—1+3i € R]x].
Decida se f € irredutivel sobre Q(1).

Para p = 1 + 2i, temos que N(p) = 5 que é um nimero primo de Z e, como
R é um DFU, temos que p é um elemento primo de R. Mais ainda p { (1 — 1),
pois se (1 — i) = pAz, entao 2 = N(1 —i) = BAN(x), o que é uma contradigao;
pl3+6i=3Ap; p|(2—14) =iAp; p| (—=1+3i) = (1+0)Ap e p*t(—1+ 3i).

Portanto f é irredutivel pelo Critério de Eisenstein.

Exemplo 64 Determine se f(x) = 2® 4+ 22?4+ 3z + 5 € irredutivel sobre Q.
Observe que nao podemos aplicar o critério de Eisenstein para f. Mas, f(z) =

T2 +222+ 30+ 5 =23+ 2+ 1 € Zy[z]. Como d(f) =3 e f(0)=f(1)=1#0em

Zy, temos que f é irredutivel em Zs[z], o que implica que f ¢é irredutivel sobre Z,

como veremos no préximo critério de irredutibilidade.

Teorema 43 Sejam f(r) = 2" + ap 12" ' + -+ av +ag € Z[z] e f(z) =
T+ G2 @ + @ € Zyz], com p € Z um niimero primo. Se f é

irredutivel em Z,|x] entdo f € irredutivel em Z[x].

Dem.: Se f é redutivel sobre Z, desde que o coeficiente dominante de f é 1, temos
que f = gAh, onde g, h € Z[x] sao tais que 0 < 9(g), d(h) < I(f) = n. Entao
f = gAh, com 9(g) = 9(g) e O(h) = A(h), o que implica que f é redutivel

sobre Z,. n
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17 Extensoes de Corpos

Definicao 25 Se um subanel E de um corpo F é um corpo, entao E € dito ser
um subcorpo de F' ou F' € uma extensao do corpo E . Mais geralmente, dizemos
que o corpo F € uma extensao do corpo E se F' contém um subcorpo isomorfo a
E, ou seja , se existe um homomorfismo injetor de anéis ¢ : E — F. Neste caso,

usaremos a notacao F' O F.

Exemplo 65 Todo corpo F' é uma extensao dele mesmo. Temos também as
extensdes naturais R O Q, C D Q e C D R. Também temos que Q(v2) =
{a+bv2; a,b € Q} é uma extensio do corpo Q.

Observe que se F' é um corpo e R é um subanel nao nulo de F' com 1g, entao
R é dominio e 1 = 1p, pois 1gAlr = 1g = 1gAlg e, como F' é corpo, podemos

cancelar 1z em ambos os lados e obtemos 1p = 1.

Definicao 26 Sejam F' um corpo e S C F um subconjunto. O subanel de F
gerado por S € a interseccao de todos os subaneis de F' que contém S . O subcorpo

de F gerado por S € a intersec¢do de todos os subcorpos de F que contém S .

Exemplo 66 Sejam F'=R e S = {1}. O subanel de F gerado por S¢é7Z e o
subcorpo de F' gerado por S é Q.

Para S’ = {v/2}, se A é o subanel de F gerado por S’ e K é o subcorpo de F
gerado por S, entdo temos que v2 € A C K, o que implica que Zv2 C A C K.
Mais ainda, 2 = (v/2)? € A. Logo 2Z C A e Z C K. Assim,

{20+ bV?2; a,b,e Z} C A

e Z[v2] C K. Como {2a + b\/2; a,b, € Z} é um anel temos que {2a + bv/2; a,b, €
Z} = Ae, Z[\2] C K, implica que Q[v2] = K.

Note que neste caso A nao tem 1, e K nao é o corpo de fracoes de A.
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Lema 12 Sejam F um corpo, S C F um subconjunto com 1lp € S. Se R € o
subanel de F' gerado por S, entdo R é um dominio e K, o subcorpo de F gerado

por S, € o corpo de fracoes de R .

Dem.: E imediato que R C K, pois todo subcorpo é subanel. Agora, como
1p € S C R, temos que 1 = 1 = 1. Mais ainda, como R C F', temos que R é um
dominio.

Seja K’ = {aAb™'; a,be R, b+# 0} o corpo de fragoes de R. Desde que R C K
e K’ é o menor corpo que contém R, temos que K’ C K. Mas SC RC K' C F,
ou seja, K’ é um subcorpo de F' que contém S. Entdo, por definicao, K C K’ e,

consequentemente K’ = K. [ |

Teorema 44 Seja F' um corpo. temos entdo:

(i) O subanel de F gerado por 1p, isto € gerado por {1} é ZAlp = {aAlp; a €
Z} € o subcorpo de F' gerado por 1p € o corpo de fracoes de ZAlp .

(ii) Se v :7Z — F definida por p(a) = aAlp, para todo a € Z, entao ¢ € um
homomorfismo de anéis com Im (p) = ZAlp e Ker (p) = {0} ou Ker (v) =pZ,
para algum primo p € Z .

(iii) Se Ker (¢) = {0}, entdo ZAlp = 7Z e o subcorpo de F' gerado por 1p €
isomorfo a Q.

(iv) SeKer (p) = pZ com p primo, entio ZAlp = Z, € o subcorpo de F' gerado

por 1p € também isomorfo a Z, .

Dem.: (i) Todo subanel de F' que contém 1p contém ZAlp e, ZAlp é um
subanel de F' que contém 1p. Entdao ZAlp é o subanel de F' gerado por 1r e, do
lema anterior, seu corpo de fragoes é o subcorpo de F' gerado por 1p.

(ii) E facil ver que ¢ é um homomorfismo de anéis com Im (p) = ZAlgp. Do
primeiro Teorema do Isomorfismo para Anéis, temos: Z/Ker (¢) = Im (¢) = ZAlp

que é um dominio, pois é um subanel du um corpo com 1. Assim, Ker (p) é um
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ideal primo de Z, o que implica que Ker (¢) = {0} ou Ker ¢ = pZ para algum
ndmero primo p.

(iii) Se Ker (¢) = {0}, entdo ¢ é injetor e Z = Z/Ker (¢) = Im () = ZAlp.
E, o subcorpo de F gerado por 1 é o corpo de fragoes de ZA1lp que é isomorfo ao
corpo de fragoes de Z, que é Q.

(iv) Se Ker (¢) = pZ, com p um numero primo de Z, entao ZAlp = Im (p) =
Z/Ker (¢) = Z/pZ = Z, , que é corpo e portanto igual ao seu corpo de fracbes. W

Observacgao: O subcorpo de F' gerado por 1 é a interseccao de todos os subcorpos

de F'.

Definicao 27 A interseccao de todos os subcorpos de F' é chamado o corpo primo

de F'.
Como consequéncia imediata do teorema acima temos

Corolario 17 Seja F' um corpo e ¢ : Z — F o homomorfismo de anéis tal que
o(a) = alAlpg, para todo a € Z. Se Ker (p) = {0}, entdo o corpo primo de F €
isomorfo a Q. Se Ker (p) = pZ, com p primo, entao o corpo primo de F' € isomorfo

a Zy.

Definigao 28 Dizemos que o corpo F' tem caracteristica zero (Car (F) =0) se
o corpo primo de F' é isomorfo a Q e F tem caracteristica p (Car (F) =p) se

o corpo primo de F' € isomorfo a Z,.

Esta nocao de caracteristica para corpos deriva da nogao de caracteristica para

anéis, pois:

Corolario 18 Seja F' um corpo. Entao:
(i) Car(F)=0<«< Car(ZAlr)=0;
(ii) Car (F)=p< Car(ZAlp) =p.
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Exemplo 67 Para os corpos candnicos temos Car(Q) = 0; Car(C) = 0 e
Car (R) = 0.
Para o corpo Q[v/2] temos Car (Q[v2]) = 0. Mais geralmente, se F é uma

extensao do corpo dos nimeros racionais Q, entdo Car (F') = 0. Por exemplo, se

0w = {21 sge i o g 20},

entdo Q(x) é o corpo de fragdes do dominio Q[z] e Car (Q(x)) = 0.

Note que se F' é um corpo com Car (F) = 0, entdao F' é um corpo infinito, pois
contém uma cépia de Z. Assim, se F' é finito, entdo Car (F') = p, para algum primo
p. Mas existem corpos infinitos de caracteristica p, por exemplo Z,(x) o corpo de
fragoes do anel de polinémios Z,[x] é um corpo de caracteristica p infinito.

Finalizaremos esta secao com um exemplo de um corpo com 4 elementos.

Exemplo 68 Seja F' = {0,1,«,1 + «a}, com as operacoes dadas pelas tabelas

abaixo:
+ 0 1 « l+a 0 1 o 1+«
0 0 1 « 1+ a 0 0 0 0
1 1 0 l+a| « 1 0 1 o} 1+«
« @ 1+« 0 1 o 0 « 1+« 1
l+a|l+a o 1 0 l+a 0 1+« 1 o

Das tabelas ¢ facil ver que F' é um corpo com 4 elementos de Car (F) = 2.
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18 Elementos Algébricos e Transcendentes

Sejam K DO F uma extensao de corpos e a € K. Escrevemos F'(«) para denotar o
subcorpo de K gerado por F' e «, ou seja, F'(«) é o menor subcorpo de K que contém
F e «. Claramente F(«) O F é uma extensao de corpos, dita ser uma extensao

simples de F' por « e, é dita ser obtida de F' pela adjungao do elemento «.

Exemplo 69 Para F =R e a =1 € C, temos que F(«a) =C.
Para F =Q e a=+/2 ¢ C, temos que F(a) = Q[v2].

Definicao 29 Sejam K O F uma extensao de corpos e a € K. Dizemos que «
¢ algébrico sobre F se existe f(x) € F[X]|, f # 0, tal que f(a) = 0. Se ndo
existe um polinomio nao nulo f € Flz] tal que f(a) = 0, entdo dizemos que « €

transcendente sobre F'.

Exemplo 70 O ntmero real o = /2 é algébrico sobre Q, pois «a é raiz de
f(x) = 2* —2 € Q[z]. Observe que @ € Q, o que implica que Q & Q(?2) SR

Ja, pode-se mostrar que o elemento [ = m € R é transcendente sobre Q. Mas
7 é algébrico sobre Q(7?), pois 8 é raiz de g(z) = 2* — 7 € Q(7?)[z].
3— V2
9
implica que (97 — 3)® = 2. Logo 7 éraizde f(z)= (9z —3)°—2 € Q|x].

O elemento ~ = € R é algébrico sobre Q, pois 9y — 3 = —+v/2, o0 que

Sejam K DO F uma extensao de corpos e a € K. E f4cil verificar que
o @ Flz] — K, definida por ¢,(f) = f(a) € K é um homomorfismo de anéis.
Observe que se f(x) = a9 + a1z + -+ + a,2";, com a; € F, entdao f(a) =

ag + a1 Aa+ - - + a,Aa™ € K. Com estas nogoes temos:

Proposicao 7 « € K ¢ algébrico sobre F < Ker (¢,) # {0};
a € K ¢é transcendente sobre F < Ker (¢,) = {0}.

Dem.: Imediata. [ |
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Teorema 45 Sejam K O F uma extensao de corpos e a € K. Sdo equivalentes
(i) « € algébrico sobre F';
(il) Ker (pq) = p(z) - Flz] = (p(x)) para algum polindmio irredutivel p € Fx];
(i) T (¢a) = Flao] = {f

corpo de fragoes F(a).

(a); f(x) € Flx]} € um corpo e portanto igual ao seu

Dem.: Se «a é algébrico sobre F', entao Ker (¢,) # {0} ¢ ————— = Im (¢,) C
Ker (¢a)
F
K. Desde que K é corpo, temos que S [EE] ] ¢ um dominio, o que implica que
er (Yq

Ker (¢,) é um ideal primo nao nulo de F[z]. Como F[z] é um DIP, temos que
Ker (pq) é gerado por um elemento irredutivel de F[z], ou seja Ker (¢,) = (p(x)),

com p(z) irredutivel sobre F. Com isso mostramos que (i) = (ii).

Para mostrarmos que (ii) = (iii), suponhamos que Ker (¢,) = (p(z)) onde p(z)
é irredutivel em F[z]. Desde que em um DIP todo ideal gerado por um elemento

irredutivel é primo e, que todo ideal primo nao nulo é maximal, temos que Ker (¢,)

Fla]

Ker (¢.)
que Im (¢,) = F[a] é um corpo. Logo, seu corpo de fragoes F(«) é igual a Fa].

¢ um ideal maximal de F[z]|. Assim, = Im (p4) é¢ um corpo, o que implica

Finalmente, para mostrarmos que (iii) = (i), suponhamos que Im (p,) é um

F

corpo. Entao % é um corpo, o que implica que Ker (p,) # {0}, pois F[z] é
er (g

um dominio que nao é corpo. Assim, « é algébrico sobre F'. [ |

O resultado andlogo ao teorema anterior para elementos transcendentes é:

Teorema 46 Sejam K O F uma extensao de corpos e o € K. Sao equivalentes

(i) « € transcendente sobre F;

(i) Ker (¢a) = {0};
(iii) Im (o) = Fla] = {f(«a); f(x) € Flx]} € isomorfo ao anel de polindmios

Dem.: Imediata. [ ]
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Definicao 30 Um polinomio com coeficiente dominante igual a 1 € dito ser um

polindmio monico.

Corolario 19 Sejam K O F uma extensao de corpos e a € K algébrico sobre F.

Entao existe um unico polinomio monico irredutivel q(x) € F[x] tal que q(a) = 0.

Dem.: Se « é algébrico sobre F', entao de teorema anterior, temos que Ker (p,) =
(p(x)), com p(z) irredutivel sobre F' tal que p(ar) = 0. Seja ¢(x) o tnico polindémio
monico associado a p(x). Entao ¢(x) também é irredutivel e pelo teorema do di-

ciondrio, temos que Ker (p,) = (p(z)) = (¢(x)), o que implica que g(a) =0. |

Definicao 31 Se K D F' ¢é uma extensdo de corpos e a € K algébrico sobre F,
entao o unico polinomio monico irredutivel sobre F tal que o € raiz € dito ser o

polinémio minimal de « sobre F' e serd denotado por min(c«, F).
Com esta nocao, temos o seguinte resultado:

Corolario 20 Sejam K O F uma extensdo de corpos e a € K algébrico sobre F.
Entao min(a, F') satisfaz as sequintes propriedades:

(i) min(a, F) € o dnico polindmio monico irredutivel de menor grau em F|x]
tendo o como raiz.

(ii) Para f(x) € Flx], temos que f(a) = 0 se, e somente se min(a, F') | f(x).

(iii) F(a) = Fla]/(min(a, F)).

(iv) Fla) = {f(a); f € Flz] com 0f < 0 (min(a, F)) ou f = 0} =
Flz]/(min(a, F)).

Exemplo 71 Dado a = v/2 € R, temos que min(o, Q) = 22~2 e  min(a,R) =
T — 2.

Do item (iv) do coroldrio acima temos
QV2) = {£(V2); f€Qls] e a(f) <2 o f=0}.
Assim, Q(v/2 {a—l—b\/§ a bGQ}
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Exemplo 72 Dado i € C, temos min(i, R) = min(i, Q) = 22 + 1.
Mais ainda, Q(¢) = {a+b;; a,b € Q} eR(:) ={a+b;a,be R} =C.

Temos também

Rz
@+ 1)
Nosso préximo passo é mostrar que dado um polinomio irredutivel sobre um

corpo F', sempre existe uma extensao de F' que contém uma raiz deste polindmio.
Primeiro observamos que para F' um corpo e p(x) € F|x] irredutivel sobre F,
temos que se K O F é uma extensao de corpos e o € K é uma raiz de p(z),

entdo Fla] = F(a) O F, ou seja K DO F(«a) O F s@o extensoes de corpos, com

F(a) =

Teorema 47 Sejam F um corpo e p(x) = Zaixi € Flx| irredutivel de grau n .
i=0

Entao existe um corpo E e um homomorfismo injetor o : F' — E tais que o(p) =
n

Za(ai)Axi € o(F)[x] tem uma raiz em E .
i=0

Dem.: Sejam E = (s
seja, m(f(x)) = f(z) + (p(x)), para todo f(z) € Flx].

Para 0 = 7 |p: F' — E, temos que o ¢ um homomorfismo injetor, pois se

, que é um corpo e 7 : F[z] — E a projegao candnica, ou

o(a) = 0, entdo a + (p(x)) = (p(z)), o que implica que a € (p(z)), ou seja a = 0.
Logo Ker (o) = {0}.

n

Desde que p € (p(z)), temos que w(p) =0 € E. Logo 0 = m(p) = Zw(ai)A(ﬁ(az))i =

4 o(a;)A(n(x)) = o(p)(n(x)), ou seja, a = w(x) € E é uma raiz de o(p). |
Da demonstragao acima temos
£ o= PEL(p) = (r(7@): £@) € Flal) = {o(F)(m@); £ € Flal) =

= {o(f)(a); f € Flz]} ={g(a); g € o(F)[z]} = o(F)(a).

que ¢ identificado com F(«).
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Exemplo 73 Para F =7, e p(r) =2?+ x + 1 € Zy[z], temos que

Zs|x]

- (22 4+2x+1)
Zoy(a) = {a+ba; a,b € Zy} =1{0,1,a,1 +a}, onde a®+ a+1=0 que é o corpo

= 0(Zy)(a), onde a® +a+1 = 0 que é identificado com

com 4 elementos do exemplo da secao anterior.

Usando o teorema do fator, o teorema anterior e inducao sobre o grau do

polinomio obtemos:

Teorema 48 Sejam F um corpo e p(x) € Fx] um polindmio de graun > 0. Entdo
existe uma extensio E do corpo F tal que p(x) = an(x — aq)(z — ag) -+ (x — a5

com os o; € E nao necessariamente distintos, para i =1,...,n.

Definigao 32 Sejam F um corpo, p(x) € Flx] um polinémio de grau n > 0 e
E O F uma extensao de corpos tal que p se fatora em um produto de fatores lineares
em E[z] (como no teorema anterior). Se S é o conjunto de todas as raizes de p,
entao S C E e o subcorpo de E gerado por F'U S, F(S) € dito ser um corpo de

raizes de p sobre F.

Coroldrio 21 Se F' é um corpo e f € Flx| tem graun > 0, entdo existe um corpo
de raizes de f sobre F'. Mais ainda, se K O F € um corpo de raizes de f sobre F
e E C K € um subcorpo de K tal que f se fatora completamente em E[z|, entdo

E = K, ou seja, o corpo de raizes de um polinomio é unico.

Exemplo 74 Para f(z) = 2 — 2 € Q[z], temos que Q(1/2) é o corpo de raizes de
f sobre @, pois Q(v/2) = Q(S), onde S = {£+1/2}) é o conjunto das raizes de f.

Desde que S C R, temos que R(S) = R é o corpo de raizes de f(z) = x? — 2
sobre R.

Para g(z) = 2% + z + 1 € Q[z], temos que as raizes de g sdo
-1+v-3 -1+£V3i

2 2
Assim, Q(v/—3) = Q(+/3i) é o corpo de raizes de f sobre Q.
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Definicao 33 Sejam K O F uma extensao de corpos. Dizemos que K € uma ex-
tensao algébrica de F se cada elemento de K € algébrico sobre F'. Caso contrdrio,
dizemos que K € uma extensao transcendente de F'.

Observe que se K D F, entao K tem a estrutura de espaco vetorial sobre F'. A
dimensao de K como espaco vetorial sobre F' € o grau da extensao e ¢ denotada
por [K : F]. Dizemos que K O F é uma extensao finita se [K : F| < co. Se

[K : F| =00, dizemos que K O F € uma extensao infinita.

Exemplo 75 Para a extensio Q(v2) 2 Q, temos que [Q(v2) : Q] = 2 =
d(min(v/2,Q)). Mais ainda, Q(v2) = {a +bv2; a,b € Q} e {1,v/2} é uma base de
Q(v/2) sobre Q.

Teorema 49 Toda extensdo finita de corpos € algébrica.

Dem.: Seja K O F uma extensao de corpos com [K : F| =n.

Entao, para todo a € K, temos que o conjunto {1,a,a?,...,a"} C K ¢ lin-
earmente dependente sobre F. Logo existem ag,ay,...,a, € F, nao todos nulos,
tais que ag + a1 + - - - + a,a™ = 0, o que implica que « ¢é raiz do polindbmio nao
nulo f(x) = ap+ a1z +---+a,z™ € Flz], ou seja, a ¢é algébrico sobre F. Portanto,

K D F é uma extensao algébrica. [ |

Obs: nao vale a reciproca deste teorema. Pode-se mostrar que {z € R; z é algébrico

sobre Q@ } = Q é um corpo e [Q : Q] = oo.

Corolario 22 Seja K O F uma extensdao de corpos e a € K um elemento algébrico

sobre F. Se min(«, F) € F[z] tem com graun > 0, entdo [F(«a): F]=n.

Dem.: Sabemos que F(a) = {r(«a); r(z) € Flz] com r=0 ou 9(r) <n} que
é gerado como espaco vetorial sobre F por {1,a,a?,...,a""'}. Vamos mostrar que

este conjunto é uma base para F'(«) sobre F.
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O conjunto {1,a,...,a" '} é linearmente independente sobre F pois se

ap + aia + -+ + a,_ 10" = 0, com a; € F, entdo temos que f(a) = 0, onde
n—1

f(z) = Zaixi € Flx].
i=0
Se f # 0, entdao O(f) < n—1 < I(min(a, F)) e o é raiz de f, o que é uma
contradicao. Portanto, f =0 ea; =0, paratodo ¢1=0,...,n—1.

Assim, = [F(a) : F] = n, como queriamos. |

Obs: [F(«a) : F] = 0(min(a, F)).

Do corolario, temos que se @ € K é algébrico sobre F, entao, F(«) é uma
extensao algébrica de F', chamada a extensao algébrica simples gerada por «.
O préximo resultado é uma consequéncia imediata de resultados de algebra lin-

ear.

Teorema 50 Se K O E D F sdo extensoes de corpos, com [E : F] < oo e [K :
E] < o0, entao [K: F]<oo e [K:F]=[K:E|A[E: F].

Dem.: Sejam [K : E] =ne [E : F] = m. E suficiente mostrar que se {zy,...,2,} é
uma base de K sobre E e {yi,...,y,} é uma base de E sobre F, entao {x;Ay;; i <
1<n e j<1<m} éumabase de K sobre F. A demonstragao deste fato é feita

com argumentos de algebra linear e, fica para o leitor. [ |

Exemplo 76 Sejam f(z) = z®> —2 € Q[z] e « é uma raiz de f(z) em alguma
extensao de Q.

Desde que f(x) é irredutivel sobre Q, temos que [Q(«) : Q] = 3.

As raizes de f(x) sao ay = \3/5, g = \?/iw, onde w ¢é uma raiz cubica
primitiva da unidade, ou seja, W =1 e w#1, e az= v2w?

Seja E o corpo de raizes de f(z) sobre Q. Queremos calcular [E : F.

Note que E é o menor corpo que contém Q e {aq, s, a3z}. E facil verificar que

E=Q(V2,w).
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Desde que w ¢ uma raiz cibica primitiva da unidade, temos que min(w, Q) =
2% 4 2+ 1, que tem como raizes w e w?, que ndo sio reais. Como K = Q(+/2) C R,
temos que min(w, K) = 2* + x + 1. Portanto, [K(w) : K] = 2.

Assim, [F,Q] = [E,Q(v2)] A [Q(V2) : Q] =2A3=6.

Exemplo 77 Dado a = v2+/3 € R, mostre que a € algébrico sobre Q e encontre
min (o, Q).
2
Desde que a? = (5 4+ 2v/6), temos que a

> = /6. Logo (022_5)2 =0.
Assim, «a é raiz do polinomio f(z) = z* — 10z + 1 € Q[z], 0 que mostra que « é
algébrico sobre Q.

Para mostrar que min(a, Q) = f(z), é suficiente mostrar que f(z) é irredutivel.

Sabemos que nao é facil provar que um polinomio de grau 4 ¢é irredutivel, entao
mostraremos que min(a, Q) = f(z), usando grau de extensao.

Seja £ = Q(v/2,v/3). Entdao Q(a) C E e, consequentemente [Q(a) : Q] | [E : Q).

Agora, [E: Q] = [E: Q(W2)JAR(V) : Q] = 2.2, pois v/3 # Q(v2),

Entao [Q(al) : Q] =1,2 ou 4.

Q(a) : Q] #1 pois a ¢ Q.

]
[Q(a) : Q] #2 pois o” ¢Q, [Qa):Q(a®)]=2 e

Portanto [Q(«) : Q] = 4 e, como consequéncia disso, temos que min(a, Q) =

2* — 10z + 1 que ¢é irredutivel sobre Q.
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19 Exercicios

1. Seja R um anel. Defina ¢ : R — R[z] por ¢(a) = ax, para todo a € R. Entao

¢ ¢ um homomorfismo de anéis? Justifique.

2. Representar cada um dos seguintes polinomios como um produto de uma con-
stante de K por um polinémio primitivo de R|[x], onde K é o corpo de fragdes

do dominio R:

(a) 322 + 62 +6, R=1Z;

(b) 222+ 2z +1, R=TR;

(c) 222+ (1 +4i)x + (1 —1), R="Z[;
(d) 222 + (2= V2)z +4, R=Z[V2;

1 1
(e) =2+ =z + 6, R=1Z;

3 2
1 5
(f) §x2— 1_Z,x—i—2, R = Z]i];
1, 1
(g) —x*+ zx + ZIV2).

———— R=
4 2 4— 922

3. Mostre que um elemento primo de um DFU R, também é primo em R|x].
4. De um exemplo para mostrar que nao vale a volta do lema de Gauss.

5. Verifique se os seguintes polinémios sao irredutiveis em R[z].
(a) 2% + 1423 + 2822 4+ 422 + 70, R = Q;
(b) 2 +4a? + 22 +2, R=1;
(c) 2° -7, R=1;
(d) 2* + 32% + 92° + 9 + 18, R=Q;
(e) 1423 + 280x* — 420x + 15, R = Q;
(f) 247 + 4a* — 122° + 62° + 22 + 14, R=Q;

(g) a* —2ix® + (1 +4)2* + 4o + (1 — i), R=ZJi];
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(h) 2* + 2y +2)z + (y+ 1), R=2Z[y|.

. Mostre que os seguintes polinomios sao irredutiveis em Z|[x]:
a)  + 62% + 11lx + 8;

b) 2t + 2% + 22 + o + 1;

c) 3z3 + 22 + 1;

d) 225 + 32t — 223 + 522 + 1;

e) 227 + 1.

(
(
(
(
(

. Mostre que o polinomio

2?4+ 2+ V=-3)z+ (-2 +V-3) € Z[V-3][7]
é irredutivel mas nao é primo. E Z[v/=3] um DFU?

. Se Car (F) = p, com p primo, mostre que (z + y)? = 2P 4+ yP, para todo
r, Yy € F.

. Encontre o polindmio minimal de a sobre F'; onde:

@a=2roq

10.

11.

12.

13.

Mostre que Q(iv/3) = Q(e*™/3).
Mostre que Q(e?) é isomorfo & Q(1 + 72).

Mostre que Q(v/2) ndo é isomorfo a Q(v/3).

Se F' = Q[z]/(x* + x + 1), mostre que F contém um elemento o # 1 tal que

ol =1.
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14.

15.

16.

17.

Encontre um corpo com

(a) 9 elementos. (b) 25 elementos.
(c) 8 elementos. (d) 5* elementos.
Encontre:

() [Q(v2); Q).

(b) [Q(V2); Q(v2)].

() [Q(V2,v3);Q(v2,V3)].
(d) [@(v2,v3); Q.

(e) [Q(v2 +V/3); Q.

Mostre que Q(v2 + v3) = Q(v2, V3).
Encontre uma base para:

(2) Q(v/2) sobre Q.

(b) Q(v/2, /3) sobre Q.

(©) Q(v2, V3, V/5) sobre Q.
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