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1

Nocoes de Logica

“Logica € a higiene usada pelos matemdticos para conservar suas idéias

sauddveis e fortes”. Herman Weyl (1885-1955)

1.1 Proposicoes e Conectivos Logicos

O estudo da légica é o estudo dos principios e métodos utilizados para distinguir
argumentos validos daqueles que nao sao validos.

O principal objetivo desta secao é ajudar o aluno a entender os principios e métodos
usados em cada etapa de uma demonstracao. Sem alguns conceitos l6gicos basicos,
é impossivel escrever e/ou entender uma demonstragao. Quando demonstramos um
teorema, estamos demonstrando a veracidade de certas declaracoes. Em geral estas
declaragoes sao compostas de proposicoes, quantificadores, conectivos e/ou modifica-
dores.

O ponto inicial da légica é o termo “proposicao” usado em um sentido técnico. Por
uma proposi¢ao entendemos uma sentenca declarativa (afirmativa) ou uma afirmagao
verbal que é verdadeira ou falsa, mas nao ambas simultaneamente. A designacao Ver-
dadeira (V) ou Falsa (F) de uma proposigao é dita ser seu valor verdade ou seu valor

l6gico.
Exemplo 1.1. As seguintes afirmacgoes sdo proposigoes:

(a) ()2 = .
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(b) 6 é um nimero primo.

(¢) Pedro tem olhos azuis.

(d) O dia 10 de agosto de 1935 foi uma quarta-feira.
(e) O 1000° digito da expansdo decimal de v/2 é 6.
(f) Existe vida inteligente em Marte.

Note que (a) é claramente V; (b) é claramente F; (¢) é uma proposigao pois é V ou
F, mesmo que eu nao conhega o Pedro; (d) é V ou F, mesmo que seja dificil saber a

resposta; o mesmo vale para (e) e (f).
Exemplo 1.2. As seguintes afirmacoes nao sdo proposigoes:
(a) (e™)? éigual & 2?7
(b) AH! se eu passar em Elementos!
(c) = > 3.
(d) 2+ 3¢ é menor que 5+ 3i.
(e) z(z +4) = 2% + 4x.
(f) Esta proposigao é falsa.
(g) Hoje é terca-feira.
(h) Esta chovendo.

Note que (a) é interrogativa e nao declarativa; (b) é exclamativa e nao declarativa,
(¢) é uma sentenga aberta, pode ser V ou F dependendo da varidvel z; (d) ndo é V
ou F, pois nao existe ordem em C; (e) ndo é uma proposi¢ao, o que seria proposicao
é “para todo x € R, z(x +4) = 22 + 42" (f) é um paradoxo, viola a defini¢do de
proposicao pois é V e F ao mesmo tempo; (g) é uma sentenga aberta que depende da

variavel “hoje” assim como (h) depende da varidvel “tempo”.
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1.2 Proposicoes Compostas e Tabelas-verdade

As proposigoes do exemplo 1.1 sdo todas proposigoes simples, ou seja, nao foram
obtidas por combinagoes ou composicoes de outras proposicées. A combinacdo ou
coneccao de duas ou mais proposicoes simples é uma proposicao composta. Ha varias
maneiras de conectar proposicoes, somente cinco sao freqiientemente usadas. Sao os

conectivos:
(a) “nao”, simbolizado por ~, também chamado de modificador.
(b) “e”, simbolizado por A (operagao de conjungao).
(c) “ou”, simbolizado por V (operagao de disjungao).
(d) “se --- entdo - --”, simbolizado por — (conectivo condicional).
(e) “-- se, e somente se ---”, simbolizado por «— (conectivo bicondicional).

Como em algebra usamos letras para representar ntimeros, em légica usaremos letras

minusculas para representar proposicoes.
Definicao 1.3. Para proposigoes p e ¢, definimos:

(a) A negacao de p, denotada por ~ p, lida “nao p”, como sendo a proposigdo com

valor verdade diferente do de p.

(b) A conjungao de p e ¢, denotada por p A g, lida “p e ¢”, como sendo a proposi¢ao

que é verdadeira somente quando p e ¢ sao ambas verdadeiras.

(c) A disjungao de p e g, denotada por pV ¢, lida “p ou ¢”, como sendo a proposigao

que é falsa somente quando p e ¢ sdo ambas falsas.

(d) A condicional de p e ¢, denotada por p — ¢, lida “se p, entao ¢” ou “p implica ¢”

ou ‘p condiciona ¢” ou “p é condigao suficiente para ¢”, como sendo a proposicao

que assume o valor falso somente quando p for verdadeira e ¢ for falsa.

(e) A bicondicional de p e ¢, denotada por p «—— ¢, lida “p se, e somente se ¢” ou
“p bicondiciona ¢” ou “p é condig@o necessaria e suficiente para ¢”, como sendo
a proposicao que assume o valor verdadeiro somente quando p e ¢ sdao ambas

verdadeiras ou p e ¢ sdo ambas falsas.
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Exemplo 1.4. “Maria tem uma caneta”: é uma proposicio p. “O sol é uma estrela” é
uma proposicao q.

Podemos formar as novas proposicoes:

Maria tem uma caneta e o sol é uma estrela. (p A q)

Maria tem uma caneta ou o sol é uma estrela. (p V q)

- Se Maria tem uma caneta, entao o sol é uma estrela. (p — q)

Maria tem uma caneta se, e somente se o sol é uma estrela. (p «— q)
- Nao é verdade que Maria tem uma caneta. (~ p)

- O sol nao é uma estrela. (~ q)

Observacado 1.5. As definigoes sao condigbes necessarias e suficientes e, portanto, sao

equivalentes a condicoes que tém o conectivo “se, e somente se” .

Para expressarmos os valores légicos de uma proposicdo composta é muito con-
veniente utilizarmos uma tabela, chamada tabela-verdade da proposicao, onde cada
linha expressa os valores-verdade da composta, obtidos a partir dos valores-verdade das
proposicoes dadas e dos conectivos usados. Vejamos as tabelas-verdade das proposicoes

definidas acima:

D|q|pPNg Pl q|pVyg
p|~p VIiV] Vv VIiV| Vv
V| F V| F F VI|F A%
F| V F|V F F|V A%
(a) ~ p F|F| F F|F| F
(b) pAg (c)pVa
Pl q|pP—(q Pl q|pPs4q
V|V A% VIV \%
V|F F V| F F
Fl|V A% FlV F
F|F A% F|F A%
(d)p—q (e)p—q

Tabela 1.1: Tabelas-verdade da definicao 1.3.
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A partir destas cinco tabelas-verdade, podemos construir uma tabela-verdade para
qualquer proposicao composta. Através de exemplos apresentaremos duas maneiras de

fazermos isso.

Exemplo 1.6. Construa a tabela-verdade para a proposicao ~ [(~ p) A (~ q)].

pla|~p|~q|(~p)A(~q) | ~[(~p)A(~q)
V|V| F | F F Y%
V|F| F |V F \%
F|V| V | F F %
FIF| V|V A% F

Tabela 1.2: Construcao da tabela-verdade do exemplo 1.6.
Esta tabela representa como chegar na proposigao ~ [(~ p) A (~ q)] passo a passo.

Na realidade a tabela-verdade desta proposicao é:

HibH| < <
H| < | H| <<
Hi< <<

Tabela 1.3: Tabela-verdade do exemplo 1.6.

Vale observar que:

1. O conectivo ~ abrange somente a primeira expressao que o segue, exceto quando

se utiliza parénteses e/ou colchetes
~pAqgF#~(pAg) ~pAg=(~p)Ag.

2. Os conectivos — e «—— abrangem toda a expressao que nao contenha o mesmo

sinal

~pAq—pV ~q significa [(~p)Aq]— [pV(~q)]

3. O numero de linhas de uma tabela-verdade de uma proposicao é dado por 2",

onde n é o nimero de proposicoes simples que a compoem.
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Exemplo 1.7. Determine se a proposi¢ao seguinte é verdadeira:
™ d s
“Ou / senxdr #0 e d—(2“) = 2271 ou / senzdr =0 eln6 = (In2) (In3)”.
. x ,W
T d
Sejam p a proposicao / senxdr = 0, ¢ a proposicao d—(?) = 22771 e
x
r:In6=(In2)(In3).

Como o conectivo principal é “ou --- ou ---”, temos que a proposicao dada é

—T

(~pAq)V (pAr). Vamos entdo construir a tabela-verdade desta proposi¢ao. Para
tanto, notamos que, neste caso, temos 3 proposicoes simples p, ¢ e . Logo, nossa tabela

terd 23 = 8 linhas.

pla|r|~p|~pAg|pAT|(~pAg)V(pAT)
V|V|V|F F \% \%
V|V|F| F F F F
V|F|V| F F \Y% \%
V|F|F| F F F F
FIV|V]|V \% F \%
F|VI|F|V \Y% F %
F|F|V|V F F F
F|F|F| V F F F

Tabela 1.4: Tabela-verdade do exemplo 1.7.
™
Note que p é V pois / sen z dxr = 0, desde que seno é uma funcao impar; g é F pois
—T
d
—(2%) =2%In2 # 221 r 6 F pois In6 = In2+1n 3 # (In2) (In 3). Conseqiientemente,

dx
p, q e r satisfazem as condigoes da linha 4 da tabela e, assim, a proposicao dada é Falsa.

1.3 Tautologia e Equivaléncia Ldgica

Definicao 1.8. Uma proposicao que é verdadeira em todas as possibilidades l6gicas é
dita ser uma tautologia. Se ela for falsa para todas as possibilidades légicas, ela é dita

ser uma contradigao.

Note que se p é uma tautologia, entao ~ p é uma contradicao e vice-versa.
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Exemplo 1.9. Para toda proposicao p, a proposi¢ao pV ~ p é uma tautologia e pA ~ p
é uma contradicao.

De fato, basta observar sua tabela-verdade.

p|~p|pV~p|pA~Dp
V| F \" F
F| V \" F

Tabela 1.5: Tabela-verdade do exemplo 1.9.

Definicao 1.10. Duas proposigoes sao ditas logicamente equivalentes se elas tiverem a
mesma tabela-verdade, ou seja, se elas tém o mesmo valor verdade para cada uma das

possibilidade logicas.

Exemplo 1.11. As proposicoes ~ (pV q) e ~ pA ~ q sao logicamente equivalentes.

De fato, basta verificar na tabela-verdade:

plaqg|pVg|~({Vag |~p|~qg|~p\~q
V| V] Vv F F | F F
V|IF| V F F |V F
F|V| V F V| F F
F|F| F \% V|V \Y%

Tabela 1.6: Tabela-verdade do exemplo 1.11.

O que significa a equivaléncia logica deste exemplo? Por exemplo, se uma pessoa

afirmar que:
1
lim 22 # 0 e /exda:;ée
z—0 0

e outra pessoa afirmar que:
1
Nio é verdade que ou lim z? = 0 ou e’ dx = e,

temos que as duas pessoas estarao dizendo a mesma coisa, ou seja, ambas estarao certas
. . 1
ou ambas estardo erradas. Neste caso, como lim,_gz2 = 0 e fo e’ dx # e, temos que

ambas estarao erradas (basta ver a linha 2 da tabela anterior).
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Note que se duas proposigoes p e ¢ sao logicamente equivalentes, entao p «— ¢q ¢
uma tautologia e, reciprocamente, se p «—— ¢ for uma tautologia, entao p e g serao
logicamente equivalentes.

Em Matematica, a principal importancia das equivaléncias légicas esta na idéia que
duas proposicoes logicamente equivalentes podem ser vistas como a “mesma” do ponto
de vista légico. Por exemplo, se duas proposicoes p e g sao logicamente equivalentes e,
necessitamos demonstrar p e encontramos uma maneira mais simples ou mais facil de

demonstrarmos ¢, entao podemos demonstrar p provando q.

Exemplo 1.12. A proposi¢do p — ¢ é logicamente equivalente a ~ ¢ —~ p mas nao
¢é logicamente equivalente a ~ p —~ gq.

De fato, basta observar a tabela-verdade:

p|gqg|\p—q|~p|~q|~q——~D | ~YD——~(
V|V \" F F A\ A\
V| F F F A% F \%
F |V v \Y F \" F
F|F \" \Y A% v \"

Tabela 1.7: Tabela-verdade do exemplo 1.12.

Mais ainda, a proposicdo p — ¢ é logicamente equivalente a ~ (p A ~ ¢q) que é

logicamente equivalente a ~ p V g, como mostra a tabela abaixo:

pla|p—q|~p|~q|~({pPA~q) |~pVyg
V|iVv| Vv F | F \% \%
V|F F F |V F F
F|V]| V V | F \% \%
F|F| V V|V \% \Y%

Tabela 1.8: Equivaléncia entre p — ¢, ~ (pA ~¢q) e ~pV q.

Definicdo 1.13. Se p — ¢ é uma condicional, entdao ~ ¢ —~ p é dita ser a condi-

cional contra positiva, ¢ — p é dita ser a condicional reciproca e ~ p —~ ¢ é a
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condicional inversa.

1.4 Teoremas

Um teorema é uma proposicao logica que é uma tautologia. As tautologias de
principal interesse em matemadtica sdo as que envolvem os conectivos condicional e/ou
bicondicional. A demonstracdo de um teorema nada mais é do que a confeccao da
tabela-verdade mostrando que a proposi¢ao é de fato uma tautologia.

Em matematica usa-se outros termos como axiomas e postulados que sao fatos
aceitos sem uma demonstracao; lemas e/ou proposigoes que sao teoremas cujo propé-
sito é utiliza-los na demonstracao de outro teorema e corolarios que sao teoremas que

seguem imediatamente da demonstracao de outro(s) teoremaf(s).

1.5 Definicdo de —= e «—

Sejam p e ¢ proposigoes. Se p — ¢ é uma tautologia, dizemos que esta proposicao
condicional é uma implicacao e que p implica logicamente ¢ e escrevemos p = q.
Se p «—— ¢ é uma tautologia, dizemos que esta bicondicional é uma bi-implicacao e
denotamos por p <= ¢. Lembre-se que p «—— ¢ ser tautologia significa que p e g sao
logicamente equivalentes e, assim, p <= ¢ representa a equivaléncia entre p e gq.

Vamos ao nosso primeiro teorema que apresenta as propriedades basicas de =>.

Teorema 1.14. Sejam p, q e r proposigoes. Entao:
1. Refleriva - p = p.
2. Transitiva - (p — q) AN (g — 1) = (p —> 1).
3. Simplificacao - p N q = p.
4. Adicao - p=pVaq.
5. Modus Ponens - (pA(p — q)) = q.
6. Modus Tollens - (p — @)\ ~ ¢ =~ p.
7. Reduction ad absurdum - (~p — (g\ ~ q)) = p.

8. Simetria - (p «— q) = (q < p).
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9. Transitiva - (p«— q) A\ (¢ — 1) = (p < 1).
10. (p—r)= (pNqg—>T).

11. Disjungdo - ((pV @A ~p) = q.

12. ~p= (p — q).

3. ¢g=(p—20q).

WU (pe—qg) =@ —09.

Prova: Através da tabela-verdade, mostraremos os itens 3, 6 e 14. Os outros ficam
como exercicios. Lembrando que mostrar uma implicagdo = ¢é mostrar que a condi-

cional correspondente — ¢é uma tautologia.

3. pANqg=p.
p|q|pANqg|PANGg—D
Viv] V v
V|F F v
F |V F v
F|F F v

6. (p— @A ~q=~p.

pla|~qg|lp—q|pP—DAN~q|(p—@ON~q—~p
V|V| F % F %
V|F| V F F \%
F|V| F \% F \%
F|F| V \% \% \Y%

4. (pe—q) = (p — 9.

pla|p—aq|qg—p|p—q|(pc—q —p—q)
V|iV]| Vv \% \% %
V|F F \% F %
F|V| V F F \%
F|F \Y% \% \% v
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As correspondentes propriedades de <= sao apresentadas no préximo teorema.

Teorema 1.15. Sejam p, q e r proposigoes. Entao:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Reflexiva - p <= p.

. Dupla negagio - ~ (~ p)) < p.

Negagao da conjungdo - Lei de Morgan - ~ (p A q) <= (~ pV ~ q).

Negagao da disjungao - Lei de Morgan - ~ (pV q) <= (~ pA ~ q).

. Negagao da condicional - ~ (p — q) <= (pA ~ q).

Negagao da bicondicional - ~ (p «—— q) <= (pA ~q) V (~pAq).
Comutatividade de V - (pV q) <= (¢ V p).
Comutatividade de N\ - (p A q) <= (¢ A\ p).
Associatividade de V - (pV q)Vr<=pV (qVr).
Associatividade de N - (pANq) AT <= pA(gAT).
Distributividade - pV (g A1) <= (pVq) AN (pV ).
Distributividade - p A (qVr) <= (pAq)V (pAr).
Bicondicional - (p «— q) <= (p — ¢) A (¢ — p).
Contra positiva - (p — q) <= (~ ¢ —~ D).
(p—4q) = (~pVa).

(p—(qVr)) = (pA~q) — T

(pVeg) —re=(p—r)A(g—r)
p—qhr<=(p—qAp—r).

(pNqg) — r <= (pA~71) —n~q.

(pAg) —re=(p—r)V(g—r)

(PANqg) — 1= (p—(@g—1)).
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22. pe— q &=~ p——~q.
23. Idempoténcias - pVp<=p e pAp<=p.
24. Transitividade - (p<=q e ¢<=r) = (p<=r).
Prova: Como exercicio, fazer alguns casos. |
Referentes as tautologias e as contradigoes temos:

Teorema 1.16. Sejam ¢ uma tautologia, ¢ uma contradi¢do e p uma proposicao qual-

quer. Entao:

l.c=p 6. pAc<=c
2. p=1t 7. pVcec<=p
3. pAt<=p 8. ~t<=—c
4. pVt<=1t 9. ~c<=t
5. pA~p<=c 10. pV~p <=t
Prova: Como exercicio, fazer alguns casos. |

1.6 Quantificadores

Existem sentengas para as quais nao hé como decidir se assumem valor V ou F. Por
exemplo: “z+y =15" e “Ele é jogador de futebol”. Estas sentencas sao denominadas
sentengas abertas ou predicados. Podemos compor sentencas abertas usando os mesmos
conectivos usados nas proposicoes e formarmos novas sentencas abertas a partir de
outras mais simples.

Ha duas maneiras formais de transformar uma sentenca aberta em uma proposicao,
utilizando os dois quantificadores. Para isso, necessitamos de um “universo” ou
“dominio de discussao”, isto é, uma colecao de objetos para os quais consideramos
propriedades. Por exemplo, na proposicao “Todos os homens sao mortais”, o universo
¢é a colecao de todos os homens e tal proposicao pode ser escrita como “Para todo x do

universo, x € mortal”.



1.6. Quantificadores 19

l

A frase “Para todo x do universo” é chamada um quantificador universal e é sim-
bolizado por “V z”. A sentenca “x é mortal” diz alguma coisa sobre x, entdo sim-

bolizamos por p(x). Assim escrevemos “Todos os homens sao mortais” como

(V) (p(x))

que pode ser lida como:
- para todo z, p(z);
- para cada x, p(z);
- para qualquer z, p(x).

Vejamos agora a proposicao “Alguns os homens sao mortais”. O universo é o mesmo

da proposicao anterior. Com este universo em mente, podemos escrever esta proposicao
s ) s

como: “Existe no minimo um homem que é mortal”’; “Existe no minimo um =z, tal que
x é mortal”; “Existe no minimo um z, tal que p(z)”.

A frase “Existe no minimo um =z, tal que” é chamada quantificador existencial e
denotada por “d x”. Usando este simbolo, podemos escrever a proposicao “Alguns

) 3

homens sao mortais” como

(3 ) (p(x))

que pode ser lida como:
- existe x, tal que p(z);
- existe a0 menos um z, tal que p(x);
- para algum z, p(z);
- para pelo menos um z, p(z).

Quando existe um tnico elemento no universo que torna a proposicao (3 z)(p(x))

verdadeira, denotamos esta proposi¢ao por (3! z)(p(z)) e lemos:
- existe um tnico z, tal que p(x);

- para um unico x, p(x).
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Note que (3 z)(p(z)) = (3 2)(p(x)).

O conjunto dos elementos do universo que tornam uma sentenga aberta uma propo-
sicao verdadeira é denominado conjunto-verdade. Por exemplo, para p(z) : x+1 =15, 0
conjunto universo pode ser R e o conjunto-verdade é {4}, enquanto que para a sentenga
aberta p(z) : sen?z + cos®?z = 1, temos que o conjunto-verdade é igual ao conjunto
universo que é igual a R.

Quando estiver subentendido quem é o conjunto universo, os quantificadores podem
ser omitidos, por exemplo, escrevemos “(z + 1)(z — 1) = 2% — 17 no lugar de escrever
“vreR, (x+1)(x—1) =22 — 1. Também é comum escrevermos os quantificadores
depois da sentenga aberta, por exemplo, escrevemos “f(x) = 0, para todo z” no lugar
de escrevermos “(V z)(f(z) = 0)".

Observe que claramente temos
(V) (p(x)) = 3 2)(p(x))-
As negagoes de proposicoes com quantificadores sdo definidas por:
(a) ~ [(Va)(p(x))] == B 2)(~ p(z)).

(b) ~[3)(p(x))] <= (V2)(~ p(x)).
Vamos mostrar (a) em um caso particular. Suponhamos que o conjunto universo de

p(z) seja constituido pelos elementos a, b, c. Entao a proposicao (V x)(p(z)) significa:
p(a) A p(b) A p(c) é verdadeira.

Dai, ~ [(V z)(p(x))] é o mesmo que ~ [p(a) A p(b) A p(c)] que é equivalente a
~ pla)v ~ p(b)V ~ p(c). Mas, se esta ultima for verdadeira, entdo um dos casos

~ p(a),~ p(b),~ p(c) é verdade, o que é equivalente a (3 z)(~ p(x)). Dai segue que
~ [V 2)(p(2))] = (B 2)(~ pla)).
Exemplo 1.17. A negacao de:
(V x)(sen’® z + cos® z = 1),

significa que
(3 z)(~ (sen?z + cos® z = 1)),
ou seja,
(3 ) (sen® z + cos* x # 1),
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Os quantificadores nos dao uma idéia do que sao os exemplos e os contra-exemplos.
Quando temos uma proposicao verdadeira que contém um dos quantificadores, dar um
exemplo é escolher uma varidvel x para o qual ela é verdadeira, ou seja, é escolher
um elemento do seu conjunto-verdade. Quando uma proposicao que contém um dos
quantificadores nao é verdadeira, significa que o seu conjunto-verdade é diferente do
conjunto universo. Assim, encontrar um contra-exemplo é escolher uma variavel x que

nao esteja no conjunto-verdade.

1.7 Método Dedutivo

Vimos que demonstrar teoremas significa verificar que a proposicao dada é uma
tautologia e, fizemos isso, construindo tabelas-verdade. Veremos agora outra maneira
de verificar a validade de proposicoes. Este procedimento é chamado de método dedu-
tivo e consiste na utilizacdo de definigoes, de outros resultados pré-estabelecidos e das

propriedades transitivas de = e <=>. Vejamos como utiliza-lo em exemplos.

Exemplo 1.18. Usando o método dedutivo mostrar a validade de

(p — q) <= (~q—~Dp).

Como
(p—14q) <= ~pVg Teorema 1.15 (15)
~pVq << qV~p Teorema 1.15 (7)
gV ~p << ~(~qV~p Teorema 1.15 (2)
~(~qgV~p = ~qg—n~p Teorema 1.15 (15)

usando a transitividade de <=, obtemos a equivaléncia desejada.

Exemplo 1.19. Usando o método dedutivo, mostre a validade de

(p—r)V(g—8) = (pAq) — (rVs).

Como
(p—r)V(g—38) <= (~pVr)V(~qVs) Teorema 1.15 (15)
< (~pV~q)V(rVvs) Teorema 1.15 (7,9)
— ~(pAqgQV(rvs) Teorema 1.15 (3)
< (pAqg) — (rVs) Teorema 1.15 (15)

usando a transitividade de <=, obtemos a equivaléncia.



22 1. Nocgoes de Légica

Exemplo 1.20. Considere as seguintes afirmagoes:
H; : Tempo é dinheiro.
Hj : Vagabundo tem muito tempo.

T : Vagabundo tem muito dinheiro.

A proposigao (Hy A Hy = T') é um teorema?

Se considerarmos p : “Ter tempo”, ¢ : “Ter dinheiro” e r : “Ser vagabundo”, teremos
que Hy :p — q, Hy:r — peT :r — q. Assim, podemos escrever a proposiciao
Hy NHy = T como (p — q) A (r — p) = (r — q) que é verdadeira, mostrando

que a proposicao dada é um teorema.
Exemplo 1.21. Considere agora as seguintes afirmagcoes:
H; : Penso, logo existo.
Hs : Pedras nao pensam.
T : Pedras nao existem.

A proposigao (Hy A Hy = T') é um teorema?

Se considerarmos p : “Pensar” e ¢ : “Existir”, teremos que Hy : p — ¢q, Ho :~ p
e T :~ q. Assim, podemos escrever a proposicdo Hy A Hy = T como ((p — q)A ~
p) =>~ ¢ que nao é verdadeira, pois ((p — ¢)A ~ p) —~ ¢ nao é uma tautologia,

mostrando que a proposicao dada nao é um teorema.

1.8 Métodos de Demonstracdo

Veremos trés maneiras ou métodos de demonstrar um teorema da forma p = q.

(1) Prova ou demonstragao direta: Consiste na utilizagdo do método dedutivo, assu-
mindo que p é verdadeira e, utilizando equivaléncias logicas e fatos pré estabelecidos,
deduzir que ¢ é verdadeira.

Por exemplo, mostre que:

2

“Se & é um numero inteiro par, entao z“ é um inteiro par”.
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Note que esta é uma implicacao do tipo p = ¢, onde p é a proposi¢ao “zr é um nimero

2 ¢ um numero inteiro par”.

inteiro par” e ¢ é a proposicao “x
Assumindo p verdadeira, temos que x é um nimero inteiro par = x é divisivel
por 2, por definicio <= x é multiplo de 2 <= existe n € Z, tal que ¢ = 2n —

2

2? = (2n)? = 4n? = 2(2n?) = 2m, para algum m € Z = x> é um ndimero inteiro par

:q.

(2) Demonstragao por contraposigao: Consiste na utilizagdo da equivaléncia l6gica
p — q <~ q —~ p, OU seja, para mostrarmos o teorema p =—> ¢, mostramos,
utilizando o método da demonstragao direta que ~ ¢ =~ p.

Por exemplo, mostre que:

2

“Se x ¢ um ndmero inteiro tal que z* é impar, entdo = é um inteiro impar”.

2 ¢ um numero inteiro

Esta é uma implicagao do tipo p = ¢, onde p é a proposicao “x
impar” e q é a proposicao 2 6 um ntimero inteiro impar”.

Note que nao é possivel utilizar o método da demonstracao direta neste caso, pois
de 22 é um ntmero inteiro fmpar, temos que existe n € Z tal que 2> = 2n + 1 e, nio
conseguimos chegar que existe um m € Z tal que x = 2m + 1.

Utilizando a equivaléncia logica citada acima, vamos mostrar que ~ ¢ =~ p.

Agora, ~ ¢ :  ndo é impar = x é par = 2 é par, pelo exemplo anterior =~ p.

Consequentemente, p = q.

(3) Demonstragao por contradicao (Reduction ad absurdum): Consiste na utilizagao
da equivaléncia léogica p — ¢ <= (pA ~ q) —~ p, ou seja, para mostrarmos o
teorema p = ¢, mostramos, que (pA ~ q) =>~ p, 0 que nos leva a um absurdo, pois,
como p é sempre verdadeira e concluimos que ~ p é também verdadeira, teremos que
pA ~ p é verdadeira, o que é uma contradigao.

Por exemplo, mostre que:

“Se x é um nidmero inteiro tal que z? é par, entdo = é um inteiro par”.

2

Aqui, p é a proposicdo “x® é um numero inteiro par” e ¢ é a proposicao “r é um

nuamero inteiro par”. Note que, novamente, nao dé para demonstrar direto que p = gq.

2

Assuma entao que (pA ~ q) seja verdadeira, isto é, que x* é par e x é impar —>

r=2n+1,paraalgumn € Z = 22 = 2n+ 1)? =4n’ +4n+1=22n2 +2n) + 1 =
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2m + 1, para algum m € Z = z? é fmpar = ~ p, o que é uma contradicio. Logo, a

proposicao “x é par” nao pode ser falsa, o que mostra que p = q.

1.9 Exercicios

1. Considere as proposicoes p : “Fred tem cabelos vermelhos”, g : “Fred tem nariz
b1 )
grande” e r : “Fred gosta de comer figos”. Passe para a linguagem simbdlica as

seguintes proposicoes:

(a) Fred nao gosta de comer figos.

(b) Fred tem cabelos vermelhos ou gosta de comer figos.
)

(

Fred tem cabelos vermelhos e nao tem nariz grande.

(c
d) Fred gosta de comer figos e, tem cabelos vermelhos ou tem nariz grande.
(e) Fred gosta de comer figos e tem cabelos vermelhos, ou tem nariz grande.

(f
(g

) Nao é o caso de Fred ter nariz grande ou cabelos vermelhos.
) Fred tem nariz grande e cabelos vermelhos, ou ele tem nariz grande e gosta

de comer figos.

2. Sejam p : “A casa é azul”, ¢ : “A casa tem 30 anos” e r : “A casa ¢ feia”. Passe

para a linguagem simbdlica as seguintes sentencas:

(a) Se a casa tem 30 anos, entao ela é feia.
(b) Se a casa é azul, entao ela é feia ou tem 30 anos.

)
)
(c) Se a casa é azul entao ela é feia, ou tem 30 anos.
(d) A casa nao é feia se e somente se ela tem 30 anos.
)
)

e) A casa tem 30 anos se ela é azul, e ela nao é feia se ela tem 30 anos.

(f) Para que a casa seja feia é necessario e suficiente que ela seja feia e tenha 30

anos.

3. Supondo que p seja uma sentenca verdadeira, que ¢ seja falsa, que r seja falsa e
que s seja verdadeira, decidir quais das sentencas abaixo sao verdadeiras e quais

sao falsas.
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(a) pVr. (d) ~sV~r.
(b) (rAs)Va () (sAp)V (g A1),
(¢) ~(pAg). (F) vV (sV(pAq).

4. Suponha que p seja uma sentenca falsa, que g seja verdadeira, que r seja falsa e

que s seja verdadeira. Quais das seguintes sentencas sao verdadeiras e quais sao

falsas?

(a) r —q. (d) s — (p—~s3).

(b) pe—r. (e) [(g—58) «—s|A~p.
(c) (g = s)Ap. () (s = p) >~ (rVva).

5. Construir a tabela-verdade de cada uma das proposigoes abaixo:

6. Quais das proposigoes acima sao equivalentes? Quais sao tautologias? Quais sdo

contradigoes? Justifique suas respostas.

7. Verificar que as seguintes proposicoes sao equivalentes:
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(a) ~(pAg) e ~pVe~g
(b) ~(pVg) e ~pA~g
(c) ~(p—aq) e pA~gq
(d) ~(pe—a) e (p—~q

(a) 22+ 92 + 22 = (z +y + 2)? — 222 — 22y — 2y2.
(b) z+y=28.

(c) sec?z =1 + tan? x.

(d) senz =

(a) (Va)(p(z)Vq(z) — s(x)) (e) F)(Yy)p(z,y).

(b) (Va)p(x) — s(x) (f) V2)Ey)(p(x) Vv a(y))
(c) (F2)(p(z) A q(x)) (8) )3 y)(p(x)A ~ q(y))
(d) G 2)p(x) — q(=) (h) (V)(Vy)p(z,y)
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Teoria dos Conjuntos

2.1 Nocoes Primitivas, DefinicOes e Axiomas

A maioria das nocoes em Matematica sao definidas utilizando outras nocées que
ja foram estabelecidas. Assim, para definirmos uma noc¢ao, precisamos de outra pré-
estabelecida, para esta outra, precisamos de mais outra, etc... Af surge a pergunta
natural: E a primeira de todas as nogoes, como é estabelecida?

E natural que esta primeira no¢ao nao possa ser definida usando-se outra pré-
estabelecida, de onde concluimos que nao podemos definir tudo. Somos obrigados, ao
iniciar o estudo de um certo conteido matematico, adotar, sem definir, as primeiras
nogoes, que sao chamadas nogoes primitivas.

Isto foi o que Euclides (330 a.C. a 270 a.C. ) fez com a Geometria quando escreveu
“Os Elementos”, onde alguns axiomas foram admitidos e tudo o mais foi deduzido a

partir deles.

Na teoria dos conjuntos adotamos duas nogoes primitivas, a saber, a de conjunto e
a de pertinéncia, denotada por €.

A segunda nocao estabelece uma relagao entre conjuntos da seguinte forma: se x e
A sao conjuntos, a expressao x € A pode ser lida como “x pertence a A” ou “x estd

em A”. Com esta nogao podemos definir a nog¢do de elemento, da seguinte forma:

Definicdo 2.1. Seja x um conjunto. Se existe um conjunto A tal que x € A, entdao x é

dito ser elemento, ou seja, dizemos que x é um elemento de A, ou ainda que z pertence

- 97 -
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aA.

Quando um conjunto x nao for um elemento do conjunto A, escrevemos = ¢ A, e

lemos “x nao pertence a A”, ou ainda “x nao estd em A”, que é a negacdo de z € A.
) M

Parece estranho escolhermos conjunto e pertinéncia como elementos primitivos ao
invés de conjunto e elemento, mas é mais facil definir elemento usando a nocgao de
pertinéncia do que definir a nogéo de pertinéncia usando a nogao de elemento.

Estabeleceremos como convencao o uso de letras maitisculas para denotar conjuntos
e letras minusculas para denotar elementos.

A seguir definimos a noc¢ao de igualdade de conjuntos.

Definicdo 2.2. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que o conjunto A é igual ao conjunto
B, e denotamos por A = B, se todo elemento de A é um elemento de B e vice-versa.

Simbolicamente escrevemos
A=B<«<= (Vz)[r€e A—zeB)AN(x € B— x € A)].

Note que, com esta definicao, dois conjuntos sdo iguais se, e somente se eles tém os
mesmos elementos.

A nosso intuicao nos diz que quando um elemento x estd em um conjunto A e x é
igual a outro elemento ¥, entdo é natural esperar que y também seja elemento de A;

isso é garantido pelo primeiro axioma da teoria dos conjuntos.

Axioma da Extensao: Sex =y ex € A, entdoy € A.

A seguir definimos a nogao de inclusao de conjuntos.

Definicdo 2.3. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A estda contido em B, (ou B
contém A) e denotamos por A C B(ou B 2 A), se todo elemento de A for um elemento
de B. Neste caso, dizemos também que A é um subconjunto de B. Simbolicamente

escrevemmos

ACB<« (Vz)(x € A— z € B).

Se A C B e A é diferente de B, dizemos que A é um subconjunto préprio de B e

denotamos por A ¢ B ou A C B.

Estas nocoes, defini¢oes e axioma, nos permitem demonstrar o seguinte resultado:
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Proposicdo 2.4. Sejam A, B e C conjuntos. Entao as seguintes propriedades sao va-
lidas:

(a) Reflexiva: A = A.

(b) Simétrica: A=B — B = A.

(¢) Transitiva: (A=B)AN(B=C)= A=C.

(d) Reflexiva: A C A.

(e) Anti-simétrica: (AC B)AN(BC A) <= A= B.
(f) Transitiva: (ACB)A(BCC)= ACC.

Prova: Vamos mostrar alguns itens; as demonstragoes dos restantes ficam como exer-

cicio.

(a) A proposicdo z € A «— x € A é uma tautologia, logo, da Definicao 2.2, temos
A=A

(b) Da Defini¢ao 2.2 temos que
A=B<= (Vz)[x€e A—ze€B)AN(x e B— x € A).

Agora, pela comutatividade do conectivo A e novamente pela Defini¢do 2.2, con-

cluimos que B = A.
(e) Da Definigao 2.3, temos que A C B A B C A é equivalente a proposigao
Vo) (reA—2zeB)AN(xeB—x e A),
que por sua vez, é equivalente a A = B pela Definicdo 2.2. |

Uma maneira de representar um conjunto é exibir seus elementos entre chaves e
separados por virgulas, mas podemos também caracterizar um conjunto através de uma
propriedade que o defina. Isso deve ser feito axiomaticamente, tomando certos cuidados
para evitar contradigoes. Vejamos o axioma que nos permite construir conjuntos a partir

de propriedades.
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Axioma da especificagao: Sejam A um conjunto e p(x) uma proposicao em x que deve
ser expressa totalmente em fungdo dos simbolos N, V, ~, —, €, 3, V, [] e varidveis
z,Y,2,...,A, B,C,.... Entdo existe um conjunto que consiste de todos os elementos x

de A que tornam p(zx) verdadeira. Simbolicamente, escrevemos

{z € A; p(x) é verdadeira}.

Observacdo 2.5. A restrigdo de p(x) utilizar somente simbolos 16gicos e varidveis faz
sentido para evitar paradoxos do tipo semantico. Um exemplo disso é o seguinte para-

doxo, que numa versdo simplificada, diz:

Paradoxo de Richard: Todo ntimero inteiro pode ser descrito em palavras utilizando
um certo nimero de letras. Por exemplo, o niimero 36 pode ser descrito como “trinta e
seis” ou “quatro vezes nove”. A primeira descrigao utiliza 11 letras e a segunda 15 letras.
Vamos dividir o conjunto dos nimeros inteiros positivos em dois grupos, o primeiro
contendo todos os nimeros inteiros positivos que podem ser escritos com no maximo
100 letras e o segundo inclui todos os ntiimeros inteiros positivos que necessitam de pelo
menos 101 letras para descrevé-los. Ha um niimero finito de nimeros no primeiro grupo,

4100 expressoes com no maximo 100 letras. Existe entdo um

pois existem no maximo 2
menor inteiro positivo no segundo grupo. Este menor inteiro pode ser descrito pela
frase “o menor inteiro que nao é descrito com menos de 100 letras”, o que o descreve
com menos de 100 letras. Entdo este nimero pertence ao primeiro grupo, o que é uma
contradicao.

Note que este conjunto nao pode ser construido pelo axioma da especificacao, pois

a propriedade do axioma estd restrita a operadores logicos e alguns simbolos. Por isso

estamos livres desta contradicao.

Observacdo 2.6. Outra aplicagdo mais interessante deste axioma é que ele garante que
nao existe um conjunto que contenha todos os conjuntos.

De fato, supondo que exista o conjunto cujos elementos sejam todos os conjuntos,
seja U tal conjunto. Assim, usando o axioma da especificagdo, podemos formar o
conjunto B = {z € U; = ¢ x}. A questao agora é: serd que B € U?

Se sim, temos duas possibilidades, B € B ou B ¢ B.
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Se B € B, pela especificacao de B, temos que B ¢ B e, se B ¢ B, entao B € B, o
que é uma contradigao. Assim, chegamos a conclusao que B ¢ U, ou seja, ndo existe
um conjunto universo. O argumento que levou a essa conclusao chama-se o paradoxo
de Russel, cuja versao popular é: Numa certa cidade existe um barbeiro que sé faz a

barba nos homens que nao barbeiam a si préprios. Quem faz a barba do barbeiro?

Com o auxilio do axioma da especificagao, podemos construir varios conjuntos im-

portantes.

Definicédo 2.7. O conjunto vazio, denotado por (), é o conjunto que nao possui elemento
algum.

A existéncia deste conjunto é garantida pelo axioma da especificacao, pois dado

é
qualquer conjunto A, temos que ) = {x € A; x # z}.

Definicdo 2.8. Sejam A e B dois conjuntos. A uniao de A e B, denotada por AU B,
é o conjunto formado pelos elementos x tais que x estd em pelo menos um dos dois

conjuntos A ou B. Simbolicamente,
AUB ={z;x € AVz € B}.

A interseccao de A e B, denotada por AN B, é o conjunto formado pelos elementos

x tais que x estd em ambos os conjuntos A e B. Simbolicamente,
ANB={z;x € ANz € B}.
Dessa definigdo, temos as seguintes equivaléncias logicas:

r€ AUB <= (r € AVz € B)

r€ANB <= (r€ ANz € B).

Note que a existéncia dos conjuntos AU B e AN B é garantida pelo axioma da
especificacao.

Com relacao a uniao e a intersecgao de conjuntos temos as seguintes propriedades:

Teorema 2.9. Sejam A e B conjuntos. Entao:

(a) ACAUBe BC AUB.
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(b)) ANBC Ae ANBCB.
(c) ACB<= AUB=B ¢ ACB<~—= ANnB=A.
(d) AU(BNA)=Ae AN(BUA) = A.

Prova: Para os itens (a) e (b), mostraremos uma das inclusoes, as outras sao demons-
tradas de forma analoga e ficam como exercicio.

Vamos mostrar que A C AU B, o que é equivalente, por definicao, a mostrar que
r € A= x € AU B, o que é equivalente a mostrar que t € A — xz € AVx € B é
uma tautologia , o que é verdade, pois é uma implicacao do tipo p — pV q.

No item (c), também provaremos somente uma das equivaléncias, ficando a outra
como exercicio.

Vamos mostrar que A C B <= AUB = B. Como (p <= q) <= (p = ¢) A\ (¢ =

p), vamos mostrar as implicagdbes = e <= separadamente.

(=) Queremos mostrar que se A C B, entao AU B = B. Note que pela igualdade de
conjuntos, temos que mostrar que AUB C Be B C AU B. A segunda inclusao
segue de (a). Para a primeira, seja © € AU B, entdo, t € AVx € B. Sex € A,
como por hipdtese, A C B, temos que x € B. Assim, x € B, em ambos 0s casos,

como queriamos.
(<) Se AU B = B, entao, como A C AU B = B, temos claramente que A C B.
A demonstragao do item (d) fica como exercicio. [ |

Dizemos que dois conjuntos A e B sao disjuntos se eles nao possuem elementos em

comum, ou seja, se AN B = ().

Teorema 2.10. Sejam X, A e B conjuntos. Entao temos:

0.

(a) 0CA AUub=AeAND
(b) XCANB<«<= (X CA) A (X CB).
(¢) (XCA)V (X CB)= X C AU B e nao vale a volta desta implicagao.

Prova: Vamos mostrar a primeira inclusdo do item (a), ou seja que ) C A. Por

definicao, temos que mostrar que x € ) = x € A.
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Como a proposicao p : * € () é sempre falsa, entao p — ¢ é verdadeira para
qualquer proposicao g, o que mostra a inclusdo. Outra maneira de mostrar este fato
é usando-se a contra-positiva, isto é, supondo que x ¢ A, entao certamente temos que
x ¢ 0, pois o conjunto vazio nao contém elementos, assim, z ¢ A = x ¢ ().

Mostremos agora a equivaléncia X C AN B <= (X C A) A (X C B), deixando o

restante como exercicio.

(=) Nesta implicacao, a hipétese é X C AN B e a tese é (X C A) A (X C B). Seja
x € X; como por hipétese X C AN B, temos que x € AN B e, pela definicao de
intersecgao, temos que x € A A x € B. Portanto (X C A) A (X C B).

(<=) Nesta implicagao, a hipétese é (X C A) A (X C B) eatese ¢ X C AN B. Seja
x € X; por hipdtese x € AN x € B e, pela definigdo de interseccao, temos que
z € AN B. Portanto X C AN B. [ |

Diagramas de Venn e de Linha

Uma maneira simples de ilustrar as relagoes entre conjuntos é por meio de diagra-
mas. Existem dois tipos mais utilizados, que sao os diagramas de Venn e os diagramas
de linha.

No diagrama de Venn os conjuntos sao representados por regioes limitadas do plano
e suas relagOes sao representadas pelas posicoes dessas regioes. Nas figuras abaixo,

representamos algumas relacoes entre os conjuntos A e B.

A B A B

(a) AUB (b) ANB

Figura 2.1: Uniao e intersecgao de conjuntos.

No diagrama de linha, nao representamos os conjuntos mas sim a relacao de inclusao
entre eles. Um conjunto que contém o outro conjunto estara num nivel vertical acima
ligado ao primeiro por um segmento de reta. Caso os conjuntos nao possuam a relacao

de inclusao, eles nao sao unidos pelo segmento de reta. Neste caso, eles sao colocados
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horizontalmente, em posigoes diferentes. Na figura abaixo vemos um exemplo de um

diagrama de linha.

Figura 2.2: Diagrama de Linha.

2.2 Operacoes com Conjuntos

Em Aritmética podemos adicionar, multiplicar ou subtrair dois nimeros. Nos con-
juntos, as operagoes uniao, intersecgao e diferenga (como definida abaixo), se compor-

tam de maneira semelhante as operacoes aritméticas.

Definicdo 2.11. Sejam A e B dois conjuntos. A diferenga entre A e B, denotado por
A\ B ou A — B, é o conjunto formado pelos elementos que estdo em A e nao estao em

B. Simbolicamente, escrevemos
A\B={z;x € ANz ¢ B}.

Se A C B, o conjunto B — A é dito também ser o complementar de A em B e
denotado por AG. Se A estd contido em um conjunto universo U, o complementar de

A em U é denotado simplesmente por A¢ = {z;x ¢ A}.

Com estas nocoes temos os seguintes diagramas de Venn:

Com respeito a estas operagoes entre conjuntos, temos as seguintes propriedades:

Teorema 2.12. Sejam A, B e C conjuntos. Entao:

(a) Associativa - AU(BUC)=(AUB)UC,
AN(BNC)=(AnB)nC.

(b) Comutativa - AUB=BUAe ANB=DBnNA.

(¢) Distributiva - AU(BNC)=(AUB)N(AUC),
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).
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(b) A°

Figura 2.3: Diferenca entre Conjuntos e Complementar.

(d) Idempoténcia - AUA=Ae ANA=A.
() A—-BCAe(A—B)NnB=0.

(f) A—-B=0«—= ACBeA—-(A-B)=B<=BCA.

Se A e B sao subconjuntos de um mesmo conjunto universo U, entao:
(g) Leis de Morgan - (AUB) = A°NB%e (AN B)¢= A°U B°.
(h) (A9 =Ae AN A°=.
(i) A C B se, e somente se, B¢ C A°.

Prova: Mostraremos uma das igualdades do item (a) e uma das leis de Morgan do item
(g) deixando a demonstragoes do restante do teorema como exercicio.

A igualdade AU (BUC) = (AU B) U C segue das seguintes equivaléncias:

re AU(BUC) <= ze€AVvze(BUQ) Definic¢ao de U
< xze€AV(zxeBVvVzel) Definigao de U
< (re€eAvzeB)Vzel Distributividade de V
<~ zxe€(AUB)vVz el Defini¢ao de U
<~ zxze€(AUuB)UC Definicao de U.

A igualdade (AU B)¢ = A°N B¢, segue de maneira anédloga a negagao da disjungao
1.15 (4). |

Axioma da poténcia: Para cada conjunto, existe uma colegdo de conjuntos que contém

entre seus elementos todos os subconjuntos do conjunto dado.
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Definicao 2.13. Seja A um conjunto. O conjunto poténcia de A ou conjunto das
partes de A, denotado por p(A), é o conjunto cujos elementos sdo os subconjuntos de
A. Simbolicamente, temos p(A) = {B; B C A}.

Exemplo 2.14. Para A = {a,b,c}, temos
0(4) = {0, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b,c}, A}.
Proposicao 2.15. Sejam A e B conjuntos. Entao:
(a) p(ANB) = p(A)Np(B).
(b) p(AUB) 2 p(A)Up(B).

Prova: Temos as seguintes equivaléncias:

X ep(ANB) < X CANB, Definicio 2.13
— XCAANXCB, Teorema 2.10
— X ep(A)ANX € p(B), Definicao 2.13
— X € p(A)Np(B), Defini¢ao de N

o que demonstra o {tem (a).

A demonstragao do item (b) fica como exercicio. [ |

Observacdo 2.16. Note que a inclusao p(AU B) C p(A) U p(B) nao é verdadeira. De
fato, para A = {1} e B = {2}, temos p(AU B) = p({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}} e
p(A) Up(B) ={0,{1}} U{0,{2}} = {0, {1}, {2}}.

Para definirmos a unido e a intersec¢ao de um ntmero finito de conjuntos, podemos
usar o axioma da especificagdo. Para uma colecao qualquer de conjuntos, ja nao é pos-
sivel utilizar esse axioma para construir um conjunto unido e um conjunto intersecgao.

Para tanto, necessitamos do seguinte axioma:

Axioma da uniao: Para toda colecao de conjuntos existe um conjunto que contém todos

0s elementos que pertencem a algum conjunto da cole¢do dada.

Em outras palavras, este axioma garante que, para toda cole¢do de conjuntos C,
existe um conjunto U tal que, se x € A para algum A em C, entdo x € U. Assim

podemos definir:
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Definicao 2.17. Seja C uma cole¢do de conjuntos. A unido dos conjuntos em C ou a

uniao dos elementos de C, denotada por U A ou |JC, consiste de todos os elementos

AeC
que pertencem a pelo menos um conjunto da colecdo. Em simbolos,

JA={zec4a aec)
AeC

Note que, nesta defini¢ao utilizamos o axioma da uniao e o axioma da especificacao

para garantir a existéncia de U A. A unicidade é garantida pelo axioma da extensao.

AeC
Podemos também escrever

UA:{x;EIAGCtalque:ceA}.
AeC

Para a interseccao de conjuntos de uma colecao temos:

Definicao 2.18. Seja C uma colegao de conjuntos. A intersec¢ao dos conjuntos em C

ou a interseccao dos elementos de C, denotada por ﬂ A ou NC, consiste de todos os

AeC
elementos que pertencem a todos os conjuntos da cole¢do. Em simbolos

ﬂ A ={z; x € Apara todo A € C}.
AeC

Também podemos escrever
ﬂC:{x;(AG C—xzecA}.
Vejamos a nocgao de familia ou colecao indexada de conjuntos.

Definicao 2.19. Seja I' um conjunto. Assuma que para cada elemento 7 € T' esta
associado um conjunto A,. A colecao de tais conjuntos A, é dita ser uma familia

indexada de conjuntos, indexada pelo conjunto I' e denotada por {A,; v € T'} ou
(A7)7€F~

Observacédo 2.20. Se C = {A,; v € I'}, escrevemos

UC: U Ay ={x; x € A, para algum v €T}
yerl

ﬂC = ﬂ A, = {z; x € A, para todoy € I'}.
yel’
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Note que dada qualquer colecao de conjuntos, sempre é possivel encontrar um con-

junto de indices I' e tornar esta colecao uma familia indexada de conjuntos, indexada

por I'.
Mais ainda, se o conjunto de indices é finito, I' = {1,2,3,...,n}, escrevemos
n
U4, =Ja=4u04u0---u4,
vyerl =1
e
n
(4, =(1A=4Nn4;n - NA,.
yer i=1
o0 (e.)
Se I' = N, escrevemos U A, = U A; e ﬂ Ay = m A;.
ver i=1 yer i=1

Exemplo 2.21. Seja A; = {i}, i € N—{0}. Temos que A = (4;);en = {{1},{2},{3},...}

¢ uma familia de conjuntos unitarios.

Exemplo 2.22. Seja A; NN, with A; =[i,0), i € N— {0}.
Assim, A = (A)ien = {{1,2,3,...},{2,3,4,...},{3,4,5,...},...}. Observe que
para i < j, temos que A; & A;. Neste caso, dizemos que A é uma familia decres-

cente de conjuntos.

n

Exemplo 2.23. Para cadai € N—{0}, seja A; = {i,i+1,...,2i—1}. Encontre U A;.
i=1

Note que, cada inteiro entre 1 e 2n — 1 pertence a algum A; da familia e nenhum

n
outro inteiro pertence a estes A;. Logo U A;=11,2,3,...,2n — 1}.
i=1

Teorema 2.24. Seja {A,; v € I'} uma familia vazia de subconjuntos de um conjunto

U, ou seja, I' = (). Entao

(@) |JA4,=0.

yel

b) (4, =U.

yel

Prova: (a) Note que mostrar que U A, =10 ¢ equivalente a mostrar que para todo
~eD
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x € U, temos z ¢ U A,. Para x € U, temos que

~yeD
x ¢ UA,Y — ~|zc€ UA,Y , por notagao
~yeD ~eD
< ~ (z € A,, para algum vy € (), pela definicao de U
< (x ¢ A,, para todo v € 0), pela negacao
= (e —ar¢A)

e esta tltima proposigao é verdade para todo z € U, pois v € () é uma contradigao.

Isso completa a demonstracao da parte (a).

b) Temos que mostrar que para todo z € U, temos = € A.. Observe que por
¥
~eD
definicao = € m A, < (z € Ay, Yy € 0) que é equivalente & proposi¢ao
yeD
vyel) —zxz e , que, como visto na demonstracao do item (a), é verdadeira
0 A, ist d tragao do it ¢ verdadei

para todo z € U. u

Os préximos dois teoremas generalizam, para uma familia qualquer, resultados

mostrados.

Teorema 2.25 (Leis de Morgan Generalizadas). Seja {A,; v € I'} uma familia arbi-

traria de subconjuntos de um conjunto U. Entao
(@) (Uyer 4v) = Myer 45
() (Myer 4) = User 45

Prova: (a) Para todo z € U, temos

T € (Uwer A«,>c = ~ <a: € UﬂYer Aq,> ) defini¢do de complementar
— ~3yeD)(zeAi,), definigao de uniao
— (Vyel)(z¢A,), negagao
— (Vyel)(z e AS), defini¢ao de complementar
= x €[4 definigao de N

Assim, por definicdo de igualdade de conjuntos temos a igualdade do item (a). A

demonstracao da igualdade do item (b) fica como exercicio. |
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Teorema 2.26 (Leis Distributivas Generalizadas). Sejam A um conjuntoeC = {B,; v €

I'} uma familia de conjuntos. Entao
(@) AN (Uyer By) = Uyer(AN B,).

() AU (Myer By ) = Nyer(AU By).

Prova: Vamos provar a igualdade do item (a), a outra fica como exercicio. Um elemento
x esta no conjunto AN (U'yEF Bﬁ,> se, e somentese x € Aex € U,yEF B,, pela definicao
de N. Agora, da definicdo de unido de uma familia qualquer de conjuntos, temos que
esta proposicao ¢ equivalente a x € A e x € By, para algum v € I', que pode ser
expressa como x € AN B, para algum v € I', a qual, por definicao de U é precisamente

z € U,er(AN By), o que mostra (a) pela defini¢ao de igualdade de conjunto. [ |

2.3 O Produto Cartesiano de Dois Conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos arbitrarios. Para a € A e b € B, utilizando o axioma

da especificagao, podemos construir o conjunto
{a,b} = {x; = aoux = b}.

Note que, como conjuntos {a,b} = {b,a}.

Agora, queremos definir a nocao de par ordenado, ou seja, um conjunto com dois
elementos dados, onde possamos dizer qual é o primeiro e qual é o segundo elemento.
Para tanto, precisamos da certeza que este par é também um elemento. Isso é garantido

pelo seguinte axioma.

Axioma do par: Para dois conjuntos quaisquer existe um conjunto ao qual ambos

pertencem.

Este axioma garante a existéncia do conjunto definido a seguir:

Definicdo 2.27. O par ordenado de a e b, denotado por (a, b), com primeira coordenada

a e segunda coordenada b é o conjunto

(a,b) ={a,{a,b}}.
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Dados dois conjuntos A e B, o produto cartesiano de A e B, denotado por A x B,

é o conjunto
A x B ={z; © = (a,b) para algum a € A e algum b € B}.

Note que em geral (a,b) # (b,a) e A x B # B x A.
Vejamos como esta nova operacgao entre conjuntos se comporta com relacao as outras

definidas anteriormente.

Teorema 2.28. Sejam A, B e C' conjuntos quaisquer. Entao temos:
(a) AxD=0xA=0.
(b) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC).
(c) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC).
(d) Ax(B-C)=(AxB)—(AxC).
Prova: (a) Pela defini¢ao de produto cartesiano, temos
Ax O ={(a,b); ac Aebel}.

Como nao existe b € (), temos que nao existe par ordenado cuja segunda coorde-

nada seja b, assim A x ) = (). A outra igualdade é andloga.

(b) Aqui, podemos assumir que os 3 conjuntos sao diferentes do vazio, pois, caso

contrario, a demonstracao segue facilmente do item (a). Paraa € Aex € (BNC),

temos
(a,z) € Ax (BNCO)

— (ae A N(xeBNC), def. de prod. cartesiano
<— (a€A)N(zeBAxel), def. de N

< (a€A)AN(xeB)A(xel), associatividade do A
— (aeAAN(xeB)AN(acA)N(xel), canc. e comut. do A
— [(a€e A)AN(x € B)A(la€ A)A(zeC), associatividade do A
<~ |(a,x) € Ax B]AN[(a,z) € Ax (], def. de prod. cartesiano
<— (a,2) € (AxB)N(AxC), def. de N

o que mostra a igualdade do item (b).

As demonstragdes de (c) e (d) ficam como exercicio. [
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2.4 Exercicios

1. Determine se as afirmacoes abaixo sao verdadeiras ou falsas, justificando.

(a) 3={3}.

(b) 5€ {{5}}.
(c) 4 € {{4},4}.

(d) 0 e{3}.

(e) {2,8} € {2,8,9}.

(f) {3,4} € {{3,4},{5,6}}.
) (VA)(VB)(VC)(ANBNC=AnNnBN(CUB)).
)
)
)
)
)

g (
(VO)Y(AUB)—C =AU (B - C)).
(

(
() (
(i) (VA)VYB)(YC)AUB=AUC = B = ().
(1) ({0} € p(4)), (¥ )
(k) ({0} € p(4)), (VA

1) e({0}) = {@7{@}}

2. Mostre que se A é um conjunto finito com n elementos, entao p(A) é finito e tem

v A)(V B)
)

2™ elementos. Mostre também que A ¢ infinito se, e somente se p(A) é infinito.

3. Sejam A e B conjuntos. Determine se cada uma das afirmagoes abaixo sao ver-

dadeiras. Se sim, mostre, caso contrario, dé um contra exemplo.

(a) re AeAe B= x € B.
(byre Ae ACB=—z€B.
(c) reAe A B=x ¢ B.
(d) ACBex¢ B=z ¢ A.

)

(e) AC B+ p(A) C p(B).
4. Para A, B e C conjuntos dados, mostre que:

(a) C— (AUB) = (C— A)N(C - B).

(b) C—(ANB) = (C - A)U(C - B).

(c) A= B <= p(A) = p(B).
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(d (B-C)=(AxB)—(Ax(C).

e) Se BC A entato AXx A— BxB=[(A—B)x AJU[A X (A—- B)|.

) A

(e)

(f) AhB=A«<—= AUB=B.

(g) SeACCeBCC,entao AC B« (C—-B)C (C—A).
(h)

ﬂX_meUXA

Xep(A Xep(A
5. Sejam A, B e C conjuntos. Para cada uma das afirmagoes abaixo, mostre ou dé
um contra-exemplo:
(a) (A—B)UC=(AuBUC)—-(ANB).
(AuC)—B=(A-B)U(C - B).
(AUB)—(AnBNC)=[A—(BNO)U[B—-((ANn())].

P(ANB) = p(A) N p(B).

)
)
)

(d) p(AUB) = p(A)Up(B).
)
) ACCeBCC = (AUB)CC.
)

6. Para conjuntos A e B, definimos a diferenga simétrica de A e B, e denotamos
por AAB, como sendo o conjunto AAB = (AU B) — (AN B). Mostre que:

a) AAB =(A—B)U (B - A).

(a)
(b) Comutativa - AAB = BAA.

(c) Associativa - (AAB)AC = AAN(BAC).

(d) Elemento Neutro - Existe um conjunto ® tal que, para todo conjunto A
tem-se que AND = A.

(e) Elemento Inverso - Para cada conjunto A, existe um conjunto B tal que
ANB = .

(f) Mostre que (AAB)NC = (ANC)A(BNC), para quaisquer conjuntos A, B
eC.

7. Sejam A, B e E conjuntos tais que E # (). Mostre que se A x E = B x E, entao
A=B.
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8. Sejam A e B conjuntos tais que A ¢ B. Suponha que E seja um conjunto tal que
A x E = B x E. Mostre que E = 0.

9. Em cada um dos casos abaixo, considere a familia infinita de conjuntos

“+oo +0o0
{Bi; i€ N—{0}} e determine U B; e ﬂ B;.
i=1 i=1

(a) Bi = {0,1,2,3,...,2i).
(b) By = {i—1,i,i+1}.

E’ 5i;“2} U {10+ ).
(d) B; = [—1,3+ﬂ U [5, 5Zj ]

10. Sejam I e J conjuntos tais que J C I e (A4;);e; uma familia indexada de

(c) Bi=

conjuntos. Mostre que:

jeJ i€l el jeJ

11. Determine:

+oo

(@) (JI-1+1/n,1=1/n).
n=1
+o0o

(b) [()(~1-1/n,1+41/n).
n=1
+o0

(© () (~L/n,1/n).

n=1

12. Sejam A um conjunto e C = {By; v € I'} uma familia de conjuntos. Mostre que:

@ An| B, | =J@AnB,).

yeTl yel

(b) Au| () By] =[)(AUB,).

yel’ yel



Relagobes

3.1 Defini¢des e Exemplos

Utilizando pares ordenados, podemos estabelecer a teoria mateméatica das relacoes
através da linguagem de conjuntos.

Comecamos considerando o conjunto A x B, onde A é o conjunto das mulheres e B é
o conjunto dos homens. Quando falamos “Maria é esposa de Joao” estamos dizendo que
Maria esté relacionada com Joao pela relagao “ser esposa de”, ou seja, o par ordenado
(a,b), onde a = Maria e b = Jodo, pertencem a relagdo. Note que o par (b,a) nao
pertence a relacgao, pois Jodo nao é esposa de Maria. Se a relacdo fosse “ser casado

com”, entao ambos os pares estariam na relacao. Formalmente temos:

Definicdo 3.1. Uma relagao entre dois conjuntos A e B, denotada por R(A, B), ou
simplesmente por R, é um subconjunto de A x B.

Se um par (a,b) € R, dizemos que a estd relacionado com b, pela relagao R e
escrevemos a’Rb.

Se A = B, entao R(A, A) é dita ser uma relacao sobre um conjunto A ou uma
relacao em A.

Se R(A, B) é uma relagiao em A x B, dizemos que R~! = {(b,a) € B x A : aRb} é

a relagao inversa de R.

Como conjuntos, hd duas maneiras de representar uma relacdo, uma é listando os

seus elementos e a outra é definindo uma regra, na qual escolhemos os pares ordenados

- 45 -
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que satisfazem esta regra.
Exemplo 3.2. Exemplos de relagoes:

(1) Sejam A ={1,2,3} e B ={a,b,c,d}. Definimos, a seguir 3 relagoes:
Ri1={(,a),(1,b),(3,¢)}
Ry = {(2,0), (2.0), (1,a), (1,0), (3,a), (3,0))
Rs=10.

(2) Seja A ={a,b,c}. Definimos, sobre A as relagoes:
R = {(a’ CL), (ba b)v (C7 C)}

Ra = {(a,a), (a,b), (b, a), (b,b), (¢, a), (c,b), (¢, c)}
Ry = A x A

(3) Seja A =Z. Definimos, sobre A as relagoes:
Ri1={(a,b) € ZxZ; a < b}
Ro={(a,b) € ZXxZ; a|b}.

(4) Seja A =Z. Para as relagoes definidas no exemplo anterior, temos:
Ry = {(a,b) € Z xZ; a > b}
Ry ={(a,b) €Z x Z; b| a}.

Podemos visualizar algumas propriedades de uma relacao através de sua represen-

tagdo grafica. Para vermos isso, necessitamos definir algumas nogoes.

Definicdo 3.3. Seja R uma relagdo em A x B. O dominio de R, denotado por Dom(R),

é o subconjunto de A dado por
Dom(R) = {a € A;aRb para algum b € B}.
A imagem de R, denotado por Im(R), é o subconjunto de B dado por
Im(R) = {b € B;aRb para algum a € A}.

Podemos colocar os pares ordenados da relacio R num diagrama coordenado de

A x B e o conjuntos destes pontos é dito ser o grafico ou diagrama cartesiano de R

Outro tipo de representacao geométrica de uma relagdo, muito usado quando o

conjunto A é finito, é o diagrama de setas, onde representamos os elementos de A
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por pontos e a relagdo R por setas ligando estes pontos, ou seja, se (a,b) € R, entao
desenhamos uma seta com inicio no ponto a e término no ponto b. Por exemplo, se
A = {a,b,c} e R = {(a,a),(a,b),(b,a),(b,b),(c,a),(c,b),(c,c)}, entdo o diagrama de
setas de R é

[ ]

[ ]

&

Figura 3.1: Diagrama de setas da relagdo R acima.

——

)
@

Daremos a seguir as propriedades mais importantes que uma relagao R sobre um

conjunto A podera satisfazer.

Definicdo 3.4. Seja R uma relagao sobre um conjunto A. Entao dizemos que:

e R é reflexiva se a condigao (V z € A)(xRz) for verdadeira, ou seja, se para todo
x €A, (z,x) € R.

e R é simétrica se a condigao (V z, y € A)(xRy — yRx) for verdadeira, ou seja,

se para todo z, y € A, se (z,y) € R, entao (y,z) € R.

e R é transitiva se a condicao (V z, y, z € A)(xRy ANyRz — xRz) for verdadeira,
ou seja, se para todo z, y, z € A, se (z,y) € R e (y,z) € R, entado (z,z) € R.

e R ¢é anti-simétrica se a condigao (V z,y € A)(zRy AN yRx — = = y) for ver-

dadeira, ou seja, se para todo z, y € A, se (z,y) € R e (y,x) € R, entao x = y.

Exemplo 3.5. Exemplos de relagoes satisfazendo tais propriedades:

(1) Seja A um conjunto qualquer. A relagdo A = {(z,z); x € A} é uma relagdo sobre
A que é reflexiva, simétrica, anti-simétrica e transitiva. Esta é chamada a relagao

identidade ou a diagonal.

(2) Seja A um conjunto qualquer. A relagdo A x A é uma relacdo sobre A que é
reflexiva, simétrica e transitiva. Nao é anti-simétrica.

(3) Para A = {a,b,c}, temos: Ry = {(a,a), (b,d), (c,c), (a,b)} é uma relagao reflexiva,

3

anti-simétrica e transitiva. Nao é simétrica. Ra2 = {(a,a), (b,b), (a,b),(b,a)} é
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uma relacao simétrica e transitiva. Nao é reflexiva e nem anti-simétrica. Rz =
{(a,a), (b,b), (a,b), (b,a), (b, c)} é uma relacdo que nao é simétrica, nem transitiva,

nem reflexiva e nem anti-simétrica.

(4) Para A = N, temos: R = {(z,y) € N x N;z é um divisor de y} é uma relagao

reflexiva, anti-simétrica e transitiva. Nao é simétrica.

(5) Para A = Z, temos: R = {(z,y) € Z x Z;x — y é multiplo de 3} é uma relagao

reflexiva, simétrica e transitiva. Nao é anti-simétrica.

(6) Seja A uma familia de conjuntos. Para X, Y € A, a relagdo “X estd contido em

Y” é uma relacao reflexiva, anti-simétrica e transitiva. Nao é simétrica.

(7) Seja A o conjunto das proposigoes. Para p, ¢ € A, a relagdo “se p entdo ¢” ¢é

uma relacao reflexiva e transitiva. Nao é simétrica e nem anti-simétrica.

Observacdo 3.6. Se A é um conjunto finito, com "poucos” elementos, podemos visua-
lizar se a relacao satisfaz uma ou mais das propriedades definida acima, através do

diagrama de flechas, da seguinte maneira:

(1) Reflexiva - Em cada ponto do diagrama deve ter um lago.

[ ]

D B
CC ] ° @ c . @
Figura 3.2: Exemplo e Contra-exemplo.
(2) Simétrica - Toda flecha deve ter duas "pontas”.
@ e <—> o) @ o b
(;C o <—> 9o @ ce ° @

Figura 3.3: Exemplo e Contra-exemplo.
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(3) Anti-simétrica - Nao ha flechas de duas pontas.

Geo D (o

ce o@ ce °

Figura 3.4: Exemplo e Contra-exemplo.

©

(4) Transitiva - Para todo par de flechas consecutivas existe uma flecha com origem

na origem da primeira e extremidade na extremidade da segunda.

C.—>.@ ce 0@

Figura 3.5: Exemplo e Contra-exemplo.

3.2 Relacoes de Equivaléncias e Parti¢coes

Um tipo de relagdo muito importante na matemdtica moderna, que aparece em

todas as areas de estudo sao as relagoes de equivaléncia.

Definicdo 3.7. Uma relagao R sobre um conjunto A é dita ser uma relagao de equiva-

léncia sobre A se R for reflexiva, simétrica e transitiva.

Exemplo 3.8. A relagao diagonal definida no exemplo 3.5(1) é uma relagao de equiva-
léncia sobre A. Esta é a “menor” relagao de equivaléncia sobre A e a relacao definida
no exemplo 3.5(2) é a “maior” relagdo de equivaléncia sobre A. Também como visto
acima, a relacdo R definida no exemplo 3.5(5) é uma relagao de equivaléncia sobre o

conjunto dos nimeros inteiros.

Definicdo 3.9. Seja R uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto néo vazio A.

Para cada a € A, o subconjunto de A definido por @ = {z € A; xRa} é dito ser a classe
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de equivaléncia determinada pelo elemento ¢ médulo R. Observe que o conjunto
@ é um subconjunto de A consistindo de todos os elementos de A aos quais a estd
relacionado.

O conjunto das classes de equivaléncia médulo R sera indicado por A/R e chamado

de conjunto quociente de A por R.

Note que se R é uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto nao vazio A, entao
para todo a € A, temos a € @, ou seja, cada classe de equivaléncia é um subconjunto

nao vazio de A.

Exemplo 3.10. Considere a relagao de equivaléncia R definidas no exemplo 3.5(5), ou
seja, A=Ze R ={(z,y) € Z X Z;x — y é muiltiplo de 3}.
Para 0 € Z, temos

0 = {z €Z;z é multiplo de 3}
{z € Z; x = 3k, para algum k € Z}
= 3Z.
Para 1 € Z, temos
1 = {z€Z;x—1émuiltiplo de 3}
{zr € Z; v = 3k + 1, para algum k € Z}
= 3Z+ 1.
Para 2 € Z, temos
2 = {z €Z;z—2émultiplo de 3}
{zr € Z; x = 3k + 2, para algum k € Z}
= 3Z+2.

Para 3 € Z, temos

3 = {z €Z;z— 3 émultiplo de 3}
{r €Z; x =3k+3=3(k+1), para algum k € Z}
37
= 0.

Veremos no préximo teorema que de fato Z/R = {0, 1,2}.
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Exemplo 3.11. Considere a relagdo de equivaléncia
R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(2,5),(5,2),(3,5), (5,3), (2,3), (3,2)}

(mostre este fato).
Vamos calcular A/R:

1={1} 2=12,3,5}; 3=1{2,3,5}; 4={4}; 5={2,3,5}.
Portanto, A/R = {{1},{4},{2,3,5}}.
Com relacao as classes de equivaléncia temos:

Teorema 3.12. Sejam R uma relacao de equivaléncia sobre um conjunto nao vazio A

e a, b€ A. As seguintes proposicoes sao equivalentes:

(a) aRb (b) ae€d (¢c) bea (d) a=h.

Prova: (a) <= (b): Decorre imediatamente da definicao de classe de equivaléncia.
(b) = (c): a€b = aRb, pela defini¢ao de classe,

= bRa, pois R é simétrica,

= b € @, pela defini¢do de classe.
(c) = (d): Note que @ e b sdo dois conjuntos, assim, mostrar que @ = b é equivalente
a mostrar que @ C b e b C @. Mostremos que @ C b; a outra inclusdo é analoga. Para
x € a, temos que xRa e, como por hipdtese, b € @, temos também que bRa. Como R é
simétrica, obtemos z/Ra e aRb, o que implica pela transitividade de R que xRb, ou
seja, = € b.
(d) = (a): Seja * € @ = b. Entao, pela definicio de classe, temos que zRa e rRb.

Agora, da propriedade simétrica e transitiva de R, obtemos aRb. |

Mostremos agora a afirmacao feita no final do exemplo anterior, ou seja, para A = Z
e R ={(x,y) € Z x Z;x — y é multiplo de 3}, temos Z/R = {0,1, 2}.

E obvio que Z/R 2 {0,1,2}. Agora, se @ € Z/R, entdo dividindo a por 3, obtemos
que a = 3¢+ r, com r = 0,1 ou 2. Neste caso, temos claramente que r € @ e, pelo
teorema anterior, temos @ = T, ou seja Z/R C {0,1, 2}.

Relacoes de equivaléncias estao diretamente relacionadas com a nogao de particao

de um conjunto.
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Definicao 3.13. Seja A um conjunto nao vazio. Dizemos que uma familia F de subcon-

juntos nao vazios de A é uma particao de A se as seguintes afirmacoes sdo verdadeiras:
(a) dois elementos quaisquer de F ou s@o iguais ou sao disjuntos;
(b) a unido dos elementos de F é igual a A.
Exemplo 3.14. Exemplos de particoes:
(1) A familia F = {{1},{2},{3,4}} é uma particao do conjunto A = {1,2,3,4}.
(2) Seja A =7Z. A familia F = {3Z,3Z + 1,3Z + 2} é uma particao de A.
(3) A familia F = {(—o0, —1),[~1,1],(1,+00)} é uma parti¢ao de R.

O préximo teorema nos mostra como uma relagao de equivaléncia determina uma

particao de um conjunto.

Teorema 3.15. Se R é uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto nao vazio A,

entdo A/R é uma partigao de A.

Prova: Pela definigao de parti¢ao, temos que mostrar que cada elemento de A/R é nao
vazio e que valem as propriedades (a) e (b) da definigao 3.13.

Para cada @ € A/R, como R é reflexiva, temos que a € @, o que mostra que a # .

Mostremos agora que vale a propriedade (a), ou seja, para cada @ e b em A/R,
temos aNb =0 oua = b.

Suponhamos que @Nb # 0 e seja € aNb. Entdo z € @ e x € b. Da definicdo
de classes de equivaléncia, temos que zRa e xRb. Agora, do fato de R ser simétrica
e transitiva, obtemos que aRb. Das equivaléncias do teorema anterior temos @ = b, o
que mostra (a).

Para mostrar que vale a propriedade (b), temos que mostrar que |J,c4a@ = A, ou
seja que (Jyeq@C AeJyepa@2 A

A inclusao |, 4@ C A é imediata, pois @ C A para cada a € A.

Agora, seja x € A. Como 2Rz, temos que = € T, o que implica que x € (J,c4 @

Portanto J,c4@ 2 A. [ |

Agora, vejamos que toda particdo de um conjunto é do tipo descrita no teorema

anterior.
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Teorema 3.16. Seja A um conjunto nao vazio. Se F é uma particdo de A, entao existe

uma relagao de equivaléncia R sobre A tal que A/R = F.
Prova: Para todo a,b € A, definimos R por:
aRb <= existe X € F tal que a,b € X.

Mostremos que R é uma relagao de equivaléncia.

(i) Para cada a € A, desde que |JF = A, existe um X € F tal que a € X. Assim,

aRa, ou seja, R é reflexiva.

(ii) Para a, b € A, se aRb, entao pela definigao de R, existe um elemento X € F, tal

que a, b € X, o que claramente implica que bRa. Logo, R é simétrica.

(iii) Se a, b, ¢ € A sao tais que aRb e bRc, entdo existem X, Y € F tais que a, b € X
eb,ceY. Assim, b€ XNY, ouseja, XNY # (). Como F é uma particao, temos

que X =Y eentao a, c€ X =Y, o que mostra que aRec. Logo R é transitiva.

Mostremos agora que A/R = F. Dado a € A, temos que existe um dnico X € F,
tal que a € X, onde a unicidade segue da propriedade (a) da definicdo de F. Da
definigao de R é claro que @ = X, o que implica que A/R C F.

Por outro lado, para cada X € F, desde que X # (), temos que existe a € X.
Claramente X = @, o que mostra que A/R O F. |

Exemplo 3.17. Dada a particao F = {{a,b},{c},{d,e, f}} do conjunto A =

{a,b,c,d,e, f}, temos a relagao de equivaléncia associada

R = {(a7a)7 (aa b)v (bv a), (b, b)7 (Ca C): (d7 d): (dv 6)7 (dv f)a
(e,d), (f,d), (e, e), (e, f), (fe), (f, [)}-

3.3 Relagoes de Ordem

Definicao 3.18. Uma relacao R sobre um conjunto nao vazio A é dita ser uma relagao
de ordem sobre A se R é reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
Se existe uma relagao de ordem sobre o conjunto A, dizemos que A é um conjunto

parcialmente ordenado ou, simplesmente ordenado.
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Dada uma relacao de ordem sobre um conjunto A, dizemos que os elementos a, b € A
sao comparaveis mediante R se aRb ou bRa.

Se quaisquer dois elementos de A sdo comparaveis mediante R, entao dizemos que
R é uma ordem total sobre A e, neste caso, dizemos que A é um conjunto totalmente

ordenado.

Em uma relagao de ordem, se aRb, também usaremos a notagao a < b que lemos

“a precede b na relagao R”.
Exemplo 3.19. Exemplos de relagdes de ordem:

(1) Arelacao R = {(a,a), (b,b),(c,c),(a,b), (a,c),(b,c)} éuma relacdo de ordem total
sobre A = {a,b,c}. Faca o diagrama de setas desta relagao e observe que nao ha
dois pontos que nao estejam ligados por uma flecha. Isso deve ocorrer sempre que

a ordem for total.
(2) A relacdo R definida sobre R por
TRy =z <y
é uma ordem total sobre R chamada a ordem usual.
(3) A relac@o R definida sobre N por
TRy <= z divide y
é uma relacao de ordem sobre N, que nao é total.

(4) A relacao de inclusao sobre uma familia de subconjuntos de um dado conjunto é

uma relacao de ordem, que em geral nao é total.

Definicdo 3.20. Sejam A um conjunto ordenado pela relacdo de ordem < e S C A,

um subconjunto nao vazio. Dizemos que:

(a) Um elemento L € A é um limite superior de S se a seguinte proposicao for

verdadeira

Vz)(reS —x <L),

isto é, quando qualquer elemento de S precede L.
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(b) Um elemento [ € A é um limite inferior de S se a seguinte proposicao for ver-
dadeira
Vz)(zeS—I1<ux),

isto é, quando [ precede qualquer elemento de S.

(¢) Um elemento M € S é um méximo de S se a seguinte proposigao for verdadeira
Va)(zeS —az<M),
isto é, quando M é um limite superior de S e M € S.
(d) Um elemento m € S é um minimo de S se a seguinte proposicao for verdadeira
Vz)(xeS—m=<uz),
isto é, quando m é um limite inferior de S e m € S.

(e) O supremo de S é o minimo, caso exista, do conjunto dos limites superiores de

S.

(f) O infimo de S é o méximo, caso exista, do conjunto dos limites inferiores de S.
Exemplo 3.21. Para A=R e S = (0, 1], com a ordem usual, temos:

1. O conjunto dos limites superiores de S é [1, +00).

2. O conjunto dos limites inferiores de S é (—o0,0].

3. O méaximo de S é 1.

4. S nao tem minimo.

5. O supremo de S é 1.

6. O infimo de S é 0.

Exemplo 3.22. Para A = {1,2,3,4,6,9,12,18,24,36}, S = {2,4,6} e a relagao de

ordem sendo a divisibilidade, temos:
1. O conjunto dos limites superiores de S é {12,24,36}.

2. O conjunto dos limites inferiores de S é {1,2}.
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3. S nao tem méximo.
4. O minimo de S é 2.
5. O supremo de S é 12.

6. O infimo de S é 2.

Observacdo 3.23. Frequentemente, representamos uma relagdo de ordem sobre um
conjunto finito, com “poucos” elementos, através de um diagrama simplificado, onde
omitimos as propriedades reflexiva e transitiva, para nao sobrecarregar o diagrama de
flechas e, se a < b, indicamos b numa posicao relativamente acima de a. Tal diagrama
¢é dito ser o Diagrama de Hasse da relagao de ordem <. Por exemplo, o diagrama de

Hasse da relacao de ordem do exemplo 3.22 ¢é

Figura 3.6: Diagrama de Hasse do Exemplo 3.22

Teorema 3.24. Seja S um subconjunto de um conjunto parcialmente ordenado A. Se

existe um méaximo (resp. minimo) de S, entao ele é tnico.

Prova: Vamos fazer a demonstracao para a unicidade do méaximo, o caso de minimo é
analogo.

Suponhamos que M7 e Ms sao maximos de S. Temos entao:
e M; é maximo e My € S, o que implica que My < M;.

e M> é maximo e M; € S, o que implica que M; < Ma.
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Como < ¢ anti-simétrica, temos que My = M. [ |

3.4 Funcoes

Aqui somente apresentaremos a definicao de funcao usando a nocao de relacao. As
propriedades e as no¢oes de injetividade, sobrejetividade, bijetividade, funcao composta
e funcao inversa serao assumidas conhecidas para o desenvolvimento dos proximos capi-
tulos.

Normalmente, o que vemos como defini¢cao de fungao é:

Funcgao € uma regra de correspondéncia que associa a cada elemento x de
um certo congunto (chamado de dominio da func¢ao) um inico elemento y

em um outro conjunto (chamado de contra-dominio da fungdo).

A definicao formal de funcao usando conjuntos e a nocao de relacao é:

Definicao 3.25. Sejam A e B conjuntos. Uma fungao de A em B é uma relagao f de

A em B satisfazendo as seguintes propriedades:
(a) Dom(f) = A.
(b) Sex € Aey,z€ Bsaotaisquex fyex [z entdo y = z.

Escreveremos f : A — B, para denotar que f é uma funcao de A em B.

3.5 Exercicios

1. Determine quais das propriedades: reflexiva, simétrica, transitiva, anti-simétrica

sao satisfeitas por cada uma das seguintes relacoes sobre o conjunto R dos niimeros

(a) R={(z,y); y=1/x}. (d) R={(z,y); =#y}
(b) R=A{(z,y); |z—y| <1} (e) R ={(z,y); zy > 0}.

2. Dé um exemplo de uma relagdo R sobre um conjunto A que seja simétrica e

transitiva e nao seja reflexiva.
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3. Dé dois exemplos, um listando os pares ordenados e o outro descrevendo-os através
de uma regra, de relagoes que tenham as propriedades reflexiva e simétrica e nao

tenham a transitiva.

4. Sejam R uma relagao sobre A e A a relagao identidade sobre um conjunto nao

vazio A, isto é, A = {(x,x); x € A}. Mostre que:
(a) R é reflexiva se, e somente se, A C R.
(b

(c
(d) Se R # 0 ¢é anti-simétrica, entdio RN R~ C A.

Se R tiver ambas as propriedades simétrica e anti-simétrica, entao R C A.
R é simétrica se, e somente se, R = R~L.

)
)
)
)

5. Sejam A um conjunto e R e R’ relagoes sobre A. Diga se cada uma das seguintes
proposigoes é verdadeira ou falsa, justificando sua resposta:

Se R é simétrica, entdo R~ é simétrica.

Se R é anti-simétrica, entdo R~! é anti-simétrica.

Se R é transitiva, entdo R™! é transitiva.

Se R é reflexiva, entdo RN R~ # (.

Se R é simétrica, entdo RN R~ # ().

Se R e R’ sao simétricas, entao R UR’ é simétrica.

)
)
)
)
)
)
g) Se R e R’ sdo simétricas, entdo R N R’ é simétrica.
) Se R e R’ sdo transitivas, entao R U R’ é transitiva.
) Se R e R’ sdo transitivas, entao R N'R’ é transitiva.
) Se R e R’ sdo anti-simétricas, entdo R UR’ é anti-simétrica.
) Se R e R’ sdo anti-simétricas, entdo R N R’ é anti-simétrica.
) Se R e R’ séo reflexivas, entdao R U R’ é reflexiva.
)

Se R e R’ sao reflexivas, entao R N R’ é reflexiva.

6. Existe algum conjunto A tal que toda relagao sobre A seja:

(a) Reflexiva? (c¢) Transitiva?

(b) Simétrica? (d) Anti-simétrica?
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Existe mais de um conjunto?
7. Quais das relagoes dadas no primeiro exercicio sao de equivaléncia? Justifique.
8. (a) Verifique que a relagao
R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),

(2,5),(5,2),(3,5),(5,3),(2,30,(3,2) }

é uma relacao de equivaléncia em A = {1,2,3,4,5}.
(b) Determine 1,2,3,4 e 5.
(c) Determine A/R.

9. Seja ~ a relacao sobre R definida por x ~ y se, e somente se, © — y € Z, para

todo x,y € R. Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia sobre R.

10. Defina a relagao R sobre R por xRy se, e somente se cos(x) = cos(y) e sen(z) =

sen(y), para todo =, y € R.

(a) Mostre que R é uma relagao de equivaléncia.

(b) Se a € R, determine a.

11. Seja R3 = {x = (x1,292,73); 2; € R, i =1, 2, 3}. Defina em A = R3 — {(0,0,0)}

a seguinte relacao:
x ~ y se existe a € R tal que x = ay, para todo z, y € A.

(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia.

(b) Descreva geometricamente Z, para algum x € A.
12. Seja f uma funcao real com dominio real. Defina a relacao R pela regra
tRpy = f(2)=[f(y)
Mostre que R é uma relacao de equivaléncia.
13. Em A =N x N, defina a seguinte relagao:

(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=0b+c, paratodo a, b, ¢, d € N.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia.

(b) Encontre as seguintes classe de equivaléncias (1,0), (0,1), (1,1) e (0,0).
. Defina em Z x N a seguinte relacao:
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = bc, para todo a, c € Z e b, d € N.

(a) Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia em Z x N.

(b) Pense um pouco sobre o conjunto Z x N/ ~ . Compare-o com Q, o conjunto

dos nimeros racionais.

Seja R a relacgdo dos nuimeros naturais N definida por “m é um miltiplo de n”.
Mostre que esta é uma relacao de ordem em N. Esta é uma relagao de ordem total

em N7

Considere o conjunto S = {2, 4, 8,...,2",...} e considere a relacdo R definida

no exercicio anterior. Mostre que S é um subconjunto de N totalmente ordenado.
Seja S =1{2, 3, 4,5, ...} ordenado por “m divide n”.

(a) Encontre todos os elementos maximais

(b) Encontre todos os elementos minimais.

Mostre que se a e b sdo elementos minimais num conjunto A totalmente ordenado.

Entao a = b.

Considere a relacao de divisibilidade sobre o conjunto Z dos niimeros inteiros:
R: a/b se, e somente se 3¢ € Z tal que b = ac.

R é uma relacao de ordem sobre Z?

Consideremos o conjunto dos ntimeros naturais que sao divisores préprios de 36,

isto é, £ = {2, 3, 4, 6,9, 12, 18} e ordenemos FE pela relagao de divisibilidade
R:a<b se, esomente se a/b,

isto é, 3 ¢ € N tal que b = ac. R é uma relagao de ordem sobre E7 R é uma

relagao de ordem total sobre E?



3.5. Exercicios 61

l

21. Consideremos a ordem habitual < sobre o conjunto N dos niimeros naturais e seja

E =N x N, o produto cartesiano de N por si mesmo.
(a) Se (a,b) e (c,d) sao dois elementos quaisquer de E entao, por defini¢ao
(a,b)R(c,d) se, e somente se a < ceb <d.

Mostre que R uma relagao de ordem sobre E que nao é total.

(b) Se (a,b) e (c,d) sao dois elementos quaisquer de E colocaremos, por definicao,
(a,b)R'(c,d) se, e somentesea <coua=ceb<d.

Mostre que R’ é uma ordem total sobre E.

22. Seja R a relagdo de ordem sobre E = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j} com o seguinte

diagrama de Hasse:

N
VAN

Determinar, caso existam, os limites superiores, os limites inferiores, o infimo, o

supremo, o maximo e o minimo de A = {d,e} e de B = {b,d, f}..






Nocoes de Cardinalidade

4.1 Conjuntos Equipotentes, Enumeraveis e Contdveis

Como podemos determinar quando dois conjuntos tém o mesmo tamanho?

Se tais conjuntos forem finitos podemos fazer isso contando os seus elementos. Mas
esta técnica nao funciona para conjuntos infinitos.

Iremos determinar quando dois conjuntos tém o mesmo tamanho, ou o mesmo
nimero de elementos, nao contando quantos elementos cada um deles tem, mas sim,
fazendo uma correspondéncia entre cada elemento de um conjunto com um unico ele-

mento do outro e vice-versa. Mais especificamente, temos:

Definicdo 4.1. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A e B tém a mesma cardinali-
dade, ou que eles sao equipotentes, e escrevemos A ~ B, se existir uma funcgao bijetora
f:A— B.

Vale observar que com esta definicao, estamos dizendo quando dois conjuntos tém
o mesmo numero de elementos sem necessariamente dizer qual é esse niimero.

Uma importante propriedade da nogao de conjuntos equipotentes, é que podemos
separar os conjuntos em classes de conjuntos que tém a mesma cardinalidade, ou seja,

a relacdo ~ ¢ de fato uma relacao de equivaléncia.

Teorema 4.2. Para um conjunto universo U, a relacao de equipoténcia é uma relacao

de equivaléncia em p(U).

- 63 -
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Prova: Temos que mostrar que ~ ¢ reflexiva, simétrica e transitiva.

(i)

(if)

(iii)

Para todo A € p(U), temos que I : A — A, dada por I(a) = a, para todo a € A,

isto é, a funcao identidade, é uma bijecdo. Logo A ~ A.

Se A, B € p(U) sao tais que A ~ B, entao existe f : A — B bijetora. Logo

f~!': B — A também é bijetora, o que mostra que B ~ A.

Se A, B, C € p(U) sao tais que A ~ B e B ~ (|, entdo existem f: A — Be
g : B — C bijetoras. Logo go f : A — C também é bijetora, o que mostra que
A~C.

Ou seja, ~ ¢é uma relacao de equivaléncia, como queriamos demonstrar. |

Exemplo 4.3. Exemplos de cardinalidades de conjuntos:

(1)

Sejam N o conjunto dos nimeros naturais. Entdao N e 2N tém a mesma cardi-
nalidade, ou seja, o conjunto dos naturais e o conjunto dos naturais pares tém a

mesma cardinalidade.

De fato, basta observar que f : N — 2N, definida por f(n) = 2n, para todon € N,

é uma funcao bijetora.

De maneira analoga mostra-se que N e o conjunto dos naturais impares 2N + 1
sao equipotentes.

O conjunto dos ntimeros inteiros Z tem a mesma cardinalidade que N.

De fato, basta observar que f : Z — N, definida por

2n sen >0
f(n) =
—(2n+1) sen<0

para todo n € Z, é uma bijegao.

Sejam [a, b] e [c,d] intervalos fechados de R, onde a < b e ¢ < d. Entao [a,b] ~
e, d].

d—c
b—a

De fato, a funcao g : [a,b] — [c,d], definida por g(z) = (x — a) + ¢, para

todo z € [a,b] é uma bijecao.
Usando restri¢oes da fungao g definida acima, pode-se mostrar que se a < b e

¢ < d sdo nimeros reais, entao (a,b] ~ (¢, d], (a,b) ~ (¢,d) e [a,b) ~ [c,d).
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(4) O intervalo (—1,1) tem a mesma cardinalidade que R.

Basta ver que a funcao h : (—=1,1) — R, definida por h(z) = , para todo

T
1— ||
x € (—1,1) é uma bijegao.

Para uma melhor andlise da cardinalidade de conjuntos, necessitamos definir con-
junto finito, infinito, enumerdvel, nao enumeravel, contdvel, etc... E obvio que um
conjunto infinito é um conjunto que nao é finito e vice-versa. Assim, precisamos definir

uma destas nocgoes e teremos a outra. Escolhemos definir conjunto infinito.
Definicao 4.4. Seja A um conjunto. Dizemos que:
(a) A é um conjunto infinito se A ¢é equipotente a um subconjunto préprio de A.
(b) A é um conjunto finito se A nao for infinito.
(c) A é um conjunto enumeravel se A ~ N.
(d) A é um conjunto contdvel se A é finito ou enumerével.
(e) A é um conjunto nao enumeravel se A nao é contavel.
Exemplo 4.5. Exemplos de conjuntos envolvendo as nogoes acima:

(1) Do exemplo anterior, temos que N, Z, R e qualquer intervalo aberto, fechado ou

semi-aberto de R sdo exemplos de conjuntos infinitos.
(2) O conjunto vazio é finito, pois ndo contém subconjunto préprio.

(3) Para cadan € N, n > 1, o conjunto N,, = {1,2,...,n} é finito.

Veremos por inducao sobre n. Para n = 1, o resultado é imediato, desde que o
unico subconjunto préprio de N,, é o vazio e nao existe uma bijecao f : ) — Nj.
Se n > 1, suponhamos que o resultado vale para n e provaremos que ele vale para
n + 1. Mais adiante provaremos que isso implica que o resultado vale para todo

n € N.

Se N,11 nao for finito, entao existe um subconjunto préoprio A de N, 11 tal que
A ~ Npy1. Seja f @ Npyp — A uma bijegdo. Entado a restricao f : N, —

A—{f(n+1)} é claramente uma bijegao, o que contradiz o fato de N,, ser finito.
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(4) Segue diretamente do teorema 4.2 que N é um conjunto enumerdvel. Do exemplo

4.3(2), temos que Z também é um conjunto enumeravel.
Vejamos alguns resultados sobre conjuntos enumeraveis.

Teorema 4.6. Todo subconjunto infinito de um conjunto enumeravel é enumeravel.

Todo subconjunto de um conjunto contavel é contavel.

Prova: Vamos demonstrar a primeira afirmacao. A demonstragdo da segunda afir-
magao fica como exercicio.

Sejam A um conjunto enumeravel e B um subconjunto infinito de A. Desde que
A ~ N, podemos escrever A = {aj,ag,...}, onde a; = f(i — 1) para alguma bijecao
f:N— A.

Seja m1 o menor indice para o qual a,, € B. Desde que B ¢ infinito, temos que
B —{ay, } é também infinito (mostre esta afirmagao). Assim, seja nz o menor indice
para o qual a,, € B — {an, }. Tendo definido a,, , € B, seja ny o menor indice
para o qual a,, € B — {an,,any,...,an, ,}. Usando que B ¢ infinito, temos que
B —{an,,anys---,an, ,} # 0, para cada k € N é infinito. Assim, temos uma fungao
bijetora g : N — B, dada por g(k) = ap,, para cada k € N, o que mostra que B é

enumeravel. [
Teorema 4.7. O conjunto N x N é enumeravel.

Prova: Seja f : N x N — N, definida por f(n,m) = 2"3™. Usando o Teorema Funda-
mental da Aritmética temos que f é injetora. Assim, N x N ~ f(N x N) C N. Como
Nx N é um conjunto infinito (mostre isso), temos que f(NxN) é infinito e, pelo teorema

anterior, obtemos que N x N é enumeravel. |
Teorema 4.8. A unido de dois conjuntos enumeraveis é enumeravel.

Prova: Sejam A e B conjuntos enumerdveis. Vamos mostrar que A U B é enumeravel.

Consideremos dois casos:

1. AnNB =(. Como A ~ N e N ~ 2N, pela transitividade de ~, temos que A ~ 2N.
De maneira andloga, temos B ~ 2N 4+ 1. Sejam f: A —-2Neg: B — 2N+ 1 as
correspondentes bije¢oes. A funcdo h: AUB — (2N)U (2N +1), onde h = fUg
¢ uma bijegao, pois AN B = (), o que implica que AUB ~ (2N) U (2N + 1) ~ N.
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2. ANB # (). Neste caso, para C = B— A, temos AUB = AUC e ANC = (). Como

C C B, temos que C é enumeravel ou finito. Se C' for enumeravel, recaimos no

caso anterior. Se C' for finito, é facil ver que A U C' é enumeravel. |
n
Corolario 4.9. Sejam Aj, Ao, ..., A; conjuntos enumerdveis. Entao U A € enu-
k=1
meravel.

Teorema 4.10. O conjunto dos niimeros racionais é enumeravel.

Prova: Vamos usar que cada ntimero racional pode ser representado de maneira tinica
como 1?;7 onde p € Z, ¢ € N— {0} com mdc (p,q) = 1. Sejam Q4 = %; % > 0} e
Q. = {g; % < 0}. Temos entao Q = Q4 UQ_ U {0} e, evidentemente Q1 ~ Q_. Do
teorema anterior temos que, para mostrar que @Q é enumeravel, é suficiente mostrar
que Q4 é enumerdvel.

Para isso, considere a funcao f : Q. — N x N, definida por f(g) = (p,q). E facil
ver que f é injetora. Logo, Q4+ ~ f(Q4) € N x N. Como claramente N C Q4 e Nx N
é enumerdvel, temos que f(Q4) é um subconjunto infinito de um conjunto enumeravel.
Do teorema 4.6 temos que f(Q4) é enumeravel. Portanto Q4 ~ f(Q4) ~ N, ou seja,

Q4+ é enumerdvel, como querfamos. |
Teorema 4.11. Todo conjunto infinito contém um conjunto enumeravel.

Prova: Seja X um conjunto infinito. Entao X # () e, portanto, existe x1 € X. Considere

o conjunto X — {x;}. Como X é infinito, existe 9 € X — {x1}. Considere o conjunto

X —{z1, z2}. Tendo escolhido z € X —{x1, z2,...,2,_1} e observando que ) sempre
existe, para cada k € N, pois X é infinito, temos que o conjunto {x1, za,...,2,...} =
{zk; k € N} é um subconjunto enumerdvel de X. [

Vejamos agora alguns conjuntos nao enumeraveis.
Teorema 4.12. O intervalo aberto (0,1) C R é um conjunto nao enumeravel.
Prova: Dado qualquer nimero real x € (0,1), podemos expressa-lo na forma decimal
r=0,r12273 . . .,

onde cada z; € {0,1,...,9}. Para obtermos a unicidade nesta representacao, os deci-

mais finitos terao seu ultimo digito decrescido de uma unidade e adicionado 9’s infini-



68 4. Nogoes de Cardinalidade

tamente. Assim, dois nimeros no intervalo (0, 1) serao iguais se, e somente se os digitos
correspondentes em sua representacao decimal sao iguais.

Agora, suponhamos por absurdo que (0,1) é um conjunto enumeravel. Entao existe
uma funcao bijetora f : N — (0,1) e, conseqiientemente, podemos listar os elementos

de (0,1) como segue:

f(0) = 0,ap1a02a03 - - .
f(1) = 0,anaaz...
f(2) = 0, a210a92023 . . .
f(k) = 0,api1apsars .- ..

onde cada a; € {0,1,...,9}.

Vamos construir um elemento de (0,1) que ndo estd na listagem acima, ou seja,
vamos contradizer o fato de f ser sobrejetora.

Seja y = 0,y1y2ys3 - . ., onde yp = 3 se apr # 3 e yr = 1 se agr = 3, para todo k € N.
Claramente y € (0,1), mas y # f(k), para todo k € N, pois yi # ayr. Portanto, (0,1)

¢ nao enumeravel. |
Corolario 4.13. O conjunto dos nimeros reais R ¢é nao enumerdvel.

Prova: Imediata, pois R ~ (0, 1). [ |
Corolario 4.14. O conjunto dos nimeros irracionais I é nao enumerdvel.

Prova: De fato, se 1 for enumeravel, como Q ¢ enumerdvel e R = Q U, terfamos
que R seria enumeravel. |
4.2 Numeros Cardinais e a Hipétese do Continuo

Aqui nao iremos definir o que é um nimero cardinal, somente vamos introduzi-los
como uma noc¢ao primitiva relacionada com o tamanho de conjuntos. Assumiremos que

esta nova nocao sera regida pelas seguintes leis:

C-1. A cada conjunto A ¢ associado um numero cardinal, denotado por card(A), e a

cada numero cardinal a existe um conjunto A com card(A4) = a.
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C-2. card(A) = 0 se, e somente se A = ().

C-3.Se A#( e A ¢ finito, isto é, A ~ {1, 2,...,k} para algum k € N, entdo
card(A4) = k.

C-4. Para quaisquer dois conjuntos A e B, temos card(A) = card(B) se, e somente
se A~ B.

As leis C-2 e C-3 definem os nimeros cardinais de conjuntos finitos, ou seja, o
numero cardinal de um conjunto finito é o nimero de elementos deste conjunto. Em
termos de teoria dos conjuntos, C-1 e C-4 formam um axioma, o azioma da cardinali-
dade. Note que C-2 e C-3 sdo mais faceis de serem aceitos, enquanto que C-1 e C-4 sao
mais dificeis pois estas leis ndo expressam nada concretamente sobre card(A) quando
A é um conjunto infinito.

Dizemos que o nimero cardinal de um conjunto finito é um nimero cardinal finito
e o de um conjunto infinito é um nimero cardinal transfinito.

Das propriedades C-2 e C-3, temos que os nimeros cardinais finitos sdo precisamente
os numeros naturais. Assim, temos uma relacdo de ordem natural: 0 < 1 <2 < --- <
k<k+1<---. Ja para dois nimeros cardinais transfinitos, a propriedade C-4 nos diz
quando eles sao iguais ou ndo. O problema, agora, é saber decidir quando um é menor

que o outro.

Definicdo 4.15. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A < B, ou que card(A) <
card(B) se existir uma fungao injetora f : A — B. Dizemos que A < B, ou que

card(A) < card(B) se existir uma funcao injetora f: A — B e A~ B.

Exemplo 4.16. card(N) < card(R).
De fato, existe f : N — R a inclusao, que ¢ injetora e N ~ R pois R nao é

enumeravel.
Vejamos se < define uma relagdo de ordem no conjunto dos niimeros cardinais.
(i) card(A) < card(A), pois a identidade I4 : A — A é injetora.

(ii) Se card(A) < card(B) e card(B) < card(C), entao card(A4) < card(C), pois a

composta de funcoes injetoras € injetora.

(iii) Se card(A) < card(B) e card(B) < card(A), entao card(4A) = card(B). A

demonstragao que esta propriedade é verdadeira é mais complicada e foge do
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objetivo deste curso. Ela segue do seguinte resultado, que enunciaremos sem

demonstrar.

Teorema 4.17 (Schroder-Bernstein). Se A e B s@o conjuntos tais que A é equipo-

tente a um subconjunto de B e B ¢ equipotente a um subconjunto de A, entao
A~ B.

Corolario 4.18. Se A e B sao conjuntos tais que card(A) < card(B) e card(B) <
card(A), entao card(A) = card(B).

Com isso temos que o conjunto dos nimeros cardinais é um conjunto ordenado pela
ordem <.

Do exemplo 4.16 temos dois ndmeros cardinais transfinitos distintos, card(N) e
card(R), com card(N) < card(R).

Sejam Ny = card(N) e R; = card(R). Note que Ry e N; nao s@o ntimeros reais. A
pergunta que surge é: Eziste algum conjunto cuja cardinalidade estd entre Ny e Vi ¢
A conjectura de que a resposta a esta pergunta é negativa é conhecida como a Hipdtese

do Continuo.

Hipétese do Continuo: Nao existe conjunto algum A com a propriedade

Ng < card(A4) < Nj.

4.3 O Numero Cardinal de um Conjunto Poténcia - o Teorema de

Cantor

Seja X um conjunto. J& sabemos que se X é finito com n elementos, entao p(X)
também ¢ finito e tem 2" elementos. Cantor provou que card(X) < card(p(X)), para
qualquer conjunto X, o que nos permite construir uma infinidade de niimeros cardinais

transfinitos, por exemplo
Ng = card(N) < card(p(N)) < card(p(p(N))) < ---
Teorema 4.19 (Cantor). Se X é um conjunto, entao card(X) < card(p(X)).

Prova: Se X = (), entdo card(X) =0 e p(X) = {0}. Portanto, card(p(X)) =1 > 0.
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Se X # (), seja g : X — p(X) a funcao definida por g(x) = {z}, para todo x € X.
E claro que g é injetora, o que mostra que card(X) < card(p(X)).

Para mostrarmos que card(X) < card(p(X)), temos que mostrar que X = p(X).
Suponhamos, por absurdo, que X ~ p(X). Seja f : X — (X)) uma bijegdo. Considere
S={reX;xd f(r)} C X. Desde que f é sobrejetora e S € p(X), temos que existe
a € X tal que S = f(a). Se a € S, entao pela definigao de S, temos que a & f(a) = S,
o que é uma contradigdo. Se a ¢ S, entao novamente pela definicdo de S, temos que

a € f(a) =S, o que leva a uma contradigao. Portanto X ~ p(X), como queriamos. l

Para alguns autores, a hipétese do continuo é que nao existe um niimero cardinal x

tal que Rp < x < card(p(N)).

4.4 Aritmética Cardinal

4.4.1 Adicdo de Numeros Cardinais.

Queremos uma defini¢do de adicdo de niimeros cardinais que generalize a nocao de

adicao de numeros naturais, ou seja, dos nimeros cardinais finitos.

Definicdo 4.20. Sejam a e b ntmeros cardinais. A soma cardinal de a e b, denotada
por a + b, é o nimeros cardinal card(A U B), onde A e B s@o conjuntos tais que
card(A) = a, card(B) =b e AN B =.

Para mostrar que esta operacao esta bem definida, devemos mostrar que sempre
existem tais conjuntos A e B e que a definicio nao depende da escolha de tais
conjuntos.

Dados a e b cardinais, da propriedade C-1, existem conjuntos X e Y tais que
a=card(X) e b=card(Y). Se XNY # (), temos que A =X x {0} e B=Y x {1}
sao conjuntos tais que card(4) = a, card(B) =b e AN B = (), o que mostra que
existem conjuntos A e B como descritos na definicao.

Se A’ e B’ sao conjuntos com A ~ A", B ~ B" ¢ A N B = (), entao existem
f:A— A" e g: B— B’ bijetoras e, podemos ver facilmente que fUg : AUB — A’UB’
é também bijetora, o que mostra que AUB ~ A'UB’, ou seja card(AUB) = card(A'UB’).

Desde que a uniao de conjuntos é comutativa e associativa, obtemos as propriedades

correspondentes para soma cardinal.



72 4. Nogoes de Cardinalidade

|

Teorema 4.21. Sejam a, b e c¢ numeros cardinais. Entao:
l.a+b=b+a.
2.a+(b+c)=(a+0b) +ec.

Exemplo 4.22. Encontre as seguintes somas cardinais:

(1) 4+3.
Desde que 4 = card({1,2,3,4} = Ny), Ny = Ny U {5,6,7}, card{5,6,7} = 3 e
Ny N {5,6,7} = (), temos que 4 + 3 = card(N7) = 7, o que coincide com a soma

dos nuimeros naturais.

(2) No + Np.
Desde que N = (2N) U (2N + 1), esta unido é disjunta, card(2N) = card(N) = Ny
e card(2N + 1) = card(N) = N, temos Ny + Ry = Ry.

(3) Ry + .
Desde que (0,1) ~ R, temos que N; = card((0,1)). Seja S = (0,1) UN. Como
(0,1) "N = 0, temos que card(S) = N; + Xg. Agora, R ~ (0,1) C Se S CR,
entdo pelo teorema de Schroder-Bernstein, temos card(R) = card(S), ou seja,
N1 + Ng = Nj.

4.4.2 Multiplicacdo de Numeros Cardinais

Analogamente, queremos uma defini¢do de multiplicacao de cardinais que generalize

a multiplicacdo dos naturais.

Definicdo 4.23. Sejam a e b cardinais. O produto cardinal ab é definido como sendo

o numero cardinal do produto cartesiano A x B, onde A e B sdo conjuntos com
card(A) =a e card(B) =b.

Exercicio 4.24. Mostre que se A, B, A’ e B’ sao conjuntos com A~ A" e B~ B,

entdao A x B ~ A’ x B’, ou seja, que o produto cardinal estd bem definido.

Como no caso da adigao, usando-se propriedades do produto cartesiano de conjun-

tos, mostra-se as seguintes propriedades do produto de cardinais.

Teorema 4.25. Se a, b e c sdo cardinais, entao:
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1.

2.

3.

l

ab = ba.
a(be) = (ab)e.

a(b+c) = ab+ ac.

Prova: Exercicio. [ |

Exemplo 4.26. Calcule os seguintes produtos cardinais:

(1)

(2)

1-a, onde a ¢é um nimero cardinal arbitrario. Seja A um conjunto com

card(A) = a. Como {1} x A ~ A, temos que 1-a = a.

0-a, onde a é um numero cardinal arbitrario. Seja A wum conjunto com

card(A) = a. Como ) x A = (), temos que 0-a = 0.
Ng - Ng. Desde que N x N ~ N, temos que X - Ng = N.

Ny - Ny, Vamos mostrar que Ny - Ny = Ny.

Note que Ny = card((0,1)). Considere f : (0,1) x (0,1) — (0,1), definida por
fO,z1203. .., 0, y192y3 .. .) = 0,21y122Y2 - . .. E facil ver que f ¢ injetora e,

conseqiientemente Np - 81 < Ny, Por outro lado, a aplicacao
g9:(0,1) = (0,1) x (0,1),

definida por g(z) = (z,z), para todo =z € (0,1), é claramente injetora, o que

mostra que Ny - 8y > V. Agora, o resultado segue do teorema 4.17.

4.4.3 Poténcias de Numeros Cardinais

Sejam A e B conjuntos. Denotaremos por B4 o conjunto de todas as funcoes de
Aem B, ou seja BA = {f: A — B; f é funcdo}.

Definicao 4.27. Sejam a e b ndmeros cardinais com a # 0. Definimos a poténcia

cardinal b® como sendo o cardinal do conjunto B4, onde A e B sdo conjuntos com
card(A) =a e card(B) =b.

O proximo teorema nos garante que esta operagao estd bem definida.

Teorema 4.28. Sejam A, B, X e Y conjuntos tais que A ~ X e B ~ Y. Entao
BA~YX,
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Prova: Desde que A ~ X e B ~ Y, temos que existem fungdes bijetoras g : A — X
e h:B —Y. Queremos definir uma bijecdo entre B4 e YX.

Para cada f € B, temos

A—1-p

g h

SR
onde definimos ¥(f) € YX por ¢(f) = ho fog™!. Agora é ficil mostrar que
¥ : B4 — YX é uma bijecao. |

Como propriedades da potenciagao de cardinais temos:

Teorema 4.29. Sejam a, b, x e y ntmeros cardinais. Entao:

1. a®-a¥ = a* 1.
2. (a®)¥ = a™.
3. (ab)® = a” - b".
Prova: Exercicio. n

Com a nocao de potenciagdo, podemos calcular a cardinalidade do conjunto das
partes de um conjunto A, que generaliza o resultado que diz que se A tem n elementos,

entao p(A) tem 2" elementos.
Teorema 4.30. Seja A um conjunto. Entdo card(p(A)) = 2¢2rd(4),

Prova: Seja B = {0,1}. Agora, é suficiente mostrarmos que p(A) ~ BA. Assim,
queremos encontrar uma funcao bijetora 1 : p(A) — BA.

Para cada X € p(A), considere fx € B4 definida por

)0 se agX
fX(a)_{l se aeX

que ¢ a funcao caracteristica de X.

Assim, definimos (X ) = fx, para cada X € p(A). E facil ver que para X, Y €
p(A), temos X =Y se, e somente se fx = fy, ou seja, 1 ¢é injetora. Agora, para
cada f € B4, seja X = {a € A; f(a) = 1}. Claramente temos f = fx, ou seja, 9 ¢é
sobrejetora. Portanto card(p(A)) = card(B4) = 20214(4), [ |



4.5. Exercicios 75

l

Como conseqiiéncia deste teorema temos que card(p(N)) = 2%,
Vamos finalizar o estudo sobre cardinalidades mostrando que 280 = X, ou seja, que

R e p(N) tém a mesma cardinalidade.
Teorema 4.31. 280 = N;.

Prova: Usando o teorema de S-B (teorema 4.17), é suficiente mostrarmos que 2% < ¥y
e 2% >N,

Note que Xg = card(Q), o que implica que 2% = card(p(Q)).

Considere f : R — p(Q), definida por f(a) = {z € Q; =z < a} € p(Q), para
cada a € R. Se a e b sao nimeros reais distintos, entao, sem perda de generalidade,
podemos supor que a < b. Logo, existe r € Q tal que a < r < b, 0o que implica que
r e f(b) e r ¢ f(a), o que mostra que f(a) # f(b). Conseqiilentemente, f ¢é uma
fungdo injetora. Portanto R; = card(R) < card(p(Q)) = 2%o.

Por outro lado, é facil ver que a fungdo ¢ : {0,1} — R, definida por v(g) =
0,9(0)g(1)g(2) ... € R, para cada g : N — {0, 1}, é injetora, o que mostra que 280 < Xy,

como queriamos. [ |
Corolario 4.32. Ny < Nj.

Prova: Segue do teorema acima e do teorema de Cantor. |

4.5 Exercicios
1. Seja A um subconjunto infinito de N. Mostre que card(N) = card(A).

2. Sejam A e B conjuntos tais que A ~N e B ~ N. Mostre que:

(a) AUB ~N.
(b) Ax B ~N.

3. Sejam A, ..., A, conjuntos tais que A; ~ N, para todo i € {1,...,n}. Mostre
n

ue A; ~ N, ou seja, a unido finita de conjuntos enumerdveis é enumeravel.
1 ) ’
=1

4. Seja { Ay, }neny uma familia de conjuntos com A; ~ N, para cada i € N. Mostre que
(o)

U A; ~ N, ou seja, a unido enumeravel de conjuntos enumeraveis é enumeravel.
i=1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Mostre que f : N — Z, definida por:

se n é par

se n é impar
é bijetora. Conclua que N ~ Z.
Seja X um conjunto infinito, xg € X e Y C X finito. Mostre que:

(a) X —{xzo} é infinito. (c) card(X) = card(X — {zo}).
(b) X —Y ¢ infinito. (d) card(X) = card(X —Y).

Para todo a, b € R, com a < b, mostre que os intervalos seguintes sao equivalentes

a R e, conseqiientemente, todos sdo nao enumeraveis:
(a,b), (a,b], [a,b), (—o0,b], [a,+0c0), (—o00,b) e (a,+0).

Seja. X um conjunto com card(X) > Rg. Se A C X é tal que card(A) = Ny,
mostre que card(X — A) = card(X).

Sejam A, B, A’ e B’ conjuntos tais que card(A) = card(A’) e card(B) =
card(B"), ANB=0 e A'N B’ ={. Mostre que card(A’ U B') = card(A U B).

Sejam X, Y, Z e W conjuntos tais que X ~ Y e Z ~ W. Mostre que
X XZ~Y XW.

Seja m um ndmero cardinal finito. Mostre que n < Ng.

Seja a o cardinal de um conjunto infinito. Mostre que Ry < a. Conclua que

Ng = card(N) é o menor cardinal transfinito.

Mostre que se A, B e (C sao conjuntos tais que A C B C C e A ~ C entao
A ~ B. (Sug.: Use o Teorema de Schroder-Berstein)

Sejam A e B conjuntos. Mostre que se A ~ B entao p(A) ~ p(B)
Sejam A, B e C conjuntos. Mostre que:

(a) Se card(A) < card(B) e card(B) < card(C), entao card(A) < card(C).
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(b) Se card(A) < card(B) e card(B) < card(C), entao card(A) < card(C).

16. Determine as seguintes operagoes cardinais, onde n = card({1,2,--- ,n}).
(a) n+ Vg (b) n+ ¥y (c) Ro + Ny (d) n - Ro
(e) n Ny (f) No - Ry (2) Ny - Ny,

17. Mostre que Ngo = Nj.






Os Numeros Naturais

5.1 Os Axiomas de Peano

Para a construcao légica formal dos numeros naturais, Peano escolheu trés con-
ceitos primitivos: o zero, o numero natural e a relagdo € sucessor de. Assumindo estes
conceitos primitivos, ele deu a caracterizagao dos niimeros naturais através de cinco

axiomas, chamados axiomas de Peano, que sao:
1. Zero é um numero natural.

2. Se a ¢é um numero natural, entdao a tem um tnico sucessor que também é um

numero natural.
3. Zero nao é sucessor de nenhum nimero natural.
4. Dois niimeros naturais que tém sucessores iguais sao iguais.

5. Se um conjunto S de numeros naturais contém o zero e, também, o sucessor de

cada um de seus elementos, entdao S é o conjunto de todos os niimeros naturais.

Usaremos as notacoes 0 para indicar o zero, a™ para indicar o sucessor de um
numero natural a e N para indicar o conjunto de todos os nimeros naturais. Com

estas notagoes, podemos reescrever os axiomas de Peano como:

1. 0eN.
2. (Va)(a e N= at €N).

- 79 -
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3. Va)(a e N= at #£0).
4. Va)(Vb)(a® =b" = a=0).

5. Se S C N e valem as propriedades

(i) 0 € S; (i) (Va)(lae S=aT €9),
entdao S = N.

O axioma (1) garante que N # (). Em (2) subentende-se a unicidade do sucessor. O
axioma (5) chama-se axioma da indugao completa.
Vejamos agora, algumas propriedades dos ntmeros naturais que decorrem destes

axiomas.
Proposicio 5.1. Se a € N, entao a™ # a.

Prova: Seja S = {a € N; a™ # a}. Queremos mostrar que S = N. Pelo axioma (5),
temos que basta mostrar que S satisfaz as hipéteses (i) e (ii) de tal axioma.

De (3) temos que 0 € S, o0 que mostra que S satisfaz o item (i) de (5). Mais ainda,
para todo a € N, se a € S, entao pela definicao de S, temos que a* # a. Do axioma
(4), segue que (a™)™ # a™, o que implica que at € S, o que mostra que S satisfaz o
item (ii) de (5). Portanto, S = N. [ |

Proposicdo 5.2. Todo nimero natural diferente de zero é sucessor de algum ntimero

natural.

Prova: Seja S = {0} U{y € N; y # 0 ey =z, para algum = € N}. Por defini¢ao
0 € S, o que mostra que S satisfaz (i) de (5). Sejaa € S. Se a = 0, entdo 0 # a®™ =0T,
ou seja, 07 € S. Se a # 0, entdo a = b*, para algum b € N, o que implica que
at = (b7)T, ou seja a™ € S. Assim, S satisfaz (ii) de (5). Portanto, o axioma (5)

garante que S = N, o que mostra a proposicao. |

O préximo resultado é muito importante para quando queremos mostrar que algum

resultado vale para todos os niimeros naturais.

Proposicdo 5.3 (Primeiro Principio de Indu¢do Completa). Suponhamos que a todo

numero natural n esteja associada uma afirmacao P(n) tal que:

(i) P(0) é verdadeira.



5.2. Adi¢ao em N 81

l

(i) Para todo r € N, se P(r) é verdadeira, entao P(r") é verdadeira.
Entao P(n) é verdadeira para todo n € N.

Prova: Segue imediatamente do fato que S = {n € N; P(n) é verdadeira} satisfaz as
[

hipéteses do axioma (5).

Uma boa visualizagao deste principio é o chamado efeito dominé.

5.2 Adicdo em N
A operacao de adigao em N é definida, por recorréncia, da seguinte forma
e o+ 0 = a, para todo a € N;
e a+b" = (a+b)", paratodoa e beN.

Para os nimeros naturais a, b e ¢, na expressao a+b =c, a e bsao ditos serem

as parcelas € C a soma.

Como esperado, da forma mais natural possivel, adotaremos as seguintes notagoes

0T =1, 17 =2, 27 =3,.... Com estas notacoes, temos por exemplo que
141=1+0"T=(1+0)*" =1t =2
1+2=1+1T=(1+1)"=2"=3
2+1=24+0"=(2+0)t =2% =
a+l=a+0"=(a+0)" =a", paratodo a€ N.

Antes de apresentarmos as propriedades da operacdo de adigdo, vamos mostrar

alguns fatos basicos:
Proposicédo 5.4. Para todoa € N, temos 0+a=a ¢ 1+a=at.
Prova: Considerando P(a) : 0 + a = a, para a € N, temos

(i) P(0) é verdadeira, pois 0 + 0 = 0.

(ii) Para todo r € N, se P(r) é verdadeira, entdao 0 +r = r. Da defini¢ao da adicao e

deste fato, temos 0 +r*T = (0+7r)" = (r)*, ou seja, P(r*) é também verdadeira.



82 5. Os Numeros Naturais

|

Assim, pelo primeiro principio de indugao, temos que P(a) é verdadeira para todo
a € N, o que mostra que 0 4+ a = a, para todo a € N.

Agora, para a € N, se P(a): 1+ a = a™, entdao temos
(i) P(0) é verdadeira, pois 1 +0=1=0".

(ii) Para todo r € N, se P(r) é verdadeira, entdao 1 +r = r*. Entao 1 +r™ =

(1+7)" =[(r)*]", ou seja, P(r™) é também verdadeira.

Assim, de 5.3, temos que P(a) é verdadeira para todo a € N, o que completa a

demonstracao da proposicao. |

Usando a defini¢ao da adicdo de nimeros naturais e a proposicao acima, mostraremos

as principais propriedades da operacao de adicao.
Teorema 5.5. Para todo a, b e ¢ € N, temos:
(a) Associativa - a+ (b+c)=(a+0b)+ec.
(b) Comutativa - a+b="0b+ a.
(c) Elemento neutro - O zero é o elemento neutro da adigao.
(d) Lei do Cancelamento - Se a +b = a+ ¢, entdo b = c.
(e) Sea+b=0, entdo a =b = 0.

Prova: (a) Faremos por indugdo sobre ¢, ou seja, a afirmacdo P(c) ¢é
(Va,beN)(a+ (b+c)=(a+b)+c).
(i) P(0) é verdadeira, poisa+ (b+0)=a+b=(a+b)+0.

(ii) Para todo r € N, se P(r) é verdadeira, entdao a+ (b+1) = (a+b) +r. Entao
at+O+rt)=a+O+r)T=la+O+r))"=[(a+b)+r]" =(a+b)+r",

ou seja, P(rt) é também verdadeira.

Portanto, pelo primeiro principio de indugao, temos que P(c) é verdadeira para

todo ¢ € N, como queriamos.
(b) Mostraremos usando indugao sobre b e 5.4.

(i) Seb=0, entao a+0=a =0+ a, por 5.4.
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(ii) Ser e Nétal que a+r =r+a, entaoa+r™ = (a+7r)t = (r+a)" =r+at.
De 5.4 e do item (a), obtemos r +a* =r+(1+a)=(r+1)+a=r" +a,

ou seja, o resultado vale para r.
Assim, de 5.3, o resultado vale para todo b € N, como queriamos.

Decorre do item (b) e do mostrado acima que 0+a = a = a+0, para todo a € N.
Resta mostrar que o zero é o Unico elemento de N satisfazendo este fato, ou seja

que o elemento neutro é tinico, mostre este fato como exercicio.
Por inducao sobre a.

(i) Sea =0, entao 0+ b =0+ ¢, o que implica que b = c.

(ii) Se o resultado vale parar € N e r*+b=r"+¢, usando o item (b) obtemos
que rt +b=(r+b)", eentao (r +b)" = (r+¢)* e, do axioma (4) temos
r+b=r+ c. Por hipbtese de inducao, temos que b = ¢. Assim, o resultado

vale para rt.
Agora, o resultado segue de 5.3.

Sejam a e b € N tais que a + b = 0 e suponhamos que b # 0. Entao, pela
proposicao 5.2, temos que b = r*, para algum r € N. Assim, 0 = a + b =
a+rt = (a+7)", o que contradiz o axioma (3). Conseqiientemente, b = 0

a=a+0=a+b=0. u

Observacdo 5.6. Observe que, de 5.4 e 5.5 (b), segue que a+b" = a* + b, para todo
a e beN

5.3

Multiplicagdo em N

A operacao de multiplicagao em N é definida, também por recorréncia, por:

e a-0=0, para todo a € N;

ea-b"=a-b+a,paratodoa e beN.
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Na multiplicacdo a-b=c¢, a e b sao os fatores e ¢ é o produto. Vejamos alguns

exemplos:

1-1=1-0"=1-0+1=0+1=1
1-2=1-1"=1-14+1=1+1=2
2:1=2-0t=2.0+2=0+2=2
a-1=a-0"=a-0+a=0+a=a, paratodo a € N.

Decorre da definicao e de 5.3, os seguintes fatos basicos:
Proposicdo 5.7. Para todoa € N, temos 0-a=0 e 1-a=a.

Prova: Para mostrar que 0 - a = a, para todo a € N, faremos por inducao sobre a. Se
a = 0, o resultado segue da definicdo. Se 0-r =0, entao 0- 7" =0-7+0=0+0=0.
E, o resultado segue de 5.3.

Novamente, por indugao sobre a, mostraremos que 1-a = a, para todo a € N. Se
a =0, entao 1-0 =0, por definicdo. Sel-r=r,entdao 1-r* =1-r+1=r+1=1r"

e, o resultado segue pelo primeiro principio de inducao. |

Usando a definicao da multiplicagdo de ntimeros naturais e a proposicao acima,

mostraremos as principais propriedades da operagao de multiplicagao.

Teorema 5.8. Para todo a, b e ¢c € N, temos:
(a) Associativa - a-(b-c)=(a-b)-c.
(b) Comutativa - a-b="0>-a.
(¢) Elemento neutro - O 1 é o elemento neutro da multiplicagao.
(d) Distributivas - a-(b+c¢)=a-b+a-c e (a+b)-c=a-c+b-c
(e) Lei do anulamento do produto - Se a-b =0, entdao a =0 ou b=0.

Prova: Para demonstrarmos a associatividade e a comutatividade, necessitamos da
distributividade. Assim, mostraremos primeiro o item (d).

(d) Por indugao sobre ¢. Se ¢ =0, temos a-(b+0)=a-b=a-b+a-0.
Sea-(b+r)=a-b+a-r,entdioa-(b+rt)=a-(b+r)T =a-(b+7r)+a=
(a-b+a-r)+a=a-b+(a-r+a)=a-b+a-r". Logo, pelo primeiro principio
de inducao, temos que a- (b+c¢) =a-b+a-c, paratodoa, b e c€ N.
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Para demonstrarmos a outra propriedade distributiva, novamente usaremos in-

dugdo sobre ¢. Se ¢ =0, entdo (a+b)-0=0=a-0+b-0.
Se (a+b)-r = a-r+b-r, entao (a+b)-r* = (a+b)-r+(a+b) = (a-r+b-r)+(a+b).
Usando a associatividade e a comutatividade da adigao, obtemos (a +b) - r* =
(a-r+a)+(b-r+b)=a-r"+b-r" e, o resultado segue pelo primeiro principio
de inducao.

(a) Por indugao sobre c. Se ¢ = 0, da defini¢ao, temos a-(b-0) =a-0=0= (a-b)-0.

Sea-(b-r)=(a-b)-r,entao a-(b-r*)=a-(b-r+1b), e do item (d), obtemos
a-(b-rty=a-(b-r)+a-b=(a-b)-r+ (a-b) = (a-b)-r". Logo, pelo primeiro

principio de inducdo, temos que a- (b-¢c) = (a-b) - ¢, para todo a, b e c € N.

(b) Por indugao sobre b. Se b = 0, entao da defini¢do e de 5.7, temos -0 =0 =0-a.

Sea-r=7r-a,entdoa-rt =a-r+a=r-a+ a Usando a associatividade e o
fato que 1-a =a de 5.7, obtemos r-a+a = (r+1)-a=17r"-a e, pelo primeiro

principio de indugao, obtemos a comutatividade do produto de nimeros naturais.

(¢) Da defini¢ao e de 5.7, temos que a-1 = a = 1-a, para todo a € N. Resta mostrar

a unicidade do elemento neutro, que fica como exercicio.

(e) Sea-b=0 e b# 0, entao de 5.2 temos que b = r*, para algum r € N.
Logo 0 = a-b=a-r" = a-r+a, oque implica, do teorema 5.5 (e), que
a=a-r=0. |

5.4 Relacdo de Ordem em N
Paraa e b em N considere a seguinte relacao
a<b < b=a+ u, para algum u € N.

Se b = a + u, para algum v € N com u # 0, escrevemos a < b.

O proximo teorema nos mostra que < ¢é uma relacao de ordem total sobre N.
Teorema 5.9. A relagdo < é uma relacao de ordem total sobre N.

Prova: De fato, valem as seguintes propriedades:

(i) < é reflexiva, ou seja, para todo a € N, temos a < a, pois a = a + 0.
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(ii) < é anti-simétrica, pois para todoa e b€ N,sea <b e b < a, entao existem u
eveNtaisqueb=a+u e a=b+v. Logo b= (b+v) + u. De onde obtemos

v+ u =0, o que implica de 5.5 (e) que u = v = 0, ou seja, a = b.

(iii) < é transitiva, pois para todo a, b e c€ N, sea <b e b < ¢, entdo existem u
e veNtaisqueb=a+u e c=b+wv. Assim,c=(a+u)+v=a+ (u+v),o0

que mostra que a < c.

(iv) Quaisquer dois elementos de N sdo comparaveis com respeito a relagio <. De

fato, para cada b € N, considere o conjunto
Sy ={n e€N; (n=>b+ v para algum v € N) V (b = n + u para algum u € N)}.

(i) 0 € Sp, pois b =0+ b, 0 que mostra que n =0 satisfaz a segunda condigao
para pertencer a Sp.

(ii) Se r € Sy, entado (r = b+ v para algum v € N) ou (b = r + u para algum
u € N).
Se r = b+ v para algum v € N, entao r* = (b+v)" = b+ v, para algum
vt €N, ou seja, r* € 5.
Se b= r +u para algum u € N, com u # 0, entdo u = d*, para algum d € N
e, neste caso, b = r +d" = rT 4+ d, o que mostra que 7" € S. Se b =1,

entdo r = b" = b+ 1, o que mostra que r™ € Sp.

De (i) e (ii), pelo primeiro principio de indugao, temos que S, = N. Conseqiien-
temente, para todo b € N, qualquer que seja a € N, temos que a € Sp, ou seja,
a=b+v ou b=a+u, comu ev €N, oque mostra que b < a ou a < b,

concluindo a demonstragao do teorema. |

O préximo resultado mostra que esta relagao de ordem é compativel com as ope-
ragoes de adicao e multiplicacdo em N. No que segue, usaremos a notacao ab para

denotar a-b, coma e b€ N.
Teorema 5.10. Para todo a, b e ¢ € N, temos:
(a) Compatibilidade com a adi¢ao - Se a < b, entdo a +c¢ < b+ c.

(b) Compatibilidade com a multiplicagdo - Se a < b, entao ac < be.
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Prova: (a) Se a <b, entao existe u € N tal que b = a + u. Logo, da comutatividade
e associatividade da adigdo, temos b+ ¢ = (a+u) +c = (a+¢) + u, 0 que mostra

quea+c<b+ec.

(b) Se a < b, entao existe u € N tal que b = a + u. Logo, da distributividade, temos

bc = (a4 u)c = ac + ue, com uc € N, ou seja, ac < be. [ |

Com respeito a sucessores, temos:
Proposicdo 5.11. Se a e b € N sao tais que a < b, entao at < b.

Prova: Exercicio. [ |

Um importante resultado, que esta relacionado com o axioma (5) da construgao dos

naturais, é o principio do menor elemento.

Teorema 5.12 (Principio do menor nimero natural). Todo subconjunto nao vazio de

N tem minimo.

Prova: Seja S C N, com S # (). Queremos mostrar que existe min(S). Para tanto,
considere H = {n € N; n < x, para todo z € S}.

Como S C N, temos que 0 < a, para todo a € S, ou seja, 0 € H.

Desde que S # (), temos que existe a € S. Para tal elemento, a + 1 ¢ H, pois
a<a+1=at. Assim, temos que H # N e, pelo axioma (5), segue que existe b € N,
tal que b€ H e bt & H. Mostremos que b = min(S).

De fato, como b € H, temos que b < z, para todo z € S. Resta portanto mostrarmos
que b € S§. Suponhamos, por absurdo, que b ¢ S. Entao b < x, para todo x € S e,
pela proposicao 5.11, b™ < x, para todo x € S, o que implica que b™ € H, o que é uma,

contradi¢ao. Portanto b € S e b = min(S), como queriamos. |

Depois da construgao axiomética dos nimeros naturais, uma pergunta que surge
naturalmente é: Serd que o conjunto formado por zero e seus sucessores esgota real-
mente o conjunto dos numeros naturais? Ou seja, serd que nao haveria mais nimeros

naturais entre um natural e seu sucessor? Mostraremos que nao.

Proposic¢io 5.13. Para cada a € N, nao existe x € N tal que a < x < a™.
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Prova: Suponhamos, por absurdo, que existam @ e 2 € N tais que a < =z < a™.
Como a < x, temos que existe u € N, com u # 0, tal que x = a + u. Mais ainda,
como z < at = a+ 1, temos que existe v € N, com v # 0, tal que a +1 = z + v.
Logo, a+ 1= (a+u)+v =a+ (u+v), o que implica pelo lei do cancelamento da
adicdo, que u +v = 1. Mas v # 0, ou seja, v = c', para algum ¢ € N. Assim,
l=u+v=u+c"=u+(c+1)=(u+c)+1 e, novamente, pela lei do cancelamento
da adigao, obtemos u + ¢ = 0. Entao de 5.5 (e), u = ¢ = 0, 0 que é uma contradigao,

pois u # 0. Portanto nao existe z € N, tal que a < z < a™. |
Um resultado util na demonstracao de outros é a lei da tricotomia em N.

Proposicdo 5.14 (Lei da Tricotomia). Para todos a e b em N, vale uma e somente

uma das relacées a =b ou a <b ou b<a.

Prova: Para numeros naturais a e b, desde que < ¢é uma ordem total em N, temos
quea <b ou b<a Entaiob=a4+u,com u €N, ou a=b+v, com v € N.
Se a # b, entdo temos que u # 0 e v # 0, ou seja, se a # b, entdo a < b ou b < a.
Resta mostrar que estas duas afirmacoes nao podem ocorrer simultaneamente. De fato,
sea<b e b<a,entéiob=a+ucomu#0 e a=>b+wvcomv # 0. Assim,
a=(a+u)+v=a+ (u+v), o que implica, do cancelamento da adigao, que u+v = 0,

com u # 0 e v # 0, o que contradiz 5.5 (e). Portanto o resultado segue. |

Usando a lei da tricotomia, podemos mostrar que vale a lei do cancelamento para

o produto.

Proposicao 5.15 (Lei do Cancelamento). Sea, b e ¢ € Nsao taisque c # 0 e ac = be,

entao a = b.

Prova: Se a < b, entao existe u € N, com u # 0, tal que b = a 4+ u. Multiplicando por
¢ ambos os lados, obtemos be = (a + u)c = ac + ue. Mas, por hipdtese, ac = be, entao
uc = 0, o que contradiz a Lei do Anulamento, pois u # 0 e ¢ # 0. De maneira andloga
mostra-se que nao pode ocorrer b < a. Consequentemente, pela lei da tricotomia, temos

a = b, como queriamos. |
Finalizamos este capitulo com o seguinte resultado.

Proposicao 5.16. Sea e b€ Nsao taisqueab=1,entaoa=1 e b=1.
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Prova: Se ab = 1, como 1 # 0, temos pela Lei do Anulamento que a # 0 e b # 0.
Logo, a > 1 e b>1. Suponhamos que a > 1. Entao existe u € N, com u # 0, tal que

a =14 u. Como b=1+4 v, para algum v € N, temos
l=ab=(14u)(1+v)=14+u+ (v+uv).

Usando o cancelamento para a adigao e 5.5 (e), obtemos v = (v+wuv) = 0, 0 que é uma

contradi¢dao. Logo a = 1 e, consequentemente b = 1b = ab = 1, como queriamos. |

5.5 Exercicios

1. Usando a lei da tricotomia, mostre que para a, b e ¢ € N, se ab = ac com a # 0,

entdao b = c.

2. Mostre as propriedades abaixo relativas aos niimeros naturais usando o principio
de indugao:

n(n+ 1)(n +2)
3

(a) 12423+ ...4n-(n+1)=
n > 1.

, para todo niimero natural

(b
(c
(

) Sea>2,entao 1l +a+..+a" < a”“, para todo ntmero natural n > 1.
)
d) 1+3+..+(2n—1) =n?, para todo nimero natural n > 1.
)

)

Se a > 2, entdo 2a™ < a"t1, para todo nimero natural n > 1.

Se n > 3, entao 2n3 > 3n2 4+ 3n+ 1.
~n(2n+1)(n+1)
N 6

(e
(f

124224+ 324 .02 , para todo ntimero natural n > 1.

3. Mostre, usando indugao, que o nimero de subconjuntos de um conjunto finito

com n elementos é 2™.

4. Mostre que o produto de quatro nimeros naturais consecutivos, acrescidos de 1,

é um quadrado perfeito.
5. Seja x € N. Mostre que (1 + )™ > 1+ nz, para todo n > 2.
6. Sejam a e b numeros naturais tais que a + b = 1. Mostre que a =1 ou b =1.
7. Sejam a e b numeros naturais nao nulos. Mostre que a < ab e b < ab.

8. Sejam a e bnumeros naturais nao nulos tais que a+b = 2. Mostre quea = b = 1.



[8

5. Os Numeros Naturais

10.

11.

Sejam a e b numeros naturais tais que a-b = 3. Mostre quea =1 ou b= 1.

Sejam a e b nameros naturais nao nulos tais que a + b = 3. Mostre que a = 1

ou b=1.

Mostre que dados a e b nimeros naturais, existe um ntmero natural n tal que

na > b. (Propriedade Arquimediana em N)
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No conjunto dos niimeros naturais, temos que a equagao a+X =b,coma e b €N,
tem solucao se, e somente se a < b. Mais ainda, usando que vale o cancelamento para
a adicao, temos que quando esta equacao tem solucao, ela é unica. Queremos ampliar
o conjunto dos naturais, construindo um conjunto onde esta equacao sempre tenha
solugao unica, mesmo quando nao temos a < b. Note que a solugdo serd b — a, com
a e b€ N. Assim, queremos construir um conjunto, “contendo” N, onde faga sentido
esta "diferenca” e que contenha todas as diferencas deste tipo.

Seguindo essa idéia intuitiva, a construgao formal dos niimeros inteiros surgiu da
necessidade de se ampliar o conjunto dos naturais para definir a diferenca entre dois
numeros naturais a e b, mesmo para b > a.

Observe, por exemplo, que expressoes do tipo 8 —3, 10—5, 5—0, 11 —6, represen-
tam, todas, o nimero 5. Mas, seria muito bom se tivéssemos uma certa unicidade de
representacao. Note que a igualdade 8—3 = 10—5em N é equivalente a 8+5 = 10+ 3.

Isso nos ajuda a entender a construcao que faremos a seguir.
Considere em N x N a relacao definida por

(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=>b+c,
para todo (a,b) e (¢,d) € N x N.

A relacdo ~ é uma relacao de equivaléncia sobre N x N. De fato,

(i) ~ ¢ reflexiva, pois para cada (a,b) € N x N, temos a +b = b + a, ou seja

(a,b) ~ (a,b).

-91-
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(ii) ~ é simétrica, pois para (a,b) e (c¢,d) € N x N, com (a,b) ~ (c,d), temos

a+d=0b+c, o que implica que ¢+ b= d + a, ou seja (c,d) ~ (a,b).

(iii) ~ ¢ transitiva, pois para (a,b), (¢,d) e (e, f) € NxN, com (a,b) ~ (c,d) e
(c,d) ~ (e,f) ,temos a+d=b+c e ¢+ f =d+e. Somando f em ambos
os lados da primeira igualdade e b da segunda, por transitividade obtemos

a+d+ f=e+d+be, portanto a + f = b+ e, ou seja, (a,b) ~ (e, f).

Esta relacao de equivaléncia determina uma particao de N x N, em classes de equi-

valéncia. Para cada (a,b) € N x N, seja (a,b) a classe de equivaléncia determinada por

(a,b) € N x N isto é,

(a,b) ={(z,y) e NxN; (z,y) ~ (a,0)} = {(z,y) e NXN; x + b=y + a}.

O conjunto quociente de N x N pela relacao ~, ou seja, o conjunto de todas as

classes de equivaléncia (a,b), com (a,b) € N x N, serd indicado por Z. Assim

Z=(NxN)/~={(a,b); (a,b) € N x N}.

Por exemplo:

6.1 A adicdo em Z

Para os nimeros naturais4 =5—1 e 2=3—-1, temos que 4+2 = (5—1)+(3—1) =

(5+3) — (14 1). Isso nos leva a entender o porque da seguinte defini¢ao:

Definicdo 6.1. Sejam =z = (a,b) e y = (¢, d) elementos quaisquer de Z. Definimos a

adigao de x com y, e indicamos por z + y, como sendo o elemento de Z
r+y=(a+cb+d).

Como estamos definindo a adigéo de classes de equivaléncia, necessitamos mostrar

que esta definicao nao depende da escolha dos representantes de cada classe de equiv-

aléncia.
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Exercicio 6.2. Mostre que a operagao de adigao estd bem definida, isto é, se (a,b) =
(a1,b1) e (¢,d) = (c1,d1), mostre que (a+ ¢, b+ d) = (a1 + ¢1,b1 + dy).

Para a adicao em 7Z temos as principais propriedades:
Teorema 6.3. Para todo xz, y e z € Z, temos:
(a) Associativa - (x +y) +z=x+ (y + 2).

(b) Comutativa - z+y=1y+x.

(c) Elemento neutro - Existe 0 = (0,0) = {(z,z) € N x N}, tal que = + 0 = z, para
todo z € Z.

(d) Elemento oposto - Para cada = € Z, existe 2’ € Z tal que z + 2’ = 0.
(e) Lei do cancelamento - Se x + z = y + z, entdo x = y.

Prova: (a) Sejam = = (a,b), y = (¢,d) e z = (e, f) elementos de Z. Entao, usando

a associatividade da adi¢ao de nimeros naturais, obtemos

((a,b) + (c,d)) + (e, f) = (a+c,b+d)+ (e, f) =
((a+c)+e,(b+d)+f)=(a+(cte)b+(d+f)) =
= (a,b) + (c+e,d+ f) = (a,b) + ((¢,d) + (e, f)) =

=2+ (y+2),
0 que mostra o item (a).

(x4+y) +z =

(b) Exercicio.

(¢) Para todo x = (a,b) € Z, queremos mostrar que existe 0 € Z tal que z + 0 = z.

Seja 0 = (a/, V') € Z satisfazendo esta igualdade. Entao x 4+ 0 = (a,b) + (a/,V/) =
(a+a,b+?V) = (a,b) = z se, e somente se (a + a',b+ V) ~ (a,b), ou seja,

(a+d)+b=(b+V)+aem N. Usando as propriedades da adi¢ao de nimeros

naturais obtemos a = V. Assim, existe 0 = (a/,a’) = (0,0) € Z satisfazendo o

requerido.

(d) Dado =z = (a,b) € Z, seja 2’ = (a/,V/) € Z tal que x + 2’ = 0. Entao
(a+a,b+b) = (0,0), o que implica que a + @ = b+ b em N. Mas esta

igualdade é equivalente a 2’ = (b, a), o que mostra a afirmacao do item (d).
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(e) Se 4z =y + z entdo, de (d) temos que existe 2’ € Z tal que z + 2z’ = 0. Assim,
usando as propriedades mostradas acima, obtemos
r=x40=z4+:z+2)=(+2)+2 =WY+2)+7=y+(z+2)=y+0=y,

como queriamos mostrar. |

Vale observar que da maneira como foi mostrado os itens (c¢) e (d), temos que o

elemento 0 = (0,0) é o tnico elemento de Z satisfazendo a igualdade do item (c)

e, também o elemento ' = (b,a) é o tnico elemento de Z satisfazendo x + 2’ = 0,
para ¥ = m € Z. Assim, dizemos que 0 ¢ o elemento neutro da adicao e que z’
é o oposto de = que denotaremos por —z. Com esta notagdo, escrevemos x — y para
denotar o elemento x + (—y) em 7Z e com isso temos a operagao de subtragdo em Z,
dada por

Zx7Z — 7

(z,y) — x—y
que ndo é associativa, nem comutativa e ndo admite elemento neutro. (Verifique!)

Observacdo 6.4. Para cada x € Z, temos que x = (u,0) ou z = (0,u), com u € N.

De fato, se x = (a,b), com a > b, entdo existe u € N tal que a = b+ u. Assim,

x = (b+wu,b) = (bb) + (u,0) = (u,0). Se z = (a,b), com a < b, de maneira anédloga

mostra-se que x = (0,u), com u € N.

6.2 A multiplicacdo em Z

Uma maneira nada elegante de multiplicarmos os niimeros naturais 3 =4 —1 e
2=5-3 ¢

3.2=(4-1)-(5-3)=(4-5+1-3)—(4-3+1-5)=23—-17=6

mas, isso nos ajuda a entender a seguinte definicao:

Definicdo 6.5. Para x = (a,b) e y = (¢,d) em Z, definimos a multiplicacao de =

por y e indicamos por x - y, ou simplesmente xy, o elemento de Z dado por

xy = (ac+ bd, ad + bc).

Exercicio 6.6. Mostre que a operacio de multiplicacao estd bem definida, isto é, que

nao depende da escolha dos representantes das classes de equivaléncia.
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As principais propriedades da operacao de multiplicagdo sobre Z sao:
Teorema 6.7. Para todos z, y e z € Z, temos:
(a) Associativa - x(yz) = (zy)z;
(b) Comutativa - xy = yux;
(c) Elemento Neutro - Existe 1 = (1,0) € Z, tal que 1 - x = x, para todo = € Z;
(d) Distributiva - x(y + 2z) = xy + xz;

(e) Lei do Anulamento - Se x e y € Z sao tais que xzy =0, entdo x =0 ou y = 0.

Prova: A demonstragio dos resultados dos itens (a), (b) e (d) ficam como exercicio.

(¢) Para todo x = (a,b) € Z, queremos encontrar =’ = (a/, V') € Z tal que zz’ = x.

Se existe tal elemento z’, entao

r = (a,b) = x2’ = (a,b) - (a/, V) = (aa’ + bV, ab + ba’),

ou seja, (a,b) ~ (aa’ + bb',al’ + ba'), o que é equivalente a a + (ab’ + ba’) =
b+ (aa’+bb') em N, para todoa e b € N. Em particular, tomando a =0 temos
ba’ = b(1+ V') em N, para todo b € N. Para b # 0, temos o’ = 1+ V' e, mais
ainda, substituindo @’ = 1 + V' na equagao zz’ = x, obtemos a + ab’ + b(1 + V') =
bta(l4+b)+bb em N. Assim, 2/ = (@,0) = (1 + 5, 0) = (L,0) + (@, ¥) = (1, 0).

Da maneira como foi encontrado, 2’ é o dnico elemento de Z satisfazendo esta

igualdade, o qual denotaremos por 1 = (1,0).

(d) Da observacao 6.4, temos que cada x € Z ¢é da forma x = (a,0) ou z = (0,a),
com a € N. Entao, para mostrarmos a Lei do Anulamento em Z, consideremos

T e y € Z tais que xy = 0 e, separemos em quatro casos:

~—

z=(a,0) e y=(b,0),coma e beN.

0,b), coma e beN.

b,0), coma e beN.

8
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x=(0,a) e y=(0,b),coma e beN.
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E facil ver que em todos os casos, recaimos na igualdade ab =0 em N e, pela
lei do anulamento em N, obtemos a =0 ou b =0, o que implica que x =0 ou
y=0em Z. |

O conjunto Z, com as operagoes de adicao e multiplicacao introduzidas acima,
¢ dito ser o conjunto dos nimeros inteiros e, seus elementos sao chamados nimeros
inteiros. Mais, ainda, usando a observacao 6.4, podemos separar este conjunto em dois

subconjuntos

Zy ={(a,0) € Z; a € N}, e Z_ ={(0,a) € Z; a € N}.
Os elementos de Z,; sao ditos serem inteiros positivos e os de Z_ inteiros
negativos. Note que para z € Z, temos z € Z, se, e somente se —x € Z_. Esta

nomenclatura ficard clara na préxima segao.

6.3 Relacdo de Ordem em 7Z

A relacao de ordem em Z ¢ definida de maneira andloga a dos nimeros naturais.

Definicdo 6.8. Sejam = e y € Z. Dizemos que = é menor ou igual a y, e escrevemos
x <y, sex=y+ z para algum z € Z,. Também podemos escrever y > x, e dizer y ¢é
maior ou igual a z. Se z € Z,, com z # 0, escrevemos x < y, e dizemos x ¢é menor

do que y. Equivalentemente y > x.

Observe que para todo = € Z,, temos que 0 < z, poisx =0+ z e, para y € Z_,
temos que y < 0, pois —y € Zy e 0=y + (—y). Isso justifica a nomenclatura usada

no final da secao anterior.
Proposicao 6.9. A relacao < ¢é uma relacao de ordem total sobre Z.

Prova: Demonstrar que é uma relagao de ordem sobre Z, fica como exercicio. Mostraremos
somente que é total, ou seja, que quaisquer dois elementos de Z sao comparaveis com
respeito a esta relagao.

Sejam z e y € Z. Temos novamente quatro casos a considerar:

(i) x = (a,0) e y=(b,0),coma e beN.

Neste caso, como a < b ou b < a em N, temos que existe u € N tal que

b=a+u ou a=>b+u Assim, y = (b0) = (a+u,0) = x4+ (u,0), ou
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x = (a,0) = (b+u,0) =y + (u,0), com (u,0) € Z4, o que mostra que z <y ou
y <.

(ii) =z = (a,0) e y=(0,b), coma e beN.

Neste caso, z = (a,0) = (a +b,0) = (a+b,0) + y, com (a +b,0) € Z,, ou seja
y < .

(iii) z =(0,a) e y

(b,0),coma e beN.

Anidlogo ao caso anterior, obtemos neste caso que x < y.

(iv) z=(0,a) e y=1(0,b),a e beN.

De maneira anéloga ao caso (i), obtemos x <y ou y < x. [

Note que, como conseqiiéncia da proposicao anterior, temos que se x € Z_ e
Yy € Z4, entao x < y.
O proximo resultado mostra que esta relacdo de ordem é compativel com as opera-

¢oes de adicao e multiplicacao em Z.
Proposicao 6.10. Sejam z, y e z € Z.
(a) Compatibilidade com a adigdo - Se x <y, entdo x + z < y + z.
(b) Compatibilidade com a multiplicagao - Se x <y e 0 < z, entao zz < yz.

Prova: (a) Se x <y, entdo existe w € Z tal que y = z +w. Logo, de 6.7 segue que

y+z=(4+w)+z=(r+2)+w,comw € Z;,ousejax+z<y+ =z

(b) Se z <y, entdo existe w = (a,0) € Z4 tal que y = z+w. Se z = (b,0), novamente

de 6.7 obtemos yz = (v + w)z = xz + wz, com wz = (ab,0) € Z,. Portanto,

rz < yz. |

6.4 A Imersaode Nem Z

Nesta secao estamos interessados em identificar N com um subconjunto de Z.
Isto sera feito através de uma imersao, ou seja, uma funcao injetora f : N — Z, que
preserva as operacoes de adicao e multiplicacao e as relacdes de ordem.

Definimos f : N — Z, por f(a) = (a,0), para todo a € N. Temos entao:
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o Im(f) = {f(a); a € N} = Z,.

e [ ¢ injetora, ou seja, se f(a) = f(b), entdo (a,0) = (b,0) em Z, o que implica

que a =b em N, paratodoa e beN.

e f preserva as operagoes de adicao, ou seja, f(a+b) = (a +b,0) = (a,0)+ (b,0) =
f(a)+ f(b), para todoa e beN.

e f preserva as operagoes de multiplicacao, ou seja, f(ab) = (ab,0) = (a,0)-(b,0) =
fla)f(b), para todoa e beN.

e f preserva as relagoes de ordem, ou seja, se a < b em N, entao existe u € N tal

que b = a + u. Logo, f(b) = (b,0) = (a+u,0) = (a,0) + (u,0) = f(a) + (u,0),
com (u,0) € Zy, o que implica que f(a) < f(b) em Z.

Assim, no que se refere aos aspectos algébricos e quanto a ordenagao, Z, € uma
copia de N dentro de Z. E coerente portanto, identificarmos N com Z, através de

f e considerarmos que N C Z. Mais especificamente, identificaremos o nimero natural

0 com o ndmero inteiro (0,0), o nimero natural 1 com o ndimero inteiro (1,0) e, mas

geralmente, o nimero natural a com o ndmero inteiro (a,0). Isso feito, temos que

N =7, e, para cada elemento (0,b) € Z_, temos (0,b) = —(b,0) que serd identificado

com —b, ou seja Z_ = {—b; b € N}, como era de se esperar.

Assumindo estas identificacoes, temos
z={..,-2,-1,0,1,2,...}

e cada numero inteiro x pode ser visto como uma diferenga de dois niimeros naturais,

isto é, x = (a,b) = (a,0) 4+ (0,0) = a—b, com a e b€ N, mesmo quando a < b, que

era o que tinhamos em vista com a construcao do conjunto dos ntimeros inteiros.

6.5 Valor Absoluto

Como em Z temos a nocao de inteiros negativos, podemos definir o valor absoluto

de um numero inteiro.
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Definicao 6.11. Seja a € Z. O valor absoluto ou médulo de a é o nuimero inteiro
la|, definido por:

a se a >0,
la| =
—a sea<0.

Temos as seguintes propriedades bésicas:
Proposicdo 6.12. Sejam a e b € Z. Entao:
(a) la| =|—al.
(b) —la] <a <lal.
(c) lab] = [a] - [b].
(d) la+0b] < laf +[b].

Prova: Se a =0 ou b= 0, as afirmagoes sdo imediatas. Entdo assumiremos que a # 0

e b# 0. Note que a > 0 se, e somente se —a < 0, para todo a € Z, com a # 0.

(a) Sea >0, entdo |a| =a=—(—a) =|—al.
Se a < 0, entdo |a| = —a =| —al.

(b) Sea >0, entdo |a| =a e —|a| =—a < a=|al, ou seja, —|a|] < a < |al.
Se a <0, entdo |a| = —a e —l|a| =a < |a|, ou seja, —|a| < a < |al.

(¢c) Sea>0 e b>0,entao ab > 0 e, portanto, |ab| = ab = |al|b|.

Sea>0 e b<0, temos que |a| = a, [b] = —b, |ab] = —(ab). Dai, |a||b| =
a(—b) = —ab e, portanto, |ab| = |a|[b|. O caso em que a < 0e b > 0, é andlogo.
Sea<0 e b<0,entao |a|] = —a, |b| = —b e, como ab > 0, segue que |ab| = ab.

Dai, |a||b] = (—a)(—b) = ab, e entdo |ab| = |al|b|.

(d) Temos do item (b) que —|a| < a < |a] e —|b] < b < |bl. Somando membro a
membro, obtemos —(|a| + [b]) < a+b < |a| + |b].
Se |a+0b| =a+b, como a+b < |a| + |b], segue que |a + b| < |a|] + |b|.
Se la+b] = —(a+0b), entdo —|ja +b| = a+b e, como —(|a| + |b]) < a + b, temos
—(la|] + |b]) < —|a + b|. Portanto |a + b| < |a| + |b]. [

Exercicio 6.13. Mostre que |a| — |b] < |a —b| < |a| + |b], para todo a e b€ Z.
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6.6 Aritmética em Z

6.6.1 Multiplos e Divisores

Nesta secao apresentaremos as nocoes de multiplos e divisores e suas principais

propriedades.

Definicao 6.14. Sejam a e b € Z. Dizemos que a divide b se existir ¢ € Z tal que
b = ac. Também denotamos tal niimero inteiro ¢ por g. Neste caso também dizemos
que a é divisor de b ou que b é miiltiplo de a e, denotamos este fato por a | b.

Caso contrério, dizemos que a nao divide b e escrevemos a1 b.

Exemplo 6.15. Por exemplo, 1 | a, para todo a € Z, pois a = 1-a. Mas, a | 1 se, e
somente se a = £1, pois 1 = ab em Z se, e somente se a = b = +1.
Para o inteiro zero temos, a | 0, para todo a € Z, pois 0 = a - 0. Mas, 0| a, se e

somente se a = 0, pois 0 - b = 0, para todo b € Z.
As principais propriedades da relacao de divisibilidade em Z, sao:

Proposicdo 6.16. Sejam a, b, ¢ e d € Z.

(a) Reflexiva - a | a, para todo a € Z.

(b) Sea|b e b+#0,entao |a| <1b|.

(c) Sea|b e b|a,entdo a = =+b.

(d) Transitiva - Se a |b e b|c, entdo a | c.

(e) Sea|b e alc,entdo a| (bxr+ cy), paratodox e y € Z.

(f) a | b se, e somente se |a| | |b].

(g) Sea=b+c e d]c, entao d | a se, e somente se d | b.

Prova: Mostraremos as afirmacoes dos itens (c) e (e), ficando as outras como exercicio.
Sea|b e b|a,entdo existem o' e b € Z tais que b = ad’ e a = bb. Logo,
b= (bb')d', o que implica que @'’ = 1 em Z, de onde segue que o’ = b’ = £1, ou seja

a = +b, mostrando assim a afirmagao do item (c).
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Para o ftem (e), se a | b e a | ¢, entdo existem a’ e V € Z tais que b = ad
e ¢ =ab. Entao bx + cy = ad'z + ab'y = a(d’'x + b'y), com a'x + by € Z, ou seja,
a| (bx + cy). [

6.6.2 Algoritmo da divisdo ou algoritmo de Euclides

Dados dois nimeros inteiros a e b, sabemos que se b | a, entao existe um nimero
inteiro ¢ tal que a = be. Quando b 1 a, serd que podemos pensar em algo parecido?
Nesta direcao temos o algoritmo da divisao, ou algoritmo de Euclides que diz que para
cada par de niimeros inteiros a e b, existem 1inicos nimeros inteiros g e r tais que
a=bqg+r,com 0 <r <|b. Note que este algoritmo nao tem sentido se b = 0, pois
a = gb+ r, daria a = r o que contradiz 0 < r < 0.

Mostraremos primeiramente a existéncia dos inteiros ¢ e r no caso em que a > 0

e b>0.

Lema 6.17. Sejama e b € Z taisque a > 0 e b > 0. Entao existem nimeros inteiros

q e r taisque a=0bq+r,com 0 <r <b.

Prova: Consideremos o conjunto S = {a — bx; x € Z e a — bx > 0}.

Se x = 0, temos que a — br = a > 0 é um elemento de S, ou seja, S # 0.
Pelo principio do menor nimero natural, temos que existe 7 = min(.S). Como r € S,
podemos escrever r na forma r = a — bg > 0, para algum g € Z. Resta agora mostrar
que 7 < b.

Suponhamos que r > b. Entao temos que a —b(qg+1) =a—-bg—b=r—>b>0e,
portanto, a — b(qg+ 1) € S. Mas isto é uma contradicao, poisa —b(qg+1)=r—b<r =

min(S). Logo r < b, como querfamos. [ |

Mostremos agora o caso geral.

Teorema 6.18 (Algoritmo da Divisdo). Sejam a e b € Z com b # 0. Entao existem

tnicos nimeros inteiros ¢ e r tais que a = bg+r, com 0 < r < |b|.

Prova: Mostremos primeiramente a existéncia dos niimeros inteiros ¢ e r. Comegamos
considerando b >0 e a € Z.
O caso a > 0 segue do lema anterior. Consideremos entao a < 0. Do lema anterior,

temos que existem ¢’ e 1’ € Z, tais que |a| = bg' + 1/, com 0 < 7' < b. Como |a| = —a,
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temos que a = b(—¢') —r’. Se v/ = 0, basta tomar ¢ = ¢ e r =0. Se ' > 0 temos que
a=b(—q¢)—1r"=b(-¢)—b+(b—1") =b(—¢ — 1)+ (b—1') e, neste caso, basta tomar
g=—q¢—-1e r=b—1.

Seja agora b < 0. Para todo a € Z, do feito acima, existem ¢ e r' € Z, tais que
a=|bl¢ + 71", com 0 <7 <|bl. Ouseja, a = (=b)¢ + 1" =b(—¢') + . E, agora, basta
tomar ¢ = —¢ e r=r1'.

Mostremos agora a unicidade dos nimeros inteiros ¢ e r. Suponhamos que existem
inteiros q, r, ¢ e 7’ satisfazendo as condicoes do teorema. Entao a = bg+r = bqg' + 1.
Isto implica que b(q — ¢') = " —r. Assim |b(q¢ — ¢')| = |»' —r| e, como |[b] > 1" e
|b| > 7, temos que |’ —r| < |b| e, consequentemente, |b||(q—¢')| < |b|. Mas |b] > 0, logo
segue que 0 < |g — ¢'| < 1, ou seja, |¢ — ¢'| =0, o que implica que ¢ = ¢’. Substituindo
na igualdade a = bg + r = bq' + r’ segue que r = 1/, o que finaliza a demonstracao do

teorema. [ ]

Na expressao a = bg + r, com 0 < r < [b|, o nimero inteiro a ¢ chamado de

dividendo, b de divisor, ¢ de quociente e r de resto.

Exemplo 6.19. Para a = —79 e b = 11, encontre nimeros inteiros ¢ e r tais que
—79=11qg+7r,com 0 <r <11.

Fazendo a divisao de 79 por 11 encontramos 79 = 11-7+2 e, multiplicando ambos os
membros por —1 obtemos —79 = 11 (—7) + (—2). Claramente, o resto —2 nao satisfaz

a exigéncia 0 < r < 11 mas, adicionando e subtraindo 11, obtemos
—79=[11(-7) = 11]+ [-2+ 11] =11 (-8) + 9.

Como 0 <9 < 11, temos que g = —8 e r =9 satisfazem o requerido.

6.6.3 Maximo Divisor Comum

Nesta secao apresentamos a definicao de maximo divisor comum de dois niimeros
inteiros. Mostramos que sempre existe o maximo divisor comum de quaisquer dois

inteiros dados e, mais ainda, que ele é tnico.

Definicao 6.20. Sejam a e b € Z. Dizemos que o ntimero inteiro d é um maximo

divisor comum de a e b se:

(i) d> 0.



6.6. Aritmética em Z 103

(ii) d|a e d|b;
(iii) SeceZ étal que c|a e c|b, entao c|d.
Comecamos mostrando a unicidade.

Proposicdo 6.21. Para ntumeros inteiros a e b, se existir um maximo divisor comum

de a e b, entao ele é unico.

Prova: Sejam d e d em Z dois méximos divisores comum de a e b. Entao d e d’
satisfazem as condigoes (i), (ii) e (iii) da defini¢ao 6.20. Usando que (ii) vale para d e
que (iii) vale para d’, obtemos que d | d’. Analogamente, usando que (ii) vale para d’
e que (iii) vale para d, obtemos que d’ | d. Assim, d | d" e d' |d. De 6.16 (c), temos
que d = +d’ e, usando (i), obtemos d = d'. [ |

Desde que temos a unicidade, quando existir o maximo divisor comum d de a
e b, escreveremos d = mdc(a,b), ou seja, no que segue, sempre que escrevermos d =
mdc(a, b) estard subentendido que existe o méximo divisor comum de a e b e que ele
é igual a d.

Para mostrarmos a existéncia iniciaremos com alguns resultados auxiliares.

Proposicao 6.22. Sejam a e b € Z. Entao mdc(a,b) = mdc(|al,b) = mdc(a, [b]) =
mdc(|al, [b])-

Prova: Segue diretamente da definicao e de 6.16 (d). [

Usando 6.22 é suficiente mostrarmos a existéncia do maximo divisor comum de dois
inteiros positivos. Mais ainda, da préxima proposicao, podemos assumir que os dois

nimeros inteiros sao nao nulos.

Proposicao 6.23. Se a = 0, entdo mdc(a,b) = |b|, para todo b € Z.

Prova: Segue diretamente da defini¢ao e do fato que b | 0, para todo b € Z. [ |
Proposicdo 6.24. Se a | b, entdo mdc(a,b) = |al.

Prova: De fato, |a| satisfaz:

(i) |a| > 0.
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(i) lal [a e [a] | b;

(ili) Sece€Z étalquec|a e c|b, entao c| |al;
ou seja, |a| = mdc(a, b). [ ]
Proposicdo 6.25. Se a = bg+r em Z, entdao mdc(a,b) = mde(b, 7).

Prova: Por 6.22, podemos assumir que a > 0 e b > 0. Se d = mdc(a,b), entdo d | a
e d|b. De6.16 (e), temos que d | a —bg =r. Portanto d | b e d | .

Por outro lado, se ¢ | b e ¢ | r, entdo novamente por 6.16 (e), obtemos ¢ | bg+r = a.
Portanto ¢ | a e ¢ | b, o que implica que ¢ | d = mdc(a,b). Logo, d = mdc(b,r), como

queriamos demonstrar. |

Usando os resultados acima, mostraremos agora que existe o maximo divisor comum

de quaisquer dois inteiros.

Teorema 6.26. Dados a e b em Z, temos que existe d € Z satisfazendo a definicao
6.20.

Prova: Usando que mdc(a,b) = mdc(b, a) e os resultados acima, podemos assumir que

a > b> 0. Assim, aplicando o algoritmo da divisao repetidas vezes obtemos:

a=bg+ry, com 0<r; <b,
b=riqg+re, com 0<ry<r,

rr=roqs+rsy, com 0<rg<rg,

Observe que, o fato de b > ry > ro > rg > --- > 0, implica que existe um menor

indice n tal que 7,11 = 0. Assim, para algum n, temos:

Th—2 =Tp_1Gn +7Tp, com 0<7r, <r,_q,

Tn—1 = Tndn+1-
Da proposicao 6.25 temos que

mdc(a,b) = mdc(b,r;) = mde(ry, r2) = -+ = mde(rp—1, 7).
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Como 7y, | rn—1, segue de 6.24 que mdc(ry,_1,7,) =y, € portanto, mdc(a, b) existe

e é igual a r,, que é o ultimo resto diferente de zero. |

Exemplo 6.27. Encontre mdc(3248,226).

Aplicando o algoritmo da divisdo até chegarmos em um resto igual a zero, temos:

3248 =14 - 226 4 84
226 =2-84+ 58

84 =1-584 26
08 =2-2646
26=4-6+2
6=3-2+0

Logo, mdc(3248,226) = 2.
Podemos representar estas divisoes repetidas através de uma tabela da seguinte

forma:

14 121112 (4]3
3248 | 226 | 84 | 58 | 26
84 98 | 26| 6 | 2

Definicao 6.28. Dizemos que dois nimeros inteiros a e b sdo primos entre si ou que

a ¢ primo com b se mdc(a,b) = 1.

O préximo resultado mostra que o maximo divisor comum de dois ntimeros inteiros

é uma combinagcao inteira destes niimeros.

Proposicdo 6.29. Sejam a e b € Z. Se d = mdc(a,b), entdo existem z¢ e yo € Z tais

que d = axg + byg.

Prova: Se a =b =0, entao d = 0 e quaisquer xg, yo € Z satisfazem o requerido.
Sea#0 ou b#0, considere S = {azx + by; =,y € Z}.
Comoa-a+b-b=a’+b>>0 e a?+b>c S, temos que em S existem elementos

estritamente positivos. Logo, pelo principio do menor niimero natural, existe o menor

deles. Seja d este minimo. Agora é suficiente mostrar que d = mdc(a,b). De fato:

(i) d > 0 pela maneira como foi escolhido.
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(ii) Como d € S, temos que existem zy e yo € Z tais que d = axg+byp. Do algoritmo
da divisao temos que a = dg+r, com 0 < r < d. Substituindo d nesta igualdade

obtemos

a = (axo + byo)q +,
de onde segue que

r=a(l - qxo) + blg(—yo)]-

Assim, r € S e, como r > 0, pela minimalidade de d, temos que r = 0. Portanto

a = dgq, o que mostra que d | a.

De maneira andloga mostra-se que d | b.
(iii) Sece Z étal que c|a e c|b, entdao de 6.16 (e) temos que ¢ | d = axg + byg. B

Em geral, nao vale a volta de 6.29, somente quando d = 1, ou seja, quando os

inteiros ¢ e b sao primos entre si.

Corolario 6.30. Dois nimeros inteiros a e b siao primos entre si se, e somente se

existem xg e yg € Z tais que axg + by = 1.
Prova: (=) Segue de 6.29 para d = 1.

(«<=) E imediato que 1 >0, 1]|a e 1|b. SeceZétalquec|a e c¢|b, entdo de
6.16 (e) temos que ¢ | axg + byp = 1, o que mostra que 1 = mdc(a, b). [ |

Observacdo 6.31. Uma maneira de encontrar os inteiros xg e o satisfazendo a igual-
dade de 6.29 é usando as divisoes sucessivas da demonstracao da proposicao 6.26. Ve-
jamos como fazer utilizando o exemplo 6.27.

Vimos em 6.27 que 2 = mdc(3248,226), obtido através das divisdes sucessivas:

3248 =14 - 226 4- 84
226 =2-84+58

84 =1-58+426
58 =2-2646
26=4-6+2

6=3-240
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Isolando os restos em cada uma das igualdades acima e, comegando na peniltima
igualdade e substituindo os respectivos restos em cada uma delas, em ordem inversa,

obtemos:

2=26—4-6
—26—4-(58—2-26) = —4-58+9-26
= —4-58+9-(84—1-58)=9-84—13-58
=0.84—13-(226—2-84) = —13-226 + 35 - 84
= —13-226 + 35 - (3248 — 14 - 226) = 35 - 3248 — 503 - 226.

Assim, xg = 35 e yg = —503 satisfaz
2 = mdc(3248,226) = 3248 - x + 226 - yp.

Observe também que esta nao é a unica solucao, somando e subtraindo nimeros

inteiros convenientes, obtemos outras solugoes.

Coroldrio 6.32. Se a e b sao nimeros inteiros com a # 0 ou b# 0 e d = mdc(a,b),

a b
de(=.2) =
mc<d,d>

Prova: Como a # 0 ou b # 0, temos que d = mdc(a,b) > 0. De 6.29 temos que

entao

existem xg e yg € Z tais que d = axg + byy. Entao,

“ ot Ly =1
—XT — =
d 0 dy() )
e o resultado segue do corolério 6.30. |

Também como conseqiiéncia da proposicao 6.29, temos os seguintes resultados sobre

divisibilidade de niimeros inteiros:

Coroldrio 6.33. Se a, b e ¢ sdo numeros inteiros com a | bc e mdc(a,b) = 1, entéo

a|c.

Prova: De 6.29 temos que existem xg e yo € Z tais que axg + byp = 1. Entao,

(ac)zg + (be)yo = c e, como a | ac e a | be, de 6.16 (e), temos que a | c. [
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Coroldrio 6.34. Se a e b sao numeros inteiros divisores do inteiro ¢ # 0 e mdc(a,b) =

1, entao ab | c.

Prova: De 6.29 temos que existem g9 e yo € Z tais que azg + byp = 1. Entao,
(ac)zo + (bc)yo = c. Como a | c e b| ¢, temos que ab | bc e ab | ac. Novamente de

6.16 (e), obtemos que ab | c. [ |

Observacdo 6.35. A nogao de maximo divisor comum pode ser estendida, por recor-

réncia, para mais de dois nameros inteiros, ou seja, para a1, ao,...,a, € Z, temos
mdc(ay,ag, ..., a,) = mde(mdc(ay, az,...,an-1),an).

Nestas condigoes temos que d € Z é o méximo divisor comum dos ntimeros inteiros

ai, as,...,a, Se, € somente se
(i) d > 0.
(ii) d | a;, para todo i =1,...,n.

(iii) Se ¢ € Z é tal que c| a;, para todo i = 1,...,n, entao c | d.

6.6.4 Minimo Multiplo Comum

Agora, apresentamos a definicio de minimo multiplo comum de dois nimeros in-

teiros.

Definicdo 6.36. Sejam a e¢ b € Z. Dizemos que o nimero inteiro m ¢é um minimo

multiplo comum de a e b se:
(i) m > 0;
(ii) m é muiltiplo de a e de b, isto é,a|m e b|m;
(iii) Se m' € Z for multiplo de a e de b, entao m’ serd multiplo de m, isto é, m | m’.

A existéncia e a unicidade do minimo multiplo comum de dois inteiros, segue dire-
tamente da proposicao abaixo, pois o méximo divisor comum de dois niimeros inteiros

existe e é Unico, assim como o valor absoluto de um nimero inteiro.
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Proposicdo 6.37. Sejam a e b€ Z. Entao existe um nimero inteiro m tal que
mdc(a, b) - m = |ab| = |al |0],
e, tal inteiro é um minimo multiplo comum da a e b.

Prova: Note que se a = 0 ou b = 0, entao m = 0 satisfaz a igualdade acima e
também a defini¢do 6.36. Podemos entdo supor que a e b s@do nao nulos e, neste caso,
d = mdc(a, b) # 0.

ab

Vamos entao mostrar que m = v satisfaz a definicao 6.36.

(i) E Sbvio que m > 0.

b b
(ii) Escrevendo m = |a| - U, como d | b, temos que u € Z e, consequentemente,

a | |a| | m. Analogamente, mostra-se que b | m, ou seja m ¢é multiplo de a e de

b.

(iii) Seja m’ € Z multiplo de a e de b.

Entao existem r e s € Z tais que m’ = ar e m/ = bs. Mais ainda, como d | a e
d | b, temos que existem o' e b € 7Z tais que a = a’d e b =1b'd e, do coroldrio

6.32, temos que mdc(a’,b") = 1.

Substituindo @ e b na igualdade m’ = ar = bs e usando que d # 0, obtemos

a'r =b's. Logo o € Z é tal que a' | s com mdc(a’,b') = 1, o que implica do

coroldrio 6.33 que da’ | s, ou seja s = a's, para algum s'ainZ. Assim, m’ = bs =
a

b(a's") = (a'b)s’ = Es’, para algum s’ € Z, de onde segue que m | m’.

|ad]

Assim, m = 7 satisfaz a definicao 6.36, como queriamos mostrar. |

Provado a existéncia e a unicidade do minimo multiplo comum de dois ntimeros
inteiros a e b, o denotaremos por mmc(a, b).

Observe que, como no caso do mdc(a, b), usando 6.37, podemos calcular o mmc(a, b)
sem necessariamente fatorar os nimeros inteiros a e b.

De maneira andloga ao feito para o méaximo divisor comum, podemos definir, usando

recorréncia, o minimo multiplo comum de mais de dois nimeros inteiros.
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6.7 Numeros Primos

O objetivo desta secao ¢ demonstrar o Teorema Fundamental da Aritmética para

numeros inteiros. Iniciamos com a no¢ao de niimeros primos.

Definicdo 6.38. Dizemos que um nimero inteiro p, com p # 0 e p # +1 é primo se
0s Unicos divisores de p sdo £1 e £p. Sea € Z, com a #0 e a # +1 nao é primo,

entao dizemos que a ¢é composto.

Observacdo 6.39. Note que um nimero inteiro composto a pode sempre ser fatorado
num produto a = be, onde b # +1 e ¢ # +1. Mais ainda, devido as propriedades de
divisibilidade, temos que um nimero inteiro negativo p ¢é primo se, e somente se |p|

é primo.

O primeiro resultado sobre niimeros primos relaciona estes com divisibilidade e, de

fato fornece uma defini¢ao equivalente de ntimero inteiro primo.

Proposicdo 6.40. Sejam a, b, e p € Z. Se p é primo e p | ab, entdo p | a ou p | b.
Reciprocamente, se p € Z é tal que p #0 e p# £1 e p | ab, implica que p | a ou

p| b, entdo p é um nimero primo.

Prova: O caso a =0 ou b = 0 é imediato, pois p | 0.

Suponhamos entao que a # 0, b # 0 e que p 1 a. Neste caso, como os tinicos divisores
positivos que p sdo 1 e |[p|, e |p| 1 a, temos que mdc(a,p) = 1. Agora segue de 6.33
que p | b.

Para a reciproca, suponhamos que p seja um inteiro composto. Entao existem
a e b € Z, ambos diferentes de =1, tais que p = ab. Assim, |p| = |a||b|, com
1 < |al, |b] < |p|, o que implica que |p| { |a| e |p| 1 |b]. Consequentemente, p{a, p{b

e p|ab=p, o que contradiz a hipdtese. |

O préximo resultado mostra que o menor divisor positivo, diferente de 1, de um

numero inteiro dado, é um ntmero primo.

Proposicdo 6.41. Seja a € Z, com a # 0 e a # 1. Entdo o minimo do conjunto

S={x€Z; x>1e x|a}éum nimero primo.

Prova: Observe que S # (), pois |a| € S. Entao pelo principio do menor niimero
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natural, temos que existe p = min(S). Se p ¢é composto, como p > 0, temos que
existem b e ¢ € Z, positivos, com b # 1, ¢ # 1, tais que p = be. Assim, 0 < b < p
é um inteiro tal que b | p, e como p | a, entdao b | a, o que implica que b € S, o que

contradiz a minimalidade de p. Logo p = min(S) é primo. |

Para a demonstragao do Teorema Fundamental da Aritmética, usaremos o Segundo

Principio de Indugao que apresentaremos sem demonstracao.

Proposicdo 6.42 (Segundo Principio de Inducdo). Sejam a € Z e P(n) uma afirmagao

associada a todo numero inteiro n > a. Se:
(i) P(a) é verdadeira.

(ii) Para todo inteiro r > a, se P(k) é verdadeira para todo k € Z, com a < k <,

entdao P(r) também é verdadeira.
Entao P(n) é verdadeira para todo n € Z, com n > a.

Teorema 6.43 (Teorema Fundamental da Aritmética). Seja a € Z com a # 0 e
a # £1. Entao existem nimeros primos positivos pi, po, ..., pr € Z, com r > 1, tais

que

a=pi-p2---Pry O G=—p1-Pa--Pr,

se a > 0 ou a < 0 respectivamente. Mais ainda, essa decomposicao é tnica, a menos

das ordens dos fatores.

Prova: Trocando a por |a| se necessdrio, basta mostrarmos o resultado para a € Z,
com a > 1.

Mostraremos a existéncia da decomposicao usando o Segundo Principio de Indugao.

Se a = 2, o resultado segue trivialmente pois 2 é primo. Seja a > 2 e suponhamos
que exista a decomposicao para todo nimero inteiro b, tal que 2 < b < a. Mostremos
que o resultado vale para a. Da proposicao 6.41, temos que existe um numero primo
positivo p; tal que @ = p1 - a1, para algum a; € Z. Se a1 = 1 ou aj é primo,
temos que o resultado segue. Caso contrario, como 2 < a; < a, por hipdtese de inducao
temos que existem nimeros primos positivos po, ps, ..., p, tais que a; = p2-p3 - - - Pr, €,
consequentemente a = p1-ps - - - pr. Assim, de 6.42, temos a existéncia da decomposicao,

para todo ndmero inteiro a > 1.
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Para mostrarmos a unicidade da decomposicao, suponhamos que existam ntmeros

naturais 1 < r < s e nimeros primos positivos pi, p2, --., Pr € q1, G2, - .., s tais que

a=p1 P2 -"Pr=4q1 42 - (gs.

Entao p1 | ¢1 - ¢2 --- gs e, da proposicao 6.40, temos que p; | ¢;, para algum
Jj=1,...,s. Do fato que p; e g¢; sao ntimeros primos positivos, obtemos que p; = g;.
Como queremos demonstrar a unicidade a menos da ordem dos fatores, sem perda de
generalidade, podemos assumir que j = 1, ou seja, que ¢; = ¢i. Cancelando p; em

ambas as fatoracoes de a, obtemos

P2 -"Pr=q2 (s

Repetindo este procedimento r vezes obtemos 1 = ¢,41 -+ ¢s, €, como cada g; ¢

um nimero primo, isso sé é possivel se r = s, o que demonstra a unicidade. |

Observacdo 6.44. Na decomposicao a = +pq - pa - - - pr, 08 nimeros primos envolvidos
nao sao necessariamente distintos. Usando somente niimeros primos distintos podemos

escrever
— (851 a2 (9
a_:l:pl .p2 pk’

para algum 1 < k <r, com o; € N, para todo 7 =1,...,k e ntmeros primos positivos

p1 < pg < --- < pg, que é chamada a decomposi¢ao canénica de a.

6.8 Congruéncias e Aplicacoes
Vocé saberia responder as seguintes perguntas:
e O 264° e 0 118 dias do ano ocorrem num mesmo dia da semana?

e Quais s@o os inteiros que deixam resto 3 quando divididos por 47

Qual é o resto da divisdao de 7'2 por 4?7

Qual é o critério de divisibilidade por 77

Em que dia da semana vocé nasceu?

A partir da nogdo de congruéncia, ou aritmética modular, vamos dar respostas a

todas essas perguntas e mais algumas. KEsta noc¢ao surgiu pela primeira vez no livro
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Disquisitiones arithmeticae, escrito por Carl Friedrich Gauss, publicado em 1800. Até
hoje é usada a mesma notagao introduzida por Gauss.

O que vem a ser congruéncia? E uma linguagem na qual muitas abordagens acerca
de divisibilidade de nimeros inteiros podem ser simplificadas. Vejamos esta nocao

formalmente:

Definicdo 6.45. Seja m € Z, com m > 0 fixo. Para a e b € Z, dizemos que a é
congruo a b médulo m se m | a — b, ou equivalentemente, se a — b for miltiplo de m.

Notagao: a =b mod m.

Exemplo 6.46. 5 =2 mod 3, pois 3 | (5 —2).
2=—1 mod 3, pois 3 | (2 — (—1)).
5= 17 mod 3, pois 3 | (5 — 17).

As propriedades abaixo da relagao de congruéncia moédulo m, nos mostram que

esta é de fato uma relacao de equivaléncia sobre Z, para todo inteiro m > 0.
(i) Reflexiva - a = a mod m, para todo a € Z, pois m | 0 = a — a.

(ii) Simétrica - Se a = b mod m, entdo b = a mod m, pois para todo a, b e m € Z,

temos m | a — b se, e somente se m | b — a.

(iii) Transitiva - Se a = b mod m e b= c mod m, entdo a = ¢ mod m. De fato,
dea=b modm e b=c¢ modm, temos que m |a—b e m |b—c. Logo

m | (a—0b)+ (b—c) =a—c, ouseja, a =c mod m.

O préximo resultado relaciona congruéncia médulo m com o algoritmo da divisao.

Proposicao 6.47. Sejam a e b € Z. Entdao a = b mod m se, e somente se a € b

fornecem os mesmos restos na divisao euclideana por m.

Prova: (=) Desde que a = b mod m, temos que a | a — b, ou seja, existe k € 7Z tal
que a —b = km e, portanto, a = km + b. Na divisao euclideana de a e b por
m, temos que b =qgm +r e a =pm+ s, para algum ¢, p, r e s € Z, com
0<rs<m. Assim, a = (k+ q)m +r = pm+ s e, pela unicidade do quociente

e do resto temos que k+q¢=p e s =r. Portanto os restos sao iguais.

(«<=) Suponhamos que os restos sejam iguais, isto é, a = pm+r e b= g¢gm+r. Entao

a—b=(p—q)m,ousejam|a—be, consequentemente, a =b mod m. |
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Ja estamos em condigoes de responder as duas primeiras perguntas.

e O 264° e 0 118° dias do ano ocorrem num mesmo dia da semana?

Desde que a semana tem 7 dias, temos que eles ocorrem no mesmo dia da
semana se, e somente se 264 = 118 mod 7. De 6.47, isso ocorre se, e somente se
eles tem o mesmo resto na divisao euclideana por 7. Como 264 = 37-7+4+5 e
118 = 16 - 7 4 6, temos que eles nao correm no mesmo dia da semana e, sim em

dias seguidos.

e Quais s@o os inteiros que deixam resto 3 quando divididos por 47
Sao os nimeros inteiros a tais que a =3 mod 4, ou seja, 4 | a — 3. Entao existe

keZ, tal quea—3=4k,istoé,a=4k+ 3, com k € Z.

Dado um nimero inteiro m > 0, desde que = ¢é uma relagao de equivaléncia sobre
Z, podemos considerar o conjunto quociente de 7Z por esta relagao, que denotaremos
por Z,, ou seja, Z,, = {a; a € Z}, onde @ é a classe de equivaléncia representada
por a. De 6.47 temos que se a = gm + 7, com 0 < r < m, entdo a = r mod m e,

consequentemente, @ = 7. Assim,
Zm:{67 T: 7m_1}7

onde

0={a€Z;a=0 modm}={a€Z; m|a}={mk; keZ} =mZ
I1={a€Z;a=1 modm}={a€Z; m|la—1}={mk+1;, k€eZ}=mZ+1
2={a€Z;a=2 modm}={a€Z:m|a—2}==mZ+2

m—1={a€Z;a=m—-1 modm}={a€Z; m|la—(m—-1)}=mZ+ (m—1)

No préximo resultado apresentamos mais algumas propriedades da relagao de con-

gruéncia.

Proposicao 6.48. Sejam m > 0 um inteiro fixo e a, b, ¢ e d € Z. Entao valem as

seguintes propriedades:

(a) Sea=b mod m,entdo atc=b+c mod m e ac=bc mod m.
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(b) Sea=b modm e ¢=d modm, entdo a =c=b+d modm e ac = bd

mod m.

(c) Sea=b mod m e r>1um inteiro, entdo ra = rb mod m e a” =b" mod m.

Prova: (a) Sea=b mod m, entdao m |a—b. Masa—b=(a+c)— (b£c), o que
implica que a £ ¢ = b+ ¢ mod m. Como m | a — b, temos que existe k € Z tal
que a —b = mk, o que implica que ac — be = (a — b)c = m ke = m (kc), ou sejam

m | ac — be e, consequentemente ac = be mod m.

(b) Sea=b modm e ¢=d modm, entdo do item (a) temos que a £ c=b=+c
mod m e bxtc=0b+d mod m. Da transitividade obtemos a+c =b+d mod m.
De maneira andloga, usando o item (a) e a transitividade da relagao, obtemos

ac = bd mod m.

(¢) Sea=b modm e r > 1 um inteiro, entdao aplicando o resultado do item (b)

paraa=c e b=d, r vezes, obtemos ra =rb modm e a"=b" modm. N

Estamos aptos a responder mais uma das perguntas do inicio da segao.

e Qual é o resto da divisdo de 7' por 47

Podemos calcular diretamente 7'2 = 13.841.287.201, depois dividir por 4 e veri-

ficar que o resto é 1.

Usando a congruéncias, podemos resolver de uma maneira mais simples. Desde
que 7=3 mod4 e 3 = —1 mod 4, por transitividade temos 7 = —1 mod 4
e de 6.48 (c), obtemos 7'2 = (—1)2 mod 4, ou seja 72 = 1 mod 4. De 6.47,

temos que o resto da divisao de 7'2 por 4 é 1.

No restante do capitulo, apresentaremos algumas aplicagoes da relagao de congruén-
cia e, responderemos as perguntas que faltam.
6.8.1 Critérios de Divisibilidade

Nesta segao deduziremos e/ou demonstraremos a validade dos critérios de divisibil-
idade conhecidos desde o ensino bésico.

Dado um nimero inteiro positivo n, podemos escrevé-lo na forma

n=ag+a;-10+ag-10> +--- +a, 10",
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onder >0 e 0<a; <9, paracadai=0,1,...,r, sdo os seus algarismos.

No que segue, usaremos esta notacao e, os resultados contidos em 6.47 e 6.48, sem

mencioné-los.

(a)

Divisibilidade por 2 - O ntimero n ¢ divisivel por 2 se, e somente se ag é

divisivel por 2.

De fato, n é divisivel por 2 se, e somente se n =0 mod 2.

Como 10 = 0 mod 2, temos que 10° = 0 mod 2, para todo i = 1,...,r. Assim,

obtemos
n=ay+a -10+as-10>+---4a,-10"=ap+a1-0+---+a,-0 mod 2,
o que mostra que 2 | n se, e somente se 2 | ag.

Divisibilidade por 3 - O niimero n é divisivel por 3 se, e somente se ag+ai+- - -+a,

é divisivel por 3.

De fato, n é divisivel por 3 se, e somente se n =0 mod 3.

Como 10 =1 mod 3, temos que 10° =1 mod 3, para todoi=1,...,r. Assim,
n=agp+a-10+ay-10°+---+a,-10"=ag+a;-14+---+a,-1 mod 3,
o que mostra que 3 | n se, e somente se 3 | (ap +aj + -+ + a,).

Divisibilidade por 4 - O nimero n ¢ divisivel por 4 se, e somente se o nimero
formado por seus dois ultimos algarismos é divisivel por 4, isto é, ag + a1 - 10 é

divisivel por 4.

De fato, n é divisivel por 4 se, e somente se n =0 mod 4.

Como 100 =0 mod 4, temos que 10° = 1 mod 4, para todo i = 2,...,r. Assim,
n:a0+a1-10+a2-102+-~'+ar-10Tan—i—al-lO mod 4,
o que mostra que 4 | n se, e somente se 4 | (ap + a; - 10).

Divisibilidade por 5 - O niimero n ¢é divisivel por 5 se, e somente se é terminado

em 0 ou b, isto é ag ¢é divisivel por 5.
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De fato, n é divisivel por 5 se, e somente se n =0 mod 5.

Como 10 =0 mod 5, temos que 10 =0 mod 5, para todo i = 1,...,7. Assim,
n=ayg+a-10+ay-10*>+---+a,-10" =ag mod 5,
0 que mostra que 5 | n se, e somente se 5 | ap.

Divisibilidade por 9 - O niimero n ¢é divisivel por 9 se, e somente se ag+a1+- - -+a,

é divisivel por 9.

De fato, n é divisivel por 9 se, e somente se n =0 mod 9. Como 10 =1 mod 9,

temos que 10° =1 mod 9, para todo i = 1,...,7. Assim,
n=ay+a -10+as-10>°+---4a,-10"=ap+a,-1+---+a--1 mod?9,
o que mostra que 9 | n se, e somente se 9 | (ag + a1 + -+ - + a,).

Divisibilidade por 11 - O ntmero n ¢é divisivel por 11 se, e somente se ag — a1 +

az —az+ -+ (—=1)"a, é divisivel por 11.

Como n é divisivel por 11 se, e somente se n =0 mod 11, e 10 = —1 mod 11,

temos que 10° = (—1)* mod 11, para todo i = 1,...,7. Assim,
n=ay+a-10+---+a,-10"=ag+ay-(—1)+---+a,-(—1)" mod 11,
0 que mostra o critério.

Divisibilidade por 7 - Quais as condigoes sobre os algarismos de n para que n

seja divisivel por 77

Vejamos, n é divisivel por 7 se, e somente se n =0 mod 7. Como
10°=1 mod 7
101 =3 mod 7
102=32 mod 7= 102=2 mod 7
10°=2-3 mod 7= 10°= -1 mod 7
10 =22 mod 7=103= -3 mod 7
10° = (—1)-2 mod 7= 10°= -2 mod 7
10° = (—=1)2 mod 7=103=1 mod 7
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temos que
n=(ay+a-3+az-2)—(az+as-3+as-2)+(ag+ay-34+ag-2)+--- mod 7,
0 que mostra que

7T|n<7|(ap+a1-3+az-2)—(ag+as-3+a5-2)+(ag+ar-3+ag-2)+---.

6.8.2 A validade de um numero de CPF

O CPF (Cadastro de Pessoa Fisica), emitido pela Receita Federal, é caracterizado
por uma funcgao bijetora entre o conjunto das pessoas fisicas cadastradas e o conjunto
dos ntmeros emitidos.

O numero de um CPF tem exatamente 9 algarismos em sua raiz e mais dois al-
garismos digitos verificadores, que sao indicados por iltimo, ou seja, um CPF tem 11
algarismos e é escrito na forma abedefghi — jk, ou diretamente como abedefghijk,
onde os algarismos nao podem ser todos iguais entre si. O algarismo j ¢é chamado
o primeiro digito verificador do nimero do CPF e¢ k ¢é chamado o segundo digito
verificador do niimero do CPF.

e Regra para determinar o primeiro digito verificador

Comegamos calculando
S1=10a 4+ 9b+ 8c+ 7d + 6e + 5f + 49 + 3h + 2i.
Encontramos r, onde S1 =r mod 11.

Ser=0 ou r=1,odigito j é0 (zero).

Ser=#0 e r#1,odigito jé 1l —r.
e Regra para determinar o segundo digito verificador
Para obtermos k, comecamos calculando
Sy =11a+ 100+ 9c+ 8d + 7e + 6 f + 5g + 4h + 3i + 2j.
Encontramos r, onde So = r mod 11.

Ser=0 ou r=1,odigito £ é 0 (zero).
Ser#0 e r#1,odigito j é 11 —r.

Exercicio 6.49. Verifique se o nimero de seu CPF ¢ vilido.
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6.8.3 Em que dia da semana vocé nasceu?

Para responder essa pergunta, comecamos associando um numero a cada dia da

semana da seguinte forma

Nimero | Dia da semana
0 sdbado
1 domingo
2 segunda-feira
3 terca-feira
4 quarta-feira
5 quinta-feira
6 sexta-feira

A cada més associamos uma constante M, chamada a constante do més, entre 0
e 6 correspondente ao dia da semana do ultimo dia do més anterior. Por exemplo, no
més de setembro de 2010, o dia primeiro foi quarta-feira, o dia anterior foi terca-feira
e, portanto M = 3.

Para tal constante temos a seguinte propriedade de demonstracao imediata:
Lema 6.50. (M + dia ) = ( dia da semana ) mod 7.

Por exemplo, para o dia 14 de setembro de 2010, temos 3+ 14 = 17 = 3 mod 7.
Portanto, dia 14 de setembro de 2010 foi uma terca-feira.
Com a férmula de 6.50, o problema de descobrir o dia da semana de alguma data

se reduz a descobrir a constante M do més correspondente.
e Como calcular a constante do més seguinte?

Note que, por defini¢do, a constante do més seguinte (outubro/2010) é o dia da
semana do ultimo dia de setembro/2010. Como setembro tem 30 dias e 3+30 =33 =5
mod 7, temos 6.50 que dia 30/09/2010 foi em uma quinta-feira. Portanto a constante
do meés de outubro de 2010 é M = 5.

e Como calcular as constantes dos meses futuros a setembro/20107

Note que 30 =2 mod 7 e 31 =3 mod 7. Com isso obtemos:
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N: Numero de dias només | 30 | 31 | 30 | 31

N=3o0u2 mod?7 31213
Meés S|{O|N|D
M 5101|315

Observe que para obtermos a constante do més seguinte, somamos a constante ao

nimero acima e tomamos a congruéncia moédulo 7.
e Como calcular as constantes dos meses anteriores a setembro/20107

Como o més de fevereiro é anterior a setembro, é preciso saber se o ano em questao
¢ ou nao um ano bissexto.

Sao considerados anos bissextos aqueles que sdo multiplos de 4 e que nao sejam
multiplos de 100, com excecao dos multiplos de 400.

Em termos de congruéncias, se A €é o ano em questao, entao A é bissexto
se, e somente se A = 0 mod4 e A # 0 mod 100, ou A = 0 mod 400. Como
2010 = 2 mod 4, temos que 2010 nao é bissexto.

Note que 28 =0 mod 7 e 29 =1 mod 7. Usando este fato e o fato que 2010 nao

é bissexto, obtemos

N 31 |28/29 (3130|3130 |31|31]30
3,20u0/1| 3 0/1 312131233

Meés J F M|A M| J|J|A]S

M 0 3 316|146 2|5

Observe que para obter as constantes dos meses anteriores, subtrai-se & constante
o numero acima do més anterior e toma-se a congruéncia modulo 7. para obter a

constante do més anterior.

Em uma sé tabela as constantes referentes ao ano de 2010.

3,20u0/13(0/1|3 |23 |2|3[3|2[3]|2]3
Meés JI' F I M|A|M|J[J|A|S|O|N|D
MO 31 3 6 |1]4(6[2]5[0|3]|5

Juntando as constantes para 2009 e 2011, obtemos:
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3,20u0/1|3(0/1| 3|23 |2/3|3|2[3|2]3
Més |J| F |[M|A|M[J|J|A|S|O|N|D
2000 (4] 0 |0 3|5 |1[3/6[2]4]0]2
2000 (0| 3 |3 /6|1 |4[6/2[5]/0][3]|5
2011 |[1] 1 |4|6|2|4/0/3]|6|1|4]6

e Como saber o dia da semana em uma data qualquer, passada ou futura?

Como 365 =1 mod 7 e 366 =2 mod 7, temos que irmos para um ano A futuro
(resp. passado) precisamos somar (resp. subtrair) o nimero de anos da diferencga

(2010 — A) adicionado do nimero de 29’s de fevereiro entre estas datas.

Exemplo 6.51. Eu (Ires) nasci no dia 19 de junho de 1959. Em que dia da semana eu

nasci?

Queremos saber a constante M do més de junho de 1959. Portanto A = 1959.
Assim (2010 — A)+ (o ntmero de 29 de fevereiro entre as datas) é 51 + 13 = 64 ¢
64=1 mod 7.

Como a constante do més junho de 2010 é M = 4, temos que a constante do meés
junho de 1959 é 4 — 1 =3 mod 7, ou seja M = 3.

Assim, de 6.50, obtemos M + 19 =3+ 19 =22 =1 mod 7, ou seja, eu nasci em

uma segunda-feira.

Exercicio 6.52. Em que dia da semana vocé nasceu?

6.9 Exercicios

1. (a) Prove que a soma de dois nimeros inteiros pares é par e que a soma de dois

nimeros inteiros impares também é par.

(b) O produto de dois ndmeros inteiros é impar se, e somente se, ambos sao

impares.
2. Se a e b sdo numeros inteiros, com a # 0 e b # 0, mostre que

a® = b= (a—b)(a" 1+ a" b+ .. +ab 2+, Vn>1.

3. Sejam z e y numeros inteiros tais que zy = 1. Mostre que x = y = 1 ou

r=y=—1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Paraa, b e c € Z, mostre que a < b+ c se, e somente se a — b < c.

. Paraa, b e c€Z,coma<be c<d, mostre que:

(a) a—d<b—ec
(b) bc+ ad < ac+ bd.

Mostre que, para todo n € Z, o conjunto {x € Z; n <z <n+ 1} é vazio.

Considerando a relacao < definida em Z, mostre que ela é transitiva e a com-
patibilidade com a adicao.

Sejam a, b € Z e d = mdc(a,b). Mostre que:

(a) mdc(sa,sb) = sd.

(b) mdec (;‘ Z) ~ 1.

Se n > 0 ndo é miltiplo de 3, mostre que a = 3>® + 3" + 1 é divisivel por 13.

Encontre o quociente e o resto na divisao euclidiana de a por b nos seguintes

Casos:

a=390,bb="74 a=—124,b=18 a = —420, b = 58.

Na divisao euclidiana de 326 pelo inteiro b > 0, o quociente é 14 e o resto é r.

Ache os possiveis valores de b e r.
Seja m um inteiro impar. Mostre que o resto da divisao de m por 4 é 1 ou 3.

Seja a um inteiro. Mostre que:
(a) Um dos inteiros a, a + 1 ou a + 2 é divisivel por 3.
(b) Um dos inteiros a, a + 2 ou a + 4 é divisivel por 3.

(¢) Um dos inteiros a, a + 1, a + 2 ou a + 3 é divisivel por 4.

Seja m um inteiro.
(a) Mostre que o resto da divisio de m? por 3 é 0 ou 1.

(b) Se m é um inteiro impar, mostre que o resto da divisdo de m? por 4 é 1.

(a) Se n ¢é um inteiro par, mostre que mdc(n,n + 2) = 2.

(b) Se n é impar, mostre que mdc(n,n + 2) = 1.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sejam a e b, € Z. Mostre que mdc(a,b) = 1 se, e somente se mdc(a + b,b) = 1.

Encontre os restos nas seguintes divisoes:
(a) 2% por 7.

(b) 111 por 100.

(c) 52 - 4841 + 285 por 3.

Qual é o resto na divisao euclidiana de s = 1° 4+ 25 + 3% + ... + 99° + 100° por 4?
Justifique.

(a) Se a ¢é um cubo perfeito (a = t3, para algum ¢t € Z), entdo mostre que
a=0,10ou—1 mod 9.
(b) Se a é um quadrado perfeito (a = t2, para algum ¢t € Z) e também um cubo

perfeito (a = s3, para algum s € Z), mostre que a =0, 1, 9 ou 28 mod 36.

(a) Mostre que todo numero inteiro primo é da forma 4k + 1 ou 4k + 3, com
ke Z.

(b) Mostre que todo nimero primo ( é da forma 6k +1 ou 6k + 5, com k € Z.
Sejam a e b numeros inteiros e p um numero primo. Verificar se as afirmacoes
abaixo sao verdadeiras ou falsas.

a) Se p divide a®? +b? e p divide a, entdo p divide b.

b) Se p divide ab, entdo p divide a e p divide b.

(
(
(c) Se p divide a + b, entao p divide a e p divide b.
(d) Se a divide p, entdo a é primo.

(

e) Se a divide b e p divide b, entao p divide a.
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No conjunto dos ntimeros inteiros, temos que a equacao a- X =b,coma e b€ Z,
tem solucao se, e somente se a | b. Podemos sempre assumir que a # 0, pois caso
contrario, b também seria igual a zero e a equacao seria 0 = 0. Mais ainda, usando a
lei do cancelamento para o produto, temos que quando esta equacao tem solucao, ela
é Unica. Queremos ampliar o conjunto dos nimeros inteiros, construindo um conjunto
onde esta equagao sempre tenha solu¢do uinica, mesmo quando a 1 b. Note que a solugao
serd X = o com a#0 e b€ Z. Assim, queremos construir um conjunto, ”contendo”

Z, onde faca sentido este "quociente” e que contenha todos os quocientes deste tipo.
4 6 10 90
27 37 57 45

das, o numero inteiro 2. Mas, seria muito bom se tivéssemos uma certa unicidade de

Observe, por exemplo, que expressoes do tipo representam, to-

representacao.

4 10
Note que a igualdade 5= 7% em 7 é equivalente a 4-5 = 2-10. Isso nos ajuda

a entender a construgao que faremos a seguir.

Seja Z* ={n € Z; n #0}. Em Z x Z* definimos a relacaio ~ por:
(m,n) ~ (p,q) <= mq=np,

para todo (m,n) e (p,q) € Z x Z*.

A relagdo ~ acima é uma relacdo de equivaléncia sobre Z x Z*. (Verifique este
fato como exercicio)

Portanto, determina em Z x Z* uma particao em classes de equivaléncia. Para

cada par (m,n) € Z x Z*, a classe de equivaléncia representada por esse elemento, serd

- 125 -
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3

indicada por (m,n) = —, ou sej
n

% ={(z,y) €ZXZ"; (x,y) ~ (m,n)} ={(x,y) €EZ X Z*; xn=ym}.

Por exemplo:

{(=,
{(
{(

g ) € Z x Z¥; (z,y) ~ (5,6)}

T,y
x,y) € L x L*; 6x = by}
5,6),(—5,—6),(10,12), (-10,—12),--- }.

mr L,
Observe que — = — se, e somente se (m,n) ~ (r,s) isto é,
n s

m
— = — &< ms=nr.

n s

O conjunto quociente (Z x Z*)/ ~, de todas as classes de equivaléncia determinadas

pela relagdo ~ sobre 7Z x Z*, serd denotado por @Q, ou seja,
Q= {m; (m,n) € Z x Z*}.
n

. . -~ m
Observe que cada =z € Q admite infinitas representacées —, com m € Z e n € Z*.

n
Em cada uma das representacoes, o nimero m ¢é o numerador e n o denominador.
Mais ainda, dois elementos z e gy no conjunto @Q sempre admitem representacoes

. . . m T - m ms
com denominadores iguais, pois se t = — e y = —, entdo temos que — = — ¢
n S n

ns
room :
- = —, pois (m,n) ~ (ms,ns) e (r,s) ~ (rn,sn).
S n

Os elementos de Q sao ditos serem nimeros racionais uma vez que definamos uma
operacgao de adi¢ao, uma de multiplicacao e uma relacao de ordem, satisfazendo certas

propriedades, como faremos a seguir.

7.1 A adicdo em Q

Definicdo 7.1. Sejam x = m Yy = T elementos de Q. Definimos a adigao de =z
n s

com y, e indicamos por x + y, como sendo o elemento de Q
m T ms = nr ms + nr
n s ns ns ns
Como nesta definicao envolve a escolha de representantes das classes de equivaléncia,
devemos mostrar que esta definicdo nao depende da escolha de tais representantes, ou

seja que a adicao estd bem definida em Q.



7.1. A adi¢ao em Q 127

/ ,r,l

m m r ~
Para tanto, se x = — = — € y=— = —, entao temos que
non s s
mn’ = nm/, ()
e
/ /
rs = sr', (k)
Multiplicando (*) por ss’ e (**) por nn’ e somando membro a membro, obtemos
!/ I /N !
msn's +rnmr =nsms +nsrn
) . PP ms+rn  m's'+r'n
ou seja, (ms + rn)n's’ = ns(m's’ + r'n’) e, portanto, = , 0 que

ns n's'
mostra que a adi¢ao estd bem definida.

No proximo resultado apresentamos as principais propriedades desta operacao.
Teorema 7.2. Para x,y e z € Q, valem as seguintes propriedades:
(a) Associativa - (x +y) +z=x+ (y + 2).
(b) Comutativa - x +y =y + x.

0
c) FElemento Neutro - Existe 0 = — = - =..- em Q, tal que 0 + x = x, para todo
1
z € Q.

(d) Elemento Oposto - Para cada x € Q, existe y € Q tal que z +y = 0.
(e) Lei do Cancelamento - Se x+y =z + z, entdo y = z.
Prova: Exercicio. |

Observacdo 7.3. Usando a Lei do Cancelamento, pode-se mostrar que o elemento
neutro é unico e, que para cada = € Q, o elemento y satisfazendo a propriedade (d)
também é tnico, o qual serd denotado por —z e dito ser o oposto ou simétrico aditivo
de =z.

Para x e y € Q, diremos ser a diferenca entre x e y e indicaremos por z — y, ao

nimero racional z —y = z + (—y).

Tal como em Z, com demonstracoes andlogas, temos algumas propriedades envol-

vendo adi¢ao e opostos.
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Proposicdo 7.4. Sejam z, y e z € Q. Valem as seguintes propriedades:
(a) —(z+y)=-z—y.
(b) @—y)+y=u=
() zta=y<=a=y—u.

Prova: Exercicio. [ |

7.2 A Multiplicacdo em Q

Definicao 7.5. Sejam x = m e y= r elementos de Q. O elemento de Q dado por
n s

mr
TY =29 = s ¢ dito ser o produto de = por y.

Mostre que essa definicdo nao depende das particulares representacoes escolhidas
para x e 1y, ou seja, que a operacao de multiplicacao em Q estd bem definida.

Para tal operagao temos as seguintes propriedades elementares:

Teorema 7.6. Sejam z, y e z € Q. Valem as seguintes propriedades:
(a) Associativa - x (yz) = (zy) 2.
(b) Comutativa - xy = yx.

1 2
c) FElemento Neutro - Existe 1 = = = = = - = ... em Q, tal que 1z = z, para
1 2
todo x € Q.

(d) Elemento Inverso - Para cada x € Q, com z # 0, existe y € Q tal que zy = 1.
(e) Distributividade - x(y + 2z) = xy + 2.
(f) Lei do Cancelamento - Se xy = xz e x # 0, entdo y = z.

Prova: Vamos mostrar os itens (c), (d) e (f), ficando a demonstragao dos outros como

exercicio.
m m 1 m-1 m
(¢c) Parax=— € Q,temos que z-1=— -~ = —— = — =z
m ™ n 1 n-1 n n
(d) Sex = — #0em Q, entdo m # 0, e, consequentemente, y = — € Q. Mais ainda,
n m
m n o mn ,
— . — = — = - =1, como queriamos mostrar.
n m mn 1
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—

(f) Se xzy = 2z e = # 0, entao de (b) temos que yr = zz. Mais ainda, como z # 0,
entao do ftem anterior, existe ' € Q tal que zz’ = 1. Assim, multiplicando a equagao
yx = zz por x’ e usando a associatividade, obtemos y(zx') = z(zz'), ousejay-1 = 2-1,

o que implica que y = z. |

Observacdo 7.7. Como na adi¢do, usando a Lei do Cancelamento para a multipli-
cacao, pode-se mostrar que o elemento neutro é tnico e, o elemento ¥y satisfazendo
a propriedade do item (d), também é tinico. Tal elemento serd dito ser o inverso ou

simétrico multiplicativo de z e denotado por z~'.

Com relacao a inversos temos:

Exercicio 7.8. Para x e y € Q, mostre que:
(a) Se x #0, entdo (z71)~! =ua.
(b) (z-y) =27ty

Mais ainda, ainda usando a nocao de inverso, podemos definir a operacao de divisao

sobre @ como segue:

Definicdo 7.9. Sejam xz € Q e¢ ye€ Q* = {z € Q,x # 0}. A operagao de Q x Q*

1

em Q que a cada par (z,y) associa o nimero racional x -y~ é chamada de divisdo

1

em Q. O elemento x -y~ é dito ser o quociente de x por y e também poderd ser

indicado por z : y.

Exercicio 7.10. Mostre que (x +y):z2=z:2+y:z, paratodoz, y € Q e z € Q*.

7.3 Relacdo de Ordem em QQ

Observe que dado = € Q sempre poderemos considerar uma representacao para x
em que o denominador seja um nuimero inteiro maior que zero. Isso segue do simples
m  —m
fatoque zr = — = —.
n —n
Definicdo 7.11. Sejam x e y ntimeros racionais com representagoes em que 0s respec-
tivos numeradores sejam estritamente positivos,isto é, z = — e y=—,comn >0 e
n S
s >0 em Z. Dizemos que x é menor ou igual a y e escrevemos x < y se ms < nr em

Z. Neste caso, dizemos também que ¥y ¢ maior ou igual a x e escrevemos y > x.
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Se ms < nr em Z, dizemos que x é menor que y (r < y) ou que y ¢é maior que

x (y > x).

-8 3
Exemplo 7.12. Note que — <7 pois (=8)-4<3-7 e

4
1 >g, pois 5-5> 6 - 4.

S| Ot

Dizemos que um elemento z = m € Q, comn >0 ¢é positivo se = > 0, e, isto
ocorre se, e somente se m > 0. Ql?ando x > 0, ou seja, m > 0, dizemos que =x é
estritamente positivo. Se z < 0, isto é, n > 0 e m < 0, dizemos que = é negativo.
Quando m < 0, dizemos que x é estritamente negativo.

A relagao definida acima, é analoga a relacao de ordem definida sobre Z, ou seja,

vale o seguinte resultado:

Proposicdo 7.13. Sejam z e y em Q tais que z < y. Entdo existe z € Q, positivo, tal

que y =z + z.

m r
Prova: Dados x e y em Q, podemos escrever t = — e y = —, com n > 0.
n n

Se x >y em Q, entao mn > rn em Z e, como n > 0, obtemos m > r. Pela defini¢ao

da relacao de ordem sobre Z, temos que existe u € Z, tal que r = m + u. Assim,

T m+u m o u
y:—: :——‘——:x—i—z,
n n n n

u 7 ., . .
onde z = — € Q é positivo, pois u > 0 e n > 0, o que mostra o resultado. |
n

No préximo resultado mostraremos que <, como definida acima, é uma relagao de

ordem total sobre Q.
Teorema 7.14. A relagcao < ¢é uma relacao de ordem total sobre Q.

Prova: Assumiremos que todos os denominadores dos elementos considerados em Q,
sejam estritamente positivos.
. m r P
Sejamx = —, y= - e z= = elementos de Q.
n S q

(i) < é reflexiva.

De fato, para todo x € Q, temos que

m m
r<ri—=— < — <= mn=nm,
n n

pois o produto de nimeros inteiros é comutativo.
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(ii) < ¢ anti-simétrica.

. . .. m _r ro_m

Sejam z e y elementos de Q tais que x <y ey < x, ouseja, — < — e — < —.
n ] ] n
Entao ms <nr e rm<sm em Z.
. . m ro. ,
Portanto, ms = nr, o que implica que — = —, isto é z = y.
n s
(iii) < é transitiva.

. . .. m _r r _p

Sejam z, y e z elementos de Q taisquex <yey < z,ouseja, — < —e — < =,
n s s q

Entao ms < nr e rqg < sp em Z. Logo, msq < nrq e rqn < spn. Usando a
transitividade da relacao de ordem em Z temos que msq < spn, e como s > 0,

. m p .
temos que mq < pn. Assim, — < =, ou seja = < z.
n q

(iv) < é uma ordem total.

Sejam z e y elementos de Q. Queremos mostrar que x < y ou ¥y < x, ou seja

m T ro_m .
— < - ou — < —. Isso ocorre pois, em Z, temos que ms < nr ou nr < ms.
n s s n

O préximo resultado mostra que esta relagao de ordem é compativel com as opera-

¢oes de adi¢ao e multiplicacdo em Q.
Proposicao 7.15. Sejam z, y e z € Q.
(a) Compatibilidade com a adigdo - Se x <y, entdo z + z < y + z.
(b) Compatibilidade com a multiplicagio - Se x <y e 0 < z, entao zz < yz.

Prova: Exercicio. [ |

7.4 A imersao de Z em QQ

Como feito no capitulo anterior, com N e Z, nesta secao estamos interessados em
identificar Z com um subconjunto de Q. Isto sera feito através de uma imersao, ou seja,
uma funcao injetora f : Z — Q, que preserva as operagoes de adigdo e multiplicagao e
as relacoes de ordem.

Definimos f : Z — Q, por f(m) = ?, para todo m € Z. Temos entao:

o Im(f) = {?, m € Z}.
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—t

m n
e f é injetora, ou seja, se f(m) = f(n), entao T =7 em Q, o que implica que

m-1=n-1 em Z, ousejam =n, paratodom e n € Z.

e f preserva as operacoes de adicao, ou seja,

m+n m n
fm+n) = =—+==f(m)+ f(n),
1 1 1
para todom e n € Z.
e f preserva as operacoes de multiplicacao, ou seja,
m-n m n
f(m-n) = =— - =f(m)- f(n),

1 11
para todom e n € Z.

e f preserva as relagoes de ordem, ou seja, se m < n em Z, entdo existe u € Z

tal que n = m + u. Logo,

_|_
ML

com % >0 em Q, o que implica que f(m) < f(n) em Q.

Assim, no que se refere aos aspectos algébricos e quanto a ordenacao, Im( f) {?7 m € Z}
é uma cépia de Z dentro de Q. E coerente portanto, identificarmos Z com Im(f)
através de f e considerarmos que Z C Q. Mais ainda, como N pode ser visto como
um subconjunto de Z, temos N C Z C Q. Como era de se esperar, cada nimero inteiro
m serd identificado com ? em Q e, omitiremos o denominador 1 ao escrevé-lo.

Assumindo estas identificacoes, se m e n € Z, com n # 0, entao

.m n_m 1 m
m.n—T.T—T-E—EEQ.
Vamos agora responder a questao formulado no inicio do capitulo.

Dados numeros inteiros a e b, com a # 0, a equagdo a - X = b admite uma tnica

solucdo em Q, & saber, X =a~'-b=0b:a = —, mesmo quando a { b.
a

7.5 Exercicios
1. Prove que a relagdo ~ definida em Z x Z* por
(m,n) ~ (p,q) <= mq = np

é uma relacao de equivaléncia.
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2. Em relag@o as operacoes de adigdo e subtracao definidas em Q, prove que para
quaisquer que sejam a, b, c € Q valem as seguintes propriedades:
a) Associativa: (a+b)+c = a+(b+c)
b) Comutativa: a+b=0b+a
c) —(a+b)=—-a—>b
d)(a—b)+b=a
e)atrx=b<—=zr=b—a
flatb=a+c=b=c
3. Para quaisquer a, b, c € Q prove que valem:
2) (a) = a
b)(ab)~t =a~'b7
c) a(b+c) =ab+ ac
d)(a+b):c=a:c+b:c
a(~b) = (~a)b = —(ab)
(—a)(=b) = ab

@

)
)

—h

4. a) Seja x um elemento de Q tal que z + @ = «, para todo a € Q. Mostre que
z = 0.

b) Demonstrar que o oposto de um racional é tnico.

5. Mostre que toda equagao da forma ax = b, onde a,b sao nimeros racionais,
b # 0, tem solugao em Q. Mostre também que essa solugao € tnica.

6. Mostre que para toda terna x,y, z de racionais tem-se que:
a) Se x <y, entdo x + 2z <y + 2.
b)Sex <y e 0<z entao zz < yz.

7. Se x e y sao racionais tais que z < y, entao sempre existe um racional z tal que

r<z<y.

8. Sejam x e y racionais positivos. Prove que existe um natural n tal que nx > y.

(Propriedade Arquimediana em Q.)
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