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Capitulo 1

Calculo Vetorial

1.1 Integrais de Linha

Sejam 2 um aberto de R? e v : [a,b] — Q C R? uma curva suave (isto ¢, v/(¢) é continuo

ey (t)#0,Vt € [a,b]). Seja ainda f: Q) C R? — R.

v P
. P, 5.

SN

Tomemos A =~y(a) e B=~(b).

Seja a =ty < t; <--- <t, =>buma particao de [a,b]. Esta partigdo em [a,b] determina
uma particao do arco AB em arcos P:—J'ﬁ, onde P, =~(t;), i=1,...,n.

Sejam AS; = comprimento do arco P;:F% e [|All = max AS;.

TN
Em cada arco P,_; P, tomamos (u;,v;) e formamos a soma

Z f(uz‘,vi)ASi



Definigao 1. A integral curvilinea de f sobre v de A até B ¢ definida (e denotada)

por:
J(x,y)ds = lim fuz’vz Si s
/7 (@y) A]l— Z
desde que o limite exista independentemente da escolha de (u;,v;) € Pi_1P;.

Obs: A integral anterior é também conhecida como integral de linha relativa ao com-

primento de arco.

Uma condicao suficiente para garantir a existéncia da integral em questao é dada a seguir.

Teorema 2. Se vy : [a,b] — Q CR?, y(t) = (g(t), h(t)) € suave e f(x,y) € continua em 2,
entao existe /f x,y)ds e

/fxy@—/f ) VIIOE+ WOE di

A prova deste teorema é bastante técnica. O leitor interessado podera consultar, por

exemplo: ADVANCED CALCULUS - BUCK.

Observagao: Se usarmos a notacio vetorial para v e colocarmos 7(t) = g(t)i+h(t)j , temos:

[ fads= [ o) Iy @l

Muitos autores ja definem a integral por esta féormula.

Observe que no caso particular de f(z,y) = 1 temos que / f(x,y)ds é o comprimento da
curva . !

Uma curva v : [a, b] — R? continua é dita suave por partes se existe uma particao finita
de [a, b] em subintervalos tal que a restrigao de v a cada subintervalo seja suave. Neste caso,

definimos / f(z,y)ds como soma das integrais das restrigdes.

Interpretagcao Geométrica

Suponhamos f continua, com f(z,y) > 0 em 2.



T

Area da regido hachurada: f (ug,v5) - AS;
E natural entdo:
/ f(z,y)ds = area da superficie cilindrica de base AB com altura determinada pelo
”

grafico de f (uma espécie de cortina).

Interpretacao Fisica:

Encarando a curva - como um fio delgado e f(z,y) = densidade em (z,y), temos:
fus, v;)AS; ~ massa de P;:JDZ: Am;

Z fug,v)AS; ~ Z Am,; é, assim, uma aproximacao da massa total M do fio.

1

Assim,

M = /f(m,y)ds.
v
Exercicios resolvidos
1. Calcular /f(a:,y)ds onde f(z,y)=2*+y e y(t) = (3t,t*), t €]0,1].
y

Resolucao:

/f(x,y)ds = /01(27253 +1%) VO 9t dt =
v

1
= /84153\/1—1—154 dt = ...
0

= 14(2v2 —1).



2. Calcular a area da regiao representada abaixo.

z

™

Resolugdo: Consideremos v : [0, 2] — R? definida por y(t) = (cost,sent). Entéo a drea

A da superficie sera dada por:

A = lf(x,y)ds =

/2
= / (cos*t + 2sen?t) - Vcos?t + sen?t dt =
0

/2 T/ 1
= / (1+Sen2t)dt:/ 14+ =(1 —cos2t)dt =... = —

—0—0—0—0—0—0—0—0 —

Consideremos v : [a,b] — Q C R2 ~(t) = (g(t),h(t)), suave, f(z,y) continua em €.
Se, ao invés de AS; usarmos Az; = z; — x;_1, onde P; = (x;,7;), na definigdo de integral
curvilinea, obtemos a integral curvilinea de f sobre v em relagao a x, dada (e denotada)

por:

/f:r;ydx— lim quz,vz )Ax;

All=0

Analogamente,
[ iy = tim 3 A
” 1A]—0 <

Estas novas integrais podem ser calculadas através das formas:

/ f(y)dz = / F(g(t), h(t))g'(t)dt
/ f(x,y)dy = / F(a(t), (D) M (t)dt
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Observacgao:

Tudo o que foi feito até aqui é generalizavel de maneira analoga para trés ou mais variaveis.

Exercicio proposto

Calcular /nydx e /nydy quando:
Y

~

a) v ¢ osegmento de (0,0) até (1,1).
b) 7 éapardbola y=2% 0<z<1.
c) v ¢ osegmento de (1,1) até (0,0).
— 0—0—0—0—0—0—0—0—

Seja 7y :[a,b] = QC R ~(t) = (g(t),h(t), k(t)) suave.
Sejam  fi(z,y,z), falz,y,2) e f3(z,y,z) funcdes continuas em €.

A soma
/f1($,y,2)d$+/f2(l’,y,2)dy+/fg(!ﬂ,y,Z)dZ
¥ ¥ ¥
sera indicada por

/ fi(ey, )z + fale,y, 2)dy + fola,y, 2)dz
Y

Intrepretacao Fisica

Suponhamos ~-trajetéria de um objeto sujeito a um campo de forgas

ﬁ<x7y72> = fl(x7y7 Z);—i_ f2(x7y7 Z)j_'_ fS(xayvz)];
Se F ¢é constante e v uma reta, temos:

—

Trabalho = F'.  (vetor deslocamento),

onde . denota o produto escalar.




—

Se I nao é constante ou ¥ nao é uma reta, particionamos < num numero finito de
arcos.
TN

Se ||A|| é pequena, o trabalho realizado por F a0 longo do arco P,_1 P, pode ser aproxi-

mado por

AW; = F(Pisy) « (Azii+ Ay j + Az k) = fi(Po) Az + fo(Poi) Ayi + f3(Prm1) Az

w

isto é,

[
b
EB
]
>
g

W = /fl(x,y, 2)dx + fox,y, 2)dy + f3(x,y, 2)dz

—0—0—0—0—0—0—0—0 —

A integral anterior pode ser expressa em forma vetorial. Eo que faremos a seguir.

Sejam 7y : [a,b] — Q C R® ~(t) = (g(t),h(t),k(t)) [ou na notagao vetorial 7(t) =
g(t)i 4+ h(t)] + k(t)k] uma curva suave e F(xz,y,2) = fi(z,y,2)i + fa(z,y, 2)] + fs(z,y, 2)k
um campo continuo sobre 2.

Entao:

/f1($,y,z)dx+f2(37,y,z)dy—|—f3(:c,y, 2)dz =

=/ [F1(g(8), h(t), k(1)) - g'(t) + fag(t), h(1), k(2)) - I'() + f3(g(t), h(t), k(1)) - K'()]dE =

b 3 —
= / F(y(t)) .+ (t)dt Fotagao /F dr' , a qual serd chamada de integral de linha do
a v

campo F sobre v .



Vejamos agora uma relacao entre a integral de linha de um campo vetorial e a integral de
linha com relacao ao comprimento de arco.

Denotemos por T (P) o vetor unitario tangente a 7 em P .

~

0]
= [1Fo@)-Towlh@ld = [ Fow). Tomds 22 [F. 7

[ o= | Foenta= [ [Faw. 0] ol =

Resumindo:

W:/ﬁ.dF:/abﬁ(y(t)).y’(t)dt:/ﬁ.fds

o

Obs: Note que F.Téa componente tangencial de F com relacao a curva.

Exercicios resolvidos

1. Calcular /ﬁ d onde F(z,y) = zi+1yj e ~(t) = (cost,sent), t € [0, 7).
v

8



Resolucdo: Observe que deveremos ter a integral igual a zero, uma vez que o desloca-

mento se processa perpendicularmente ao campo.

by

De fato:

/ﬁ.d?”:/ (CostZ—ksentf).(—sentz+costj)dt:/ 0dt=0.
v 0 0

—

2. Calcular o trabalho realizado por F ao longo de +, onde F(z,y) = (z,y) e

Resolucao:

W= / F.di= / Fa(0)- 7't = / F(y(t)) - v (8)dt + / Fly(t)) - ' (8)dt =

-1

1 0 1
_ / (t,|t|).(1,—1)dt+/(t,|t|).(1,1)dt:/ 2tdt+/ o dt = —14+1=0
—1 0 0

-1
— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Uma pergunta que se coloca aqui: A integral / F.dr depende da parametrizacao de vy ?

”
Veremos a seguir que sé depende do sentido de percurso.

Teorema 3. Sejam v : [a,b] — R3 uma curva suave e h : [c,d] — [a,b] uma mudanga de
parametros (isto é ' > 0 ou b/ < 0). Seja ainda A = ~yoh uma reparametrizacio de -y .

Entao:

/ﬁ.df:/ﬁ.df se h'(r)>0
¥ A

9



ou

Prova:

Suponhamos h'(7) < 0. Neste caso, h(c) =b e h(d) = a.
Pela Regra da Cadeia, N (1) = ~v/(h(7)) . W' (7).

Fazendo a mudanca t = h(7) obtemos

/ F.dr = / F(t)) -~ (t)dt = / F(/(h(r))) - 7 (h(r) . K (r)dr =

—

d d
= —/ F(y(h(7))) - ~v'(h(7)). B (7)dT = / FO(T)) - X (n)dr = — /}\ F.dr
O caso h/(1) > 0 é semelhante.

Observacao: Relembre a definicao de / f(z,y)ds. Fica claro que este tipo de integral
Y
independe também do sentido de . Prove isto com o mesmo tipo de argumento usado na

demonstracao do teorema anterior.

Exercicios resolvidos
1. Calcular /ﬁ . dr’ onde ﬁ(x,y) = (z%y, zy) quando:
o
(a) 71 ¢é o segmento de reta que liga (0,0) a (1,1).
(b) 79 é a pardbola y = 22, 0 < x < 1.

(¢) 73 é o segmento de reta que liga (1,1) a (0,0).

Resolucao:

10



(a) uma parametrizagdo da curva pode ser v, (t) = (¢,t), 0 <t < 1.

Yt (1,1)

94!

a‘

Assim,

1 1
q 1
/F.df:/ (t3,t3).(1,1)dt:/ 3dt = ... = ~
Y1 0 0 2

(b) uma parametrizagao da curva pode ser Yo(t) = (¢,1?), 0 <t < 1.

y A (171)

V2

Assim,

1 1
S 8
/F.dF:/(t4,t4).(1,2t)dt:/ thy2tdt =.. = —
Y2 0 0 15

(¢) uma parametrizacdo da curva pode ser y3(t) = (1 —¢t,1—1¢), 0 <t < 1.
yt (L1)

V3

Assim,
/ﬁ.czf:/l(u—t)S,(1—zs)3>.(—1,—1)dt=/1—2<1—zs)3azt:---:_5

Observemos neste exercicio que podemos obter dois valores diferentes para a integral de

linha ao longo de duas curvas ligando (0,0) a (1,1).

11



2. Calcular a area da regiao R representada a seguir:

P 2z = 12

Resolugao:
Sejam z = f(z,y) =2% e y(t)=(t,2—1), t €0, 1].

1
Area de R:/f(x,y)ds:/ tZ.ﬁdt:gu.a.
ol

0

3. Calcule / 2xdxr + dy + dz, onde v é a interseccao do cilindro y = 2? com o
gl

paraboldide z = 2 — 22 — y2, contida no octante z,y,z > 0. O caminho é percor-
rido de (1,1,0) a (0,0, 2).

Resolu¢do: Uma visualizacao da curva:

Uma parametrizacao de v pode ser dada por

yt)=(1—t, (1—1)?2 2—(1—t)> = (1—-t)*), 0<t<1.
Temos X
/2xdaz+dy~|—dz - /[—2(1—t)—2(1—t)+2(1—t)+4(1—t)3 Jdt =
:/1[2(t—1)+4(1—t)3]dt:[(t—1)2—(1—t)4] -

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

12



Exercicios propostos

1. Calcular /x2y dx + zy*dy, onde 7 é a curva indicada a seguir.
Y

yl
(2,1)
] (2,00 *
2. Considere o campo vetorial sobre R?, definido por F (x,y) = —yz+ mj Encontre uma

curva 7y comecando no ponto (1,2) de comprimento 1 tal que / F.di=0.
v

3. Calcule a area da regiao R representada a seguir

4. Calcule /]3 . dr’ onde ﬁ(x, y) = (2z + y3)2+ 3zy%j e v é a curva indicada na figura a
gl

seguir

Y
Y

N Ot

Observacgao: Volte a fazer este exercicio apds a leitura da secgao a seguir.

13



1.2 Campos Conservativos e Integrais de Linha

Proposigao 4. Sejam 2 C R"™ um aberto e f : Q — R de classe C*. Sejay : [a,b] — Q C R"
dada por y(t) = (7 (t), ..., (t)) uma curva suave por partes tal que y(a) = A e y(b) = B.

Entao, /Vf.dF: f(B) — f(A).

Prova:

(i) Se v é suave:

/va.dF:/abe(y(t)) ()t

Pela regra da cadeia

SHO0) = ZG0) 740+ +

Do Teorema Fundamental do Célculo segue que:

/ Vf.di= / SO0 = ) ~ f(a) = F(B) - f(4)

/VVf.dF:g/%Vf.dF //\\//

= 7y =+ ) s+ +f<B>—f</m )= (B)-J(A)

Defini¢ao 5. Uma curva 7 : [a,b] — R™ € dita fechada quando v(a) =

Notacao: Quando a curva v é fechada,
costuma-se denotar / por ]{ Quando

(ii) Se 7y é suave por partes:

Y=y U---Uy,, onde 7; ésuave, 1 =1,...,

~ estd no plano, usa-se ainda 9{ ou yé

Corolario 6. Seﬁ:Vfonalef:QCR”—HRcomeC1 e v:la,b] = Q CR" € suave

por partes e fechada, entao /ﬁ dr=0.
v

14



Exercicios resolvidos

1. Calcular / xdr + ydy em cada um dos casos abaixo:
Y

i) v é o segmento de (0,0) a (1,1)

ii) v é a pardbolay = 2% 0 <z <1 (1,1)
iii) v ¢ a curva indicada ao lado.
iv) v é a circunferéncia (cost, sent), 0 <t <27 | v
Resolugao:
/wd:n—i—ydy:/(x,y).dﬁ Yy (1,1)

gl v ’

, 1
Seja f(x,y) = 5 (£E2 + yz).

Entao Vf(x,y) = (z,y).

Logo,/a:dx—l—ydy:/Vf.dﬁ
ol Y

Y

Respostas para (i), (ii), (iii): f(1,1) — f(0,0) =1

Respostas para (iv): 0, pois A= B.

2. Calcular /ydx + xdy onde 7 é uma curva suave unindo (0, 1) a (2, 3).
vy

Resolucao:

/yda:—{—xdy:/(y,x).dﬁ
v y

Seja g(z,y) = xy. Entao Vyg(z,y) = (v, x).
Logo,

/yd:l:—l—xdy:g(Z,B)—g(O,l) =6.

2l
Observagao: A Proposicao anterior afirma que, sob certas condigoes, a integral de linha
independe do caminho de integracao, mas somente dos pontos extremos. Conforme ja visto
anteriormente, nem todas as integrais de linha tem esta propriedade. Veremos uma reciproca

da Proposicao anterior.

15



Definicao 7. 2 C R" ¢ dito conexo se quaisquer dois pontos em §2 podem ser ligados por
uma curva suave por partes, inteiramente contida em 2. Uma regiao é um conjunto aberto

€ CONnexo.

Exemplos:
Nos casos abaixo €2 é conexo e (), nao é conexo.

O ={(z,y) €R*; x> 1}
Q= {(z,y) €eR?; [z > 1}

Teorema 8. Sejam 2 C R™ uma regiao e F:QCR"—R" um campo vetorial continuo.
Se a integral de linha /ﬁ dr ¢ independente da curva suave por partes v ligando A a X

2!
em §2, onde A € firado e X € arbitrdrio, entdo a func¢ao real definida por

¢ de classe C e satisfaz Vf = FemQ.

Prova:

Para simplificar a notacao vamos fazer a prova para n = 2.

Inicialmente observemos que em virtude da independéncia de caminho a férmula para
f(z,y) fornece uma fun¢ao sem ambigiiidade.

Precisamos mostrar que  Vf(z,y) = F(z,y), ou seja (% (x,y), ?9—5 (x,y)) =
(Fi(z,y), Falz,y)).

Escolhemos curva suave por partes ligando A a (z,y) contida em 2 (que existe pois 2 é
conexo) e a estendemos horizontalmente até o ponto (z +t, y), |t| < d (isto é possivel pois

Q é aberto).

16



(z+t,y) (xy)
fle+t,y) = flzy) = / F-df—/ F.dr =
A A

Assim:

onde usamos nas igualdades anteriores a definicao de derivada de funcao de uma variavel e o
Teorema Fundamental do Célculo.

Analogamente % (z,y) = Fy(z,y).

Logo Vf(z,y) = (Fi(x,y), Fa(x,y)) = ﬁ(;v,y).

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Resumindo a Proposicao 4 e o Teorema 8, podemos enunciar:
Q CR"™ — regiao.

v C ) — curva suave por partes, ligando A a B.

F - campo vetorial continuo sobre 2.

/ﬁ.d? ¢ independente de v <= 3 f tal que ﬁ:Vf em ().
-

Definicao 9. Um campo vetorial F para o qual existe uma funcao real f tal que F = Vf

¢ chamado um campo gradiente ou conservativo. A funcao —f é chamada o potencial

de F'.
A motivacao para chamarmos um campo gradiente por conservativo sera colocada a seguir.

Suponhamos uma particula de massa m percorrendo um caminho v : [a,b] — Q C R"
suave por partes, sob a acao de um campo continuo F'.

Temos:

17



b
W = Trabalho = / F(y(1) . ~v'(t)dt.
Da segunda Lei de Newton temos: F(v(t)) =m.~v”(¢)

Portanto,

Fiy(t) -7'(t) = m.y"(t).~'(t) = % Bmﬁ’(t) -7’(75)] =

_ %Bm.nv’(mf] Z%Bm<“(t))2] ’

onde v(t) = ||v'(t)|| é a velocidade escalar da particula.
Portanto,
"Td (1 ) 1 , 1 )
- / [E (5 m(v(®)) )} dt = S m(u(B))? — 5 m(v(a))? =
1

= K(b) = K(a) onde K(t)=5m(v(t))’

¢ a energia cinética da particula no instante ¢. Assim,
Trabalho = variacao da energia cinética.

Suponhamos agora que F=vV f.
Sabemos da Proposicao 4 que W = f(B) — f(A).

Comparando com a formula acima, temos:

ou seja,

A quantidade — f(P) é chamada energia potencial da particula em P .
Portanto, a soma da energia potencial com a energia cinética permanece constante quando
a particula se move ao longo de um campo gradiente. Esta é a razao de chamarmos este tipo

de campo como “Campo Conservativo”.

Exercicio

Encontrar o trabalho realizado pelo campo F(z,y, z) = (7 + yj + zk) ao

T2 + y2 + 22
longo da curva v : [0,27] — R3, dada por y(t) = (cost, sent, t)

18



Resolugao:

Poderiamos resolver usando a definigao.
Tentaremos resolver aplicando a Proposicao 4 .

Procuramos f tal que

Kz

x 9 ? = 5 5 . 5 1

fa(z,y, 2) PO (1)
Ky

fy(z,y,2) = PO (2)
Kz

f(z,y,2) = PO (3)

Integrando (1) em relacdo a x obtemos

Kzx K 9 9 9
famd) = [ Grgrm o) = T+ + ) +002) @)
Assim,
Ky
fy(xaya Z) = $2+y2 +22 +¢y(ya Z) .

Comparando com (2) temos ¢,(y,2) =0 e assim ¢ = ¢(z), isto é ¢ ndo depende de y .

Logo (4) pode ser escrita como
Koo, 2 o
f(a:,y,z)z;ln(:c +y +Z)+¢<Z)

Diferenciando com respeito a z e comparando com (3) obtemos ¢'(z) = 0 e assim ¢ = C.
Tomemos ¢ = 0.

K
Portanto f(z,y,z2) = 5 In(z? + y* + 2?).

- K
Assim W:/F.dF:/Vf.dF:f(l,O,Zﬂ)—f(l,O,O)25 In(1 + 47?).
v

Y

—0—0—0—0—0—0—0—0 —
Problema: Dado F', como saber se 3f tal que Vf:ﬁ?

19
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Teorema 10. Seja ﬁ(a:,y) = A(:c,y)27+ B(x,y)j, onde A(x,y) e B(x,y) sao de classe C*

num retangulo R = [a, b] X [c, d].

Ay=DB;, em R<= 3 f tal que Vf:ﬁ em N.

Prova:
(=)
Se Vf=F entdo A:g e B:%. Logo
or dy
% o an Teo. Schwarz an o 8_B
dy  Oyox ordy Oz
(=)

Faremos argumento semelhante ao feito na prova do Teorema anterior.

Fixemos (xg,y0) € R.

Seja f(x,y) definida em R por: R (7,y)
. = o 72
f(x,y)—/F.dr, M
o
onde 7 ¢ a curva indicada na figura ao lado. (0, Y0) (2, v0)

Consideremos as parametrizacoes v1 : [zo, ] — R dada por v1(t) = (t,%0) € Y2 : [yo,y] —

R dada por v (t) = (z,1).
Assim  f(x,y) :/ A(t,yo)dt—i—/y B(z,t)dt.

zo Yo
Entao: %(m,y) = B(z,y).
af

o Y aB hip.
%(x,y) = A(a:,yo)—I—/ %(x,t)dt—A(x,yo) +
y 8A Yo
+ [ S0 )it = Ao ) + A1) — Alew) =
Yo

= Alz,y).
Portanto, Vf(z,y) = F(x,y).
Observacao:

O teorema anterior continua valido se ao invés do retangulo R considerarmos uma regiao

(2 simplesmente conexa, isto é, {2 nao apresenta “buracos”. [Mais precisamente, uma

20



regiao ) C R™ é dita simplesmente conexa se toda curva fechada contida em {2 puder ser
deformada continuamente dentro de 2 até reduzir-se a um ponto.] No entanto, o teorema

nao é valido para regioes quaisquer, conforme mostra o exemplo a seguir.

simplesmente simplesmente
conexa conexa

Exemplo:

Y

Seja ~y(t) = (cost, sent), t € [0, 27].

y
Fla,y) = 5——i+———7; (2,y) D=R>—{0} C) .

= ?
vi+y? ity

i
2 2
—y y -
A =—7 = A L S
(x’y> x2+y2 y(x’y> («T2+y2>2
2 2
Yy -
B(.’L’,y) = l‘2+y2 = Bx(xvy): ($2+y2>2

Se existir f tal que Vf = F em D, entao /ﬁ.dF: /Vf.df’:().
Mas, calculando pela defini¢ao, ! !

27
/ﬁ.df:/ dt =21 £0.
o 0

Portanto, 3f definida em D com a propriedade acima.

No entanto, para qualquer curva fechada A contida em um retangulo contido em D tere-

mos:

/ﬁ.dfzo
A

Um resultado analogo ao teorema anterior

yl

também ¢ valido para R?. Vejamos.
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Teorema 11. Seja ﬁ(x,y,z) = A(x,y, 2)5—1— B(x,y, z);+ C’(:E,y,z)/; onde A, B e C sao
de classe C' no paralelepipedo R = [a,b] X [c,d] x [e, f].

Entao F' é conservativo em R se e somente se
A, =B,, A,=C, e B,=C, em R

Observagao: A prova é semelhante a do teorema anterior, sendo que a fungao potencial do

campo pode ser obtida integrando F sobre uma poligonal contida em J como abaixo:

Observacao: O teorema anterior continua valido se ao invés do paralelepipedo R conside-
rarmos uma regiao {2 simplesmente conexa como na Observacao depois do Teorema 10.
Note que no R3 uma regidao simplesmente conexa pode apresentar “buracos”como entendidos
na linguagem comum. Tal é o caso de uma bola da qual foi retirada o centro. J& uma bola

da qual foi retirado um diametro nao é uma regiao simplesmente conexa.

Nao simplesmente Simplesmente
conexa conexa

Exercicios resolvidos

1. Seja 7(t) = costi+sent j, t€[0,m/2]

F(z,y) = v*i + (2zy — e¥)] .

Calcular / F.dF.
¥

Resolucao:
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19 Método:

Pela definicao:

., /2
/F dr = / (Senzt, 2cost sent — cse“t) - (—sent, cost)dt = ...
0% 0

29 Método:
F édo tipo gradiente ?
A, = 2y = B, em qualquer retangulo.

Portanto é gradiente.

Procuremos f tal que Vf = ﬁ, isto é,

fol,y) =9 (1)
fy(z,y) =22y — e (2)
Logo f(z,y) = zy* + é(y)

@)
fy(xy) = 22y+¢'(y) == 2xy —¢¥

¢'(y) = —€e¥ = ¢(y) = —¢¥
fla,y) =2y — e
Logo,

/ﬁ.dF:f(O,l)—f(l,O):l—e

Y
39 Método:

Sabemos que F ¢ do tipo gradiente em R?. Logo, a integral nao depende da curva.

Vamos calcular sobre o segmento de (1,0) até (0,1).
Consideremos  ~(t) = (1 —t)i+tj, te€[0,1]

Assim:

1 1
/ﬁ.df—/ﬁ.df—/(t2,2t(1—t)—et).(—1,1)dt—/ [~ +2t(1—t)—e'] dt=1—¢
v r 0 0
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2. Calcular /(y +senz)dx + (x +€”)dy onde ~ é uma curva suave por partes, de (0,1)
a (m,0).

Resolucao:

A OB Y1
= R2

oy  or M

Portanto vale a condicao do Teorema 10

em qualquer retangulo R .

@ y
f(x,y):/ sentdt—i—/ (x+e")dt = zy + e — cosx
0 0

Logo,
/(y+senx)dx+(x+ey)dy=/Vf-df:f(ﬁ,o)—f(071):3_6
r r

3. Considere F(z,y,2) = y% + (2zy + €%)] + 3y e¥ k. Encontre uma funcao f tal que
Vf=F.

Resolucao:

Queremos f(z,y, z) tal que:

fal@,y,2) = ° (1)
fo(z,y, 2) =20y + e* (2)
fo(2,y,2) = 3y e¥ (3)

Integrando (1) com respeito a x, obtemos:
flay. ) =zy’ +oly.2)  (4)

Assim f,(7,y, 2) = 22y + ¢, (y, 2).
Comparando com (2) obtemos

¢y(y> Z) =,
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Logo ¢(y,2) = ye* + h(z).
Reescrevendo (4):

f(z,y,2) = zy® +ye* + h(j).

Diferenciando com relacdo a z e comparando com (3) obtemos h'(z) = 0 e assim

h(z) =K.
Logo: f(z,y,2) =zy* +ye* + K ¢étal que Vf =F.

. Seja F um campo de quadrado inverso tal que

—

F(z,y,2) onde

c .
= —=T
3 ?
171
7 =uxi+yj+ 2k e ¢ éuma constante. Sejam P; e P, pontos cujas distancias a origem
sao di e dy, respectivamente.
Expresse em termos de d; e dy o trabalho realizado por F' ao longo de uma curva suave

por partes unindo P; a Ps.

Resolucao:
= c
Flz,y,z2) = @71 1 ) (2,y,2)

Notemos que
|F(z,y, 2)|| = 5—5——, ou seja, F ¢ do tipo quadrado inverso.
2

—C
[$2 + y2 + 22]1/2 ’

Observemos entao que ﬁ(x,y, 2) =V f(z,y,z) onde f(x,y,z)=

Assim:
—c ¢ c(dy—dy)

W:f(Pz)—f(Pl):ﬁer_l_ dyds

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —
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Exercicios propostos

— x
1. Calcular j{ Z—yQ dx+ ———dy, onde v € a fronteira do disco unitario, centro em
7 Y z% 4y

(2,0).
2. Calcular /(3x2y —senx)dr + 2°dy onde 7 é a curva
Y

v(t) = (1 -7+, 1), tecl01]

3. Calcular /xdy + ydx onde vy é uma curva suave unindo (1,1) a (2,3).
o

4. Prove: Se F' é um campo vetorial continuo definido numa regiao 2 C R", entao sao

equivalentes:
(a) / F . dF = 0 para qualquer curva fechada v C Q.
vy

(b) / F.dré independente do caminho suave por partes, v, ligando dois pontos
g

em ().

5. Calcular o trabalho realizado pelo campo F (x,y) = (2 =5z + y);+ :Ej ao deslocarmos
uma particula de massa unitaria ao longo do triangulo de vértices (2,2), (3,1) e (3,2),

no sentido anti-horario.

1.3 Teorema de Green

Definicao 12. Uma regiGo B C R? ¢ dita uma regiao simples se toda reta paralela a

um dos eixos coordenados corta a fronteira de B em um segmento ou, no mdrimo, em dois

pontos.
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regiao simples regiao nao simples uniao finita de

regioes simples

Teorema 13 (de Green). Seja D regiqgo plana limitada, que € reunido finita de regioes
simples, cada wma com fronteira constituida de uma curva suave por partes. Se A(z,y) e

B(x,y) sdo de classe C* num aberto contendo D e a sua fronteira v, entdo:

/VA(x,y)dx + B(x,y)dy = //D [g—f(x,y) - %(m,y)} dx dy

onde ~y € percorrida deizando D sempre a esquerda (dizemos ~y-orientada positivamente).

De maneira abreviada:

/Adac—l—de:// (8—B—%)d1‘dy
- p \Ox Oy

Prova:

19 Caso:

Suponhamos D-regido simples (com o aspecto abaixo, por exemplo)
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0B bW oB
—(z,y)drdy = /dy/ —(x,y)dx =
//D (31:( ) a hi(y) 8x( )

= / B(ha(y),y)der/baB(hl(y),y)dyz/B(%y)dy

v

A 1ltima igualdade ocorre, uma vez que a parte paralela ao eixo x em nada contribui com
a integral.

Analogamente,

/7 // (v, y)da dy

A soma destas igualdades fornece a prova deste primeiro caso.

29 Caso:
Suponhamos D = D; U --- U D, reuniao finita de regides simples, cada uma com uma

fronteira constituida de uma curva suave por partes v;, i=1,...,n.

/ Adx—i—de:// (@_B_%) dz dy
Vi D; Ox dy

A soma das integrais sobre D; é uma integral sobre D . Logo,

// <8—B—%) dxdy:gLiAd$+de (%)

A fronteira de D é constituida de partes das curvas ;.

Temos ja provado:

Podem existir partes das curvas 7; que nao fazem parte de v, como mostra a figura a

seguir.
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Estas partes serao percorridas duas vezes, uma em cada sentido, em nada contribuindo

com o membro direito de ().

// a—B—a—A d:pdy:/Adm—i—de
p \Oxr Oy .

Logo,

Aplicagao: Area de uma regiao plana

Tomando-se A=0 e B(x,y) =z, temos Area de D:// dxdy:/xdy.
D v

Tomando-se A(z,y) = —y e B =0, temos Area de D = // dr dy = —/ y dx
D vy
ou ainda:

. 1
Area de D:§/—ydz~l—$dy.

v

Exercicios resolvidos

1. Use o Teorema de Green para calcular j{(l + 102y + y?)dz + (62y + 52°)dy, onde T ¢
r
o quadrado de vértices (0,0), (a,0), (0,a) e (a,a).
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Resolugao:

j{(l + 10zy + y*)dx + (6zy + 52°)dy = // [(6y + 10z) — (102 4 2y)| dzdy =
r R

= //4ydxdy =
R
e /dy/ 4yd:€:-..:2a3_
0 0

Y

// y =T
1 S Y =a
/ 1 T

Resoluc3o:

Seja D a regiao limitada pela curva.

A(z,y) = 2%y, %(w,y) = 2

0B
B(xvy):y37 %("L‘7y):0

1 Z2/3
/xzyd:v+y3dy = // —xzdxdy:/ dx / 22dy =
ol D 0 T
' 8/3 .3 1
/0 (x x°)dx v
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3. Calcular a édrea limitada pela elipse — + = = 1.
a?

T
Resolucao:
Seja v(t) = (acost, bsent), t € [0,27]
, 1 1 27
drea = o rdy —ydr = 3 (acost-bcost+bsent-asent)dt =
0

1 27
= —/ abdt = mab
2 Jo

4. D={(z,y) eR? / 2? +42 <1}

A(z,y) = A(r), B(z,y) = B(r) fungoes de classe C' que dependem somente da

distancia r a origem.

Prove que

Resolucao:

Seja y(t) = (cost, sent), t € [0,2n]

Pelo Teorema de Green,

// (g_f - a_y> dr dy = /WA(l)d:c + B(1)dy

Considerando agora A(z,y) = A(1) e B(x,y) = B(1), (x,y) € D (isto é, estendemos A

e B como constantes em D) e aplicando novamente o Teorema de Green obtemos

A(l)dz + B(1)dy = OB 0N hedy= [ [ 0dedy =0
A0 [, =5) =]
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Assim:

oB 0A
/L(a—x‘@)dfcdlf—o

5. Considere ﬁ(m, y) = Alx, y);+ B(x,y)j
0B 0A

A, B € C' com — = — na regiao S hachurada abaixo.

or Oy

Prove que:

Resolucao:

Pelo Teorema de Green:

/ﬁ.d?—/ ﬁ.df:// <8—B—%)dxdy:0
Y2 7 S Ox ay

N.l

6. Considere F(z,y) = Y ’

Zrp +w2+y2'j’ (x,y) # (0,0) e I'(t) = (2cost, 3sent),
t €0, 2n7].

Calcular / F.dr.
r

LY

3

\EQ
| X

//F

32
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Torna-se dificil calcular diretamente.

Ainda: nao podemos aplicar diretamente o Teorema de Green.

0B 0A
Observamos que — = — na regiao hachurada ao lado.

or Oy

Pelo exercicio anterior temos:

Exercicios propostos

1. Calcular /(m2 +y)dxr = (2o + 2y)dy, onde I' é a curva indicada na figura.
v

2. Use o Teorema de Green para calcular a integral / F.dr , onde:
r

F(z,y) = (seny — 22y)i + (zcosy + xy?)j = e ' é a circunferéncia z2 + 1% = 1,
orientada positivamente.

(z +y)dr — (z — y)dy

3. Calcule / T, , onde I' ¢é a circunferéncia 2% + y? = r?
r =Ty

, sentido

anti-horario.

(Sugestao: usar a defini¢ao).
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1.4 Integrais de Superficie

Consideremos o problema de definir 4rea de uma superficie S: z = f(z,y) sobre Q C R?.

Comecemos com uma superficie plana S: z = Ax + By + C sobre um retangulo R.
Sabemos que rea de S = ||@ x b|, onde:
ponto inicial de @ = (z,y, Ax + By + C)
ponto final de @ = (v + Az, y, A(z + Az) + By + C)
Logo @ = (Az,0, AAz) ou seja @ = Axzi+ AAzk.
~ S

1 7 k
Gxb=|Az 0 AAz |=—-AAzAyi— BAxAyj+ Az Ayk.
0 Ay BAy
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Logo, area de S = v A2+ B2+ 1 Ax Ay.

Antes de passarmos ao caso geral, introduziremos uma nova nomenclatura.

Uma superficie S sera dita suave se o seu vetor normal unitario 77 variar continuamente
através de S.

Se §:z= f(z,y), (z,y) € Q, entdo S é suave se e somente se f é de classe C' sobre Q
(isto é, f, e f, s@o continuas sobre um aberto contendo €2 ).

Ainda, se S: z = f(x,y), (z,y) € Q onde Q é do tipo considerado para integrais duplas
(fronteira contida em um ndmero finito de conjuntos suaves) diremos que S tem projecao
regular no plano zy .

Consideremos entao S: z = f(z,y), suave, com projecao regular €2 no plano zy .

Seja G uma rede cobrindo a regiao €.

Seja (x;,y;) o centro de cada retangulo coordenado R;; determinado por G'.

Aproximamos a drea de S sobre o retangulo R;; pela 4rea do plano tangente a S pelo

pOHtO (Iia Y, f('rwyj))

A equacao do plano tangente é:

0 0
(@ = ) 5 w1 5) (0= )5 () — (= = Sony)) =0
ou
0 0
z= a—i(l'w yj) + 8_£(xi’yj)y + Cij
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N

REEEY B

\/\ " (mi’yj’(n

.. Area sobre R;;, no plano tangente considerado é:

J[wn] + [Zn] o1 -anay

ox

Esta expressao d4 uma estimativa para a drea da superficie sobre Iz;; .
Somando, teremos uma estimativa para a area de S.

Fazendo m(G) — 0, temos:

2 2
// \/(%) —1—(2—5) +1 dxdyde:f'AreadeS
Q

Exemplos:

1. Ache a drea da regiao do plano z = —y + 1 que estd dentro do cilindro 22 + y? = 1.

z
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Seja z = f(z,y) = -y +1

Q={(r,y) eR? / 2* +y*> < 1}

fy(ajay) =1
A(S) = fQ V1+1dA = \/§fQ dA = /27, onde usamos o fato que / dA é a drea do
Q

circulo de raio 1.

. Calcular a drea do paraboléide hiperbdlico z = xy que fica dentro do cilindro z?+y? = 1.

Area = // VP + a2+ 1 dedy
Q

Integrando em coordenadas polares:

; 2w 1 9

Area:/ d@/ \/7”2—|—1Td7“=~--:§71'|:2\/§—1]
0 0

. Dar a 4rea da parte do cilindro z = y? que fica sobre o triangulo de vértices (0,0), (0,1)

e (1,1).
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1 Yy
A(S) = //\/4y2+1dxdy:/ dy/ Vi +1de =
Q 0 0
! 1
= /\/4y2+1ydy:~-:—(5\/5—1)
; 12

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Seja S': z = f(x,y) suave, com projegao regular 2 no plano xy.
7] = vetor unitério normal a S por (zo, yo, f(Zo,%0))-
Sejam «, § e v os angulos que 77 faz com os semi-eixos positivos 0x , Oy, 0z, respectiva-

mente.

f=cosa.i+cosf.]+cosy.k (*)
Convencionamos: 77 é tomado de modo que 0 <y < g (normal superior).

~ ., . ~ ™ .
Observagao: Com estas hipoteses, a situacao v = 5 nao ocorre. (Justifique)

Seja o retangulo ilustrado e a sua correspondente imagem no plano tangente a S por

(ill'o, Yo , f(x()?y()))‘

A equacao deste plano pode ser escrita como:

0 0
zZ = 8_£ (20, Yo)x + 8_;}; (z0,%0)z +C
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Pelo visto anteriormente,

—

@ x5 = [~ fulwo, )T = fy(w0,00)J + k| Az Ay

__—Jelwo.90)i — fywo,m0)i +k
| \/[fx(xo,yo)]2 + [ fy (20, yo)]* + 1

S S

N a x
n=-2
l|la@ x
Comparando com (%),

1
\/[fx(x(h yO)]2 + [fy(.QTo, yo)]2 +1

cosy =

Assim [ [Fu(@o 30)1° + [fy(w0, 9o)]* + 1 = secy .

Variando o ponto (xg,40) : 7 = v(x,y)

VI ) + (@) + 1= secy(a,p)

Area de S = // secy(z,y)dx dy
Q

De modo anélogo:

Se S:x = g(y, z) com hipiteses semelhantes as anteriores, teremos:

Area de § = // seca(y, z)dy dz
Q
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Massa de uma Lamina Curva

Consideremos uma lamina que tenha a forma de uma superficie S, a qual se projeta

regularmente em €2, no plano zy.

Problema: Definir a massa da lamina.

Se a densidade p é constante, entao massa = p - (Area de S).

Suponhamos p = p(x,y, z) continua.

S: z = f(x,y) suave, com projegao regular 2 no plano zy.

Seja G uma rede cobrindo ).

Seja (z;,y;) o centro de cada retangulo coordenado R;; determinado por G .

Consideremos
Sij iz =[flz,y); (v,y) € Rij .
Se R;; é pequeno, a densidade em S;; ¢é aproximadamente p(z;, y;, f(x;,y;))

(p é continua) e assim,

massa de S;; ~ p(x;, y;, f(xi,y5)) - Area Sij ~

~ p(xi, i, f(@i,y5)) - \/[fz(fﬁz'ayj)]Q + [yl y))* +1 Az Ay,

Somando, teremos uma estimativa para a massa de S'.
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Fazendo m(G) — 0, temos

masa de 8 25 [ [ play, a0 [Fan) + ) + 1 dedy

-/ / plw,y, f(w,y)) secy(z, y)dz dy

Exercicio resolvido
1. Calcular a massa de uma lamina que tem a forma do cone 22 = 2% + y? entre os planos

z=1 e z =4, se a densidade é proporcional a distancia ao eixo 0z .

Resolugao:

p(x,y, z) = ky/22 + y?
fla,y) = va® + 7

X

Y

VP —

fo+fi+1=2

folz,y) =

fy(x,y) =

a2y y? =16
4yt =1
. secy(m,y) =2 x

2T 4 43_1
massa://k\/x2+y2~\/§da:dy:\/§k/ d9/ r-rdr:~~~:2\/§k7r< 3 )
Q 0 1

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

S :z = f(x,y) suave, com projecao regular {2 no plano xy .

Seja ainda H(z,y, z) continua em um aberto contendo S .

Definicao 14. A integral de superficie de H sobre S € definida (e denotada) por:

//gH<y 2) dS = / / H(x.y. f(z,y)) secy(z, y)da dy
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Observacgao: E uma generalizagao da integral de linha.

Casos Especiais:

(i) H(x,y,z)zl://st:Areade S.

(ii) H(z,y,z) = densidade no ponto (z,y,2) de uma lamina S.

//SH(x,y,z)dS = massa da lamina.

Aplicacao: Fluxo de um Fluido através de S

Suponhamos § imersa num fluido que escoa com velocidade 1% (variando de ponto a ponto

mas nao com o tempo).

Fluxo através de § = volume do fluido que atravéssa S na unidade de tempo.

Casos Particulares:

(i) S- plana

—

V' - constante
V1S
Fluxo por § = volume do cilindro =

= [|[V||- (4rea de S).

S - plana

\7 - constante

V - néo perpendicular a §

Fluxo por S = volume do cilindro (A) =

= volume do cilindro (B) =

= (V.7)- (Area de S).

42
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Caso Geral:
S: z = f(x,y) suave, com projegao regular 2 no plano zy.

—

V =V(z,y,z) - continuo.

Problema:
Definir fluxo através de S.

Seja G uma rede cobrindo €2, com retangulos R;; dividindo S em pedacos S;;.

(xi,y;j) - centro de R;;.

pa=c

Se S;; é pequeno, supomos que V = constante = V(ml, yj, f(xi,y;)) em todo S;.

Tomamos o plano tangente a S por (z;, y;, f(z;,y;)) e substituimos S;; pela imagem de
R;; no plano tangente, denotando por Sj; .

Fluxo por S§;; ~ V(mz, Yir f(wi,y;)) « 1(xi sy, f(ziy;)) - (drea deSj;) =
= ‘7(931, Yir (i yg)) - 77(%‘7 Yi» f@i,y;)) - secy(wi,y;)Ax; Ay;

Somando e fazendo m(G) — 0, temos:

Fluxo por § =& // (1, £(5,9) - (5,9, F(@,)) - secry(z, y)da dy =

de/ // (x,y,2) . 7(x,y,2) dS —= abrev. // V. 7 dS

Observagao: Se trocarmos 77 por —77, o sinal da integral serd trocado.
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Teorema 15.
S:z= f(x,y), onde feC' em
Q = projecao regular de S no plano xy .
17 - normal superior (unitdrio)

—

V' - campo vetorial continuo

/[sv'ﬁds - //Q(—Ulfx — v f, + vg)da dy

(a integranda calculada em (x,y, f(z,y)).

Entao:

Prova:

Estamos supondo V (z,y, 2) = v (z, y, 2)i + va(a,y, 2)] + vs(z, y, 2)k.
_fxi - fy] + k
secy(z,y)

Lembremos que 77 =

Logo,

//sv'ﬁds B //QV(QWJ(%W)- [—fw(x,y)f—fy(x,y)]+l€ dedy =
= //Q(—Ulfac—UnyJrvg)dxdy.

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Exercicios resolvidos

1
1. Calculeaintegral//g\/1+y2dS,onde S:z:§y2, 0<zx<1,0<y<1.

Resolucao:

secy(r,y) = /1 + y?
1 1
4
// V142 dS://\/1+y2 : \/1+y2dxdy:/ dy/ 1+y)de = =—
S Q 0 0 3
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2. Ache a massa de uma lamina triangular com vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1), cuja

densidade é proporcional ao quadrado da distancia ao plano yz .

x
Resolucao:
p(z,y, z) = ka?
Massa = // z,y,z) dS = // z,y, f(x,y)) - secy(z,y)dx dy
S:z=f(z,y)=1—a—

secy(z,y) =vVI+1+1=+3
1a: 1
. Massa—/dx/ -\/gdy:---zﬁx/gk

3. Determine o fluxo através de S:z =2y com 0 <z <1,0<y<2 e V= x%ﬁ—i— 2k

7

Resolucao:

Fluxo = //SV.ﬁdSM //(—vlfx —vofy +vs)drdy =
Q
1 2
_ / da / (—a2y? + 2%y?)dy = 0
0 0
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4. Sejam S:z :9—1'2 _y27 z 2> 07 € ‘7(33,9,2) :3$;+ 3y;+ ZE

Calcular / /S V.ijdS

Resolucao:

Y

T

Consideremos Q : 22 + 32 < 9e f(z,y) =9 — 2% — 3
//SV.ﬁclS _ //Q [(=32) - (—22) — (3y) - (—29) + (9 — 2® — y?)] dudy =

S 567
= // [5(a:2+y2)+9]dxdy:/ de/(wug)rdr:...:TW
Q 0 0

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Consideremos agora S : y = g(z, z) suave, com projegao regular 2 no plano zz.

Definimos:

//SH<x’y’Z) dSZ//Q H(z,g(x, 2), 2) sec B(x, z)dx dz
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Analogamente, se S: x = h(y, z) suave, com projegao regular 2 no plano yz, definimos:

//S’H(x,y,z) dS://QH(h(yaZ),y,Z)-seca(y,z)dydz

Com estas consideragoes, podemos definir / /S quando S é uma superficie “fechada”.

Nesse caso, convencionamos tomar 77 como a normal externa a S. A integral / / v.7dS
S

mede o fluxo que escoa para fora de S. Se for positiva, o fluxo para fora excede o fluxo

para dentro (dizemos que dentro de S temos uma fonte).Caso contrério, dizemos que dentro

de S temos um sumidouro ou poco.

Exercicio resolvido

Calcule o fluxo total de V(Q:,y,z) = qyi + dyz2j — yz/; para fora do cubo 0 < z < 1,

0<y<1 0<z<1.

Resolucao:
Face 7 V.iq Fluxo
z=1 k —yz | [fp—ydedy = —3
=0 |-k yz | [[,0dxdy=0
r=1 i zy | [fpydydz =3
=0 | —i —zy | [[,0dydz=0
y=1 j dyz* | [[p422dedy =3
y=0 | —j| —4y2?| [[,0dxdz=0
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— 4
" //SV . dS = 3" Assim, temos uma fonte no interior do cubo.

Exercicios propostos
1. Seja S': z = f(x,y) suave, com projecao regular €2 no plano xy. Interprete geometri-

camente //SH(:E,y,z) dS, onde H(z,y,z) =C > 0.

2. Mostre que uma integral dupla / / g(x,y)dz dy do tipo considerado no Capitulo ante-
Q

rior é um caso particular de integral de superficie.

1.5 Divergente - Rotacional

Seja ﬁ(az, y,z) = Ai(z,y, z);+ As(z,y, z);—l— As(z,y, z)lg um campo de vetores com deri-

vadas parciais.

Definicao 16. A divergéncia de F, div F, ¢ definida por:

. — 8141 6A2 aA?:
div Fp=—(P)+ — (P)+ — (P).
No plano: F(z,y) = Ay (x,y)i + Ag(z,y)]
L, A A
v Fo) = 5 (0.0) + 52 ().
Exemplos:
1. F(z,y,2) = 2% — zyj + zyzk
div F(z,y,2) = 2 + zy

2. ﬁ(x,y, z) = —yi+xj tz

div F(x,y,2) =0
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3. ﬁ(x,y, z) = zi+yj + zk

div F(x,y,2) = 3

/

Definicao 17. Seja F = Ayi+ Asj + A3E, com deriwadas parciais. O rotactonal de F,

rot ﬁ, € definido por:
—— 3A3 &42 - aAl 8A3 - 6142 8A1 -
tFe— (Z2p) - Z2(p T py 28 (p P22 py~ 2L py) R
ot Fo= (52 ()= G2 ) T ()= G2 ) T (G2 ) - G m)

Pode ser calculado através do determinante simbdlico:

gk
ot F=| 2 2 @
rot F or Oy 0z

A Ay As

No plano: ﬁ(:)j,y) = Al(:)s,y)h- AQ(QS,?/);

— o 04, 04, -
t F = |—= - — k
rot F(x,y) pe (z,y) o5 (z,y)
Exercicios resolvidos
ik
rot = 2 8% 2 |= 2k (rotacdo pura)
—y x 0

2. ﬁ(x, Yy, 2) = xi +yj + 2k

rot F=0
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Exercicios propostos
1. Sejam ¢(z,y,2) = 2223 e F(z,y,2) = x2i — y2] + 222yk

Calcular:

—

a) grad ¢ b) div F ¢) rot F d) div (¢ F) e) rot (¢ F)

2. Prove que div(@ F ) =0, onde F = Aji+ Aﬁ—i— A3];: , com derivadas parciais segundas

continuas.

3. Prove que rot (grad f) =0, onde f e C2

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Observagao:
Consideremos o operador V (nabla) definido por:
g -0

-0 2
V—Z%—Fj&_y—i‘kaz

Entao:

- _-o0f . of of (-0 -0 -0 B
gradf—zax+] ay-l—k:az—(Z 8a:+j ay+kzaz)f—Vf,

notacao que ja vinhamos usando para o gradiente.

As notagoes abaixo, encontradas em muitos textos, sao sugestivas:
divF=V.F
rot F=V x F.
Com a introdugao do rotacional, podemos resumir alguns resultados ja alcancados (Pro-
posi¢ao 4 e Teoremas 8 e 10) do seguinte modo:

Seja F' um campo vetorial de classe C'!' num paralelepipedo R = [a,b] x [c,d] x [e, f]. As

seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

1. F é conservativo em R.

2. rot F =0 em R.

E11

3. . dr = 0 para qualquer curva fechada I' C R, suave por partes.

4. | F.dié independente da curva suave por partes v C R, ligando dois pontos em & .

J
/
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1.6 Teoremas: Gauss - Stokes

Suponhamos A, B, ', D nas condi¢oes do teorema de Green (Teo. 13). Entao:

/ Bd:E—FAdy-// (%—Fa—B) dx dy

Colocando
F(z,y) = —B(z,y)i + Az, )]
V(z,y) = Alz,y)i + B(z,y)]

a equacao acima fica:
j[ﬁ. dF = // div Vdz dy .
r D

fﬁ.df_jfﬁ.fds
T I

(vide observacao apds a interpretagao da integral de linha como trabalho).

Lembrando que

e notando que

ES11

T=V.q ()

fv.ﬁds:// div Vda:dy
r D

b) e = (—b,a) [rotagio de 90° de 77 no sentido anti-horario].
— (=B, A) e V =(A,B).
T =Bb+Aa=V .7

obtemos

Prova de (x):
Seja 17 = (a,
Temos: F

F

Assim:

O teorema de Green, na formulacao anterior, admite uma extensao.
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Teorema 18 (da Divergéncia (ou Teorema de Gauss)). Seja Q um sélido limitado por
uma superficie fechada S, formada por um nimero finito de superficies suaves e seja 1 a
normal externa unitdria. Se as componentes de V(x,y, z) tem derivadas parciais continuas

num aberto contendo ), entao:

// V. dsz///divx?dxdydz
S Q

Lembremos, antes de prosseguir, o Teorema do Valor Médio do Célculo Integral:
b
Seja f : |a,b] — R continua. Entao, existe ¢ € (a,b) tal que / f(x)dx = f(c)- (b—a).

Resultado andlogo continua valido para integrais triplas. Mais especificamente:

g : ' — R continua na esfera . Entao existe ) no interior de E tal que:

///Eg(x,y,z)d:c dydz = g(By) - vol(E)

Interpretacao Fisica da Divergéncia

P - ponto arbitrario.
B. - bola fechada de centro P, raio ¢ > 0, imersa em um fluido.
S - superficie de B. .

V(z,vy, z) - velocidade do fluido no ponto (z,y, z), com derivadas parciais continuas.

Pelo teorema da Divergéncia, temos:

//s V.ﬁdsz/// div V dz dy dz (%)
Logo, /// div V dz dy dz = fluxo para fora de S..
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Aplicando o Teorema do Valor Médio para o segundo membro de (%), temos:

/ V.77 dS = div Vp, - vol(B.)

g

onde P. € B., ou seja:

V.ijdS
/Js,

vol (B.)

div VPE -

Fazendo € — 0 temos que P. — P e assim

V.idS
//“Se 1 de

de. intensidade do fluxo em P

div Vp = li
N T ol (By)

Assim: div Vp é o valor limite do fluxo por unidade de volume sobre uma esfera de centro
em P, quando o raio da esfera tende a zero.

Se conhecermos div Vp e tomamos uma pequena esfera de centro em P, temos:

vol. do fluido para fora por unidade de tempo

~ div V,
vol. da esfera VVP

Logo, div Vp > 0 = fluido “se afasta” de P = P ¢ uma fonte.
Se o fluido é incompressivel, entao div vV =0.

div V =0 é chamada equagao de continuidade dos fluidos incompressiveis.

Observacgao:

Podemos repetir o raciocinio acima para fluxo magnético ou elétrico.

Exercicios resolvidos

1. Comprove o teorema da divergéncia para o caso:

53



Q) - tetraedro limitado pelos planos coordenados e por z +y + z = 1.
V(z,y,z) = 32% + zyj + 2k
Resolucao:

div V(z,y,2) =6z +2+1=Te+1

Consideremos:

S3

S4$+y+Z:1

Sz

8 ‘\

| —

1 11—z lxy
/dldexdydz—/(7x+1da:/ dy/ dim-em
//S V.ijdS = // (327 + xyj + 0k) . (—k)dS =0

1

V.ﬁdsz// 0i 4 0] + 2k) . (—)dS =0
/s, X ). (=3

V.ﬁdsz// 32% + 0] + 2k) . (—])dS =0
/s, X ) ()

S4:Z:f<‘r7y):1_'r_y7 (‘ray)esl

b N Teo.15
//S4V.nd5 //Sl(—vl-fx—vg-fy—kvg)dxdy:

1 -z
/da:/ 32 +ay+ (1 — 2z —y)| dedy = - -
0 0

Logo,

// V.ﬁdS:///didexdydz
S 0

. Sejam: - solido limitado por 22 + 3> =4, 2=0, z2=3
V(:r;,y, 2) =i +y) + 2k e

Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo / /S’ V.gdS.
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Resolugao:

V2

z=3

z =

G

X

Sem calcular, sabemos que / /S V. 17 dS > 0. Por que?

Calculando:
// V.ijdS= /// 3dz dydz = 3.vol(Q) = 3.127 = 367
S Q
3. Idem ao exercicio anterior, com V (z,y, 2) = —yi+ .
Resolucao:

Sem calcular, sabemos que / /S V. 17 dS = 0. Por que?

Calculando:

// V.ﬁdS:///dedydz:o
S 0

Exercicios propostos

1. Se 2 é o cubo unitério [0, 1] x [0,1] x [0, 1], calcule o fluxo de V (z,y, z) = 21 + yj + 2k
para fora de 2.

2. Calcule o fluxo de V = zi + 2y2}+ 322k para fora do sélido Q: 2?2 +92 <9, 0< 2 < 1.

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Voltemos a examinar o Teorema de Green.
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Suponhamos A, B, I', D nas condigoes do Teorema. Entao:

/Adx+de:// ((9_B_@) dz dy
r p \Oxr Oy

Lembrando que se V(z,y) = A(z,y)i + B(z,y)j , entdo

0B 0A

rot V(z,y) = [% () —a—y(l’,y)} k

podemos reescrever a férmula acima como:

fﬁ.df://(ﬁt V). k dody
I D

O teorema de Green, na formulacao anterior, admite uma extensao.

Teorema 19 (de Stokes). Seja S : z = f(x,y) superficie suave que se projeta numa regido
Q do plano xy , nas condi¢oes do Teorema de Green.

17 - normal unitdria superior

I' - curva que delimita 2 orientada no sentido positivo.

Seja v a imagem de I por f, orientada no mesmo sentido de T .

Se as componentes de V' tem derivadas parciais continuas num aberto contendo S, entao:

/V.df:// (rot V).7j dS
) S
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Exercicios resolvidos

1. Comprove o Teorema de Stokes para o caso:

S : parte da superficie esférica 2> +9y2+ 22 =1, 2>0 e V(x, Y, z) = zi+yj + 2k

Resolucao:

Notemos que rot V=0

Logo,

//S(Fot V).ﬁdS://SOdszo

Ainda: Seja v(t) = (cost, sent, 0), t € [0,27]

27 2
/V.df’:/xdm—kydy—i—zdz:/ (cost-(—sent+sent-cost)dt:/ dt =0
v 0 0 0

2. Verifique o Teorema de Stokes para o caso:

S:2=10—22—y% 1<z<9 e V(x,y,z):3zz+4xf+2yg

Resolucao:

Queremos verificar que:

// rot V.ij dS = V.dFJr/V.dfF
S Y1 Y2

v (t) = (3cost, 3sent, 1), t €0, 2]

v2(t) = (cost, —sent, 9), t € [0,2n]
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/ V.dr = (3, 12cost, 6sent).(—3sent, 3cost, 0)dt =

7
27r1

(—9sent + 36 cos® t)dt = 36/ 5(1 + cos2t)dt = --- = 367 .
0

J

J

. 27
/V.df’ = / (27, 4cost, —2sent).(—sent, —cost, 0)dt =

V2 0

J

27
1
—27sent — 4dcos® t)dt = —4 —(14cos2t)dt = --- = —4r.
( 2
0

i ]k
A V—=| 8 o 8 | —97i37 AL
rot V=1 & 5 o =20+ 35 + 4k
3z 4z 2y

[—2-(—2z) — 3 (—2y) +4]dxdy =

/ [47 cos O + 6rsenf + 4] rdr =

3

[—r cosf + 213 sen9+2r] =
1

Q
3
jol
0))
I
\\R

27
(% cosf + 52send + 16) df =--- =327.

/Vdr+/Vdr—//rot .1 dS

Interpretagao Fisica do Rotacional

I
S—

A integral / V. T ds é chamada circulagao ao longo de I' (mede a tendéncia média
r
do fluido circular ao longo da curva I').
V.T # 0 — contribui para movimento circulatério.

— —

V .T =0 - nao contribui para movimento circulatorio.
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Consideremos:

P — ponto arbitrario.
D. — disco arbitrario de centro P,

raio € > 0, imerso em um fluido.

I', — circunferéncia de D, .

T — vetor tangente unitario.

‘7(37, y,z) — velocidade do fluido no ponto (z,y,z) — com derivadas parciais continuas.

Usando os teoremas de Stokes e do Valor Médio para integrais duplas, obtemos:

/V T dS = v dr—// rot V.ﬁdsz[Fot V.ﬁ}P(mQ)

@mvaﬂ&:_L V. Tds

7T52 r.

Fazendo € — 0, temos que P. — P e assim

[@Vﬂ:ﬂmi/ﬁﬁw.
P r

e—0 g2

Portanto: Em cada ponto P a componente de [7;1)5 ‘7} . em qualquer direcao 17 é o valor
limite da circulacao de 1% por unidade de area no plano normal a 77. [r?t V. ﬁ}P tem
o Logo, a direcao de [7:)@13 ﬂp é a direcao para
a qual a circulagao ao longo da fronteira de um disco perpendicular a [@ 17] . atinge seu

maximo quando 77 é paralelo a [rot ‘7]

valor maximo quando o disco tende a reduzir-se a um ponto.

Uma outra relagao entre 7“715 V e os aspectos rotacionais do movimento pode ser feita no
caso que descrevemos a seguir:

Consideremos um fluido em rotagao uniforme em torno de um eixo.

Definimos o vetor-velocidade angular, @, por:

/

(i) tem a diregao do eixo de rotagao.
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(ii) tem o sentido positivo em relagdo a rotagdo (da “ponta”’de 1w, vé-se a rotagdo no

sentido anti-hordrio).

<

wr. V]

Da figura ao lado, notando que ||V = ||@]| - |7]|, concluimos que V = @ x 7.

—

(i) ||| 2l velocidade angular

il

Se w = w15+ wﬁ%— QU3E
P =(z,y,2)

PO — (xOJ Yo, ZO)

Entao:

i i k

<
Il
I

w1 W2 ws

r—%0 Y—Yo <=— %20

= [wy(z—20) —ws(y—1o)] i + [wa(z—20) —w1 (2 —20)] ] + [wi(y—1o) —wa(z—x0)] F .

l

—

Calculando rot V', temos rot 17:2w1;+ 2w25+ 2w3/;;.

Assim rot 'V = 215 .

Observacgao:

Se temos o movimento de um fluido incompressivel e irrotacional, no plano, entao:

- O0A OB
leV—%—i-a—y—O
— oL OB 0A
e

que sao as equacoes de Cauchy-Riemann, muito utilizadas na teoria das funcoes de variaveis
complexas.
Exercicios propostos

1. Seja S parte da superficie esférica 22 +y? + 2> = 1, 2 > 0, orientada pela normal

superior, e seja ﬁ(x, y,2) = (v —vy, 322, —x).

Avalie //Sré’tﬁ.ﬁds.
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2. Verifique o Teorema de Stokes sobre o triangulo de vértices (2,0, 0), (0,2,0), (0,0,2) e

para o campo V (z,y, 2) = 2% + zyj + 2*k .

— 0—0—0—0—0—0—0—0 —

Resumo dos Teoremas

Os principais resultados vistos sao generalizacoes do Teorema Fundamental do Calculo.
Colocamos a seguir uma relagdo de resultados (sem suas hipdteses) para que o leitor possa
sentir suas semelhancas essenciais. Notemos que em cada caso temos do lado esquerdo uma
integral de uma ”derivada”sobre uma regiao, e do lado direito, temos os valores da fungao

original somente na fronteira da regiao.

1. Teorema Fundamental do Calculo

b
/ F'(z)dx = F(b) — F(a) i |
2. Teorema Fundamental para Integrais de Linha

/Vf.dF:f(B)—F(A) B

y

3. Teorema de Green

B A
// 8——8— da:dy:/Adx+de
p\odx 0Oy ”

4. Teorema da Divergéncia ou de Gauss
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///divx?dxdydz:// V. dS
0 S

5. Teorema de Stokes

// (rotV).ij dS:/V.dF
S v
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