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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho podera servir como notas de aula para cursos cujas ementas tratam de
espagos métricos, em particular, para a disciplinas SLC533 - Topologia.
Serdo exibidos todos os conceitos relacionados com o conteido acima, bem como

propriedades e aplicagées dos mesmos.
As referéncias ao final das notas poderdo servir como material importante para o

contelido aqui desenvolvido.
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Capitulo 2

Espacos Métricos

2.1 Definicoes basicas e exemplos de espacos métricos

Comegaremos com a:

Definicao 2.1.1 Seja M um conjunto ndo vazio.
Diremos que uma aplicagdo

d:-MxM—=R

¢ uma métrica (ou distancia) no conjunto M se as seguintes condi¢des estdo sa-
tisfeitas:

1. para todo x € M, deveremos ter
d(x,x) =0; (2.1)

2. se x,y €M e x #y, deveremos ter
d(x,y) > 0; (2.2)

3. para todo x,y € M, deveremos ter
d(x,y) = d(y,x); (2.3)

4. para todo x,y,z € M, deveremos ter
d(x,z) < d(x,y)+dy,z). (2.4)

Observacao 2.1.1
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1. Notemos que os itens 0. e B. da Definicao E11, implicam que, para todo
x,Yy € M, deveremos ter
d(x,y) >0, (2.5)
e que
d(x,y) =0 se, e somente se, x=Vy. (2.6)

2. Na situagcdo acima, obtemos que, para x,y,z € M, teremos:

(=3
d(x,y) < d(x,z)+d(z,y)

2 dx,2) +dly,z)

ou seja, d(x,y)—d(y,z) <d(x,z),
ou ainda, |d(x,y)—d(y,z)| <d(x,z).

3. o item @. da Definigdo BT, nos diz que a fungdo d: M x M — R é um
funcdo simétrica.

4. o item [J. da Definicao E11, é conhecida como desigualdade triangular.

Este nome se deve ao fato que, na geometria euclideana, o comprimento de
um lado de um triangulo é sempre menor que a soma dos comprimentos dos
outros dois lados do tridngulo.

d(x,z) <d(x,y) +dly,z)

Podemos agora introduzir a:

Definicao 2.1.2 Se a fun¢do d: M x M — R € uma métrica no conjunto M, entdo
o par (M, d) serd denominado espago métrico.

Observacao 2.1.2 Quando nao houver possibilidade de confusao nos referiremos
ao espago métrico M, ao invés de (M,d), deixando subentendido a métrica d a
ser considerada.
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Notacao 2.1.1 Se (M, d) € um espaco métrico, os elementos do conjunto M serdo
ditos pontos do espacgo métrico.

A seguir daremos alguns exemplos de espagos métricos.

Exemplo 2.1.1 Seja M um conjunto ndo vazio.
Consideremos a aplicagdo d: M x M — R dada por

0 —
dix,y) =4 PTERTE (2.7)
1, parax#y

Afirmamos que a funcao d € uma métrica em M, que serd denominada métrica
zero-um.

Resolucao:
O item M. da Definigdo X1 ocorre.
Para isto notemos que, de (E77), segue que

d(x,x) =0,

mostrando que o item 0. da Definigdo 2171 se verifica.
Mostremos que o item Q. da Definigdo 2T ocorre.
De fato, para isto notemos que se x # y, de (E=2), segue que

d(x,y)=1>0,

mostrando que o item B. da Definigdo 211 se verifica.
O item B. da Definigdo IZT1 ocorre.
De fato, para isto notemos que se x =y, de (E=2), segue que

d(X,y):O € d(y»x):()»
isto é, d(x,y)=0=4d(y,x). (2.8)

Por outro lado, de x # y, de (E2), segue que

d(X,U)Z] € d(y,X):1,
isto é, d(x,y)=1=d(y,x). (2.9)

Logo, de (E8) e (@), segue que item B. da Definigdo ET1 se verifica.
O item B. da Definigdo 211 ocorre.
De fato, para isto notemos que se x = z entdo, de (E2), segue que

d(x,z) =0

< dlxy o+ d(y,z) (2.10)
~— S—
item @. da D;ﬁnigio |=|:|l0 item 0. da Deﬁnigao IZI:I:IZO
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para todo y € M.
Por outro lado, se x # z entédo, de (E77), segue que

d(x,z) =1<d(x,y)+d(y,z) (2.11)
para todo y € M, pois se y = z, de (E), teremos
d(X,y) =0

e como Yy = x # z, de (E2), segue que d(y,z) =1 assim (EZ10) ocorrerd.
Se y = z teremos algo semelhante ocorrendo.
Logo, de (EZ10) , segue que item B. da Definicdo EZT1 se verifica, ou seja a fungéo
d: M x M — R, dada por (1), é uma métrica no conjunto M.
O

Temos também o:

Exercicio 2.1.1 Sejam (M,d) um espago métrico e S C M, ndo vazio.
Entdo tomando-se a restricdo de d ao conjunto S x S, 1sto €, d, : S xS = R
dada por
d\S(X,y)id(X,y), para cada X,y €S,

seque que a fung¢do d;, serd uma métrica no conjunto S.

Resolucao:

A verificagdo que os itens ., B., B. e B. da Definicdo T ocorrerao para a fungao
d); é imediata, pois as mesmas ocorrem no conjunto M, logo continuardo valendo no
subconjunto S do conjunto M.

g

Observacao 2.1.3 No caso actma o par (S,d)) serd dito subespago métrico do
espaco métrico (M, d) e a métrica di; serd dita métrica induzida pela métrica d
do conjunto M.

Com isto temos o:

Exemplo 2.1.2 Segja M =R e d:R xR — R dada por
d(x,y) =Ix—vyl, para cada x,y€<R. (2.12)
Afirmamos que a funcao d é uma métrica em M = R.

Resolugao:
O item 0. da Definigdo 211 ocorre.
De fato, notemos que

(=2

— ) |X _ X| — |O| propriedade:do modulo O

d(x,x)

)
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mostrando que o item . da Definicdo EZT1 se verifica.
O item B. da Definigdo 211 ocorre.
De fato, se x # y, segue que

[ x—y#0
d(x,y)(:) Ix —yl ; 0,

mostrando que o item B da Defini¢do EZT1 se verifica.
O item B. da Definigdo IZT1 ocorre.
De fato, notemos que

d(y,x) =y -«
=[—(x—y)

propriedade do médulo |

x =yl
(3)
= d(X ) U) )
mostrando que o item B. da Definicdo EZT1 se verifica.
O item B. da Definigdo IZT1 ocorre.
De fato, observemos que

d(x,y) =[x~y
=[x+ (—z+2z) —y
=|(x—2z)+ (z—y)

propriedade do mddulo

< x —z| + [z — Yl

| ramw |
= d(x,2) + dlz,y),

mostrando que o item B. da Definicdo 2T se verifica, ou seja, a funcdo d, dada por

(E13), serd uma métrica no conjunto M = R.
O

Observagao 2.1.4 No caso acima diremos que a métrica d é a métrica usual em R.

Podemos estender a situagdo apresentada no Exemplo T2 acima, a saber:

Exemplo 2.1.3 Para n € N, seja M = R".
Podemos considerar as sequintes aplicagdes

d,di,dy:R* x R* 5 R
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dadas por:
d(x,y) = /=) + -+ (X — Yo )?
n 2
- [Z(Xi UJZ ) (2'13)
i=1
d](X,y) = |X1 _y1|+"'+|xn_yn|
=> i—uil, (2.14)
i=1
dZ(X>U) = maX‘HX] _y1|> e »lxn _Un|}
= i — Yil, 2.15
x| el (2.15)
onde

X = (X1 y X2yttt )Xn)>y = (yl yYa,y oo )yn) € R".
Afirmamos que as aplicagbes dy,d;,ds sGo métricas no conjunto M = R™.
Resolucao:

Mostremos que aplicagdo d satisfaz os itens ., 0., B. e @. da Definigdo IZT.
Notemos que

N|=

ou seja, o item M. da Definigdo EZT1 se verifica.
Além disso, se x # y entdo para algum i, € {1,2,--- ,n}, temos que

X‘io 7é yio *

Com isot segue que

i=1

> [(xi, — Yio )2] :

Xip #Yio

&
x
«
I
1
M-
=
|
<
e
|
N|—=

Y

ou seja, o item O. da Definicdo BT se verifica.
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Temos também que, se x,y € R",

d(x,y) = [Z(Xi —91)2]

i=1

[STE

i=1
= Z(Ui - Xi)2]

(z3)
= d(y )X) )
ou seja, o item B. da Definicdo BT se verifica.

O item B. da Definigdo T para da fungdo d serd verificada no Exemplo (EZT4)
que vird mais adiante.

Portanto a fungdo d serd uma métrica em M = R".

Mostremos que aplicagdo d; satisfaz os itens ., O., B. e B. da Defini¢gdo 2T
Notemos que

n
sz
dy(x,x) = E Ixi — x4
i

0

I
M=

1

Il
o o

)

ou seja, o item B. da Definicdo E-T1 se verifica.
Além disso, se x # y entdo para algum i, € {1,2,--- ,n}, temos que

7(ivo 7£ yio *

Com isto segue que

— n
d](XJJ) (Z) Z|Xi—yi|
i=1

> [Xi, — Y|

Xip #Yio
0
)

ou seja, o item O. da Definicdo E-T1 se verifica.
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Temos também que, se x,y € R",

P n
dix,y) =Y kil
i=1

n

:Z|— (Yi —xi)l
i=1

= Z lyi — xi
i=1

(3
=" d (y )X) y
ou seja, o item B. da Definicdo BT se verifica.
Para finalizar, observemos que, se x,y,z € R", teremos:

s n
aix,y) =Y il
i=1

n
= ki—zit+z—uyi

i=1
= Ixi— 20 + (2 — o)l
i=1

la-+bl<[al+[b]

< Z [Ixi — zil + |zi — yill
i—1

n

n
propriedade de somas finitas
= E Ixi — zi| + E |zi — yil
i=1

i=1
]
= dilx,2) + dilz,y)
ou seja, o item B. da Definicdo BT se verifica.

Portanto a fungdo d; serd uma métrica em M = R",

Mostremos que aplicagdo d, satisfaz os itens 0., ., B. e B. da Definigdo IZT 1.

Notemos que

dy(x,x) = max [x;{ —X;

ie{] vzv"’ )n}
= max O
16{] 12)'“ ,Tl}

=0,

ou seja, o item B. da Definigdo EZT7T se verifica.
Além disso, se x # y entdo para algum i, € {1,2,--- ,n}, temos que

Xio % yio *
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Com isto segue que

(em)
da(x,y) "=" max [x;—yi
16{1 azy"' ,Tl}
> [Xi, — Y|

Xip #Yio
)

ou seja, o item O. da Definigdo 211 se verifica.
Temos também que, se x,y € R™,

) = max [x; — yi
16“ vzv"' ,TL}

dz(X»U

= max |—
iefl,2, )

(Y — xi)|
= max L — X4
ie(l 2, n} [y =l
(3
= d (y )X) )
ou seja, o item B. da Definicdo EZT1 se verifica.
Para finalizar, observemos que, se x,y,z € R", teremos:

()
da(x,y) = o max

= max [xi—zi+zi —Yi
16{] ,2,'“,11}

= max |(xi—2z Zi — Yi
max 6 —z) + (2~ i)
la+b|<|al+[b]

< - max [Jx; —zil + |zi — il
ie{1,2,--n}

propriedade do méximo de ntimeros ndo negativos

15

< max |x; —z+ max |z; — yi

16{] ,2 y' ,TL}

=) da(x,z) + da(z,y)

ou seja, o item B. da Definicdo E-T1 se verifica.
Portanto a fungdo d, serd uma métrica em M = R™.

Observacao 2.1.5

16{1 )2 y' ,T'L}

1. A métrica d acima definida serd denominada métrica euclideana em R".

Ela provém da formula da distdncia entre dois pontos (em coordenadas carte-
sianas) que € uma conseqiéncia do Teorema de Pitdgoras, pois o quadrado do
comprimento da hipotenusa € igual a soma dos quadrados da distdncia entre
0s pontos que correspondem aos vértices da hipotenusa, logo devem ser igual
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a soma dos quadrados dos catetos, que correspondem a somar o quadrado das
distdncias das proje¢ées ortogonats, mos respectivos eizos cartesianos (veja
figura abaizo para o caso R?).

Q2§ - o q

Devido a este fato a métrica d serd dita métrica usual de R".

2. Quando n = 2, a métrica d, € a que nos fornece a distancia usual entre os
pontos p e q do plano R?, ou seja, o comprimento do segmento de reta que
une os pontos p e q (veja a figura abaizo).

di(p,q)

Jd métrica di, nos fornece a distdncia entre dois pontos do plano, utiizando-
se da soma dos catetos do tridngulo retangulo determinado pelos pontos p e
q (veja a figura abaizo).
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di(p,q)=dp,r)+d(r,q)

Por fim, a métrica d;, nos fornece a distdncia entre dois pontos do plano,
utilizando-se o comprimento do maior cateto do triangulo retangulo deter-
minado pelos pontos p e q (veja a figura abaizo).

o]

d> (p,q) = max{d(p,v),d(r,q)}

Geometricamente, temos a sequinte configuracdo para as trés métrica osu
distancias acima:

di(p,q)
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3. Notemos que para n =2, temos no plano R?, os elementos serdo representa-
dos por pares ordenados, denotados por (x,y) ou (u,v), onde x,y,u,v € R.

4. Em algumas situagdes, identificaremos o conjunto R? com o conjunto C, o
conjunto dos numeros compleros, por meio da sequinte correspondéncia:

(x,y) —x+iy, (2.16)

onde
PP=—1.

5. Para o casp n = 3, no espaco R*, representaremos os elementos por ternas
ordenadas, denotadas por (x,y,z) ou (u,v,w), onde x,y,z,u,v,w € R.

Podemos agora enunciar e demonstrar o:

Proposicao 2.1.1 Consideremos d,d;,d, as métricas introduzidas no Ezemplo

(EZT3) no conjunto R™.

Entdo, para todo x,y,€ R™ teremos:

da(x,y) < d(x,y) < di(x,y) <ndy(x,y). (2.17)
Demonstragao:
Afirmamos que, para todo a,b > 0 temos que:
Va+b<a+ V. (2.18)
De fato, pois
2 2
Va+ V| =[va]’+2vavb+ Vb
—a+2vavb4+b>a+b.
—
>0
Portanto
Va+b<+Va+vb

como afirmamos.
Observemos que para todo x,y, € R", teremos:

(*7)

d = i — Vi
2boy) = v
la)=VaZ 2
= ma Xi —Yi
16{] ,2,'}5:71'1} ( y )
1
n 2
< [Z(Xj —91)2]
j=1
(=)

d(x,y). (2.19)
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Temos também:

= 4, (x,y). (2.20)

Para finalizar, notemos que:

. n
di6y) =Y -y
=1

n

< max |X; —U;
gl ,z,---n}| i il

je{1,2,-n

= max {h—yl) ) 1
j=1

max {/X; —Y;lj-n
omax (% —yil}

]
=) dy(x,y) (2.21)
Logo, de (ET9), (E=20) e (E=2T) segue a desigualdade (E2T7), completando a demons-
tracao.

O
Temos a seguinte :

Definicao 2.1.3 Seja X um conjunto nao vazio. Diremos que uma fungdo f: X — R
¢ limitada, se existir k = k¢ > 0 tal que

If(x)| <k, paratodo x e X. (2.22)

Denotaremos por B(X; R), o conjunto formado por todas as fungdes, f: X — R
que sdo limitadas, 1sto €,

BX;R)={f:X = R:f ¢ limitada}. (2.23)

Precisaremos, como veremos mais adiante, de um conceito e alguns resultados rela-
cionados a:
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Definigao 2.1.4 Seja A CR com A # 0.
Diremos que o conjunto A € limitado superiormente em R, se ezistir | € R
tal que

a<l, paratodo acA. (2.24)

Neste caso diremos que o numero reall serd dito limitante superior do conjunto

>

De modo semelhante, diremos que o conjunto A € limitado inferiormente em R,
se existir m € R tal que

m<a, paratodo acA. (2.25)

Neste caso diremos que o numero real m serd dito limitante inferior do conjunto

>

Consideremos o:
Exemplo 2.1.4

1. Se
A=(—oc0,m) CR,
entdo o conjunto A serd limitado superiormente em R.
De fato, por exemplo, | =4 serd um limitante superior do conjunto A

O congjunto A nao € limitado inferiormente em R.

2. Se
A = (e,0) CR,

entdo o conjunto A serd limitado inferiormente em R.
De fato, por ezemplo, m =3 é um limitante inferior do conjunto A

O conjunto A nao € limitado superiormente em R.

3. Se
A=ZCR,

entdo A nao é limitado superiormente ou inferiormente em R.

Ai{l;nEN},
n

entdo o conjunto A é limitado superiormente e inferiormente em R.

4. Se

De fato, por exzemplo, L =1 é um limitante superior do conjunto A, e m =0
€ um limitante inferior do conjunto A.
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Podemos agora introduzir a:

Definicao 2.1.5 Seja A C R limitado superiormente em R.
Diremos que s, € R € o supremo do conjunto A, denotado por sup A, se este
satisfaz as seguintes condigdes:

1. s, € um limitante superior do conjunto A,

2. s, € 0 menor numero real, satisfazendo a propriedade 0. acima, mais pre-
cisamente, qualquer numero real menor que ele, ndo serd limitante superior
do conjunto A.

De modo semelhante, temos a:

Definicao 2.1.6 Seja A C R limitado inferiormente em R.
Diremos que s; € R € o infimo do conjunto A, denotado por inf A, se satisfaz
as sequintes condigbes:

1. s; € um limitante inferior do conjunto A,

2. s7 € 0 maior numero real satisfazendo a propriedade 0. acima, mais preci-
samente, qualquer numero real maior que ele ndo serd limitante superior do
conjunto A.

A seguir daremos um resultado muito 1util para a caracterizagao do supremo, respec-
tivamente, do infimo, de um subconjunto limitado superiormenmte, respectivamente,
infeiormente, de R, a saber:

Teorema 2.1.1 Seja A C R limitado superiormente em R.
Temos que s, = sup A se, e somente se,

1. s, € um limitante superior do conjunto A, s1’
2. dado ¢ > 0, podemos encontrar a € A, de modo que s2’
So—€<a<s,. (2.26)

A figura abarzo ilustra a situagdo acima:

So — & So =supA
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Demonstragao:
Suponhamos que s, = sup A.
Notemos que o item [. da Definicdo T3 é 0 mesmo do item 0. acima.
Por outro lado, dado 0 < ¢, temos que

S =8, — € < S,

logo o numero real s ndo poderd ser limitante superior, pois s, é o menor limitante
superior do conjunto A e
§<Sg.

Assim, deverd existir a € A, de modo que
So — €< a<s,,

ou seja, O. acima.

Por outro lado se O. acima ocorrer, devemos mostrar que B. da Definicdo ZTH
deverd ocorrer.

Para isto, consideremos s € R tal que

$ < Sg.

Mostraremos que o numero real s nao poderd ser limitante superior do conjunto
A, ou seja, S, serd o menor limitante superior do conjunto A, mostrando que B. da
Definicdo EZT3 deverd ocorrer, ou seja,

So =SUpA.

Consideremos
€=5,—5s>0. (2.27)

Do item D. acima, segue que podemos encontrar a € A, de modo que
So — &< a<s,, (2.28)
ou seja,

S=58,—(so—8)

=,

(=)
< a,

para algum a € A, ou ainda, s < a, para algum a € A.

Logo o numero real s nao pode ser um limitante superior do conjunto A, comple-

tando a demonstragéo.
0

De modo andlogo temos o:
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Teorema 2.1.2 Seja A C R limitado inferiormente em R.
Temos que s; = inf A se, e somente se,

1. s7 € um limitante inferior do conjunto A; 11’
2. dado ¢ > 0, podemos encontrar a € A, de modo que 12’
s1<a<s +e. (2.29)
acA
s = inf A s+ e
Demonstragao:

Suponhamos que
sy =InfA.

Notemos que o item 0. da Definicdo T3 é o mesmo do item @. acima .
Por outro lado, dado 0 < ¢, temos que

s =581+¢€<S,,

logo o niimero real s ndo poderd ser limitante inferior, pois s; é o menor limitante
superior do conjunto A e
S < S.

Assim, deverd existir a € A, de modo que
s1<a<sy+e,

ou seja, B. acima.

Por outro lado se @. acima ocorrer, devemos mostrar que B. da Definigdo T4
deverd ocorrer.

Para isto, consideremos s € R tal que

S1 < S8S.

Mostraremos que o nimero real s nao poderd ser limitante inferior do conjunto A,
ou seja, S; serd o maio limitante inferior do conjunto A, mostrando que B. da Definicao
T4 devera ocorrer, ou seja,

S1 = infA.

Consideremos
e=s—s>0. (2.30)
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Do item O. acima, segue que podemos encontrar a € A, de modo que
s1<a<s)+e, (2.31)
ou se€ja,

s =581+ (s—s1)

(E:m) ST+ ¢

(=3)
> a,

para algum a € A, ou ainda, s > a, para algum a € A.
Logo o ntimero real s nao pode ser um limitante inferior do conjunto A, completando
a demonstragado.
O
Temos as seguintes propriedades para o supremo e o infimo de subsconjuntos limi-
tados de R:

Proposicao 2.1.2 Sejam A,B C R conjunto limitados (isto é, limitado superior-
mente e inferiormente) e x € R.

Entao
inf A <supA. (2.32)
2. Se A C B entao
supA <supB, (2.33)
infA > infB. (2.34)

3. Definamos o conjunto:
A+B={a+b;ac A ebeB}.
Entdo o conjunto A + B é um subconjunto limitado de R e
sup(A + B) =supA +supB, (2.35)
inf(A+B) =inf A +infB. (2.36)
4. Se « >0, definamos o conjunto:
ax-A={x;aeAl.

Entdo o conjunto « - A € limitado em R e

sup(ax-A) = x supA, (2.37)

inf(a- A) = infA. (2.38)
5. Se ax <0, entdo

sup(oc- A) = v inf A | (2.39)

inf(oe- A) = x supA. (2.40)
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6. Em particular, se

— A ={—a; ac€ A}, entdo
sup(—A) = —inf A

(2.41)
inf(—A) = —sup A.
7.

(2.42)
Se os conjunto A,B C [0,00) sdo limitados, definamos o conjunto:

A-B={ab;ac A ebeBlL
Entdo o conjunto A - B é limitado em R e

sup(A -B) =sup A supB, (2.43)
inf(A-B) =inf A infB.

(2.44)
(2.45)
Demonstragao:

Deixaremos a demonstragdo como exercicio para o leitor.

!
Temos também as seguintes propriedades para o supremo e o infimo de funcgdes
limitadas tomando valores em R:

Proposigao 2.1.3 Sejam f,g € B(X; R) e x € R. Entdo:

1. segue que (f+g) € B(X; R) (isto é, a fungdo f+ g € uma fungdo limitada em
X) e valem:

sup(f + g)(x) < supf(x) + sup g(x) (2.46)
xeX xeX xeX

. S : .

inf(f +g)(x) > inf f(x) + inf g(x)

(2.47)
2. temos que («f) € B(X; R) (isto €, a funcdo «f é uma fungdo limitada em X)
e, para « > 0, teremos:

sup(acf)(x) = o sup f(x)

(2.48)
xeX xeX
ilel)f((ocf)(x) = ilel)f(f(x) , (2.49)
por outro lado, para x < 0, teremos:
sup(af)(x) = « inf f(x) (2.50)
xeX xeX
in)f((ocf)(x) = o sup f(x).
Xe

xeX

(2.51)
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3. Se f,g: X — [0,00) sdo fung¢do limitadas, entdao (f-g) € B(X;R) (isto €, a
fungdo f-g é uma fungdo limitada em X) e valem:

sup(f - g)(x) < sup f(x) sup g(x), (2.52)
xeX xeX xeX
inf (- 9)(x) > inf f(x) inf g(x). (2.53)

Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a demonstragdo da mesma.

Observacao 2.1.6

1. Observemos que utilizamos as sequintes notagdes nna Proposi¢cao 2213 acima:

sg() f(x) = sup{f(X)}, )1(r€1>f< f(x) = inf{f(X)}, (2.54)
ilég(f + 9)(;) =sup{(f+9)(X)},  inf(f+g)0x) =inf{(f+g)(X)}, (2.55)
leelg(ocf)(X) = sup{(af)(X)}, inf(af)(x) = inf{(ec £)(X)}, (2.56)
sup(f- g)(x) =sup{(f-g)(X]},  1nf(f-g)(x) =inf{(f. g)(X)}, (2.57)
(2.58)

onde
F(X) = {f(x); x € X} (2.59)

2. Para as demonstracoes dos itens 0. e B. da Proposi¢cao acima, serd
util mostrarmos que valem as sequintes inclusées: se f,g: X — R entdo

(f+g)(X) € f(X) + g(X), (2.60)
(f-g)(X) € f(X) - g(X). (2.61)

3. Lembremos, da disciplina de Algebra Linear, que um conjunto E, ndo vazio,
munido de duas operagdes:

+:EXE—E e
-t RxE—>E

serd dito espago vetorial sobre R , se satisfaz as sequintes: propriedades:

(A1) a operagcdo + € comutativa, isto €,

x+y=y+x para x,ycek; (2.62)
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(A2) a operagao + € assoctativa , isto €,
x+y)+z=x+(y+z) para x,y,z€E; (2.63)

(A3) a operagdo + admite elemento neutro, isto €, podemos encontrar um

elemento, que serd indicado por O, pertencente ao conjunto E, de modo
que

x+0=x para x€cEt; (2.64)

(A4) a operagdo + admite elemento oposto, isto €, dado x € E, podemos en-
contrar um elemento, que serd indicado por —x, pertencente ao conjunto
E, denominado elemente oposto de x, tal que

x+(—x) =0 para x€E,; (2.65)

(M1) Vale propriedade assoctativa da opergdo - por elmentos de E, isto e”,
(aB) x=oa-(p-x) para x€E e «,p€R,; (2.66)

(M2) O numero real 1 é elemento neutro da opergdo -, isto é,

1-x=x para x¢€E; (2.67)

(D1) Vale a propriedade distributiva da operagdo - pela operagdo +, isto é,
x-(x+y)=o-x+a-y para x,yek e acR; (2.68)

(D2) Vale a distributiva de adigdo de numeros reais pela operagdo -, isto €,
(x+B) x=a-x+p-x para x€E e «,p€cR. (2.69)

4. Na situagdo acima denotaremos o espago vetorial sobre R pela terna (E,+,.)
ou, quando ndo houver possibilidade de confusdo, por E simplesmente.

Com isto temos o:

Exemplo 2.1.5 (B(X;R),+,:) € um espaco vetorial sobre R, com as operagdes
usuais de adigdo de fungdes (ou seja, a operagdo +) e multiplicagGo de numero
real por fungdo (ou seja, a operagdo -).

Resolugao:
A verificagdo deste fato serd deixado como exercicio para o leitor.
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Exemplo 2.1.6 Relativamente ao Exemplo acima, consideremos a fung¢do
d:B(X;R)x B(X;R) =R

por
d(f, g) =suplf(x) — g(x)|, (2.70)

xeX
para f,g € B(X; R).
Afirmamos que d € uma métrica em B(X; R), que serd denominada métrica da
convergéncia uniforme ou métrica do sup.

Resolugao:
De fato:

1. Se f € B(X; R) entdo

d(f, ) = suplf(x) — f(x)|

xeX
:O,

mostrando que vale o item . da Definicdo EZT1.

2. Se f,g € B(X; R) e f # g, entdo podemos encontrar x, € X tal que
f(xo) # g(xo) . (2.71)

Assim

()

d(f,g) sup|f(x) — g(x)]

xeX

()
> [f(x0) = glxo)l >0,

mostrando que vale o item B. da Definicdo 7T

3. Se f,g € B(X; R), termeos

d(f,g) "= suplf(x) — g(x)|

xeX
= sup| — [g(x) — f(x)]|
xeX
= sup|g(x) — f(x)|
xeX
=) d(g,9),

mostrando que vale o item B. da Definicdo EZT1.
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4. Se f,g,h € B(X; R) entdo, para cada x € X temos que

[T(x) — g(x)| = [[f(x) = h(x)] + [h(x) — g(x]]]

lla+b|<|al+[bl]

< [f(x) — h(x)] + [h(x) — g(x)I.

Logo

d(f, g) "= sup(lf(x) — g(x)I}

xeX

C==)
< sup{[f(x) — h(x)| + [h(x) — g(x)I}

xeX

= sup{|f(x) — h(x)| + sup [h(x) — g(x)[}

xeX

"= 4(f,h) + d(h, g)

29

(2.72)

mostrando que vale o item B. da Definicdo 2T, completando a prova que a fungao

d, dada por (M), é uma métrica em B(X; R).

Observagao 2.1.7
1. Para ilustrar, considermeos X =[0,1], e as duas fung¢des
f,g:[0,1] =R

sao dadas por

f(x) =x e g(x)=x* para cada x€[0,1].

0

Entdo, geometricamente, d(f,g), dada por (EZ7), serd o comprimento da
mazior corda vertical unindo os pontos do grdficos das fungées f e g (veja a

figura abaizo).

Y

1
7 1
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2. Vale observar que se

XZ“ )2)"' ,TL},
entdo toda fungdo f € B(X; R) serd limitada.

De fato, pois
If(x)] < max [f(i)], para xe€X.

ie{1,2,n}

Notemos também que identificar a fun¢do f com a n-upla

(XMXZ)"' )Xn)>

onde
xi =f(i) para i€e{l1,2,---,n}.

Portanto, neste caso, o conjunto B(X;R) pode ser identificado com conjunto
R™,

Neste caso, a métrica d em B(X;R), defintda no Ezemplo (ETH) acima
(dada por (EZM)), induzird a métrica d, em R", vista no Ezemplo
(veja (E13)).

De fato, pois

d(f,g) "= suplf(x) — g(x)|

xeX

o
T~ 90

= max [x; —VY;
16{1 ,2,"',1’1}| b y1|

| amn: |
( :) dZ(X>U)>

onde
xi=f(1), yi=g{i) para i1€{l1,2,---,n}.

Conclusdo, temos a sequinte identificagdo:

(B(X;R),d) = (R", da).

Para o préximo exemplo precisaremos da:

Definicao 2.1.7 Seja (E,+,-) um espago vetorial sobre R.

Diremos que uma fungdo

|-[[:E—=R

€ uma norma em E se as sequintes condi¢des sao verificadas:
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1. Sex € E € tal que x # O entao (nl)
x| # 05 (2.73)

2. SeAeR exeE, entdo (n2)
A= x| = [AL[|x]l5 (2.74)

3. Sex,y €E, entdo (n3)
e +yll < il -+l - (2.75)

Observacao 2.1.8

1. Observemos que, na sistuagdo da Defini¢do acima, se x € E, teremos:

o] = [0 x|
=
=0, (2.76)
=] = (=1)-x|
e
= Il (2.77)
0 =[x+ (—)]

ou seja, ||x||>0. (2.78)
Finalmente, notemos se x € E e x # O segue, de (EZ3) e (EZA), que,
x| > 0. (2.79)

2. Notemos também que, para X,y € E teremos:

XN = 11T < [IX =g

A demosntracdao deste fato segue de (EZZ3) e serd deizada como ezercicio
para o leitor.

Com isto podemos introduzir a:
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Definigao 2.1.8 Um espago vetorial normado € um par (E,| -||), onde (E,+-) €
um espago vetorial sobre R e || - || € uma norma definida em E.

A seguir exibiremos alguns exemplos de espagos vetoriais normados.

Exemplo 2.1.7 Consideremos no espago vetorial real (R",+,:) (onde + e - sdo
as operagdes de adigdo de n-uplas e multiplicagdo de niumero real por n-upla) as
sequintes fungdes |||, || |liy || ]2:R™ = R, dadas por:

(2.80)

n
Ixll =) il (2.81)
i=1

x|z = ax x4 2.82
Il = _max_ e, (2.82)
onde
X = (X1>X2>"' )Xn) € R™.
Entdo as fungées || - ||, || -1, |l - |2, definidas acima, sGo normas no espago
vetorial real (R™,+,-).
Resolucgao:
De fato, mostremos que a funcdo || - || : R* — R, dada por (E=20), satisfaz as 3

condigbes da Definigdo (E7T17).
Para isto, observemos que

(n1) para x € R", se x # O, segue que

xi, #0, paraalgum i, €{1,2,---,n}.

Assim

(=)
X[l =

Xigo 760
2 Xioz > O)

em particular, |Ix]| # 0,

mostrando que o item 0. da Defini¢do (ET7) ocorre.
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(n2) para x € R" e A € R, temos

VAZ=IN

(ez=zm)

=" NI,
mostrando que o item O. da Defini¢do (EZT7) ocorre.
(n3) A pripriedade B. da Definigdo (ET-12), serd verificada no Exemplo (ET4).

Portanto a fungdo || - || : E — R é uma norma no espago vetorial real (R",+,-).
Mostremos agora, que a fungdo || - || : R™ — R, dada por (1), satisfaz as 3

condigbes da Definigdo (ET7).
Para isto, notemos que:

(n1) Para x € R", x # O, temos que

xi, #0, paraalgum i, €{1,2,---,n}.

Assim

n
=1
Ixllh =Y
i=1

XiO#O
Z’Xio| > O)

em particular, x|+ # 0,

mostrando que o item 0. da Defini¢do (ET7) ocorre.
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(n2) Para x € R" e A € R temos:

m n
xS o
i=1
=3 Nl
i=1
=D Il
i=1

(=)
=" ALl

mostrando que o item O. da Defini¢do (EZT7) ocorre.

(n3) Para x,y € R", temos que:

n
=1
Ix+ylh =Y b+l
i=1

para cada i€ {1,2, - ,n} temos: [xi+yil<Ixil+lyil <

< Z[|Xi| + [yl

i=1
dade d = =
propriedade de somatdrio
= Z xil + Z [yl
i=1 i=1

(==1)
="l + iyl

mostrando que o item B. da Definigdo (ZT-2) ocorre, ou seja, a fungdo || - ||; : R™ — R,
dada por (EZZZ1) é uma norma no espago vetorial real (R™,+,-).
Finalmente, mostremos que a fungédo || - || : R®™ — R, dada por (E=22), satisfaz as 3

condicdes da Definigdo (E7T1).
(nl) Para x € R™, x # O temos que

xi, #0, paraalgum 1i,€{1,2,---,n}.

Assim

(=)
Il =" max [|x
16{1 »21"' ,Tl}
Xi, 70
Z ’Xio| l"> O)

em particular, |x]l2 # 0,

mostrando que o item 0. da Defini¢do (ET7) ocorre.
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(n2) Para x € R" e A € R temos:

=32
A - x]|2 = max IA x|
16{] ,2,‘“,1’1}
= max [[A|[xi]
16{] ,2,'",]1}
item 4. da Proposigio (EZI3) |)\| ma |X |
= X .
16{1 »21"')]1} '
(=)
=" AlIx]12,

mostrando que o item B. da Definigdo (ET-4) ocorre.

(n3) Para x,y € R" temos:

(x3)
Ix+yl." =" max |x+yi
16{] ,2,"' an}

paracadaic{1,2, - ,n}, temos: [xi+yi|<|xi|+lyil

< - max (x| + [yil]
16{] 12)"' ,11}

item 3. da Proposigio (ET3)
< max [|xij|+ max }Iyi!

- ie{1,2,---n} ie{1,2,mn
(==3)
=" [Ixll2 + [lyll2,

mostrando que o item B. da Definigdo (E=T—4) ocorre, ou seja, a fungdo |- || : R™ —
R, dada por (E==1) é uma norma no espago vetorial real (R",+,-).

]
Outro exemplo importante é
Exemplo 2.1.8 No Ezemplo acima, podemos considerar a fungdo | - | :
B(X;R) — R dada por
|If]| =supl|f(x)|, para cada f € B(X;R). (2.83)
xeX
Afirmamos que a funcgdo || - || : B(X; R) = R € uma norma no espago vetorial

real (B(X;R),+,-).
De fato, notemos que:

(nl) paraf e B(X;R) ef#0 (ou seja, ndo € a funcdo identicamente nula), entdo
podemos encontrar

Xo € X de modo que f(xq) #0.

Asstm
I = sup if(x)
xEX
> If(xo)l 270,
em particular, |If]] #0,

mostrando que o item 0. da DefinigGo (EZT4) ocorre.
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(n2) para f € B(X;R) e A € R temos:

-] = Sup IAf(x)]
= sup !7\| hi{eall
xeX
item B. da Proposigao
= |Al sup [f(x]]
xeX

=3
= |A|HfH>
mostrando que o item B. da Definigdo (EZI-4) ocorre.

(n3) para f,g € B(X; R) teremos:

It + gl = Sup!(f+9)( )l

= sup [f(x) + g(x]|

xeX
para cada x € X, temos: |f(x)+g(x)|<|f(x)|[+Ig(x)|
< supl(lf(x)| + [g(x)ll
xeX
stem 0. da Proposigao ZI3
< sup [f(x)| 4+ sup |g(x)]
xeX xeX
=3)
=" [Ifll +[lgll ,

mostmndo que o item @. da Definigdo (EI0) ocorre, ou seja, a fungdo
|1 :8B ) — R € uma norma no espago vetorial real (B(X; R),+, ).

Tal norma serd denominada de norma da convergéncia uniforme (ou do sup)

no espago vetorial real (B(X;R),+,-).

Podemos agora obter uma colegdo de exemplos de espagos métricos, a saber:

Exemplo 2.1.9 Seja (E,| - ||) um espago vetorial normado.
Consideremos a fungbées d: E x E — R, dada por:

d(x,y) =|x—y|l, paracada x,yckE. (2.84)
Afirmamos que a funcdo d é um métrica em E.

Resolucao:
Verifiquemos que as 4 condigdes da Definicdo IZT-1 ocorrem.

(d1) para x € E temos que

=3
d(x,x) = x —x|
=[]

ou seja, o item M. da Definigdo EZT1 ocorre.
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(d2) Se x #y temos que
X_y?’éoa
logo
(=)
dix,y) =" Ix—yl
]
(>)O,

ou seja, o item O. da Definigdo EZT1 ocorre.

(d3) para x,y € E, temos que

d(x,y) = |x —y|

= = (y—x)
()

=" |ly—x]
=3
(:) d(l.:l)X))

ou seja, B. da Definigdo 7T ocorre.

(d4) para x,y,z € E, temos que:

d(x,z) = |x—z|

= [[(x=y) + (y — 2]l

)
< lx=yll+ly—=

=3
(:) d(X,y) —|—d(y,Z),

ou seja, o item B. da Definigdo EZT1 ocorre.

Portanto a funcdo d, dada por (EZ24), é um métrica no espago vetorial normado
(E,|| - ]]) e assim (E,d) é um espago métrico.

O

Observacgao 2.1.9

1. O Ezemplo acima, nos mostra que todo espaco vetorial normado € um
espago métrico, onde a métrica é dada por (E=£4).

Neste caso diremos que a métrica d, dada por (E=24), provém da norma || - ||

do espago vetorial normado (E,| - ||).
2. Por exemplo, as métricas d,d;,d, do espago vetorial real (R™,+,-), dadas
por (E13), (I13) e (XI8), provém das normas || - ||, || - [l - [l2,, , dadas por

(E=20), (=) e (E232), respectivamente.
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3. De modo semelhante temos que a métrica d : B(X; R) x B(X; R) — R dada

por
d(f,g) =|If—g|| para f,ge B(X;R), (2.85)

(onde a norma || - || é a do Exemplo EZT-3) € proveniente da norma da con-
vergéncia uniforme.

. Pergunta-se:

Seja (E,+,-) um espago vetorial real e d é uma métrica em E.

Sempre existird uma norma ||-||: E — R, no espago vetorial real (E,+,-), de
modo que a métrica dada d provém dessa norma?

Ou seja, uma métrica qualquer definida no espago wvetorial real (E,+,-)
provém de alguma norma definida nesse espaco vetorial real (E,+,-) 2

Infelizmente 1sto € falso.

Na verdade na lista de exercicio pede-se para mostrar que em um espago
vetorial real (E,+,-), uma métrica d provém de uma nmorma se, e somente
se, valem as segquintes identidades

d(x+a,y+a) :d(x,y) (2'86)
d(}\X)Ay) = [Al d(x,y), (2'87)

para todo x,y,a € E e eR.

. Observemos também que se (E,|| -||) € um espago vetorial normado, entdo

para todo x € E temos
(=z3)
d(x,0) "="[x = Ol = [},

1sto €, a norma do vetor x € E € 1gual a distdncia do ponto x € E 4 origem
OcE.

Para considerar uma outra classe de exemplos precisaremos da

Definigao 2.1.9 Seja (E,+,-) um espago vetorial sobre R.

Diremos que a fung¢do

(,):ExESR

¢ um produto interno (ou escalar) no espago vetorial (E,+,:) se satisfaz as se-
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guintes condigoes:

(pl)| para x,x’,y € E deveremos ter:

(x+x"y) =(x,y) +{x"y) (2.88)
(p2)| para x,y € E e A € R, devemos ter:

<7\'Xay>:7\<xay>; (2'89)
(p3)| para x,y € E e A € R, devemos ter:

(x,y) =(y,%) ; (2.90)
(p4)| para x € E, x # O, devemos ter:

(x,x) >0. (2.91)

Neste caso diremos que o par (E,(-,-)) € um espago (vetorial) com produto in-

terno (ou escalar).

Observacao 2.1.10

1. Se(E,{(-,-)) é um espago vetorial com produto interno, entdo parax,y,y’ € E
e A € R, teremos:

(z=m)
xy+y) = yY+y',x)

=3

(:) <yax>+<y/>x>

= )+ (xoy) (2.92)
c
xA-y) = Ay,
N (%)
N ), (2.93)

ou seja, a fungdo (-,-) : E x E = R serd uma transformacgdo linear, quando
fizada cada uma das suas entradas, e assim serd dita forma bilinear.

2. Notemsoq também que (IZII) garante que se x € E e

(x,x) =0, entdo x=0. (2.94)

Portanto temos que
(x,x) >0, paratodo x€cE (2.95)
e (x,x)=0 se, e somente se, x=0. (2.96)



40 CAPITULO 2. ESPACOS METRICOS

3. No curso de Algebra Linear, a funcdo (-, tEXxE — R €é denominada
forma bilinear, simétrica, positiva e definida .

A seguir exibiremos alguns exemplos de espagos com produto interno.

Exemplo 2.1.10 Consideremos o espag¢o vetorial real (R™,+,-) (onde as operagées
+ e - sdo as operagdes usuais de soma de n-uplas e multiplicagdo de nimero real
por n-upla) e definamos a aplicagdo

(,):R"xR" 5 R,
dada por
(x,y) =xX1Yy1 +xX2Y2+ -+ Xn Yn

= inyh (2'97)
i=1

onde
Xi(XI)XZ)"' )Xn)) yi(yhyz,--- )yn)eRn' (2'98)

Afirmamos que (-,-), dada por (=98), é um produto interno no espago vetorial
real (R™,+,-).

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que a fungéo (-, -), dada por (EZ=3),
satisfaz as condigbes (E223), (E=29), (E=U0) e (EZ9I), ou seja, a aplicagdo

(,):R"xR" 5 R,

é um produto interno no espago vetorial real (R™,+,-).
]

Observacao 2.1.11 O caso n = 3 for tratado na disciplina de Geometria Analitica.
Outro caso importante é dado pelo:
Exemplo 2.1.11 Consideremos
C(la,b]; R) ={f:[a,b] = R; a fun¢do f continua em [a,b]}. (2.99)

Afirmamos que (C([a,b]; R),+,-) (onde + e - denotam as operagdes de adi¢do
de fungdes e multiplicagdo de numero real por fungdo, respectivamente) é um
espago vetorial real.

Considerando-se a funcgdo

(+,-y:C(la,b]; R) x C([a,b]; R) = R,



2.1. DEFINIGOES E EXEMPLOS 41

dada por:
b

(fy9) iJ f(x) g(x) dx, (2.100)

a

onde f,g € C(la,b]; R), afirmamos que a a fungdo
<'>'> : C([a,b]; R) x C([la,b]; R) = R,
€ um produto interno no espacgo vetorial real (C([a,b]; R),+,").

Resolucao:

Lembremos que se f € C([a,b]; R) entdo a fungio f serd limitada em [a, b], ou seja,
f € B([a,b]; R).

Portanto, para mostrar que (C([a,b]; R),+,-) é um espacgo vetorial real, como visto
da disciplina de Algebra Linear, basta mostrar que C([a,b]; R) é um subsepaco vetorial
do espaco vetorial real (B([a,b]; R),+,-).

Mas isto é simples pois, a soma de duas fungdes continuas é uma fungao continua e
multiplicagdo de um numero real por uma fungdo continua é uma fungdo continua.

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que a fungéo (-, -), dada por (E=99),
satisfaz as condigbes (IZ28), (E=29), (E90) e (EZ9T), ou seja, a aplicagdo

(-, :C(la,b]l; R) x C([a,b]; R) = R,

é um produto interno no espago vetorial real (C([a,b]; R),+,).

!
Com isto temos a:
Proposicao 2.1.4 Seja (E,(-,-)) um espago vetorial com produto interno.
Considere a fungao
|-[|:E—=R
dada por
Ix[] =/ (x, %) (2.101)
para x € E.
Afirmamos que a funcao || - || € uma norma no espago vetorial real (E,+,-).
Resolugao:
Notemos que:
1. para x € E, como x # O, teremos
(o) (=) e (=@) temos que (x,x)>0
Ix[| 7="/(x,x) # 0,

isto é, vale (0) da Definigdo EZT2.
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2. parax € E e A € R, temos que:

| ramunni|
x| =0 VA xGA )

(E=9) e (=) \/m
= \/;\Mx,x)

(eTmm)
= |}\| ) ||X|| )
isto €, vale (B) da Definigdo ET2.

3. vale a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, ou seja, sendo (E, (-,-)) um espago ve-
torial com produto interno, entdo para todo x,y € E temos que

Loy < Xyl - (2.102)

De fato:
Se x = O, como

(O,y)=0 e [x[|=0,
valerd a igualdade em (ETI2), logo valerd a desiguladade.

Se x # O, podemos definir o nimero rela

XY
A <Hx’HZ>’ (2.103)
z=Yy—A-X. (2.104)

Observemos que

(M);() <1J 3X> —A <X3X>
(ezm) (x,y)
- <U>X> - W <X>X>
= ) - (x,y) =0, (2.105)

isto é, os vetores em z e x sdo ortogonais.



2.1. DEFINIGOES E EXEMPLOS 43

Logo
(zTmD)
lyll*"="(y,v)
T 2+ A X,z +Ax)
EDED G 2 F A (z,x) +A (x,2) + A (x,X)
() ly[2>0
= ylP+ 2 x> A%,
ouseja, A [x[* <[yl

(x,y) ’ 2 2

de (ZTm3), teremos: [ H Hz} X[~ < lyll*,
x

istoé,  (x,u)" < [IxII* yl?, (2.106)

implicando a desigualdade (EI03), como querfamos demonstrar.

4. Para finalizar, se x,y € E, teremos:

| ramunni|
x+yl2 = (x+y,x+y)
(z=3) e ()
= (x,x) + (x,y) + (y,x) + (y,y)
(ETTm) e(=m)
EE X+ 2 (x,y) + [yl

()
<l 2 U D + [yl
= ([Pl + lyl)*
inplicando na:
X +yll < [IxI[ + yll,

vale (B) da Definigdo ET-74, mostrando com isto que a aplicagdo || - ||, dada por
(ET1OD), é uma norma no espago vetorial real (E,+,-).

O

Observacao 2.1.12

1. No caso actma diremos que a norma || - ||, dada por (ECIID), serd dita uma
norma que provém do produto interno (-,-) espaco vetorial real (E,+,-).

2. Logo a Proposi¢do (EZIT4) acima, mos mostra que todo espago vetorial com
produto interno, pode tornar-se um espago vetorial normado, com a norma
que provém do produto interno dado.

3. Pergunta-se: toda norma mo espago vetorial real (E,+,-) provém de um pro-
duto wnterno?



44

CAPITULO 2. ESPACOS METRICOS

A resposta € negativa, 1sto €, existem espacos vetoriais normados cuja norma
nao provém de um produto interno definido no espaco vetorial em questdo.

Como exemplo disto temos que no espago vetorial real (B(X;R),+,:), a
norma da convergéncia uniforme nao provém de um produto interno defi-
nido no espago vetorial em questdo.

A verificagcdo deste fato serd deirada como ezxercicio para o leitor.

Um outro exemplo pode ser obtido utlizando-se o item abaizo.

. Para respoder a questdo acima temos a seguinte afirmagdo: seja (E,|-||) um

espago vetorial normado.

Entdo a norma ||-|| provém de um produto interno definido no espago vetorial
real (E,+,-) se, e somente se, vale a sequinte identidade:

e+ yll? + e —ylI* = 2. (IxI1* + [[ll*) (2.107)

para todo x,y € E, que é conhecida como lei do paralelogramo.

. Devtdo a este fato, pode-se mostra que a norma ||-||1, dada por (EX1), definida

no espaco vetorial real (R2,+,-) nao provém de um produto interno espacgo
vetorial em questdo.

De fato, pois tomando-se
x=(1,0) e y=(0,1),

temos que estes vetores ndo satisfazem a lei do paralelogramo, isot é (ET07).

Dewzaremos a verificagcao deste fato como exercicio para o leitor.

. Como consequéncia do que vimos acima todo espago vetorial com produto

interno é um espago métrico.

Para 1sto, basta tomar a métrica que provém da norma que, por sua vez, é
proveniente do produto interno dado incialmente.

Para concluir a segdo temos a:

Proposigcao 2.1.5 Sejam (M, dm) e (N,dn) dois espagcos métricos.

Em M x N podemos considerar as sequinte fungdes

d,d],dzI(MXN)X(MXN)—)R

dadas por:

dlz,2") = \/ [dulx,x N+ ldn(y,y )]s (2.108)

d](Z)Z,)idM(X)X/)_FdN(y)y,); (2'109)
da(z,z') = max{dm(x,x "), dn(y,y )} (2.110)
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onde
z=(x,y), z'=(x",y’) e M x N.

Demonstracgao:

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que a fungdes d,d;,d; : (M x N) x
(M x N) — R sdo metricas em M x N.
O

Observacao 2.1.13

1. Podemos generalizar a Proposi¢do acima, para o produto de um numerto
finito de espagos métricos.

Mazis precisamente, se
(Ml >d1))(M2>d2))"' )(Mnadn)

sdo n-espagos métricos, entdo podemos definir as sequintes métricas no pro-
duto cartesiano My x M, x --- x M,,:

dlx,y) = \/1dr (61, Y1)+ + [ (s g )P

=D [dilxi,y)l; (2.111)
i=1
d (X)y) = d](X] )yl) Tt dn(xnyyn)
= dilxi,u1); (2.112)
i=1
dZ(va) = maX{d1 (X1 ,91) y' Ty dn(xn >yn)}
=  Inax {di(xi)yi)}v (2'113)
ie{1,2,-n}

onde
X = (Xl)XZ»"' )Xn)> Yy = (y1»yza"' )yn) €My x My x -+ X Mn°
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

2. A métrica d, dada por (EZII), serd dita métrica produto em

M=M; xM; x---xM,.

A métrica d;, dada por (E113), serd dita métrica da soma em

M=M; xM; x---xM,.

A métrica d,, dada por (E113), serd dita métrica do méximo em

M=M; xM; x---xM,.
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3. De modo andlogo ao feito na Proposi¢cao 11, pode-se mostrar que para todo
X, Yy, My x My x -+ x M,, temos

da(x,y) < d(x,y) < di(x,y) <ndy(x,y). (2.114)

A verificagdo deste fato serd deirada como exercicio para o leitor.

4. Quando
Mi=M;=---=M, =R,

reobteremos o espago euclideano (R™,+,-), como produto cartesiano de n-
copias do espago vetorial real métrico (R,+,-).

2.2 Bolas abertas, bolas fechadas e esferas em espacos
métricos

Comegaremos introduzindo a:

Definig¢ao 2.2.1 Sejam (M, d) um espago métrico, ae M e r > 0.
Definimos a bola aberta, de centro no ponto a e raio r, denotada por B(a; r),
como sendo o sequinte subconjunto de (M,d):

B(a;r)={xe M; d(x,a) <r}. (2.115)

Definimos a bola fechada, de centro no ponto a e raio r, denotada por Bla; 1],
como sendo o sequinte subconjunto de (M,d):

Bla; v ={x e M; d(x,a) < }. (2.116)

Definimos a esfera, de centro no ponto a e raio r, denotada por S(a; r), como
sendo o sequinte subconjunto de (M, d):

S(la;r)={xe M; d(x,a) =r}. (2.117)
Observacao 2.2.1

1. Em um espago métrico, a bola aberta, de centro no ponto a e raio r, € o
conjunto dos pontos de (M, d), cuja a distdncia ao ponto a é menor do que
T.

POr outro lado, a bola fechada, de centro mo ponto a e raio r, € o conjunto
dos pontos de (M,d), cuja a distdncia ao ponto a é menor ou igual do que
T.

Finalmente, a esfera, de centro no ponto a e raio r, é o conjunto dos pontos
de (M,d) cuja a distdncia ao ponto a € igual T.
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2. Afirmamos que
Bla; r] =B(a; r)US(a;r), (2.118)

onde a reunido acima disjunta, isto €,
B(a;1)NS(a;r) =0. (2.119)

A verificagdo destes fatos é simples e serd deixada como ezercicio para o
leitor.

3. Se M =E, onde (E,+,) € um espago vetorial real e a métrica d: E X E —> R
provém de uma norma || - || : E — R, isto €,

d({("g) = ||%_g||> bara cada %)g € E)

entdao teremos:

B(a;r) ={XeE; [X—d| <71}, (2.120)
Bla;rl ={X e E; [x—a] <7}, (2.121)
Sld;r)={XeE; [x—d|| =r}. (2.122)

Com isto temos a:

Proposicao 2.2.1 Sejam (M, dm) um espago métrico, X C M um subsepago (métrico)
de (M,dm), aeXer>0.

Denotemos por Bx(a;r) a bola aberta de centro mo ponto a e raio r no espago
métrico (X, dm).

Entdo

Bx(a; ) =Bm(a; )N X, (2.123)

onde By (a; v) enota a bola aberta, de centro no ponto a e raio r, no espago métrico
(M) dM) :

Reciprocamente, dada uma bola aberta, de centro no pontoa e raio r, no espago
métrico (M, dm), entdo o conjunto By(a; r) N X serd uma bola aberta, de centro
no ponto a e raio r, no espaco métrico (X, dm), ou seja,

Bum(a; r)N X =Bx(a; ). (2.124)

Demonstragao:
Observemos que

Bx(a; ) =) xeX;dmu(x,a) <r}
={yeM;dmly,a) <rinX
=V Bula; 1 NX,

completando deste modo a demonstragdo do resultado.

De modo semelhante temos a:
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Proposicao 2.2.2 Sejam (M p d) um espago métrico, X C M um subsepago (métrico)
de (M,dm), aeXer>0.

Denotemos por Bxla; 1] e Sx(a; r) a bola fechada e esfera, de centro no ponto
a e raio v, no espago métrico (X,dm), respectivamente.

Entao

Bxla; r] =Bmla; r1NX e Sxla;r] =Sum(a;r)NX (2.125)

onde Bmla; ], Sm(a; r) denotam a bola fechada e a esfera, de centro mo ponto a
e raio r, no espaco métrico (M, dy), respectivamente.

Reciprocamente, dadas a bola fechada e a esfera, de centro no ponto a e raio 7,
no espago métrico (M, dnm), entdo os conjuntos Byla; v/ N X e Sp(a; r) N X serdo
a bola fechada e a esfera, de centro no ponto a e raio r, no espago métrico X,
respectivamente, ou seja,

Bula; rJN X =Bxla;r] e Smla;r)nX=Sxla;r]. (2.126)

Demonstragao:

A demonstracdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Para ilustrar temos os:

Exemplo 2.2.1 Consideremos R? a métrica d, dada por (I3) (comn=2) e
X=S'={(x,y) eR;x*+y’ =1},

Seja dcS' er>0.

Encontre, geometricamente, Bx(d; ,r), Bxld;,r] e Sx(d;,r)

Resolucgao:

Pela Proposi¢do 221 (ou ainda (ZT24)), segue que
Bgi(d; 1) =Bgz(d;r)NS',

ou seja, serd um arco (sem os extremos) da circunferéncia S', cujo ponto médio serd d
(veja figura abaixo).
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De modo semelhante, pela Proposigdo 22 (ou ainda, (E123)), segue que
Bgi[d; 1] =Bg2[d@; 1] NS'" e Sq(a;r)=Sg(a;r)NS,

ou seja, serdo o arco (com os extremos) da circunferéncia S', cujo ponto médio serd o d
e os pontos extremos do mesmo arco, respectivamente (veja a figura abaixo).

By la;r]
BRz [@:r]
/ - X

Exemplo 2.2.2 Sejam M # (), munido da métrica zero-um, a € X e 1 > 0.

\

Encontre os conjuntos

B(a;r), Bla;r] e S(a;r).
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Resolucao:
Observemos que
0, se =
d(x,y)i{ ’ =W (2.127)
1, se x#vy

Notemos que

(EEJ){XG M; d(x,a) <t}

(==3)
d(x,a) < I<r

para v > 1 temos que: B(a;r)

M,
Bla; 1] =" {x € M; d(x,a) < 1}

d(x,a) < 1I<r

para r < 1 temos que: B(a; r) (=) {x e M; d(x,a) <}

= (x e M; d(x,a) =0}
(z3)

="{a},
Bla; 1] "= {x € M; d(x,a) <7

= (x e M;d(x,a) =0}
(z3)

="{a};
para r = 1 temos que: B(a; r) (=) {x e M; d(x,a) <}

= (x e M;d(x,a) =0}
(z3)

="{a},
Bla;r] "= x e M; d(x,a) <7)

=

=M.

Como consequéncia das relagdes acima, teremos:

R Bla; 1)\ Ba; 1) = 0,

) Bla: 11\ B(a: 1) = M —{a}.

para 1 # 1 segue que: S(a;T)

S(a; 1)

() ; (T3

g

Exemplo 2.2.3 Consideremos o espago métrico (R,d), onde d é a métrica usual,

acRer>0.
Encontre e represente geometricamente a bola aberta, bola fechada e a esfera,

de centro no ponto a e raio T.
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Resolugao:
Notemos que

(E::E){XE M; d(x,a) <t}

(=3) com =1 xeR;|x—al<r}

B(a; r)

=(a—r,a+7),
ou seja, um intervalo aberto de R,

Bla; 1] =" {x € M; d(x,a) <)

ey e Ry x—al < 1)

=la—r,a+r],
ou seja, um intervalo fechado de R;

S(a; ) = {x e M; d(x,a) =1}

(E=3) com =1 xeR;|x—al=r1}

XxX=a—T ex=a+r,

ou seja, os extremos de um intervalo limitado em R.

Geometricamente temos:

Bola aberta, de centro no ponto a e raio r

a—+r

Bola fechada, de centro no ponto a e raio r

Esfera, de centro no ponto a e raio r

a

Temos também o:

51

O

Exemplo 2.2.4 Consideremos os espagos métricos (R*,d), (R?,d;) e (R?,d,),
onde as as métricas d,d;,d, foram definidas no Exemplo I3, d = (a;,a,) € R?

er>0.

Encontre e represente geometricamente a bola aberta, bola fechada e a esfera,

de centro no ponto a e raio T.
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Resolucao:
Encontraremos e representaremos a bola aberta, de centro no ponto a e raio r.
Os casos da bola fechada e da esfera serdo deixados como exercicio para o leitor.
Notemos que, se X = (x,y) € R?, teremos:

1.: para a matrica d:

B(a;r) =" {

X eR*; d(X,d) <}

= {(x,y) e R*: dl(x,y), (a1, a)] <1}
(m)czomnzzz{(x,y)eRz;\/(x—a1)2+(y—a2)2<r}
={(x,y) eR*; (x —a))* + (y— w)* < 1*},

isto é, a regido interior de uma circunferéncia, de centro no ponto a e raio r.

A figura abaixo nos fornece a representagdo do conjunto acima.

2.: para a mdtrica d;:

Bi(d; ) =) {)?E R?: d;(X,d) < r}
- {(XJJ) GRZ : d][(X>U))(al )QZ)] < T}

(ET3) com n=2

2
= {(x,y) eR*; Ix—ail+ly —azf <}
isto é, a regido interior do losango, de centro no ponto (a;, a;) e cujas diagonais
sdo paralelas aos eixos coordenados (veja figura abaixo).
Observemos que
x—aill+ly—af=r
x—aj+y—a=7, para x—a;>0ey—a, >0
—(x—a;)+y—a;=1, para x—a;<0ey—a, >0
se, € somente se,
—(x—a;)—(y—az)=7, para x—a;<0ey—a <0
x—ar—(y—a)=7r, para x—a;>0ey—a <0
que dardo origem as quatro retas que determinam losango citado acima.
A figura abaixo nos fornece a representagdo do conjunto acima.
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3.: para a mdtrica d,:

isto é,

53
(ay,a; +71)
—x+ay+y—ay =r—+—— » +———— x—ayty—ay =7
(ag-—r5a,K- - - - - - - - RS aj +r1,a3)
—-x+ay—-—y+a =r—4—""71-———>r - x—aj—yt+taz=r
(0116;2—T)
— [rammaz] — — —
B,(a; ) =) {XeR*; &(X,a) <1}
= {(X>y) € Rz; dil(x,y), (ar1,a)] < T}
(T3) com n=2
=" ={(x,y) e R*; max{lx — ail,ly — axl} < v}
={(x,y) eR; x—al<rely—al<r}
=(a;—rya;+7)x(a—71,a;+71)
a regido interior do quadrado [a; —r,a; + 7] X [a; —T,a; + 7.
A figura abaixo nos fornece a representacao do conjunto acima.
az; +1
a
a, —r
aj; —r ag aj +71
O

Observacao 2.2.2 Geometricamente,

o Exzemplo ilustra que uma bola aberta

pode nao ncessariamnte corresponder ao que pPensamos.
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Por exemplo, no caso da métrica d,, dada por (ZI3), uma bola aberta corres-
ponde a regido interior de um quadrado.

De modo andlogo, temos situagcoes semelhantes para a bola fechada e para a
esfera.

Temos também o:

Exemplo 2.2.5 Consideremos o espa¢o métrico (B(la,b]; R)),d), onde a métrica
d € a métrica do sup (veja os Exemplos e 214, com X = [a,,b]).

Sejam f, € B([a,b]; R)) er > 0.

Encontre e represente geometricamente a bola aberta, bola fechada e a esfera,
de centro no ponto f, e raio r.

Resolucao:
Encontraremos e representaremos a bola aberta, de centro no ponto a e raio r.
Os casos da bola fechada e da esfera serdo deixados como exercicio para o leitor.
Notemos que, de (EI13), g € B(f,; r) se, e somente se,

d(fo,g) <

que, de (M), é o mesmo que:  sup [fo(x) —g(x)| <
xE€la,b]

ou seja, |fo(x)—g(x)|<r, paratodo x € [a,b]

ou ainda, f,(x)—71< g(x) <f,(x)+r, paracadax€ [a,b],
(2.128)

logo

B(f,; v) ={g € B(la,,b]; R); fo(x) —r < g(x) < fo(x) + 1, paracada x € [a,b]}.
(2.129)
Geometricamente podemos interpretar o conjunto acima da seguinte forma:
Encontremos a representagdo geométrica do grafico da fungdo f,, isto é, do conjunto

G(f) ={(x,f(x)); x € [a,b]}.

Com isto podemos considerar a faixa de amplitude 2r em torno do grafico da
fungéo f,, que indicaremos por F,.(f,) isto é, o conjunto

Fo.(fo) = {(x,y) € R?; fo(x) =7 <y < fo(x) + 1, para cada x € [a,b]}.

A representacdo geométrica do conjunto acima é dada pela figura abaixo.
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Deste modo, de (TZ3), teremos que g € B(f,; 1) se, e somente se, a representagéo
geométrica do grafico da fungdo g estiver contida na faixa de amplitude 2r em torno
do gréfico da funcdo f,, isto €,

G(g) C Fai(f,).

Portanto, a representacdo geométrica do conjunto B(f,; r) serd dada pela figura
abaixo.

Observacao 2.2.3 Notemos que, no Ezxemplo acima, pode ocorrer de
G(g) gFZr(fO) € d(f)g) =T.
Para ver isto basta considerar as fungdes f,g:[0,1] — R dadas por

, €[0,1
f(x) =0, para x€[0,1 e gix)=q > P¥** 0,1) (2.130)
0, para x=1

Neste caso, temso

d(f,g) = sup [f(x) — g(x)| =1,

x€0,1]
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ou seja, g € B(f,; 1).
Porém o conjunto G(g) estd contido no conjunto F,(f,)
A figura abaizo ilustra a situagdo acima.

A

B R

Temos também o:

Exemplo 2.2.6 Consideremos o espago métrico (R*,d), onde a métrica d é a
usual (ou seja, dada por (E13)) e o conjunto

M={Z=(x,y) eR}|Z|| <1} (2.131)

subespagco métrico o espago métrico (Rz , d) (ou seja, a bola fechada, de centro na
origem O = (0,0) e raio 1, em (R?,d)).

Encontre e represente geometricamente a bola aberta, bola fechada e a esfera,
de centro no ponto Q e raio T, ou seja,

M =B [6; 1] : (2.132)

Resolucgao:
Notemos que, da Proposicdo 222, teremos:

1. parar € (1,00), segue que:

(=) 6,r) nB [0, 1}
='p [6, 1]
(=)

="M, (2.133)
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2. parar € (0,1), segue que:

Por outro lado, da Proposigdo (EZ22), teremos:
1. parar € [1,00), segues que:
B [6; r] =g [6; r} M
=3 B [6, 1’} NB [6, 1}
='p [5, r]
="M, (2.134)
2. parar € (0,1), segue que:
Bm [6, r] =) B [6, r} nM
=g [6, r} NB [6, 1}
O0<r<1 B [6, r} .
Em particular, para r € (1, 00), de (E133) e (EZI34), segue que
Bm (6, r) = Bm [5, r} .
Para finalizar, , da Proposi¢do (223), teremos:

1. parar € [1,00), segues que:

=y, (2.135)
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O
Temos também o:

Exemplo 2.2.7 Paran € N, sejam (M;,d;),(M;,dz),--- (M,,d.) n espacos métricos
e consideremos o espaco (M,d), onde M =M, x ---M,, e a métrica d e dada por
(E113) (ou seja, a métrica do mdzimo).

Sejam a = (a,a, - ,a,) E M er>0.

Encontre a bola aberta e bola fechada, de centro no ponto a e raio r

Resolucgao:
Notemos que:

B(a; 1) (EEE){XG M; d(x,a) <7}

(EE){(X1,><2,--- yXn) € My X oo X My max }di(xi)ai) <r}
1€ gLyttt
:{(X1>X2)"' )Xn) S M] X oo X Mn; di(xi)ai) <T, para C&d&iE{] )2)"' ,T‘L}}

:{X1 € M1; d1(X1,C11) <T}>< X{Xne Mn; dn(xnaan) <T}

=Bm,(ar; 1) X Bpmy(az; 1) x -+ X By, (an ;1)
De modo semelhante temos que:
Bla; r] = Bm,lar; 1] x -+« X By, [an; 7]

A verificagdao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Observacao 2.2.4

1. Acabamos de mostrar que a bola aberta (ou fechada), no produto cartesiano
de espagos métricos, munido da métrica do mdzrimo, serd igual ao produto
cartesiano das bolas abertas (ou fechadas) em cada um dos fatores do produto
cartesiano dos espagos métricos.

2. Se no Exemplo acima mudarmos a métrica do mdzimo pela métrica
produto ou pela métrica da soma (ou seja, as métricas dadas por (EZILI) ou
(1132),) teremos que uma bola aberta (ou fechada) mo produto cartesiano
pode nao ser o produto cartesiano das bolas abertas (ou fechadas) em cada
um dos fatores do produto cartesiano dos espagos métricos.

Como ezercicio para o leitor deizaremos que o mesmo encontre um contra-
ezemplo para a situacdo acima no espaco métrico (R*,d), ou a métrica d é
a usual (ou seja, dada por (1) ou (EI13), com n =2).
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3. Se considerarmos o conjunto (R3,d), como sendo o produto cartesiano dos
espagos métricos (Rz,dRz) e (R,dr) munidos das correspondentes métricas
euclieanas (ou seja, dgr: e dr sdo dadas por (EZII), comn =2 en = 1,
respectivamente) e tormarmos no conjunto R® = R?> x R, a métrica d : R? x
R3> = R dada por:

dl(x,t), (x",t")] = max{dg2(x,x’), dr(t,t')}, (2.136)
onde
(x,t),(x",t") e R* xR,

entdo uma bola aberta (respectivamente, fechada), de centro no ponto d € R?
e rato v > 0, ou seja B(d;r) (respectivamente, B[d; r]) no espaco métrido
(]R3 , d), onde a métrica d, serd a regido interior de um tronco cilindro cir-
cular reto, que tem o eizo Oz como eizo revolugdo, rato da base r) e altura
igual a 2.

A verificagcao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

A figura abaizo é a representag¢do geométrica da situag¢do acima.

<

Temos a:

Definigao 2.2.2 Seja (M, d) um espago métrico.

Diremos que um ponto a € M € um ponto isolado de (M, d), se podemos
encontrar uma bola aberta em (M,d), que contenha somente o ponto a, isto €,
existe r > 0, tal que

B(a; v) ={a}. (2.137)

Observacao 2.2.5
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1. Um ponto a € M € ponto isolado de (M,d), se existe r > 0, de modo que
nao ezistem pontos, diferentes do ponto a, a uma distGncia menor que 1, do
ponto a.

2. Um ponto a € M nao € um ponto isolado de (M,d) se toda bola aberta,
centrada no ponto a, contém, pelo menos, um ponto do conjunto M, diferente
do ponto a, isto €, para todo r > 0 temos

B(a;r)NM]\{a} #0. (2.138)

Apliquemos os conceitos acima ao:

Exemplo 2.2.8 Consideremos o espago métrico (Z,d), onde Z é o conjunto for-
mado por todos os nimeros reais inteiros e a métrica d € a métrica usual de (R, d)
(dada por (EZII0) com n = 1) induzida de (R,d).

Mostre que todo ponto do conjunto Z é um ponto isolado do espago métrico
(Z,d).

Resolucao:
De fato, notemos que se n € Zer € (0,1), teremos que

Bz(n;r)NZ={n},

pois
B(n;r)(EE){xER;Ix—nl<r§1} =Mm—r,n+r)
0<r<1
C (n—1,n+1). (2.139)

Logo, se r € (0, 1) temos que

( Pz )

Bz(n;r) ="Bn;r)NZ

v‘l:u

= m—1T,n+1)NZ,
= {n}, (2.140)
ou seja, ndo existe nenhum natural, diferente de n, no intervalo (n—1,n+1), mostrando

que todo n € Z é ponto isolado do espgao métrico (Z, d).
A figura abaixo ilustra a situagdo acima.

n—1 n n41

Temos também o:
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Exemplo 2.2.9 Consideremos o espago métrico (P,d), onde

s . 11 1
P:{O)]’E)g)...,ﬁ)...}) (2.141)
munido da métrica d, dada por (EI) (com n = 1), induzida de (R, d).

Mostre que o ponto O € P é o dnico que ndo é ponto isolado do espaco métrico
(P,d).

Resolugao:
Afirmamos que o ponto 0 ndo é ponto isolado do espago métrico (5, d).
De fato, dado r > 0, podemos encontrar n, € N, de modo que

1
Mo > —. (2.142)
T

d<1—,0> (E:I:Eﬂ)gmnzl l_o‘
Mo Mo
1 (=)
—_ — ‘]"
N,

1 _
isto ¢, — € [B(0; )N PI\{0} =By(0;,7)\ {0},
ou seja, o ponto 0 ndo é ponto isolado do espago métrico (ﬁ, d).
Afirmamos que, qualquer outro ponto do conjunto P \ {0} é um ponto isolado. do
espago métrico (P, d).
De fato, se

eP,

S1=

notemos que o ponto mais préximo dele, no espago métrico (5, d), é o ponto

A figura abaixo ilustra a sistuagdo acima.

. . . 1
Observemos que a distancia entre o ponto e o ponto distdncia a —, no espago
n n

B +1
métrico (P, d), é dada por:

1 1 com n=
d (_) ) (ETTD), com n=1
n n+l

- (2.143)
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Se tomarmos

O<r< (2.144)

nmn+1)’
segue, de (ZTZ3) e (TZ4), que para

xeP, com d x,l <r<;,
n nmn+1)

x:l, ou seja, [B(l;r)ﬂﬂ\{l}:@,
n n n

1 _
mostrando que o ponto — é um ponto isolado do espago métrico (P,d), para cada

deveremos ter

n
n € N, completando a resolugao.
O

Observacao 2.2.6 Se no conjunto
) 11 1
P:{]’EG"”’E’”'}’ (2.145)

considerarmos a métrica d (dada por (EIID), com n = 1) induzida do espago
métrico (R,d) entdo, do Exzemplo acima, seque que todo ponto do conjunto
P € um ponto isolado do espago métrico (P,d).

Temos o:

Exemplo 2.2.10 Seja (E,| - ||) um espago vetorial normado, com E # {6}
Mostre que nenhum ponto do conjunto E € um ponto isolado do espago métrico
(E,d), onde d € a métrica induzida pela norma || - || (ou seja, dada por (E19) -
veja o Ezemplo EZ11).
Resolucao:
De fato, dado d € E, para cada r > 0, mostremos que

B(a; m)\{a}#0.

Para mostrar isso, consideremos y € E, tal que § # 0.
Notemos que o vetor

AT (2.146)
zZ= — - .
2yl
é um vetor diferente do vetor O e
_,, (=Tzm3) T .
2] = \ g
2|l4]
@ T .
= 5= [l
2]
T
:z)

logo: O0< |zl <. (2.147)
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Seja
X=d+Z. (2.148)
Entao
X #£d,
pois Z # Oe
L oy (CTm) ., (&3
X—dll " ="zl <'m

ou seja,
XxeB(d;r) e X#d,
mostrando que
x € B(d; )\ {d},
isto é,
B(a; )\ {a} # 0.
Portanto o ponto X do conjunto E, ndo é ponto isoldado do espago métrico (E, d).
A situagdo acima pode ser descrita geometricamente pela figura abaixo.

g/’

O
Podemos agora introduzir a:

Definigao 2.2.3 Diremos que um espaco métrico (M ,d) € discreto se todo ponto
do congunto M € um ponto isolado do espago métrico (M, d).

Exemplo 2.2.11 O Ezemplo mostra que o espag¢o métrico (Z,d), onde d €
a métrica dada por (EI) (com n = 1), induzida do espago métrico (R,d), € um
espago métrico discreto.

Exemplo 2.2.12 A Observagao garante que o conjunto

. T 1 1
P_{1»z>§)"')ﬁ»"'})

quando munido da métrica d, dada por (EEII) (com n = 1), induzida do espago
métrico (R,d), € um espagco métrico discreto.
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Temos também o:

Exemplo 2.2.13 Seja (M, d) um espago métrico, onde e d € a métrica zero-um .
Afirmamos que (M ,d) € um espago métrico discreto.

Resolucao:
De fato,, pois se a € M, entdo para r € (01), do Exemplo (E223), segue que

B(a; 1) ={a},

ou seja todo ponto do conjunto M é ponto isolado do espago métrico (M, d), portanto
(M, d) é um espago métrico discreto.
O
Podemos agora introduzir a:

Definigao 2.2.4 Seja (M, dm) um espago métrico.
Diremos que um subconjunto X C M € discreto em (M,dm), se o espaco
métrico (X, dm) € um espago métrico discreto.

Observagao 2.2.7 Da Proposi¢do (ou de (T24) ) e da Defini¢do acima segue
que um conjunto X € discreto em (M, dm) se, e somente se, para cada x € X, existe
r > 0 tal que

B(x;r)NX={x}.

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 2.2.14 Seja (M, d) um espago métrico e X um subconjunto formado por
um finito de pontos M.
Mostre que o conjunto X é um subconjunto discreto de (M, d).

Resolucao:
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
O
Para finalizar esta segdo, temos a:
Proposigao 2.2.3 Sejam (M, d) espago métrico, a,b € M, com a # b.
Consideremos r,s > 0 tais que
r+s<d(a,b). (2.149)
Entdo as bolas abertas B(a; r) e B(b; s) sdo disjuntas , isto €,
B(a;r)NB(b;s)=0. (2.150)

A figura abaizo lustra a situagdo acima.
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Demonstragao:
Suponhamos, por absurdo, que existe

x € B(a; r)NB(b;s),

ou seja, d(a,x)<r e d(b,x)<s.

Portanto

d(a,b) ;’ d(a,x)+d(x,b)

(T=7)
< r+s

(ezm)

< d(a,b),
ou seja, d(a,b)<d(a,b),

o que é um absurdo.
Portanto deveremos ter
B(a;T)NB(b;s)=0,

como queriamos mostrar.

De modo semelhante temos a:

Proposicao 2.2.4 Na situag¢do da Proposi¢ao (EZ23) actma, se

r+s<d(a,b),

entdo as bolas fechadas Bla; 1] e B[b; s] sdo disjuntas , isto €,

Bla;r]NBlb;s]=0.

Resolucgao:
Suponhamos, por absurdo, que existe

x € Bla; r]NB[b; s],

ou s€ja, dla,x) <r e d(b,x)<s.

65

(2.151)

(2.152)

(2.153)

(2.154)



66 CAPITULO 2. ESPACOS METRICOS

Portanto

d(a,b) (2 d(a,x) +d(x,b)

(=)
< r+s

=3
< d(a,bJ,

ou seja, d(a,b) < d(a,b),
0 que é um absurdo.

Portando deveremos ter
Bla; /N B[b;s] =0,

como queriamos mostrar.
O

2.3 Subconjuntos limitados de um espacos métricos

Iniciaremos com a:

Definig¢ao 2.3.1 Seja (M,d) um espagco métrico.
Diremos que um subconjunto X C M, ndo wvazio, é limitado em (M,d), se
podemos encontrar ¢ > 0 de modo que

d(x,y) <c, paratodo x,ycX. (2.155)

Observagao 2.3.1 Se X C M, é um conjunto limitado em (M,d), entdo podemos
considerar o conjunto

D ={a €R;d(x,y) <a, paratodo x,y < X} CR. (2.156)

Como o conjunto X € limitado em (M, d), seque que o conjunto D € ndo vazio
e limitado superiormente, ou seja, podemos encontrar ¢ € R, de modo que

ceD.

Como todo subconjunto limitado superiormente em R, admite supremo segue
que existe
supD € [0, 00).

Logo podemos introduzir a:

Definicao 2.3.2 Na situag¢do acima, supD serd denominado didmetro do con-
junto X, em (M, d) e indicado por diam(X), ou seja,

diam(X) =sup{a € R; d(x,y) < a, para todo x,y € X}. (2.157)
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Observacao 2.3.2

1.

Se X =) seque que
diam(X) = 0.

Se X C M nao for limitado em (M d), escreveremos
diam(X) = oo. (2.158)
Isto significa que para todo ¢ > 0, podemos encontrar x.,y. € X, de modo que
d(xe,ye) > c.
Se X C M for limitado em (M ,d) entdo, de (ECIR17), segue que

d(x,y) < diam(X), para todo x,ye€ X. (2.159)

. Notemos que se X C M for limitado em (M,d) e Y C X, entdo Y C M €

limitado em (M ,d) e
diam(Y) < diam(X). (2.160)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Consideremos alguns exemplos relacionados com os conceitos introduzidos acima.

Exemplo 2.3.1 Sejam (M, d) um espago métrico.

Entdo toda bola aberta (ou fechada, ou esfera) é subconjunto limitado em
(M,d) e seu didmetro é menor ou igual ao dobro do rato da bola aberta (ou
fechada; ou esfera) .

Resolucao:
Faremos a demonstragdao para o caso da bola aberta.
Os outros casos sdao semelhante e serdo deixados como exercicio para o leitor
Sejamae M er>0.
Se x,y € B(a; r) entdo

d(x,y) < d(x,a) +d(a,y)
<r+r=2r,

mostrando que o B(a; r) € M é um subconjunto limitado em (M, d).
Além disso, segue que 21 é um limitante superior do conjunto

{a e R;d(x,y) <a, paratodo x,y € B(a;r)}.

Portanto

diam[B(a; r)] < 2r,

como afirmamos acima.
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Observacao 2.3.3 Em geral, nao podemos garantir que o didmetro da bola aberta
(ou fechada, ou esfera) seja igual ao dobro do seu raio, como mostra o sequinte
exemplo:

Consideremos em Z, a métrica usual induzida de R (ou seja, a métrica (E132)),
r=1enecZ.

Como vimos no Ezemplo (E2Z23),

B(n; 1) = {n},

ou seja, cujo didmetro é zero (que € menor que 2, que é o dobro do raio, que €
wgual a 1).
Logo, neste caso, temos que

diam[B(n; 1)] < 2.

Quando vale a igualdade?
O ezemplo a sequir responde esta questdo:

Exemplo 2.3.2 Seja (E,+,:) um espago vetorial munido de uma norma, tndicada

por || - ||, tal que
E £ {6} .

Afirmamos que toda bola aberta (ou fechada, ou esfera) tem didmetro tgual ao
dobro do rato da mesma, ou seja:

diam[B(a; r)] = diam[Bla; r]] = diam[S(a; )] = 2. (2.161)

Resolucao:

Faremos a demonstragao para a bola aberta.

Os outros casos sdo semelhantes e serdo deixados como exercicio para o leitor.

Sejamdc Eer>0.

Sabemos que B (d; r) é um subconjunto limitado no espgao métrico (E, d), onde a
métrica d é dada por (IZE4).

Além disso, se

X,§y € B(a;r), (2.162)

teremos:

ou seja, diam[B(d; r)] < 2r. (2.163)

Mostremos que se
s€ (0,21)
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entdo s ndo poderd ser limitante superior do conjunto (EZI5AH), relativamente a X =

B(d; r), ou seja, podemos encontrar

X1,y € B(a;r), talque d(Xi,yi)>s.

Consideremos § € E, tal que § # Oe seja t € R tal que
te (%,r) C (0,00).

Observemos que o vetor

t
Il
tem a seguinte propriedade:
5 v‘ln: t 5
X =" |57 -
1yl
=)y Iyl
—~ Iyl
(=),
=1
=1,
. _, (@@
ou seja, X =t ="r

Afirmamos que

De fato,
A%, d) =2 4@+ x,a)
= @+x-d
,, (EE3)
= x| <,

De modo semelhante podemos mnostrar que

d(yg,d) <r.

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Para finalizar, notemos que

A%, ==Y d(@+%,d %)
= @+ - (@-%)|
= |2-x|
=2
=T
(zTmm)

(2.164)

(2.165)

(2.166)

(2.167)
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ou seja,
d (7_51 ﬂjﬂ > S,
com X7,y € B(da; r).
Logo s € (0,2r) ndo pode ser o didmetro da bola aberta B(a; r), completando a
demonstagao da afirmacao.
A figura abaixo ilustra geometricamente a situagdo descrita acima.

Observacao 2.3.4

1. Dado um espago métrico qualguer (mesmo sendo ndo limitado), podemos
considerar subespagos (métricos) do mesmo que sejam limitados.

Basta considerarmos os subconjunto limitados do mesmo e colocar a métrica
induzida do espago métrico dado, neste subconjunto.

2. Seja (E,+,-) um espago vetorial, munido de uma nmorma, que indicaremos
por || - ||, tal que E # {O}.

Entdo o espago métrico (E,d), onde a métrica d é dada por (E24), ndo €
limatado.

De fato, dado X € E, com X # 5, para cada ¢ > 0 podemos considerar o vetor
do espacgo vetorial real (E,+,-), definido por
Y

Xe = —=+ - X.
Y

(2.168)

Observemos que

[IXe| "

o () HZC .
]|

=3¢ @
%]
R
=2c. (2.169)
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Logo
d(x,0) =" |z.~0
(23
=[x > ¢,

mostrando que o espa¢o nmétrico (E,d) ndo € limitado.

3. Seja (M ,d) um espago métrico.

Vale observar que um subconjunto X C M, ndo vazio, € limitado em (M, d)
se, e somente se, o conjunto X estd contido em alguma bola aberta em (M, d),
isto €, eriste a € M e r >0 tal que

XCB(a;r).

De fato, se existe a € M e r >0 sdo tais que
X CB(a;r), (2.170)

entao para todo x,y € X, temos que

(77)

d(x,y) < d(x,a)+d(a,y)

(m)
< 'r+r=2r,

ou seja, X € limitado em (M, d).
Além disso, o didmentro do conjunto X é menor ou tgual a 2.

Reciprocamente, se o conjunto X € limitado em (M, d), seque que existe c > 0
tal que
d(x,y) <c, paratodo x,yce€X. (2.171)

Consideremos x, € X.
De (EZTD), segque que
d(x,x,) <c, paratodo xé€X, (2.172)

assim teremos que X C B(x,; 1), ou seja, o conjunto X estd contido em uma
bola aberta de (M, d), como queriamos mostrar.

Podemos agora enunciar e demonstrar a

Proposicao 2.3.1 Sejam (M, d) espago métrico e X,Y C M subconjuntos limitados
em (M, d).
Entdo os conjuntos XUY e XNY sdo subconjuntos limitados em (M, d).
Além disso, temos:

diam (X NY) < min{diam(X), diam(Y)}. (2.173)
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Demonstragao:
Observemos que

XNYCX,Y

e como o conjunto X é limitado em (M, d) segue, do item B. da Observagdo (E232) ,
que o conjunto X N'Y também serd limitado em (M, d) e, de (EIE0), teremos

diam (XUY) < diam(X), diam(Y)

ou seja, vale (EI73).
Notemos que, se
X=0 ou Y=0,

segue que
XUY=Y ou XUY=X,

respectivamente, implicando que o conjunto X UY é limitado em (M, d) e vale a (??),
pois diam(X) = 0 ou diam(Y) = 0, respectivamente.

Logo podemos supor, sem perda de generalidade, que X,Y # (.

Por outro lado, se X,Y # (), como ambos sdo limitados em (M, d), do item B. da
Observagdo 34, segue que existem r,s >0 e a,b € M tais que

XCB(a;r) e YCB(b;r)

ou seja,
d(x1,x) <2r e d(yr,y2) <2s, (2.174)

para todo x1,x; € Xeyy,y2 €Y.
Podemos supor, sem perdade de generalidade, que

r<s.
Com isto, de (E=T73), teremos
d(x1,x2) <2s e d(yi,y2) <2s (2.175)
para todo x;,x; € Xeyy,y2 €Y.
Consideremos
k=2s+d(a,b)>2s>0. (2.176)

Notemos que, se x € X e y € Y, segue que

(*7)

d(x,y) < d(x,a)+d(a,b)+d(b,y)
()
< s+d(a,b)+s
(=)

=" k. (2.177)
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Portanto se x,y € XUY, teremos que:

) (o)
Se x,y € X, segue que: d(x,y) < 2s < k
Cm) (o)
Se x,y € X, segue que: d(x,y) < 2s < k
(=)

SexeXeyeY, segue que: d(x,y) < Kk,

ou seja,
d(x,y) <k, paratodo x,yeXUy,

mostrando que o conjunto X UY é limitado em (M, d).

O
Como conseqiiéncia temos o:
Corolério 2.3.1 Sejam (M, d) espaco métrico e X1,Xz,--- ,Xn € M limitados em
(M, d).
Entdo os conjunto X;UX;U---UX,, e XiNX;N---NXy sdo subconjuntos limitados
em (M, d).
Além disso, temos:
diam (X; UX; U ---UX;,) < min{diam(X;),diam(X;),---,diam(X,)}.  (2.178)
Demonstracgao:
A demonstracdo segue de indugdo matemadtica e da Proposigdo EZ31 acima.
Sua elaboragdo serd deixada como exercicio para o leitor.
O

Como outra consequiéncia temos o

Corolario 2.3.2 Seja (M, d) espago métrico.
Entdo subconjunto X finito de M ¢é limitado em (M, d).

Demonstracgao:
Basta observar que se X é um subconjunto finito de M ele serd uma reunido finita
de subconjuntos formados por cada um dos seus pontos.

Como o conjunto formado por um ponto é limitado em (M, d) segue, do Corolario
221 acima, que o conjunto X serd um subconjunto limitado em (M, d), completando
a demonstragao.

[

Notacao 2.3.1 Dada uma fung¢do f: X — Y denoteremos o conjunto imagem as-
soctado a funcdo f, indicado por f(X), e dado por

f(X)={f(x);xe X} CY. (2.179)
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Podemos agora introduzir a:

Definigao 2.3.3 Sejam (M, d) espaco métrico e X um subconjunto ndo vazio.
Diremos que uma fungdo f: X — M € limitada se seu conjunto tmagem, isto é
congunto f(X) C M, for um subconjunto limitado em (M, d).

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.3.3 Sejam (R,d) com a métrica usual (ou seja, a métrica dada por
(E3), comn=1) e f:R— R a funcdo dada por:

1
flx) = —— ara cada x € R. 2.180
(x) Tl P ( )

Mostre que a func¢do f é limitada.

Resolugao:
Observemos que

+
< 1, paracada xe€R. (2.181)

Logo, da Definicdo =23 , segue que a fungdo f é uma fungao limitada.
Notemos que, neste caso, temos

f(R) = (0,1].

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
A figura abaixo nos fornece a representacdao geométrica do grafico da funcao f.




2.3. CONJUNTOS LIMITADOS 75

Exemplo 2.3.4 Consideremos o espaco métrico (R,d) como no Ezemplo E_Z3.
Consideremos a fungdo g: R — R, dada por

g(x) =x*, para cada x<R. (2.182)

Afirmamos que a fungdo g nao € limitada.

Resolugao:
Notemos que

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Como o conjunto [0,00) ndo é um subconjunto limitado de (R, d), segue que a
fungdo g ndo serd limitada.

A figura abaixo nos nos fornece a representagdo geomeétrica do grafico da fungdo g.

A

Um outro exemplo importante é:

Exemplo 2.3.5 Seja d. : E X E — R uma métrica definida no espago vetorial real
(E,+,:), que provém de uma norma |- ||, que estd definida no espago vetorial real
(E,+,-), entdo a funcdo d ndo é uma funcdo limitada.

Resolucgao:
Do item O. da Observagdo 234, temos que o conjunto E néo é limitado em (E, d ).
Logo
dy (ExE)=[0,0)CR

ndo poderd ser um subconjunto limitado, ou seja, a fungdo d|.| ndo serd uma fungéo
limitada. o
O
Podemos agora generalizar o exemplo (EZT3) por meio do
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Exemplo 2.3.6 Sejam X um conjunto ndo vazio e (M, dm) um espago métrico.
Indiquermos por B(X; M) o conjunto de todas as fung¢des limitadas, definidas
em X e tomando valores em M, 1sto €,

B(X; M) ={f:X—> M; f € uma funcdo limitada }. (2.183)
Dadas f,g € B(X; M) temos que o conjunto
{dm(f(x), g(x)); x € X}
€ limitado em R.

Resolucgao:

De fato, como as fungdes f e g sdo limitadas segue, de Definigdo 733, que os con-
juntos f(X) e g(X) sdo subconjuntos limitados em (M, d).

Logo, da Proposigdo 2T, temos que o conjunto f(X) U g(X) serd um subconjunto
limitado em (M, d), ou seja, o conjunto

{dm(f(x), g(x)); x € X} (2.184)

é limitado em (R, d)
]

Observacao 2.3.5

1. Notemos que, an situagdo acima, o conjunto (EZI24) admite supremo em R.

Portanto, dadas f,g € B(X; M), podemos definir a fungdo d : B(X; M) X
B(X; M) — R, dada por

d(f, g) = sup{dm(f(x), g(x))}. (2.185)

xeX

Pode-se mostrar que a fun¢do d é uma métrica em B(X; M) que serd deno-
minada métrica da convergéncia uniforme ou métrica do sup.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

2. Constderemos o conjunto F(X; M) formado por todas as fungées definidas
em X e tomando valores em M.
Neste caso, a métrica do sup, dada por (EIEH), pode ndo fazer sentido em
F(X; M), pois existem fungbes f,g: X — M, tais que o conjunto
{dm(f(x), g(x)); x € X}
nao € limitado em R logo, neste caso, ndo poderemos considerar o supremo
desse conjunto (ZZI4).

Para mais detalhes ver ], pdgina 15.
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3. Seja (E,||-]|) € um espago vetorial real (respectivamente, complezo) normado.

Se f,ge B(X;E) e A€ R (respectivamente, C) , pode-se mostrar que
(f+g)eB(X;E) e A-feB(X;E),

ou seja (B(X,; E),+,-) tornar-se-d um espago vetorial real (respectivamente,
complezo) , com as operagbes usuais de soma de fungdes e multiplicacdo de
numero real (respectivamente complezo) por funcgdo.

A verificagdo deste dao serd deizada como exercicio para o leitor.

4. Na situagdo acima, a métrica da convergéncia uniforme em B(X; E) (ou seja,
a métrica dada por (EZIEH)) provém da seguinte morma do espago vetorial
real(respectivamente, complezo) (B(X; E),+,-), || || : B(X; E) = R, dada por:

Il = sup [f(x)][e, £ € B(X; E). (2.186)
xXe

A verificagdo deste dao serd deixada como exercicio para o leitor.

5. Notemos que, para f,g € B(X,; E), teremos:

d(f, ) = sup({de(f(x), g(x)); x € X}
= sup (x) — (x| (2.187)

2.4 Distancia de um ponto a um subconjunto em um
espaco métrico

Observagao 2.4.1 Como motivag¢do consideremos o sequinte caso:

Em um plano consideremos uma reta X e a um ponto, que ndo pertence a reta
X (veja a figura abaizo).

Consideremos x, € X o ”"pé da reta perpendicular” a reta X, que contém o
ponto a (veja a figura abaizo).
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Seja
x e X tal que X F#X,.

Entdo aplicando o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo retdngulo Aax,x (veja a
figura abaizo) obtemos

[d(a,x))? = [d(a,xo)]* + [d(xo,x)]*.

X

X0

Em particular, teremos
d(a,x) > d(a,x,),

para todo x € X, ou seja, o ponto x, € o ponto mais prérimo do ponto a, que
pertence a reta X.
Deste modo poderemos escrever

d(a,x,) = inf{d(a,x)}.

xeX

Podemos generalizar este fato, para isto observemos que se (M, dy)€é um espago
métrico, X C M ndo vazio e a € M, entdo o conjunto

A={du(x,a);xeX}CR
€ limitado inferiormente por 0, pois
du(a,x) >0, paratodo x € X.
Logo existe o infimo do conjunto A, em R, assim podemos introduzir a:

Definigao 2.4.1 Sejam (M, dy) um espago métrico, X C M ndo vazio e a € M.
Definimos a distancia do ponto a ao conjunto X, indicada por d(a,X), como
sendo

d(a,X) =inf{dm(a,x); x € X}. (2.188)
Observacao 2.4.2

1. Das propriedades de infimo de subconjuntos limitados inferiormente em R,
seque que:
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(a) para todo x € X, temos que
d(a,X) < d(a,x), (2.189)
isto €, d(a,X) é um limitante inferior do conjunto
{d(x,a); x € X} CR;

(b) Se d(a,X) < c, entdo existe x € X, tal que d(a,x) <c, isto ¢, d(a,X) €
o maior dos limitantes inferiores do conjunto

{d(x,a); x € X} CR.
2. Observemos que se a € X entao

d(a,X) =0.

De fato, se a € X, entdo

0<d(a,x)= ig}f(d(a,x) X0,

3. Além disso, se X C Y, entao
d(a,Y) <d(a,X),

Lembremos que se

A C B, entdo infB <infA. (2.190)
Logo, se X CY entdo

{d(x,a);x € X} C{d(y,a);y €Y}

Assim, de (EZIU0), seque que

d(a,Y) =inf{d(y,a);y €Y}

(zT=m)

< inf{d(x,a);x € X}
=d(a,X).
4. Se
d(a,X) =0,
1sto nao implica, necessariamente, que a € X, como vereremos em exemplos
a seguar.

O que podemos afirmar é que:
d(a,X) =0
se, e somente se, dado ¢ > 0, podemos encontrar x € X, tal que

d(a,x) <e.
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5. Vale observar que, em geral, nao podemos substituir o infimo na defini¢cdo
actma pelo minimo, 1sto €, pode nao ezistir um ponto em X, € X, de tal modo

que
d(a>X) = d((]-)Xo) )

como veremos em e:z:emplos a seguz’r.

Consideremos alguns exemplos:

Exemplo 2.4.1 Seja (M,d) um espago métrico, a € M e X = {x1,X2, * yXn} um
subconjunto finito de M.
Entao
d(a)X) = 1%?:an{d(a) Xi)}

X € conjunto finit i
X éeomumio frite in d(a, ).
ief1,2,,n}

. X.4

- x3

X2
X8

Exemplo 2.4.2 Consideremos o espago metrico (Rz , d), onde d é a métrica usual
(ou seja, dada por (EI3), comn =2) e S' = {(x,y) € R*; x* +y* =1}, a circun-
feréncia de centro ma origem (0,0) e raio igula a 1.

Entdo, se z=(1,0) € S' e O =(0,0), temos que

d(0, z) = /(1 —0)2+ (y —0)2

ou seja, d(0,s") <1.

Pode-se mostrar que
d (O , S]) =1.

A verificagdo deste dato serd deizxada como exercicio para o leitor.
A figura abaizo ilustra da situag¢do acima.
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st

\ z=(x,y)

A0, z) =1

Observacao 2.4.3 No Ezxemplo acima, para qualquer ponto z € S', temos
que
d(0, S") =d(0, z).

A verificagcao deste dato serd deizada como exercicio para o leitor.

Exemplo 2.4.3 Conisderemos o espago métrico (R,d), onde d € a métrica usual
(ou seja, dada por (E13), comn=1) e X=(a,b).
Entdo temos que
d(a,X)=d(b,X) =0.

Resolugao:
Deixaremos a resolugdao como exercicio para o leitor.
O
Podemos provar isto diretamente ou utilizar o seguinte resultado geral:
Proposicao 2.4.1 Sejam (E,|| - ||) um espago vetorial normado, d € E e r > 0.
Entao dado b € E, temos que
d <‘5, B(da; T)) =0 se, e somente se, becB[a;T] ,
onde a métrica considerada € a que provém da norma |- ||, ou seja, d:EXE =R
serd dada por
d(X,d) = IX—yl, (2.191)

onde X,y € E.

Demonstracgao:
Suponhamos que

beBld;r], ouseja,
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Se tivermos
b—df <,

Segue que

b e B(d;r), ouseja, d(l;,B(&; r)> =0.

Afirmamos que se
I6—dl=r>0,

dado ¢ > 0, podemos encontrar X € B (d; r), de modo que

De fato, consideremos

Notemos que

(- ) B | ) IS
@) =~ (6-q)
] —
= p-a
-
) |
( = ) - T =
T
Escolhamos
te(r—e,r), deste modo teremos O0<r—t<e.
Consideremos

Com isto, teremos:

()

d(%,d)

X — 4

= @+t @) —al

= [It-u

(=) -
=" [t] |||

(=)

=)

ou seja, XxeB(a;r).

(2.192)

(2.193)

(2.194)

(2.195)

(2.196)

(2.197)
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Além disso, temos

ou seja,

isto é, 0<

ou seja,

Reciprocamente, suponhamos que
d(ﬁ,B(&;r)) —0. (2.198)

Seja p € E, tal que
pP&BIla; . (2.199)
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Afirmamos que
d(p,B(d;r)) >0. (2.200)

De fato, como p ¢ B [d; 7], temos que

d(p)a) = || —Cl”
pgBla;T]
>,
ou seja, lp—dl|=r+c, (2.201)
para algum c > 0.
Se X € B(d; r), teremos
IK—a =ax—a) < (2.202)
e como
L L, = - S
p—dl < llp—x[+Ix—dl,
ouainda  [[p—X| > |[|p —d] —[X—d (2.203)
segue que
d(P,X) - ||p _XH
=m) . . . .
> |p—dl—[IxX—d

=V (o) — IR — d

(zm)
> (r4c)—r
=c>0,

ou seja, o numero real ¢ é um limitante inferior do subconjunto
{d(p,X);X€B(d;r)}CR. (2.204)

A figura abaixo ilustra a situagao descrita acima.




2.4. DISTANCIA DE UM PONTO A UM CONJUNTO 85
Como d (p,B(d; r)) é o infimo do conjunto (E=Z04) acima, segue que

d(p,B(d;r)) >c>0.

Como, por hipétese, temos que
d(G,B(a; r)) —0,

da afirmagdo (E=200), segue que deveremos ter b € B [d'; 1], como queriamos demonstrar.
O

Observacao 2.4.4 Em particular, a Proposi¢cdo (EZ1) nos diz que podemos ter
beE, comdb,X)=0eb<X, como afirmamos anteriormente.

Para tanto, no caso da Proposi¢do (EZ1) actma, basta considerar bes(a;r)
e notar que b ¢ B(d,r), apesar de termos

d(b,B(d;,r)=0.
Temos também a:
Proposigao 2.4.2 Sejam (M, d) um espago métrico, a,b € M e X C M ndo vazio.
Entao

[d(a,X) —d(b,X)| < d(a,b). (2.205)

Demonstragao:

A figura abaixo ilustra o resultado acima.
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da,X) -

" d(a,b)

d(b,x) *

A desigualdade (EZ03) é equivalente a
—d(a,b) <d(a,X)—d(b,X) <d(a,b). (2.206)
Observemos que para todo x € X, temos que
(??)
d(a,X) <d(a,x) < d(a,b)+d(b,x),
ou seja,  d(a,X)—d(a,b) <d(b,x],

ou ainda, o nimero real
d(a,X) —d(a,b)

é um limitante inferior do subconjunto
{d(b,x); x € X} CR.
Da definigcdo de infimo de um subconjunto limitado inferiormente em R, segue que

d(a,X) —d(a,b)

istoé, d(a,X)—d(b,X)<d(a b) (2.207)

Observemos também que, para todo x € X, temos que

—

d(b,X) < d(b,x) < d(b,a)+d(a,x),

ou seja, d(b,X)—d(a,b) <d(a,x)

ou ainda, o nimero real
d(b,X)—d(a,b)

é um limitante inferior do subconjunto

{d(a,x);x € X} CR.
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Da defini¢do de infimo de um subconjunto limitado inferiormente em R, segue que

d(a,X),

isto é, d(a,X)—d(b,Y) > —d(a,b). (2.208)

Portanto, de (Z07) e (E201), segue a desiguladade (EZZ0d), ou seja, (Z2H), con-
cluindo a demonstracgao.

O
Como conseqiiéncia temos o:
Corolério 2.4.1 Seja (M,d) um espaco métrico e a,b,x € M. Entdo
|ld(a,x) —d(a,y)| < d(a,b). (2.209)
Demonstracgao:
Basta considerar
X ={x},
na Proposicdo (EZZ32) acima e verificar que
d(a,{x}) = d(a,x).
O

2.5 Distancia entre dois subconjuntos de um espaco
métrico

Podemos introduzir a:

Definigcao 2.5.1 Sejam (M, d) um espago métrico e X,Y C M ndo vazios.
Definimos a distancia entre os conjuntos X e Y, indicada por d(X,Y), como
sendo

d(X,Y) =inf{d(x,y);x € X e yeY}. (2.210)
Com siot temos o:

Exemplo 2.5.1 Consideremos o espag¢o métrico (R,d), onde d € a métrica usual
(ou seja, dada por (EZ13), comn=1),

X=(—0,0) e Y=(0,00).

Mostre que d(X,Y) =0 e temos XNY = (.
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Resolucao:
Dado ¢ > 0, existem x € X ey € Y tal que

d(x,y) <e, ouseja, d(X,Y)=0.

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Observemos também que

XNY =(-00,0)N(0,00) =0.
O

Observagao 2.5.1 Sejam (M,d) € um espago métrico e X,Y C M, ndo vazios
entao:

1. Se XNY #£10, seque que
d(X,Y)=0.

2. Notemos também que

AX,X)=0 e d(X,Y)=d(Y,X).

Dewzaremos a verificacao destes fatos como exercicio para o leitor.

2.6 Imersoes Isométricas e Isometrias entre espacos
métricos

Comegaremos pela

Definigao 2.6.1 Sejam (M, dm) e (N,dn) espagos métricos.
Diremos que uma fungdo f : M — N € uma imersao isométrica de (M, dy) em
(N, dn) se

dn(f(x), f(y)) = dm(x,y), para cada x,y < M. (2.211)

Neste caso, diremos que a fungdo f preserva as distancias (ou as métricas) de
(M>dM) € (N)dN) .

Observacao 2.6.1

1. Notemos que, se a fungdo f: (M,du) — (N,dn) € uma imersdo isométrica,
seque que a fung¢do f serd injetora e continua em (M, dy).

De fato, se
f(x) =1f(y), (2.212)
entdo,  dulx,y) = dn(f(x),f(y) =0,
logo, X=Y,

mostrando a funcao f € injetora.
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2. Sejam (M,dm), (N,dn) e (P,dp) espagos métricos e f: M — N, g: N — P
imersdes isométricas de (M ,dy) em (N,dyn) e de (N, dn) em (P, dp), respec-
tivamente.

Afirmamos que a fungdo (gof): (M,dm) — (P,dp) € uma imersdo isométrica
de (M,dm) em (P,dp).
De fato, se x,y € M, segue que

dr((gof)(x),(gof)(y)) =de(g(f(x)),g(fly)))

g € wsometria

= dn(fx), fy))

f é 1sometrial

- dM(va))

mostrando que a fungdo (gof) preserva as métricas de dy e dp, ou seja, serd
uma 1mersdo isométrica entre os espagos métricos (M,dy) e (P,dp).

Podemos também introduzir a:

Definicao 2.6.2 Um tmersdo isométrica entre espagos métricos, que uma fung¢ao
€ sobrejetora serd demominada isometria de (M, dy) em (N, dy).

Observacao 2.6.2

1. Notemos que, a func¢do f: (M,du) — (N,dn) € uma isometria se, e somente
se, a fun¢do f preservar as métricas (ou distdncias) du e dn e for uma
fungdo sobrejetora.

2. Em particular se a fungdo f: (M,dpm) — (N,dn) € tsometria seque, do item
0. da Observacao &1 que a fung¢do f serd bijetora.

Logo admitird funcdo inversa ' : (N,dn) — (M, dm) e esta também é uma
1sometria.

Em particular, a funcdo f serd continua em (M,dm) e a funcdo f' serd
continua em (N, dy).

De fato pois se w,z € N temos que ezistem x,y € M tal que
z="F(x) e w=f(y). (2.213)
Portanto, teremos:
dne (F1(2), 17 (w) = du (17 (F00), £ (F(y))
=dm(x,y)
= an(f0), (y))
"= an(zw),

mostrando que a func¢do f~' preserva as métricas de dy e dy e como é so-
brejetora, seque que ela serd uma isometria de (N,dn) em (M, dm).
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3. Como consequéncia do item B. da Observa¢cdo EZE 1 e do fato que composta
de fungdes sobrejetora é uma fungdo sobrejetora, seque que a composta de
1sometrias também serd uma isometria.

4. Notemos que se f : (M,dm) — (N,dn) € uma imersdo isométrica, entdo
sobre a tmagem de M a aplicagdo f serd uma isometria, ou seja, a aplicagdo
f:(M,dm) — (f(M),dn) € uma isometria, pois a fungdo f: M — f(M) serd
sobrejetora e continuard a preservar as métricas dy e dn.

Podemos agoram introduzir o seguinte conceito:

Definigao 2.6.3 Diremos que os espag¢os métricos (M, dy) e (N, dn) sdo isométricos,
se existir uma 1sometria de (M ,dm) em (N,dn) e neste caso escreveremos

M~N. (2.214)

Observacao 2.6.3 Observemos que:

1. M~ M.

De fato, basta considerar a aplicacdo identidade id : (M,dm) — (M, dm),
dada por
id(x) =x, para cada x € M. (2.215)

Deste modo teremos que a aplicacdo id serd sobrejetora e

dw(id(x),id(y) = du(x,y),

para todo x,y € M.

2. Se M ~N, entdo N ~ M.

De fato, pois se existe uma isometria f : (M,dw) — (N,dn), como vimos
no item B. da Observagdo (ZE3R), existe a fungdo inversa ' : (N,dn) —
(M, dm), além disso, serd uma isometria, ou seja, N ~ M.

3. Se M~N e N~P, entado M ~ P.

De fato, pois se existem isometrias f: (M,du) — (N,dn) e g: (N,dn) —
(P,dp), como vimos no item @. da Observagdo (EZE3), a fungdo composta
(gof): (M,dm) — (P,dp) serd uma isometria, ou seja, M ~ P.

4. Os trés itens actma nos dizem que a relacad ~, introduzida pela Defini¢cdo
EE3 € uma relacao de equivaléncia no conjunto formado por todos os espagos

métricos, 1sto é, a relagdo ~ satisfaz as propriedades: reflexiva, simétrica e
transitiva .
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5. Se existir uma imerdo isométrica f: (M,dm) — (N,dn), entdo teremos que

M~ f(M).

De fato pois, do item [. da Observa¢do 53, a fungdo f : (M,du) —
(f(M),dn) serd uma isometria.

6. Sejam X um subconjunto ndo vazio, (M, dm) um espago métrico e f: X - M
uma funcdo injetora.

Nosso objetivo € introduzir uma métrica em X, que indicaremos por dx, de
tal modo que a funcdo f: (X,dx) — (M,dm) seja uma 1mersdo isométrica de
(X)dX) € (M>dM)

Para 1sto definamos a apligdo dx : X x X = R, por

dx(x,y) = dm(f(x),f(y)), para cada x,y € X. (2.216)

Com isto a fungdo dx serd uma métrica em X.

A verificacao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

Notemos que precisaremos utilizaar do fato que a funcao f € injetora!
Como isto a fungdo f : (X,dx) — (M, dm) tornar-se-d uma imersdo isométrica

de (X,dx) em (M, dm).

7. Na situagdo acima, podemos mostrar que a métrica dx, em X € a inica métrica
que torna a fungao f: (X,dx) — (M, dm) uma tmersdo isométrica de (X, dx)
em (M, dm).

A verificagdo deste fato serd deirxada como ezxercicio para o leitor.

Baseados nos dois ultimos itens acima, introduziremos a:

Definigao 2.6.4 A métrica dx, definida no item B. da Observagdo EA3, serd
denominada métrica induzida pela fungao f em X.

Observacao 2.6.4 Um caso particular da situacdo acima € a quando X C M, nao
vazio, onde (M, dm) € um espago métrico.
Neste caso se considerarmos a aplicagao inclusao i: X — M, dada por

i(x) =x, para cada x€ X, (2.217)

€ fdcil ver que a funcdo i serd injetora.
Logo podemos considerar em X, a métrica induzida pela fung¢do i, que serd
coincidird com a métrica induzida de (M,dm) em X.
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De fato, pois

para todo x,y € X.

A seguir consideraremos alguns exemplos relacionados com os conceitos introduzidos
acima.

Exemplo 2.6.1 Consideremos o espago métrico (R,dgr), onde a métrica dr € a
métrica usual (ou seja, dada por (E13), com n = 1) e o espago métrico (R™, dgn),
onde dgn € uma metrica induzida por alguma norma, que indicaremos por | - ||,
do espago vetorial real normado (R™,| - ||) (ou seja, dada por (EZTHD)).
Sejam d,u € R", tal que
|ul|=1. (2.218)

Consideremos a fungdo f: R — R"™ dada por
f(t)=d+t-U, paracada teR. (2.219)
Afirmamos que a funcgao f é um imersdo isémétrica de (R,d) em (R",d,).

Resolucgao:
De fato, notemos que se t,s € R, segue que:

dan (F(£), £(5)) "= [[£(t) — (s)|

= @+t —(a@+s-0)

= [[(t—s) -]

=1 s )

= It — sl

E3) com n=1
( ): " dR(tvs))

mostrando que a fungdo f, dada por (EZZTJ) preserva as métricas de dg € dgn.
U

Observacao 2.6.5 Observemos que a representacdo geométrica do conjunto f(R)
serd uma reta, que passa pelo ponto d € R" e tem a direcdo do vetor unitdrio
u e R

Em particular, a fun¢do f nao é uma isometria de (R,dgr) em (R™,dgn), pots
nao € sobrejetora.
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Exemplo 2.6.2 Consideremos o espago métrico (R™, dgn), onde drn € uma metrica
induzida por alguma norma, que wndicaremos por || - ||, do espago vetorial real
normado (R™,| - ||) (ou seja, dada por (EZT9M)). e d € R™.

Mostre que a fung¢do f: (R™,dgn) — (R™,dgn), dada por

f(X) =X+ d, para cada X€ER", (2.220)
€ uma 1sometria.

Resolucao:
De fato, para X,y € R", segue que:

(=3

den (F(%), £(5)) = (%) — 1)
= x+a) -G+
= X~ gl
= 44 (%,9),

mostrando que a funcdo f preserva a distdncia dgn.
Além disso

f(R™) = R™,
pois se § € R", considerando-se
X=y—d, (2.221)
segue que
- v.n - 5
f(X) ="X+d
= g-ay+a
= g>

ou seja, a funcdo f é sobrejetora, ou seja, a fungdo f é uma isometria.
O

Observacao 2.6.6 Poderidmos generalizar o Exemplo 252 acima, para a sequinte
situagdo: sejam (E, | -||) um espago vetorial normado, de a metrica induzida pela
norma (ou seja, dada por (EZT90)) e d € R™.

Mostre que a fungdo f: (E,dg) — (E,dg), dada por

f(X) =X+ d, paracada XE€E, (2.222)

€ uma 1sometria.

z

A werificacdo deste fato é semelhante a resolugdo do Ezemplo e serd
deizada como exercicio para o leitor.
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Com isto temos a;

Definicao 2.6.5 A isometria f: (E,de) — (E,de), dada por (E222), serd denomz-
nada translagao pelo vetor d.

Temos também o:

Exemplo 2.6.3 Consideremos o espago métrico (R", dgn), onde dgn € uma metrica
nduzida por alguma norma, que indicaremos por || - ||, do espago vetorial real
normado (R™,| -||) (ou seja, dada por (ECIUT)). e d € R™.

Mostre que a fungdo f: (R™,dgn) — (R™, dgn), dada por

f(X) =—X, para cada XeR", (2.223)
€ uma 1sometria.

Resolugao: De fato, para X,y € R", segue que:

den (f(X), f(y)) " =" [[f(X) — f(Y)]|
[pavwac] S .
= =) - -9
=[I(=1)- (X —=4)||
(@) > o
=" |=1x-14]
[pameen] S
= 4 (%,5),
mostrando que a fungdo f preserva a distancia dgn.
Além disso
f(R") =R",
pois se § € R", considerando-se
X=—Y, (2.224)
segue que
t(x) = %
Gz ) g
= —(v)
= g)

ou seja, a funcdo f é sobrejetora, ou seja, a fungao f é uma isometria.
O

Observacao 2.6.7 Poderidmos generalizar o Exemplo acima, para a sequinte
situagdo: sejam (E,| -||) um espago vetorial normado, de a metrica induzida pela
norma (ou seja, dada por (ETU0)) e d € R™.
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Mostre que a funcdo f: (E,dg) — (E,de), dada por
f(X) =—X, paracada X€E, (2.225)

€ uma sometria.

A wverificacdo deste fato é semelhante a resolugcdo do Ezemplo e serd
deizada como ezercicio para o leitor.

Com isto temos a

Definigao 2.6.6 A funcao f: (E,de) — (E,de), dada por (E223), serd denominada
reflexao, em torno da origem de O € E.

Observacao 2.6.8 Observemos que, na situacad da Observagcdo acima, fizados
a,b ek, existe uma 1sometria f: (E,dg) — (E,dg) tal que

r(6) =a.
Para mostrar isto, basta considerar a translacdo f: (E,dg) — (E,de), dada por
f(X) =x+ (6—’5), para cada X € E.
Temos também o:
Exemplo 2.6.4 Considermos o espaco métrico (C,dc), onde C denota o conjunto

formado pelos numeros complezos e dc € a munido da métrica induzida pelo valor
absoluto de um niumero complezo, isto €, se z= a+ bi entdo

z]| = 1/x* +y2. (2.226)
Sejam u € C, tal que
lu|| =1 (2.227)
e a fung¢ao f: C — C dada por
f(z) =u-z, paracada zeC (2.228)

onde - denota a multiplicagdo de numeros complezos.
Mostre que a fungdo f: (C,dc) — (C,dc) € uma isometria.

Resolugao:
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Notemos que, para z;,z; € C, temos:

d(f(z1),f(z2)) =2 |f(z1) — (22|

= 1wz — -z

= [u- (z1 — z2)||

propriedade do médulo do produto em C
= [[ull lz1 = 24|

{rawaa]

= a1 -zl

| amneni]
(Z)d(m,Zz),

mostrando que a fungdo f: (C,d¢c) — (C,dc) preserva a métrica dc, ou seja, é uma
imersdo isométrica.

Além disso, se w € C consideranod-se

. w
z=—
u

€C, (2.229)

segue que
ou seja, a funcdo f é sobrejetora, portanto uma isometria.

Observacao 2.6.9 A isometria f, dada por (ZZ23), apresentada no Ezemplo
acima, geometricamente, produz uma rotagdo (no sentido hordrio), de um dngulo

b
Giarctg(g>, se u=a+bi, para a#o0.

A figura baizo lustra a situagdo descrita acima.
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Finalizaremos esta secdo com a:
Proposigao 2.6.1 Seja (M,dym) um espago métrico limitado.

Entdo existe uma 1mersdo 1sométrica @ : (M,dm) — (B(M; R),dy), onde d €
a métrica induzida pela norma da convergéncia uniforme (dada por (EZIED), com
E =R, munido da métrica usual de R ou seja, dada por (E13), comn=1).

Demonstracgao:
Consideremos a aplicagdo ¢ : M — B(M;R), dada por

@(x) = dy, (2.230)

onde a fungao d, : M — R é dada por

de(y) = dm(x,y) (2.231)

ou seja, a distdncia do ponto y ao ponto x.
Notemos que (M, dy) € limitado, segue que existe K > 0 tal que,

dm(x,y) <K, paratodo x,ye€ M.

Donde teremos d, € B(M; R), ou seja, a funcdo @ estd bem definida.
Mostremos que a funcdo @ preserva as métricas dy e d.
Para tanto, obervemos que se x,x’,y € M, teremos:

ldy(y) — do ()] = 1d(x,y) — d(x’, y)]

(e=2m) ,
< dm(x,x), (2.232)
' (==:3) /
assim: ||dy —dy | =supldi(y) —de(y)l < dm(x,x). (2.233)
yem
Por outro lado,
(avrcal
du(x") = do () =7 Jdu(x,x') — du(x x|
= ldm(x,x") — dm(x",x')]

= dw(x,x). (2.234)
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Logo

|dy — dy/|| = supldy(y) — dw (y)l
yemM

(=) ,
> dm(x,x’). (2.235)

Portanto, de (E233) e (E2234), segue que

[dx — dwr | = dm(x,x"). (2.236)

du(e(x), o(x)) = dy(d,, dy)

= N |

=3
( = ) dM(X)X/)>

ou seja, a aplicagdo ¢ : (M,dm) — (B(M; R),d,) preserva as métricas dy e d,, isto
é, é uma imersdo isométrica.
O

Observacao 2.6.10

1. Pode-se provar um resultado andlogo ao exibido acima retirando-se a hipdtese
do espago métrico (M, dy) ser limitado.

Uma demonstracdo para esse fato pode ser encontrada em [@], na pdgna 20.

2. O resultado acima garante que todo espgao métrico pode ser imerso isome-
tricamente, em um espaco vetorial normado.

2.7 Exercicios



Capitulo 3

Funcoes Continuas Definidas em
Espacos Métricos

3.1 Definicao de funcao continua em espacos métricos
e exemplos

Temos a:

Definigao 3.1.1 Sejam (M, dm), (N,dn) espagos métricos e a € M.
Diremos que uma fungdo f: M — N € continua no ponto a, se dado ¢ > 0,

podemos encontrar & = 6(e,a) >0, de modo que se x € M satisfaz:
du(x,a) <d, implicar que dn(f(x),f(a)) <e. (3.1)

Diremos que a fungdo f: M — N € continua em M se ela for continua em
cada um dos pontos de M.

Observacao 3.1.1

1. Na situacdo da Defini¢cdo 77 acima, a fungdo f : (M,dm) — (N,dn) €
continua no ponto a se, e somente se, se dado ¢ > 0, podemos encontrar
d=20(e,a) >0, de modo que

f(B(a;8)) € B(f(a); €), (3.2)

ou ainda, dada uma bola aberta, em (N,dyn), de centro no ponto f(a) e raio
e > 0, podemos encontrar uma bola aberta, em (M,dy), de centro no ponto
a e rato & > 0, de modo a tmagem, pela funcdo f, da segunda bola estard
contida na primeira bola.

Geometricamente, temos a seguinte situagdo:

99
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2. Se
MCR e N=R

munidos da métrica usual (ou seja, d, dada por (E13), com n = 1), temos
que a fungdo f: (R,d) — (R,d) serd continua em a € R se, e somente se,
dado ¢ > 0, podemos encontrar 6 = d(e,a) >0, de modo que se

x € R, satisfaz a—0<x<a+3d,

teremos
fla) —e < f(x) < f(a) + ¢,
ou seja,
flla—06,a+9d)) C (fla) —e,f(a) +¢). (3.3)
Geometricamente, a situagdo € caraterizada pela figura abaizo:

y y

A seguir exibiremos alguns exemplos, antes porém introduziremos a:

Definigao 3.1.2 Sejam (M, dym) e (N, dn) espagos métricos e uma fungdo f: M —
N que tem a seguinte propriedade: existe c > 0, tal que

dn(f(x),f(y) < cdm((x,y) para todo x,y € M. (3.4)

Neste caso diremos que a func¢do f € lipschitziana em (M, dy).
A constante c serd dita constante de Lipschitz associada a funcao f.
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Com isto temos a:

Proposicao 3.1.1 Sef: (M,dm) — (N,dn) € uma funcgdo lipschitiziana em (M, dm),
entdo a fungdo f é continua em (M, dwm).

Demonstracgao:

De fato, como f é lipschitiziana em (M, duy), da Definicdo BT, existe ¢ > 0, tal
que

dn(f(x), f(y) < cdul(x,y) paratodo x,y € M. (3.5)

Logo, dado ¢ > 0, consideremos

I3
O0=->0. 3.6
= > (3.6)
Entdoseac M e
dm(x,a) <9, (3.7)
teremos
(Em)
dN(f(X)>f(a)) S CdM(X»a)
B2
(<) cd
I3
= C —
C

mostrando que a fungao f é continua no ponto a € M.
Como a € M é arbitrdrio, segue que a funcgdo f é continua em M.

O
Passemos a exibir alguns exemplos importantes.
Exemplo 3.1.1 Sejam (E,|| - ||[¢) um espaco vetorial real normado e A € R (a
métrica em E é a métrica induzida pela norma || - ||, dada por (EZTHD)).
Afirmamos que a aplicagdo
fa:E—LE
dada por
fa(x) =A-x, para cada x€E, (3.8)

€ lipschitiziana em E.
Em particular, da Proposi¢cao 11, seque que a fung¢do f serd continua em E.

Resolugao:
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De fato, para x,y € E, temos que

de(fr(x), a(y) = [[fa(x) — faly) e
SN Ayl
— A~ (x—y)[le
N - ylle
= dex, ),

mostrando que a afirmacao é verdadeira.
O

Exemplo 3.1.2 Suponhamos que as fungées f1,f,,--- ,f,:E—E, onde (E,||-]||) é
um espago vetorial real normado (a métrica em E € a métrica induzida pela norma
|- ||, dada por (ECITHED)), sdo lipschitzianas.

Entao dados a;,a;---,a, € R, temos que a funcao f: E — E dada por

f(x) =ay-fi(x)+ay-fr(x)+---an-fu(x), para cada x€E, (3.9)

também serd uma fung¢do lipschitziana.
Em particular, da Proposi¢do E11, seque que a fung¢ao f serd continua em E

Resolucgao:
De fato, como para cada i € {1,2,---,n} a fungéo f; é lipschitziana em E, ous eja,
entdo existe ¢; > 0, tal que

de(fi(x), fi(y) < cide(x,y) paratodo x,ye M. (3.10)

Definamos
c=lajlei +]azer+ - +lanlcn. (3.11)

Entdo, se x,y € E, temos que
o]
de (F(x) , Fy) = [[F() — F(y)]le

Dl fr4 - an - fd () —lar 4+ an -l ()]l
= |llar - [f1 (%) — F1 ()] + - - + @ - [ (x) — £ (W) ()

(m@)
< lan - [0 = fi(yllfle + -+ + [lan - [ (x) = faly)llfe

1 [1£106) = F1 (W)l + -+ lan] [[Fn(x) — () () Je
(=)

<l de(f1 (%), F1 () + - + law] du (Fa(x) (1)
(eTm)

< ag| [er de(xyy)l + -+ + |an| [en de(x,y)]
=llailey + -+ +|anlcnl de(x,y)

| commi|
(:)CdE(X>y)»
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mostrando que a fungdo f: E — E, dada por (B@), é lipschitziana.
0

Observacao 3.1.2 Logo, resumindo O Ezemplo B2 acima nos diz que a com-
binacao linear de funcgdes lipschitzianas € uma funcao lipschitziana em um espago
vetorial normado.

Temos também o:

Exemplo 3.1.3 Consideremos o espago métrico (Rdg), onde a mética dr € a
métrica usual (ou seja, dada por (E13), comn=1).

Entdo af: (R,dgr) — (R,dg) € lipschitiziana em (R, dgr) se, e somente se existe
c >0, tal que

f(x)—f
wrify(ly)lgc para todo x,y€R, com x#y. (3.12)

Resolucgao:
De fato, pois para x,y € R, com x # y, temos que:

(%) — F(Y)l =) de(f(x), fly))
|X_y| dR(X>y)

(3.13)

Logo, da Definicdo BT, a fungdo f serd lipschitiziana em (R, dr) se, e somente se,
existe ¢ > 0, de modo que

dr(f(x),f(y)) < cdgr(x,y) paratodo x,ye€R. (3.14)

Logo, de (B13), segue que (BI4) serd equivalente a (B12), completando a demons-
tracao.
U
Como consequéncia temos o:

Exemplo 3.1.4 Consideremos o espago métrico (R,d), onde d é a métrica usual
(ou seja, dada por (E13), comn=1) e f: I = R uma fungdo diferencidvel em I,
onde 1 € um wntervalo aberto de (R, d), tal que existe c > 0, de modo que

If'(x)] <c, paratodo xe€l. (3.15)
Mostre que a fungdo f € lipschitziana em (1,d).

Resolucgao:
De fato, dados x,y € I, do Teorema do Valor Médio para fungdes de uma varidvel
real, a valores reais (visto na discipina de Cdlculo I), segue que existe X € (x,y) ( ou

(y,x), se y < x) tal que
f(x) —fly)

Ty =f'(x). (3.16)
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Logo
If(x) — f(y)| E&m _
0) =)l e 15y,
x =yl
(T3)
< ¢,

ou seja, da Definicdo BT, segue que a funcdo f é lipschitziana em I, completando a
resolugao
O

Observacao 3.1.3 Conclusao: toda fung¢do real, de varidvel real, diferencidvel em
um intervalo aberto de R, de modo que sua derivada é limitada nesse intervalo é
uma fun¢ao lipschitiziana no intervalo em questdo.

Em particular, serd uma func¢do continua nesse intervalo.

Uma situagdo mais geral é dada pela:

Definigao 3.1.3 Sejam (M, dm) e (N,dn) espagos métricos.

Diremos que a funcdo f: (M,du) — (N, dn) € localmente lipschitziana em M,
se para cada a € M, podemos encontrar v, > 0, de modo que a restri¢cdo da fun¢ao
f a bola aberta B(a;r.) (jisto €, f,, . ) € uma fungdo lischitziana em B(a; r4),
ou seja, exriste ¢ =c(B(a;ry)) >0, de modo que

dn(f(x),f(y) < cdm((x,y) paratodo x,y € Bla;r). (3.17)
Com isto temos o:

Exemplo 3.1.5 Sejam (M,dwm) e (N,dn) espagos métricos. Suponhamos que a
fungdo f: (M,dm) — (N,dn) € localmente lipschitziana em M.
Mostre que a fungdo f € continua em (M, dy).

Resolugao:

De fato, dado a € M, seja 7, > 0O tal que a restricio da fungdo f a bola aberta
B(a; rq) seja lipschitziana, ou seja, vale (EIQ).

Dado ¢ > 0, consideremos

6£min{§,ra} >0. (3.18)

Logo se, x € M satisfaz
dm(x,a) <9, (3.19)
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teremos

(=)
5 < ra, logo vale (ETI2)

dn(f(x), f(a)) < cdm(x,a)

(cme))

< c¢b

Em ¢

< c-
c

:5)

mostrando que a fungao f é continua no ponto a € M.

Como a € M é arbitrdrio, segue que a fungéo f é continua em (M, dy), completando
a resolugao.

O
Temos também o:
Exemplo 3.1.6 Consideremos (E,|| - ||) um espago vetorial real mormado, e de-
notemos por d|., a métrica em E, induzida pela norma | - || (ou seja, dada por
Consideremos f1,f,,--- ,f, :— E fungées de modo que, para cadaj €{1,2,---,n},
a funcgdo il seja localmente lipschitziana em (E,d”.H) ea,ay, - ,a, €R,
Mostre que a fungdo f: E — E, dada por
fX)=a;-fi(X)+a;-H(X)+---+an-To(X), para cada X€E, (3.20)
€ uma funcg¢do localmente lipschitziana (E,d”.H).
Resolucgao:
De fato, dado d € E, como para cada j € {1,2,---,n} a fungdo f; é localmente

lipschitizianaem (E , dH-II): podemos encontrar ¢c; >0 e 1, >0, de modo_que teremos

dy. (F(X), f(Y)) < ¢5dy(X,y), paratodo x,ye€ B(d;rq;). (3.21)
Consideremos
C=lailci+ - +lanlcn e rq=minf{rq;;je{l,2,--,n}}>0. (3.22)

Logo, para X,y € B(d; r,), de (E222), teremos que
B(d;ry) € B(d;rq;), paratodo je{l,2,---,n}, (3.23)

pois Ty < Tq 4, para todo j € {1,2,---,n}
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Logo,

dy (F%), 1) =2 1£(R) — (G

Dl @+ @ (D= lar - £ (G) + o+ an - @]

= [lar - If1(X) = f1(G)] + - an - [fa(X) — fu(y

(@) . N . .
< lay - [ (%) = Fr (@I + - - - |lan - [Fa(X) — fu(G)]]]

~—
—

(3) . . . .
< larl[[f13) = F (G + - - lan] [[fa(x) = fu (Y]]

|ramneni] = = = =
= |l dpy (R, A @)+ lanl djy (falR) , £ (5)
(E23) o () o o

< lag] [er dyy (X, 9)] + - lanl [en dy (X, 7)]
=llasler + -+ lanlca] dy (X, )
=" Cdyx,9),
mostrando que a fungdo f é localmente lipschitiziana em (E,d.|), completando a re-
solucgdo.

O

Observacao 3.1.4 Conclusao: combinag¢ao linear de funcgdes localmente lipschit-
zianas € uma fung¢do localmente lipschitziana em (E , dH-II)-
Em particular, serd uam fungao continua em (E,d”.H).

Exemplo 3.1.7 Consideremos o espago métrico (R,d), onde d € a métrica usual
(ou seja, dada por (E13), comn = 1) e, para cadan € N fizado, a fungdo f: R — R,
dada por

f(x) =x", para cada x€R. (3.24)

Mostre que a fungdoo f € localmente lispchitziana em (R, d).
Em particular, serd continua em (R, d).

Resolucao:
De fato, como a funcdo f é diferencidvel em R e

f'(x) =nx™"', paracada xe€R, (3.25)
parcadaaeRer >0, se
x€B(a;r)=(a—71,a+71), (3.26)

teremos que

x| =[(x—a) +q]
<I|x—al+|al

(=)
< rv+|d (3.27)
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001 = x|
=n [x""
(E23) n—1 .
< n(r+la)v =M,
ou seja,
If'(x)] <M, paratodo xc€l=(a—71,a+T7).

Logo, do Exemplo B4, segue que a fungdo f é localmente lischitziana em (R, d).
ou seja, f .
Em particular, serd uma fungdo continua em (R, d).

]

Observacao 3.1.5 Notemos que, do Ezemplo [F-1.7] acitma e do Ezemplo E 13,
seque que toda fung¢do polinomial

p:R—=R,
ou seja, dada por
p(x)=a, +ayx+---,a,x", para cada x€R, (3.28)
onde a;,a,---,a, € R estao fizadas, € uma funcdo localmente lispchitziana em

(R,d).
Em partitular, toda func¢do polinomial serd continua em (R,d).

temos o:

Exemplo 3.1.8 Consideremos o espago métrico (R,d), onde d é a métrica usual
(ou seja, dada por (E13), com n=1) e a fungdo f: R* =R\ {0} — R, dada por

1
f(x) = L para cada x € R*. (3.29)

Mostre que a fungdo f € localmente lischitiziana em (R*,d).
Em particular, a fung¢do serd continua em (R*,d).

Resolucgao:
Para cada a € R*, consideremos
lal la] la|
x,yeB(a;7 = a—7,a+7 . (3.30)
|al |al «
Notemos quese z € | a — 5 a-+ 5 entdo
a
|z| > u (3.31)
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A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

d(f(x), f(y)) =" [f(x) — f(y)|
e |1 1
N ?c_ﬁ‘
y—X
-
1
:m|x—y|
(C==) |
< W|X_U|
= L dalx,y),

(3.32)

a
mostrando que f é lipschitziana em B (a; %) (bastando tomar a constante de Lipschitz

como sendo ¢ = —).
a

Portanto a fungédo f é localmente lischitiziana em (R*, d).

U

Temos também o:
Exemplo 3.1.9 Sejam (E,||-||) um espago vetorial real normado, munido da métrica
dj.|, tnduzida pela norma || - || (ou seja, dada por (EI9D)) e o espago métrico

(R, dg), onde dg € a métrica usual (ou seja, dada por (E13), comn=1) e A e R.
Mostre que a aplicacgo m: R x E — E, dada por

m(A,X) =A-X, paracada (A,X)eRXE, (3.33)

€ localmente lipschitiziana no espago métrico (R x E,drxe), onde a métrica drye
no produto cartesiano R X E, é a métrica induzida pela norma

(A, %) |[rxe = A+ [|X||[e, para cada (A,X) € R X E, (3.34)
Em particular, a aplicagdo m:R x E — E serd continua em (R x E, dryg).

Resolucgao:
Notemos que a métrica drye : (R X E) X (R x E) —» R é dada por

deE [(}\)7_5) >(B )g)] = |7\ - B| + ||7_€_g|| ) (3'35)

pra cada (A,X),(B,y) € R x E.
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De fato, dado (A,,%,) € R x E, para r > 0 fixado, temos que se

(A, %), (ByY) € B((AoyX); 1)

teremos:
A=NAol s IB—Bol <1 € [X—%Xlle, [§J—=%ol|le <T. (3.36)
Logo
N v, (=3 - =
deE(m(}\’X) »m(B )y)) (:) ||TTL(7\,X) _m(B )U)H
(E=D) s
=" A-Xx=B -yl

=[A-x=A-y+A-y—p-y|
=|A- K= +A—=PB) -7
G==:) o .
< JA-X=9)+[[(A=B) -4l
Cm .
< X =9l + A= BlY]l

(e=3)
IN<IA=Aol+Aol < T+Ao

[+ Mol [IX =yl + 1A = Bl Y]

(B=3)
IFI<IF—Fol+Iolle < r+I%ol L B
< [r+ Mol IX — gl + [r+ [|Xo][e] A — B

< max{r + Aol, 1+ [[X|[} [|IX — G| + A — BI]
=max{r+Aol,r+||Xo ||} S S

c T+: T+ %o || CH}\— B| X ||x—y|h:_]

(E=3)

= CdRXE[(A)%) y (B >g)]

mostrando que a afirmacgdo é verdadeira.
O

Observacao 3.1.6 Em particular, do Ezemplo E13 aciam, seque que vale 0s
andlogos para multiplicagdo de numeros reais ou multiplicagdo de numeros reais
por vetores de (R™,+,-).

Uma outra classe de fungdes importantes é dada pela:

Definigao 3.1.4 Sejam (M,dm) e (N,dn) espagcos métricos.
Diremos que a fungdo f: (M,dm) — (N,dn) € uma contragao fraca em M, se

dn(f(x), f(y) < du(x,y), para todo x,y € M. (3.37)
e uma subclasse desta é dada pela:

Definicao 3.1.5 Sejam (M ,dm) e (N,dn) espagcos métricos e f: M — N.
Diremos que a fungdo f: (M,dm) — (N,dn) € uma contragao (forte) em M,
se existir ¢ € (0, 1) tal que

dn(f(x), f(y)) <cdm(x,y), paratodo x,ye M. (3.38)
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Observacao 3.1.7 Observemos que toda contra¢cdo fraca ou forte, definida entre
espago espac¢os métricos, é uma aplicagcdo lipschitiziana e portanto uam funcgdo
continua em todo o espago métrico.

A seguir, daremos alguns exemplos de contragdes fracas definida entre espago espagos
métricos.

Exemplo 3.1.10 Sejam (M,dym) e (N, dn) espagos métricos e k € R fizo.
Consideremos a func¢do f: (M,dm) — (Ndn), dada por

f(x) =k, para cada x € M. (3.39)

Entdo a fung¢do f € uma contragdo forte em (M, dm).
Em particular, a fungdo f é continua em (M, dwm).

Resolucao:
De fato, pois para todo x,y € M, temos:

dn(f(x), (1Y) = du(k, k)
=0< %dM(x,y). (3.40)

Logo a fungdo f é uma contragéo forte em (M, dy ), onde

c==-<1.

N —

4

Observacao 3.1.8 Notemos que, no Exemplo E110 acima, poderiamos ter esco-
lhido qualquer
cel0,1),

1
no lugar de 7, €m (Bm).

Temos também o:

Exemplo 3.1.11 Sejam (M,dm) espaco métrico e X C M subespaco métrico de
(M)dM)-
A funcgdo i: (X,dm) — (M, dm), dada por

i(x) =x, para cada x€ X, (3.41)

z

(ou seja, a inclusdo, de X em M, veja a Observagdo B-6-4, ou ainda, (E217)) €
uma contragdo fraca, mas ndo é uma contragao forte.
Em particular, a aplicagdo i: X — M € continua em (X, dm).
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Resolugao:
De fato, pois para x,y € X, temos que pois

. . cor:m]
du(i(x),i(y) = dx(x,y).
Logo a fungdo f é uma contragdo fraca em (X, dy), onde
c=1.

Notemos que a mesma ndo serd uma contragdo forte em (X, dm).

Podemos estender o exemplo acima, como afirma o:

Exemplo 3.1.12 Sejam (M,dym) e (N, dn) espagos métricos.

Se a fungdo f: (M,du) — (N,dn) € uma tmersdo isométrica entdo a funcdo f
serd uma contrac¢do fraca em (M, dm).

Em particular, a aplicagdo f serd continua em (M, dy).

Resolucao:
De fato, pois para cada x,y € M, teremos: pois

dn(f(x), f(y))

ou seja, a fungdo f é uma contragio fraca em (M, dy ), onde

Deﬁnigéo |z |

dM(X)y)v

c=1.
O

Observacao 3.1.9 Como caso particular do Exemplo B 113 acima, temos que toda
1sometria entre espacos métricos serd uma contragdo fraca.
Em particular, serd continua entres os espagos métricos considerados.

Exemplo 3.1.13 Sejam (M ,dym) e (N, dn) espagos métricos.

Escolha uma das trés métricas, d, d; ou d;, em M x N consideradas na Pro-
posi¢cao B3, que indicaremos por D.

Para cada a € M e b € N fizados, consideremos as aplicacdes

Bb:M—=MxN e jo:N=->MxN,
dadas por
p(x) = (x,b), (3.42)
jaly) = (a,y), (3.43)

para cada x € M e cada y € N, respectivamente.

Entdo as fungbes i, e jo sdo uma contragdes fracas em (M,dwm) e (N,dn),
respectivamente.

Em particular, as aplicagbes iy : M — M X N e j,: N = M x N sdo continuas
em (M,dm) e (N, dn), respectivamente.
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Resolucao:
Notemos que, para x;,x; € M e yi,yz € N, teremos:

DI\/l><N [(X1 )b) ) (Xl)b)] S dM(X1 »XZ) ) (3'44)
Damxn llayy1), (a,y2)] < dm(yr,yz) . (3.45)

Deixaremos, como exercicio para o leitor, a verificacdo destes fatos.
Com isto, para x;,x; € M e Y7,y € N, teremos:

. . EZ32
D (is(x1) 4 15(x2) = Dytsnl(x1, 1), (x2, b))
(EZ3)
< dmlxi,x2)y,
) . ez
Dmxn(Gal(yr), v (y2)) =) Dmxnlla,yi), (a,yz)]
(EZ3)
< dN (U] »Uz)»
mostrando que as fungdes i, € j, sdo uma contragdes fracas em (M,dwm) e (N, dn),

respectivamente.
O

Um outro caso interessante é dado pelo:

Exemplo 3.1.14 Conisderemos (M, dym) espago métrico e X C M, ndo vazio e o
espago métrico (R,dg), onde dg € a métrica usual (ou seja, dada por (E13), com
n=1).

Definamos a func¢do dx : (M,dm) — (R, dr), dada por

dx(y) =d(y,X), para cada ye€ M. (3.46)
Mostre que a fungdo dx € uma contragdo fraca em (M, dwm).
Em particular, a aplicacdo dx: M — R € continua em (M, dpm).

Resolucao:
De fato, para y;,y, € M, teremos:

I3 comn=1

dz [dx(y1), dx(y2)] 2" dx(y1) — dx(ys)]
=) 1d(y, X) = d(yz, X)|

Proposigdo 23

S dM(U] )92))

mostrando que a fungdo dx é uma contragdo fraca em (M, dm).
OJ

Observacao 3.1.10 Do Ezemplo acima seque que, para cada X € M fizado,
temos que a aplicagdo d, : (M,dm) — (R, dr), dada por

de(y) = dm(x,y), para cada yeM, (3.47)
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€ uma contracdo fraca em (M, dm).
Para mostrarmos 1sto basta considerar

X={x}C M.
Em particular, a aplicagdo d, : M — R serd continua em (M, dm).

UM outro caso interessante é dado pelo:

Exemplo 3.1.15 Seja (E, || - ||) um espago vetorial real normado.

Mostre que a aplicagdo || - || : (E,d”.”) — (R, dr) € uma contracdo fraca.

Em particular, a aplicagdo ||-||: (E,d ) — (R, dg) é uma fungdo continua em
(B, dyp)-
Resolucgao:

De fato, para X,y € E, teremos:

- - (@) comn =1 - -
de (X1, [I4]]) = ] = lglll
item B. da Observagdo T3 . N
< X — 14l
(=) o
=" dyy (X,9),
mostrando que a aplicagdo | - || : (E,d,) — (R, dg) é uma contragdo fraca.
[
Exemplo 3.1.16 Seja (M;,d;),---,(M,,d.) espacos métricos.
Para cada i€{1,2,--- ,n}, consideremos a aplicagdo pi: My x --- x M, = My,
dada por
pi(x) =xi, para cada x = (X1,X2, " ,Xn) € My X -+ X My, (3.48)
denominada como i-ésima projecgao.
Mostre, para cada i € {1,2,---,n}, a aplicdo pi € uma contragdo fraca, onde

podemos considerar no produto cartesiano M = M; X --- x M, a métrida dm como
sendo uma das trés métricas, d, di ou d;, introduzidas na Observagdo BT 13
(dadas por (EI11), (ET12) ou (ETI3), respectivamente).

Em particular, para cada i€ {1,2,---,n}, a aplicagdo p;: (Myx---xM;,dm) —
(Mi, d;) € continua em (Mj X --- X My ,dm).

Resolucgao:
De fato, para cada x;,y; € M;, teremos:

(ez3)
dm, (pi(x), Pily)) "=" dm (xi, i)
independente da métrica escolhida em M

< dM(X)U) ) (3'49)



114 CAPITULO 3. FUNCOES CONTINUAS

onde

X = (XI)XZ)"' y Xi—1 9y Xiy Xig1y " )Xn)> Yy = (91)92»"' yYi—1HyYisyYitr, )yn) S M)

mostrando que a afirmacao é verdadeira.
O
Outro caso interessante é dado pelo:

Exemplo 3.1.17 Seja (M, dym) espago métrico.

Mostre que a aplicagdo dp : (M xM,dy) — (R, dgr) (ou seja, a prépria métrica)
€ uma contragdo fraca em (M x M, d;), onde d; é métrica em M x M, introduzida
na Propsi¢do ZTH, dada por (EI08), e a métrica dg € a métrica usual (dada por
(@), comn=1).

Em particular, a aplicagdo dp : (M x M, d;) — (R,dgr) serd continua em (M x
M y d, ) .

Resolugao:
De fato, para cada (x,y),(x",y’) € M x M teremos:

), comn =1

! / 3 ! /
dz (dm(x,u), du(x,y)) T 2 (x, y) — dw(x,y))
- |dM(X>y) - dM(X/>y) + dM(X/ay) - dM(X/)yl)’

desigualdade triangular

ldm(x,y) —dm (X", y)l + ldm(x",y) — dm(x", y)]
- |dM(X>y) - dM(y >X,)| + |dM(y )X,) - dM(ley,N

item O. da Observagido 1

< dm(x,x") +dm(y,y’)
S dMXM[(X)U) ) (X/JJI)] )

mostrando que a aplicagdo dy : M x M — R (ou seja, a prépria métrica) é uma
contragdo fraca em (M x M, D).

O
Temos também o:
Exemplo 3.1.18 Seja (E,| - ||[e) um espago vetorial real normado e A € R.
Mostre que a aplicacdo s :E x E — E, dada por
s(x,y)=x+vy, para cada (x,y)€EEXE, (3.50)

€ uma contragdo fraca, onde em E X E estamos considerando a norma da soma,
isto €, para (x,y) € E X E, temos que

¢y Y)llexe = lIx[[e + [[ylle (3.51)

e a respectiva métrica associada a esta norma (dada por (EZTHD)).
Em particular, a aplicagdo s : (E x E,dgxe) — (E,dH.”) serd continua em (E X
E ) dEXE) -
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Resolugao:
De fato, para cada (x,y), (x',y’) € E x E, teremos:

[Caeen

de(s(x,u), s, y") = Is(x,y) — s(x’, y')]Je

E31 ! !
D x+y) = '+l

=[x =x")+y—y e

(m) !/ /!
< =X+ fly = y'lle

norma da soma

= 1(xyy) — (%", y ) [exe

(T

= dese((x,9), (X, 1),

mostrando que a aplicagdo s : E x E — E é uma contracdo fraca em (E X E, dgxg).
O

Observacao 3.1.11 Em particular, vale o mesmo para soma numeros reais, ou
seja, no espago vetorial real (R,+-) ou, masi geralemnte, para soma de vetores
no espago vetorial real (R™,+,-), ou ainda, para soma no espago vetorial real
(B(X; M), +,-), munido da métrica do sup (dada por (EZZ0)).

Observacao 3.1.12
1. Segjam (M,dm) e (N,dn) espacos métricos, a € M um ponto 1isolado do
esp¢ao métrico (M,dp) e f: M — N uma funcdo.
Afirmamos que a funcdo f é continua em a € M.

De fato, como a € M é um ponto isolado de (M, dn), existe b, > 0, tal que

B(a; 6,) "M ={a}. (3.52)

Dado ¢ > 0, consideremos
5€(0,5). (3.53)

Logo se x € M satisfaz
(E=3)
dM(X)a) < 6 S 60»

de (B22), segue que
X =a. (3.54)

Logo

=)

dn(f(x), f(a)) "="dn(f(a),f(a)) =0 <,

mostrando que a funcao f € continua em a € M
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2. Como consequéncia da Observa¢cdo acima, temos que se o espa¢o métrico

(M,dm) for um espago discreto (isto €, todo ponto dele é ponto isolado),
entdo toda fung¢do f: M — N serd continua em (M, dm).

Em particular, se a métrica de (M, dm) € a métrica zero-um (veja o Ezemplo
Z 71, ou atnda (EZ2)) entdo vale o mesmo.

Por outro lado, se o espago métrico (N, dn) for um espago discreto, temos
que a funcdo f: (M,dm) — (N,dn) € continua em (M, dm) se, e somente se,
para cada a € M, a fungdo f é constante em alguma bola aberta de centro no
ponto a.

De fato, suponhamos que a funcgao f é continua em a € M.

Logo, como f(a) € N, e o espago métrico (N,dn) € discreto, seque que existe
€, >0, de modo que
B(f(a);e,) ={f(a)}. (3.55)

Logo, dada € € (0,¢,), para qualquer & >0, se
x € B(a;9),

para que tenhamos
f(x) € B(f(a),e) ={f(a)},

z

deveremos ter f(x) = f(a), ou seja, a funcdo f €
B(a; d), como afirmamos acima.

constante na bola aberta

A reciproca € imediata e serd deizada como exercicio para o leitor.

Em particular, se a métrica em N € a métrica zero-um, teremos a 0 mesmo.

Podemos agora introduzir a:

Definigao 3.1.6 Sejam (M,dm) e (N,dn) espagos métricos e a € M.

Diremos que a fungdo f : M — N € descontinua no ponto a, se ela nao for

continua no ponto a.

Observacao 3.1.13

1. Na situagdo acima, a fung¢do f: (M,du) — (N,dn) € descontinua no ponto

a € M se, e somente se, podemos encontrar ¢, > 0, de modo que para cada
b >0, podemos encontrar e xs € M, tal que

du(xs,a) <&, mas dn(f(xs),f(a))>e,. (3.56)
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2. Sejam (M, dm) um espago métrico, (xn)neny uma sequéncia em M e x, € M.

Diremos que a sequéncia (X,)neny converge para X,, em (M, dy), se dado € >
0, podemos encontrar N, € N, de modo que

se n>N,, teremos: dm(xn,X,) <E€. (3.57)

Neste caso diz-se que a sequéncia (X, )ney € convergente para x,, em (M, dym)
e escreveremos

Xn — Xo ou lim x, = X, . (3.58)
n—oo

3. Com a nog¢do acima, podemos obter uma formulacdo equivalente do item 0,
a saber: a funcgdo f: (M,dm) — (N,dn) € descontinua no ponto a € M se, e
somente se, podemos encontrar ¢, > 0, de modo que para cada n € N, existe
Xn € M, tal que

1 , mas dn(f(xn),f(a)) > &,. (3.59)

dm(xn,a) < — >
n

Isto poderia ser dito da seguinte forma: existe uma seqiéncia (Xn)neny €m
(M, dm) que € convergente para a € M, em (M, dy), de modo que a seqiiéncia
(f(xn))nen em (N, dn), ndo € convergente em (N, dy).

A verificagcao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

4. Ainda de modo equivalente com a mogdo de descotinuidade, temos que: a
funcgdo f: (M,dm) — (N,dn) € descontinua nmo ponto a € M se, e somente
se, podemos encontrar duas sequéncias, em (M,dm), que denotaremos por
(Pn)neN € (pn)neN; de modo que

Pn— Q, gn — Q
de modo que uma possibilidades abaizo deverd ocorrer:

e ou uma das sequéncias (f(pn))nen, (f(qn))nen ndo € convergente em (M, dnm),

® Se
f(pn) = b, flqn) — ¢,

teremos

b#c.
Com isot temos o:

Exemplo 3.1.19 Consideremos fung¢do f: R — R dada por

1 €
fx) =4 > P ¥ Q (3.60)
0, para xel
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com no espago métrico (Rdr) a métrica dg é a métrica usual (ou seja, dada por

(13), comn=1).

Mostre que a fung¢do f ndo é continua em nenhum ponto de (R dg).

Resolugao:

Mostremos que a fungdo f ndo é continua em nenhum ponto de QQ e depois faremos

0 mesmo para os pontos de I.
Dado a € Q, consideremos

Dado 6 > 0, seja x5 € I tal que
Ixs —al <&, istoé, dr(xs,a)<?d.

A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima.

xs €1

De (B&D), temos que
flxs) =0 e fla)=T1,

segue que
13) com n=1
dz(f(x), f(a)) T 22" 1(x) — f(a)|
=) 5y,
1

mostrando que f ndo é continua em a € Q.
Por outro lado, para a € I, consideremos ¢ como em (BEXT).
Dado 6 > 0, seja x5 € I tal que

Ixs —a| <&, istoé, dr(xs,a)<?d.

A figura abaixo ilustra a situagdo descrita acima.

xs €Q

a—298 aecl a+d

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)
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De (BX0), temos que

f(xs) =1 e f(a)=0, (3.65)
segue que
com n=1
da(f(x), f(a)) TV |(x) — f(a)]
== |

mostrando que f ndo é continua em a € I.
Portanto a fungdo f ndo é continua em nenhum ponto de (R, dg).
[

Observacao 3.1.14 Observemos que, no Ezemplo 113 acima, temos que as
fungdbes restrigoes
fl,b: QoR e f:I-oR

sdo continuas em (Q,dr) e (I,dgr), respectivamente.

Na verdade a primeira € constante e igual a 0 em (Q,dgr), e a seqgunda €
constante e igual a 1, em (I, dg).

Portanto dada uma fungdo f : (M,dm) — (N,dn) e X € M ndo wvazio, o

Ezemplo 114 acima, nos mostra a diferenca entre:
1. f, : X = N continua em (X, dm);
2. f: M — N continua em todos os pontos de (M, dm).

Podemos afirmar que na situacao acima 2. implicard, sempre, em 1. .

Mas, em geral, a situagdo 1. pode nao implicar em 2., como mostra o Exemplo
[ZT713 acima.

3.2 Propriedades elementares de funcoes continuas
entre espacos métricos

Comegaremos pela:

Proposigao 3.2.1 Sejam (M,dm), (N,dn) e (P,dp) espagos métricos e a € M.
Suponhamos que a fungdo f: M — N € continua em a e a fungdo g: N — P é
continua em f(a).

Entao a fungcdo gof: M — P serd continua em a.
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Demonstragao:
Dado ¢ > 0, como a fungéo g é continua no ponto f(a), podemos encontrar A > 0,

talquesey e Ne

dn(y, f(a)) <A, teremos: dp(g(y),g(f(a))) <ce. (3.66)

Como a fungdo f é continua no ponto a, dado A > O (obtido acima), podemos
encontrar & > 0, tal que se x € M e

du(x,a) <&, teremos: dn(f(x),f(a)) <A. (3.67)
Logo, de (BEE1) e (BEH), segue qu
dr(g(f(x)),g(f(a))) <e,

mostrando que a fungdo g o f é continua no ponto a, como queriamos mostrar.

Observacao 3.2.1

1. O resultado actma nos diz, de modo coinciso, que a composta de duas fungdes
continuas € uma fung¢ao continua.

2. Temos a sequinte caracterizagdo geométrica para a demonstragdo do resul-
tado acima:

Como conseqgiiéncia temos:

Corolario 3.2.1 Sejam (M,dm), (N,dn) espacos métricos, X C M, ndo vazio e
aeX.

Suponhamos que a fung¢do f: M — N € continua em a.

Entdo a fungdo restrigdo f, : (X,dm) — (N,dn) serd continua em a.

Demonstragao:

Sabemos que a aplicagdo inclusdo, i : (X,dm) — (M, dm) é continua em (X, dpm)
(veja o Exemplo BET1T).

Observemos que

f,=foi.
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Como, por hipétese, a funcdo _f é continua em a segue, da Proposicdo B2 acima,
que a fungdo f|, = f o i serd continua no ponto a, completando a demosntragao.
O

Observacao 3.2.2

1. O Coroldario @Z1 acima nos diz que a restricao de uma fungdo continua a
um subconjunto do seu dominio serd uma fung¢do continua nesse subconjunto.

2. Sejam (M,dm), (N,dn), (P,dp) espagcos métricos, f : (M X N,dmxn) —
(P,dp), onde em M x N estamos consideranod uma das trés métricas usuais

do produto cartesiano (da raiz quadrada, da soma ou do mdzimo, ou seja,
dadas por (E110), (E112) ou (E113), com n =2).

Logo a func¢do f serd continua no ponto (a,b) € M x N, se dado ¢ > 0,
podemos encontrar 6 > 0, tal que

dvxn((x,y),(a,b)) <& wmplicar dp(f(x,y),f(a,b)) <e. (3.68)

Neste caso diremos que a fung¢do f € continua conjuntamente no ponto (a,b).

Podemos agora introduzir a:

Definigao 3.2.1 Sejam (M,dm), (N,dn), (P,dp) espagos métricos, uma fun¢do
f:MxN—=Pe(a,b)eM xN.

Diremos que a fungdo f € continua, em relagao a 1.a variavel, no ponto (a,b)
se a aplicagdo f, : (M ,dm) — (P, dp), dada por

fo(x) =f(x,b), para cada x €M, (3.69)

for continua no ponto a.
Diremos que a fungdo f € continua, em relagao a 2.a variavel, no ponto (a,b)
se a aplicagdo f*: N — P, dada por

f'(y) =f(a,y), para cada y e N, (3.70)

for continua no ponto b.
Diremos que a fungdo f : MxN — P € continua separadamente, no ponto (a,b),

se ela for continua em relagdo a cada uma das varidveis no ponto (a,b).

Observacao 3.2.3

1. Na situagdo da Definigdo ZZ1 acima se a fung¢ao f: M x N — P € continua
conjuntamente no ponto (a,b) entdo temos que as fungdes f, : (M, dpm) —
(P,dp) e f*: (N,d,) — (P,dp), que podem ser dadas por:

fo=foi, e f°=foja,
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onde as funcgoes
iy (Mydm) — (M x Ny dmxn) e ja:(Nydn) = (M x N,duxn),
sdo as aplicagdes dadas pelo Exemplo 113 (dadas por (BEZ2) e (BZ3), res-

pectivamente).

Assim, como i, e jo sdo continuas em (M,du) e (N,dn), respectivamente
(veja o Exemplo ET113 ), seque que que as fungdes f* e f, serdo continuas
nos pontos a e b, respectivamente.

Portanto a funcdo f serd continua separadamente no ponto (a,b).

. Nao vale, em geral, a reciproca do resultado acima, isto €, existem funcdes

f:(MxN,duxn) — (P,dp) que sdo continuas separadamente no ponto (a,b),
mas nao sdo continuas conjuntamente no ponto (a,b).

Para ver isto, consideremos o sequinte exemplo:

Consideremos os espacos métricos (R x R, dryr) € (R,dr), onde a métrica
dr € a métrica usual (ou seja, dada por (E13), com n =1) e a métrica dr«r
uma das trés métricas do produto cartesiano (ou seja, dadas por (EIID),
(1) ou (ET113)), e a fungdo f: (R x R, drxr) — (R, dr), dada por

Xy
———, para (x,y)#(0,0),
flx) = { ¥+

0 , para (x,y)=(0,0)

(3.71)

Notemos que que a funcdo f € continua separamente no ponto (0,0).

Isto seque do fato que
f(x,00 =0 e £0,y) =0

para todo x,y € R que sdo fungbes continuas em (R, dg).
Afirmamos que a fun¢do f nao € continua conjuntamente no ponto (0,0).

De fato, se tomarmos a restri¢do da fungdo f a reta
y=ax, paracada a#0

(que tornar-se-d um espago métrico com a métrica induzida pela métrica de
R x R) entdo teremos

= 5 #0, para x#0.
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Por outro lado, para x =0, teremos que

|cova
| =

f(0>a'0 (O)O)>

mostrando que a fun¢do f € descontinua no ponto (0,0).

Para o préximo resultado precisaremos da:

Definicao 3.2.2 Sejam M), Ny, N, espacos métricos e a funcdo f: M — Ny x Ny,
dada por
f(x) = (f1(x),f2(x)), para cada x € M (3.72)

onde, para cadaj € {1,2}, a funcdo f; : M — N, serd dita funcoes coordenadas da

funcao f ou ainda j-éisma fungao coordenada associada a funcao f .

Neste caso escreveremos
f=(fi,f2).

Com isto temos a:
Proposicao 3.2.2 Sejam (M,dm), (N7,dy), (N2,dz), Ny x N, espagcos métricos,

onde no ultimo consideramos uma das trés métricas usuats (ou seja, dada por
(11D), (ET12) ou (ET13)) e a fungdo f: M — Ny x N; dada por

f(x) = (f1(x),f2(x)), para cada x € M (3.73)

onde, para cada j € {1,2}, a fungdo f; : M — N; € a j-éstma fung¢do coordenada
assoctada a funcao f, e a € M.

Entdo a fungdo f € continua mo ponto a se, e somente se, as fungdes f; e
sdo continuas no ponto a.

Demonstragao:

Suponhamos que a funcao f é continua no ponto a.
Temos que

f1=p10f € fzzpzof (3.74)

onde, para cada j € {1,2}, a funcdo p; : N; x N, — N; € a i-ésima projecdo em N; e Ny,
definida no Exemplo BTTTH, respectivamente (dada por (BZ3)).

Como vimos no Exemplo BTT1H, as fungoes p;, p2 sdo continuas em (N;,d;) e
(N2 d,), respectivamente, segue, de (EZ74) e da Proposigdo EZZTl, que as fungdes f; e f,
sdo continuas em a € M.

Reciprocamente, suponhamos que as fungées f; : (M, dpm) — (Ny,dy)efy: (M,du) —
(N;, d,) sdo continua no ponto a € M.
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Consideremos em N; x N, a métrica do méximo (ou seja, dada por (ET13)).

Como as fungdes f; e f; sdo continuas em a € M, dado ¢ > 0, podemso encontrar

01 e 6, > O,
tal que, para cada i € {1,2}, se
dm(x,a) <&, teremos: dn,(fi(x),fi(a)) <e. (3.75)
Seja
o= min{51 ,52} > 0. (376)
Logo, se
(Emm)

du(x,a)<d < &, paracada ie{l,2},
de (BZ@), teremos:

Ay, (F%), (@) =) max{dy (f1(x) , f1()), da(f2(x) , Fa(a) )}

(e29)
< e,

mostrando que a fungao f é continua no ponto a.

Se considerarmos em N; x N, a métrica da raiz quadrada (ou seja, dada por
(&11m)), dado € > 0, podemos encontrar

S, 6, >0,
tal que, para cada i € {1,2}, se
dm(x,a) <&, teremos: dy,(fi(x),fi(a)) < - (3.77)
V2
Consideremos
& = min{6;,6,} > 0. (3.78)
Logo, se

(=) ,
du(x,a)<d < &, paracada ie{l1,2},
de (BZ), segue que:

(zT7)

dny <, (F(x) 5 Fl@) 7= VIdi(fi(x), f1(a))]? + [da(fa(x) , F2(a))1?

SN

V272

VA

:8)

N

mostrando que a fungao f é continua no ponto a.
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(iii) Se considerarmos em N; x N, a métrica da soma (ou seja, dada por (E2112)), dado
¢ > 0, podemos encontrar
o1, 6, >0,

tal que, para cada i € {1,2}, se

dm(x,a) <&, teremos dn,(fi(x),fi(a))< (3.79)

N o™

Conisderemos
o= min{61 ,62} > 0. (3.80)

Logo, se
(c=m) ,
du(x,a) <d < &, paracada in € {1,2},

de (BTM), teremos

dn, xn, (F(x), f(a)) = di(fi(x), fi(a)) + da(f2(x), f2(a))
(Em ¢ ¢
272

= £ y
mostrando que a fungdo f é continua no ponto a, completando a demonstragao.

O
Como conseqiiéncia temos o:

Corolario 3.2.2 Sejam (M;,d;), (M;,d;), (N7,dy), (N2,d;) espacos métricos e as
funcgdes f1: My — Ny e f;: My — Nj.

Suponhamos que as fungdes f; e f, sdo continuas em (M;,d;) e (M;,d;), res-
pectivamente.

Entdo a aplicagdo

f1 x f2 1 (My X My, dmysm,) = (N7 X N2y dng <, )
(f1 x f2)(x1,%2) = (f1(x1), f2(x2)), para cada (x1,%x2) € M; x M,

serd continua em (M; x My, dm,xm,), onde a métrica dm,xm, € dn,xn, € uma
das trés métricas usuais definidas mo produto cartestano M; X M; e N; x Ny,
respectivamente (ou seja, dada por (E110), (E112) ou (ET13)).

Demonstracgao:

Notemso que as fungbes coordenadas associadas a fungdo f; x f; sdo as fungdes
(f] X fz)] : M] X Mz — N] € (f] X fz)z : M] X Mz — Nz, dadas por

(fi x f2)1 =fropr e (fi xf),="Fop,, (3.81)
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onde, para cada i € {1,2}, a fungdo p; : M; x M; — M, € a projegdo de M; x M; em
M, que é continuas em (M; x My, dm,xm,) (veja o Exemplo (BET1R)).

Como, por hipétese as fungdes f; e f, sdo continuas em (M;,d;) e (M;, d;), respec-
tivamente, de (B==T) e da Proposigdo (B=ZT), segue que as fungbes (f x f2); e (f1 x f2);
sdo continuas (M x My, dm, xm, )-

Assim, da Proposigdo (B=23), temos que a fungdo f; x f, serd continua em (M; X
M, , dm, xm, ), concluindo a demonstragdo do resultado.

O

Como consequéncia dos resultados acima temos a:

Proposicao 3.2.3 Sejam (M, dm) espago métrico, (E,|| - ||e) espago vetorial real
normado, (R,dg), onde dg € a métrica usual (ou seja, dada por (E13) comn = 1),
f,g: M — E fungées em (M ,dm), «,p : M — R fungbes continuas em (M, dpm),
com (x) # 0, para todo x € M.

Entao as fungées f+ g, a-f: M — E sdo continuas em (M,dm) e a fung¢do
—:M — R € continua em (M, dpm), onde

R R

. . x .oax
(F+9)0x) = £x) - g(x), (o) (x) = - Flx), (‘)(")ZM’

para cada x € M.

Demonstracgao:
Vimos nos Exemplos (BETH), (BET18) e (EET9), que as fungdes

r:R\{0} 2R, s:ExXE—E e m:E—E,

dadas por

r(t) = o s(x+y)=x+y, mA,x)=A-x,
onde t € R\ {0}, x,y € E e A € R, sdo continuas em (R \ {0},dr), (E X E,dexe) €
(R x E, drxe), respectivamente.
Notemos que
M D ExE E

x — (fix),g(x)) — f(x)+g(x)

)

ou seja,
(f+g)(x) =I[so(f,g)l(x), paracada xe€E.

Logo, da Coroldrio (E223), do Exemplo (BEZT13) e da Proposi¢do (B=ZT), segue que
a funcao (f + g) serd continua em (M, dm).
Noteos também que

o mRxE M E
— (ox), (X)) — afx)-f(x)
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Logo , da Corolario (B222), do Exemplo (B-T9) e da Proposi¢do (B=Z), segue que a
funcdo o - f é continua em (M, dpm).
Finalmente, observemos que

M 2 RxR\() =% RxR R
1 1,
x — (alx),Bx)) — (a(x)»m> — Mg

onde a funcdo id : R — R é a aplicacdo identidade, isto é
id(x) =x, paracada xé€R.

Logo , da Corolério (E223), do Exemplo (ET3), do Exemplo (BT3) e da Proposicdo
(B=X), segue que a fungdo % é continua em (M, dy ), completando a demonstragdo do

resultado.
O
Como conseqiiéncia imediata temos o:

Corolério 3.2.3 Sejam (M, dm) espago métrico, (Rdgr), onde dr € a métrica usual
(ou seja, dada por (E13), comn =1), f,g: M — R funcbes continuas em (M, dm).
f
Entdo as fungées f+ g, fg: M — R sdo continuas em (M,dm) e g X =
M\ {x € M; g(x) # 0} = R € continua em (X,dm).

Demonstracgao:

E consequéncia imediata da Proposigao (EZ23) e sua elaboragdo serd deixada como
exercicio para o leitor.
O

3.3 Homeomorfismos entre espacos métricos

Observacao 3.3.1 O objetivo desta segdo € estudar fungdes bijetoras e continuas
que admitam funcado itnversa continua.

Ao contrdrio do que ocorreu na disciplinas de Algebra Linear (onde a fungdo
inversa de uma transformacao linear €, necessariamente, uma transformacao li-
near) e da disciplina de Algebra (onde a fungdo inversa de um homomorfismo €,
necessariamente, um homomorfismo), na Topologia ezxistem fungbes continuas e
byetoras cujas fungdes tnversas podem nao ser fungdes continuas, como mostra o
exemplo a sequir:

Exemplo 3.3.1 Sejam o espago métrico (M ,d), onde M =R e a métrica dy € a
métrica zero-um e o espago métrico (R,dgr), onde dg é a métrica usual (ou seja,
dada por (E13), comn=1).
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Consideremos a aplicacdo identidade id : M — R, dada por

i(x) =x, para cada x € M. (3.82)

Observemos que, meste caso, aplicagdo id € bijetora e continua em (M, dm)
(veja o item B. da Observagdo ET113).

Afirmamos que a funcdo inversa associada a id, que € a aplicacdoid™ : R — M
dada por

id'(y) =y, para cada yeR, (3.83)

nao é uma funcdo continua em nenhum ponto de (R, dg).

De fato, pois a métrica em M € a métrica zero-um (veja o item @. da Obervagdo
camms: )

A seguir exibiremos um outro exemplo menos ”artificial”, a saber:

Exemplo 3.3.2 Sejam
M=[-1,00U(T,0) e N=][0,00) (3.84)

ambos munidos da métrica induzida de (R,dg), onde dg é a métrica usual (dada
por (E13), comn=1).
Consideremos a fungdo f: M — N, dada por

f(x) =x*, para cada x € M. (3.85)

Afirmamos que a fungdo f : (M,dr) — (N,dr) € uma aplicagcdo bijetora e
continua em (M, dm) e a funcdo inversa f~': (N,dg) — (M, dgr), que é dada por

—/Y, d e [0,1
fi(y) =4 VY peraceda y <0, l] (3.86)
VY, para cada y € (1,00)

nao é continua emy=1.

Resolucao:

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que a fungdo f : (M, dr) —
(N, dr) é uma aplicagdo bijetora e continua em (M, dy) e que a sua fungdo invesa
f1:(N,dr) = (M, dg) é dada por (E=8).

A representacdo geométrica do grafico da fungdo f e dada pela figura abaixo.
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-1

Mostremos que ' : (N, dg) — (M, dg) ndo é continua em y = 1.
De fato, dado

€= % >0,
para qualquer 6 > 0 fixado, cosnderemos
ze (1,143). (3.87)
Com isto teremos que
z € Bm(159),
mas
dz (F'(2),7'(0) 2 ez — 10
O g |
=f'(z)+1
~——
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mostrando que
f'(z) ¢ Bn (F1(1); ) .

Portanto f~' nio serd continua no ponto y = 1.
A figura abaixo nos fornece uma ilustragad da situagdo acima.

Sobre o mesmo assunto, temos seguinte caso importante:

Exemplo 3.3.3 Sejam
M = [0,2n),

munido da métrica dp o), tnduzida da métrica dg (ou seja, (E13), comn=1),
S'={(xy) e R x> +y* =1}

(a circunferéncia unitdria, de centro na ortgem, no plano) munido da métrica
dg1, induzida pela métrica dg: (ou seja, (13), comn =2) e f:[0,2n) — S', a
funcao dada por

f(t) = (cos(t),sen(t)), para cada t € [0,2mn). (3.88)

Afirmamos que a fungdo f € continua em (M, dpn) e byetora, logo existe a
fungdo inversa ' :S' — [0,27), mas esta nao é continua em (1,0) = (0).

Resolucao:

Deixaremos a verificagdo que a funcdo f é continua e bijetora em ([0,27),dp o))
como exercicio para o leitor (notemos que as componentes da funcdo f sdo fungdes
continuas em ([0, 27), dg)).

=)

Para mostrar a descotinuidade da fungdo f~' no ponto f(0) 1,0), utilizaremos

o item B. da Observagao BT I3.
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Mais precisamente, construiremos duas sequéncia em S', que denotaremos por (py)nen
& (qn)nen, de modo que

pn_)(1>0)»em(s1vds‘)3 qnaﬂ,O),em(S],dS])

fl(pn) =0 e f'(qn) — 2m.

Logo, do item B. da Observagio B3, segue que a funcio f~' ndo serd continua em
f(0) =(1,0).

As sequéncias (Pn)nen € (n)nen estdo representadas na figura abaixo.

Notemos que, a sequéncia (P )nen, em (S', dg1), estd contida no semi-plano superior
y > 0, a sequéncia (qn)nen, em (S',dg1), estd contida no semi-plano superior y < 0 e
ambas sfo convergentes para f(0) = (1,0), em (S',dg1) (por construgio).

y

27

B \Pn
0
! an
-

Deste modo, da definigio da fungdo f~', teremos:

f1(P,) — 0 e f1(Qn) — 27

em ([0,27),dp ), mostrando que a fungdo f' ndo é continua em (0) = (1,0),
completando a resolugao.
O
Quando a funcdo inversa, associada a uma fungdo continua e bijetora, for continua,
teremos a:

Definigcao 3.3.1 Sejam (M,dm) e (N,dn) espagcos métricos.

Diremos que a fungdo f: M — N € um homemorfismo de (M,dy) em (N,dn),
se a fungdo f for continua em (M, dnm), byetora (logo admite fungdo inversa) e a
sua func¢do tnversa for continua em (N, dy).

Neste caso diremos que o espaco métrico (M,dym) € homeomorfo ao espaco
métrico (N,dn) e, neste caso, escreveremos:

M~N. (3.89)

Com isto temos a:
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Proposicao 3.3.1 Sejam (M, dnm), (N, dn) espacos métricosef: (M,du) — (N, dn)
uma 1sometria.

Entdo a func¢do f € um homeomorfismo de (M,dm) em (N, dyn).

Demonstragao:

Como a fungéo f é uma isometria de (M, dy) em (N, dyn), do item B. da Observacdo

253 (veja ), segue que, além de existir sua fungdo inversa, ela também serd uma
isometria.

Em particular, a fungdo f e sua fungio inversa f~' serdo continuas em (M,dy) e

(N, dn), respectivamente, ou seja, a fungdo f serd um homeomorfismo de (M, dy) em
(N, dn), completando a demosntragéo.

4

Observacao 3.3.2 Sejam (M,dm), (N,dn) e (P,dp) espacos métricos.

1. Notemos que

M~ M.
De fato, pois a aplicagdo identidade id : M — M, dada por
id(x) =x, para cada x € M,

¢ um homeomorfismo de (M,dm) em (M, dm) (pois é uma isometria!).

Logo a relagdo, ~, no conjunto formado por todos os espagos métricos, €
refleziva.

Observemos que se a func¢do f: (M,dw) — (N,dn) € um homeomorfismo, de
(M, dm) em (N,dy), entdo a fungdo f' : (N,dn) — (M, dw) também serd
um homeomorfismo, de (N,,dn) em (M, dm), ou seja,

se M ~N, teremos N~M.

Logo a relagdo, ~, no conjunto formado por todos os espagos métricos, €é
simétrica.

Se as fungdes f: (M,dm) — (N,dn), g: (N,dn) — (P,dp) sdo homeomor-
fismos de (M,dm) em (N,dyn), e de (M,dm) em (N,dy), respectivamente
entdo, da Proposigdo EZ, seque que a fungdo (gof): (M,dm) — (P,dp)
também serd um homeomorfismo, de (M,dm) em (P,dp)), ou seja,

se M~N e N~P, teremos N~P.

Logo a relagdo, ~, no conjunto formado por todos os espagos métricos, é
transitiva.
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4. Portanto, dos iten ., B. e@. desta Observacao, seque que a relagdo ~, € uma
relagdo de equivaléncia no conjunto formado por todos os espagos métricos.

Introduziremos as seguintes:

Definigao 3.3.2 Diremos que uma propriedade P, de um espag¢o métrico (M, dm)
¢ uma propriedade topoldgica se todo espago métrico homeomorfo a (M, dm)
tem a propriedade P, ou seja propriedades topoldgicas sao aquelas preservadas
por homeomorfismos.

Definigao 3.3.3 Diremos que uma propriedade Q, de um espago métrico (M, dm),
¢ uma propriedade métrica, se todo espago métrico isométrico a (M dy) tem a
propriedade Q, ou seja, propriedades métricas sao aquelas preservadas por isome-
trias.

Observacao 3.3.3

1. Obsevefmos que a Proposi¢do (Z=F1) garante que toda propriedade topoldgica
€ uma propriedade métrica.

De fato, pois se uma propriedade P é preservada por homeomorfismo, entdo
ela também serd preserva por isometrias, pois toda isometria é um homeo-
rofismo.

2. Em geral, nao vale a reciproca da afirmac¢do acima, ou seja, existem propri-
edades métricas, em espago métricos, que nao sdo propriedades topoldgicas.

Ou seja, existem propriedades Q, em alguns espago métricos, que sao pre-
servada por isometrias mas nao sdo preservas por homeomorfismos.

Veremos um Ezemplo deste caso no item [J. da Observagdo [F-3-4.

Relativamente a homeoformisfos entre espagos métricos, temos os seguintes resulta-
dos:

Proposigao 3.3.2 Sejam (M, dm) um espago métrico , (N, dn) um espago métrico
discreto e a fung¢do f: M — N um homeomorfismo de (M,dm) em (N, dyn).
Entdo o espagco métrico (M, dm) € um espaco métrico discreto.

Demonstracgao:
De fato, para a € M, mostremos que o ponto a € um ponto isolado em (M, dwm),
isto é, podemos encontrar & > 0, de modo que

Bm(a; ) ={a}.

Para isto, como o espago métrico (N, dy) € discreto e f(a) € N, podemos encontrar
¢ > 0, de modo que
Bn(f(a);e) ={f(a)}. (3.90)
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Como a funcdo f é continua em a, podemos encontrar & > 0, de modo que
|cmeis ]
f(Bi(a; 8)) C Bu(fla); €) = {f(a). (3.91)

Como a fungdo f é injetora, de (BE™), segue que By (a; &) s6 poderd ter um tnico
ponto, a saber, o ponto a.
De fato, caso contrdrio, se existisse x # a, tal que x € B(a; 0), de (BX20), terfamos

f(x) € B(f(a); £) "= {#(a)},

ou seja,
f(x) =f(a), com x#a,

0 que seria um absurdo, pois a fungdo f é injetora.
Assim

Bm(a;0) = {a},

ou seja, o pknto a é um ponto isolado de (M, dy ), mostrando que o espago métrico
(M, dm) é discreto, como queriamos demonstrar.
O

Observacao 3.3.4

1. Na verdade, na demonstra¢cdo da Proposi¢do E-2 A, mostramos uma situa¢ao
mais geral, a saber: se a funcdo f : (M,dm) — (N,dn) € continua em

(M, dm), injetora e, para algum a € M, temos o ponto f(a) € um ponto

isolado de (N,dn) entdo o ponto a serd um ponto isolado de (M, dm).
2. Em particular, a Proposi¢cdo E=2 3 acima, garante que a propriedade:
(P) espago métrico ser discreto (ou ndo discreto) ,

€ uma propriedade topoldgica, ou seja, € preservada por homeomorfismos
entre espagos métricos.

3. Sejam (M, dm) e (N,dn) espacos métricos discretos.

Os espago métricos (M ,dm) e (N, dn) sdo homeomorfos se, e somente se, os
conjuntos M e N tém a mesma cardinalidade, ou seja, eriste uma aplicagdo
byetora f: M — N.

De fato, suponhamos que

M~ N.

Entdo, em particular, eriste uma aplicacdo byetora f : M — N, ou seja, os
conjuntos M e N tém a mesma cardinalidade.
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Por outro lado, se os conjuntos M e N tém a mesma cardinalidade, como
toda aplicagdo definida num espago métrico discreto é continua (veja o item
B. da Observagdo ET13), seque que toda aplicagdo bijetora entre espagos
métricos discretos serd um homeomorfismo (pois ela e sua tnversa estdo
definidas em espagos métricos discretos, logo sdo continuas, pelo item B. da
Observagdo I 113).

Portanto, a aplicagcdo f: (M,dm) — (N,dn) serd um homeomorfismo, ou
seja, M ~ N.
4. Afirmamos que a propriedade:

(P) espago métrico ser limitado,

€ uma propriedade métrica, ou seja, € preservada por isometrias.
A verificagao deste fato é simples serd deizada como ezercicio para o leitor.

Porém a proriedade (P) nao € uma propriedade topoldgica, ou seja, pode nao
ser preservada por homeomorfismos, como mostra o sequinte exemplo:

Consideremos 0s espago métricos
(N>dN) € (P>dP)>

com
Pi{%;neN}, (3.92)

onde as métricas dy e dp, sd@o as respectivas métricas induzida pela métrica

dr (dada por (E13), comn=1).

Temos que os espagos métricos (N,dyn) e (P,dp) s@do homeomorfos.

Notemos que os espagos métricos (N,dn) e (P,dp) sdo discretos.

A verificagao deste fato € simples serd deizada como exercicio para o leitor.

Além disso, notemos que os conjuntos N e P tém a mesma cardinalidade,
pos a aplicagdo f: N — P, dada por

f(n) = o para cada m € N,

€ uma aplicagdo byetora do conjunto N no conjunto P.
A verificacao deste fato é simples serd deizada como exercicio para o leitor.
Logo, do item @ desta Observagdo seque que eles serGo homeomorfos.

Porém, notemos que o espago métrico (N,dy) nao € limitado e o espago
métrico (P, dp) € limitado, ou seja, a propriedade (P) nao é uma propriedade
topoldgica (apesar de ser uma propriedade métrica !).
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Um outro resultado interessante é dado pela:

Proposicao 3.3.3 Sejam (E, |- ||e) um espago vetorial real normado, d € E e A € R
com A # 0.

Entdo a aplicagdo translagao do vetor d, que indicaremos por tz: E - E e a

aplicagcdo homotetia, indicada por my : E — E, dadas por:

tz3(X) =X+ a, (3.93)
e
my(X) =A-X, paracada XE€EE, (3.94)
sd@o homeomorfismos em (E | - ||).
Demonstracao:
De fato, da Proposi¢do B3, segue que as fungdes tz € m, sdo continuas em (E, ||-[|)-

Além disso, elas admitem fungdes inversas ts ' : E — E e my' : E — E, que sdo
dadas por:

—

ta '(y)=g—a e my '(§) =

—
Y

paracada Y€ E. (3.95)

> =

A verificagdo destes fatos serdo deixadas como exercicio para o leitor.

Observemos que as fungdes t; ' : E — E e my~' : E — E sdo continuas em (E, || - ||),
logo sedo homeomorfismos de (E, || - ||), completando a demonstragao.

g

Como conseqiiécia temos o:

Corolério 3.3.1 Sejam (E,||-||) um espago vetorial real normado, &,B cEber,s>
0.

Entdo as bolas abertas B (d; r) e B (6, s) s@o homeomorfas, munidas da métrica
wnduzida dj. (dada por (ZTUD)).

Demonstragao:

Consideremos a aplicagdo ¢ : B (d; r) — E, dada por:
@(x) = <tg oms o t_a> (X), paracada X € B(d;r). (3.96)

A figura abaixo ilustra a situacdo descrita pela funcdo acima:



3.3. HOMEOMORFISMO 137

Observemos que
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ou seja,
e(d)=". (3.97)

Notemos também que, para cada
X € B(d; ), (3.98)

teremos:

ou seja,
¢(x) € B(e(a);s) =" B(b;s),

mostrando que
¢:B(@;r) = B(b;s).

Logo, da Proposigdo B33, segue que a fungdo ¢ é um homeomorfismo (pois é uma
composta de homeomorfismos), mostrando que (B(&; ), d||.||) e (B(E; S, dH.”)) sdo ho-
meomorfos, completando a demonstragao.

O

De modo semelhante pode-se demonstrar o:

Corolério 3.3.2 Sejam (E, | - ||e) espago vetorial real normado, 6,5 ckEer,s>0.
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Entdo as bolas fechadas Bld; 1] e Blb; s] sdo homeomorfas, munidas da métrica
wnduzida dj. (dada por (ZZTUD)).

Além disso e as esferas S(d; r), 5(6; s) também sdo homeomorfas, munidas da
métrica induzida d (dada por (EZTUD)).

Demonstragao:

A verificagdo destes fatos é semelhante a do Coroldrio EZ21 e assim, sua elaboragdo
serd deixada como exercicio para o leitor.
OJ

Observacao 3.3.5

1. Sabemos que o diametro de um subconjunto de um espaco métrico € um
invariante métrico, isto €, é preservado por isometrias, mas nao € um inva-
riante topolégico, isto €, pode nao ser preservado por homeomorfismo, como
mostram os Coroldrios acima, no caso de espagos vetoriais normados.

2. Observemos que em um espago métrico arbitrdrio, duas bolas abertas (ou
fechadas) podem nao ser homeomorfas, como mostra o sequinte exemplo:

Constderemos (M, dym) um espago métrico que possua um ponto a que seja
ponto 1solado em (M,dy) e um ponto b que mdo seja ponto isolado de
(M)dM)-

Logo, podemos encontrar ¢ > 0, de modo que

B(a; ¢) ={a}.

Em particular essa bola aberta nao serd homeomorfa a uma bola aberta de
centro em b com qualquer raio fizado.

De fato, pots, para todo s > 0, temos que a bola aberta
B(b; s)

€ um conjunto nfinito, pois o ponto b ndo € ponto isolado de (M, dwm).

Portanto, nao poderd existir uma aplicagdo bijetora do

conjunto B(a;e) ={a}, mno conjunto B(b;s).

Portanto as bolas (B(a;¢),du) e (B(b;s),dym) nao sdo homeomorfas em
(M)dM)-

A seguir, iremos introduzir a:
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Definig¢ao 3.3.4 Sejam (M, dm) e (N,dn) espacos métricos.

Diremos que uma fung¢do f: M — N € uma imersao topolégica de (M, dy) e
(N,dn) se a fungdo f: (M,dm) — (f(M),dn) for um homeomorfismo de (M, dm)
em (f(M), dn).

Observacao 3.3.6
1. Notemos que um imersdo isométrica f: (M dy) — (N, dn) serd uma imersdo
topoldgica.

De fato, pois se a funcao f € uma 1mersao isométrica, teremos
dN(f(X) >f(y)) = dM(X)U) bara todo X,y € M)

mostrando que a func¢do f : (Mdm) — (f(M),dn) serd bietora, continua
em (M,dm) e com funcgdo inversa ' : (f(M),dn) — (M, dm) continua em
(f(M), dn).

2. Nao vale a reciproca do item . acima, ou seja, nem toda tmersao topoldgica
€ uma 1mersao isométrica, como mostra o sequinte exemplo:

Consideremos os espagos métricos (R?,dg2), (R x {0}, dg2), onde a métrica
dr2 € métrica usual (dadas por (E13), comn = 2), o espago métrico (N, dn),
onde

N = {(x,x*) ;x € R} (3.99)

(cuja representgGo geométrica é uma pardbola - veja a figura abaizo) e a
métrica dy : N X N — R € dada por

d(P, Q) = comprimento do arco da pardbola que P a Q, (3.100)
para cada P,Q € N, e a fungdo f: R x {0} — R? dada por

f(t,0) = (t,t*), para cada (t,0) € R x {0}. (3.101)
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Observemos que a fungdo f é continua em (R x {0}, dg2) (pois cada uma de
suas componentes €), bijetora sobre

(ET) e (Em)

f(R x {0}) = N
e sua fung¢do inversa serd a funcdo ' : N — R x {0}, dada por:
f(t,t*) =(t,0), para cada (t,t*) €N, (3.102)
que corresponde a restricdo da projecdo p;: R?> — R x {0}, dada por
pi(x,y) = (x,0), para cada (x,y) € R?, (3.103)

(que é uma fungdo continua em (R?,dg:2)) ao conjunto f(R x {0}).

Logo a fung¢do f: (Rx{0}, dg2) — (N, dn) serd um homeomorfismo, mostrando
que a fungao f: (R x{0},drz) — (N,dn) € uma tmersdo topoldgica.

Observemos que a fungdo f : (R x {0},dg2) — (N,dn) nao é uma imersdo
isométrica de (R x {0}, dgz2) em (N, dn).

De fato, pois para t,s € R, com t # s, teremos que
dn(f(t,0),f(s,0))
€ o comprimento do arco da pardbola N que une os pontos
(s,s*) aoponto (t,t?),

enquanto
dRZ((t»O) ) (S )O))

€ o comprimento do segmento de reta que une os pontos

(s,0) e (t,0).

Portanto (veja a figura acima)
dN(f(t)O) ,f(S,O)) > dM((S)O) ) (t,O)) )

mostrando que a funcdo f : (R x {0},dg2) — (N,dn) ndo serd uma imersdo
1sométrica.

Outro resultado importante é dado pela:

Proposigao 3.3.4 Seja (E, || - ||) um espago vetorial real normado.
Entdo toda bola aberta de (E,||-|) € homeomorfa a (E,| -||), isto é, se A€ E e
T >0 entdo
(B(a; ), dyy) ~ (E,dyy) -
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Demonstragao:
Notemos que, do Coroldrio B2, segue que basta mostrar que

(B <6, 1) )dll'H> ~ (E)d||-||)a

ou seja, basta construir um homeomorfismo

(B, dyy) — (B (6; 1) >d||-u) :

Consideremos a fungdo f: E — E, dada por:

f(X) = — - X aracada XcE. 3.104
Observemos que
N = R =
4 (fx),0) =110 - 0|
= |
1+ [[x]|
1
=¥
T+ [|x]]
<1,

mostrando que
f(E)§B<6;1> ,  Ou s€ja, f:E—>B<6;1> .
Além disso a fungdo f é uma funcgdo continua, pois a aplicagdo
X — [[X]
é continua em (E, dy) e
1+ ||X|| #0, paratodo XecE.
Definamos a fungdo g: B (6; 1> — E, dada por:

1 -
g(y)=+—=Y, paracada y€B(O;1). 3.105
gl (0:1) (8109

Notemos que a fungdo g € continua em (B (6, 1) >dII~H>» pois a aplicagdo

g — [[yll
é continua (E, d\|'||) €

1—||y|l #0, para todo geB(ﬁ; 1> .
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Além disso, para cada §j € B

/N

0 ; 1), teremos:

L (ETm) 1 .
f(g(y)) "= f(1_—”g“'9)
(em) L LI
a 1 (T =19l
1+H .
T— 1yl
() 1 1 q
- LI ]
14— |[Jll
1— 1yl
B R B
T—11gll+ gl 1=yl
=7.

De modo semelhante mostra-se que
g(f(xX)) =X, paracada Xe€E.

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Portanto,

g="F",
mostrando que a fungdo f : (E,dj ) — (B (6; 1) ,d”.”) é um homeomorfismo de
(E,d”.”) €em <B <6, ]) ,dH.”), ou ainda,
(Eva) ~ (B(G51) yap)

como queriamos demonstrar.

Observacao 3.3.7
1. Da Proposigao acima segue que,
((a)b)ydR) ~ (R)dR))

onde dgr € métrica usual (dada por (E13), comn=1).

De fato, pois

(a b):B(a%—b'b—a)

2 02

A figura abaizo tlustra a situagdo descrita acima.
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a+b
> b

2. Na situagdo do item acima, temos que

((l,OO),dR) ~ (R)dR)

Um outro modo de mostrar isto € considerando a fung¢do f : R — (a,o0),
dada por:

f(x) =a+e*, para cada xe€R. (3.106)

A representacdo geométrica do grdfico da fungdo f é dada pela figura abaizo.

Com isto pode-se mostrar que a funcdo f € continua em (R, dg) e se definindo-
se a fungdo h:(a,o0) — R, dada por:

h(y) =In(y —a), paracada vy € (a,o0), (3.107)

teremos que a fung¢do h serd continua em ((a,o00),dg).

A representag¢dao geométrica do grdfico da fungdo h € dada pela figura abaizo.
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h(y) =laly—a)p - - - - - - R

Além disso, pode-se verificar que
f(h(y)) =y, paracada ye€ (a,o0) e g(f(x))=x, paracada x€R,

mostrando que
h=f".

A verificagcao destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Portanto, a fungdo f € um homeormorfismo de ((a,00),dr) em (R,dr), ou
seja,
((Cl,OO),dR) ~ (R)dR)

3. De modo semelhante ao que fizemos no item 2. pode-se mostrar (serd deizado
como ezxercicto para o leitor) que (—oo,b) ~ R.

Um outro caso importante é dado pelo:
Exemplo 3.3.4 Consoderemos o espago métrico (S™,dgn+1), onde
"= {xeR"; x| =1} (3.108)

€ a denominada esfera unitaria n-dimensional , de centro na origem, munida da
métrica dgn+1, tnduzida pela métrica usual (dada por (E13), comn=n-+1) e

N=(0,0,---,0,1) e R™', (3.109)

o denominado polo norte da esfera S™.
Mostrares que
(S™N{N}, dgns1) ~ (R™, dgn) .
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Resolucao:
Para isto exibiremos uma aplicagdo TT : (S™\ {N},dgn+1) — (R™,dgn) que é um
homeomorfismo.

A aplicagdo IT serd definida da seguinte forma:
-,

Dado x € S™\ {N}, consideremos a semi-reta Nx, que une os pontos N e x, que estd
bem definida pois x # N.

Definimos TT(x), como sendo o ponto de intersecgdo da semi-reta N—;c, com o hiper-
plano x,,.1 = 0.

A figura abaixo ilustra a situacgido para o caso que n =1.

—
semi-reta Nx

—

¢ semi-reta Ny

A seguir obteremos uma expressdo para 7t(x), para cada x € S™\ {N}.
—

Observemos para cada x € S' \ {N}, os pontos da semi-reta Nx sdo da forma
p+t-(x—p), paracada te (0,00).

Logo
n(x)=p+t-(x—p), paraalgum te (0,00). (3.110)

Mas 7t(x) devera pertencer ao hiper-plano x,.; = 0, ou seja, a tiltima coordanada de
7t(x) deverd ser zero.
Como a ultima coordenada de (B7I10) é da forma

1+t'(xn+1_1)>

pois a tultima coordenada do ponto N é igua a 1 (veja (BE109)), t € (0,00) deverd
satisfazer
T+txn1—1)=0,
ou seja, deveremos ter
1

t=———.
1_xn+1

(3.111)
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Dado x € R™', podemos escrevé-lo na forma

X = (X1X2, s XnyXne1) = (X', Xn41) (3.112)
onde
X' = (X1,X2, " yXn) € Xnp1 ER, (3.113)
segue que
1
N—I—t~(x—p)(EE)N+—'(X—N)
1_Xn+1
EIm) e (BT 1
( ):( )(O>O>"'>O)”+]_X ]'[(XHXZ»' '»Xn)XnH)_(O)O» 70»1)]
n+
1
:(0,0, »O>])+1 '(X1)X2>' »XH)XHH_”
— Xn41
ETD) e (BT 1
E &3 (6 0 ,0,1)+<1_x ] x/)_1)
n+

T
(o)

Observemos que
({(X1 y X2y )Xnao);xi € R) paraie{] ,2,--' >n}}>dR“+‘) ~ (Rn)dR“)-

Para ver isto, basta considerar a aplicagdo ¢ : {(x’,0); x’ € R"} C R™! — R", dada
por
d(x',0) =x", paracada € (x',0) e R" x{0}, (3.114)

e mostrar que esta é um homeomorfismo de ({(x’,0); x" € R"}, dgn+1) em (R™, dgn).
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Assim a aplicagdo IT: S' \ {N} — R" serd dada por

M(x) =(bom)(x), paracada xe S\ {N},
ou se€ja,

1

==
n+

-x', paracada x € S'\{N}, (3.115)

onde, como em (BTTJ), temos que
x = (X', Xny1) ER" x R=R"",

Como X, .1 # 1 (pois x # N), de (EIIH), segue que a fungdo IT: S"\ {N} — R™ sera
continua em S’ \ {N}.
Consideremos agora a aplicagio ¢ : R* — R dada por

@(y) =x, paracada ye€R", (3.116)
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onde x = (x/,Xn11), cOm

: 2 . yllee® 1
X' E sy e Xpp =
[yl[en? +1 Tyl 1
isto é,
2 [yllen? — 1

oy) = < ) e R*"' paracada yeR".

[yllen® +1 7 [[yllen? 41

Observemos que, para cada y € R", teremos

2

yE || 2 2, |yllz? =1
o (y) gt O H|,y||Rn2+1-an e
() 4 » o (lylee? = 1)
= —— = Wle+ 55
(Iyllen? +1) (lyllen® +1)
_ A4yl + (lyllee? = 1)°
(lylln? +1)°
_ Ayl + (lyllee = 2 [ylle? +1)
(Ilylze? +1)*
_ Iyl + 2 [ly[lre? + 1
(hyllzn? +1)°
_ (lylle?+1)°
(hyllzn? +1)°

=1,
ou seja, de (BT03), teremos:
@(y) € S*, paracada yeR".
Notemos que, se existe y € R" tal que

(P(U) :(O>O>"' >O>1) =N ERnH)

2
i1 VOO0 eR
€
Iyl =1 _

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)
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Logo, de (BT20), deveriamos ter
y=(0,0,---,0) e R"
e este y ndo ird satisfazer (ET22), ou seja,
N & ¢ (R") .
Logo, de (BE1T) e (E1I2) segue que
@ :R"™ — ST\ {N}.
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(3.122)

(3.123)

(3.124)

Observemos também que, de (BET18) a funcdo @ é continua em (R™,dgn) e, além

disso, para
X = (X/>Xn+1) € Sn\{N}>
temos que
(ET=3)
1= ||xHRn+12
(=)

||X/||]R“2 + (Xn—H)z € Xnp 7& 1 )

I [rn? = 1= (xnsn)?

assim

Deste modo, teremos

(3.125)

(3.126)

cmms: 2 TT(x)||gn? — 1
(i) = ( TN ] 5
T f[n” + 1 ITT(x) | + 1
1 2
H x| =1
(ex13) 2 [ 1 ,] T — X n
o 2 ’ X Y 2
1 / 1 — Xn41 1 ,
X + 1 X +1
1 — Xn+41 R 1 — Xn+1 Rn
1 / 2
nt =1
N 2 o] e s
B 1 12 1 — X ‘ ) 1
N 1 n+1 ’ nz 1
(‘I _Xn+1)2 ||X ||R + “ —Xn_,’_])z ||X ||R +
_ 2(1 —xnp1)? X = (1= xn)?
(1% llre® + (1T =%n1)?] (T—=%ns1) X [Jrn” + (1 — xnp1)?
— 2 (1 _XnH) ! HX/HR“Z - (1 _XnH)Z
(1% [lre® + (T =%ns1)?] 7 I/ en? + (1 = Xn41)?

2(1 = xns1) o D= )] = (1 = xni)?
{[1 - (Xn+1)2] +(1— Xn+1)2} ) [] o (X“H)Z} +(1— Xn+1)2
2 (1 — Xn+1) / 1— (XnJr])z —|1- ZXnH + (XnH)z}

. X ,
([] - (Xn+1)2 +1— zxn—H + (Xn+1)2} 1— (Xn+1 )2 +
_ 21 —%ns1) , 2%ng1 —2(xn)?

(2 - 2Xn+1) 2— 2Xn+1

[
[

T—2xn1 + (Xn+1)2}

)
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_ (X/ 2 (] — Xn+1 )Xn—H >
- )

2 (] - Xn+1)
= (X/)XTI-H)
=),
ou seja, e(TT(x)) = x. (3.127)

Por outro lado, para y € R", denotando

o(y) = (le(W)', [@Y)ln) € R xR, (3.128)
segue que:
(ezTm) 1 /
Mely)) = m [o(y)]
(eTm) 1 2 lylles* — 1\’
h {HUIIRHZ—W ' KHHHRHZJH Oy’HUHanJr])}
1 [I5lRe 7
[Yllrn? 41
definigio de ’ 1 2 .
L {uyan} Tl +1 7
”UHRnZ +1
_ [yllen* +1 2 .
T Myl + 1) =yl = 1)yl +1 7
2yl 1)
2 (Il + 1)
=Y,
ou seja, Mey))=y. (3.129)

Portanto, de (ETT21) e (BETT23), segue que
M(e(x)) =x, paracada x € S"\{N} e ¢(T(y)) =y, paracada yeR",

mostrando que a funcdo continua @ é a funcdo inversa da funcdo continua IT e como
isto podemos concluir que

TT: (S"\{N}, dgns1) — (R", dgn)
é um homeormorfismo, ou ainda
S\ {p}~R",

como queriamos mostrar.
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Observacao 3.3.8 A aplicagcdo TT: S™\ {N} — R", dada por (BZI1I3), é denominada
projecao estereografica.

Para finalizar a segdo temos a:

Definicao 3.3.5 Sejam (M, dm) e (N, dn) espacos métricos e f: M — N.
Definimos o grafico da fungao f, indicado por G(f), como sendo o sequinte
subconjunto de M x N:

G(f) ={(x,f(x)); x € M}. (3.130)

Com isto temos a:
Proposigao 3.3.5 Sejam (M,dm) e (N,dn) espagcos métricos e f : (M,du) —
(N, dn) uma funcdo continua em (M, dm).

Entdo o espago métrico

(G(f) ) dMXN) )

onde dmxn € uma das trés métrica do produto cartesiano (dadas por (ETII),
(E112) ou (ET13)), € homeomorfo a (M, dm).

Demonstragao:

Consideremos a seguinte aplicagao
f:M—=MxN
dada por
f(x) = (x,f(x)), paracada x € M. (3.131)

Observemos que a fungdo f é continua em (M, dy ), pois suas fungbes coordenadas
sdo continuas em (M, dy), é injetora, pois se x; # X,, teremos

fx1) = (xa, Fx0)) # (2, F(x2)) = F(xa)

e portanto bijetora sobre a sua imagem

fom) = G

Observemos que fungdo p; : G(f) — M, dada por
pi(x,f(x)) =x, paracada (x,f(x)) € G(f) (3.132)
(ou seja, a restricdo ao conjunto G(f) da projecdo no primeiro fator) é continua em

(G(f) ) deN) €

fpi(x, £x))) = F(x)

= (x,f(x)), paracada (x,f(x)) € G(f)

p1(F)) = pi(x, £(x))

=2) x, paracada x €M,
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mostrando que a aplicagdo p; é a fungdo inversa associada a fungdo f.
Como as fungdes acima sdo continaus, segue que a aplicagdo f: (M, dm) — (G(f), dmxnN)
¢ um homeomorfismo, mostrando que

(MydM) ~ (G(f)vdeN))

como queriamos demonstrar.
O
Podemos aplicar as ideias acima aos:

Exemplo 3.3.5 Mostremos que (R\{0}, dr), onde a métrica dg € a métrica induzida
pela métrica usual (ou seja, dada por (E13), comn = 1) é homeomorfo a (H, dg:),
onde a métrica dg: é a métrica induzida pela métrica usual (ou seja, dada por
(@), comn=2) e

H={(x,y) e R*;xy=1}, (3.133)

ou seja, € o grdfico da hipérbole
xy=1.

Resolucgao:
De fato, consideremos a funcdo f: R\ {0} —» R, dada por

1
f(x) = . Dara cada x € R\ {0}. (3.134)
Observemos que a fungdo f continua em (R \ {0}, dgr) € que
G(f) =H.

A verificagao destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, da Proposigdo B=3H segue que

(R\{0}, dr) ~ (H, dga) .

A figura abaixo nos fornece a representacdo geométrica do grafico da funcgao f, ou
seja, do conjunto H.
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O

Exemplo 3.3.6 Mostre que o hemisfério norte da esfera unitdria centrada na ori-
gem contida em (R™,dgn), que serd indicada por

St ={y1,y2," " ,YnyYns1) € S"; Yn1 >0} (3.135)

€ homeomorfa a bola aberta unitdria centrada na origem em (R™, dgn+1), 25to €,
(S™, dgn) ~ (B (6; 1) ,an) .

Resolucgao:

De fato, consideremos a aplicagdo f: B (6, 1) — R, dada por

f(x) =1/1—|x||*, paracada x¢&B ((3, 1) . (3.136)

Notemos que a fungdo f é continua em (B (6; 1) , an>, pois é composta de fungdes
continuas.

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Observemos que

Yy =(Y1,Y2, " ,Yn,Ynt1) 681

se, e somente se,

1=y’
(=) 91z L. +ynz +Un+12
e
Y1 >0,
que é equivalente a
Yyl = \/1 —yi’ =yl — -y (3.137)
Logo, para x = (Y1, - ,Yn) € R", temos que (BI31) é equivalente a

IxI=1 e yna=+1—x|?,
ouseja, Y= (Yr,Yz, - ,Yn,Yny1) €S} se, e somente se, y = (x, \/1— HXH2> ,

ou ainda, G(f) =S}. (3.138)
Logo, da Proposigdo B=3H segue que

(G(f), dz=in) ~ (B (05 1) , dan),
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que, de (BI33), é o mesmo que dizer que
(S™, dgni1) ~ (B (6; 1) Cdgn) .

A figura abaixo nos fornece a representacdo geométrica do gréfico da fungdo f, ou
seja, do conjunto S_i

R™

3.4 Meétricas equivalentes em um espaco métrico

Iniciaremos esta segdo com a introdugdo do seguinte importante conceito:

Definigao 3.4.1 Sejam d; e d, duas métricas em M.
Diremos que a métrica d; é mais fina que a métrica d,, escrevendo d; > da,
se a aplicagdo identidade iy, : (M, d;) — (M, d;), dada por

i12(x) =x, para cada x €M (3.139)

for continua em (M, d;).

Observagao 3.4.1 Da Defimigdo [B-Z.1 acima, seque que a métrica d; € mais fina
que a métrica d, (em M) se, e somente se, para cada a € M, dado ¢ > 0, podemos
encontrar & > 0, de modo

Ba,(a;8) € By,(a;e), (3.140)

ou seja, toda bola aberta, segundo a métrica d;, contém uma bola aberta, seqgunda
a métrica d;.
A figura abaizo ilustra a situagcdo descrita acima
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Ba,(a;e)

Ba, (a;3)

Com isto temos a:

Proposicao 3.4.1 Seja (M, d;) um espago métrico discreto (isto é, a métrica d; €
a métrica discreta) e d, uma outra métrica qualquer em M.
Entao
d; > dy, (3.141)

ou seja, a métrica discreta em conjunto é mais fina que qualquer métrica que
coloquemos nesse conjunto.
Além disso, se d é uma métrica em M, tal que

d>—d1,

entdo a métrica d é uma métrica discreta em M, ou seja, a a métrica discreta em

conjunto € a Unica métrica nesse conjunto que € mais fina que qualquer métrica
que coloquemos nesse conjunto..

Demonstracgao:

Lembremos que de d; é métrica discreta em M entdo todo ponto de (M, d;) € isolado.
Logo, para cada a € M, podemos encontrar § > 0, tal que

By, (a; &) ={a}. (3.142)
Logo, dado ¢ > 0, temos que
Ba,(a;8) "= {a} C By, (a; ¢)
mostrando, pela Observagdo (BEZ), que
d; > dj,

completando a primeira parte da demonstragao.
Suponhamos que a métrica d em M é tal que

d>d,.
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Logo, para cada a € M, como a métrica d; € a métrica discreta, podemos encontrar
e >0, tal que
By, (a; ¢) ={a}. (3.143)

Como
d>d;,

da Observagdo (BZ), podemos encontrar & > 0, de modo que
ETZ3
Ba(a; 8) C By, (a5 &) =" {a},

ou seja,
Ba(a; €) ={a},

mostrando que a métrica d é a uma métrica discreta em M, completando a demosn-
tragao.
O
Outro resultado interessante é dado pela:

Proposigao 3.4.2 Sejam d; e d; duas métricas em M, satisfazendo a segquinte
relagao: existe ¢ > 0 tal que

da(x,y) <cdi(x,y) paratodo x,yec M. (3.144)

Entao
d; = d,.

Demonstragao:

Notemos que a desigualdade (BT24) acima implica que a aplicagdo identidade
i (M,di) — (M, dy)

é lischitziana em (M, d;).
Em particular, pela Proposigdo BT, serd uma fungio continua em (M, d;) mos-
trando, pela Definigdo B2 que d; > d;, completando a demonstragao.
O

Observacao 3.4.2 Podemos provar o resultado acima diretamente, ou seja, para
cada a € M, para podemos mostra que a fungdo i1, : (M, d;) — (M, d;) € continua
em a.

Para isto observemos que, dado € > 0, consideremos

5£§>o. (3.145)

Logo, se x € M satisfaz:

x € Bg,(a;0), 1istoé, di(x,a) <, (3.146)
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segque que

(eTz3)
da(x,a) < cdilx,a)

(eTZ3)
< c¢b

(=) ¢

ou seja, x € By,(a;e), mostrando que
Bg, (a;8) € By, (a;e),
e asstm, da Observagdo (BEZ), seque que, d; = d;, completando a verificagdo.

Temos também a:

Proposicao 3.4.3 Sejam (M,d;) e (M, d,) espagos métricos.
As afirmagdes sdo equivalentes,

1. dy = dy, wsto €, a aplicagdo i1;: (M,d;) — (M, dy) € continua em (M, d;);

2. Para todo espago métrico (N,dy), se uma funcdo f: (M,d;) — (N,dn) €
continua em (M, d;), entdo a aplicagdo f: (M,d;) — (N,dn) serd continua
em (M,d;), ou seja, toda aplicagdo continua segundo a métrica d, deverd
ser continua sequndo a métrica di;

3. Consideremos o espago métrico (R, dr), onde a métrica dr € a métrica usual
(ou deja, dada por (E13), comn =1). Se uma funcgdo f: (M,d;) — (R,dg) €
continua em (M, d,), entdo a funcdo f: (M, d;) — (R,dr) serd continua em
(M, d;), ou seja, toda aplicagdo continua, a valores reais, seqgundo a métrica
dy deverd ser continua seqgundo a métrica d;;

4. Para cada a € M fizado, a func¢cdo dyo: (M,d;) — (R, dr), dada por
d;o = dy(a,x), para cada x €M, (3.147)
€ continua em (M, d;);

5. Toda bola aberta, seqgundo a métrica d, contém uma bola aberta, segundo
d;, de mesmo centro que a primeira,

6. A funcdo dy : (M x M,D;) — (R,dr) € continua em (M x M ,D;), onde a
métrica D € uma das trés métricas usuais do produto cartesiano, relativa-
mente & métrica d; (ou seja, dadas por (EI111), (E112) ou (ETI3)).

Demonstracgao:

Faremos a demonstragdo segundo a seguinte sequéncia de implicagses:
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w —

Comegaremos mostrando que:

0. —0Q.:
isto é, vale [., ou ainda, d; > d; e mostremos que . ocorrerd, ou seja, se a fungao
f:(M,d;) = (N,dn) é continua em (M, d;) entdo a fungédo f: (M,d;) — (N,dn)
deverd ser continua em (M, d;).

Para isto, denotemos por

fl=f:(M,d;) — (N, dn) (3.148)
e fP=f:(M,dr) — (N,dn). (3.149)

Logo, segundo a convegdo acima teremos
fl = f oy, (3.150)

Como d; > d,, pela Definigdo (EZ), segue que a fungdo i1, : (M, dy) — (M, d,) é
continua em (M, d;).

Logo, da hipdtese que a fungdo f, é continua em (M, d;), de (EZIE0) e da Proposigéo
B2, segue que a fungdo f; serd continua em (M, d;), ou seja, vale O. .

O diagrama abaixo ilustra a situagdo descrita acima:

i12
(M, dy) > (Mady)

(N, dn)

Mostremos que:
0. — B.: isto é, vale B., ou ainda, se a fungdo f : (M,d;) — (N,dyn) é continua
em (M,d;) entdo a fungdo f: (M,d;) — (N,dyn) deverd ser continua em (M,d;) e
deveremos mostrar que valerd B., ou seja, entdo a fungdo f : (M,d;) — (R,dgr) serad
continua em (M, d;)
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Notemos que isto € um como caso particular de ., bastando conisderar
N=R e dy=dg,

e assim obteremos que B. é verdadeira.
Mostremos agora que:
B.— 0.
isto é, se vale B., ou ainda, se a fungdo f: (M,d;) — (R, dr) é continua em (M, d;)
implicard que a a fungdo f: (M, d;) — (R, dg) é continua em (M, d;), entdo valerd A.,
isto é, a funcédo d,,: (M, d;) — (R, dgr), dada por (BTZ1), serd continua em (M, d;).
Sabemos que a aplicagdo dy, : (M, d;) — (R, dgr), dada por (BETZ1), é continua em
(M ) dZ) .
De fato pois, do Exemplo ETT7, temos que a fungdo d, é continua em

(M>d2) X (M)dZ))d) )

onde a métrica d é métrica dada por (E13), no produto cartesiano.

Logo, do item 0. da Observagdo EZZ3, segue que restricdo de d, a ({a} x M, d,), serd
uma fungdo d,,, também serd continua em ({a} x M, d).

Logo do item B. segue a aplicagdo d;, : (M,d;) — (R, dr) também serd continua
em (M, d;), mostrando que @. é verdadeira.

Mostremos agora que:
A — .:
isto é, se vale @., ou seja, se para cada a € M fixado, a fungdo d;,: (M, d;) — (R, dg),
dada por (BTZ7) é continua em (M,d;), mostremos que vale 0, ou seja, d; > d,
ou ainda, precisamos mostra que a aplicagdo i, : (M,d;) — (M, d;) é continua em
(M ) d )

Para isto precisamos mostrar que i;; : (M,d;) — (M, d;) é continua em b, para
be M.

Por hipétese, para cada a € M, a aplicagdo d;, : (M, d;) — (R, dg) é continua em
(M, d;), segue que dado ¢ > 0, podemos encontrar & > 0, de modo se x € M satisfaz

di(x,a) <d, teremos |dyq(x)—dra(a)l<e,
ou seja, (de (1)) € > |da(x,a) —da(a,a)| = ds(x,a).

@),
Portanto se x € M satistaz:

di(x,a) <o, teremos dy(x,a)<ce,

ou seja, By, (a;0) € By,(a;e),

que, da Observagao EZ1. é equivalente a dizer que d; > d,, mostrando que [. coorrera.
Mostremos agora que:
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isto é, vale B., ou seja, se para cada a € M fixado, a fungdo d;, : (M, d;) — (R, dg),
dada por (BETZ7) é continua em (M, d;) se, e somente se, vale B, ou seja, toda bola
aberta, segundo a métrica d,, contém uma bola aberta, segundo d;, de mesmo centro

que a primeira.

Suponhamos que, vale B., isto é, a aplicacdo d,, : (M,d;) — (R,dgr), dada por

(BIZ7), é continua em (M, d;).

Logo dada a bola aberta By, (a; ¢), da continuidade da aplicagdo d,, no ponto g,
segue que existe & > 0, tal que se x € M, satisfaz

deveremos ter:

ou seja,

Portanto, se

di(x,a) <0, ouseja, se x¢€ By (a;d)

€ > |d2a(x) - dZa(aN

BTz
“Edy(x,0) ~ da(a, @) |
—
(Em)=0
- dz(X>a)>
x € Bg,(a; ¢€).

x € Bg,(a; 8), teremos x € Bg,(a;e),

ou Seja; Bd1 (Cl; 6) - de(a;8)>

mostrando que B. ocorrera.

Por outro lado, se vale B., ou seja, se toda bola aberta, segundo a métrica d,, contém
uma bola aberta, de mesmo centro, segundo a métrica d;, entdo dados a € M e ¢ > 0,
segue que podemos encontrar & > 0 tal que

Logo se x € M, satisfaz

ou seja,

teremos que

e assim, segue que:

mostrando que a aplicagdo d,q :

OCOTITera.
Mostremos agora que:

By, (a; 8) C By,(a; ). (3.151)
d](X,(l) <,
x € Bg,(a;90),
x € By, (a;e), (3.152)
B2
|dra(x) — dao(@)] =2 [da(x, @) — dala, @) |
—_——
(Em)=0

(ET=3)
=dy(x,a) < e,

(M,d;) — (R,dg) é continua em (M, d;), ou seja, .
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B.— 0O.:
isto é, vale B., ou seja, a fungdo d; : (M x M,D;) — (R, dgr) é continua em (M; X
M;,D;), onde a métrica D; é uma das trés métricas usuais do produto cartesiano,
relativamente a métrica d; (ou seja, dadas por (Z111), (Z112) ou (ET13)) e mostremos
que B. ocorrerd, isto é, para cada a € M fixado, a fungdo d,,, dada por (BTZQ), é
continua em (M, d;).

Notemos que se a fungdo d; : (M x M, D) — (R, dg) é continua em (M x M, D;),
relativamente & métrica d;, entdo a sua restrigdo ao conjunto {a} x M também serd, isto
¢,

doligxm 1 {a} x M, dy) — (R, dg)

serd continua em ({a} x M, d;).
Observemos que

drq = daliajxm

portanto a aplicagdo d,, serd continua em (M, d;), mostrando que B. ocorrer4.

Para finalizar, mostremos que:
0. — B.:
isto é, vale ., ou seja, se d; > d,, entdo B. ocorrerd, ou seja, a fungdo d, : (MxM ,Dy) —
(R, dr) é continua em (M x M, D;), onde a métrica D; é uma das trés métricas usuais
do produto cartesiano, relativamente & métrica d; (ou seja, dadas por (E111), (ET12)
ou (E113)).

De fato, se d; > d,, entdo a aplicagdo 12 : (M,d;) — (M, d;) serd continua em
(M ) d, )

Logo, do Coroldrio BEZZ3, segue que a aplicagdo identidade id : (M, xM,D;) —
(M x M, D,) serd continua em (M x M, D;), onde para cada i € {1,2}, a métrica D; é
uma das trés métricas usuais do produto cartesiano, relativamente a métrica d; (dadas
por (EITI), (ET12) ou (EII3)), pois

id = (i12,112)

e a aplicagdo iy, é continua em (M, d;).
Portanto a métrica D; € mais fina que a métrica D,, em M x M.
Sabemos que a fungdo d; : (M x M, D) — (R, dg) é continua em (M x M, D,).
Logo, como . = B., segue que a aplicagdo d; : (MxM,D;) — (R, dr) também serad
continua em (M x M, D;), mostrando que B. ocorrerd, completando a demonstracio.
!
Um outro resultado interessante é dado pela:

Proposigao 3.4.4 Sejam (M,dym) e (N,dn) espagos métricos e uma aplicagdo f :
M — N njetiva.

Entdo a fungdo f é continua em (M, dym) se, e somente se, a métrica dy > dg,
onde a métrica d; € a métrica induzida em (M, dm) pela aplicagdo f.
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Demonstragao:
Podemos supor, sem perda de generalidade que a fungao f é sobrejetora, isto é,

N :f(M)>

pois caso contrdrio trocamos o espago métrico (N, dn) pelo espago métrico (f(M, dn)
(munido da métrica induzida por (N, dn)).
Indicaremos por df: M x M — R a métrica induzida pela aplicagdo f, isto é, dada
por
de(x,y) = dn(f(x),f(y)), paracada x,y e M. (3.153)

Notemos que a aplicagdo f: (M,d;) — (N, dy) serd uma isometria, pois

(E=3)

dn(f(x), f(y)) " =" d¢(x,y), paracada x,yeM.

Indigquemos por
imr: (Mydm) — (M, dy)
a aplicagdo identidade.
Como a fungdo f é bijetora, segue que serd um homeomorfismo de (M, d;) em
(N, dn).
Com isto temos o seguinte diagrama:

f é homeomrofismo

Como
f=fo :LMf
segue que a fungdo f: (M,dm) — (N, dn) serd continua em (M, dy) se, e somente se,
a funcdo ipmr é continua em (M, dm), ou seja, dy = df, completando a demostragdo da
proposigao.
O
Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 3.4.1 Consideremos os espac¢os métricos
([0’27-[)7(1[0,271)) e (51 )dRZ) ’

onde as métricas dp ) € dg1 sao as métricas induzidas pelas métricas usuais dr
e dg: (dadas por F-E), comn =1 en = 2, respectivamente) em [0,27) e S',
respectivamente,

S'={(x,y) eR:x*+y* =1}
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e a funcdo f:[0,2m) — S', é dada por
f(t) = (cos(t),sen(t)), para cada t€[0,2m). (3.154)

Mostre que a métrica dyp ) € mais fina que a métrica induzida pela aplicagdo
f.

Resolucao:
Vimos, no Exemplo (B33), que a aplicagdo f é continua e bijetora em ([0,27), djy 2))-
Logo, da Proposi¢do (EZ4) acima, segue que a métrica dj . € mais fina que a
métrica induzida pela aplicagao f.
Notemos que df: [0,27) x [0,27) — R serd dada por a métrica

de(x,y) = ds (f(x), (y))

= 441 [(cos(x) , sen(x)) , (cos(y) , sen(y))]

(3) com n=2

\/[cos(x) — cos(y)]? + [sen(x) — sen(y)]2,

para cada x,y € [0, 27).

Podemos agora introduzir a:

Definigao 3.4.2 Sejam d; e d; métricas em M.
Diremos que as métricas d; e d; sdo equivalentes em M, denotando por d; ~
d,, se a aplicagdo

ilZ:(M)dl) — (M’dl)

for um homeomorfismo de (M, d;) em (M, d,).
Observacao 3.4.3
1. As métricas d; e d; em M, sdo equivalentes em M se, e somente se,

di - d; e d, - d;. (3.155)

2. A relagdo ~, no conjunto formado por todas as métricas definidas em M, é
uma relagdo de equivaléncia, 1sto €, satisfaz as sequintes condigdes:

(a) para toda métrica d; em M, temos que
d] ~ d] )

ou seja, a relagdo ~ é reflexiva.
De fato, pois a aplicagdo identidade

in:M,dy) = (M, dy)

€ uma isometria, em particular, um homeomorfismo de (M,d;) em
(M, d;), asstm d; ~ d;.
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(b)

(c)
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se as métricas d; e d; em M, satisfazem d; ~ dz, entdo d; ~ di, ou seja,
a relagdo ~ € simétrica.

De fato, pois se d; ~ d,, entdao a aplicagao identidade
i (M,di) — (M, d)

€ um homeomorfismo de (M ,d;) em (M, d,;).

Logo a aplicagdo identidade

in=1i2":(M,d) = (M,dy)
também serd um homeomorfismo de (M, d;) em (M, d;), mostrando que
d; ~ d;.

se as métricas d;, d; e d3 em M, satisfazem d; ~ d; e d; ~ d3 entdo
teremos que d; ~ d; , ou seja, a relagdo ~ € transitiva.

De fato, pois se d; ~ d,, entdao a aplicagao identidade
t2: (M, d1) — (M, dy)

serd um homeomorfismo de (M,d;) em (M, d,;).

De modo semelhante, como d; ~ d3, entdo teremos que a aplicagdo iden-
tidade

i23 . (M)dZ) - (M)d3)

também serd um homeomorfismo de (M,d;) em (M, d3).

Logo a aplicagdo identidade
3 =1ipoin:(M,d) = (M, ds)

deverd ser um homeomorfismo de (M,d;) em (M,ds;) mostrando que
d; ~ ds.

3. Notemos que, da Proposi¢ao [3.Z.3, seque que duas métricas em M sdo equiva-

lentes se, e somente se, toda bola aberta, segundo uma das métricas, contém
uma bola aberta, de mesmo centro, sequndo a outra métrica.

. Observemos que duas métricas discretas em M sdo sempre equivalentes, pois
toda bola aberta seqgundo uma serd uma bola aberta sequnda a outra.

Além disso, vale observar que se di ~ d; e a métrica d; € uma métrica discreta
em M entdo, da Proposi¢do B 2.1, segue que a métrica d; também serd uma
métrica discreta em M.
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5. Observemos também que, o B. da Proposi¢cdo [7.2.3, garante que se d; ~ d;
em M, entdo uma aplicagdo

f:(M,d;) = (N,dn)

serd continua em (M, d;) se, e somente se, a aplicagdo
f:(M,d;) = (N,dn)

for continua em (M, d;).

Conclusao: se trocarmos a métrica de um espaco métrico por uma outra
métrica equivalente dada tnicialmente, estudar a continuiade de uma fungdo
sequndo a métrica, dada inicialmente, € equivalente a estudar a continuidade
da fung¢do segundo a mnova métrica.

A seguir consideraremos alguns exemplos importantes.

Exemplo 3.4.2 Mostre que as métricas d, d; e d, em R", introduzidas no Ezemplo
(dadas por sdo (E13), (E14) e (EIH), respectivamente) equivalentes.

Resolugao:
Notemos que, da Proposigdo -1 segue que para x,y € R" (veja (EI7)) temos

da(x,y) < d(x,y) (3.156)
d(x,y) < di(x,y) (3.157)
di(x,y) <ndy(x,y). (3.158)

Logo, aplicando a Proposigdo EZ 2 as métricas d, d; e d,, segue que;
e de (E1=8), teremos que d > d; ;
e de (BETI27), teremos que d; > d ;

e de (E123), teremos que d; > dj ;

ou seja, as métricas sdo equivalentes d, d; e d; em R™.
O

Observacao 3.4.4

No Ezemplo B-Z.3 acima, se n = 2, temos garantido que toda bola aberta,
segundo a métrica d (que, neste caso, € o interior de um disco), contém uma bola
aberta, segundo a métrica d; (que, neste caso, é o interior de um quadrado cujas
diagonats sao paralelas aos eizos coordenados) que, por sua vez, contém uma bola
aberta, segundo a métrica d, (que, neste caso, é o interior de um quadrado cujos
lados sdo paralelos aos eixos coordenados) que, por fim, contém uma bola aberta,
segundo a métrica d (que, neste caso, € o interior de um disco).

A figura abaizo nos fornece uma representagdo geométrica da situagdo descrita
acima.
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Em particular, do item @. da Observagdo [F-Z.3 seque que, para estudar a
continuidade de uma funcdo f : R* — (Mdm) onde em R™ consideramos, por
exzemplo, a métrica d, podemos trocar a mesma pela métrica d;, ou pela métrica d,,
e estudar a continuidade da func¢ao dada relativamente a nova métrica considerada
que o resultado obtido serd o mesmo que seria obtido com a métrica d, ou seja,
a fungdo f: (R",d) — (M,dm) € continua em (R™,d) se, e somente se, a fungdo
f:(R",dy) — (M,dm) € continua em (R"™,d;) se, e somente se, a funcdo f :
(R™,d;) = (M,dm) € continua em (R™,d;). .

Podemos estender o Exemplo BEZ2 acima, utilizando a Proposigdo BEZ2, mais pre-
cisamente:

Corolério 3.4.1 Sejam d; e d; duas métricas em M tais que podemos encontrarx, 3 >
0, de modo que

O(d](X,y)Sdz(X,Q)SBd](X,y), para cada X)UEM° (3'159)
Entao d] ~ dz.

Demonstracgao:

Denotemos por

8] (1)
O(dl(xyy)édZ(ny) < Bdl(xay)) paracada X)UGM'

Logo, de (I) segue que
1
di(x,y) € —dalx,y), paracada x,yeM.
Logo, da Proposicdao BZ, segue que

d, >~ d;.
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Logo, de (II) segue que
da(x,y) <P di(x,y), paracada x,y€ M.
Logo, da Proposigdo B2, segue que
d >~ dy,

portanto d; ~ d,, como queriamos demonstrar.

O
Apliquemos as ideias acima ao:
Exemplo 3.4.3 Seja d uma métrica em M.
Consideremos as aplicagdes d;,d; : M x M — R, dadas por
. d(x,y)
d;(x = 3.160
1( )y) ]"‘d(x,y) ( )
e
da(x,y) = min{1,d(x,y)}, para cada x,y € M. (3.161)

Logo, da Proposi¢ao
Mostre que d; e d; sdo métricas em M e, além disso

di~d~d;.

Resolugao:
Deixaremos a verificagdo que d; e d; sdo métricas em M como exercicio para o leitor.
Observemos que, para cada x,y € M, teremso:

(e d(x,y)
1+ d(x,y)
<d(x,y)

d](X,U)

€
ETET)

do(x,y) = min{1, d(x,y)}
< d(x,y).
Logo, da Proposigdo BZ3, segue que

d-d; e d>d,. (3.162)

Por outro lado, dado ¢ > 0, consideremos

& = >0 e d; = min{l,e} > 0. (3.163)
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Notemos que, para x € Bg, (a; &), temos que
d; (X, (1) <. (3.164)
Assim, segue que x € M satisfaz

d1(X,Cl) < 61)
d(x,a) 13
<
1+d(x,a) 1+4¢
ou ainda, dix,a)[1+¢]l <ell+d(x,a)]

por (ETIE3) e (ETIED), € equivalente a:

ou, equivalentemente: d(x,a) < ¢,

ou seja, teremos:
By, (a; 81) C Bg(a; ),

mostrando que
d; - d.

De modo semelhante, se x € M satisfaz

(ETET)
dz(X, a) <o < 1 s (3.165)
teremos, em particular, que
da(x,a) < T, (3.166)
e assim segue que
d(x,a) = dy(x, )
< &)
=) .
= min{1, ¢}
<eg, (3.167)
gue implicard que
d(x,a) < e,

ou seja

mostrando que

Com isto teremos que

como queriamos mostrar.
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Observacao 3.4.5
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1. Observemos que as métricas d; e d,, exibidas no Exemplo [B-Z7.3, sdo limitadas

em M x M.
De fato, potis para todo x,y € M, teremos:

ez d(x,y)
S ERTCNT)

d(x,y)<T+d(x,y)
<

dy(x,y) "= min{1,d(x,y)}
<T.

Conclusao: toda métrica em M € equivalente a uma métrica limitada em M.

. Ainda com relagdo ao Ezemplo [F-Z7-3, observemos que se a métrica d € nao
limitada em M, entdo nao existe 3; > 0, tal que

d(x,y) < Bjdj(x,y), paracada x,yeM ecada jec{l,2}. (3.168)

De fato, se ezxistisse 31 > 0 com a propriedade (BIB3), no caso j = 1, para
x,y € M, com x #y, deveriamos ter:

d(X)U) < Bl dl(xay)

de (EIEN), é 0 mesmo que: d(x,y) < By %»
ou ainda, d(x,y) 1 +d(x,y)] <Brdx,y)
se x #y, temos que d(x,y) #0, ou seja: dix,y) < B —1, (3.169)

portanto, a métrica d deveria ser limitada, o que € um absurdo.

se existisse 32 > 0 com a propriedade (BTIBR), mo caso j = 2, para x,y € M,
com x # Yy, deveriamos ter:

d(X>y) < [32 dZ(X)y)

de (EIED), € o mesmo que: B2 min{1,d(x,y)}
1
em particular, deveriamos ter: d(x,y) < B2, (3.170)

portanto, a métrica d deveria ser limitada, o que também é um absurdo.

Logo podemos concluir da situagdo descrita actma que a condi¢do (BTIRD),
dada pelo Coroldrio B-Z] € suficiente, mas nao é necessdria, para que duas
métricas sejam equivalentes em M.
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Temos também a:

Proposigao 3.4.5 Sejam (M,dm), (N,dn) espacos métricos e £ : M — N uma
fungdo byetora.

Entdo a fun¢do f € um homeomorfismo de (M,dym) em (N,dn) se, e somente
se, a métrica dm € equivalente a métrica di em M, induzida pela aplicagdo f.

Demonstracgao:
Notemos que a fungdo f : (M, d) — (N, dn) é uma isometria de (M, d¢) em (N, dn),
pois

d] (X»y) = dN(f(X) )f(y))) para cada X,y € M)

em particular, serd um homeomorfismo de (M, d¢) em (N, dy).
Portanto a fungdo inversa

f_1 : (N)dN) - (M>df)

serd continua em (N, dy).
Consideremos as aplicagOes identidades

ifM . (M,df) — (M,dM) e iMfi (M,dM) — (M, df) . (3171)

Notemos que
ivp=f"of e ig=Ff"of,

segundo o digrama abaixo:

(M, dm ) > (N, dnN)

f & isometria

(M, dy)

Portanto d; > du, isto é, a aplicagdo i é continua de (M, d;) em (M, dp) se, e
somente se, a fungdo f~' : (N,dn) — (M, dm) for continua em (N, dy).

Por outro lado, dy > dy, isto é, a aplicagdo iy é continua de (M, dm) em (M, d¢)
se, e somente se, f: (M,dm) — (N, dy) for continua em (M, dm).

Logo, das duas consideragdes acima, temos que

d; ~dm  se, e somente se, a fungdo f é um homeomorfismo de (M, dy) em (N, dn),

completando a demonstragao.
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Observacao 3.4.6 Notemos que, da Proposi¢cdo [F-Z.3 acima seque que, no FErem-
plo BZ1, a métrica dy o), tnduzida em [0,27) pela métrica usual de R (ou seja,
dada por (E13), com n = 1) e a métrica induzida em [0,27) pela fung¢do continua
e bijetora f:[0,2n) — S' (dada por ) nao sdo equivalentes.

De fato, pois como vimos no Exemplo EZ=Z3, a funcdo _f nao é homeomorfismo
de ([O>27T) ’ d[O,Zﬂ)) em (S1,dg1).

Para finalizar a secdo temos a:

Proposicao 3.4.6 Sejam d; e d; duas métricas em M, (N,dn) e (R,dr) espagos
métricos, onde dg € métrica usual (ou seja, dada por (E13), comn=1).
As sequinte aformacdes sao equivalentes:

1. d] ~ dz,‘

2. a aplicagdo f: (M,d;) — (N,dn) € continua em (M,d;) se, e somente se,
f:(M,d;) = (N,dN) € continua em (M, d;);

3. a aplicagdo f: (M,d;) — (R,dr) € continua em (M,d;) se, e somente se,
f:(M,d;) = (R,dg) € continua em (M, d;);

4. Para cada a € M, as fungées dio : (M,d;) — (R,dr) e dyq : (M,d;) —
(R,dgr), dadas por

dio(x) =di(a,x) e dyolx) =ds(a,x), paracada x€eM (3.172)
sao continuas no ponto a;

5. Toda bola aberta, segundo a métrica d;, contém uma bola aberta, de mesmo
centro, segundo a métrica d; e toda bola aberta, segundo a métrica d, contém
uma bola aberta, de mesmo centro, segundo a métrica d;;

6. As fungdes d; : (M x M,D;) — (R,dg) e d; : (M x M,D;) — (R,dr) sdo
continuas em (M x M ,D;) e (M x M, D,), respectivamente, onde as métricas
D; e D, podem ser uma das trés métricas usuais de M x M, relativamente a
d; e d,, respectivamente.

Demonstracao:

E, essencialmente, conseqiiéncia da Proposigdo EZ3.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
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3.5 Transformacoes lineares e multilineares definidas
em espacos vetoriais normados

Comegaremos pela:

Definicao 3.5.1 Sejam (E,+.,-.) e (F,+.,-.) espacos vetoriais sobre R.
Diremos que uma aplicagdo f : E — F € uma transformacao linear de (E,+,,,)
em (F,+.,-.), se ela satisfaz as seguintes propriedades:

f(X +,
F(A -

x| <y

) =f(x) + f(y), (3.173)
) =A- f(X), (3.174)

para todo X,jJ € E e A € R.
Se na situagdo acima, se F =E, 1sto é, f: E — E, entdo a aplicacdo f serd dita
operador linear em (E,+_,-.).

Se na situagdo acima, F =R (onde em R estamos considerando as operagdes
usuats de soma e multiplicacdo de nmumeros reais), a saber, f : E — R, entdo a
aplicagdo f serd dita funcional linear em (E,+,,-.).

Observacao 3.5.1

1. Vale observar que a adigdo do lado esquerdo de ([8-173), ou seja, +., € adigdo
de vetores do espago vetorial real (E,+.,-.), e a adigdo do lado direito de
(BI73), ou seha, +,., € adicGo € adigcGo de vetores do espago vetorial real
(F ) +F ) .F)'

Além disso, a multiplicagdo por nimero real do lado esquerdo de (3-173), ou
seja, ‘g, € a multiplicagcao de vetores por numero real em do espacgo vetorial
real (E,+g, e), e a multiplicagGo por numero real do lado direito de (F-173),
ou seja, -., € a multiplicagdo de vetores por numero real do espago vetorial
real (F,+,,-.).

2. Como conseqiiéncia de (3173) e (BI74) temos que
FA Xy 4 e A Xn) = A1 T(X) 44 - 4 A T(X), (3.175)

para X1,X2, - yXn € E e A1, A2, , Ay €R.

A demonstracdo deste fato é simples e foi vista na disciplina Algebra Linear.

3. Nosso objetivo nesta secdo é estudar a continuidade de transformagdes line-
ares entre espacos vetoriais reais normados.

Com isto temos o:
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Teorema 3.5.1 Constderemos o espago vetorial real (R™,+,-) (onde + e -, deno-
tam as operagoes usuais de soma de n-uplas e multiplicagcdo de numero real por
n-upla, respectivamente), munido da norma |- ||,., como sendo uma das trés nor-
mas usuais, introduzidas no Exemplo (dadas por (E20), (E21) e (E23)) e o
espago vetorial (F,+,,-.) munido da norma || - |,.

Se a funcdo f: R™ — F é uma transformacdo linear, entdo a funcdo f é continua
em (R“>d|\-||Rn)

Demonstracgao:
Para tando, consideremos

85{61)62)"' )én}

a base canoénica do espago vetorial real (R™,+,-), ou seja,

& =(0,0---,0, 1 ,0,---,0). (3.176)

k—ésima posigéo
Logo para X € R", temos que
X=%X1-€ +%X2-€+ -+ Xn-€n, (3.177)

para x; € R, paracadaie{1,2,---,n}h
Como a funcdo f é uma trasformacgdo linear, do item B. da Observagdo B2, temos
que

f(R) = & a6
ET73 = N —
= X1 T(€1) +, %2+ f(€2) +, -+ 4+ xn -, T(€R) . (3.178)
Portanto
— m — — —
1EE, 2 1 -, F(@) 4 X2 F@) +4 -+ 4 X, F(ED]ls
(=) . . .
< ||X1 F f(e1)||F + ||X2 F f(eZ)HF +oee ||Xn F f(en)HF
=<:) . . .
< Il |If(eNl; + al [[f(e)l; + -+ Ixal [[f(e0)]]; - (3.179)
Consideremos
c = max{||f(e1)|;, [[f(e);,- -, [If(e)l:} - (3.180)

Logo, (BI79), segue que
1) < e (gl + xal + -+ [xal) (3.181)
Consideremos a norma em R™ da soma, isto é,

Xl gn = Pal + xal + - - 4 xal,
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onde X = (X1,X2, " yXn)-
Entéo, de (BE-IZ1), teremos que

If)|l; < c|X||mn, paracada X e R™. (3.182)

Como a fungdo f é uma transformacgéo linear de (R*,+,-) em (F,+,,-.), temos que
. = f é linear = -
1) =t = =" [fFX =9I,

=) o
< c|X—=Ylmpex,y € R,

mostrando que a aplicagao f é lipschitiziana de (R” , dwnmn) em (F, d ) e assim, da

-1l
Proposigao BT, temos que serd uma fungao continua em (R“ , d|\~\|Rn

Notemos que, como as métricas d, d; e d, (que provém das trés normas usuais)
sdo equivalentes, do item H. da Observacdo BEZ3, segue que a transformacdo linear
f : R* — F serd continua em relagdo a qualquer uma das trés métricas usuais que
considerarmos em R", completando a demonstracao.

g

Observacao 3.5.2 O resultado acima nos diz que uma transformagdo linear defi-
nida em espaco vetorial normado de dimensao finita e tomando valores em outro
espago vetorial normado é sempre continua.

Isto seque do fato que todo espago vetorial de dimensdo finita € isomorfo a
(R™,+,-), para algum n € N, visot na dissiplina de Algebra Linear.

O mesmo nao € verdade se a dimensdo do espacgo vetorial do dominio nao for
finita, como mostra o sequinte exemplo.

Exemplo 3.5.1 Seja E, o conjunto formado por todos os polinémios a wvalores
reais, de uma varidvel real, munido dadas operagoes usuais de adi¢cao de fungoes
e multiplicagdo de numero real por funcgdes.

No curso de Algebm Linear mostra-se que (E,+,-), munido das operagdes

acima, € um espago vetorial sobre R (na verdade é um subespago vetorial das
fungdes reais continuas de uma varidvel real).

No espago vetorial real (E,+,-) podemos considerar a fungdo || - ||, : E — R,
dada por
[plle = sup Ip(x]l. (3.183)
x€[0,1]
Afirmamos que || - ||, € uma norma no espago vetorial real (E,+,-).
Resolucao:

De fato, p,q € E e x € R, teremos:
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ET=x3
pll. = sup p(x)| >0

x€0,1]

llplle =0 se, e somente se, sup [p(x)| =0,
x€[0,1]

implicando que
Ip(x)| =0, paracada parax € [0,1],

que é equivalente a dizer que

p(x) =0, paratodo xe€[0,1].

Logo, se
px) =a,+a;x+---+a,x", paracada xcR,

de (BET=4) segue que:

0 = p(0) = a,,
0 i) = o
0 "=V p0) E 2q,,
0 (E=3) (n)(O) (= )n, an,
segue que
ax =0, paracada ke{0,1,---,n},

mostrando, por (BI2H), que
p(x) =0, paratodo x€R,

ou seja,
p=0,

mostrando que || - ||, satisfaz a 0. da Definigdo ET2.

. Temos também:

(T=3)
loc-plle 7= sup farplo)
XE[O»”
item O. da P:;posigéom |OC| sup |P(X)|
XE[()»”

(=)
= ledlplle,

mostrando que || - ||, satisfaz a B. da Definigdo ET2.
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3. PAra finalizar, notemos que:

(B:EEE)
lp+qll. =" sup [p(x)+ q(x)|
x€[0,1]
[p () 4+q(x)I<lp(x)[+Iq(x)]

< sup [[p(x)[ + [q(x)l]
x€[0,1]

item 0. da Proposigdo T3

< sup [p(x)|+ sup |q(x)|
x€[0,1] x€[0,1]

(ET=3)
= lplle +llalle

mostrando que || - ||, satisfaz a B. da Definicdo EZT2. ou seja, || - ||
espago vetorial real (E,+, ).

. € uma norma no
O

Observacao 3.5.3 Na situagdo do Exemplo T 521 acima, se considerarmos a fun¢ao
f:E — R, dada por

f(p) =p(2), para cada pe€eE, (3.186)

seque que a funcdo f € um funcional linear em (E,+,-).
De fato se p,q € E e x € R teremos:

ET=d
floc-p+q) =" (cc-p+q)(2)
= (- p)(2) +q(2)
= ap(2) + q(2)
EI=8
= wh(p) + 1(a),
mostrando que a f: E — R é um funcional linear em (E,+,-).
Afirmamos que o funcional linear f ndo é continua em O € E (onde O denota
o polinémio nulo).

De fato, seja
1

£ = z > O,
e para cada n € N, consideramos o polinémio
X n
pa(x) = (E) , para cada x € R. (3.187)

Notemos que, para cada n € N temos que

pn€E
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e, além disso,
(=)
djy. (pn, O) =" [[pn — Ol
ET=3
= sup [palx) — Ox)|
x€l[0,1]
= 8up |Pn(X)|
x€[0,1]
a funcdo pn € crescente
fung P: n(-l)
=) (1"
N 2
1
= 5
Logo
pn—0, em (E,dj).), quando n— oo.
Porém, notemos que,
(el
dz[f(ps), F(0)] = [f(py) — F(O))
|commzwi]
= pa2)-002))
~——
-0
= (2)"
N 2
1
=1> i =E&,
mostrando que o funcional linear f nao é continuo em (E,d”.HE).
Em geral temos o seguinte resultado importante:
Teorema 3.5.2 Sejam (E,|| - |l) e (F,| - |l;) espagos vetoriats retas normados e
f:E — F uma transformacgdo linear.
As seguintes afirmacdes sao equivalentes:
1. a fungdo f é continua em (E,dy ),
2. a funcao f é continua em O e E,
3. podemos encontrar ¢ > 0, tal que
IR, <cl%l,, para XeE; (3.188)

4. podemos encontrar ¢ > 0, tal que

1) = f)ll; <clXx—=ylle, para X,ycE.

(3.189)
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Demonstragao:

O diagrama abaixo ilustra como serd feita a demonstragao:

Q.

Notem os que, a implicagdo . = 0. é trivial.
Mostremos que
Q. = 8.

ou seja, mostremos que se 0. ocorrer, isto é, se a fungdo f é continua em O € E, entdo
B. ocorrerd, isto é, podemos encontrar ¢ > 0, tal que (BEZI28) vai ocorrer.

Como a funcgdo f é continua em OcEe
f(0)=0,

pois a fungdo f é uma transformacéo linear de (E,+,.,-.) em (F,+,,-.),dadoe =1 >0,
poderemos encontrar 6 > 0, de modo que, se

Il = |6
= dy, (X, 0)
<5, (3.190)
deveremos ter: IF(X)], = |[f(X) — £(O)
——
5 ||,
= dyy, (1), (0))
<e=1. (3.191)

Consideremos ¢ € R, de modo que

(3.192)

on| —
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—

Com isto, para X = O, teremos

Ifx)] = | #(O)

¥

£(0)=0

F

mostrando que (ETIZ8) ocorrerd, se X = O.
Por outro lado, para X # O, consideremos que o vetor

Observemos que este vetor satisfaz a seguinte propriedade:

L = L
S E
1 (&T=3
e
C
Logo, de (BT93), (ET90) e (BTUD), segue que
1
Hf(—x) <1.
cIRT:

F

Como a fungdo f é uma trasformagdo linear temos que

1 1
f(f- z):f- f(%) .
c|[x[l X[l *

Logo, de (BETUB) e (ETUH), teremos

1 L., (eTm) 1 .
—— If), "= = T(X)
c|Ix]l ' cfxfe
(eTmm)
<1,
ou ainda, ||f(7_€)”r <c ||)_€HE’

mostrando, se X # O, (EI28) também ocorrerd, ou seja, B. vai ocorrer.

Mostremos agora que
B =0.:
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(3.193)

(3.194)

(3.195)

(3.196)
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ou seja, mostremos que se B. ocorrer, isto é, se podemos encontrar ¢ > 0, tal que (BI23)
ocorre, entdo B. ocorrerd, isto é, podemos encontrar ¢ > 0, tal que (BZIE9) ocorrera.
Suponhamos que exista ¢ > 0 tal que

IfX), <c|X|., para XecE. (3.197)

Observemos que, para X,y € E, teremos

f é transformagéo linear

[£(X) = f(Y)l, (X =)l

()
< clX—1yl,
ou seja, (BEZIE9) ocorrerd, ou ainda, B. vai ocorrer..
A implicagdo
0= )
é imediata, pois (EIEJ) garante que a fungdo f ¢ lischitiziana em (E,d;._), logo serd
uma fungio continua em (E,d) ), completando a demonstragéo do resultado.

U
Como consequéncia temos o:
Corolario 3.5.1 Sejam (E,| - |l.) e (F,|| - ||;) espagos vetoriais reais normados e
f:E — F uma transformacgao linear biyjetora.
Entdo, a fungdo f € um homeomorfismo de (E,||-|.) em (F,||-||;) se, e somente
se, podemos encontrar c,C > 0, tais que
} . } .
ClI¥ll. < |IfX);, < cl|Xll, para cada Xe€E. (3.198)

Demonstragao:

Afirmamo que se f : E — F é uma transformacdo linear bijetora entdo sua fungao
inversa ' : F — E também serd uma transformagio linear (e bijetora).

De fato, pois se §i,9J> € Fe o € R, do fato que a fungdo f é bijetora, existirdo
X1,X%; € E, tais que

g1 =1(x1) e yo="(x2). (3.199)

ou seja,
Xi=f'(§1) e %=F"(§). (3.200)

Logo

(ETm)

(%) +, « -, f(X2))

f é transformacédo linear

= f(f(Xy 4+, o0 X2))

f~lof=id - -
= X1t XX

(T1) +, o F(T2), (3.201)

! (Y t Xy gl)

(E==Zm) £
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mostrando que a fungdo f' : F — E transformacdo linear do espago vetorial real
(E,+;,-;) no espago vetorial real (F,+,,-,).

Notemos que, com vale em (BEZZ00), de B. = [., do Teorema B52 acima, segue
que a transformacgdo linear f serd continua em (E , dII-HE)-

Por outro lado se §y € F, como a fungdo f é bijetora, podemos encontra X € E, de
modo que § = f(X), ou seja,

X=f(y). (3.202)
Logo, de , considerando-se X = ' ({j), segue que

C '@, < IFE @l
f~lof=id || » .
= Iyl para yeF,
. — — 1 — —
ou seja, 11 (@) < <lIgle, para geF.

Logo, de B. = [., do Teorema acima, segue que a fungdo f~' serd continua
em (F, dH-IIF)) ou seja, a transformacgdo linear F : E — F serd um homeomorfismo de
(E,dj,) em (F,dy ), como querfamos mostrar.

OJ

A seguir exibiremos um exemplo de uma transformacdo linear bijetora que nao
é um homeomorfismo, mais precisamente, ela serd uma funcdo continua mans a sua
transformacdo linear inversa nao serd continua.

Exemplo 3.5.2 Denotemos por R*, o conjunto formado por todas as sequéncias
de nimeros reais que tém a sequinte propriedade: X = (Xn)neny € R se, e somente
se, mo mdzimo, um numero finito de entradas x, € nao nula, isto €,
X € R®
se, e somente, se X = (Xq)nen, cOM X, #0,
somente para n € {ny,ny,--- , N} C N. (3.203)
1. Mostre que (R*®,+,-) é um espago vetorial sobre R, onde a operagdo + € a

opercao de adi¢cdo usual de sequéncias e a operagdo - € a multiplicagdo usual
de numero real por uma sequéncia.

2. consideremos a aplicag@o | - || : R® — R dada por

||7z\|oo£\/X12+x22+~.+xn2+...

(3.204)

onde
X = (Xn)nen € R™.

Mostre que || - [l € uma norma no espago vetorial real (R>,+,-).
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3. consideremos a aplicagdo ( -, - ) :R* xR*® —= R dada por

<)_(”g>ooix1 .y1+x2.y2+...+xn.yn+...

= %Y, (3.205)
j=1
onde
X = (Xn)neN >g = (Un)neN € R™.
Mostre que ( -, - ) € um produto interno no espago vetorial real (R*,+,-)
e que a norma || - ||« provém do produto interno ( -, - )_.

4. consideremos a fung¢do f: R*° — R*, dada por

f(i) =f ((Xn)neN)

:f(X])XZ)"')Xn).")
. X1 X2 Xn
:<T’7’W’F’m)’ (3.206)

para cada X = (Xn)ney € R,

Mostre que a fungdo f: R*® — R*> é um operador linear no espago vetorial
(R*®°,+,-) que € continuo em (Roo,d||.||oo), mas a sua transformagdo linear
inversa ' : R® — R*® nao serd uma fung¢do continua em (]Roo , d||.‘|w) .

Resolucgao:

Deixaremos como exercicio para o leitos mostrar que com as operagdes + e - o
conjunto R*, tornar-se-4 um espago vetorial real (basta mostrar que a adigdo de duas
sequéncias de R* é uma sequéncia pertencente a R* e a multiplicagdo de um niumero
real por uma sequéncia de R* é uma sequéncia pertencente a R*).

Observemos que, para

X = (Xn)neN »g = (yn)neN € R* )

de (E2113), segue que as séries numéricas que em (EZ04) e (E2IH), reduzem-se a somas
finitas (pois as seqiiéncias numeéricas envolvidas sdo nulas, exceto para um nimero finito
de termos).

Deste modo as apligées || - ||« € ( -, - ) estdo bem definidas.

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que as fungdes || - ||« € ( -, - ) sdo
uam norma e um produto interno no espago vetorial real (R>,+,-).

B facil mostrar que a aplicagdo f : R>® — R*, dada por (BE208), é um operador linear
em (R*,+,-).

A verificagdao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
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Para cada X = (Xn)nen € R, temos que:

1) % = 11 ((%n)n en) |0

(E2mm) o (E2mm) Z Xj
= )
|5l o
< |Xj|2

ou seja, 1£(3) oo < [IX]loo

Logo, de B.= ., do Teorema (B53), segue que o operador linera f é continuo em
(R, ).
Observemos que a fungdo f admite fungdo inversa f~' : R® — R*, que é dada por
F(G) =" ((Yn)nen)
f_](y1 )UZ)"' )yn)..')
=(U1,2y2, -, NYn, ), (3.207)

para cada § = (Yn)nen € R™.
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor, isto é, que

fof'=f"of=1idpe.

Mostremos que a fungdo f~' nao ¢ continua em (R*,d...).
Para isto, notemos que, para cada n € N temos que o vetor

éni(o)oa"')o» \1/_, »O>"')

n—ésima posigdo

que pertence R*, pois somente o termo da n-ésima posigdo é ndo nulo, e igual a 1.
Observemos tamb ém que

o0
- (=)
l€nlloc® =" D Iyl
j=1

xj=0 para n#jxn=1

1. (3.208)

Por outro lado, notemos que

_ e > )
It (]2 LY i
j=1

x;=0 se nij e xn=1] nz

(3.209)
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Em particular,
157 (€)oo = 02
>n

.
=D e, e - (3.210)

Portanto, fazendo n — co em (BEZZIT), ou seja, a fungdo f~' nfo satisfaz o item B.
do Teorema (BEE3) item 3., portanto, do referido resultado, segue que a fungo f~' néo
serd continua (R, d... ), completando a resolugéo.

O
Introduziremos agora a:

Definicao 3.5.2 Para cadaic{1,2,---,n}, consideremos o espago vetorial (Ei,+,,-,)
e o espago vetorial real (F,+.,-.).
Diremos que uma aplicagdo

f:Ey xE; x---xE,—F

¢ n-linear (ou multi linear) , se ela for linear em cada uma de suas n-componentes,

ou seja, para cada j € {1,2,---,n}, temos que

f(X] y oy X154 %5 +5 YjyXj1y - )Xn) :f(X] y Ty XK=y Xy Xjr1y e >Xn)

Jﬂﬂxl y Ty X1y Yj oy Xjp1y e >Xn) (3-211)

e

f(X],"' >Xj—1 )}\'j Xj>x]’+1 y " T )Xn) :}\'Fqu y " T )Xj—1 >Xj)xj+l>"' »Xn)> (3~212)
onde
(Xl»"' y Xj—15y Xj y Xj1y ’Xn)>(x1>"' y Xj=1y Uiy Xj1y )Xn) SRS XEj X+ X By
e A eR.

Observacao 3.5.4

1. Para cada i € {1,2,---,n}, consideremos o espa¢o vetorial (Ei,+,,-.) e o
espago vetorial real (F,+,,-.) e suponhamos que a aplicagdo

f:Ey xE; x---xE,—F

seja n-linear.

Entdo, se

—

X;=0€E, paraalgum je{l,2,---,n}
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teremos

f(xh"'>X]'713Xjaxi+1>"')xn) O)

15to €,
f(Xi, %21, 0, %41, ,Xn) =0. (3.213)
De fato, pois
f(X] y X1y Xy X1yt axn) :f(X] y 'ty Xj—1 )OaxjH»"' )Xn)
:f(x],... )Xjf1)0'oyxj+1)"' ’Xn)
= O-Ff(X1,-" 3Xj—1)O)X)’+1>"' >Xn)

:O)

ou Seja’; f(X],"',Xj_1,O,Xj+1,-",Xn):O,

como afirmamos em (BEZI3).

2. Na situagdo acima, para o caso n =2, se (Ey,+,,-,), (E2,+,,-,) e (F,+.,)
sdo espagos vetoriais reais, uma funcao f:Ey X E; — F que satisfaz (BZI0) e
(B212), serd dita bilinear e € caracterizada pelas seguintes propriedades:

(X1 +, Ui, X2) = f(X1,%2) +, f(U1,%x2), (3.214)
(X1, %2 +, Y2) = f(X1,%2) +, f(X1,Y2), (3.215)
f(A-, X1,%2) = A+ f(%1,%X2), (3.216)
f(xX1,A, X2) = A+ f(X1,%X2), (3.217)

para X;,y; € Ej, comj e{1,2} e AeR.
3. Observemos que, do item [F-Z1J. acima, seque que
£(0,,%) =f(%,0,) =0,,
para X; € Ej, com j € {1,2}, onde 6]' € E; € o elemento neutro da adi¢do

de (Ey,+,,+), comj € {1,2} e 6F € F € o elemento neutro da adigdo de
(F)+F)'F)'

Temos os seguintes exemplos importantes de aplicagdes bilineares:

Exemplo 3.5.3 Seja (E,+.,-.) um espago vetorial sobre R.
A multiplicagdo de numero real por vetor de (E,+,,-.) € uma aplicagdo bilinear
em (E,+., ), mas precisamente, a aplicagéo m:R x E — E, dada por

m(A,X) =A-.X para A€R e XekE, (3.218)

€ uma aplicagdo bilinear de (E,+_,- ) em (E,+., ).
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Resolucao:
A verificagdao deste fato é simples e serd deixada como exercicio para o leitor.
O

Exemplo 3.5.4 Seja (E,+.,-.) um espago vetorial sobre R, munido de um produto
wnterno ( -, - ).
A aplicagdo
(-, ):EXE—=R,

€ uma aplicacdo bilinear, onde estamos considerando no contra-dominio o espago
vetorial (R,+,-), munido das operagbes usuais.

Resolucao:
A verificagao deste fato é simples e serd deixada como exercicio para o leitor.
O

Exemplo 3.5.5 Seja (R™,+,-) o espago vetorial real, munido das operac¢des usuais
de adi¢do de m-uplas e multiplicagdo de niumero real por m-upla.
Consideremos a aplicagdo det : R™ x --- x R™ — R dada por

~
m—fatores

det(Xi, -, Xm) = | X1 -+ Xm |, (3.219)

para (X1, ,Xn) € R"x---xR™, onde det, denota o determinante da matriz

~
m—fatores

quadrada obtida colocando-se na j-ésima coluna da matriz as coordenadas do ve-
tor X;, para j € {1,2,---,m}, ou seja, a matriz das coordendas do vetor X;, em

relagdo a base candnica de (R™,+,-) , que é da forma (Xy)icpi,2,-m), Para cada
j €{1>2)"' )m}-
Mostre que a fung¢do det, tem a sequinte propriedade:

det(x1 y Ty Xj—1 )A'Xj erj)XjJr] y "o )Xm) =A det(x1 y T X1y Xy X1y )Xm)
—|—det(x1 y " T axj—1 )Uj»xj—&-] y "t )Xm))
— — — — — — — — — — m m
bara (Xl)"' y Xj—1 9y X5y Xj415 " - )Xm)>(x1>"' y Xj—1yYjy Xjp1y - )Xm) eR™x ... xR" e
—~
m—fatores

A € R, ou seja, a aplicacdo det é m-linear.

Resolucao:
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.

Agora podemos enunciar e provar o:
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Proposigao 3.5.1 Sejam (E,| - ||;), (F,|l- ;) e (G,]||ls) espagos vetoriais reats
normados, no espago vetorial real (EXF,+,-), consideremos uma das trés normas
usuais (ou seja, da raiz quadrada, da soma ou do mdzimo) e uma aplicagdo f :
ExF— G € bilinear.

Sdo equivalentes:

1. a funcdo f € continua em (E x F,D), onde a métrica D € induzida por uma
das trés normas usuais (ou seja, da raiz quadrada, da soma ou do mdzimo);

2. a funcdo f é continua em <6E,6F) ceExF

3. Existe ¢ > 0, tal que
X, Yl < clIXlle NIyl (3.220)

para (X,y§) € E X F;
4. a aplicagdo f € lischitziana em cada subconjunto limitado de (E x F, D).

Demonstracao:
O diagrama abaxo ilustra como serd feita a demonstragao:

.

0.

@.

g.
Notemos que é imedidto mostrar que
0.=0 eque @A =1.

Mostremos que
0. = 8.

Consideremos no espago vetorial real (E X F,+,-) a norma da soma das normas, isto
€,

1 P eser = X1 + (191 (3.221)

para (X,y) € E x F.

O caso com as outras duas normas (a da raiz quadrada e do mdaximo) utilizamos o
fato que estas normas sdo equivalentes a a norma acima.

Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor

Como a funcdo f € continua em (6E ,GF) € E x F, entdo, como

1(6,,0,) =0,
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segue, tomando-se ¢ =1 > 0 existird 6 > 0, tal que

S L B s o
IXle + 19l =" 1 Yl
deveremos ter: If(X,0)]|s <e=T.
Seja
4
c= ? > 0.
Logo para (X,y) € E x F com
Xx=0, ou §=0,,
teremos
fb_{)g) = OG )
logo
> - =) || R
1T, Y)lle = =" 106l
=0<cl|(X,Y)llc.r»
ou seja, vale (E2220) nestes casos.
Suponhamos agoa que (X,y) € E x F sdo tais que
X£0, e U§#0,.
Entdo os vetores
Xz 0  JeE e V2O jeF
Al © 4yl | ’
satisfazem
~|| (=) ) 5
X = H — - X
E Al L,
(@ O .
=" = Xl
A1l T
0
4
- d
2
e
~|| (E=Z=m) o R
1= ks
v 4yl T
(@ O R
= = Yl
Ayl "

<d

(3.222)
(3.223)

(3.224)

(3.225)

(3.226)

(3.227)

(3.228)
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Assim

‘)Z

|(%:9)

(=)
:

+ H\?
E

-

Ex
(E22) o (E223) §
5+

=5. (3.229)

N o

Logo, (BZ2Z9), (B=X22) e (E223), implicardo que

= e (x.7)]|

R
Al = 4Gl T

d
—— - T(X,7)
le 411Gl

= 16 Y) s s

I+

G

N

fé bilinear

4

B

[og]
on m

N
=

ou seja,

- L
I 9lle = o Kl 9l

~~
=c

para (X,y) € E x F, mostrando que (BE=220) é verdadeira, ou seja, vale B.

Mostremos agora que
8. =a):

Para isto consideremos U C E x F um subconjunto limitado do espago métrico
(E x F,D).

Logo existe r > 0, tal que

UQB[(GE,6F> ;r] .

Mostremos que a fungao f é lipschitiziana na bola

B, [((1,(1) ;r] .
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De fato, se Z = (X,y),z' = (X',§y’) € B [(6E,6F> ;r] teremos:

1£(2) = £(Z0), = If(X,9) = F(xX", 5 )
= [If(x, 9) = (X, ") + f(X, 5 ") = £(x", 5 )l

fbiliear H

fX, g -9 +fx—=x", 5"l
< HE, =9 )l + [fX=X",5)le

a.

<clXle lG—9"ll; +clx—=x"l Iy [l

Wl g e L,
crlly—=yg'l; +er X —x],

=cr (ly—g'll + X —x"[|]

(Ezz) L
= cr|Z—=2 ey

mostrando que B. é verdadeira e assim completando a demonstragdo do resultado.

O

Por indugdo pode-se demonstrar o:
Corolario 3.5.2 Para cada j € {1,2,---,n} consideremos o espago vetorial real
normado (Ej,| - ||j) e o espago vetorial real normado (F,| - ||,), o espago vetorial

real (E; X --- x En,+,) munido de uma das trés normas usuais (a saber, da raiz
quadrada, da soma ou do mdzimo) e uma fun¢do f:Ey x --- x E, — F é n-linear.
Sdo equivalentes:

1. f € continua em (E; x --- x E,D), onde D é a métrica induzida por um das
trés normas usuais no produto cartesiano,

2. f € continua em ((3E1 g ,6En) € By x -+ xEy;
3. Existe ¢ > 0, tal que
1F06 -5 Xl < eflXally - 1%l (3.230)

para (£1)"',£n)€E1 X"'XEn;

4. a afungdo f é uma aplicagdo lischitziana em cada subconjunto limitado de
(E; x --- x Eq, D).

Demonstragao:

Sera deixada como exercicio para o leitor.

Como conseqiiéncia temos o:
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Corolario 3.5.3 Sejam (F,||-||,) um espago vetorial real normado e, parj € {m,n},
considremos o esapcgo vetorial real (R',+,-), munido de uma das trés mormas
usuais (dadas por (E20), (EX1) ou (EZ=32)).

Mostre que se a aplicacao f: R™ x R — F € uma aplicagdo bilinear, entdo ela
serd € continua (R™ xR",D), onde a métrica D é uma das trés métricas induzidas
pelas respectivas normas consideradas.

Demonstragao:

Consideraremos a norma da soma nos espagos vetoriais reais (R™,+,-) e (R™,+-).

Para as outras duas normas (a da raiz quadrada e dao mdximo) podemos utilizar o
fato que as respectivas normas sdo equivalentes a norma da soma.

Ssejam

Bmi{e_i>"'>e?n} € Bni{f}))"')f:l}

as bases candnicas dos espagos vetoriais reais (R™,+,-) e (R™, +-), respectivamente.
Dado (X,y) € R™ x R™, temos que existem

X1, xm €ER e yi, -yn €R,
tais que

m n
X:in-a e y:Zyj-fj. (3.231)
i=1 j=1

Como a funcgdo f é bilinear, segue que

m
=3 > xvy;-fle,f). (3.232)

Seja
cimax{f<€i,ﬁ-> ie{l,2,---,mleje{l,2, - ,n}} >0. (3.233)

Observemos que a norma escolhida é a norma da soma, ou seja,

n

Il =Y il & (Gl =D Iyl (3.234)
i=1

=1
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Assim, teremos:

n

Zley] f(el, )

i=1 j=1

(X, )]

(m) m n '

>3 Ity |t (&) |

i=1 j=1

igﬂ"il [yslc]
¢ lim] [ZM]

j=1

€
S

E=a) R
=" c[IXllem 1Yl 5

e assim, do fato que B implica B na Proposigdo B2, segue que a funcgao f € lipschitziana
m (R™ x R™, D) e portanto continua em (R™ x R™, D), completando a resolugio.

U
Para finalizar temos a:
Observacao 3.5.5
1. Se (E,|| - ||.) € um espago vetorial real normado, entdo a aplicagdo bilinear
(veja o Ezemplo 5 41) m:R x E — E, dada por
m(A,X)=A-. X, paracada (A,X)€ERXE, (3.235)

serd continua em (R x E,D), onde a métrica D no produto cartesiano € a
métrica induzida pelas respectivas normas em cada um dos fatores.

Isto seque do fato que se (A,X) € R x E temos que

=)

ave: S
=" X[
= (Al 1%l
ou seja, vale (B2220) da Proposi¢do @A (comc=1).
Logo, da mesma, seque que a fun¢do m serd continua em (R x E, D).
2. Se( -, ). €um produto interno no espago vetorial real (E,+,-), a aplicagdo
(+y). :EXE =R, € uma aplicagdo bilinear continua em (E x E, D), onde

a métrica D no porduto cartesitano é a métrica induzida pela norma (que €
induzida pelo produto interno acima) em cada um dos fatores.

O fato de ser bilinear € evidente da defini¢cao de produto interno.
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Da desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

[ 0) I < XMl llYlle,  para cada X,y € E.

Logo o item @. da Proposi¢do EA1 ocorre (com ¢ = 1) e assim a aplicagdo
(-, ). serd continua em (E x E,D).

3. Do Coroldrio A3 acima, segue que a fungdo determinante (veja o Ezemplo

754 ) serd continua em [ R™ x --- x R™ /D |, onde a métrica D no produto

m—fatores
.

cartesiano € a métrica induzida pela norma (que € induzida pelo produto
interno acima) em cada um dos fatores.

3.6 Exercicios
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