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Introdução

Estas notas foram escritas para a disciplinas de Introdu�c~ao �a Teoria da Medida minis-

trada no IMCM-USPe foram baseadas no livro [HLR].

Alguns t�opicos e exemplos foram retirados do livro [RB].

Os cap��tulos 1. e 2. tratam de elementos b�asicos que foram estudados nas disciplinas

de Elementos de Matem�atica e An�alise.

No cap��tulo 3. introduximos a medida de Lebesgue na reta e suas aplica�c~oes.

A integral de Lebesgue �e estuda no cap��tulo 4. , onde encontramos a compara�c~ao da

mesma com a integral de Riemann, assim como o Teorema da Convergência Dominada

de Lebesgue, o Lema de Fatou, o Teorema da Convergência Mon�otona e aplica�c~oes.

No cap��tulo 5., encontramos algumas aplica�c~oes do resultados obtidos nos cap��tulos

anteriores obtendo-se, entre outros, o Lema de Vitali, as fun�c~oes de varia�c~ao limitada,

diferencia�c~ao de uma integral de Lebesgue, que depende de um parâmetro, a continui-

dade absoluta, as fun�c~oes convexas e aplica�c~oes destas.

No cap��tulo 6., tratamos dos espa�cos Lp, a deigualdade de H�older, entre outros, e

suas propriedades.
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Caṕıtulo 1

Teoria dos Conjuntos

1.1 Notações e Definições Básicas

Temos as seguinte nota�c~oes e de�ni�c~oes que ser~ao utilizadas ao longo destas notas:

� A ,B ,C , · · · : denotar~ao conjuntos.

� ∅ : denotar�a o conjunto vazio.

� Se X �e um conjunto, denotaremos por P(X), o conjunto formado por todos os

subconjuntos de X, ou seja,

P(X)
.
= {A ; A ⊆ X} .

� a , b , c , · · · : denotar~ao os elementos de um conjunto;

� \ : denotar�a a diferen�ca entre conjuntos, isto �e, se A ,B ⊆ X, teremos:

A \ B
.
= {a ∈ A ; a ̸∈ B} .

Nota�c~ao do Royden para diferen�ca de conjuntos: A ∼ B;

� Se A ⊆ X, denotaremos por Ac o conjunto

Ac
.
= {x ∈ X ; x ̸∈ A}

denominado conjunto complementar do conjunto A em X;

Nota�c~ao do Royden para diferen�ca de conjuntos: ~A;

� Se A e B s~ao conjuntos, a reuni~ao dos conjuntos A e B, que denotaremos por A∪B,
ser�a o conjunto

A ∪ B .
= {x ; x ∈ A ou x ∈ B} .

7
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� Se A e B s~ao subconjuntos do conjunto X, a interse�c~ao dos conjuntos A e B, que

denotaremos por A ∩ B, ser�a o conjunto

A ∩ B .
= {x ; x ∈ A e x ∈ B} .

� Se A e B s~ao subconjuntos de X, escreveremos A ⊆ B, se para cada a ∈ A, temos

que a ∈ B, neste caso diremos que o conjunto A est�a contido no conjunto B.

� Sejam A e B subsconjuntos de X, denotaremos por A△B o conjunto

A△B .
= (A \ B) ∪ (B \A) ,

que ser�a denominado diferen�ca sim�etrica dos conjuntos A e B .

� Diremos que os conjuntos A e B s~ao disjuntos se

A ∩ B = ∅ .

� Se Ai ⊆ X, para cada i ∈ N, de�nimos a reuni~ao enum�er�avel dos conjuntos Ai,

para i ∈ N, que ser�a indicada por
∞∪
i=1

Ai, como sendo o conjunto

∞∪
i=1

Ai
.
= {x ∈ X ; x ∈ Ai para algum i ∈ N} .

� Se Ai ⊆ X, para cada i ∈ N, de�nimos a interse�c~ao enum�er�avel dos conjuntos Ai,

para i ∈ N, denotada por
∞∩
i=1

Ai, como sendo o conjunto

∞∩
i=1

Ai
.
= {x ∈ X : x ∈ Ai para todo i ∈ N} .

� Diremos que uma cole�c~ao C formado por conjuntos �e, dois a dois disjunta, se

quaisquer dois conjuntos da cole�c~ao s~ao disjuntos;

� Seja Λ �e um conjunto n~ao vazio e, para cada λ ∈ Λ, consideremos Aλ ⊆ X.

De�nimos a reuni~ao dos conjuntos Aλ, para λ ∈ Λ, denotada por
∪
λ∈Λ

Aλ como

sendo ∪
λ∈Λ

Aλ
.
= {x ∈ X ; x ∈ Aλ para algum λ ∈ Λ} ;

� Sja e Λ �e um conjunto n~ao vazio e, para cada λ ∈ Λ, consideremos Aλ ⊆ X.

De�nimos a interse�c~ao dos conjuntos Aλ, para λ ∈ Λ, denotada por
∩
λ∈Λ

A como

sendo ∩
λ∈Λ

A
.
= {x ∈ X ; x ∈ A para todo λ ∈ Λ} ;
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� N : denotar�a o conjunto formado pelos n�umeros naturais, isto �e,

N .
= {1 , 2 , · · · } .

� Z : denotar�a o conjunto formado pelos n�umeros inteiros, isto �e,

Z .
= {· · · ,−1 , 0 , 1, · · · } .

� Q : denotar�a o conjunto formado pelos n�umeros racionais, isto �e,

Q .
=

{
p

q
; p , q ∈ Z com q ̸= 0

}
,

ou ainda , os n�umeros que possuem representa�c~ao decimal �nita, in�nita e peri�odica;

� I : denotar�a o conjunto formado pelos n�umeros irracionais, isto �e, n�umeros que

possuem representa�c~ao in�nita e n~ao peri�odica;

� R : denotar�a o conjunto formado pelos n�umeros reias, isto �e, os n�umeros que pos-

suem representa�c~ao decimal �nita, in�nita e peri�odica ou in�nita e n~ao peri�odica,

ou ainda,

R = Q ∪ I .

� Se X, Y s~ao conjuntos n~ao vazios, de�nimos o produto do conjunto X pelo conjunto

Y, denotado por X× Y, como sendo o conjunto

X× Y .= {(x , y) ; x ∈ X e y ∈ Y} .

� Se n ∈ N e X �e um conjunto n~ao vazio, o produto di conjunto X por ele mesmo

n-vezes, ser�a denotado por Xn , ou seja,

Xn
.
= X× · · ·X︸ ︷︷ ︸

n-fatores

.

� f : X → Y : denotar�a uma fun�c~ao de�nida no conjunto X (denominado dom��nio

da fun�c~ao f), cujo contradom��nio �e o conjunto Y;

� Se f : X→ Y �e uma fun�c~ao, o conjunto imagem da fun�ca~o f, que denotaremos por

f(X), �e de�nido como sendo

f(X)
.
= {f(x) ∈ Y ; x ∈ X} ⊆ Y .

� Se f : X→ Y �e uma fun�c~ao, o gr�a�co da fun�c~ao f, que indicaremos por G(f), ser�a

G(f)
.
= {(x , f(x)) ; x ∈ X} ⊆ X× Y .
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� Se f : X→ Y �e uma fun�c~ao e A ⊆ Y ent~ao o conjunto f−1(A)
.
= {x ∈ X : f(x) ∈ A}

ser�a denominado de imagem inversa do conjunto A pela fun�c~ao f;

� Sejam f : X → Y uma fun�c~ao e A ⊆ X. De�nimos a fun�c~ao restri�c~ao da fun�c~ao f

ao conjunto A, que ser�a indicada por f|A, como sendo a fun�c~ao f|A : A → Y, que

ser�a dada por

f|A(x)
.
= f(x) , para cada x ∈ A .

� Se A ⊆ X, denotaremos por XA : X→ Y a fun�c~ao

XA(x)
.
=

{
1 , para x ∈ A
0 , para x ̸∈ A

,

denominada fun�c~ao caracter��stica do conjunto A.

� Se f : X→ Y e g : Y → Z s~ao fun�c~oes de�nimos a fun�c~ao g ◦ f : X→ Z de�nida por

(g ◦ f)(x) .= g(f(x)) , para cada x ∈ X ,

denominada função composta da função g com a função f.

� Se f : X→ Y e g : Y → X s~ao fun�c~oes tais que

g(f(x)) = x , para cada x ∈ X e f(g(y)) = y , para cada y ∈ Y ,

diremos que a fun�c~ao f (ou a fun�c~ao g) �e uma função inverśıvel.

Neste caso a fun�c~ao g, ser�a a �unica com as propriedades acima, e ser�a denominada

fun�c~ao inversa associada a fun�c~ao f e denotada por f−1;

� a fun�c~ao f : X → Y ser�a dita injetora se para x, y ∈ X, com x ̸= y, temos que

f(x) ̸= f(y);

� a fun�c~ao f : X→ Y ser�a dita sobrejetora, se para

f(X) = Y .

� a fun�c~ao f ser�a dita bijetora, se for injetora e sobrejetora;

� Uma fun�c~ao f : N → X ser�a denominada sequência em X e indicada por (xn)n∈N
(ou simplesmente (xn));

Nota�c~ao do Royden para sequência: ⟨xi⟩∞i=1;
Com as nota�c~oes e/ou de�ni�c~oes acima temos as seguinte propriedades:
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Proposição 1.1.1 Sejam X , Y conjuntos n~ao vazios, A ,B ,C subconjuntos de X,

f : X→ Y fun�c~ao.

Ent~ao valem:

A ∪ B = B ∪A e A ∩ B = B ∩A ; (1.1)

(A ∩ B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) e (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) ; (1.2)

(A ∩ B) ∪ C = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) e (A ∪ B) ∩ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) ; (1.3)

mais geralmente temos:

B ∩

[∪
A∈C

A

]
=
∪
A∈C

(B ∩A) e B ∪

[∩
A∈C

A

]
=
∩
A∈C

(B ∪A) ; (1.4)

A ∪ ∅ = A e A ∩ ∅ = ∅ ; (1.5)

A ∪ X = X e A ∩ X = A , (1.6)

A ∩ B ⊆ A ,B e A ,B ⊆ A ∪ B . (1.7)

A ∩ B = A se, e somente se, A ⊆ B . (1.8)

A ∪ B = A se, e somente se, B ⊆ A ; (1.9)

∅c = X e Xc = ∅ ; (1.10)

(Ac)c = A , A ∪Ac = X e A ∩Ac = ∅ ; (1.11)

se A ⊆ B , ent~ao Bc ⊆ Ac ; (1.12)

(A ∪ B)c = Ac ∩ Bc e (A ∩ B)c = Ac ∪ Bc ; (1.13)

mais geralmente temos: se Λ �e um conjunto n~ao vazio e para cada λ ∈ Λ,
Aλ ⊆ X, ent~ao[∪
λ∈Λ

A

]c
=
∩
λ∈Λ

Ac e

[∩
λ∈Λ

A

]c
=
∪
λ∈Λ

Ac ; (1.14)

B \A = B ∩Ac ; (1.15)

a diferen�ca sim�etrica dos conjuntos A e B �e uma reuni~ao disjunta dos

conjuntos A e B, isto �e, A ∪ B = A△B, onde A△B �e uma reuni~ao de dois

conjuntos disjuntos ; (1.16)

se Λ �e um conjunto n~ao vazio e para cada λ ∈ Λ temos que Aλ ⊆ X, teremos:

f

(∪
λ∈Λ

Aλ

)
=
∪
λ∈Λ

f(Aλ) e f

(∩
λ∈Λ

Aλ

)
⊆
∩
λ∈Λ

f(Aλ) ; (1.17)

se Γ �e um conjunto n~ao vazio e para cada γ ∈ Γ temos que Bγ ⊆ Y, teremos:

f−1

(∪
γ∈Γ

Bγ

)
=
∪
γ∈Γ

f−1(Bγ) e f−1

(∩
γ∈Γ

Bγ

)
=
∩
γ∈Γ

f−1(Bγ) ; (1.18)

se A ⊆ X e B ⊆ Y, teremos:
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f−1(Bc) = [f−1(B)]c , f
(
f−1(B)

)
⊆ B e A ⊆ f−1 (f(A)) ; (1.19)

Demonstração:

Muitas das propriedades acima s~ao conhecidas como Leis de De Morgan e suas

demonstra�c~oes ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

�

1.2 Álgebra e σ-Álgebras

Come�caremos esta se�c~ao introduzindo a:

Definição 1.2.1 Seja X um conjunto.

Diremos que uma cole�c~ao A , formada por subconjuntos de X, �e uma álgebra (ou

álgebra de Boolean) em X, se os elementos de A satisfazem as seguintes pro-

priedades:

1. se A ,B ∈ A , ent~ao A1

A ∪ B ∈ A ;

2. Se A ∈ A , ent~ao A2

Ac ∈ A .

3. A3

∅ ∈ A .

Observação 1.2.1

1. Observemos que se

A
.
= P(X) ,

ent~ao A ser�a uma �algebra em X.

A veri�ca�c~ao deste fato �e imediata.

2. Se A �e uma �algebra em X ent~ao, segue das leis de De Morgan, que:

(a) se A ,B ∈ C , teremos A4

A ∩ B ∈ A .
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De fato, pois

A ∩ B (1.13) da Proposi�c~ao 1.1.1
= (A ∪ B)c

por 1. e 2 da De�ni�c~ao 1.2.1
∈ A .

Al�em disso, �e f�acil ver que 1. e 2. s~ao equivalentes a 2. e 2a. .

3. Se A �e uma �algebra em X e A1, · · ·An ∈ A ent~ao, tomando a uni~ao dois a

dois, segue, de 1., que

(A1 ∪ · · · ∪An) ∈ A

e assim, de 2a., teremos tamb�em que

(A1 ∩ · · · ∩An) ∈ A .

Temos a:

Proposição 1.2.1 Sejam X um conjunto e C um conjunto formado por subconjun-

tos de X.

Ent~ao existe uma �algebra A , formada por elementos de X, que cont�em os

elementos de C , que �e a menor com esta propriedade, isto �e, se B �e uma �algebra

formada por elementos de X, que cont�em os elementos de C , ent~ao teremos

A ⊆ B .

Demonstração:

Seja F o conjunto formado por todas as �algebras de X que cont�em os elementos de

C .

Observemos que F ̸= ∅, pois P(X) �e uma �algebra em X, que cont�em C , isto �e,

P(X) ⊆ F .

Seja

A
.
=
∩

B∈F

B .

Notemos que:

1. se A ,B ∈ A , ent~ao A ,B ∈ B, para cada B ∈ F .

Como B �e uma �algebra em X, segue que

A ∪ B ∈ B ,

para cada B ∈ F , ou seja,

A ∪ B ∈ A ,

ou seja, vale 1. da De�ni�c~ao 1.2.1 .
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2. Se A ∈ A , teremos que A ∈ B, para cada B ∈ F .

Como B �e uma �algebra em X, segue que

Ac ∈ B ,

para cada B ∈ F , ou seja,

Ac ∈ A ,

ou seja, vale 2. da De�ni�c~ao 1.2.1

3. Finalmente, notemos que, para cada B ∈ F , como B �e uma �algebra em X, teremos

∅ ∈ B

logo

∅ ∈ A =
∩

B∈F

B ,

isto �e, a cole�c~ao A �e uma �algebra em X.

Temos que A cont�em os elementos de C , pois cada elemento B ∈ F , tem essa

propriedade, ou seja

C ⊆ A .

Finalmente se B �e uma �algebra em X de modo que

B ⊆ A ,

ent~ao B ∈ F e, da de�ni�c~ao de A , segue que A ⊆ B, ou seja,

B = A ,

isto �e, A �e a menor �algebra de X que cont�em os elementos de C , a �nalizando a

demonstra�c~ao.

�
Umm outro resultado interessante �e dado pela:

Proposição 1.2.2 Sejam X um conjunto, C uma �algebra em X e (Ai)i∈N, uma

sequência formada por elementos de C .

Ent~ao existe uma sequência (Bj)j∈N, formada por elementos de C , tal que

se n ̸= m, teremos: Bn ∩ Bm = ∅ e
∞∪
j=1

Bj =

∞∪
i=1

Ai ,

ou seja, a cole�c~ao {Bj ; j ∈ N} �e, dois a dois, disjunta e

∞∪
j=1

Bj =

∞∪
i=1

Ai .
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Demonstração:

Com isto podemos supor que (Ai)i∈N uma sequência formada por elementos distintos

de C .

De�namos

B1
.
= A1 , (1.20)

e para n ≥ 2, conisderemos: Bn
.
= An \ [A1 ∪ · · · ∪An−1]. (1.21)

Como Ai ∈ C , para cada i ∈ N, segue que

Bn
(1.20)
= An ∩ [A1 ∪ · · · ∪An−1]c

(1.14)
= An ∩ [A1

c ∩ · · · ∩An−1c]
do item 3. da Observa�c~ao 1.2.1

∈ C .

Notemos que, para n ,m ∈ N, com s n ̸= m segue que

Bn ∩ Bm = ∅ .

De fato, para cada i ∈ N temos que

Bi ⊆ Ai .

Podemos supor, sem perda de generalidade, que m < n.

Como

Bm ⊆ Am , teremos Bm ∩Amc = ∅ (1.22)

logo

Bm ∩ Bn ⊆ Am ∩ Bn
(1.20)
= Am ∩ {An \ [A1 ∪ · · · ∪An−1]}

m<n
= Am ∩ [A1

c ∩ · · · ∩ Amc︸︷︷︸∩ · · · ∩An−1c]
(1.22)
= ∅,

mostrando que a a�rma�c~ao acima �e verdadeira.

A�rmamos que ∞∪
j=1

Bj =

∞∪
i=1

Ai .

De fato, como Bi ⊆ Ai, para cadad i ∈ N, segue que

∞∪
j=1

Bj ⊆
∞∪
i=1

Ai .
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Por outro lado, se x ∈
∞∪
i=1

Ai, consideremos no ∈ N, o menor i ∈ N, tal que x ∈ Ai,

isto �e,

no
.
= min{i ∈ N ; x ∈ Ai} ,

que existe pois {i ∈ N : x ∈ Ai} ⊆ N, que �e limitado inferiormente.

Observemos que, da deini�c~ao de no ∈ N, teremos que x ∈ Ano
, mas x ̸∈ Ai, para

cada i < no.

Em particular, segue que x ∈ Bno
, pois

Bno

(1.21)
= Ano

\ [A1 ∪ · · · ∪Ano−1] .

Assim teremos ∞∪
i=1

Ai ⊆
∞∪
j=1

Bj ,

completando a demonstra�c~ao.

�
Podemos agora introduzir a:

Definição 1.2.2 Seja X um conjunto.

Diremos que uma cole�c~ao A , formada por subconjuntos de X, �e uma σ-álgebra (ou

corpo de Borel) em X, se os elementos de A satisfazem as seguintes proprieda-

des:

1. se Ai ∈ A para i ∈ N, deveremos ter: SA1

∞∪
i=1

Ai ∈ A ; (1.23)

2. Se A ∈ A , deveremos ter: SA2

Ac ∈ A ; (1.24)

3. SA3

∅ ∈ A . (1.25)

Observação 1.2.2

1. Notemos que

A
.
= P(X) ,

�e uma σ-�algebra em X.

A veri�ca�c~ao deste fato �e simples e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.



1.3. AXIOMA DA ESCOLHA E PRODUTO CARTESIANO INFINITO 17

2. Se A �e uma σ-�algebra em X ent~ao, segue das leis de De Morgan, que:

(a) Se Ai ∈ A para i ∈ N, deveremos ter SA4

∞∩
i=1

Ai ∈ A . (1.26)

A veri�ca�c~ao deste fato �e simples e ser�a deixada como exerc��cio para o

leitor.

(b) Al�em disso, na De�ni�c~ao 1.2.2 e no item acima, pode-se mostrar que 1.

e 2. s~ao equivalentes a 2. e 2a. .

Temos um resultado an�alogo ao da pPoposi�c~ao 1.2.1, para σ-�algebras, mais precisa-

mente:

Proposição 1.2.3 Sejam X um conjunto e C uma cole�c~ao formada por subconjun-

tos de X.

Ent~ao existe uma σ-�algebra A , formada por elementos de X, que cont�em os

elementos de C , que �e a menor com esta propriedade, isto �e, se B �e uma σ-

�algebra, formada por elementos de X, que cont�em os elementos de C , deveremos

ter

A ⊆ B .

Demonstração:

A demonstra�c~ao �e semelhante a da Proposi�c~ao 1.2.1 e os detalhes ser~ao deixados

como exerc��cio para o leitor.

�

1.3 Axioma da Escolha e Produto Cartesiano Infinito

Temos o seguinte:

Axioma 1.3.1 (Axioma da Escolha) Seja C um conjunto formado por subcon-

juntos n~ao vazios.

Ent~ao existe uma fun�c~ao F : C → ∪
A∈C

A, tal que para cada A ∈ C , a fun�c~ao F

associa um �unico elemento do conjunto A, isto �e,

F(A) ∈ A .

Observação 1.3.1 A fun�c~ao F obtida pelo axioma da escolha ser�a denominada

função escolha.

Temos tamb�em a:
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Definição 1.3.1 Sejam Λ um conjunto n~ao vazio e C
.
= {Xλ ; λ ∈ Λ}, onde Xλ �e um

conjunto, para cada λ ∈ Λ.
De�nimos o produto cartesiano (ou produto direto) dos elementos de C , de-

notado por
∏
λ∈Λ

Xλ, como sendo o conjunto formado pelos elementos da forma {xλ},

para λ ∈ Λ.
Se

z = {xλ} ∈
∏
λ∈Λ

Xλ ,

ent~ao o elmento xλ, de z, ser�a denominado λ-ésima coor denada de z.

Observação 1.3.2

1. Na De�ni�c~ao 1.3.1 acima, �e f�acil ver que, se para algum λo ∈ Λ tivermos

Xλo = ∅ , teremos
∏
λ∈Λ

Xλ = ∅ .

2. NA situa�c~ao acima, pode-se mostrar que o axioma da escolha �e equivalente

a senten�ca: se Xλ ̸= ∅, para todo λ ∈ Λ, ent~ao deveremos ter∏
λ∈Λ

Xλ ̸= ∅ .

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

1.4 Conjuntos Enumeráveis e Não Enumeráveis

Definição 1.4.1 Sejam A e B dois conjuntos.

Se existir uma fun�c~ao f : A→ B bijetora, diremos que o conjunto A têm a mesma

cardinalidade do conjunto B e, neste caso escreveremos

A ∼ B ,

e ser�a dito que o conjunto A �e equivalente ao conjunto B.

Neste caso escreveremos

#(A) = #(B) .

Com isto temos a:

Proposição 1.4.1 A rela�c~ao ∼ �e uma relação de equivalência, isto �e, satisfaz as

seguintes propriedades:

(1) �e re
exiva, ou seja,

A ∼ A ;
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(2) �e sim�etrica, isto �e,

se A ∼ B , ent~ao teremos B ∼ A ;

(3) �e transitiva, ou seja,

se A ∼ B e B ∼ C , ent~ao teremos A ∼ C .

Demonstração:

A demonstra�c~ao �e simples e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

�
Podemos agora introduzir a:

Definição 1.4.2 Para cada n ∈ N, de�namos o conjunto Jn, como sendo

Jn
.
= {1 , 2 , · · · , n} ⊆ N .

Seja A um subconjunto qualquer. Diremos que:

1. o conjunto A �e finito se A ∼ Jno
, para algum no ∈ N.

O conjunto vazio �e, por de�ni�c~ao, �nito;

2. o conjunto A �e infinito, se n~ao for �nito;

3. o conjunto A �e enumerável se

A ∼ N ;

4. A �e não enumerável, se A n~ao for �nito e tamb�em n~ao for enumer�avel;

5. o conjunto A �e no máximo enumerável, se for �nito ou enumer�avel.

Observação 1.4.1

1. Notemos que, dois conjuntos �nitos A e B, tem a propriedade A ∼ B se, e

somente se, os conjunto A e B têm o mesmo n�umero de elementos.

De fato, pois se A ∼ B segue que existe uma aplica�c~ao bijetora f : A→ B.

Se o conjunto A tem No elementos, como fun�c~ao f �e bijetora segue que o

conjunto b tmab�em ter�a No elementos (pois a cada elemento do conjuto

A corresponde um �unico elemento do conjunto B e reciprocamente, a cada

elemento do conjuto B corresponde um �unico elemento do conjunto A).

Por outro lado, se os conjunto A e B têm No ∈ N elementos, podemos

reescrever-los da seguinte forma:

A = {a1 , a2 , · · · aNo
} e B = {b1 , b2 , · · · bNo

} .
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Logo a fun�c~ao f : A→ B, dada por

f(ai)
.
= bi , para cada i ∈ {1 , 2 , · ,No} ,

ser�a uma fun�c~ao bijetora, logo A ∼ B.

2. Para conjuntos in�nitos a id�eia de ter o mesmo n�umero de elementos tornar-

se-�a vaga, ou seja, n~ao precisa.

Neste contexto a id�eia de construir uma correspondência bijetora entre os

dois conjuntos deixa a situa�c~ao um pouco mais clara, como veremos a seguir.

Exemplo 1.4.1 O conjunto dos inteiros Z �e enumer�avel.

Resolução:

Consideremos a seguinte fun�c~ao f : N → Z:

N : 1 2 3 4 5 6 7 · · ·↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ · · ·
Z : 0 1 −1 2 −2 3 −3 · · ·

Uma f�ormula expl��cita para a fun�c~ao f �e dada por:

f(n)
.
=


n

2
, para n �e par;

−
n− 1

2
, para n �e ��mpar

, para cada n ∈ N.

Observemos que a fun�c~ao f �e bijetora.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Logo Z ∼ N que, pelo item 3. da De�ni�c~ao 1.4.2, �e o mesmo que dizer que o conjunto

Z �e enumer�avel.

Observação 1.4.2

1. Um conjunto �nito não pode ser equivalente a um subconjunto pr�oprio seu,

isto �e, se o conjunot A �e �nito, n~ao existe B ⊆ A, B ̸= A, de modo que B ∼ A.

De fato, pois se o conjunto A �e �nito e B ⊆ A, ent~ao o conjuhto B ser�a �nito.

Logo, do item 1. da Observa�c~ao 1.4.1, segue que o conjunto B n~ao pode

ser equivalente ao conjunto A, ou seja, n~ao pode ter o mesmo n�umero de

elementos do conjunto A.

Portanto o conjunto B dever�a ter um n�umero menor de elementos do que o

conjunto A, ou ainda

#(B) < #(A) .
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2. Por�em isto pode acontecer se o conjunto A �e in�nito, como mostra o Exemplo

1.4.1 acima, a saber, o conjunto N �e um subconjunto pr�oprio de Z e tem a

mesma cardinalidade de Z.

3. Na verdade poder��amos trocar o item 2. da De�ni�c~ao 1.4.2 por: um conjunto

A �e in�nito se for equivalente a um subconjunto pr�oprio seu.

A demonstra�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Com isto temos a:

Teorema 1.4.1 Seja A um conjunto enumer�avel e E ⊆ A in�nito. Ent~ao o con-

junto E �e enumer�avel.

Demonstração:

o item 3. da De�ni�c~ao 1.4.2 temos que A ∼ N, ou seja, existe uma fun�c~ao f : N → A

bijetora. ou ainda,

A = f(N) = {f(1) , f(2) , · · · } ,

ou seja, podemos considerar o conjunto como sendo uma sequência (xn)N∈N, onde

xn
.
= f(n) , para cada n ∈ N .

Construamos uma seq�uência {xnk
}k∈N, da sequência (xn)N∈N, da seguinte forma:

(i) Seja n1 ∈ N, o menor n�umero natural, tal que

xn1
∈ E ,

que existe, pois E ⊆ A �e in�nito.

(ii) Como o conjunto E �e in�nito, podemos encontrar n2 ∈ N, como sendo menor

natural tal que

xn2
∈ E \ {xn1

} ,

que existe pois E ⊆ A e o conjunto E \ {xn1
} ̸= ∅, pois ele �e in�nito.

Notemos que, de (i), temos que

n2 > n1 .

(iii) Tendo escolhido

n1 , n2 , · · · , nk−1 ⊆ N ,

podemos escolher nk ∈ N, o menor natural, tal que

xnk
∈ E \ {xn1

, xn2
, · · · , xnk−1

} ,

que existe pois E ⊆ A e o conjunto E\ {xn1
, xn2

, · · · , xnk−1
} ̸= ∅, pois ele �e in�nito.

Notemos que,

nk > nk−1 .
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Desta forma, podemos considerar a fun�c~ao f : N → E dada por:

f(k)
.
= xnk

, para cada k ∈ N .

Com isto, por constru�c~ao, temos que fun�c~ao f ser�a bijetora, ou seja E ∼ N, comple-

tando a demosntra�c~ao.

�

Observação 1.4.3 A grosso modo, o resultado acima nos diz que os conjuntos

enumer�aveis representam o menor dos conjuntos que s~ao in�nito.

Mais rigorosamente, nenhum conjunto in�nito, não enumer�avel, pode ser sub-

conjunto de um conjunto enumer�avel.

De fato, pois se fosse, do Teorema 1.4.1 acima, ele deveria ser enumer�avel o

que seria um absurdo.

Podemos agora enunciar e demonstrar o:

Teorema 1.4.2 Seja (En)n∈N uma seq�uência de conjuntos enumer�aveis. De�na

S
.
=

∞∪
n=1

En .

Ent~ao o conjunto S �e enumer�avel.

Demonstração:

Notemos que, para cada n ∈ N o conjunto En, �e enumer�avel.

Logo, pela demonstra�c~ao do Teorema 1.4.1 acima, podemos arranj�a-lo como uma

seq�uência

(xnk)k∈N .

Considermos a "matriz in�nita":

x11 x12 x13 x14 · · ·
x21 x22 x23 x24 · · ·
x31 x32 x33 x34 · · ·
x41 x42 x43 x44 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

onde os elementos do conjunto En comparecem na n-�esima linha da "matriz in�-

nita"acima.

Notemos que essa "matriz in�nita"cont�em todos os elementos do conjunto S.

Observeos tamb�em que os elementos dessa "matriz in�nita"podem ser arranjados da

seguinte forma:

x11 , x21, x12 , x31 , x22 , x13 , x41 , x32 , x23 , x14 , · · ·



1.4. CONJUNTOS ENUMER�AVEIS E N~AO ENUMER�AVEIS 23

isto �e, vamos tomando os elementos "andando" pela diagonal da "matriz in�nita", de

baixo para cima e da esquerda para �a direita.

Se dois elementos de dois conjuntos En s~ao comuns, isto �e, aparecem duas vezes, ou

mais, na "matriz in�nita"acima, ent~ao o eliminamos na lista acima �a partir da segunda

apari�c~ao.

Deste modo existe um subconjunto T ⊆ N tal que S ∼ T , o mostra que o conjunto S

�e no m�aximo enumer�avel.

Mas

E1 ⊆ S

e E1 �e in�nito (pois �e enumer�avel), segue que o conjunto S �e in�nito, ou seja, ele ser�a

enumer�avel, completando a demonstra�c~ao.

�
Como conseq�uência temos o:

Corolário 1.4.1 Sejam A enumer�avel e para cada α ∈ A, suponhamos que o con-

junto Bα �e no m�aximo enumer�avel.

De�namos

T
.
=
∪
α∈A

Bα .

Ent~ao o conjunto T �e no m�aximo enumer�avel.

Demonstração:

Como o conjunto A �e enumer�avel, segue do Teorema (1.4.2) que o conjunto T , isto

�e, a reuni~ao acima, �e uma reuni~ao enumer�avel de conjuntos no m�aximo enumer�aveis,

logo ser�a, no m�aximo, enumer�avel, completando a demonstra�c~ao.

�

Corolário 1.4.2 Sejam A um conjunto enumer�avel, n ∈ N �xado e consideremos

o conjunto Bn, formado pelas n-uplas, de elementos de A, ou seja,

Bn
.
= {(a1 , a2 , · · · , an) ; ak ∈ A , para cada k ∈ {1 , 2 , · · · , n}

Ent~ao o conjunto Bn �e enumer�avel.

Demonstração:

Observemos que os elementos

a1, a2, · · · , an

n~ao precisam ser, necessariamente, distintos.

A prova ser�a feita por indi�c~ao sobre n:

Para n = 1: observemos que

B1 = A
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que �e enumer�avel.

Suponhamos que o conjunto Bn−1 �e enumer�avel para n ∈ {2, 3, · · · } e mostremos que

o conjunto Bn ser�a enumer�avel.

Observemos que

Bn = {(a1 , a2 , · · · , an) ; ak ∈ A , para cada k ∈ {1 , 2 , · · · , n}
= {(a1 , a2 , · · · , an−1) ; ak ∈ A , para cada k ∈ {1 , 2 , · · · , n− 1}×A ,

ou seja,

Bn = {(b , a) ; b ∈ Bn−1texte a ∈ A} .

Para cada b ∈ Bn−1, temos que o conjunto dos pares ordenados (b , a) com a ∈ A �e

um conjunto enumer�avel, pois o conjunto A �e enumer�avel.

Logo o conjunto Bn �e a uni~ao enumer�avel de conjuntos enumer�aveis, isto �e,

Bn =
∪

b∈Bn−1

∪
a∈A

{(b , a)} .

Portanto, do Teorema 1.4.2, segue que o conjunto Bn �e enumer�avel, completando a

demonstra�c~ao.

�

Observação 1.4.4

Em particular, o resultado acima nos diz que produto cartesiano de conjuntos

enumer�aveis �e um conjunto enumer�avel, pois

Bn =

n−vezes︷ ︸︸ ︷
A×A× · · · ×A .

Como conseq�uência temos o:

Corolário 1.4.3 O conjunto dos n�umeros racionais Q �e enumer�avel.

Demonstração:

Observemos que todo n�umero racional pode ser colocado na forma
a

b
, onde a ∈ Z e

b ∈ Z∗, ou seja, pode ser identi�cado com o conjunto

Z× Z∗ .

Como so conjuntos Z e Z∗ s~ao enumer�aveis segue, do Corol�ario 1.4.2, que Q �e enu-

mer�avel, completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 1.4.5
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1. Consideremos o conjunto formado pelos n�umeros complexos z ∈ C, tal que
existem ao , a1 , · · · , an ∈ Z, n~ao todos nulos, tal que

ao z
n + a1 z

n−1 + a2 z
n−2 + · · ·+ an−1 z+ an = 0 .

Tal conjunto ser�a dito conjunto dos números algébricos.

A�rmamos que o conjunto dos n�umeros alg�ebricos �e enumer�avel.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para os leitores.

2. Vale observar que nem todo conjunto in�nito �e, necessariamente, enumer�avel,

como mostra o pr�oximo resultado.

Teorema 1.4.3 Seja A o conjunto formado pelas seq�uências, cujos entradas s~ao

formadas pelos d��gitos 0 e 1, dispostos de modo aleat�orio.

Ent~ao o conjunto A �e n~ao enumer�avel.

Demonstração:

Seja E um subconjunto enumer�avel do conjunto A que, como vimos na demonstra�c~ao

do Teorema 1.4.1, podemos supor ser a seq�uência, ou seja,

E = (sn)n∈N ,

ou ainda, uma seq�uência onde cada termo da mesma ser�a uma seq�uência.

Consideremos a seguinte seq�uência s que pertence ao conjunto A:

Se o n-�esimo d��gito da seq�uência sn, �e igual a 1, de�nimos o n-�esimos termo da

seq�uência s com sendo 0 e vice-versa.

Observação 1.4.6 Para ilustrar, suponhamos que o primeiro termo da seq�uência

�e s1 que �e 0.

Neste caso, de�niremos o primeiro termo da seq�uência s como sendo 1; e que

segundo termo da seq�uência �e s2 que �e 1, logo de�niremos o segundo termo da

seq�uência s como sendo 0 e assim por diante.

Deste modo a seq�uência s, difere de todos os elementos do conjunto E em, no m��nimo,

uma posi�c~ao.

Logo s ̸∈ E e s ∈ A.
Assim o conjunto E �e um subconjunto pr�oprio de A, ou seja, todo subconjunto

enumer�avel do conjunto A �e um subconjunto pr�oprio do conjunto A.

Portanto o conjunto A �e n~ao enumer�avel.

De fato, caso contr�ario, se o conjunto A fosse enumer�avel, ele seria um subconjunto

pr�oprio conjunto A, o que seria um absurdo, completando a demonstra�c~ao.

�
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Observação 1.4.7

1. A id�eia da demonstra�c~ao acima �e devido a Cantor, denominada processo de

diagonalização de Cantor.

2. Os leitores familiarizados com representa�c~ao bin�aria de n�umeros reais (isto

�e, na base 2, em vez da base 10) observaram que o Teorema 1.4.3 acima

implica que o conjunto dos n�umeros reais �e não enumerável.

3. Notemos que, dados A e B conjuntos n~ao vazios, se existir uma aplica�c~ao

injetora f : A→ B, ent~ao a cardinalidade do conjunto A ser�a menor ou igual

que a cardinalidade do conjunto B, isto �e,

#(A) ≤ #(B) .

Observemos que nesta situa�c~ao A ∼ f(A), ou seja,

#(A) = #(f(A)) .

Se, neste caso, n~ao existir uma fun�c~ao f : A→ B sobrejetora, ent~ao teremos

f(A) ̸∼ B, isto �e, neste caso

#(A) < #(B) .

Por outro lado, se existir uma aplica�c~ao f : A→ B que �e sobrejetora, ent~ao a

cardinalidade do conjunto A ser�a maior que a cardinalidade do conjunto B,

isto �e,

#(A) ≥ #(B) .

Neste caso teremos B ∼ f(A), ou seja,

#(B) = #(f(A)) .

Nesta situa�c~ao, se n~ao existir uma fun�c~ao f : A → B que �e injetora, ent~ao

teremos A ̸∼ B, isto �e,

#(A) > #(B) .

1.5 Relações de Equivalência

Iniciaremos esta se�c~ao com a:

Definição 1.5.1 Seja X um conjunto n~ao vazio.

Diremos que uma rela�c~ao ≡, no conjunto X, �e uma relação de equivalência em

X, se as seguinte propriedades se veri�cam:
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1. ≡ �e re
exiva, ou seja,

x ≡ x , para cada x ∈ X ;

2. ≡ �e sim�etrica, ou seja, se x , y ∈ X satsifzem

se x ≡ y , ent~ao teremos y ≡ x ;

3. ≡ �e transitiva, isto �e, se x , y , z ∈ X satsifzem

x ≡ y e y ≡ z , ent~ao teremos x ≡ z .

Observação 1.5.1

1. Suponhamos que ≡ �e uma rela�c~ao de equivalência no conjunto X.

Para cada x ∈ X de�nimos o conjunto Ex, como sendo

Ex
.
= {y ∈ X ; y ≡ x} , (1.27)

que ser�a denomindado classe de equivalência associada a x, relativamente

a rela�c~ao de equivalência ≡.

2. Observemos que se x ∈ X, ent~ao x ∈ Ex, ou seja,

X =
∪
x∈X

Ex .

3. Notemos que, y ≡ x ent~ao, de (1.27), segue que

y ∈ Ex .

4. Observemos tamb�em que z ∈ Ey e y ≡ x, ent~ao

z
z∈Ey e (1.27)

≡ y ≡ x , assim, de (1.27), teremos: z ∈ Ex ,

ou seja,

Ey ⊆ Ex , ou ainda, Ey = Ex .

5. Por outro lado, se x , y ∈ X s~ao tais que y ̸≡ x, ent~ao

Ey ∩ Ex = ∅ .
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6. Logo, dos itens 4. e 5., segue que

Ey ∩ Ex =

{
∅ , se y ̸≡ x
Ex , se y ≡ x

.

Portanto podemos escrever o conjunto X como uma reuni~ao disjunta das

classes de equivalência determinadas pela rela�c~ao de equivalênica ≡.

7. De�niremos espaço quociente de X, pela relação de equivalência ≡, que ser�a
denotado por X/≡, como sendo, o conjunto

X/≡
.
= {Ex ; x ∈ X} ,

ou seja,

X/≡ =
∪
x∈X

Ex .

8. Notemos que, do 6 acima, podemos escrever X/≡ como uma reuni~ao disjunta

de classes de equivalência.

9. A aplica�c~ao φ : X→ X/≡, dada por

φ(x)
.
= Ex , para cada x ∈ X (1.28)

ser�a denominada projeção natural de X em X/≡.

10. Suponhamos que + : X× X→ X, seja uma opera�c~ao bin�aria em X, que tem a

seguinte propriedade:

se x ≡ x ′ e y ≡ y ′ , tenhamos: x+ y ≡ x ′ + y ′ .

Neste caso diremos que a opera�c~ao bin�aria + �e compat́ıvel com a relação de

equivalência ≡.

11. Se a opera�c~ao bin�aria + : X × X → X �e compat��vel com a rela�c~ao de equi-

valência ≡ em X, ent~ao podemos de�nir uma opera�c~ao bin�aria +≡ : X/≡ ×
X/≡ → X/≡, da seguinte forma:

Ex +≡ Ey
.
= Ex+y , para cada Ex , Ey ∈ X/≡ .

Como a opera�c~ao bin�aria + : X × X → X �e compat��vel com a rela�c~ao de

equivalência ≡ em X, a de�ni�c~ao acima est�a correta.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.
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1.6 Conjuntos Parcialmente e Totalmente Ordenados

Come�caremos pelas:

Definição 1.6.1 Seja X um conjunto.

Diremos que a rela�c~ao R em X �e anti-simétrica, se x , y ∈ X satsifazem

x Ry e y R x , deveremos ter x = y . (1.29)

e

Definição 1.6.2 Seja X um conjunto.

Diremos que a rela�c~ao ≺ em X �e uma relação de ordem parcial em X, se

1. se x , y ∈ X satisfazem O1

x ≺ y e y ≺ z , implicar que x ≺ z ; (1.30)

2. se x , y , z ∈ X satisfazem O2

x ≺ y e y ≺ x , implicar em: x = y , (1.31)

isto �e, a rela�c~ao ≺ �e anti-sim�etrica.

Com isot temos o:

Exemplo 1.6.1 A rela�c~ao ≤ �e uma rela�c~ao de ordem em R, assim como a rela�c~ao

⊆ �e uma rela�c~ao de ordem em P(X).

Resolução:

Deixaremos a veri�ca�c~ao dos fatos acima como exerc��cio para o leitor.

�
Podemos agora introduzir a:

Definição 1.6.3 Seja X um conjunto e ≺ uma rela�c~ao de ordem parcial em X.

Diremos que a rela�c~ao ≺ �e uma relação de ordem total em X, se vale a se-

guinte propriedade:

1. dados x , y ∈ X, deveremos ter:

x ≺ y ou y ≺ x . (1.32)

Neste caso diremos que o conjunto X �e totalmente ordenado, relativamente a

rela�c~ao de ordem total ≺.

Com isto temos o:
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Exemplo 1.6.2 A rela�c~ao ≤ �e uma rela�c~ao de ordem total em R, assim como a

rela�c~ao ⊆ �e uma rela�c~ao de ordem parcial, mas não total, em P(X).

Resolução:

Deixaremos a veri�ca�c~ao dos fatos acima como exerc��cio para o leitor.

�
Com isto podemos introduzir a:

Definição 1.6.4 Sejam X um conjunto, ≺ uma rela�c~ao de ordem parcial em X e

E ⊆ X n~ao vazio.

Dados a , b ∈ X, diremos que a é menor ou igual que b ou b é maior ou igual

que a, se

a ≺ b .

Diremos que a ∈ E �e o menor elemento de E, denotado por min(E), se x ∈ E
com x ̸= a, temos que

a ≺ x .

De modo semelhante, diremos que b ∈ E �e o maior elemento de E, denotado

por max(E), se x ∈ E com x ̸= b, temos que

x ≺ b .

Diremos que a ∈ E �e um elemento minimal de E, se n~ao existe x ∈ E tal que

x ≺ a.
Diremos que b ∈ E �e um elemento maximal de E, se n~ao existe x ∈ E, tal que

b ≺ x .

Observação 1.6.1

1. Na De�ni�c~ao 1.6.4 acima, notemos que se a ∈ E �e o menor elemento do

conjunto E, ent~ao a ser�a um elemento minimal de E.

De modo an�alogo, notemos que se b ∈ E �e o maior elemento de E, ent~ao b

ser�a um elemento maximal de E.

Em geral, não valem as rec��procas das a�rma�c~oes acima, ou seja, existem

situa�c~oes em que um conjunto tem um elemento minimal que n~ao �e o menor

elemento do conjunto e, de modo an�alogo, para o caso maximal e maior

elemento.

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a constru�c~ao de exemplos para as

situa�c~oes acima.

2. A De�ni�c~ao 1.6.2, de ordem parcial, n~ao pede nada sobre a possibilidade ou

necessidade de termos x ≺ x para x ∈ X, isto �e, que a propriedade re
exiva

se veri�que.
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3. Se a rela�c~ao de ordem parcial ≺, satisfaz a propriedade re
exiva, diremos

que a rel�c~ao de ordem ≺ �e uma relação de ordem parcial reflexiva em X.

4. Se a propriedade re
exiva não �e veri�cada diremos que a rela�c~ao ≺ �e uma

relação de ordem parcial estrita em X.

Para ilustar temos o:

Exemplo 1.6.3 A rela�c~ao < em R �e uma rela�c~ao de ordem parcial estrita em R.

Resolução:

Deixaremos a veri�ca�c~ao dos fatos acima como exerc��cio para o leitor.

�
Podemos agora enunciar o:

Teorema 1.6.1 (Prinćıpio Maximal de Hausdorff) Sejam X um conjunto e ≺
uma rela�c~ao de ordem parcial em X.

Ent~ao existe um subconjunto S ⊆ X que �e totalmente ordenado e maximal com

respeito a essa propriedade, isto �e, se existir T ⊆ X que �e totalmente ordenado,

satisfazendo S ⊆ T , deveremos ter

T = S .

Demonstração:

Deixaremos a demonstra�c~ao deste resultado como exerc��cio para o leitor.

�

1.7 Boa Ordenação e Enumerabilidade

Come�caremos pela:

Definição 1.7.1 Seja X um conjunto n~ao vazio.

Uma rela�c~ao ≺ de ordem total e estrita em X, ser�a denominda boa ordenação

no conjunto X ou que o conjunto X �e bem ordenado, relativamente à ≺, se todo
E ⊆ X, n~ao vazio, possui menor elemento em E, ou seja, existe e

min
∈ E tal que

e
min

≤ e , para cada e ∈ E .

Com isto temos o:

Exemplo 1.7.1 O conjunto N �e bem ordenado relativamente �a rela�c~ao a ordem

total estrita <.

Por outro lado, R não �e bem ordenado relativamente �a rela�c~ao a ordem total

estrita <.
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Resolução:

Deixaremos a demosntra�c~ao da primeira a�rma�c~ao como exerc��cio para o leitor.

Para a segunda a�rma�c~ao, se considerarmos, por exemplo, o conjunto

E
.
= (0,∞) ,

segue que este n~ao possui menor elemento em E.

�
Com isto temos o seguinte axioma:

Axioma 1.7.1 (Prinćıpio da Boa Ordenação) Se X �e um conjunto n~ao vazio,

ent~ao existe uma rela�c~ao de ordem total e estrita em X que o torne bem orde-

nado.

Observação 1.7.1 Pode-se mostra que o Princ��pio da Boa Ordena�c~ao �e equiva-

lente ao Axioma da Escolha.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Para �nalizar temos a:

Proposição 1.7.1 Existe um conjunto n~ao enumer�avel X, que �e bem ordenado rela-

tivamente a rela�c~ao de ordem total e estrita ≺, que satisfaz as seguintes condi�c~oes:

1. existe um maior elemento de X, que indicaremos por xmax, isto �e,

x ≤ xmax , para todo x ∈ X ;

2. Se x ∈ X �e tal que x ̸= xmax, ent~ao o conjunto

{y ∈ X ; y ≺ x}

�e um conjunto n~ao enumer�avel.

Demonstração:

Seja Y um subconjunto n~ao enumer�avel qualquer.

Para ilustrar, podemos considerar o conjunto dado pelo Teorema 1.4.3.

Pelo Princ��pio da Ordena�c~ao (ou seja, o Axioma 1.7.1), existe uma ordem total e

estrita em Y, que ser�a denotada por ≺.
Caso o conjunto Y n~ao tenha um maior elemento, consideraremos α ̸∈ Y e substitui-

mos o conjunto Y pelo conjunto Y ∪ {α} e estendemos a rela�c�c~ao de ordem total estrita

≺, para o conjunto Y ∪ {α}, da seguinte forma:

y < α, para todo y ∈ Y.

Deste o modo o conjunto Y ∪ {α} ter�a maior elemento, a saber, α.
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Observemos que o conjunto A , formado pelos y ∈ Y, para os quais o conjunto

{x ∈ Y : x ≺ y} �e n~ao enumer�avel, �e n~ao vazio, pois o conjunto Y (ou seja, Y ∪ {α}) tem

maior elemento, isto �e,

α ∈ A .

Logo, existe xmax, o menor elemento de A .

Consideremos

X
.
= {x ∈ X ; x ≺ xmax ou x = xmax} .

O conjunto X, munido da rela�c~ao de ordem total e estrita ≺, satisfaz as propriedades
1. e 2., concluindo a demonstra�c~ao.

�
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Caṕıtulo 2

Os Números Reais

Nesta cap��tulo introduzimos toda a axiom�atica associada ao conjunto dos n�umeros reais

R e dos n�umeros reais estendidos, o conceito de conjunto abertos e fechados em R, de
continuidade de fun�c~oes a valores reais, de uma vari�avel real, os conjunto de Borel (ou

borelianos) e propriedades de cada um destes t�opicos.

2.1 Aximas para os Números Reais

Axioma 2.1.1 (Aximas de Corpo:) Existem duas opera�c~oes bin�arias

+ , · : R× R → R ,

que satisfazem:

1. Comutativa da adição: x+ y = y+ x, para todo x , y ∈ R;

2. Associativa da adição: x+ (y+ z) = (x+ y) + z, para todo x , y , z ∈ R;

3. Elemento neutro da adição: existe 0 ∈ R tal que x+ 0 = x, para todo x ∈ R;

4. Elemento oposto da adição: dado x ∈ R, existe w ∈ R tal que x+w = 0;

5. Comutativa da multipicação: x · y = y · x, para todo x , y ∈ R;

6. Associativa da multiplicação: x · (y · z) = (x · y) · z, para todo x , y , z ∈ R;

7. Elemento neutro da multiplicação: existe 1 ∈ R tal que 1 · x = x, para todo

x ∈ R;

8. Elemento inverso da multiplicação : dado x ∈ R, x ̸= 0 existe u ∈ R tal que

x · u = 1;

9. Distributiva da multiplicação pela adição: x · (y+ z) = x ·y+x · z, para todo

x , y , z ∈ R.

35
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Observação 2.1.1

1. Um conjunto n~ao vazio X munido de duas opera�c~oes bin�arias

+ , · : X× X→ X ,

que satisfaz as nove condi�c~oes acima ser�a denominado corpo relativamente às

operações + e ·.

2. Pode-se mostrar que 0 ∈ R �e o �unico elemento de R, que satisfaz a proprie-

dade 3. .

3. Pode-se mostrar que w ∈ R �e o �unico elemento de R, que satisfaz a proprie-

dade 4., e ser�a denotado por −x.

4. Pode-se mostrar que 1 ∈ R �e o �unico elmento de R, que satisfaz a propriedade

7. .

5. Pode-se mostrar que u ∈ R �e o �unico elemento de R,, que satisfaz a proprie-

dade 8., que ser�a denotado por x−1.

6. Dados x , y ∈ R de�nimos

x− y
.
= x+ (−y) .

Axioma 2.1.2 (Aximas de Ordem:) Existe um subconjunto P, do conjunto R,
que ser�a denominado conjunto dos números reais positivos, cujos elementos sa-

tisfazem as seguintes propriedades:

B1. se x , y ∈ P, teremos x+ y ∈ P;

B2. se x , y ∈ P, teremos x · y ∈ P;

B3. se x ∈ P, teremos −x ̸∈ P;

B4. se x ∈ R, teremos, x = 0, ou x ∈ P, ou −x ∈ P.

Observação 2.1.2

1. Um conjunto n~ao vazio X, munido de duas opera�c~oes bin�arias + e ·, sa-

tisfazendo os Axiomas de Corpo 2.1.1 e os Axiomas de Ordem 2.1.2, ser�a

denominado corpo ordenado.

2. Se um corpo (X ,+ , ·) �e um corpo ordenado, podemos de�nir uma ordem

parcial, que indicaremos por <, em X, da seguinte forma por: dados x , y ∈ X,
escreveremos:

x < y se, e somente se, y− x ∈ P .
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Deste modo podemos de�nir uma ordem total em X, indicada por ≤, da

seguinte forma: dados X , y ∈ X, escreveremos:

x ≤ y se, e somente se, x < y ou x = y .

Deixaremos como exerc��cio para o leitor mostra que ≤ �e uma ordem total

estrita em X, ou seja, que X ,+ , · ,≤) �e um corpo ordenado.

Para o pr�oximo axioma precisaremos da:

Definição 2.1.1 Seja S ⊆ R n~ao vazio.

Diremos que b ∈ R �e um limitante superior do conjunto S, se

s ≤ b , para todo s ∈ S .

Nota�c~ao do Royden: escreveremos

S ≤ b .

Neste caso diremos que o conjunto S �e limitado superiormente em R .

De modo semehlante, diremos que a ∈ R �e um limitante inferior de S se

a ≤ s , para todo s ∈ S .

Nota�c~ao do Royden: escreveremos

a ≤ S .

Neste caso diremos que o conjunto S �e limitado inferiormente em R.
Diremos que o conjunto S �e limitado, se ele for limitado superiormente e

inferiormente.

Com isto temos a:

Definição 2.1.2 Seja S ⊆ R um subconjunto limitado superiormente em R.
Diremos que c ∈ R �e o supremo do conjunto S se:

1. c �e um limitante superior do conjunto S;

2. c �e o menor dos limitantes superiores do conjunto S.

Neste caso denotaremos c, por sup(S).

De modo semelhante temos a:

Definição 2.1.3 Seja S ⊆ R limitado inferiormente em R.
Diremos que d ∈ R �e o ı́nfimo do conjunto S se:



38 CAP�ITULO 2. OS N�UMEROS REAIS

1. c �e um limitante inferior do conjunto S;

2. c �e o mario dos limitantes inferiores do conjunto S.

Neste caso denotaremos d, por inf(S).

Com isto temos o:

Axioma 2.1.3 (Axioma de Completitude) Todo subconjunto S de R, que �e limi-

tado superiormente ter�a supremo em R.

Observação 2.1.3 Como consequência segue que todo subconjunto S de R, que �e

limitado inferiormente ter�a ��n�mo.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio par o leitor.

Para �nalizar temos a:

Proposição 2.1.1 Sejam L e U dois subconjuntos, n~ao vazios, de R tais que

R = L ∪U

e para cada l ∈ L e u ∈ U, temos que

l ≤ u .

Ent~ao ou L tem maior elemento, isto �e, existe max(L), ou U tem menor ele-

mento, isto �e, existe min(U).

Demonstração:

Deixaremos a demonstra�c~ao deste resultado como exerc��cio para o leitor

�

2.2 Números Naturais e Racionais

Come�caremos esta se�c~ao pelo:

Teorema 2.2.1 (Prinćıpio da Definição Recursiva) Sejam X um conjunto n~ao

vazio, f : X→ X uma fun�c~ao e a ∈ X �xado.

Ent~ao existe uma �unica sequência (xn)n∈N em X, tal que

x1 = a e xi+1 = f(xi) , para cada i ∈ {1 , 2 , 3 , · · · } .

Demonstração:

Para mostrar a existência de tal sequência basta de�nirmos:

x1
.
= a , x2

.
= f(x1) = f(a) , x3 = f(x2) = f(f(a)) , · · ·

A demonstra�c~ao da unicidade ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

�
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Observação 2.2.1

1. Notemos que, aplicando-se o Teorema 2.2.1 acima �a fun�c~ao f : R → R, dada
por

f(x)
.
= x+ 1 , para cada x ∈ R e a

.
= 1 ,

segue que existe uma �unica sequência (xn)n∈N,de modo que

x1 = 1 ,

x2 = f(1) = 2 = 1+ 1 = x1 + 1 ,

x3 = f(2) = 3 = 2+ 1 = x2 + 1 ,

... ,

xn = f(n) = n+ 1 = xn−1 + 1 ,

... ,

ou seja, existe uma �unica fun�c~ao φ : N → R, tal que

φ(n+ 1) = φ(n) + 1 , para cada n ∈ N. (2.1)

Para ver isto basta considerarmos

φ
.
= f ◦ g ,

onde a fun�c~ao g : N → R �e dada por

g(n)
.
= xn , para cada n ∈ N .

2. A aplica�c~ao φ, dada por (2.1), �e estritamente crescente.

Devemos mostrar que para p , q ∈ N, satisfazendo

p < q , deveremos ter φ(p) < φ(q) . (2.2)

Para isto notemos que, do fato que p < q, podemso encontrar n ∈ N, tal que

q = p+ n .

Assim, (2.2) ser�a equivalente a

φ(p) < φ(p+ n) , para cada n ∈ N . (2.3)

Para mostrar esta identidade, utilizaremos indu�c~ao sobre n:
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(a) notemos que para n = 1 a a�rma�c~ao (2.4) valer�a, pois

φ(q) = φ(p+ 1)

(2.1)
= φ(p) + 1

> φ(p) .

(b) se a a�rma�c~ao (2.3) ocorre para n = k, mostremos quu ela ocorrer�a para

n = k+ 1.

Para tanto, notemos que se (2.3) ocorre para n = k, temos que

φ(p+ k) > φ(p) . (2.4)

Logo

φ[p+ (k+ 1)] = φ[(p+ k) + 1]

(2.1)
= = φ(p+ k) + 1

(2.4)
> φ(p) + 1

> φ(p) ,

mostrando que (2.3) ocorre�a para n = k + 1, completando a demons-

tra�c~ao.

Portanto a fun�c~ao φ �e estritamente crescente.

Em particular, a fun�c~ao φ : N → N �e injetora.

3. Tamb�em por indu�c~ao, podemos provar que

φ(p+ q) = φ(p) +φ(q) e φ(p · q) = φ(p) ·φ(q) , para p , q ∈ N . (2.5)

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

4. Logo, de 1., 2. e 3. segue que a aplica�c~ao φ : N toR, dada por (2.1), ser�a

injetora, preserva a ordem <, a adi�c~ao e a multiplica�c~ao de N.

Assim n�os podemos identi�car o conjunto N com o subconjunto φ(N) ⊆ R.

5. Tomando a diferen�ca de elementos de N, obteremos os elementos do conjunto

Z e tomando-se o quociente de elementos, n~ao nulos, de Z, obteremos os

elementos do conjunto Q.

Lembre-se que a aplica�c~ao φ preserva as opera�coes + e · de N.

Logo podemos resumir as considera�c~oes acima na:
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Proposição 2.2.1 Todo corpo ordenado cont�em os conjuntos N, Z e Q.
Mais precisamente, cont�em um subconjunto que �e isomorfo a cada um destes.

Um outro resultado importante �e dado pelo:

Teorema 2.2.2 (Axioma de Archimedes) Dado x ∈ R, podemos encontrar n ∈ N
tal que

x < n . (2.6)

Demonstração:

Consideremos

S
.
= {k ∈ N ; k ≤ x} . (2.7)

Como o conjunto S �e limitado superiormente (pois x �e um limitante superior do

conjunto S) segue que, do axioma 2.1.3, que existe sup(S) ∈ R.

Como sup(S) �e o menor limitante superior do conjunto S, segue que sup(S) −
1

2
n~ao

poder�a ser limitante superior do conjunto S, isto �e, existe k ∈ S tal que

sup(S) −
1

2
< k . (2.8)

Assim

k+ 1
(2.8)
>

[
sup(S) −

1

2

]
+ 1

= sup(S) +
1

2

> sup(S) ,

logo, da de�n�c~ao de supremo, teremos: (k+ 1) ̸∈ S .

Notemos que

k+ 1 ∈ N e (k+ 1) ̸∈ S .

Portanto, deveremos ter

x < k+ 1
.
= n ,

como quer��amos demonstrar.

�
Como consequência temos o:

Corolário 2.2.1 Se x , y ∈ R s~ao tais que x < y, ent~ao podemos encontrar r ∈ Q,
de modol que

x < r < y . (2.9)
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Demonstração:

Suponhamos, primeiramente, que

0 ≤ x .

Como x < y, pelo Axioma de Archimedes (isto �e, o Teorema 2.2.2), podemos encon-

tar q ∈ N tal que

(y− x)−1 < q

ou, equivalentemente:
1

q
< y− x ,

ou ainda, x− y < −
1

q
. (2.10)

Consideremos

S

I
.
=

{
n ∈ N ; y ≤ n

q

}
= {n ∈ N ; y · q ≤ n} (2.11)

que �e um conjunto n~ao vazio (pelo Axioma de Archimedes, isto �e, o Teorema 2.2.2,

aplicado a x
.
= y · q), est�a contido em N e tem portanto tem um menor elemento, que

denotaremos por

p
.
= min(S) . (2.12)

Ent~ao, como

p = min(S) = sup(S) ,

segue que

p− 1 < y · q ≤ p ,

e como q ∈ N, �e o mesmo que:
(p− 1)

q
< y ≤ p

q
. (2.13)

Notemos que:

x = y− (y− x)

= y+ (x− y)

(2.13) e (2.10)
<

p

q
−
1

q

=
p− 1

q

(2.13)
< y ,

ou seja, x <
p− 1

q
< y . (2.14)
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Considerando-se

r
.
=
p− 1

q
∈ Q ,

de (2.14) segue que (2.9).

Se x < 0, pelo Axioma de Archimedes (isto �e, o Teorema 2.2.2), podemos encontrar

n ∈ N, tal que
−x < n , ou seja, 0 < x+ n .

Logo, pela primeira parte da demonstra�c~ao, segue que existe r ′ ∈ Q tal que

n+ x < r ′ < n+ y ,

assim

r
.
= r ′ − n ∈ Q

satisfaz (2.9), completando a demonstra�c~ao.

�

2.3 Números Reais Estendidos

Observação 2.3.1

1. Como veremos mais adiante ser�a importante estendermos o conjunto dos

n�umeros reais, adicionando-se o s��mbolos +∞ e −∞.

Tal conjunto ser�a denotado por R∗, ou seja,

R∗ .= R ∪ {+∞,−∞}

e ser�a denominado conjunto dos números reais estendidos.

2. Podemos estender a ordem < de R, ao conjunto R∗, da seguinte forma:

−∞ < x < +∞, para todo x ∈ R .

3. Podemos estender as opera�c~oes bin�arias + e · de R, ao conjunto R∗, da

seguinte forma:

x+∞ .
= +∞ , para x ∈ R ,

x−∞ .
= −∞ , para x ∈ R, (2.15)

x ·∞ .
= ∞ , para x > 0 ,

x ·∞ .
= −∞ , para x < 0 ,∞+∞ .
= ∞ ,

−∞−∞ .
= −∞ ,∞ ·∞ .

= ∞ ,∞ · (−∞) = (−∞).∞ .
= −∞ ,

(−∞) · (−∞)
.
= ∞ ,
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4. As expresss~oes ∞−∞ , −∞+∞ e 0 ·∞
n~ao est~ao de�nidas.

No livro Royden temos, por de�ni�c~ao, que

0 · (+∞) = 0 · (−∞) = 0 .

5. Observemos que se S ⊆ R∗, ent~ao sempre existir~ao

sup(S) e inf(S)

e, al�em disso, podemos ter

−∞ = inf(S) e sup(S) = ∞.
Por conven�c~ao

sup(∅) .= −∞ .

2.4 Sequências de Números Reais

Come�caremos pela:

Definição 2.4.1 Diremos que a sequência (xn)n∈N em R �e convergente em R, , se
existe l ∈ R, de modo que, dado ε > 0, podemos encontra No = No(ε) ∈ N, de modo

que para

n ≥ No , teremos |xn − l| < ε . (2.16)

Observação 2.4.1

1. Pode-se mostra que se (xn)n∈N em R �e convergente em R, ent~ao o n�umero

real l ser�a o �unico com a propriedade acima.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Neste caso, o n�umero real l, ser�a dito dito limite da sequência (xn)n∈N e

denotado por

lim xn , ou lim
n→∞ xn , ou ainda xn → l .

3. Logo, da De�ni�c~ao 2.4.1, segue que

l = lim
n→∞ xn ,

se, e somente se, dado ε > 0, no m�aximo, um n�umero �nito de termos

da sequência n~ao s~ao maiores que l − ε e menores que l + ε, ou seja, n~ao

pertencem ao intervalo

(l− ε , l+ ε) .



2.4. SEQUÊNCIAS DE N�UMEROS REAIS 45

4. Tamb�em , da De�ni�c~ao 2.4.1, segue que se

l = lim
n→∞ xn ,

ent~ao dado ε > 0 um n�umero in�nito de termos da sequência (xn)n∈N, per-

tencem ao intervalo

(l− ε , l+ ε) .

5. Notemos que não vale a rec��proca da a�rma�c~ao acima.

Para ilustra isto podemos considerar, por exemplo, a sequência ((−1)n)n∈N
que não �e convergente em R, mas tem a propriedade acima.

Temos tamb�em a:

Definição 2.4.2 Dada a sequência (xn)n∈N em R, diremos que l ∈ R �e um ponto de

acumulação da sequência (xn)n∈N, se dado ε > 0, existem in�nitos termos distin-

tos da sequência (xn)n∈N, que s~ao maiores que l − ε e menores que l + ε, ou seja,

existem in�nitos n ∈ N tais que

xn ∈ (l− ε , l+ ε) .

E a:

Definição 2.4.3 Diremos que a sequência (xn)n∈N em R �e uma sequência de Cauchy

em R , se dado ε > 0, podemos encontrar No = No(ε) ∈ N de modo que para

n ,m ≥ No , teremos |xn − xm| < ε . (2.17)

Com isto temos o:

Teorema 2.4.1 (Ciritério de Cauchy para Sequências) Uma sequência (xn)n∈N
em R �e convergente em R se, e somente se, a sequência (xn)n∈N em R �e uma

sequência de Cauchy em R.

Demonstração:

Deixaremos a demonstra�c~ao deste resultado como exerc��cio para o leitor.

�

Observação 2.4.2

1. Podemos estender a De�ni�c~ao 2.4.1 para o caso

l = ∞ ,
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da seguinte forma: diremos que

lim
n→∞ xn = ∞ ,

se dado k ∈ N, podemos encontrar No = No(k) ∈ N ,tal que para

n ≥ No , teremos xn > k . (2.18)

2. De modo semelhante estender a De�ni�c~ao 2.4.1 para o caso

l = −∞ ,

da seguinte forma: diremos que

lim
n→∞ xn = −∞ ,

se dado k ∈ N, podemos encontrar No = No(k) ∈ N, tal que para

n ≥ No , teremos xn < −k . (2.19)

3. Com isto podemos estender a De�ni�c~ao 2.4.1 de convergência de uma sequência

para incluir os itens 1. e 2. acima.

Estes seriam os casos de convergência de uma sequência em R∗.

4. Podemos estender a De�ni�c~ao 2.4.2, da seguinte forma: diremos que

l
.
= +∞

�e um ponto de acumulação da sequência (xn)n∈N, se dado K ∈ N, existem
in�nitos termos distintos da sequência maiores que K, ou seja, existem in�-

nitos n ∈ N tais que

xn > K .

.

5. Podemos estender a De�ni�c~ao 2.4.2, da seguinte forma: diremos que

l
.
= −∞

�e um ponto de acumulação da sequência (xn)n∈N, se dado K ∈ N, existem
in�nitos termos distintos da sequência menores que K, ou seja, existem in�-

nitos n ∈ N tais que

xn < −K .

.
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6. Diremos que uma sequência (xn)n∈N de R (ou R∗) �e crescente, se

xn ≤ xn+1 , para cada n ∈ N .

7. De modo semelhante, diremos que uma sequência (xn)n∈N de R (ou R∗) �e

decrescente, se

xn ≥ xn+1 , para cada n ∈ N .

8. Se a sequência (xn)n∈N de R (ou R∗) for crescente ou decrescente, diremos

que ela �e uma sequência monótona.

9. Se l
.
= lim

n→∞ xn e a sequência (xn)n∈N de R (ou R∗) for crescente escreveremos

xn ↑ l .
Por outro lado, se a sequência (xn)n∈N de R (ou R∗) for decrescente, escre-

veremos

xn ↓ l .
Podemos agora introduzir a:

Definição 2.4.4 Seja (xn)n∈N uma sequência de R (ou R∗).

De�nimos o limite superior da sequência (xn)n∈N, denotado por

lim
n→∞xn ou lim sup

n→∞ xn ,

como sendo:

lim
n→∞xn .= inf

n∈N

[
sup
k≥n

xk

]
. (2.20)

De modo semelhante, de�nimos o limite inferior da sequência (xn)n∈N, deno-

tado por

lim
n→∞xn ou lim inf

n→∞ xn ,

como sendo:

lim
n→∞xn .= sup

n∈N

[
inf
k≥n

xk

]
. (2.21)

Com isto temos a:

Proposição 2.4.1 Sejam (xn)n∈N e (yn)n∈N sequências de R (ou R∗).

Ent~ao:
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1. teremos

lim
n→∞xn = l ∈ R

se, e somente se, dado ε > 0, podemos encontrar No = No(ε) ∈ N, tal que

se n ≥ No , teremos xn < l+ ε ,

e dado N ∈ N, podemos encontrar Ko = Ko(ε) ∈ N, com Ko ≥ N, de modo que

l− ε < xKo
.

2. teremos

lim
n→∞xn = ∞ ∈ R

se, e somente se, dado K > 0 e N ∈ N, podemos encontrar m ∈ N, com

m ≥ N, de modo que

xm > K .

3. temos:

lim
n→∞(−xn) = − lim

n→∞xn .
4. temos:

lim
n→∞xn ≤ lim

n→∞xn .
5.

lim
n→∞ xn = l ∈ R∗

se, e somente se,

lim
n→∞xn = lim

n→∞xn = l .

6.

lim
n→∞xn + lim

n→∞yn ≤ lim
n→∞(xn + yn)

≤ lim
n→∞(xn + yn)

≤ lim
n→∞xn + lim

n→∞xn .
Demonstração:

Deixaremos as demonstra�c~oes das a�rma�c~oes acima como exerc��cio para o leitor.

�

Observação 2.4.3 Temos uma caracteriza�c~ao an�aloga a dada nos item 1. e 2.

acima para o caso do limite inferior, que deixaremos a cargo do leitor a sua

elabora�c~ao e demonstra�c~ao.
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2.5 Conjuntos Abertos, Fechados em R
Definição 2.5.1 Sejam a, b ∈ R.

De�nimos o intervalo aberto (a , b) como sendo o seguinte subconjunto de R:

(a , b)
.
= {x ∈ R ; a < x < b} .

De�nimos o intervalo aberto (a ,∞), como sendo o seguinte subconjunto de

R:
(a ,∞)

.
= {x ∈ R ; a < x} .

De�nimos o intervalo aberto (−∞ , b), como sendo o seguinte subconjunto de

R:
(−∞ , b)

.
= {x ∈ R ; x < b} .

De�nimos o intervalo aberto (−∞ ,∞), como sendo o seguinte subconjunto de

R:
(−∞ ,∞)

.
= R .

De�nimos o intervalo fechado [a , b], como sendo o seguinte subconjunto de R:

[a , b]
.
= {x ∈ R ; a ≤ x ≤ b} .

De�nimos o intervalo fechado [a ,∞), como sendo o seguinte subconjunto de

R:
[a ,∞)

.
= {x ∈ R ; a ≤ x} .

De�nimos o intervalo fechado (−∞ , b], como sendo o seguinte subconjunto de

R:
(−∞ , b]

.
= {x ∈ R ; x ≤ b} .

De�nimos o intervalo semi-aberto (a , b] , como sendo o seguinte subconjunto

de R:
(a , b]

.
= {x ∈ R ; a < x ≤ b} .

De�nimos o intervalo semi-aberto [a, b), como sendo o seguinte subconjunto

de R:
[a , b)

.
= {x ∈ R ; a ≤ x < b} .

Com isto podemos introduzir a:

Definição 2.5.2 Seja O ̸= ∅ um subconjunto de R.
Diremos que o conjunto O �e aberto em R, se para cada x ∈ O, podemos en-

contrar δ > 0, tal que se y ∈ R, satisfaz

|y− x| < δ

deveremos ter y ∈ O.
O conjunto ∅ ser�a, por de�ni�c~ao, aberto em R.
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Observação 2.5.1

1. Como consequência das De�ni�c~oes 2.5.1 e 2.5.2, segue que O ⊆ R �e um

subconjunto aberto em R, se cada ponto x ∈ O, possui um intervalo aberto,

que indicaremos por Ix, tal que

x ∈ Ix ⊆ O .

Na verdade temos que

Ix
.
= (x− δ , x+ δ)

para algum δ > 0.

2. Em particular, todo intervalo aberto �e um subconjunto aberto de R.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

3. o conjunto R tamb�em �e um subconjunto aberto de R.

Temos a:

Proposição 2.5.1 A intersec�c~ao de dois subconjuntos abertos de R �e um subcon-

junto aberto de R.

Demonstração:

Sejam O1 , O2 dois subsconjuntos abertos de R.
Se

O1 ∩O2 = ∅

nada temos a fazer pois, pela De�ni�c~ao 2.5.2, este ser�a um subconjunto aberto de R.
Por outro lado se

O1 ∩O2 ̸= ∅ ,

consideremos

x ∈ O1 ∩O2 .

Como x ∈ O1 e O1 �e um subconjunto aberto de R, existe δ1 > 0 tal que se y ∈ R
satisfaz

|y− x| < δ1 , deveremos ter y ∈ O1 . (2.22)

De modo semelhante, como x ∈ O2 e O2 �e um subconjunto aberto de R, existe δ2 > 0
tal que se y ∈ R satisfaz

|y− x| < δ2 , deveremos ter y ∈ O2 . (2.23)

Seja

δ
.
= min{δ,δ2} > 0 . (2.24)
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Logo se y ∈ R satisfaz

|y− x| < δ
(2.24)

≤

{
δ1 ent~ao, de (2.22), segue que y ∈ O1 ,
δ2 ent~ao, de (2.23), segue que y ∈ O2 .

,

mostrando que y ∈ O1 ∩O2, ou seja, O1 ∩O2 �e um subconjunto aberto de R.
�

Como consequência temos o:

Corolário 2.5.1 A intersec�c~ao finita de subconjuntos abertos de R, �e um subcon-

junto aberto de R.

Demonstração:

Segue da Proposi�c~ao 2.5.1 acima, tomando-se dois a dois conjuntos, ou melhor,

utilizando-se de indu�c~ao sobre o n�umero de conjuntos.

Deixaremos os detalhes como exerc��cio para o leitor.

�

Observação 2.5.2 O Corol�ario 2.5.1 acima pode, em geral, ser falso se trocarmos

a palavra finito por qualquer.

Um exemplo que ilustra isso �e o seguinte: para cada n ∈ N consideremos

On
.
=

(
−
1

n
,
1

n

)
.

Para cada n ∈ N, temos que o conjunto On �e subconjunto aberto de R (veja o

item 2. da Observa�c~ao 2.5.1).

Por�em ∩
n∈N

On = {0}

que não �e um subconjunto aberto de R.
Deixaremos a veri�ca�c~ao destes fatos como exerc��cio para o leitor.

Um outro resultado importante �e dado pela:

Proposição 2.5.2 A reuni~ao qualquer de subconjuntos abertos de R, �e um subcon-

junto aberto de R.

Demonstração:

Seja Λ um conjunto e suponhamos que, para cada λ ∈ Λ, o conjunto Oλ �e um

subconjunto aberto de R.
Mostremos que

U
.
=
∪
λ∈Λ

Oλ

�e um subconjunto aberto de R.
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Se U = ∅ nada temos a fazer pois, pela De�ni�c~ao 2.5.2, este ser�a um subconjunto

aberto em R.
Caso contr�ario, ou seja, se U ̸= ∅, para x ∈ U, segue que existe λO ∈ Λ, tal que

x ∈ Oλo .

Como o conjunto Oλo �e um subconjunto aberto de R, existe δ > 0, tal que se y ∈ R
satisfaz

|y− x| < δ , deveremos ter y ∈ Oλo ⊆
∪
λ∈Λ

Oλ = U , (2.25)

mostrando que o conjunto U �e um subconjunto aberto de R, completando a demons-

tra�c~ao.

�
Da Proposi�c~ao 2.5.2 acima segue que a reuni~ao qualquer de intervalos abertos de R

ser�a um subconjunto aberto de R.
O resultado a seguir nos fornece uma rec��proca, mais forte, dessa a�rma�c~ao.

Proposição 2.5.3 Todo subconjunto aberto, n~ao vazio, de R �e a reuni~ao �nita ou,

no m�aximo, enumer�avel de intervalos abertos disjuntos.

Demonstração:

Seja O um subconjunto aberto, n~ao vazio, de R.
Como o conjunto O �e aberto em R, para cada x ∈ O, existem y , z ∈ O tais que

(z , x) , (x , y) ⊆ O . (2.26)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Sejam

b
.
= sup {y ∈ O ; (x , y) ⊆ O}︸ ︷︷ ︸

.
=U

e a
.
= inf {z ∈ O ; (z , x) ⊆ O}︸ ︷︷ ︸

.
=L

. (2.27)

Notemos que existem o supremo e o ��n�mo do conjunto U em R∗.

Notemos que

a < x < b ,

assim

Ix
.
= (a , b)

�e um intervalo aberto contendo o ponto x.

Por outro lado, notemos que

Ix = (a , b) ⊆ O , (2.28)
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De fato, pois se w ∈ Ix, poderemos ter as seguintes situa�c~oes:

se w = x , segue que w = x ∈ O ;

se x < w < b , (2.29)

se a < w < x . (2.30)

Mostraremos que se (2.29) ocorrer deveremos ter w ∈ O.
O caso que (2.30) �e semelhante e ser�a deixado como exerc��cio para o leitor.

Como b = sup(U), segue que existe y ∈ O, tal que

x
(2.29)
< w < y e (x , y) ⊆ O .

e assim

w ∈ (x , y) ⊆ O ,

mostrando que

(a , b) ⊆ O .

A�rmamos que

b ̸∈ O . (2.31)

Suponhamos, por absurdo, se b ∈ O.
Ent~ao, como o conjunto O �e aberto em R, existir�a ε > 0 tal que

(b− ε , b+ ε) ⊆ O ,

em particular,

(x , b+ ε) ⊆ O ,

contrariando o fato que b = sup(U).

De modo semelhante pode-se mostrar que

a ̸∈ O . (2.32)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Consideremos a cole�c~ao formada por todos os intervalos abertos

{Ix ; x ∈ O} .

Observemos que se x ∈ O, ent~ao x ∈ Ix e Ix ⊆ O.
Logo temos que

O =
∪
x∈O

Ix . (2.33)

Sejam (a , b) e (c , d) dois intervalos da cole�c~ao acima, que tenham um ponto em

comum.
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Assim, deveremos ter

c < b e a < d .

Como em (2.31), temos que

c ̸∈ O ,

ou seja,

c ̸∈ (a , b)
(2.28)

⊆ O .

Portanto deveremos ter

c ≤ a .

De modo semelhante, de (2.32), temos que a ̸∈ O e isto implicar�a que

a ̸∈ (a , b)

e assim deveremos ter

a ≤ c , ou seja, c = a .

De modo an�alogo, mostra-se que

b = d .

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Portanto deveremos ter:

(c , d) = (a , b) .

Conclusão: dois intervalos da cole�c~ao

{Ix ; x ∈ O}

ou s~ao disjuntos ou coincidem.

Portanto podemos escrever o conjunto aberto O, como uma reuni~ao disjunta de

intervalos abertos Ix, para x ∈ O ′ ⊆ O.
Se o conjunto O ′ for �nito nada temos a fazer.

Se o conjunto O ′ �e n~ao �nito, observemos que cada intervalo Ix, com x ∈ O ′, cont�em,

como consequência do Axioma de Archimedes (ou seja, o Corol�ario 2.2.1), um n�umero

racional, ou seja, para x ∈ O ′ temos

Ix 7→ Q .

Como o conjunto O pode ser escrito como uma reuni~ao disjunta de intervalos disjun-

tos Ix, segue que podemos encontrar uma correspondência injetora entre os intervalos

abertos disjuntos Ix, com um subconjunto, n~ao �nito, de Q, ou seja, um conjunto enu-

mer�avel, e portanto (do Teorema 1.4.1) uma reuni~ao ser�a enumer�avel, completando a

demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em o:



2.5. CONJUNTOS ABERTOS, FECHADOS EM R 55

Proposição 2.5.4 (Teorema de Lindelöf) Sejam Λ um conjunto n~ao vazio e co-

nisderemos o conjunto

C
.
= {Oλ ; Oλ ⊆ R aberto, para cada λ ∈ Λ} .

Ent~ao existe uma subcole�c~ao enumer�avel {Oi ; i ∈ N} da cole�c~ao C , tal que

∞∪
i=1

Oi =
∪
λ∈Λ

Oλ.

Demonstração:

Notemos que, se Oλ = ∅ para todo λ ∈ Λ, nada temos a fazer.

Consideremos agora o caso que Oλ ̸= ∅, para algum λ ∈ Λ.
Seja

U
.
=
∪
λ∈Λ

Oλ

e x ∈ U.
Ent~ao, exite λo ∈ Λ, tal que x ∈ Oλo .
Como o conjunto Oλo �e um subconjunto aberto de R, existe um intervalo aberto,

que indicaremos por Ix, de R tal que

x ∈ Ix ⊆ Oλo .

Do Corol�ario 2.2.1, segue que podemos encontrar um intervalo aberto Jx de R, com
extremos racionais, tal que

x ∈ Jx ⊆ Ix ⊆ Oλo .

Como a cole�c~ao formada pelos intervalos abertos com extremos racionais �e um con-

junto enumer�avel (pois �e uma reuni�c~ao enumer�avel), segue que a cole�c~ao {Jx ; x ∈ U}

ser�a enumer�avel e

U =
∪
x∈U

Jx .

Para cada x ∈ U, escolha o conjuntoOλ que contenha o conjunto Jx, que denotaremos

por Oi, assim teremos

U =
∪
i∈N

Oi .

Logo esta subcole�c~ao {Oi ; i ∈ N} de C tem as propriedades requeridas, completando

a demonstra�c~ao.

�
A seguir introduziremos a:

Definição 2.5.3 Seja E ⊆ R e xo ∈ R.
Diremos que o ponto xo �e um ponto aderente do conjunto E em R, se dado

δ > 0, podemos encontrar y ∈ E, tal que

|y− xo| < δ .
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Observação 2.5.3

1. Pode-se mostrar que xo ∈ R �e ponto aderente do conjunto E em R se, e

somente, se cada intervalo aberto de R, que contenha o ponto xo, tamb�em

cont�em, pelo menos, um ponto do conjunto E.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

2. Se xo ∈ E, ent~ao segue que o ponto xo ser�a ponto aderente do conjunto E em

R.

Com isto podemos introduzir a:

Definição 2.5.4 Seja E ⊆ R.
De�nimos o fecho do conjunto E em R, denotado por E, como sendo o con-

junto formado por todos os pontos aderentes do conjunto E em R.

Com isto temos a:

Proposição 2.5.5 Sejam A ,B ⊆ R.
Temos:

1. A ⊆ A;

2. se A ⊆ B, ent~ao
A ⊆ B ;

3. A ∪ B = A ∪ B .

4. E �e o menor subconjunto fechado de R, que cont�em o conjunto E.

Demonstração:

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao das propriedades 1., 2. e 4..

Para mostrar a propriedade 3., observemos que como

A ⊆ A ∪ B ,

logo de 2., segue que

A ⊆ A ∪ B .

De modo an�alogo temos que

B ⊆ A ∪ B ,

ou seja,

A ∪ B ⊆ A ∪ B .

Para mostrar a outra inclus~ao, notemos que se x ̸∈ A ∪ B, segue que

x ̸∈ A e x ̸∈ B .
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Como x ̸∈ A, da De�ni�c~ao 2.5.3, segue que podemos encontrar δ1 > 0, tal que

n~ao existe y ∈ A , tal que |y− x| < δ1 (2.34)

e, de modo semelhante, como x ̸∈ B, podemos encontrar δ2 > 0, tal que

n~ao existe y ∈ B , tal que |y− x| < δ2 . (2.35)

Conisdertemos

δ
.
= min{δ1 , δ2} > 0 .

Logo, como δ ≤ δ1 , δ2, de (2.34) e (2.35), segue que

n~ao existe y ∈ A ∪ B , tal que |y− x| < δ

que, pela De�ni�c~ao 2.5.3, �e equivalente a dizer que

x ̸∈ A ∪ B ,

mostrando que

A ∪ B ⊆ A ∪ B ,

completando a demonstra�c~ao.

�
Podemos agora introduzir a seguinte de�ni�c~ao:

Definição 2.5.5 Diremos que F ⊆ R �e um conjunto fechado em R se

F = F .

Observação 2.5.4

1. Se F ⊆ R temos, do item 1. da Proposi�c~ao 2.5.5 acima, segue que

F ⊆ F .

Logo um condi�c~ao necessária e suficiente para que F ⊆ R seja fechado em

R, ser�a
F ⊆ F ,

isto �e, que, pela De�ni�c~ao 2.5.4, �e o mesmo que dizer que o conjunto F

cont�em todos os seus pontos aderentes.

2. Notemos que o conjunto vazio ∅ e R s~ao subconjunto fechados de R.

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.
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3. Temos tamb�em que os intervalos

[a , b] , [a ,∞) e (−∞ , b]

s~ao subconjuntos fechados de R.

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Temos agora a:

Proposição 2.5.6 Seja E ⊆ R.
Ent~ao E �e um subconjunto fechado de R, isto �e,

E = E .

Demonstração:

Notemos que, do item 1. da Proposi�c~ao 2.5.5 acima, segue que

E ⊆ E .

Logo, para completar a demonstra�c~ao, basta mostrar a outra inclus~ao.

Para tando, seja x ∈ E, isto �e, x �e um ponto aderente do conjunto E.

Da De�ni�c~ao 2.5.3, segue que dado δ > 0, podemos encontrar

y ∈ E , tal que |y− x| <
δ

2
. (2.36)

Como y ∈ E, novamente da De�ni�c~ao 2.5.3, podemos encontrar

z ∈ E , tal que |z− y| <
δ

2
. (2.37)

Logo, de (2.36) e (2.37), segue que existe z ∈ E tal que

|z− x| = |(z− y) + (y− x)|

des. triangular

≤ |z− y|+ |y− x|

(2.36) e (2.37)
<

δ

2
+
δ

2

= δ , (2.38)

que, pela De�ni�c~ao 2.5.3, podemos concluir que x ∈ E, mostrando que

E ⊆ E ,

completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em a:
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Proposição 2.5.7 Se os conjuntos F1, F2 s~ao subconjuntos fechados de R, ent~ao o

conjunto F1 ∪ F2 tamb�em ser�a um subconjuto fechado de R.

Demonstração:

Observemos que, do item 3. da Proposi�c~ao 2.5.5, segue que

F1 ∪ F2 = F1 ∪ F2
Def. 2.5.5]

= F1 ∪ F2 ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 2.5.5, que F1∪F2 �e um subconjuto fechado de R, completando

a demonstra�c~ao.

�

Observação 2.5.5 Como consequência da Proposi�c~ao 2.5.7 acima, podemos mos-

trar que a reuni~ao finita de subconjuntos fechados de R, ser�a um subconjunto

fechado de R.
Por�em a reuni~ao de uma cole�c~ao qualquer de subconjuntos fechados de R pode

não ser �e um subconjuto fechado de R.
Deixaremos a cargo do leitor a veri�ca�c~ao da primeira a�rma�c~ao e a cons-

tru�c~ao de um exemplo que mostre que a segunda a�rma�c~ao �e verdadeira.

Para a intersec�c~ao temos a:

Proposição 2.5.8 A intersec�c~ao de uma cole�c~ao qualquer de subconjuntos fechados

de R, ser�a um subconjunto fechado de R.

Demonstração:

Consideremos

C
.
= {F ; o conjunto F �e um subconjunto fechado em R} .

Mostremos que o conjunto ∩
F∈C

F

�e um subconjunto fechado de R.
Se um dos elementos de C �e o conjunto vazio, ent~ao∩

F∈C

F = ∅ ,

que, pelo item 2. da Observa�c~ao 2.5.4, �e um subconjunto fechado de R.
Portanto podemos supor que nenhum elemento de C �e o conjunto vazio.

Consideremos, x ∈
∩
F∈C

F, isto �e, o ponto x �e ponto aderente do conjunto
∩
F∈C

F.

Logo, dado ε > 0, podemos encontrar

y ∈ C , tal que |y− x| < ε.
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Notemos que y ∈ F, para cada F ∈ C e |y − x| < δ, ou seja, o ponto x �e ponto

aderente do conjunto F, ou ainda, x ∈ F, para cada F ∈ C .

Como o conjunto F �e um subconjunto fechado em R, segue que, para cada F ∈ C ,

teremos:

x ∈ F = F , ou seja, x ∈
∩
F∈C

F ,

mostrando que ∩
F∈C

F ⊆
∩
F∈C

F
item 1. da Observa�c~ao 2.5.4

⊆
∩
F∈C

F ,

isto �e, ∩
F∈C

F =
∩
F∈C

F ,

que, pela Proposi�c~ao 2.5.6, implica que o conjunto
∩
F∈C

F �e um subconjunto fechado de

R, como quer��amos demonstrar.

�
Temos tamb�em a:

Proposição 2.5.9 Seja A ⊆ R. O conjunto A �e um subconjunto aberto de R se, e

somente se, o conjunto Ac �e um subconjunto fechado de R.

Demonstração:

Se A = ∅, segue que Ac = R e assim, da De�ni�c~ao 2.5.2, do item 3. da Observa�c~ao

2.5.1 e do item 2. da Observa�c~ao 2.5.4 segue A e c ser~ao subconjuntos abertos e fechados

em R.
Suponhamos que o conjunto A ̸= ∅ �e um subconjunto aberto de R.
Logo para cada x ∈ A, podemos encontrar δx > 0, de modo se y ∈ R satisfaz

|y− x| < δx , deveremos ter y ∈ A .

Notemos que, o ponto x não pode ser ponto aderente de Ac, pois n~ao existe z ∈ Ac,
tal que

|z− x| < δx .

Portanto o conjunto Ac cont�em todos os seus pontos de aderência, ou seja, o conjunto

Ac ser�a um subconjunto fechado de R.
Por outro lado, se o conjunto Ac �e um subconjunto fechado em R e x ∈ A, ent~ao o

ponto x não pode ser ponto aderente do conjunto Ac em R.
De fato, suponhamos por absurdo, que x ∈ A �e ponto aderente do conjunto Ac, isto

�e, x ∈ Ac.
Como o conjunto Ac �e um subconjunto fechado de R, segue Ac = Ac e portanto

x ∈ Ac ∩A = Ac ∩A = ∅ ,
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o que seria um absurdo.

Como x ∈ A n~ao �e ponto aderente do conjunto Ac, segue que existe δ > 0, tal que

n~ao existe z ∈ Ac satisfazendo
|z− x| < δ ,

ou seja, se

y ∈ R satisfaz |y− x| < δ ,

deveremos ter y ∈ A, mostrando que o conjunto A �e um subconjunto aberto de R,
completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 2.5.6 O resultado acima �e equivalente a: o conjunto F �e um subcon-

junto fechado de R se, e somente se, o conjunto Fc �e um subconjunto aberto de

R.
A demonstra�c~ao deste ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Para o pr�oximo resultado precisaremos da:

Definição 2.5.6 Sejam Λ um conjunto n~ao vazio e B ⊆ R.
Diremos que uma cole�c~ao {Oλ ; λ ∈ Λ}, formada por subconjuntos de R, �e uma

cobertura do conjunto B se

B ⊆
∪
λ∈Λ

Oλ .

Neste caso diremos que a cole�c~ao {Oλ : λ ∈ Λ} cobre o conjunto B.

Na situa�c~ao acima, se Ω ⊆ Λ e a cole�c~ao {Oω ; ω ∈ Ω} ainda cobre o conjunto B,

diremos que a cobertura {Oω ; ω ∈ Ω} �e uma subcobertura da cobertura {Oλ ; λ ∈ Λ}
do conjunto B.

Se a cole�c~ao {Oλ ; λ ∈ Λ} �e uma cobertura do conjunto B e, para cada λ ∈ Λ, o
conjunto Oλ �e um subconjunto aberto de R, diremos que a cole�c~ao {Oλ ; λ ∈ Λ} �e
uma cobertura aberta do conjunto B.

Se a cole�c~ao {Oλ ; λ ∈ Λ} �e uma cobertura do conjunto B e, para cada λ ∈ Λ, o
conjunto Oλ �e um subconjunto fechado de R, diremos que a cole�c~ao {Oλ ; λ ∈ Λ} �e
uma cobertura fechada do conjunto B.

Se a cole�c~ao {Oλ ; λ ∈ Λ} �e uma cobertura do conjunto B e o conjunto Λ �e um

conjunto �nito, diremos que a cole�c~ao {Oλ ; λ ∈ Λ} �e uma cobertura finita do con-

|bf junto B.

Com isto temos o:

Teorema 2.5.1 (Teorema de Heine-Borel) Seja F um subconjunto fechado e li-

mitado de R.
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Se a cole�c~ao C
.
= {Oλ ; λ ∈ Λ} �e uma cobertura aberta do conjunto F, ent~ao

existe uma subcobertura �nita da cobertura {Oλ ; λ ∈ Λ} que ainda cobre o conjunto

F, mais precisamente, existem

O1 , O2 , · · · , On ∈ {Oλ ; λ ∈ Λ} ,

tais que

F ⊆
n∪
i=1

Oi .

Demonstração:

Notemos que se o conjunto F �e o conjunto vazio nada temos a fazer.

Logo, podemos supor que

F ̸= ∅ .

Suponhamos, primeiramente, que o conjunto F �e um intervalo fechado [a , b] com

a , b ∈ R, ou seja,

F = [a , b] .

Seja

E
.
= {x ∈ R ; x ≤ b e o conjunto [a , x]

pode ser coberto por um n�umero �nito de elementos de C } . (2.39)

Notemos que o conjunto E �e n~ao vazio, pois a ∈ E e �e limitado superiormente por b.

Logo existe

c
.
= sup(E) ∈ R . (2.40)

Observemos que

c = sup(E) ≤ b , assim c ∈ [a , b] .

Como

F = [a , b] ⊆
∪
λ∈Λ

Oλ ,

podemos encontrar λo ∈ Λ tal que

c ∈ Oλo .

Como o conjunto Oλo �e um subconjunto aberto em R, podemos encontrar εo > 0,

de modo que

(c− ε , c+ ε) ⊆ Oλo . (2.41)

Observemos que o n�umero real c−ε não pode ser um limitante superior do conjunto

E, pois

c− ε < c = sup(E) .

Logo, podemos encontrar x ∈ E tal que

c− ε < x ≤ c ,
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que, de (2.41), implicar�a em

(x , c+ ε) ⊆ (c− ε , c+ ε)
(2.41)

⊆ Oλo . (2.42)

Como x ∈ E, da de�ni�c~ao do conjunto E (ver (2.39)), segue que existe uma cole�c~ao

�nita, que denotaremos por

{O1 , O2 , · · · , Ok} ⊆ C ,

tal que

[a , x] ⊆
k∪
j=1

Oj , (2.43)

que, juntamente com (2.41), implicar�a que

[a , c+ ε) = [a , x) ∪ (x , c+ ε)
(2.43) e (2.42)

⊆
k∪
j=1

Oj ∪Oλo . (2.44)

Portanto para

y ∈ [c , c+ ε) , com y ≤ b deveremos ter y ∈ E , (2.45)

pois, neste caso, teremos que

[a , y] ⊆ [c , c+ ε) ,

por (2.44), ser�a coberto por um n�umero �nito de elementos de C .

Observemos que se

z ∈ [c , c+ ε) , com z > c , segue que z ̸∈ E . (2.46)

De fato, caso contr�ario, se z ∈ E, como z > c, ter��amos

z > c = sup(E) ,

o que seria um absurdo.

Portanto, de (2.45) e (2.46), segue que

c = b .

Assim, de (2.44), segue que b ∈ E, mostrando que o intervalo [a , b] pode ser coberto

por um n�umero �nito de elementos de C .

Se o conjunto F for um subconjunto fechado e limitado qualquer de R e C
.
=

{Oλ ; , λ ∈ Λ} �e uma cobertura aberta do conjunto F, como o conjunto F �e limitado

em R, podemos encontrar a , b ∈ R tais que

F ⊆ [a , b] .
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Consideremos a cole�c~ao

C ∗ .= {Oλ : λ ∈ Λ} ∪ Fc .

Como o conjunto F �e um subconjunto fechado de R segue, da Proposi�c~ao 2.5.9, que

o conjunto Fc ser�a um subconjunto aberto de R.
Logo a cole�c~ao C ∗ ser�a uma cobertura aberta de [a , b] (na verdade a cole�c~ao C ∗ ser�a

uma cobertura aberta de R e, em perticular, de [a , b]).

Logo, pela primeira parte da demonstra�c~ao, segue que existem {O1 , O2 , · · · , Ok} ⊆
C ∗ subecobertura �nita da cobertura C ∗ que ainda cobre [a , b].

Se

Fc = Ojo , para algum jo ∈ {1 , 2 , , · · · , k} ,

segue que a cole�c~ao {O1 , O2 , · · · , Oio−1 , Oio+1 , Ok} ser�a uma subecobertura �nita da

cobertura C que ainda cobre o conjunto F.

Se

Fc ̸∈ {O1 , O2 , · · · , Ok} ,

ent~ao esta cole�c~ao ser�a uma subcobertura �nita da cobertura C que ainda cobre o

conjunto F, completando a demonstra�c~ao.

�

Definição 2.5.7 Um A ⊆ R que têm a propriedade que, toda cobertura aberta do

conjunto A, possui uma subcobertura �nita que ainda cobre o conjunto A, ser�a

denominado subconjunto compacto de R.

Para �nalizar, como consequência do Teorema de Heine-Borel (isto �e, o Teorema

(2.5.1)), temos a,

Proposição 2.5.10 Sejam Λ um conjunto n~ao vazio, e para cada λ ∈ Λ, suponha-
mos que o cojunto Fλ �e um subconjunto fechado de R. De�namos

C
.
= {Fλ ; λ ∈ Λ} .

Se qualquer intersec�c~ao �nita de elementos de C �e n~ao vazia e um dos conjun-

tos da cole�c~ao C �e limitado em R ent~ao∩
λ∈Λ

Fλ ̸= ∅ .

Demonstração:

Deixaremos a demonstra�c~ao como exerc��cio para o leitor.

�
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2.6 Funções a Valores Reais Cont́ınuas de uma Variável

Real

Come�caremos com a:

Definição 2.6.1 Sejam E ⊆ R n~ao vazio, f : E→ R uma fun�c~ao, xo ∈ E e A ⊆ E.
Diremos que a fun�c~ao f �e cont́ınua em xo, se dado ε > 0, podemos encontrar

δ = δ(ε , xo) > 0 tal que, para x ∈ E,

satisfazendo |x− xo| < δ , deveremos ter |f(x) − f(xo)| < ε . (2.47)

Diremos que a fun�c~ao f �e cont́ınua no conjunto A, se ela for uma fun�c~ao

cont��nua em cada ponto x ∈ A.

Observação 2.6.1 Na situa�c~ao da De�ni�c~ao 2.6.1 acima, se a fun�c~ao f for cont��nua

no conjunto E diremos, apenas, que ela �e uma fun�c~ao cont��nua.

Para o pr�oximo resultado ser�a interessante introduzir a:

Definição 2.6.2 Sejam E ⊆ R n~ao vazio, f : E→ R uma fun�c~ao.

Diremos que a fun�c~ao f �e limitada no conjunto E, se o conjunto f(E) for um

subconjunto limitado em R, ou seja, existe M ≥ 0, tal que

|f(x)| ≤M, para todo x ∈ E . (2.48)

Com isto temos a:

Proposição 2.6.1 Sejam F um subconjunto n~ao vazio, fechado e limitado de R e

f : F→ R uma fun�c~ao cont��nua em F.

Ent~ao a fun�c~ao f �e limitada no conjunto F.

Al�em disso

max[f(F)] = sup[f(F)] e min[f(F)] = inf[f(F)], (2.49)

mais precisamente, podemos encontrar xo , x1 ∈ F tais que

f(xo) ≤ f(x) ≤ f(x1) , para todo x ∈ F . (2.50)

Demonstração:

Mostremos, primeiramente, que a fun�c~ao f �e limitada no conjunto F.

Como a fun�c~ao f �e cont��nua no conjunto F, dado ε = 1 > 0, para cada x ∈ F, podemos

encontrar δx > 0 tal que, para x ∈ F, satisfazenod

|y− x| < δx , deveremos ter |f(y) − f(x)| < ε = 1 .
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Como,

|f(y)|− |f(x)| ≤ |f(y) − f(x)| < 1 ,

teremos, |f(y)| ≤ |f(x)|+ 1 , (2.51)

para cada y ∈ (x− δx , x+ δx).

Logo, para cada x ∈ F, se considerarmos os intervalos abertos

Ix
.
= (x− δx , x+ δx) ,

se y ∈ Ix ∩ F, de (2.51), segue que

|f(y)| ≤ |f(x)|+ 1 , (2.52)

mostrando que a fun�c~ao f �e limitada no conjunto Ix ∩ F, para cada x ∈ F.
Mas a cole�c~ao

{Ix ; x ∈ F}

�e uma cobertura aberta do conjunto F, que �e um subconjunto fechado de R.
Logo do Teorema de Heine-Borel (ou seja, o Teorema 2.5.1), segue que existe uma

subecobertura, que indicaremos por

{Ix1 , Ix2 , · · · , Ixn} ,

da cobertura aberta {Ix ; x ∈ F}, que ainda cobre o conjunto F, ou seja

F ⊆
n∪
i=1

Ixi . (2.53)

Seja

L
.
= 1+max{|f(x1)| , |f(x2)| , · · · , |f(xn)|} . (2.54)

Observemos que se y ∈ F, de (2.53), segue que

y ∈ Ixk ∩ F , para algum k ∈ {1 , 2 , · · · , n .

Logo, de (2.52), segue que

|f(y)| ≤ |f(xk)|+ 1

(2.54)

≤ L ,

mostrando que o conjunto f(F) �e um conjunto limitado em R, isto �e, a fun�c~ao f �e limitada

em F.

Como o conjunto f(M) �e limitado em R segue que existem

M
.
= sup[f(F)] e m

.
= inf[f(F)] .



2.6. FUNC� ~OES CONT�INUAS 67

Mostraremos que

max[f(F)] =M.

Deixaremos como exerc��cio para o leitor mostrar que

min[f(F)] = m.

Como a fun�c~ao f �e limitada em F, segue que m ∈ R e nosso objetivo ser�a mostrar

que existe

x1 ∈ F , de modo quef(x1) =M.

Suponhamos, por absurdo, que

f(x) < M = sup[f(F)] , para todo x ∈ F .

Logo existe ε > 0, tal que

f(x) ≤M− ε < M , para todo x ∈ F . (2.55)

Da continuidade da fun�c~ao f no ponto x, podemos encontrar δx > 0, de modo que se

Ix
.
= (x− δx , x+ δx) ,

para y ∈ Ix ∩ F , teremos |f(y) − f(x)|ε ,

ou seja, − ε < f(y) − f(x) < ε ,

em particular, 2 f(y) − f(x) = f(y) + [f(y) − f(x)] (2.56)

(2.55) e (2.56)
< (M− ε) + ε

=M,

ou seja, para x ∈ Ix ∩ F , teremos f(y) <
1

2
[f(x) +M] . (2.57)

Como a cole�ca~o {Ix ; x ∈ F} �e uma cobertura aberta do conjunto F, que �e limitado

e fechado, do Teorema de Heine-Borel (ou seja, o Teorema 2.5.1), podemos encontrar

uma subcobertura, que indicaremos por

{Ix1 , Ix2 , · · · , Ixm} ,

da cobertura aberta {Ix ; , x ∈ F} que ainda cobre o conjunto F, ou seja,

F ⊆
m∪
j=1

Ixj . (2.58)

Consideremos

K
.
= max{f(x1) , f(x2) , · · · f(xn)}

(2.55)
< M. (2.59)
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Observemos que, se y ∈ F, de (2.58), podemos encontrar k ∈ {1 , 2 , · · · ,m}, de modo

que

y ∈ Ixk ∩ F .

Logo, de (2.57), segue que

f(y)
(2.57)
<

1

2
[f(xk) +M]

(2.59)

≤ 1

2
(K+M) ,

para todo y ∈ F.
Portanto o n�umero real

1

2
(K+M) ser�a um limitante superior do conjunto f(E).

Por outro lado, notemos que

1

2
(K+M)

(2.59)
<

1

2
(M+M)

=M,

ou seja, o n�umero real
1

2
(K+M) �e um limitante superior do conjunto f(E) que �e menor

que M = sup[f(F)], o que seria um absurdo.

Portanto

sup[f(F)] =M = max[f(F)] ,

ou seja, podemos encontrar x1 ∈ F tal que

f(x1) = max[f(F)] =M = sup[f(F)] ,

como quer��amos demonstrar.

�

Observação 2.6.2 O resultado acima pode ser reescrito na seguinte forma: toda

fun�c~ao f : F → R que �e cont��nua em F, onde o conjunto F �e um subconjunto

compacto de R, tem m�aximo e m��nimo globais em F.

Temos tamb�em a:

Proposição 2.6.2 Seja f : R → R uma fun�c~ao.

A fun�c~ao f ser�a cont��nua em R se, e somente se, imagem inversa de subcon-

juntos abertos de R ser~ao subconjuntos abertos em R, mais precisamente, se o

conjuto O �e um subconjunto aberto em R, ent~ao o conjunto

f−1(O)
.
= {x ∈ R ; f(x) ∈ O} (2.60)

ser�a um subconjunto aberto em R.
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Demonstração:

Suponhamos que o conjunto f−1(O) �e um subconjunto aberto em R, sempre que o

conjunto O for subconjunto aberto em R.
Mostremos que a fun�c~ao f ser�a cont��nua em cada ponto xo ∈ R.
De fato, dado ε > 0, temos que o intervalo aberto

O
.
= (f(xo) − ε , f(xo) + ε) (2.61)

�e um subconjunto aberto de R.
Logo, por hip�otese, o conjunto f−1(O) dever�a ser um subconjunto aberto em R.
Notemos que

xo ∈ f−1(O) , pois f(xo) ∈ O = (f(xo) − ε , f(xo) + ε) .

Assim, dever�a existir δ > 0, tal que o intervalo aberto

Ixo
.
= (xo − δ , xo + δ) ⊆ f−1(O) . (2.62)

Logo, se y ∈ R satisfaz

|y− xo| < δ , ou seja, y ∈ Ixo , (2.63)

de (2.60), teremos que

f(y)
(2.63), (2.62) e (2.60)

∈ O = (f(xo) − ε , f(xo) + ε) ,

ou ainda,

|f(y) − f(xo)| < ε ,

mostrando que a fun�c~ao f �e cont��nua em xo ∈ R.
Reciprocamente, suponhamos que a fun�c~ao f �e cont��nua em R e que o conjunto O �e

um subconjunto aberto de R.
Mostremos que o conjunto f−1(O) �e um subconjunto aberto de R.
Notemos que se f−1(O) = ∅ , pela De�ni�c~ao 2.5.2, segue que este ser�a um subconjunto

aberto de R.
Por outro lado, se f−1(O) ̸= ∅, segue que existe xo ∈ f−1(O), isto �e,

f(xo) ∈ O .

Como o conjunto O �e um subconjunto aberto de R, podemos encontrar ε > 0 tal

que

(f(xo) − ε , f(xo) + ε) ⊆ O .

Da continuidade da fun�c~ao f em xo, segue que podemos encontrar δo > 0, tal que se

|y− xo| < δo , teremos |f(y) − f(xo)| < ε ,
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que �e equivalente a dizer que se

y ∈ Ixo
.
= (xo − δ, xo + δ)

deveremos ter

f(y) ∈ (f(xo) − ε, f(xo) + ε) ⊆ O .

Logo, de (2.60), segue que

Ixo ⊆ f−1(O) ,

mostrando que o conjunto f−1(O) �e um subconjunto aberto de R, completando a de-

monstra�c~ao.

�
Temos agora a:

Definição 2.6.3 Sejam E um subconjunto n~ao vazio de R e f : E→ R uma fun�c~ao.

Diremos que a fun�c~ao f �e uniformemente cont́ınua no conjunto E, se dado

ε > 0, podemos encontrar δ = δ(ε) > 0 tal que para todo x , y ∈ E que satisfazem

|y− x| < δ , deveremos ter |f(y) − f(x)| < ε . (2.64)

Com isto temos a:

Proposição 2.6.3 Se o conjunto F �e um subconjunto limitado e fechado de R e

f : F → R �e uma fun�c~ao cont��nua em F, ent~ao a fun�c~ao f ser�a uniformemente

cont��nua no conjunto F.

Demonstração:

Dado ε > 0 e x ∈ F, da continuidade da fun�c~ao f em x, segue que podemos encontrar

δx = δ(x , ε) > 0, tal que, para x , y ∈ F, satisfazendo

se |y− x| < δ , teremos |f(y) − f(x)| <
ε

2
. (2.65)

Para cada x ∈ F, onsideremos o intervalo aberto

Ix
.
=

(
x−

δx

2
, x+

δx

2

)
. (2.66)

Logo a cole�c~ao {Ix ; x ∈ F} ser�a uma cobertura aberta do conjunto F, que �e limitado

e fechado em R.
Logo pelo Teorema de Heine-Borel (ou seja, o Teorema 2.5.1), podemos encontrr

uma subcobertura �nita, que indicaremos por

{Ix1 , Ix2 , · · · , Ixn} ,

da cobertura aberta {Ix ; x ∈ F}, que ainda cobre o conjunto F, ou seja,

F ⊆
n∪
i=1

Ixi . (2.67)
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Consideremos

δ
.
=
1

2
min {δx1 , δx2 , · · · , δxn} > 0 . (2.68)

Observemos que, se y , z ∈ F, satisfazem

|y− z| < δ , (2.69)

de (2.67), podemos encontrar k ∈ {1, · · · , n} tal que

y ∈ Ixk , que, de (2.66), �e o mesmo que, |y− xk| <
δk

2
. (2.70)

Assim, teremos que:

|z− xk| = |z− y+ y− xk|

desigualdade triangular

≤ |z− y|+ |y− xk|

(2.69) e (2.70)
< δ+

δxk
2

(2.68)

≤ δxk
2

+
δxk
2

= δk .

Logo, de (2.65), segue que

|f(y) − f(xk)| <
ε

2
(2.71)

e

|f(z) − f(xk)| <
ε

2
, (2.72)

ou ainda, se y , z ∈ F satisfazem
|y− z| < δ ,

teremos:

|f(z) − f(y)| = |f(z) − f(xk) + f(xk) − f(y)|

desigualdade triangular

≤ |f(z) − f(xk)|+ |f(xk) − f(y)|

(2.71) e (2.72)
<

ε

2
+
ε

2

= ε ,

mostrando que a fun�c~ao f �e uniformemente cont��nua em F, como quer��amos demonstrar.

�

Observação 2.6.3 O resultado acima pode ser reescrito na seguinte forma: toda

fun�c~ao f : F → R que �e cont��nua no conjunto F, onde o conjunto F �e subconjunto

compacto de R, �e uniformemente cont��nua no conjunt F.
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Para �nalizar esta se�c~ao, temos as:

Definição 2.6.4 Sejam E um subconjunto de R, para cada n ∈ N, fn : E → R e

f : E→ R fun�c~oes de�nidas em E, a valores reais.

Diremos que a sequência de fun�c~oes (fn)n∈N �e pontulamente convergente para

a função f, em E, se para cada x ∈ E �xado, a sequ�encia de n�umeros reais (fn(x))n∈N
for convergente para f(x) em R.

Neste caso escrevermos

fn
p→ f , em E .

Observação 2.6.4 Notemos que, na situa�c~ao da De�ni�c~ao 2.6.4 acima, fn
p→ f

em E se, e somente se, para cada x ∈ E �xado, dado ε > 0, podemos encontrr

No = No(x , ε) ∈ N, tal que se

n ≥ No , teremos |fn(x) − f(x)| < ε . (2.73)

Um outro modo de convergência �e dado pela:

Definição 2.6.5 Na situa�c~ao da De�ni�c~ao 2.6.4 acima, diremos que a sequência de

fun�c~oes (fn)n∈N �e uniformente convergente em para a função f, em E, se dado

ε > 0, podemos encontrar No = No(ε) ∈ N tal que se

n ≥ No , temos que |fn(x) − f(x)| < ε para todo x ∈ E . (2.74)

Neste caso escrevermos

fn
u→ f em E .

.

Observação 2.6.5 �E f�acil ver que se fn
u→ f em E, ent~ao fn

p→ f em E.

Não vale a rec��proda a�rma�c~ao acima, isto �e, existem sequência de fun�c~oes

que convergem pontulamente mas não convergem uniformemente.

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a constru�c~ao de um exemplo para esta

�ultima situa�c~ao.

2.7 Conjunto de Borel

Come�caremos pela:

Definição 2.7.1 A menor σ-�algebra que cont�em todos os intervalos abertos (a , b)

de R, ser�a denominada σ-álgebra de Borel e ser�a indicada por B.

Um conjunto pertencente a σ-�algebra de Borel ser�a denominado boreliano.

Observação 2.7.1
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1. Da Proposi�c~ao 1.2.3, existe e �e �unica a σ-�algebra de Borel.

2. Observemos que tamb�em, da Proposi�c~ao 1.2.3, existe uma, �unica, menor σ-

�algebra, que indicaremos por C , que cont�em todos os intervalos fechados e

limitados [a , b] de R.

A�rmamos que a σ-�algebra C , coincide com a σ-�algebra de Borel, isto �e, com

B.

De fato, se [a , b] �e um intervalo fechado, podemos escrevê-lo como:

[a , b] =

∞∩
n=1

(
a−

1

n
, b+

1

n

)
︸ ︷︷ ︸

∈B︸ ︷︷ ︸
do item 2. da Observa�c~ao 1.2.2

∈ B

,

assim, da de�ni�c~ao da σ-�algebra de Borel, segue que [a , b] ∈ B, ou seja,

C ⊆ B . (2.75)

Por outro lado, (a , b) �e um intervalo aberto, podemos descrevê-lo como:

(a , b) =

∞∪
n=1

[
a+

1

n
, b−

1

n

]
︸ ︷︷ ︸

∈C︸ ︷︷ ︸
do item 1. da De�ni�c~ao 1.2.2

∈ C

,

assim, da de�ni�c~ao de σ-�algebra, segue que (a , b) ∈ C , ou seja,

B ⊆ C , que juntamente com (2.75), implicar�a que, B = C

3. Seja D a menor σ-�algebra que cont�em os intervalos semi-abertos (a , b] de R.

Observemos que se (a , b] ⊆ R �e um intervalo semi-aberto, podemos escrevê-lo

como:

(a , b] =

∞∩
n=1

(
a , b+

1

n

)
︸ ︷︷ ︸

∈B︸ ︷︷ ︸
do item 2. da Observa�c~ao 1.2.2

∈ B

,

assim, da de�ni�c~ao da σ-�algebra de Borel, segue que [a , b] ∈ B, ou seja,

D ⊆ B . (2.76)



74 CAP�ITULO 2. OS N�UMEROS REAIS

Notemos tamb�em que o intervalo aberto (a , b) ⊆ R, podemos descrevê-lo

como:

(a , b) =

∞∪
n=1

(
a , b−

1

n

]
︸ ︷︷ ︸

∈D︸ ︷︷ ︸
do item 1. da De�ni�c~ao 1.2.2

∈ D

,

assim, da de�ni�c~ao de σ-�algebra, segue que (a , b) ∈ C , ou seja,

B ⊆ D , que juntamente com (2.76), implicar�a que, B = D

4. O mesmo ocorrer�a se considerarmos a menor σ-�algebra que cont�em os in-

tervalos semi-abertos [a , b) de R.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

5. Seja E a menor σ-�algebraque cont�em os intervalos abertos (a ,∞) de R.

Observemos que se (a ,∞) ⊆ R, podemos escrevê-lo como:

(a ,∞) =

∞∪
n=1

(a , n)︸ ︷︷ ︸
∈B︸ ︷︷ ︸

do item 1. da De�ni�c~ao 1.2.2
∈ B

assim, da de�ni�c~ao da σ-�algebra de Borel, segue que (a ,∞) ∈ B, ou seja,

E ⊆ B . (2.77)

Por outro lado, notemos que

[b ,∞) =

∞∩
n=1

(
b−

1

n
,∞)︸ ︷︷ ︸

∈E︸ ︷︷ ︸
do item 2. da Observa�c~ao 1.2.2

∈ E

.

Em particular, teremos

(−∞ , b) = [b ,∞)c
do item 2. da De�ni�c~ao 1.2.2

∈ E .

Logo o intervalo aberto (a , b) ⊆ R, pode ser escrito da seguinte forma:

(a , b) = (a ,∞)︸ ︷︷ ︸
∈E

∩ (−∞ , b)︸ ︷︷ ︸
∈E

.

assim, da de�ni�c~ao de σ-�algebra, segue que (a , b) ∈ C , ou seja,

B ⊆ E , que juntamente com (2.77), implicar�a que, B = E .
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6. O mesmo ocorrer�a se considerarmos a menor σ-�algebra que cont�em os in-

tervalos:

� [a ,∞) de R

� (−∞ , b) de R

� (−∞ , b] de R.

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Baseado nas propriedades acima introduzimos a:

Definição 2.7.2 Um subconjunto de R que pode ser obtido como reuni~ao enu-

mer�avel de subconjuntos fechados de R ser�a denominado conjunto do tipo Fσ.
Um subconjunto de R que pode ser obtido como interse�c~ao enumer�avel de sub-

conjuntos abertos de R ser�a denominado conjunto do tipo Gδ.

Com isot temos o:

Exemplo 2.7.1 Sejam a, b ∈ R com a < b.

Ent~ao o intervalor aberto (a , b) �e um conjunto Fσ e o intervalo fechado [a , b]

�e um conjunto Gδ.

Resolução:

De fato, notemos que:

(a , b) =

∞∪
n=1

[
a+

1

n
, b−

1

n

]
,

ou seja, (a , b) �e um conjunto Fσ e

[a , b] =

∞∩
n=1

(
a−

1

n
, b+

1

n

)
,

ou seja, [a , b] �e um conjunto Gδ, completando a resolu�c~ao.

�

Observação 2.7.2

1. A�rmamos que todo conjunto fechado de R �e um conjunto Fσ.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

2. Em particular, como cada ponto �e um conjunto fechado em R, segue, do item

1. acima, que todo subconjunto enumer�avel de R �e um conjunto Fσ.
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3. Notemos que a reuni~ao enumer�avel de conjuntos Fσ ser�a um conjunto Fσ.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

4. Da Proposi�c~ao 2.5.3 edo Exemplo 2.7.1 acima , segue que todo subconjunto

aberto de R �e um Fσ.

5. Observemos tamb�em que o complementar de um conjunto Fσ ser�a um con-

junto Gδ e vice-versa.

6. Da Proposi�c~ao 2.5.3, segue que os conjuntos que s~ao Fσ ou Gδ s~ao Borelianos.

7. Podemos considerar tamb�em um subconjunto de R que �e do tipo (Fσ)δ, isto
�e, um subconjunto de R que �e a intersec�c~ao enumer�avel de conjuntos que s~ao

Fσ, que chamaremos de conjunto do tipo Fσ δ .

De modo semelhante podemos de�nir um subconjunto de R que �e um conjunto

do tipo Gδ σ, ou Fσ δ σ, etc. .

Assim podemos construir duas sequências de tipos de subconjuntos de R, a
saber do tipo:

Fσ ,Fσ δ ,Fσ δ σ, · · · e Gδ ,Gδ σ ,Gδ σ δ, · · ·

que ser~ao todos elementos da σ-�algebra de Borel.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

8. Vale observar que existem conjunto borelianos que não s~ao de nenhum dos

tipos acima.

Deixaremos como exerc��cio para o leitor encontra um exemplo que isto ocorra.



Caṕıtulo 3

Medida de Lebesgue em R

3.1 Introdução

Nosso objetivo principal neste cap��tulo �e obter uma maneira de estender o comprimento

l(I) (ou a medida) de um intervalo I de R (por exemplo, se I = [a , b], ou seja, um

intervalo limitado e fechado de R, teremos l([a , b]) = b−a) a subconjuntos borelianos,

ou seja, estender a fun�c~ao

l : F → R∗ ,

onde

F .
= {I ; I �e um intervalo de R} ,

ao conjunto B, isto �e, a σ−�algebra de Borel de R.
Em princ��pio, gostar��amos de saber encontrar a "medida" de um subconjunto de R

que �e, por exemplo, uma reuni~ao enumer�avel disjunta de intervalos abertos de R.
Um modo de fazer isto seria considerar a σ-�algebra

P(R) .= {A : A ⊆ R}

o conjunto das partes de R, e obter uma fun�c~ao

m : P(R) → R∗ ,

de tal modo que:

1. Se E ⊆ P(R) temos que

m(E) ∈ [0 ,+∞] ;

2. Se I �e um intervalo limitado de R ent~ao

m(I) = l(I) ;

3. Se (En)n∈N �e um sequência de subconjuntos disjuntos em P(R), ent~ao

m

( ∞∪
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

m(En) ;

77
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4. Finalmente, que a fun�c~ao m seja invariante por transla�c~oes, isto �e, se E ∈ P(R)
e y ∈ R, de�nindo-se

E+ y
.
= {e+ y ; e ∈ E} ⊆ P(R) ,

deveremos ter

m(E+ y) = m(E) .

Como veremos mais adiante, na se�c~ao 3.4., ser�a imposśıvel construir uma tal fun�c~ao.

Na verdade não se conhece uma fun�c~ao

m : P(R) → R∗

que satisfa�ca as propriedades 1., 2. e 3. .

Devido a isto deveremos abrir m~ao de algo, a saber, diminuir o dom��nio da fun�c~ao

m, s de modo que as propriedades 1., 2., 3. e 4. sejam v�alidas neste "novo" dom��nio.

Como veremos mais adiante, a σ-�algebra P(R) ser�a substituida por uma σ-�algebra

menor e neste caso a fun�c~ao

m : σ-�algebra menor → [0,+∞]

que ir�a satisfazer 2., 3. e 4 e, al�em disso, ser�a uma ditamedida enumeravelmente aditiva.

Este ser�a nosso objetivo nas pr�oximas se�c~oes.

3.2 Medida Exterior em R

No que se segue vamos supor que

l : {I : I �e intervalo aberto de R}︸ ︷︷ ︸
.
=F

→ [0,+∞]

�e a fun�c~ao que nos fornece o comprimento de um intevalo aberto I ∈ F .

Vale observar que se I �e um intervalo limitado de R, teremos

l(I) = l(I).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Se A ⊆ R, consideremos uma cole�c~ao enumer�avel de intervalos abertos de R, que
inidcaremos por {In ; n ∈ N} ⊆ F , que cobrem o conjunto A, isto �e,

A ⊆
∞∪
n=1

In .
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Para cada cole�c~ao do tipo acima, consideremos a soma dos comprimentos dos inter-

valos abertos que comp~oe a cole�c~ao que cobre o conjutno A, isto �e,

∞∑
n=1

l(In) ∈ [0 ,+∞] .

Para cada n ∈ N, temos

l(In) ≥ 0 ,

assim est�a soma est�a bem de�nida, indepentemente da ordem com que as parcelas foram

somadas.

Com isto temos a:

Definição 3.2.1 Na situa�c~ao acima, de�nimos a medida exterior do conjunto A ⊆ R,
denotada por m∗(A), como sendo o ��n�mo das somas acima, tomado sobre todas

as poss��veis coberturas por intervalos abertos do conjunto A, isto �e,

m∗(A)
.
= inf

{ ∞∑
n=1

l(In) ; A ⊆
∞∪
n=1

In , onde In ⊆ F , para cada n ∈ N

}
. (3.1)

Em particular, temos que a aplica�c~ao

m∗ : P(R) → [0 ,+∞]

est�a bem de�nida.

Com isto temos a:

Proposição 3.2.1 Na situa�c~ao da De�ni�c~ao 3.2.1 acima,

1. temos que

m∗(∅) = 0 ; (3.2)

2. se a ∈ R, ent~ao
m∗({a}) = 0 ; (3.3)

3. se A ⊆ B ⊆ R, ent~ao
m∗(A) ≤ m∗(B) ; (3.4)

4. se I �e um intervalo de R, ent~ao

m∗(I) = l(I) . (3.5)
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Demonstração:

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao das propriedades 1., 2. e 3. .

Mostremos a propriedade 4. .

Vamos supor, primeiramente, que I �e um intervalo limitado e fechado de R, isto �e,

I
.
= [a , b] .

Dado ε > 0, temos que

I = [a , b] ⊆ (a− ε, b+ ε) .

Logo, da De�ni�c~ao 3.2.1, segue que

m∗([a , b])
(3.1)

≤ l((a− ε , b+ ε))

= (b+ ε) − (a− ε)

= b− a+ 2ε .

Logo, para ε > 0 temos que

m∗([a , b]) ≤ b− a+ 2ε ,

mostrando que

m∗([a , b]) ≤ b− a = l([a , b]) . (3.6)

Como a fun�ca~o m∗ �e de�nida como o ��n�mo de uma soma (ver (3.1)), para mostrar

a outra desigualdade, basta encontrar uma cole�c~ao de intervalos abertos de R, que

indicaremos por

{In ; n ∈ N} ,

que cubra o intervalo I = [a , b], de modo que

∞∑
n=1

l(In) ≥ b− a . (3.7)

Para isto, observemos que, do Teorema de Heine-Borel (isto �e, o Teorema 2.5.1,

toda cole�c~ao de intervalos abertos {In ; n ∈ N} que cubra o intervalo fechado e limitado

I = [a , b], admite subcobertuta �nita, isto �e, existem

Ii1 , Ii2 , · · · , Iik ∈ {In ; n ∈ N} ,

tais que

I = [a , b] ⊆
k∪
j=1

Iij .
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Do fato que ∞∑
n=1

l(In) ≥
k∑
j=1

l(Iij) ,

segue que basta provar (3.7) para uma subcole�c~ao �nita que cubra o intervalo fechado

e limitado I = [a , b], ou seja, para

I = [a , b] ⊆
k∪
j=1

Iij ,

devemos mostrar que
k∑
j=1

l(Iij) ≥ b− a . (3.8)

Notemos que, para a ∈
k∪
j=1

Iij, podemos encontrar, pelo menos, um ijo ∈ {1, · · · k} tal

que

a ∈ Iijo .

Suponhamos que

Iijo = (a1 , b1) .

Logo, temos que

a1 < a < b1 .

Observemos que se

b ≤ b1 ,

teremos que

b− a ≤ b1 − a
a1<a
< b1 − a1

= l([a1 , b1])

= l(Iijo )

≤
k∑
j=1

l(Iij),

mostrando que (3.8) ocorre.

Por outro lado, se

b1 < b ,

ent~ao como

b1 ∈ [a , b] e b1 ̸∈ (a1 , b1) ,
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segue que existe um intervalo na cole�c~ao {In ; n ∈ N}, que denotaremos por

Iij1 = (a2 , b2) ,

tal que

b1 ∈ Iij1 = (a2 , b2) ,

isto �e:

a2 < b1 < b2.

Novamente, se

b ≤ b2 ,

segue que

b− a ≤ b2 − a
a1<a
< b2 − a1

≤ b2 − a1 + (b1 − a2)︸ ︷︷ ︸
≥0

= (b2 − a2) + (b1 − a1)

= l([a1 , b2]) + l([a1 , b1])

≤
k∑
j=1

l(Iij),

mostrando que (3.8) ocorre.

Se

b2 < b ,

podemos repetir o processa acima.

Em geral, repetindo o processa acima um n�umero �nito de vezes (pois a cole�c~ao

{In ; n ∈ N} �e �nita), obteremos uma cole�c~ao �nita de intervalos abertos da cole�c~ao

{In ; n ∈ N}, que indicaremos por

(a1 , b1) , (a2 , b2) · · · , (ak , bk) ,

de modo que

ai < bi−1 < bi , para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , k} , onde bo
.
= a . (3.9)

Deste modo teremos

b ∈ (ak , bk) , isto �e, ak < b < bk .
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Assim, segue que:

n∑
j=1

l(Ij) ≥
n∑
i=k

l((ai, bi))

= (bk − ak) + (bk−1 − ak−1) + · · ·+ (b2 − a2) + (b1 − a1)

= bk − (ak − bk−1)︸ ︷︷ ︸
≤0

−(ak−1 + bk−2)︸ ︷︷ ︸
≤0

− · · ·− (a2 − b1)︸ ︷︷ ︸
≤0

−a1

> bk − a1,

pois, por (3.9), temos que

ai < bii−1
, para cada i ∈ {1 , 2 , · · · k} .

Como

b < bk e a1 < a , segue que bk − a1 > b− a ,

logo
n∑
j=1

l(Ij) ≥ b− a ,

mostrando que

m∗([b , a]) ≥ b− a = l([a , b]) . (3.10)

Portanto de (3.6) e (3.10), segue que

m∗([b , a]) = b− a = l([a , b]) .

Consideremos agora o caso em que o conjunto I �e um intervalo limitado (n~ao fechado)

em R.
A�rmamos: dado ε > 0, existe um intervalo limitado e fechado

J ⊆ I ,

tal que

l(I) − ε < l(J) .

Deixaremos a demonstra�c~ao da a�rma�c~ao acima como exerc��cio para o leitor.

Vale observar que temos somente uma das seguintes três possibilidades, a saber:

I = (a , b] , I = [a , b) ou I = (a , b) .

.
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Logo, da primeira parte (o caso em que I �e um intervalo fechado e limitado) e da

propriedade 3., teremos:

l(I) − ε < l(J)

J �e um intervalo fechado e limitado
= m∗(J)

J⊆I e a propriedade 3.

≤ m∗(I)

I⊆I e a propriedade 3.

≤ m∗ (I)
I �e um intervalo fechado e limitado de R

= l
(
I
)

= b− a

= l(I),

ou seja, para todo ε > 0 temos que

l(I) − ε < m∗(I) ≤ l(I) ,

mostrando que

m∗(I) = l(I).

Finalmente, se o conjunto I �e um intervalo n~ao limitado, teremos

l(I) = +∞ .

Ent~ao, dado k ≥ 0, podemos encontrar um intervalo limitado J ⊆ I tal que

l(J) = k .

Logo, pela propriedade 3., temos que

m∗(I) ≥ m∗(J)

J �e um intervalo limitado de R
= l(J)

= k ,

ou seja, para todo k ≥ 0 temos

m∗(I) ≥ k , isto �e, m∗(I) = +∞ = l(I) ,

completando a demonstra�c~ao do item 4. .

�
A seguir temos a:

Proposição 3.2.2 Seja {An ; n ∈ N} uma cole�c~ao enumer�avel de subconjuntos de

R.
Ent~ao

m∗

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

m∗(An). (3.11)
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Demonstração:

Se existir no ∈ N tal que

m∗(Ano
) = +∞ ,

ent~ao a desigualdade (3.11) acima tornar-se-�a uma igualdade, no caso

+∞ = +∞ ,

j�a que do item 3. da Proposi�c~ao 3.2.1, temos que

m∗

( ∞∪
n=1

An

)
Ano⊆

∪∞
n=1 An

≥ m(Ano
)

= +∞ .

Logo podemos supor que

0 ≤ m∗(An) <∞ , para todo n ∈ N .

Para cada n ∈ N, da De�ni�c~ao (3.2.1) de m∗(An) (ou seja, do fato deser um ��nifmo),

segue que existe uma cole�c~ao enumer�avel de intervalos abertos, que indicaremos por

{In i ; i ∈ N} ,

tal que

An ⊆
∞∪
i=1

In i e
∞∑
i=1

l(In i) ≤ m∗(An) +
ε

2n
. (3.12)

Observemos que a cole�c~ao {In i ; n , i ∈ N} �e uma cole�c~ao enumer�avel de intervalos

abertos de R que cobre o conjunto
∞∪
n=1

An.

Assim, da De�ni�c~ao (3.2.1), teremos:

m∗

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
i,n=1

l(In i)

=

∞∑
n=1

∞∑
i=1

l(In ,i)

(3.12)
<

∞∑
n=1

[
m∗(An) +

ε

2n

]
=

∞∑
n=1

m∗(An) + ε ,

para cada ε > 0, ou seja,

m∗

( ∞∪
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

m∗(An),
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completando a demonstra�c~ao.

�
Como consequência temos os:

Corolário 3.2.1 Seja A um subconjunto enumer�avel de R.
Ent~ao

m∗(A) = 0 .

Em particular,

m∗(N) = m∗(Z) = m∗(Q) = 0 .

Demonstração:

De fato, se

A
.
= {an ; n ∈ N} ⊆ R , (3.13)

ent~ao, da Proposi�c~ao 3.2.2 acima, segue que

m∗(A)
(3.13)
= m∗

( ∞∪
n=1

{an}

)
(3.11)

≤
∞∑
n=1

m∗ ({an})︸ ︷︷ ︸
do item 2. da Proposi�c~ao 3.2.1

= 0

= 0 ,

completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em o:

Corolário 3.2.2 O intervalo fechado [0 , 1] ⊆ R �e n~ao enumer�avel.

Demonstração:

Sabemos que

l([0 , 1]) = 1 > 0 . (3.14)

Suponhamos, por absurdo, que o intervalo fechado e limitado [0 , 1] ⊆ R seja enu-

mer�avel.

Logo, do Corol�ario 3.2.1 acima, ter��amos que

l([0 , 1])
item 4. da Proposi�c~ao 3.2.1

= m∗([0 , 1])
Corol�ario 3.2.1

= 0,

o que contraria (3.14), completando a demonstra�c~ao.

�
Para �nalizar temos o seguinte resultado, cuja demonstra�c~ao ser�a deixada como

exerc��cio para o leitor (Exerc��cios 5, 6, 7 e 8, da p�agina 56, do Livro o Royden [HLR]):

Proposição 3.2.3 Seja A ⊆ R. Ent~ao
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1. Dado ε > 0, podemos encontrar um subconjunto aberto O ⊆ R, tal que

A ⊆ O e m∗(O) − ε ≤ m∗(A) . (3.15)

2. podemos encontrar um conjunto G ⊆ R, do tipo Gδ, tal que

A ⊆ G e m∗(G) = m∗(A). (3.16)

3. a fun�c~ao m∗ �e invariante por transla�c~ao.

4. Se A ⊆ R �e tal que m∗(A) = 0 e B ⊆ R, ent~ao

m∗(A ∪ B) = m∗(B) . (3.17)

5. Seja A = [0 , 1]∩Q e {Ii ; para i ∈ {1 , 2 , · · · , n}} �e uma cole�c~ao �nita de inter-

valos abertos que cobre o conjunto A. Ent~ao

n∑
i=1

l(Ii) ≥ 1 . (3.18)

3.3 Conjuntos Mensuráveis e a Medida de Lebesgue

Embora a medida exterior tenha a vantage de estar de�nida para todo subcojunto de

R, ela (como vimo no Exerc��cio 2, da p�agina 53 do Livro o Royden [HLR]) não é

enumeravelmente aditiva, ou seja, �e, em geral, �e enumeravelmente sub-aditiva,

isto �e, se {En ; n ∈ N} �e uma sequência de subconjuntos disjuntos de R temos, em geral,

que

m∗

( ∞∪
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

m∗(En). (3.19)

Ela tornar-se-�a enumeravelmente aditiva (ou seja, valer�a a igualdade na deisgualdade

acima) se restringirmos os conjuntos para os quais calcularemos a "medida".

Tal restri�c~ao foi introduzida por Carath�eodory e �e dada pela:

Definição 3.3.1 Diremos que E ⊆ R, �e um conjunto Lebesgue mensurável, se

para cada A ⊆ R temos a seguinte identidade:

m∗(A) = m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec︸ ︷︷ ︸
A\E

) . (3.20)

Denotaremos a cole�c~ao formada por todos os subconjuntos de R que s~ao Lebes-

gue mensur�aveis por M .

Observação 3.3.1
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1. Notemos que

m∗(A) = m∗ ([A ∩ E] ∪ [A ∩ Ec])
Corol�ario 3.2.1

≤ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec) .

Logo, segue que o conjunto E ⊆ R �e Lebesgue mensur�avel se, e somente se,

m∗(A) ≥ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec) , (3.21)

para todo A ⊆ R, ou seja, (3.20) ser�a equivalente a (3.21).

2. Podemos trocar E ⊆ R por Ec ⊆ R na identidade (3.20), que a mesma n~ao se

altera, ou seja, o conjunto E ⊆ R tem a propriedade 3.20 se, e somente se,

o conjunto Ec ⊆ R tem a propriedade 3.20.

A seguir apresentaremos algumas propriedades importantes dos conjuntos Lebesgue

mensur�aveis.

Come�caremos pelo:

Lema 3.3.1 Seja E ⊆ R, tal que

m∗(E) = 0 . (3.22)

Ent~ao o conjunto E �e Lebesgue mensur�avel.

Demonstração:

De fato, para cada A ⊆ R, como

A ∩ E ⊆ E ,

teremos

m∗(A ∩ E)
item 3 da Proposi�c~ao 3.2.1

≤ m∗(E)

(3.22)
= 0 ,

ou seja, m∗(A ∩ E) = 0 . (3.23)

Por outro lado, temos que

A ∩ Ec ⊆ A ,

assim

m∗(A)
item 3 da Proposi�c~ao 3.2.1

≥ m∗(A ∩ Ec)
(3.23)
= m∗(A ∩ Ec) +m∗(A ∩ E) ,

isto �e, o conjunto E tem a propriedade (3.21) para todo A ⊆ R, mostrando, pela

De�ni�c~ao 3.3.1, que o conjunto E �e Lebesgue mensur�avel.

�
Temos tamb�em o:
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Lema 3.3.2 Sejam E1 , E2 ⊆ R dois conjuntos Lebesgue mensur�aveis.

Ent~ao o conjunto E1 ∪ E2 ser�a Lebesgue mensur�avel.

Demonstração:

De fato, para cada A ⊆ R, como o conjunto E2 ⊆ R �e Lebesgue mensur�avel (utili-

zando A ∩ E1, no lugar de A, na De�ni�c~ao 3.3.1) segue que

m∗(A ∩ E1c) = m∗[(A ∩ E1c) ∩ E2] +m∗[(A ∩ E1c) ∩ E2c] . (3.24)

Mas

A ∩ (E1 ∪ E2) = [A ∩ E1] ∪ [A ∩ E2]
Exerc��cio

= [A ∩ E1] ∪ [A ∩ E2 ∩ E1c] , (3.25)

que implicar�a em

m∗[A ∩ (E1 ∪ E2)]
item 3. da Proposi�c~ao 3.2.1

≤ m∗(A ∩ E1) +m∗(A ∩ E2 ∩ Ec1) . (3.26)

Logo

m∗[A ∩ (E1 ∪ E2)] +m∗[A ∩ [E1 ∪ E2]c] = m∗[A ∩ (E1 ∪ E2)] +m∗[A ∩ E1c ∩ E2c]
(3.26)

≤ m∗(A ∩ E1) +m∗[(A ∩ E1c) ∩ E2] +m∗[(A ∩ E1c) ∩ E2c]︸ ︷︷ ︸
(??)
= m∗(A∩E1c)

= m∗(A ∩ E1) +m∗(A ∩ E1c)
E1 �e Lebesgue mensur�avel]

= m∗(A) ,

isto �e, vale a (3.21) para E = E1∪E2, ou seja, E1 ∪E2 ⊆ R �e Lebesgue mensur�avel, como

quer��amos demonstrar.

�
Com o Lema 3.3.2 acima e do item 2. da Observa�c~ao 3.3.1, segue o:

Lema 3.3.3 A cole�c~ao M , introduzida na De�ni�c~ao 3.3.1, �e uma �algebra em R.

Temos tamb�em o:

Lema 3.3.4 Sejam E1 , E2 , · · ·En ⊆ R uma cole�c~ao �nita de subconjuntos disjuntos

e Lebesgue mensur�aveis e A ⊆ R qualquer.

Ent~ao

m∗

(
A ∩

n∪
i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

m∗(A ∩ Ei) . (3.27)
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Demonstração:

A prova ser�a feita por indu�c~ao sobre n.

Se n = 1, temos que a identidade (3.27) vale trivialmente.

Suponhamos que a identidade (3.27) seja v�alida para uma cole�c~ao de n − 1 subco-

juntos Ei's Lebesgues mensur�aveis, isto �e,

m∗

(
A ∩

n−1∪
i=1

Ei

)
=

n−1∑
i=1

m∗(A ∩ Ei). (3.28)

Como os conjuntos da cole�c~ao {Ei : i = 1, · · · , n} s~ao disjuntos, temos que

En
c ⊆

n−1∪
i=1

Ei , (3.29)

assim [
A ∩

n∪
i=1

Ei

]
∩ En

∪n
i=1Ei= A ∩ En (3.30)[

A ∩
n∪
i=1

Ei

]
∩ Enc

(3.29)
= A ∩

n−1∪
i=1

Ei . (3.31)

Como, para cada n ∈ N, temos que o conjunto En �e Lebesgue mesur�avel, da De�ni�c~ao

3.3.1, com

A .
= A ∩

n∪
i=1

Ei , (3.32)

segue que

m∗

(
A ∩

n∪
i=1

Ei

)
En �e Lebesgue mensur�avel

= m∗(A ∩ En) +m∗(A ∩ Enc)

(3.32)
= m∗

([
A ∩

n∪
i=1

Ei

]
∩ En

)
+m∗

([
A ∩

n∪
i=1

Ei

]
∩ Enc

)
(3.30) e (3.31)

= m∗(A ∩ En) +m∗

(
A ∩

n−1∪
i=1

Ei

)
(3.28)
= m∗(A ∩ En) +

n−1∑
i=1

m∗(A ∩ Ei)

=

n∑
i=1

m∗(A ∩ Ei),

completando a demonstra�c~ao.

�
Podemos agora enunciar e provar o:
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Teorema 3.3.1 A cole�c~ao M , introduzida na De�ni�c~ao 3.3.1, �e uma σ-�algebra em

R.
Al�em disso, todo conjunto de medida exterior zero �e Lebesgue mensur�avel.

Demonstração:

No Lema (3.3.3) mostramos que a cole�c~ao M �e uma �algebra em R.
Logo resta-nos mostrar que a reuni~ao enumer�avel de subsconjuntos de M �e um

elemento de M , ou seja, que reuni~ao enumer�avel de conjuntos Lebesgue mensur�aveis �e

um conjunto Lebesgue mensur�avel.

Sejam {En ; n ∈ N} uma cole�c~ao de subconjuntos Lebesgue mesur�aveis.

Mostremos que o conjunto

E
.
=

∞∪
n=1

En (3.33)

�e um conjunto Lebesgue mensur�avel.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que o conjunto E �e a reuni~ao disjunta

de subconjuntos Lebesgue mesur�aveis, isto �e, a cole�c~ao

{En ; n ∈ N}

�e uma cole�c~ao de subconjuntos disjuntos e Lebesgue mesur�aveis.

De fato, da Proposi�c~ao 1.2.2, temos que

∞∪
n=1

Bn =

∞∪
n=1

En

onde a cole�c~ao {Bn ; n ∈ N} �e dois a dois disjuntos.

Al�em disso, da demonstra�c~ao da Proposi�c~ao 1.2.2 (veja (1.20) e (1.21)), temos que

B1
.
= E1︸︷︷︸

∈M

e para n ≥ 2, teremos

Bn
.
= En \ [E1 ∪ · · · ∪ En−1]

= En︸︷︷︸
∈M

∩ [E1 ∪ · · · ∪ En−1]c︸ ︷︷ ︸
∈M

∈ M ,

pois M �e uma �algebra em R
Logo

Bn ∈ M , para todo n ∈ N .

Seja A ⊆ R e, para cada n ∈ N, de�namos

Fn
.
=

n∪
i=1

Ei ⊆ E . (3.34)
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Logo, para cada n ∈ N, temos que Fn ∈ M (pois M �e uma �algebra em R).
Al�em disso, temos que:

Ec
(3.33)
=

( ∞∪
n=1

En

)c

=

∞∩
n=1

En
c

⊆
∞∩

i=n+1

En
c

Ei∩Ej=∅ , para i ̸=j
=

(
n∪
i=1

Ei

)c
(3.34)
= Fn

c .

Como FN ∈ M , teremos:

m∗(A) = m∗(A ∩ Fn) +m∗(A ∩ Fnc)
Ec⊆Fnc e o item 3. da Proposi�c~ao 3.2.1

≥ m∗(A ∩ Fn) +m∗(A ∩ Ec) . (3.35)

Como, para cada n ∈ N, o conjunto Fn �e a reuni~ao disjunta de um n�umero �nito de

elementos Lebesgue mensur�aveis, do Lema 3.3.4, segue que:

m∗(A ∩ Fn)
(3.34)
= m∗

(
A ∩

n∪
i=1

Ei

)
Ei∩Ej=∅ , para i̸=j e o Lema 3.3.4

=

n∑
i=1

m∗(A ∩ Ei) . (3.36)

Logo

m∗(A)
(3.35)

≥ m∗(A ∩ Fn) +m∗(A ∩ Ec)

(3.36)
=

n∑
i=1

m∗(A ∩ Ei) +m∗(A ∩ Ec) . (3.37)

Como o lado esquerdo da desigualdade (3.37) acima n~ao depende de n ∈ N, passando
o limite em (3.37), quando n→ ∞, obteremos:

m∗(A) ≥
∞∑
i=1

m∗(A ∩ Ei) +m∗(A ∩ Ec) . (3.38)
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Observemos que, da Proposi�c~ao 3.2.2, segue que

m∗(A ∩ E) (3.33)
= m∗

(
A ∩

∞∪
i=1

Ei

)

= m∗

[∞∪
i=1

(A ∩ Ei)

]
(3.11)

≤
∞∑
i=1

m∗(A ∩ Ei) , (3.39)

que juntamente com (3.12) implicar~ao

m∗(A)
(3.38) e (3.39)

≥ m∗(A ∩ E) +m∗(A ∩ Ec) .

Logo, do item 1. da Observa�c~ao 3.3.1, segue que o conjunto E =

∞∪
n=1

En �e um conjunto

Lebesgue mensur�avel.

A �ultima a�rma�c~ao segue do Lema 3.3.1, completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em o:

Lema 3.3.5 Seja a ∈ R.
Ent~ao o intervalo (a ,∞) ⊆ R �e Lebesgue mensur�avel, ou seja,

(a ,∞) ∈ M . (3.40)

Demonstração:

De fato, para cada A ⊆ R, do item 1. da Observa�c~ao 3.3.1, basta mostrar que

m∗(A) ≥ m∗[A ∩ (a ,∞)] +m∗[A ∩ (a ,∞)c] . (3.41)

Se considerarmos

A1
.
= A ∩ (a ,∞) , (3.42)

A2
.
= A ∩ (−∞ , a]

= A ∩ [(−∞ , a)]c , (3.43)

mostrar a desigualdade (3.41) ser�a equivalente a mostrar

m∗(A1) +m
∗(A2) ≤ m∗(A) . (3.44)

Notemos que, se

m∗(A) = ∞ ,

segue que (3.41) valer�a trivialmente.
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Por outro lado, se

m∗(A) <∞ ,

da De�ni�c~ao 3.2.1 de m∗ segue que, dado ε > 0, podemos encontrar uma cole�c~ao

enumer�avel, que indicaremos por

{In ; n ∈ N} ,

de intervalos abertos de R que cobrem o conjunto A, ou seja,

A ⊆
∞∪
i=1

In , (3.45)

tais que ∞∑
n=1

l(In) ≤ m∗(A) + ε . (3.46)

Para cada n ∈ N, consideremos:

I ′n
.
= In ∩ (a ,∞) , (3.47)

I ′′n
.
= In ∩ (−∞ , a]

= In ∩ (a ,∞)c . (3.48)

Assim, para cada n ∈ N, os conjuntos I ′n e I ′′n ser~ao intervalos de R ou o subconjunto

vazio, logo conjunto Lebesgue mensur�aveis.

Al�em disso, de (3.47) e (3.48), teremos:

l(In)
In=I ′n∪I ′′n e I ′n∩I ′′n=∅

= l(I ′n) + l(I
′′
n)

do item 4. da Proposi�c~ao 3.2.1
= m∗(I ′n) +m

∗(I ′′n) (3.49)

Como

A1
(3.42)
= A ∩ (a ,∞)

(3.45)

⊆

[ ∞∪
n=1

In

]
∩ (a ,∞)

=

∞∪
n=1

{In ∩ (a ,∞)}

(3.47)
=

∞∪
n=1

I ′n , (3.50)

segue que

m∗(A1)
(3.50) e o item 3. da Proposi�c~ao 3.2.1

≤ m∗

( ∞∪
n=1

I ′n

)
Proposi�cao 3.2.2

≤
∞∑
n=1

m∗(I ′n) . (3.51)
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Como

A2
(3.43)
= A ∩ (∞ , a]

(3.45)

⊆

[ ∞∪
n=1

In

]
∩ (−∞ , a]

=

∞∪
n=1

{In ∩ (−∞ , a]}

(3.48)
=

∞∪
n=1

I ′′n, (3.52)

segue que

m∗(A2)
do item 3. da Proposi�c~ao 3.2.1

≤ m∗

( ∞∪
n=1

I ′′n

)
Proposi�c~ao 3.2.2

≤
∞∑
n=1

m∗(I ′′n). (3.53)

Logo de (3.51) e (3.53) segue

m∗(A1) +m
∗(A2)

(3.51) e (3.53)

≤
∞∑
n=1

m∗(I ′n) +

∞∑
n=1

m∗(I ′′n)

=

∞∑
n=1

[m∗(I ′n) +m
∗(I ′′n)]

(3.49)

≤
∞∑
n=1

l(In)

(3.46)

≤ m∗(A) + ε ,

para cada ε > 0, mostrando que a identidade (3.44) ocorre, ou seja, o conjunto (a ,∞)

�e um conjunto Lebesgue mensur�avel, completando a demonstra�c~ao.

�
Como consequência temos o:

Teorema 3.3.2 Todo conjunto de Borel (introduzido na De�ni�c~ao 2.7.1) �e Lebes-

gue mensur�avel.

Em particular, temos que todo subconjunto aberto de R e todo subconjunto

fechado de R ser�a Lebesgue mensur�avel, isto �e,

B ⊆ M .

Demonstração:
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Como M �e uma σ-�algebra e, do Lema 3.3.5 acima, temos que (a ,∞) ∈ M ent~ao

teremos que

(−∞ , a] = (a ,∞)c ∈ M . (3.54)

Logo, de (3.54), teremos:

(−∞ , b) =

∞∪
n=1

(
−∞ , b−

1

n

]
︸ ︷︷ ︸

(3.54)
∈ M

∈ M , (3.55)

(a , b) = (−∞ , b)︸ ︷︷ ︸
(3.55)
∈ M

∩ (a ,∞)︸ ︷︷ ︸
(3.40)
∈ M

∈ M .

Logo podemos concluir que todo intervalo aberto de R �e Lebesgue mensur�avel, isto

�e, pertencer�a a M .

Da Proposi�c~ao 2.5.3, temos que cada subconjunto aberto de R �e reuni~ao enumer�avel

de intervalos abertos de R.
Logo tamb�em ser�a Lebesgue mensur�avel, isto �e, pertencer�a a M .

Com isto temos que todo subconjunto fechado de R ser�a Lebesgue mensur�avel, pois

seu complementar �e um subconjunto aberto em R.
Logo M �e uma σ-�algebra que cont�em todos os intervalos aberto de R logo, da

De�ni�c~ao da σ-�algebra de Borel B (isto �e, a De�ni�c~ao 2.7.1) deveremos ter

B ⊆ M ,

completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 3.3.2 Poder��amos ter feito uma demonstra�c~ao mais direta do Teo-

rema 3.3.2 acima, utilizando o fato que M �e uma σ-�algebra em R, o Lema 3.3.5

acima e a Observa�c~ao 2.7.1.

Podemos agora introduzir a:

Definição 3.3.2 Seja E ∈ M .

De�nimos a medida de Lebesgue do conjunto E, indicada por m(E), como

sendo

m(E)
.
= m∗(E) . (3.56)

Observação 3.3.3 A De�ni�c~ao 3.3.2 acima nos diz que

m
.
= m∗

|M
, (3.57)

ou seja, a fun�c~ao m �e a restri�c~ao da medida exterior m∗, aos conjuntos Lebesgue

mensur�aveis.

Em particular, a medida de Lebesgue �e invariante por transla�c~oes.
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A medida de Lebesgue tem as seguintes duas propriedades importantes:

Proposição 3.3.1 Seja (En)n∈N uma sequência de conjuntos Lebesgue mensur�aveis.

Ent~ao vale

m

( ∞∪
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

m(En). (3.58)

Se a cole�c~ao {En ; n ∈ N} de conjuntos Lebesgue mensur�aveis �e disjunta, ent~ao

a desigualdade acima tornar-se-�a um igualdade, isto �e,

m

( ∞∪
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

m(En). (3.59)

Demonstração:

A desigualdade (3.58) segue do fato que a medida de Lebesgue m, �e a restri�c~ao da

medida exterior m∗ �a σ-�algebra M e da Proposi�c~ao 3.2.2.

Mostremos a identidade (3.59).

Observemos que para uma cole�c~ao �nita {En ; n ∈ N} de conjuntos Lebesgue men-

sur�aveis cujos elementos s~ao, dois a dois, disjuntos, do Lema 3.3.4, com A
.
= R, como

n∪
i=1

En ∈ M , teremos:

m

(
n∪
i=1

En

)
(3.59)
= m∗

(
n∪
i=1

En

)
(3.27) com A=R

=

n∑
i=1

m∗(En)

(3.59)
=

n∑
i=1

m(En) , (3.60)

ou seja, a medida m �e �nitamente aditiva em M .

Se a cole�c~ao {En ; n ∈ N} formada por conjuntos Lebesgue mensur�aveis �e disjunta e

in�nita ent~ao temos que
n∪
i=1

Ei ⊆
∞∪
i=1

Ei .

Logo, do item 3. da Proposi�c~ao 3.2.1, segue que

m

(∞∪
i=1

Ei

)
≥ m

(
n∪
i=1

Ei

)
(3.60)
=

n∑
i=1

m(En) . (3.61)
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Como o lado esquerdo da desigualdade (3.61) acima n~ao depende de n teremos,

passando o limite em (3.61), quando n→ ∞, obteremos

m

(∞∪
i=1

Ei

)
≥

∞∑
i=1

m(En) .

Desta desigualdade e da desigualdade (3.58), segue a igualdade (3.59), como quer��amos

demonstrar.

�
Para o pr�oximo resultado precisaremos do:

Lema 3.3.6 Sejam E , F ∈ M .

1. Se E ⊆ F, ent~ao
m(E) ≤ m(F) ; (3.62)

2. Se E ⊆ F e m(E) <∞, ent~ao

m(F \ E) = m(F) −m(E) . (3.63)

Demonstração:

O item 1. acima, segue de (3.56) e do item 3. da Proposi�c~ao 3.2.1.

Para o item 1. temos que

F = E︸︷︷︸
.
=A1

∪(F \ E︸︷︷︸
.
=A2

) e E ∩ (F \ E) = ∅. (3.64)

Como A1 , A2 ∈ M e s~ao disjuntos, teremos

m(F)
(3.64)
= m(A1 ∪A2)

A1∩A2=∅ ,A1 ,a2∈M e a Proposi�c~ao 3.58
= m(A1) +m(A2)

(3.64)
= m(E) +m(F \ E) . (3.65)

Como m(E) <∞, isto implicar�a em

m(F \ E) = m(F) −m(E) ,

como quer��amos demonstrar.

�
Podemos agora enunciar e demonstrar a:

Proposição 3.3.2
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1. Seja (En)n∈N a uma sequência de conjuntos Lebesgue mensur�aveis crescente,

isto �e,

En ⊆ En+1 , para cada n ∈ N . (3.66)

Ent~ao

m

(∞∪
i=1

Ei

)
= lim

n→∞m(En) . (3.67)

2. Seja (Fn)n∈N seja uma sequência de conjuntos Lebesgue mensur�aveis, decres-

cente, isto �e,

Fn+1 ⊆ Fn , para cada n ∈ N , (3.68)

de modo que

m(F1) <∞ . (3.69)

Ent~ao

m

(∞∩
i=1

Fi

)
= lim

n→∞m(Fn). (3.70)

Demonstração:

Do item 1.:

Observemos que se

m(Eno
) = ∞ , para algum no ∈ N , (3.71)

como

Eno
⊆ Ek , para todo k ≥ no e Eno

⊆
∞∪
i=1

Ei ,

do item 1. do Lema 3.3.6, segue que

∞ (3.71)
= m(Eno

) ≤ m(Ek) ≥ e ∞ (3.71)
= m(Eno

) ≤ m

(∞∪
i=1

Ei

)
,

ou seja,

m

(∞∪
i=1

Ei

)
= ∞ = lim

n→∞m(En) ,

ou seja, a identidade (3.67) ocorrer�a trivialmente.

Podemos agora supor que

m(En) <∞ , para todo n ∈ N . (3.72)
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Sejam

A1
.
= E1 ,

An+1
.
= En+1 \ En (3.73)

= En+1 ∩ Enc , para cada n ∈ N .

Para cada n ∈ N temos que En ∈ M , e M �e σ-�algebra, segue que An ∈ M .

Por outro lado, como a sequência (En)n∈N �e crescente, segue que a sequência (An)n∈N
�e formada por conjuntos que s~ao, dois a dois, disjuntos.

Al�em disso, teremos:

En =

n∪
i=1

Ai e
∞∪
n=1

En =

∞∪
n=1

An . (3.74)

Deixaremos a veri�ca�c~ao destes fatos como exerc��cio para o leitor.

Logo

m

( ∞∪
n=1

En

)
(3.74)
= m

( ∞∪
n=1

An

)
Proposi�c~ao 3.3.1 aplicada a fam��lia {An ;n∈N}, que �e disjunta

=

∞∑
n=1

m(An)

= lim
n→∞

n∑
i=1

m(Ai) . (3.75)

Para cada n ∈ N, como temos (3.72), do item 2. do Lema 3.3.6, segue que

m(An+1)
(3.73)
= m (En+1) \ En)

(3.63)
= m(En+1) −m(En) . (3.76)

Logo a somas parcial de ordem n, da s�erie do lado direito de (3.75), ser�a dada por:

n∑
i=1

m(Ai) = m(A1) +m(A2) +m(A3) + · · ·+m(An)

(3.76)
= m( A1︸︷︷︸

=E1

) + [m(E2)−m(E1)] + [m(E3)−m(E2)] + · · ·+ [m(En) −m(En−1)]

= m(En) . (3.77)

Logo, de (3.75) e (3.77), teremos

m

( ∞∪
n=1

En

)
(3.77)
= lim

n→∞
n∑
i=1

m(Ai)

(3.77)
= lim

n→∞m(En) ,
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como quer��amos demonstrar.

Do item 2.:

Como sequência (Fn)n∈N �e decrescente segue que

Fn+1 ⊆ Fn , para cada n ∈ N .

Logo, para cada n ∈ N, do item 1. do Lema 3.3.6, segue que

m(Fn+1) ≤ m(Fn) ≤ m(F!) . (3.78)

Logo de (3.78) e do fato que

m(F1) <∞ ,

segue que

m(Fn) <∞ para todo n ∈ N . (3.79)

Para cada n ∈ N, consideremos

En
.
= F1 \ Fn . (3.80)

Como a sequência (Fn)n∈N �e formada por conjuntos Lebesgue mensur�aveis segue

que a sequência (En)n∈N ser�a formada por conjuntos Lebesgue mensur�aveis (pois M �e

σ-�algebra).

Al�em disso, a a sequência de conjuntos (Fn)n∈N �e decrescente, segue que a sequência

de conjutos (En)n∈N crescente.

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao deste fato.

Logo, do item 1., segue que

m

( ∞∪
n=1

En

)
(3.67)
= lim

n→∞m(En)

item 2. do Lema 3.3.6, aplicado a (3.80)
= lim

n→∞[m(F1) −m(Fn)]

= m(F1) − lim
n→∞m(Fn). (3.81)

Como ∞∪
n=1

En
(3.80)
=

∞∪
n=1

[F1 \ Fn]

=

∞∪
n=1

[F1 ∩ Fnc]

= F1 ∩ [

∞∪
n=1

Fcn︸ ︷︷ ︸
∞∩
n=1

Fn


c

]

= F1 \

∞∩
n=1

Fn .
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Como
∞∩
n=1

Fn ∈ M ,
∞∩
n=1

Fn ⊆ F1 e m(F1) <∞, teremos

m

( ∞∩
n=1

Fn

)
(3.62)

≤ M(F1) <∞ .

Logo do item 2. do Lema 3.3.6), segue que

m

( ∞∪
n=1

En

)
= m(F1) −m

( ∞∩
n=1

Fn

)
. (3.82)

Logo comparando (3.81) e (3.82), segue que

m

(∞∩
i=1

Fi

)
= lim

n→∞m(Fn) ,

obtendo a identidade (3.70) e completando a demonstra�c~ao.

�
Para �nalizar esta se�c~o temos o resultado a seguir, cuja demonstra�c~ao ser�a deixada

como exerc��cio para o leitor (trata-se Exerc��cio 13, p�agina 62, do livro do Royden [HLR]):

Proposição 3.3.3 (Primeiro Prinćıpio de Littlewood) Seja E ⊆ R. S~ao equiva-

lentes:

1. o conjunto E �e um conjunto Lebesgue mensur�avel;

2. dado ε > 0, existe um conjunto aberto O ⊆ R, tal que

E ⊆ O e m∗(O \ E) < ε ; (3.83)

3. dado ε > 0, existe um conjunto fechado F ⊆ R, tal que

F ⊆ E e m∗(E \ F) < ε; (3.84)

4. existe um Gδ conjunto G ⊆ R, tal que

E ⊆ G e m∗(G \ E) = 0 ; (3.85)

5. existe um Fσ conjunto F ⊆ R tal que

F ⊆ E e m∗(E \ F) = 0 . (3.86)

6. Se

m∗(E) <∞ , (3.87)

ent~ao os itens acima s~ao equivalente a: dado ε > 0, existe uma cole�c~ao �nita

de intervalos abertos, que denotaremos por U , tal que

m∗[(U \ E) ∪ (E \ U)] < ε . (3.88)



3.4. CONJUNTO N~AO LEBESGUE MENSUR�AVEL 103

3.4 Conjunto Não Lebesgue Mensurável

Nesta se�c~ao exibiremos um subconjunto de R que não �e Lebesgue mensur�avel.

Para tanto introduziremos a:

Definição 3.4.1 Sejam, x , y ∈ [0 , 1).

De�nimos a adição, módulo 1, de x e y, indicada por x
◦
+ y, como sendo

x
◦
+ y

.
=

{
x+ y , se x+ y < 1 ,

x+ y− 1 , se x+ y ≥ 1
. (3.89)

Observação 3.4.1

1. Se associarmos a cada x ∈ [0 , 1), o ângulo 2π x, ent~ao a opera�c~ao
◦
+ corre-

ponder�a a adi�c~ao de âgulos.

2. A opera�c~ao
◦
+ �e comutativa, associativa, levando um par de n�umero reais que

pertencem [0 , 1)× [0 , 1), em [0 , 1), ou seja,

◦
+ : [0 , 1)× [0 , 1) → [0 , 1) .

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao destes fatos.

Com isto podemos introduzir a:

Definição 3.4.2 Se yo ∈ [0, 1) e E ⊆ [0, 1), podemos de�nir a translação, módulo 1,

do conjunto E, por yo, indicada por E
◦
+ yo, como sendo o subconjunto de [0 , 1)

dado por:

E
◦
+ yo

.
= {z ∈ [0 , 1) ; z = x

◦
+ yo para algum x ∈ E} . (3.90)

Observação 3.4.2 Se considerarmos a adi�c~ao m�odulo 1 como a adi�c~ao de ângulos,

ent~ao a transla�c~ao m�odulo 1 de um conjunto E por yo ∈ [0 , 1), ser�a a rota�c~ao do

conjunto E, de um ângulo 2πyo.

Com isto temos o:

Lema 3.4.1 Sejam E ⊆ [0, 1) um conjunto Lebesgue mensur�avel e yo ∈ [0, 1).

Ent~ao o conjunto E
◦
+ y �e um conjunto Lebesgue mensur�avel e

m(E
◦
+ yo) = m(E) . (3.91)
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Demonstração:

Consideremos os conjuntos:

E1
.
= E ∩ [0 , 1− yo) e E2

.
= E ∩ [1− yo , 1) . (3.92)

Notemos que os conjunto E1 e E2 s~ao disjuntos e Lebesgue mensur�aveis, cuja reuni~ao

�e o conjunto E.

Logo, da Proposi�c~ao 3.3.1, segue que

m(E)
(3.59)
= m(E1) +m(E2) . (3.93)

Para cada x ∈ E1, temos que

x < 1− yo , ou seja, x+ yo < 1 .

Assim

E1
◦
+ yo

(3.90) e, de (3.89), temos x
◦
+yo=x+yo

= E1 + yo . (3.94)

Logo o conjunto E1
◦
+ yo �e Lebesgue mensur�avel e, como a medida de Lebesgue �e

invariante por transla�c~oes (veja a Observa�c~ao 3.3.3), segue que

m
(
E1

◦
+ yo

)
(3.94)
= m(E1 + yo)

Observa�c~ao 3.3.3
= m(E1) . (3.95)

Por outro lado, para cada x ∈ E2 ⊆ [0 , 1), temos que

x+ yo ≥ 1 .

Assim

E2
◦
+ yo

(3.90) e, de (3.89), temos x
◦
+yo=x+yo−1

= E2 + (yo − 1) . (3.96)

Logo o conjunto E2
◦
+ yo ser�a Lebesgue mensur�avel e, como a medida de Lebesgue

�e invariante por transla�c~oes (veja a Observa�c~ao 3.3.3), segue que

m
(
E2

◦
+ yo

)
(3.96)
= m[E2 + (yo − 1)]

Observa�c~ao 3.3.3
= m(E2). (3.97)

A�rmamos que

E
◦
+ yo =

[
E1

◦
+ yo

]
∪
[
E2

◦
+ yo

]
, (3.98)(

E1
◦
+ yo

)
∩
(
E2

◦
+ yo

)
= ∅ . (3.99)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixadas como exerc��cio para o leitor.
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Portanto, da Proposi�c~ao 3.3.1, segue que

m
[
E

◦
+ yo

]
(3.59)
= m

[
E1

◦
+ yo

]
+m

[
E2

◦
+ yo

]
(3.95) e (3.97)

= m(E1) +m(E2)

E=E1∪E2 ,E1∩E2=∅ e (3.59)
= m(E) ,

mostrando a validade da identidade (3.91), completando a demonstra�c~ao.

�
Com isto temos podemos introduzir a:

Definição 3.4.3 Sejam x , y ∈ [0 , 1).

Diremos que x é equiavelente à y, denotando por x ∼ y, se

(x− y) ∈ Q .

Observação 3.4.3

1. A rela�c~ao ∼ �e uma rela�c~ao de equivalência em [0 , 1).

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

2. Denotemos a classe de equivalência de a ∈ [0 , 1), por [x], ou seja,

[a]
.
= {x ∈ [0 , 1) ; x− a ∈ Q} .

3. Logo podemos considerar o espaço quociente, indicado por [0 , 1)/ ∼, formado

por todas as classes de equivalência da rela�c~ao ∼, a saber:

[0 , 1)/ ∼
.
= {[a] ; a ∈ [0 , 1)} .

4. O conjunto [0 , 1)/ ∼, �car�a , dividido em classes de equivalência onde dois

elementos estar~ao na mesma classe se eles diferem por um racional e estar~ao

em classes diferentes se eles diferem de um n�umero irraional.

De fato, se

x , y ∈ [a] ,

se, e somente se: x− a , y− a ∈ Q ,
ou, seja: x− y = (x− a)︸ ︷︷ ︸

∈Q

−(y− a)︸ ︷︷ ︸
∈Q

∈ Q .

Por outro lado,

x ∈ [a] ̸= [b] ∋ y ,
se, e somente se: x− a , y− b ∈ Q , mas a− b ̸∈ Q ,

ou, seja: x− y = (x− a)︸ ︷︷ ︸
∈Q

−(y− b)︸ ︷︷ ︸
∈Q

+(a− b)︸ ︷︷ ︸
∈I

∈ I .
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5. Como o conjunto [0 , 1) �e a reuni~ao de todas as classes de equivalência pela

rela�c~ao ∼, isto �e,

[0 , 1) =
∪

a∈[0 ,1)

[a] ,

do Axioma da Escolha (ou seja, o Axioma 1.3.1), existe um subconjunto

P ⊆ [0 , 1)/ ∼ , (3.100)

que cont�em, exatamente, um elemento de cada uma das classes de equi-

valência de [0 , 1)/ ∼.

6. Seja (ri)i∈N, uma enumera�c~ao dos n�umeros racionais que pertecem ao intevalo

[0 , 1), com ro
.
= 0.

Para cada i ∈ N, de�namos

Pi
.
= P

◦
+ ri . (3.101)

Com isto, temos que

Po = P .

7. Notemos que, se x ∈ Pi ∩ Pj, ent~ao

pi
◦
+ ri = x = pj

◦
+ rj , para pi, pj ∈ P .

Observemos que:

(a) uma possibilidade seria:

pi + ri , pj + rj < 1 ,

ou seja

x = pi
◦
+ ri

(3.89)
= pi + ri

e

x = pj
◦
+ rj

(3.89)
= pj + rj , para pi , pj ∈ P . (3.102)

Neste caso, segue que:

pi − pj
(3.102)
= (x− ri) − (x− rj)

= rj︸︷︷︸
∈Q

− rj︸︷︷︸
∈Q

∈ Q ,

ou seja, pi ∼ pj .
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(b) outra possibilidade seria:

pi + ri > 1 e pj + rj < 1 ,

isto �e,

x = pi
◦
+ ri

(3.89)
= pi + ri − 1

e

x = pj
◦
+ rj︸︷︷︸

∈Q

(3.89)
= pj + rj , para pi , pj ∈ P . (3.103)

Neste caso, segue que:

pi − pj
(3.103)
= (x− ri + 1) − (x− rj)

= rj︸︷︷︸
∈Q

− ri︸︷︷︸
∈Q

+1 ∈ Q ,

logo pi ∼ pj .

(c) outra possibilidade, semelhante a do item 7b. acima, seria:

pi + ri < 1 e pj + rj > 1 ,

ou seja, isto �e,

x = pi
◦
+ ri

(3.89)
= pi + ri

e

x = pj
◦
+ rj︸︷︷︸

∈Q

(3.89)
= pj + rj − 1 , para pi , pj ∈ P . (3.104)

Neste caso, segue que:

pi − pj
(3.103)
= (x− ri) − (x− rj − 1)

= rj︸︷︷︸
∈Q

− ri︸︷︷︸
∈Q

−1 ∈ Q ,

logo pi ∼ pj .

(d) �nalmente, a �ultima possibilidade seria:

pi + ri , pj + rj > 1 ,

isto �e,

x = pi
◦
+ ri = pi + ri − 1

e

x = pj
◦
+ rj = pj + rj − 1 para pi , pj ∈ P . (3.105)
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Neste caso, segue que:

pi − pj
(3.105)
= (x− ri − 1) − (x− rj − 1)

= rj︸︷︷︸
∈Q

− ri︸︷︷︸
∈Q

∈ Q ,

logo pi ∼ pj .

Como o conjunto P cont�em um �unico elemento de cada classe de equivalência

deveremos, em todas as 4 possibilidades acima deveremos ter

i = j .

Portanto

Pi ∩ Pj = ∅ , se i ̸= j ,

ou ainda, a sequência (Pi)i∈N �e uma sequência de conjuntos, dois as dois

disjuntos.

8. Por outro lado, temos que x ∈ [0 , 1) pertence a alguma classe de equivalência

de [0 , 1)/ ∼, logo ele ser�a equivalente a algum (eventualemnte, v�arios) ele-

mentos do conjunto P, ou seja existe y ∈ [0 , 1) tal que

x ∈ [y] .

Logo, se x ∈ [0 , 1), ele ir�a diferir de algum elemento de P, por um racional

ri, ou seja, existe io ∈ N tal que

x ∈ Pio .

Portanto

[0, 1) =

∞∪
i=1

Pi .

9. Se o conjunto P fosse um conjunto Lebesgue mensurável ent~ao, do Lema

3.4.1, para cada i ∈ N, o conjunto Pi, que �e uma transla�c~ao m�odulo 1 do

conjunto P (veja (3.101)), tamb�em seria um conjunto Lebesgue mensur�avel.

Al�em disso, tamb�em do Lema 3.4.1, tamb�em ter��amos:

m(Pi) = m(P) , para cada i ∈ N . (3.106)

Portanto,

m([0 , 1))
[0 ,1)=

∪∞
i=1 Pi e Pi∩Pj=∅ , para i ̸=j e a Proposi�c~ao 3.3.1 (ou ainda, (3.59))

=

∞∑
i=1

m(Pi)

(3.106)
=

∞∑
i=1

m(P) . (3.107)
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Notemos que o lado direito da identidade (3.107)acima ser�a igula a:{
0 , se m(P) = 0 ,∞ , se m(P) > 0

,

mas isto �e um absurdo, pois o lado esquerdo da identidade (3.107) �e

m([0 , 1)) = l([0 , 1)) = 1 .

Portanto o conjunto P não é Lebesgue mensurável.

10. Notemos que, na constru�c~ao acima, n~ao �zemos uso de nenhuma propriedade

intr��nsica da medida de Lebesgue, a n~ao ser a da invarian�ca por transla�c~oes

e da enumerabilidade aditiva, ou seja, podemos utilizar as mesma id�eias para

demonstrar o:

Teorema 3.4.1 Na situa�c~ao da Observa�c~ao (3.4.3) acima, se uma fun�c~ao m, de-

�nida numa σ-�algebra formada por subconjuntos de R que cont�em o conjunto P

de�nido na Observa�c~ao (3.4.3) acima, �e invariante por transla�c~oes e �e enumera-

velmente aditiva ent~ao

m([0 , 1)) =


0

ou∞ .

3.5 Funções Mensuráveis

Nosso objetivo �e introduzir a no�c~ao de uma fun�c~ao f : A ⊆ R → R∗ ser uma função Lebes-

gue mensurável.

Ante de introduzir tal de�ni�c~ao, temos a:

Proposição 3.5.1 Sejam D ∈ M e f : D→ R∗ uma fun�c~ao.

S~ao equivalentes:

1. Para cada α ∈ R, o conjunto

{x ∈ D ; f(x) > α} ∈ M ,

ou seja, �e um conjunto Lebesgue mensur�avel.

2. Para cada α ∈ R, o conjunto

{x ∈ D ; f(x) ≥ α} ∈ M ,

ou seja, �e um conjunto Lebesgue mensur�avel.
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3. Para cada α ∈ R, o conjunto

{x ∈ D ; f(x) < α} ∈ M ,

ou seja, �e um conjunto Lebesgue mensur�avel.

4. Para cada α ∈ R, o conjunto

{x ∈ D ; f(x) ≤ α} ∈ M ,

ou seja, �e um conjunto Lebesgue mensur�avel.

5. Al�em disso, para cada α ∈ R, se quaisquer um dos quatro itens acima ocorrer

temos que, o conjunto

{x ∈ D ; f(x) = α} ∈ M ,

ou seja, �e um conjunto Lebesgue mensur�avel.

Demonstração:

Mostremos que 1. implicar�a em 4:

Para cada α ∈ R, temos que

{x ∈ D ; f(x) ≤ α} = {x ∈ D ; f(x) > α}︸ ︷︷ ︸
de 1.
∈ M

c ∈ M ,

ou seja, 4. ocorrer�a.

De modo semelhante, podemos mostrar que 4. implicar�a em 1., que 2. implicar�a em

3. e que 3. implicar�a em 2..

Deixaremos a elabora�c~ao destes casos como exerc��cio para o leitor.

Mostremos que 1. implicar�a em 2.:

Observemos que, para cada α ∈ R, teremos:

{x ∈ D : f(x) ≥ α} =
∞∩
n=1

{
x ∈ D ; f(x) > α−

1

n

}
︸ ︷︷ ︸

de 1.
∈ M

∈ M ,

ou seja, 2. ocorrer�a.

Mostremos que 2. implicar�a 1.:

Observemos que, para cada α ∈ R, teremos:

{x ∈ D : f(x) > α} =

∞∪
n=1

{
x ∈ D ; f(x) ≥ α+

1

n

}
︸ ︷︷ ︸

de 2.
∈ M ,

∈ M ,
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ou seja, 1. ocorrer�a.

Com isto mostramos que 1. ocorrer�a, se, e somente se, 2. ocorrer, se e somente se,

3. ocorrer, se, e somente se, 4. ocorrer.

Supondo que 1., 2., 3. ou 4. ocorra, para cada α ∈ R, teremos:

{x ∈ D ; f(x) = α} = {x ∈ D ; f(x) ≥ α}︸ ︷︷ ︸
de 2.
∈ M

∩ {x ∈ D ; f(x) ≤ α}︸ ︷︷ ︸
de 4.
∈ M

∈ M ,

isto �e, 5. ocorrer�a, completando a demonstra�c~ao.

�
Com isto podemos introduzir a:

Definição 3.5.1 Diremos que uma fun�c~ao f : D→ R∗ �e uma função Lebesgue men-

surável, se D ∈ M e se a fun�c~ao f satisfaz uma das quatro primeiras propriedades

da Proposi�c~ao 3.5.1 acima (a saber, 1., 2., 3. ou 4.).

Observação 3.5.1

1. Observemos que, do item 1. da Proposi�c~ao 3.5.1 acima, a fun�c~ao f : D→ R∗

ser�a Lebesgue mensur�avel se, e somente se, para cada D ∈ M e para cada

α ∈ R teremos

f−1( (α ,∞] ) ∈ M . (3.108)

De fato, pois

f−1( (α ,∞] ) = {x ∈ D ; f(x) > α} .

2. De modo semelhante, dos itens 2., 3. ou 4., da Proposi�c~ao 3.5.1 acima,

respectivamente, temos que a fun�c~ao f : D → R∗ ser�a Lebesgue mensur�avel

se, e somente se, para cada D ∈ M e para cada α ∈ R temos uma das seguites

situa�c~oes:

(a) no caso de 2., teremos

f−1( [α ,∞] ) ∈ M . (3.109)

De fato, pois

f−1([α ,∞)) = {x ∈ D ; f(x) ≥ α} .

(b) no caso de 3., teremos

f−1( [−∞ , α) ) ∈ M . (3.110)

De fato, pois

f−1( [−∞ , α) ) = {x ∈ D ; f(x) < α} .
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(c) no caso de 4., teremos

f−1( [−∞ , α] ) ∈ M . (3.111)

De fato, pois

f−1( [−∞ , α] ) = {x ∈ D ; f(x) ≤ α} .

3. Se f : E → R∗ �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel e F ⊆ E �e um conjunto

Lebesgue mensur�avel, ent~ao a restri�c~ao da fun�c~ao f ao conjunto F, tamb�em

ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel, isto �e, a fun�c~ao f|F : F→ R∗ ser�a uma

fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao deste fato.

Consideremos os seguintes exemplos:

Exemplo 3.5.1 Se f : R → R �e uma fun�c~ao constante em R.
Ent~ao a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel.

Resolução:

De fato, se

f(x)
.
= C , para cada x ∈ R , (3.112)

e α ∈ R, teremos:

{x ∈ R ; f(x) > α} =

{
∅ , , se α ≥ C
R , se α < C

e estes conjuntos, isto �e, o conjunto ∅ e o conjunto R, s~ao Lebesgue mensur�aveis.

�
Temos o seguinte importante:

Exemplo 3.5.2 Seja E ∈ M .

Ent~ao a função caracteŕıstica do conjunto E , indicada por XE, onde a fun�c~ao

XE : R → R �e dada por

XE(x)
.
=

{
1 , se x ∈ E
0 , se x ̸∈ E

, (3.113)

�e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

Resolução:

De fato, para cada α ∈ R, temos as seguinte possibilidades:

{x ∈ R ; XE(x) > α} =


∅ , se α ≥ 1 ,
E , se α ∈ [0 , 1) ,

R , se α ∈ (−∞ , 0)

e todos estes conjuntos, isto �e, os conjuntos ∅, E, R, s~ao Lebesgue mensur�aveis.

Outro caso importante �e dado pelo:
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Exemplo 3.5.3 Se a fun�c~ao f : R → R �e uma fun�c~ao cont��nua em R, ent~ao ela

ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

Resolução:

De fato, para α ∈ R temos, pelo item 2. da Observa�c~ao 2.5.1, que o conjunto (α ,∞)

ser�a um subconjunto aberto de R.
Logo, da Proposi�c~ao 2.6.2, segue que o conjunto

f−1( (α ,∞) )

ser�a um subconjunto aberto de R.
Portanto, pela Proposi�cao 2.5.3, este conjunto poder�a ser escrito como reuni~ao enu-

mer�avel de intervalos abertos de R, que, por sua vez, s~ao conjuntos Lebesgue men-

sur�aveis (pois s~ao boreleanos).

Portanto

f−1( (α ,∞) ) ∈ M ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 3.5.1, que a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel.

�

Observação 3.5.2 Podemos substituir o conjunto R, do dom��nio da fun�c~ao f, do

Exemplo 3.5.3 acima, por um conjunto E ∈ M , que o resultado continuar�a v�alido,

ou seja, se E ∈ M e a fun�c~ao f : E → R �e cont��nua em E, ent~ao a fun�c~ao f ser�a

Lebesgue mensur�avel.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Um outro caso importante �e dado pelo:

Exemplo 3.5.4 Se a fun�c~ao f : R → R �e uma fun�c~ao mon�otona em R, ent~ao ela

ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

Resolução:

Mostraremos que se a fun�c~ao f �e mon�otona crescente em R, ent~ao ela ser�a uma

fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

O caso que a fun�c~ao f �e mon�otona decrescente em R ser�a deixado como exerc��cio

para o leitor.

Para cada α ∈ R, como a fun�c~ao f �e mon�otona crescente, a�rmamos que:

f−1( (α ,∞) ) = {x ∈ R ; f(x) > α}

=



∅ ,
ou

(a ,∞) ,

ou

[a ,∞) .
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De fato, notemos que se

f−1( (α ,∞) ) = ∅ ∈ M .

Por outro lado, se

f−1( (α ,∞) ) ̸= ∅ ,

segue que existe

x ∈ f−1( (α ,∞) )

Notemos que se

y ≥ x ,

como a fun�c~ao f �e mon�otona crescente em R, segue que

f(y) ≥ f(x) > α ,

mostrando que

y ∈ f−1( (α ,∞) ) , ou seja, [x ,∞) ⊆ f−1( (α ,∞) ) ,

isto �e, o conjunto f−1( (α,∞) ) s�o poder�a ser de um dos dois tipos acima, a saber,

f−1( (α ,∞) ) = (a ,∞)
Teorema 3.3.2

∈ M ou f−1( (α ,∞) ) = [a ,∞)
Teorema 3.3.2

∈ M .

Em qualquer dos casos acima temos f−1( (α,∞) ) ∈ M que, pela De�ni�c~ao 3.5.1,

implcar�a que a fun�c~ao f ser�a Lebesgue mensur�avel, completando a resolu�c~ao.

�
Valem as opera�c~oes b�asicas com fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis, mais precisamente,

temos a:

Proposição 3.5.2 Sejam E ∈ M , f , g : E → R fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis e

c ∈ R.
Ent~ao as fun�c~oes

c · f , f+ g , f− g , f 2 , f · g e |f|

s~ao fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis.

Demonstração:

Mostremos que a fun�c~ao c · f �e Lesbesgue mensur�avel:

Para cada α ∈ R, notemos que:

i. Se

c = 0 , segue que c · f ≡ 0

e, do Exemplo 3.5.1, segue que a fun�c~ao constante (em particular, identicamente

nula) ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.
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ii. Se

c > 0 ,

ent~ao teremos que

{x ∈ E ; (c · f)(x) < α} c>0=
{
x ∈ E f(x) <

α

c

}
∈ M ,

pois a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

iii. Se

c < 0 ,

teremos

{x ∈ E ; (c · f)(x) < α} c<0=
{
x ∈ E ; f(x) > α

c

}
∈ M ,

pois a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

Logo, em qualquer um dos três casos acima, teremos que a fun�c~ao c · f �e uma fun�c~ao

Lebesgue mensur�avel.

Mostremos que a fun�c~ao f+ g �e Lesbesgue mensur�avel:

Para cada α ∈ R, se x ∈ E satisfaz

f(x) + g(x) < α ,

segue que: f(x) < α− g(x) .

Logo, do Corol�ario 2.2.1 (que �e consequência do axioma de Archimedes, a saber, o

Teorema 2.2.2), existir�a rx ∈ Q tal que

f(x) < rx < α− g(x) .

Assim

{x ∈ E ; (f+ g)(x) < α} =
∪
rx∈Q

{{x ∈ E ; f(x) < rx} ∩ {x ∈ E ; g(x) < α− rx}} . (3.114)

Como

{rx ; x ∈ E} ⊆ Q

e o conjunto Q �e enumeravel, segue que o conjunto {rx ; x ∈ E} tamb�em ser�a enumer�avel.

Para cada x ∈ E, como as fun�c~oes f e g s~ao Lebesgue mensur�aveis, segue que

{x ∈ E ; f(x) < rx} ∈ M e {x ∈ E ; g(x) < α− rx} ∈ M .

Como o conjunto {rx ; x ∈ E} �e enumer�avel, teremos:

∪
rx∈Q


{x ∈ E : f(x) < rx}︸ ︷︷ ︸

∈M

∩ {x ∈ E : g(x) < α− rx}︸ ︷︷ ︸
∈M︸ ︷︷ ︸

∈M


∈ M . (3.115)



116 CAP�ITULO 3. MEDIDA DE LEBESGUE EM R

Logo, de (3.114) e (3.115), segue que

{x ∈ E : (f+ g)(x) < α} ∈ M ,

ou seja, a fun�c~ao f+ g �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

Mostremos que a fun�c~ao f− g �e Lesbesgue mensur�avel:

Observemos que

f− g = f+ (−1) · g . (3.116)

Como a fun�c~ao g �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel segue, do primeiro caso mos-

trado acima, que a fun�c~ao (−1) · g ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

Logo, do segundo caso mostrado acima, segue que fun�c~ao do lado direito da identi-

dade (3.116) ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel, isto �e, a fun�c~ao f−g �e uma fun�c~ao

Lebesgue mensur�avel.

Mostremos que a fun�c~ao f 2 �e Lesbesgue mensur�avel:

Seja α ∈ R.
Temos as seguinte duas possibilidades:

i. se

α < 0 ,

segue que {
x ∈ E ; f 2(x) < α

}
= ∅ ∈ M .

ii. por outro lado, se

α ≥ 0 ,

segue que

f 2(x) < α se, e somente se, f(x) < −
√
α ou f(x) >

√
α . (3.117)

Logo{
x ∈ E ; f 2(x) < α

} (3.117)
=

{
x ∈ E ; f(x) <

√
α
}︸ ︷︷ ︸

∈M

∪
{
x ∈ E ; f(x) > −

√
α
}︸ ︷︷ ︸

∈M

∈ M ,

pois a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel,

Portanto, dos dois itens acima, segue que a fun�c~ao f 2 �e uma fun�c~ao Lebesgue men-

sur�avel.

Mostremos que a fun�c~ao f · g �e Lesbesgue mensur�avel:

Observemos que

f · g =
1

4

[
(f+ g)2 − (f− g)2

]
. (3.118)

Dos casos mostrados acima, segue que a fun�c~ao do lado direito da identidade (3.118)

acima, �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel, ou seja, a fun�c~ao f ·g �e uma fun�c~ao Lebesgue

mensur�avel.



3.5. FUNC� ~OES MENSUR�AVEIS 117

Mostremos que a fun�c~ao |f| �e Lesbesgue mensur�avel:

Seja α ∈ R.
Temos duas possibilidades:

i. se

α < 0 ,

segue que

{x ∈ E ; |f|(x)︸ ︷︷ ︸
=|f(x)|≥0

< α} = ∅ ∈ M .

ii. por outro lado, se

α ≥ 0 ,

teremos

|f(x)| < α se, e somente se, f(x) < α ou f(x) > −α . (3.119)

Logo

{x ∈ E ; |f|(x) < α} = {x ∈ E ; |f(x)| < α}
(3.119)
= {x ∈ E ; f(x) < α}︸ ︷︷ ︸

∈M

∪ {x ∈ E ; f(x) > −α}︸ ︷︷ ︸
∈M

∈ M ,

pois a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel.

Portanto a fun�c~ao |f| �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel, completando a demons-

tra�c~ao.

�

Observação 3.5.3 Sejam n ∈ N e c ∈ R e suponhamos satisfeitas as condi�c~oes da

Proposi�c~ao 3.5.2 acima.

Ent~ao da Proposi�c~ao 3.5.2 acima e do Exemplo 3.5.1, segue que as fun�c~oes

f+ c e f n ,

s~ao fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis.

Como consequência temos o importante:

Corolário 3.5.1 Sejam A ,E ⊆ R conjuntos Lebesgue mensur�aveis com A ⊆ E e

f : E→ R uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

Ent~ao a fun�c~ao f|A : A→ R �e Lebesgue mensur�avel.
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Demonstração:

Observemos que

f|A = f · XA . (3.120)

A veri�ca�c~ao deste fato �e simples e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Como A ∈ M segue, do Exemplo 3.5.2, que a fun�c~ao XA �e Lebesgue mensur�avel.

Assim, deste fato e da Proposi�c~ao 3.5.2, segue que a fun�c~ao f · XA �e Lebesgue men-

sur�avel logo, de (3.120), segue que a fun�c~ao f|A �e uma fun�c~ao Lebsegue mensur�avel,

completando a demonstra�c~ao.

�
Introduziremos agora a:

Definição 3.5.2 Sejam A ⊆ R e f : A→ R∗ uma fun�c~ao.

De�nimos a função parte positiva da função f, indicada por f+, como sendo

a fun�c~ao f+ : A→ R∗, dada por

f+(x)
.
= max{f(x) , 0} , para cada x ∈ A . (3.121)

De modo semelahnte, de�niremos a função parte negativa da função f, indi-

cada por f−, como sendo a fun�c~ao f− : A→ R∗, dada por

f−(x)
.
= max{−f(x) , 0} , para cada x ∈ A . (3.122)

Observação 3.5.4

1. Suponhamos que a representa�c~ao geom�etrica do gr�a�co da fun�c~ao f �e dada

pela �gura abaixo:

-

6

x

y

^

Gr�a�co de f

Ent~ao as representa�c~oes geom�etricas dos gr�a�cos das fun�c~oes f+ e f− ser~ao

dadas pelas seguintes �guras abaixo:
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-

6

x

y

^

Gr�a�co de f+

-

6

^

Gr�a�co de f−

x

y

2. �E f�acil ver que

f+(x) , f−(x) ≥ 0 , para cada x ∈ A . (3.123)

3. Notemos tamb�em que:

f = f+ − f− e |f| = f+ + f−. (3.124)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor veri�car.

4. Somando-se ou subtraindo-se as duas identidades (3.124) acima, obteremos

f+ =
1

2
(|f|+ f) e f− =

1

2
(|f|− f) . (3.125)

Com isto temos a:

Proposição 3.5.3 Sejam E ∈ M e f : E→ R∗ uma fun�c~ao.

Ent~ao a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel se, e somente se, as fun�c~oes f+ e f−

s~ao Lebesgue mensur�aveis.
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Demonstração:

A demonstra�c~ao segue das identidades em (3.125) acima e da Proposi�c~ao (3.5.2).

Deixaremos os detalhes da elabora�c~ao da mesma como exerc��cio para o leitor.

�
Um outro rsultado importante �e dado pela:

Proposição 3.5.4 Sejam E um subconjunto Lebesgue mensur�avel de R e (fn)n∈N
uma sequência de fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis de�nidas em E e tomando valores

em R.
Para k ∈ N �xado, consideremos as fun�c~oes fo , Fo , f , F , f

∗ , F∗ : E → R∗, dadas

por:

fo(x)
.
= min

i∈{1 ,2 ,··· ,k}
fi(x) , (3.126)

Fo(x)
.
= max

i∈{1 ,2 ,··· ,k}
fi(x) (3.127)

f(x)
.
= inf

n∈N
fn(x) , (3.128)

F(x)
.
= sup

n∈N
fn(x) (3.129)

f∗(x)
.
= lim inf

n∈N
fn(x) , (3.130)

F∗(x)
.
= lim sup

n∈N
fn(x) , (3.131)

para cada x ∈ E.
Ent~ao as fun�c~oes fo , Fo , f , F , f

∗ , F∗ s~ao Lebesgue mensur�aveis.

Demonstração:

1. Mostremos que fun�c~ao fo �e Lebesgue mensur�avel:

Para cada α ∈ R, notemos que

{x ∈ E ; fo(x) > α}
(3.126)
=

{
x ∈ E ; min

i∈{1 ,2 ,··· ,k}
fi(x) > α

}
=

k∩
i=1

{x ∈ E ; fi(x) > α}︸ ︷︷ ︸
∈M

∈ M

pois, para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , k}, a fun�c~ao fi �e Lebesgue mensur�avel.

Logo, a fun�c~ao fo ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

2. Mostremos que fun�c~ao Fo �e Lebesgue mensur�avel:
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Para cada α ∈ R, notemos que:

{x ∈ E ; Fo(x) > α}
(3.127)
=

{
x ∈ E ; max

i∈{1 ,2 ,··· ,k}
fi(x) > α

}
=

k∪
i=1

{x ∈ E ; fi(x) > α}︸ ︷︷ ︸
∈M

∈ M ,

pois, para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , k}, a fun�c~ao fi �e Lebesgue mensur�avel.

Logo, a fun�c~ao Fo ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

3. Mostremos que fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel:

Para cada α ∈ R, notemos que:

{x ∈ E ; f(x) > α} (3.128)
=

{
x ∈ E ; inf

n∈N
fn(x) > α

}
=

∞∩
n=1

{x ∈ E ; fn(x) > α}︸ ︷︷ ︸
∈M

∈ M ,

pois, para cada n ∈ N, a fun�c~ao fn �e Lebesgue mensur�avel.

Portanto, a fun�c~ao f ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

4. Mostremos que fun�c~ao F �e Lebesgue mensur�avel:

Para cada α ∈ R, notemos que:

{x ∈ E ; F(x) > α} (3.129)
=

{
x ∈ E ; sup

n∈N
fn(x) > α

}
=

∞∪
n=1

{x ∈ E ; fn(x) > α}︸ ︷︷ ︸
∈M

∈ M ,

pois, para cada n ∈ N, a fun�c~ao fn �e Lebesgue mensur�avel.

Portanto, a fun�c~ao F ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

5. Mostremos que fun�c~ao f∗ �e Lebesgue mensur�avel:

Consideremos a sequência de fun�c~oes (gn)n∈N onde, para cada n ∈ N, a fun�c~ao

gn : E→ R∗ �e dada por

gn(x)
.
= inf

m≥n
fm(x) , para cada x ∈ E . (3.132)

Do item 3. acima temos que, para cada n ∈ N, segue que a fun�c~ao gn �e uma

fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

Mas

f∗(x) = sup
n∈N

{
inf
m≥n

fn(x)

}
, para cada x ∈ E .

Logo, do item 4. acima, segue que a fun�c~ao f∗ �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.
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6. Mostremos que fun�c~ao F∗ �e Lebesgue mensur�avel:

Consideremos a sequência (Gn)n∈N onde, para cada n ∈ N, a fun�c~ao Gn : E→ R∗

�e dada por

Gn(x)
.
= sup

m≥n
fm(x) , para cada x ∈ E .

Para cada n ∈ N �xado, do item 4. acima, segue que a fun�c~ao Gn �e uma fun�c~ao

Lebesgue mensur�avel.

Mas

F∗(x) = inf
n∈N

{
sup
m≥n

fn(x)

}
, para cada x ∈ E .

Logo, do item 3. acima, segue que a fun�c~ao F∗ �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel,

completando a demonstra�c~ao.

�
Como consequência da Proposi�c~ao 3.5.4 acima, temos o:

Corolário 3.5.2 Sejam E um subconjunto Lebesgue mensur�avel de R e (fn)n∈N uma

sequência de fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis, de�nidas em E e tomando valores em

R, e f : E→ R uma fun�c~ao.

Suponhamos que

fn
p→ f , em E . (3.133)

Ent~ao a fun�c~ao f ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.

Demonstração:

Notemos que, para cada x ∈ E, teremos:

f(x) = lim
n→∞ fn(x)

item 5. da Proposi�c~ao 2.4.1
= lim sup

n→∞ fn(x) . (3.134)

Logo, de da Proposi�c~ao 3.5.4 acima (veja (3.131)) segue que a fun�c~ao f ser�a Lebesgue

mensur�avel em E, completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 3.5.5 O resultado acima podem ser estendido, trocando-se o contra-

dom��nio R por R∗.

Para maiores detalhes veja [RB], p�aginas 11 e 12.

Deixaremos a veri�ca�c~ao destes fatos como exerc��cio para o leitor.

Podemos agora introduzir a:
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Definição 3.5.3 Diremos que uma propriedade P ocorre quase toda parte (ou

quase sempre) , (em inglês, almost everywhere), indicando por q.t.p. (ou q.s.

e, em inglês, a.e.), se a propriedade P não ocorre em um conjunto Lebesgue

mensur�avel, cuja medida de Lebesgue �e zero, ou seja, a propriedade P ocorre em

E ∈ M e

m (Ec) = 0 .

Observação 3.5.6 A seguir exibiremos algumas situa�c~oes em que a De�ni�c~ao 3.5.3

acima, ser�a �util:

1. Sejam A ⊆ R e f , g : A→ R∗ duas fun�c~oes.

Diremos que

f = g , q.t.p. em A

se, e somente se, o conjunto

{x ∈ A ; f(x) ̸= g(x)} ∈ M

e al�em disso temos que

m ( {x ∈ A ; f(x) ̸= g(x)} ) = 0 .

2. Sejam A ⊆ R e f , fn : A→ R∗ fun�c~oes, para n ∈ N.

Temos que

fn → f , q.t.p. em A

se, e somente se, o conjunto

{x ∈ A ; fn(x) ̸→ f(x)} ∈ M

e al�em disso, temos que:

m ( {x ∈ A ; fn(x) ̸→ f(x)} ) = 0 .

Com isto temos a:

Proposição 3.5.5 Sejam E um conjunto Lebesgue mensur�avel e f , g : E→ R∗ duas

fun�c~oes, tais que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel e

g = f , q.t.p. em E . (3.135)

Ent~ao a fun�c~ao g tamb�em �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel.
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Demonstração:

Pela De�ni�c~ao 3.5.3, temos que o conjunto

A
.
= {x ∈ A : f(x) ̸= g(x)} ∈ M e m(A) = 0 . (3.136)

Assim

f = g , em E \A . (3.137)

Como A ,E ∈ M , do Corol�ario 3.5.2, segue que a fun�c~ao f|E\A �e uma fun�c~ao Lebesgue

mensur�avel, ou seja, para cada α ∈ R, temos que

{x ∈ E \A ; f(x) > α} ∈ M . (3.138)

Logo, para cada α ∈ R, teremos

{x ∈ E ; g(x) > α} E=E\A∪A= {x ∈ E \A ; g(x) > α}︸ ︷︷ ︸
g(x)=f(x), x∈E\A

∪{x ∈ A ; g(x) > α}

g
(3.137)

= f em E\A
= {x ∈ E \A ; f(x) > α} ∪ {x ∈ A ; g(x) > α}

= {x ∈ E \A ; f(x) > α}︸ ︷︷ ︸
(3.138)

∈ M

∪{x ∈ A ; g(x) > α} . (3.139)

Como

{x ∈ A ; g(x) > α} ⊆ A ,

do item 2. da Proposi�c~ao (3.2.1), segue que

0 ≤ m∗( {x ∈ A ; g(x) > α} )

≤ m∗(A)

A
(3.136)

∈ M
= m(A)

(3.136)
= 0 ,

ou seja,

m∗( {x ∈ A ; g(x) > α} ) = 0 .

Logo, do lema (3.3.1), segue que

{x ∈ A ; g(x) > α} ∈ M

e assim, (3.139) implicar�a que a fun�c~ao g ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel, como

quer��amos demonstrar.

�
Como consequência da Proposi�c~ao 3.5.5 acima temos o seguinte importante:
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Exemplo 3.5.5 Consideremos a fun�c~ao g : [a , b] → R, dada por

g(x)
.
=

{
1 , para x ∈ Q ∩ [a , b] ,

0 , para x ∈ I ∩ [a , b] .
(3.140)

Mostre que a fun�c~ao g �e Lebesgue mensur�avel em [a , b].

Resolução:

Consideremos a fun�c~ao f : [a , b] → R a fun�c~ao, dada por

f(x)
.
= 0 , para cada x ∈ [a , b] . (3.141)

Sabemos que a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel.

Notemos tamb�em que, de (3.140) e (3.141), temos que:

{x ∈ [a , b] ; g(x) ̸= f(x)} = Q ∩ [a , b] ,

Q ∩ [a , b]
Corol�ario 3.2.1 e o Lema 3.3.1

∈ M

e m (Q ∩ [a , b])
Corol�ario 3.2.1 e o Lema 3.3.1

= 0 ,

ou seja, g = f , q.t.p em [a , b] .

Logo, da Proposi�c~ao 3.5.5 segue que a fun�c~ao g �e Lebesgue mensur�avel em [a , b].

�
Como consequência temos o:

Corolário 3.5.3 Sejam E ∈ M , (fn)n∈N uma sequência de fun�c~oes Lebesgue men-

sur�aveis, de�nidas em E, tais que

fn
p→ f , q.t.p. em E , (3.142)

onde f : E→ R∗ �e uma fun�c~ao.

Ent~ao a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel em E.

Demonstração:

Como

fn
p→ f , q.t.p. em E ,

existe F ∈ M , tal que

fn(x) → f(x) , para x ∈ E \ F e m(F) = 0 . (3.143)

Logo

fn
p→ f , em E \ F

e, do Corol�ario 3.5.2, segue que a fun�c~ao f|E\F �e Lebesgue mensur�avel em E \ F.
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Como

f|E\F = f , q.t.p. em E ,

pois m(F)
(3.143)
= 0, da Proposi�c~ao 3.5.5 acima, segue que a fun�c~ao f �e Lebesgue men-

sur�avel em E, completando a demonstra�c~ao.

�
Para o pr�oximo conceito a ser introduzido precisaremos da:

Definição 3.5.4 Dados a , b ∈ R com a < b, diremos que uma cole�c~ao �nita de

pontos

P .
= {xi ; i ∈ {0 , 1 , · · · , n}}

contida no intervalo [a , b], �e uma partição do intervalo [a , b] se

xo = a < x1 < · · · < xn−1 < xn = b. (3.144)

Podemos agora introduzir a:

Definição 3.5.5 Uma fun�c~ao φ : [a , b] → R ser�a dita função degrau (ou escada),

se existir uma partic~ao do intervalo [a , b], que denotaremos por

P .
= {xi ; i ∈ {0 , 1 , · · · , n}} ,

e uma cole�c~ao de n n�umeros reais

{ci ; i ∈ {0 , 1 , · · · , n− 1}}, ,

de modo que

φ(x) = ci , (3.145)

para x ∈ [xi , xi−1], para algum i ∈ {0 , 1 , · · · , n− 1}

Observação 3.5.7 Grosseiramente falando, uma fun�c~ao φ : [a , b] → R ser�a uma

fun�c~ao degrau (ou escada) se, e somente se, ela �e constante por partes, em cada

subintervalo de�nido por uma parti�c~ao do intervalo [a , b].

Com isto temos a:

Proposição 3.5.6 (Segundo Prinćıpio de Littlewood) Seja f : [a , b] → R∗ fun�c~ao

Lebesgue mensur�avel, tal que os conjunto

{x ∈ E ; f(x) = ∞} , {x ∈ E ; f(x) = −∞} ∈ M (3.146)

e têm medida de Lebesgue igual a zero, isto �e:

m( {x ∈ [a , b] ; f(x) = ∞} ) = m( {x ∈ [a , b] ; f(x) = −∞} ) = 0 . (3.147)
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Ent~ao, dado ε > 0, podemos encontrar uma fun�c~ao degrau (ou escada) φ :

[a , b] → R e uma fun�c~ao h : [a , b] → R cont��nua em [a , b], de modo que

|f(x) −φ(x)| < ε e |f(x) − h(x)| < ε , para cada x ∈ A ⊆ [a , b] , (3.148)

onde

A ∈ M e m([a , b] \A) < ε ,

isto �e,

m( {|f(x) −φ(x)| ≥ ε} ) , m( {|f(x) − h(x)| ≥ ε} ) < ε. (3.149)

Al�em disso, se

m ≤ f(x) ≤M, para cada x ∈ [a , b] , (3.150)

poderemos escolher a fun�c~ao φ e a fun�ca~o h, de modo que satisfa�cam a esta

condi�c~ao, isto �e,

m ≤ φ(x) , h(x) ≤M, para cada x ∈ [a , b] . (3.151)

Demonstração:

A demonstra�c~ao desta propriedade ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (ver o

Exerc��cio 23, da p�agina 70 de [HLR]).

�
Para �nalizar esta se�c~ao temos a:

Definição 3.5.6 Seja E um subconjunto Lebesgue mensur�avel de R.
Diremos que uma fun�c~ao φ : E→ R �e uma função simples, se ela �e uma fun�c~ao

Lebesgue mensur�avel e ela assumir somente um n�umero �nito de valores.

Observação 3.5.8

1. Notemos que, uma fun�c~ao φ : E → R �e uma fun�c~ao simples e assume os

valores

a1 , a2 , · · · , an ∈ R

se, e somente se, podemos escrevê-la na seguinte forma:

φ =

n∑
i=1

ai · XAi
. (3.152)

onde, para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, temos que

Ai ∈ M .

Notemos que, basta tomar

Ai
.
= φ−1({ai}) ,

para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n}.
Deixaremos os detalhes da veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.



128 CAP�ITULO 3. MEDIDA DE LEBESGUE EM R

2. Observemos que a soma, o produto e a diferen�ca de fun�c~oes simples �e uma

fun�c~ao simples.

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao deste fato.

3. Vale observar que uma fun�c~ao simples φ : E→ R, pode ter muitas (in�nitas)

representa�c~oes do tipo (3.152) acima.

Por�em se pedirmos que a cole�c~ao formada pelo valores assumidos pela fun�c~ao

φ, ou seja, o conjunto

{ai ; i ∈ {1 , 2 , · · · , n}} ,

seja formada somente por valores distintos e n~ao nulos e de�nirmos os con-

juntos

Ai
.
= {x ∈ E ; φ(x) = ai} , (3.153)

para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, ent~ao estes conjuntos ser~ao, dois a dois, disjuntos

(pois ai ̸= aj, se i ̸= j) e, neste caso, a representa�c~ao (3.152) ser�a �unica.

Para maiores detalhes, veja p�agina 27 de [RB].

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao destes fatos.

Tal representa�c~ao da fun�c~ao simples φ : E→ R ser�a dita representação canôni

ca.

3.6 Terceiro Prinćıpio de Littlewood

At�e o momento nos deparamos com dois princ��pios de Littlewood, a saber, o primeiro,

seria o fornecido pela Proposi�c~ao 3.3.3 (que, a grosso modo, nos diz que todo conjunto

Lebesgue mensur�avel possui, t~ao perto dele quanto se queira, um reuni~ao �nita de

intervalos), o segundo, o fornecido pela Proposi�c~ao 3.5.6 (que, a grosso modo, nos diz

que toda fun�c~ao Lebesgue mensur�avel possui, t~ao perto dele quanto se queira, uma

fun�c~ao cont��nua - uma outra vers~ao a dada pelo Exerc��cio 31, p�agina 72 de [HLR]) e

terceiro princ��pio, dado pelo Exerc��cio 15, p�agina 90 de [HLR] (que, a grosso modo, nos

diz que toda sequência de fun�c~oes mensur�aveis que �e convergente possui, t~ao perto dele

quanto se queira, uma sequência de fun�c~oes que �e uniformente convergente) .

O resultado a seguir nos fornece uma vers~ao do terceiro princ��pio de Littlewood.

Uma vers~ao mais forte deste resultado �e dada pelo Teorema de Egoro�, que pode

ser encontrada no Exerc��cio 30, p�agina 72 de [HLR].

Proposição 3.6.1 (Terceiro Prinćıpio de Littlewood) Sejam E um conjunto Le-

besgue mensur�avel tal que

m(E) <∞
e uma sequência de fun�c~oes (fn)n∈N, de�nidas em E, tomando valores em R.
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Seja f : E→ R∗ uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel, tal que

fn
p→ f , em E. (3.154)

Ent~ao, dado ε > 0 e δ > 0, podemos encontrar um conjunto Aδ ⊆ E, que �e

Lebesgue mensur�avel, com

m(Aδ) < δ ,

e podemos encontrar Nδ ∈ N, tal que se n ≥ Nδ temos que

|fn(x) − f(x)| < ε, para todo x ∈ E \Aδ . (3.155)

Demonstração:

Como, para cada n ∈ N, a fun�c~ao fn �e Lebesgue mensur�avel em E e

fn → f , em E ,

do Corol�ario 3.5.2, segue que a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel em E.

Em particular, a fun�c~ao

|fn − f| ,

ser�a �e Lebesgue mensur�avel em E.

Dado ε > 0 e δ > 0, para cada n ,N ∈ N, de�namos

Gn
.
= {x ∈ E ; |fn(x) − f(x)| ≥ ε} , (3.156)

EN
.
=

∞∪
n=N

Gn

Exerc��cio
= {x ∈ E ; |fn(x) − f(x)| ≥ ε, para algum n ≥ N}. (3.157)

Observemos que para cada n ,N ∈ N temos que

Gn , EN ∈ M e EN ⊆ E . (3.158)

Como, por hip�otese, m(E) <∞, do Lema 3.3.6, segue que

m(EN)
(3.62)

≤ m(E) <∞ . (3.159)

Observemos que, para cada N ∈ N, de (3.156), segue que

EN+1 ⊆ EN . (3.160)

Por outro lado, como

fn
p→ f , em E ,

para cada x ∈ E, dever�a existir No ∈ N tal que

x ̸∈ ENo
,
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ou seja, ∞∩
N=1

EN = ∅ . (3.161)

Portanto de (3.159), (3.160), (3.161) e do item 2. da Proposi�c~ao 3.3.2, segue que

lim
N→∞m(EN)

(3.70)
= m

( ∞∩
N=1

EN

)
(3.161)
= m(∅)

= 0 .

Logo, podemos encontrar No ∈ N, tal que

m(ENo
) < δ (3.162)

que, de (3.157), �e o mesmo que

m ({x ∈ E ; |fn(x) − f(x) ≥ ε , para algum n ≥ No}) < δ. (3.163)

Consideremos

A
.
= ENo

. (3.164)

Notemos que o conjunto A �e o conjunto que têm as propriedades requeridas para

conclus~ao do resultado.

De fato, satisfaz (3.162), e

E \A
(3.164) e (3.163)

= {x ∈ E ; |fn(x) − f(x)| < ε , para todo n ≥ No} ,

completando a demonstra�c~ao.

�
Para �nalizar temos a seguinte vers~ao alternativa da Proposi�c~ao 3.6.1 acima:

Proposição 3.6.2 Sejam E um conjunto Lebesgue mensur�avel, tal que

m(E) <∞
e uma sequência de fun�c~oes reais (fn)n∈N de�nidas em E, tomando valores em R∗,

f : E→ R∗ um fun�c~ao, de modo que

fn
p→ f , q.t.p. em E . (3.165)

Ent~ao, dado ε > 0 e δ > 0, podemos encontrar um conjunto A ⊆ E, que �e

Lebesgue mensur�avel, com

m(A) < δ

e podemos encontrar No ∈ N, de modo que, para n ≥ No, teremos

|fn(x) − f(x)| < ε , para todo x ∈ E \A . (3.166)
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Demonstração:

A demonstra�c~ao �e semelhante a da Proposi�c~ao 3.6.1 acima e sua reda�c~ao ser�a deixada

como exerc��cio para o leitor.

�
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Caṕıtulo 4

A Integral de Lebesgue

4.1 A Integral de Riemann

Come�caremos relembrando a de�ni�c~ao da integral de Riemann.

Definição 4.1.1 Seja f : [a , b] → R uma fun�c~ao limitada em [a , b].

Consideremos

P .
= {a = ξo , ξ1 , · · · , ξn = b}

uma parti�c~ao do intervalo [a , b].

Com isto podemos considerar as seguintes somas (�nitas):

s(P)
.
=

n∑
i=1

mi (ξi − ξi−1︸ ︷︷ ︸
=l([ξi−1 ,ξi])

), (4.1)

S(P)
.
=

n∑
i=1

Mi (
︷ ︸︸ ︷
ξi − ξi−1 ) (4.2)

onde

mi
.
= inf

x∈[ξi−1 ,ξi]
f(x) e Mi

.
= sup

x∈[ξi−1 ,ξi]

f(x) , (4.3)

que s~ao denominadas soma inferior e superior, respectivamente, de Riemann

da fun�c~ao f, associada a parti�c~ao P.

Observação 4.1.1 1. Observemos que:

s(P) ≤ S(P) , (4.4)

para cada parti�c~ao P do intervalo [a , b] considerada.

2. Na verdade temos:

s(P) ≤ S(P ′) , (4.5)

onde P e P ′ s~ao parti�c~oes do intervalo [a , b].

133
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A demonstra�c~ao deste fato pode ser encontrada no livro [R].

Veja a 1.a desigualdade da demonstra�c~ao do Teorema 6.4, da p�agina 124,

de [R].

Com temos a:

Definição 4.1.2 Nas condi�c~oes da De�ni�c~ao 4.1.1 acima, de�niremos a integral in-

ferior de Riemann, da fun�c~ao f no intervalo [a , b], indicada por R

(∫b
a

f(x)dx

)
,

como sendo:

R

(∫b
a

f(x)dx

)
.
= sup

P
s(P) , (4.6)

onde o ��n�mo acima �e tomado sobre todas as parti�c~oes P, do intervalo [a , b].

De modo semelhante, de�nimos a integral superior de Riemann da fun�c~ao f

no intervalo [a , b], indicada por R

(∫b
a

f(x)dx

)
, como sendo:

R

(∫b
a

f(x)dx

)
.
= inf

P
S(P) , (4.7)

onde o ��n�mo acima �e tomado sobre todas as parti�c~oes P do intervalo [a , b].

Observação 4.1.2 Segue, do item 2. da Observa�c~ao 4.1.1, que

R

(∫b
a

f(x)dx

)
≤ R

(∫b
a

f(x)dx

)
. (4.8)

Com isto podemos introduzir a:

Definição 4.1.3 Nas condi�c~oes da De�ni�c~ao 4.1.2 acima, se

R

(∫b
a

f(x)dx

)
= R

(∫b
a

f(x)dx

)
, (4.9)

diremos que a fun�c~ao f �e Riemann integrável em [a , b] e neste caso o valor co-

mum em (4.9) ser�a denominado de integral de Riemann da fun�c~ao f no intervalo

[a , b] e indicada por R
(∫b

a

f(x)dx

)
.

Temos o importante:
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Exemplo 4.1.1 Seja g : [a , b] → R a fun�c~ao, dada por

g(x)
.
=

{
1 , para x ∈ Q ∩ [a , b] ,

0 , para x ∈ I ∩ [a , b] .
(4.10)

Mostre que a fun�c~ao g não �e Riemann integr�avel em [a , b]

Resolução:

Notemos que, para cada parti�c~ao

P .
= {a = ξo , ξ1 , · · · , ξn = b}

do intervalo [a , b], segue que

mi
.
= inf

x∈[ξi−1 ,ξi]
g(x)

(4.10) e Q∩[ξi−1 ,ξi ]̸=∅
= 0 , (4.11)

Mi
.
= sup

x∈[ξi−1 ,ξi]

g(x)

(4.10) e I∩[ξi−1 ,ξi] ̸=∅
= 1 . (4.12)

Com isto, teremos

s(P)
(4.1)
=

n∑
i=1

mi (ξi − ξi−1)

(4.11)
=

n∑
i=1

(ξi − ξi−1)

= 0 , (4.13)

S(P)
(4.1)
=

n∑
i=1

Mi (ξi − ξi−1)

(4.12)
=

n∑
i=1

0 · (ξi − ξi−1)

= b− a , (4.14)

e assim

R

(∫b
a

g(x)dx

)
(4.6)
= sup

P
s(P)

(4.13)
= 0 , (4.15)

R

(∫b
a

g(x)dx

)
(4.7)
= inf

P
S(P)

(4.14)
= b− a , (4.16)
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mostrando que a fun�c~ao g n~ao �e Riemann integr�avel em [a , b].

�

Observação 4.1.3

1. Toda fun�c~ao degrau (ou escada), de�nida em um intervalo fechado e limitado,

�e uma fun�c~ao Riemann integr�avel nesse intervalo.

Mais precisamente, se ψ : [a , b] → R �e uma fun�c~ao degrau (ou escada), ent~ao

existe uma parti�c~ao

P .
= {a = xo, x1, · · · , xn = b}

do intervalo [a , b] e constantes

ci ∈ R , para i ∈ {1 , 2 , · · · , n} ,

tais que

ψ(x) = ci , (4.17)

para x ∈ (xi−1 , xi), para algum i ∈ {1 , 2 , , · · · , n}.

Podemos obter a parti�c~ao acima de modo que os intervalos (xi−1 , xi), para

i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, sejam, dois a dois disjuntos.

Neste caso, podemos mostrar que

R
(∫b

a

ψ(x)dx

)
=

n∑
i=1

ci (xi − xi−1) . (4.18)

Deixaremos a veri�ca�c~ao destes fatos como exerc��cio para o leitor.

2. Observemos que se f : [a , b] → R �e uma fun�c~ao limitada e ψ : [a , b] → R �e

uma fun�c~ao degrau (ou escada) tal que

f(x) ≤ ψ(x) , para cada x ∈ [a , b] , (4.19)

ent~ao, segue que:

R

(∫b
a

f(x)dx

)
= inf

f≤ψ

{
R
(∫b

a

ψ(x)dx

)}
, (4.20)

onde o ��n�mo em (4.20) acima, �e tomado sobre todas as fun�c~oes simples ψ,

de�nidas em [a , b], tais que

f ≤ ψ , em [a , b] .

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.
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3. De modo semelhante se f : [a , b] → R �e uma fun�c~ao limitada e φ : [a , b] → R
�e uma fun�c~ao degrau (ou escada) tal que

φ(x) ≤ f(x) , para cada x ∈ [a , b] , (4.21)

ent~ao, segue que:

R

(∫b
a

f(x)dx

)
= sup

φ≤f

{
R
(∫b

a

φ(x)dx

)}
, (4.22)

onde o supremo (4.22) acima, �e tomado sobre todas as fun�c~oes simples ϕ,

de�nidas em [a , b], tais que

φ ≤ f , em [a , b] .

A veri�ca�c~ao deste fato tamb�em ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

4.2 A Integral de Lebesgue de uma Função Limitada

em um Conjunto de Medida Finita

Observação 4.2.1 Vimos no Exemplo 4.1.1 que, a fun�c~ao f : [a , b] → R, dada por

f(x)
.
=

{
1 , para x ∈ Q ∩ [a , b] ,

0 , para x ∈ I ∩ [a , b]

não �e Riemann integr�avel em [a , b], pois

R

(∫b
a

f(x)dx

)
(4.15)
= b− a e R

(∫b
a

f(x)dx

)
(4.16)
= 0 .

Notemos que, como o conjunto Q ∩ [a , b] �e enumer�avel segue, do Corol�ario

3.2.1, do Lema 3.3.1, que

Q ∩ [a , b] ∈ M e m(Q ∩ [a , b]) = 0 .

Assim temos que

f = 0 , q.t.p. em [a , b]

e portanto seria "natural" que integral da fun�c~ao f, em [a , b], al�em de existir,

fosse igual a zero.

Conclus~ao: precisamos de um "novo" conceito de integra�c~ao, que estenda o

conceito da integral de Riemann em um intervalo [a , b], que nos tenha a proprie-

dade acima.

Isto �e o que faremos neste cap��tulo, a saber, introduzir a Integral de Lebesgue.
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Observação 4.2.2 Observemos que, do item 3. da Observa�c~ao 3.5.8, segue que se

φ : R → R �e fun�c~ao simples, ent~ao ela possui uma (�unica) representa�c~ao canônica,

isto �e, pode ser escrita (de modo �unico) como

φ =

n∑
i=1

aiXAi
, (4.23)

onde, para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, temos que

Ai
.
= {x ∈ E ; φ(x) = ai} (4.24)

e, para i , j ∈ {1 , 2 , · · · , n}, satisfazendo

i ̸= j ,
teremos:

ai ̸= 0 , ai ̸= aj (4.25)

e

Ai ∩Aj = ∅ , . (4.26)

Podemos agora introduzir a:

Definição 4.2.1 Suponhamos que a fun�c~ao simples φ, dada por (4.23), seja igual

a zero, fora de um conjunto Lebesgue mensur�avel, cuja medida �e �nita, isto �e,

{x ∈ R ; φ(x) ̸= 0} ∈ M , (4.27)

e

m ( {x ∈ R ; φ(x) ̸= 0} ) <∞) . (4.28)

Neste caso, de�nimos a integral de Lebesgue, da função φ, em R, que indi-

caremos por

∫
R
φdm, como sendo

∫
R
φdm

.
=

n∑
i=1

ai ·m(Ai) . (4.29)

Se E ∈ M , de�niremos a integral de Lebesgue da função φ, no conjunto E,

que denotaremos por

∫
E

φdm ,como sendo:

∫
E

φdm =

∫
R
φ · XE dm . (4.30)

Observação 4.2.3
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1. Utilizaremos tamb�em a seguinte nota�c~ao para a integral de Lebesgue da

fun�c~ao φ, em R ou em E ∈ M :∫
R
φ ou

∫
E

φ , (4.31)

respectivamente.

2. Se a fun�c~ao fun�c~ao simples φ, for constante em E ∈ M , isto �e,

φ(x) = c , para cada x ∈ E , (4.32)

ent~ao, da De�ni�c~ao 4.2.1 acima, segue que∫
E

φ = c ·m(E) . (4.33)

Em particular, se E ∈ M , teremos∫
E

1 =

∫
R
XE = m(E) , (4.34)

bastando considerar a fun�c~ao simples

φ
.
= XE .

3. O valor da integral de Lebesgue da fun�c~ao φ não depende da representa�c~ao

que consideramos, isto �e, se considermos

φ =

k∑
j=1

bjXBj , (4.35)

onde, para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , k}, temos que

bj ∈ R e Bj ∈ M ,

(n~ao necessariamente a representa�c~ao canônica), ent~ao teremos que

k∑
j=1

bj ·m(Bj) =

n∑
i=1

ai ·m(Ai) . (4.36)

O resultado a seguir mostra parte da a�rma�c~ao do item 3. da Observa�c~ao 4.2.3

acima, a saber:
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Lema 4.2.1 Para cada j ∈ {1 , 2 , · · · ,m}, consideremos bj ∈ R, Ej ∈ M , de modo

que

m(Ej) <∞ ,

para j , k ∈ {1 , 2 , · · · ,m}, com i ̸= j, satisfazendo

Ej ∩ Ek = ∅

e a fun�c~ao simples φ : R → R, dada por

φ =

k∑
j=1

bjXEj . (4.37)

Ent~ao ∫
R
φ =

k∑
j=1

bj ·m(Ej) . (4.38)

Demonstração:

Para cada a ∈ R �xado, consideremos o conjunto

Aa
.
= {x ∈ R ; φ(x) = a} . (4.39)

Como a fun�c~ao φ, s�o assume os valores bj ∈ R, para j ∈ {1 , 2 , · · · , k}, segue que

Aa =


∅ ∪
j∈{1 ,2 ,··· ,k ; bj=a}

Ej ,

ou seja, s�o existe um n�umero �nito destes conjuntos (n~ao vazios) do tipo (4.39), que

denotaremos por

Ai , para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n} . (4.40)

Logo, para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, o conjunto Ai �e formado pela reuni~ao �nita de Ej'.

Lembremos que, para cada j , k ∈ {1 , 2 , · · · ,m}, satisfazendo j ̸= k, temos que

Ej ∩ Ek = ∅ ,

logo teremos que a fun�c~ao φ ser�a constante no conjunto Ai e seu valor, ser�a denotado

por ai, isto �e,

φ(x) = −ai , para cada x ∈ Ai .

Deste modo, pela constru�c~ao acima, a representa�c~ao canônica da fun�c~ao φ, ser�a dada

por

φ =

n∑
i=1

aiXAi
. (4.41)
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Notemos que, para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, temos que

ai ·m(Ai)
constru�c~ao acima

=
∑

j∈{1 ,2 ,··· ,k ; bj=ai}

bj ·m(Ej) . (4.42)

Logo ∫
R
φ

(4.41)
=

n∑
i=1

ai ·m(Ai)

(4.42)
=

n∑
i=1

 ∑
j∈{1 ,2 ,··· ,k ; bj=ai}

bj ·m(Ej)


=

k∑
j=1

bj ·m(Ej) ,

como quer��amos demonstrar.

�
Temos tamb�em a:

Proposição 4.2.1 Sejam φ ,ψ : R → R fun�c~oes simples, que s~ao iguais a zero fora

de um conjunto Lebesgue mensur�avel, de medida �nita e a ∈ R.

1. Temos que:

∫
R
(aφ) = a

∫
R
φ . (4.43)

2. Temos tamb�em que: ∫
R
(φ+ψ) =

∫
R
φ+

∫
R
ψ ; (4.44)

3. Se

φ ≤ ψ , q.t.p. em R , (4.45)

segue que: ∫
R
φ ≤

∫
R
ψ ; (4.46)

4. valem os an�alogos dos itens acima trocando-se o conjuto R pelo conjunto E.

5. Se E , F ∈ M como F ⊆ E, ent~ao teremos∫
F

φ ≤
∫
E

φ . (4.47)
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Demonstração:

De 1.:

Notemos que, para

a = 0 ,

temos que aφ ≡ 0, logo a igualdade (4.43) vale trivialmente.

Para

a ̸= 0

se

φ =

n∑
i=1

aiXAi
(4.48)

�e a representa�c~ao canônica da fun�c~ao simples φ, ent~ao

aφ =

n∑
i=1

(aai)XAi
(4.49)

ser�a a representa�c~ao canônica da fun�c~ao simples aφ.

Deixaremos veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Logo

∫
R
(aφ)

De�ni�c~ao 4.2.1 e (4.49)
=

n∑
i=1

(aai) ·m(Ai)

soma �nita
= a

(
n∑
i=1

ai ·m(Ai)

)
De�ni�c~ao 4.2.1 e (4.48)

= a

∫
R
φ , (4.50)

mostrando a validade de (4.43)..

De 2.:

Sejam

φ =

n∑
i=1

aiXAi
e ψ =

m∑
j=1

bjXBj

as representa�c~oes canônicas das fun�c~oes simples φ e ψ.

Sejam Ao e Bo os conjuntos (mensur�aveis), onde as fun�c~oes simples φ e ψ s~ao nulas,

respectivamente, e de�namos

ao
.
= 0 e bo

.
= 0. (4.51)
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Ent~ao temos as seguinte representa�c~oes (n~ao necessariamente a canônica) das fun�c~oes

simples φ, ψ e φ+ψ:

φ =

n∑
i=0

m∑
j=0

aiXAi∩Bj , (4.52)

ψ =

n∑
i=0

m∑
j=0

bjXAi∩Bj , (4.53)

φ+ψ =

n∑
i=0

m∑
j=0

(ai + bj)XAi∩Bj

=

n∑
i=0

m∑
j=0

(ai + bj)XEij , (4.54)

onde, para cada i ∈ {0 , 1 , · · · , n} e j ∈ {0 , 1 , · · · ,m}, de�nimos

Eij
.
= Ai ∩ Bj . (4.55)

Deixaremos a veri�ca�c~ao destes fatos como exerc��cio para o leitor.

Notemos que a fam��lia

{Eij ; i ∈ {0 , 1 , · · · , n} , j ∈ {0 , 1 , · · ·m}}

�e formada por conjuntos Lebesgue mensur�aveis que, por constru�c~ao, s~ao dois a dois

disjuntos .

Logo, do Lema 4.2.1 acima, segue que∫
R
φ

De�ni�c~ao 4.2.1 e (4.52)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

ai ·m(Ai ∩ Bj) , (4.56)

∫
R
ψ

De�ni�c~ao 4.2.1 e (4.53)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

bj ·m(Ai ∩ Bj) , (4.57)

∫
R
φ+ψ

De�ni�c~ao 4.2.1 e (4.54)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

(ai + bj) ·m(Eij)

(4.55)
=

n∑
i=1

m∑
j=1

(ai + bj) ·m(Ai ∩ Bj)

=

n∑
i=1

m∑
j=1

ai ·m(Ai ∩ Bj) +
n∑
i=1

m∑
j=1

bj ·m(Ai ∩ Bj)

(4.56) e (4.57)
=

∫
R
φ+

∫
R
ψ ,

obtendo a igualdade (4.44), como quer��amos mostrar.
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De 3.:

Notemos que: ∫
R
ψ−

∫
R
φ =

∫
R
ψ+ (−1)

∫
R
φ

do item 1.
=

∫
R
ψ+

∫
R
(−1)φ)

do item 2.
=

∫
R
(ψ−φ) . (4.58)

Logo, de (4.58), mostrar o item 3., �e equivalente a mostrar que se uma fun�c~ao simples

η �e n~ao negativa, q.t.p. em R, isto �e,

η ≥ 0 , q.t.p. em R , (4.59)

ent~ao deveremos ter ∫
R
η ≥ 0 .

Suponhamos que a fun�c~ao η �e uma fun�c~ao simples que satisfaz

η ≥ 0 , q.t.p. em R ,

ou seja, podemos encontrar B ∈ M , de modo que

η ≥ 0 , em R \ B , (4.60)

onde B ∈ M e

m(B) = 0 . (4.61)

Logo se

η =

n∑
i=1

aiXAi
,

�e a forma canônica da fun�c~ao simples η, como

η ≥ 0 , em R \ B ,

necessariamente deveremos ter

ai ≥ 0 , para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n} ,

exceto para um n�umero �nito de ai's e, para estes ��ndices, os correspondentes conjuntos

Ai's dever~ao ter medida igual a zero.

De fato, pois se para algum io ∈ {1 , 2 , · · · , n} tivermos

aio < 0 ,

de (4.60), segue que Aio ⊆ B
e, de (4.61), teremos m(Aio) = 0 .
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Logo podemos considerar somente os ��ndices i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, tais que o conjunto

Ai n~ao tem medida igual zero ou, equivalentemente, os ��ndices i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, de
modo que os n�umeros reais ai s~ao n~ao negativos, que continuaremos indicando por

{1 , 2 , · · · , n}.
Deste modo, teremoq ue

η =

n∑
i=1

aiXAi
(4.62)

e, como

η ≥ 0 em R ,

necessariamente deveremos ter

ai ≥ 0 , para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n} .

Assim ∫
R
η

De�ni�c~ao 4.2.1 e (4.62)
=

n∑
i=1

ai︸︷︷︸
≥0

·m(Ai)︸ ︷︷ ︸
≥0

≥ 0,

como quer��amos mostrar.

De 5.:

Observemos que, da De�ni�c~ao 4.2.1, temos que (veja (4.30))∫
F

φ =

∫
R
φ · XF e

∫
E

φ =

∫
R
φ · XE . (4.63)

Notemos que

φ · XF
F⊆E
≤ φ · XE . (4.64)

Logo, do item 3., segue que ∫
F

φ
(4.63)
=

∫
R
φ · XF

(4.64) e (4.46)

≤
∫
R
φ · XE

(4.63)
=

∫
E

φ ,

completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 4.2.4

1. Segue, dos itens 1. e 2. da Proposi�c~ao 4.2.1 acima, que se uma fun�c~ao sim-

ples φ possui uma representa�c~ao (n~ao necessariamente canônica) da forma

φ =

n∑
i=1

aiXEi , (4.65)
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ent~ao ∫
R
φ

(4.65)
=

∫
R

n∑
i=1

aiXEi

itens 1. e 2. da Proposi�c~ao 4.2.1
=

n∑
i=1

ai

∫
R
XEi

item 2. da Observa�c~ao 4.2.3 (ou ainda, (4.34))
=

n∑
i=1

ai ·m(Ei) ,

ou seja, podemos estender o Lema 4.2.1, para o caso em a fam��lia de con-

juntos Lebesgue mensur�aveis

{Ei ; i ∈ {1 , 2 , · · · , n}}

não seja, necessariamente, formada por conjuntos, dois a dois disjuntos.

2. Sejam E ∈ M , tal que

m(E) <∞
e f : E→ R uma fun�c~ao limitada em E.

Consideremos os seguintes conjuntos:

A .
= {φ : E→ R ; φ fun�c~ao simples, tal que: φ(x) ≤ f(x) , para x ∈ E} (4.66)

e

B .
= {ψ : E→ R ; ψ fun�c~ao simples, tal que: f(x) ≤ ψ(x) , para x ∈ E}. (4.67)

Como a fun�c~ao f �e limitada em E e

m(E) <∞ ,

segue que podemos considerar os seguintes n�umeros reais:

sup
φ∈A

{∫
E

φ

}
(4.68)

e

inf
ψ∈B

{∫
E

ψ

}
. (4.69)

De fato, como a fun�c~ao f �e limitada em E, podemos enconttar m,M ≥ 0 tais

−m ≤ f(x) ≤M, para x ∈ E . (4.70)

Logo, se φ ∈ A, como

φ
(4.66) e (4.70)

≤ MXE , em E ,
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dos itens 3. e 1. da Proposi�c~ao 4.2.1 acima, que∫
E

φ ≤
∫
E

MXE

(4.43)
= M

∫
E

XE

=M

∫
R
XE

(4.34)
= M ·m(E) ,

logo existe (4.68).

Por outro lado, se ψ ∈ B, como

ψ
(4.67) e (4.70)

≥ −mXE , em E ,

dos itens 3. e 1. da Proposi�c~ao 4.2.1 acima, que∫
E

ψ ≥
∫
E

(−m)XE

(4.43)
= −m

∫
E

XE

= −m

∫
R
XE

(4.34)
= −m ·m(E) ,

logo existe (4.69), ou seja, existem o supremo e o ��n�mo em (4.68) e (4.69),

respectivamente.

3. Por simplicidade, muitas vezes escreveremos:

sup
φ≤f

{∫
E

φ

}
.
= sup

φ∈A

{∫
E

φ

}
(4.71)

e

inf
f≤ψ

{∫
E

ψ

}
.
= inf

ψ∈B

{∫
E

ψ

}
. (4.72)

4. Observemos que se ϕ ∈ A e ψ ∈ B, segue que

φ(x) ≤ f(x) ≤ ψ(x) , para cada x ∈ E . (4.73)

Logo, de (4.73) e do item 3. da Proposi�c~ao 4.2.1 acima, teremos:∫
E

φ ≤
∫
E

ψ . (4.74)
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Com isto, podemos mostrar que:

sup
φ≤f

{∫
E

φ

}
≤ inf

f≤ψ

{∫
E

ψ

}
. (4.75)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

5. Pergunta-se: quando os dois n�umeros (4.68) e (4.69) s~ao iguais?

Para responder a essa pergunta temos a:

Proposição 4.2.2 Sejam E ∈ M , tal que

m(E) <∞
e f : E→ R uma fun�c~ao limitada em E.

Ent~ao

sup
φ≤f

{∫
E

φ

}
= inf

f≤ψ

{∫
E

ψ

}
(4.76)

se, e somente se, a fun�c~ao f for uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel em E.

Demonstração:

Como a fun�c~ao f �e limitada em E, podemos encontrar M ∈ R tal que

|f(x)| < M , para x ∈ E ,
ou ainda, −M < f(x) ≤M , para x ∈ E . (4.77)

Notemos que, para cada n ∈ N, dividindo-se o intervalo [−M,M] em 2n subinter-

velos de mesmo comprimento iguais a
M

n
, obteremos, para cada k ∈ [−n + 1 , n] ∩ N,

subintervalos do tipo (
(k− 1)M

n
,
kM

n

]
e, com isto, teremos que

(−M,M] =

n∪
k=−n+1

(
(k− 1)M

n
,
kM

n

]
(4.78)

Suponhamos que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel em E.

Para cada n ∈ N e k ∈ [−n+ 1 , n] ∩ N, consideremos o conjunto

Ekn
.
=

{
x ∈ E ; (k− 1)M

n
< f(x) ≤ kM

n

}
. (4.79)

Como a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel em E, segue que

Ekn ∈ M ,
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para cada k ∈ N ∩ [−n+ 1 , n].

Observemos tamb�em que se

k ̸= k ′ , com k , k ′ ∈ [−n+ 1 , n] ∩ N ,

supondo que k < k ′, teremos

(k− 1)M

n
<
kM

n
k≤k ′−1

≤ (k ′ − 1)M

n

<
k ′M

n
,

que, de (4.79), implicar�a que

Ekn ∩ Ek ′ n = ∅ . (4.80)

Al�em disso, de (4.78) e (4.79), segue que

E =

n∪
k=−n+1

Ekn . (4.81)

Logo, da Proposi�c~ao 3.3.1, teremos:

m(E) = m

(
n∪

k=−n+1

Ekn

)
(3.59)
=

n∑
k=−n+1

m(Ekn) . (4.82)

Para cada n ∈ N, consideremos as fun�c~oes simples ϕn , φn : E→ R, dadas por

ψn(x)
.
=
M

n

n∑
k=−n+1

kXEkn
(x) (4.83)

e

φn(x)
.
=
M

n

n∑
k=−n+1

(k− 1)XEkn
(x) (4.84)

para cada x ∈ E.
Da constu�c~ao dos conjuntos Ekn, para k ∈ [−n + 1 , n] ∩ N (ou seja, de (4.80) e

(4.81)), as fun�c~oes ϕn e φn est~ao nas respectivas formas canônicas.
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Notemos que, para cada x ∈ E, teremos:

φn(x)
(4.84)
=

M

n

n∑
k=−n+1

(k− 1)XEkn
(x)

=

n∑
k=−n+1

M

n
(k− 1)XEkn

(x)︸ ︷︷ ︸
(4.79)

≤ f(x)

Ekn s~ao disjuntos, para cada k ∈ [−n + 1 , n] ∩ N
≤ f(x)

ψn(x)
(4.83)
=

M

n

n∑
k=−n+1

kXEkn
(x)

=

n∑
k=−n+1

M

n
kXEkn

(x)︸ ︷︷ ︸
(4.79)

≥ f(x)

Ekn s~ao disjuntos, para cada k ∈ [−n + 1 , n] ∩ N
≥ f(x) . (4.85)

Assim teremos:

sup
φ≤f

{∫
E

φ

}
≥

∫
E

φn

(4.84) e (4.29)
=

M

n

n∑
k=−n+1

k ·m(Ekn) (4.86)

e

inf
f≤ψ

{∫
E

ψ

}
≤

∫
E

ψn

(4.83) e (4.29)
=

M

n

n∑
k=−n+1

(k− 1) ·m(Ekn) . (4.87)

Portanto

0 ≤ inf
f≤ψ

{∫
E

ψ

}
− sup

φ≤f

{∫
E

φ

}
(4.87) e (4.86)

≤ M

n

n∑
k=−n+1

(k− 1) ·m(Ekn) −
M

n

n∑
k=−n+1

k ·m(Ekn)

=
M

n

n∑
k=−n+1

m(Ekn)

(4.82)
=

M

n
m(E) ,
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isto �e, para cada n ∈ N, teremos

inf
f≤ψ

{∫
E

ψ

}
− sup

φ≤f

{∫
E

φ

}
︸ ︷︷ ︸

.
= I

≤ M

n
m(E)︸ ︷︷ ︸
<∞

. (4.88)

Como o termo I acima, não depende de n ∈ N, fazendo n → +∞ em (4.88),

obteremos:

inf
f≤ψ

{∫
E

ψ

}
− sup

φ≤f

{∫
E

φ

}
≤ 0 ,

ou seja, inf
f≤ψ

{∫
E

ψ

}
≤ sup

φ≤f

{∫
E

φ

}
. (4.89)

Como sempre vale (4.75), de (4.89), segue que

sup
φ≤f

{∫
E

φ

}
= inf

f≤ψ

{∫
E

ψ

}
,

como quer��amos mostrar.

Suponhamos agora que vale a igualdade

sup
φ≤f

{∫
E

φ

}
= inf

f≤ψ

{∫
E

ψ

}
.

Logo, para cada n ∈ N, podemos encontrar fun�c~oes simples φn , ψn : E → R, de
modo que

φn(x) ≤ f(x) ≤ ψn(x) , para cada x ∈ E (4.90)

e ∫
E

(ψn −φn) =

∫
E

ψn −

∫
E

φn <
1

n
. (4.91)

Consideremos as fun�c~oes φ∗ , ψ∗ : E→ R, dadas por

φ∗(x)
.
= sup

n∈N
φn(x) e ψ∗(x)

.
= inf

n∈N
ψn(x) , para cada x ∈ E . (4.92)

Com isto, de (4.90) e (4.92), temos que

φ∗(x) ≤ f(x) ≤ ψ∗(x) , para cada x ∈ E . (4.93)

Al�em disso, como as fun�c~oes (simples) φn e ψn s~ao Lebesgue mensur�aveis em E, da

Proposi�c~ao (3.5.4), segue que as fun�c~oes φ∗ e ψ∗ ser~ao Lebesgue mensur�aveis em E.

A�rmamos que:

f = φ∗ = ψ∗ , q.t.p. em R .
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De fato, consideremos

∆
.
= {x ∈ E ; φ∗(x) < ψ∗(x)} (4.94)

e para cada k ∈ N, o conjunto

∆k
.
=

{
x ∈ E ; φ∗(x) < ψ∗(x) −

1

k

}
. (4.95)

Logo, de (4.94) e (4.95), segue que

∆ =
∪
k∈N

∆k . (4.96)

Notemos que, para cada n ∈ N, de (4.92), temos que

φn(x) ≤ φ∗(x) e ψ∗(x) ≤ ψn(x) , (4.97)

para cada x ∈ E.
Com isto, para cada n ∈ N, de (4.95) e (4.97), teremos:

∆k ⊆
{
x ∈ E ; φn(x) < ψn(x) −

1

k

}
, (4.98)

logo, do item 1. do Lema 3.3.6, segue que

m(∆k) ≤ m
({

x ∈ E ; φn(x) < ψn(x) −
1

k

})
. (4.99)

A�rmamos que:

m

({
x ∈ E ; φn(x) < ψn(x) −

1

k

})
≤ k

n
. (4.100)

De fato, suponhamos, por absurdo, que isto n~ao ocorra, isto �e,

k

n
< m

({
x ∈ E ; φn(x) < ψn(x) −

1

k

})

= m


{
x ∈ E ; 1

k
< ψn(x) −φn(x)

}
︸ ︷︷ ︸

.
=F∈M

 . (4.101)

Como

F ⊆ E ,
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dos itens 5. e 3. da Proposi�c~ao 4.2.1, segue que∫
E

(ψn −φn)
(4.47)

≥
∫
F

(ψn −φn)

ψn−φn>
1
k
, em F e (4.46)

≥
∫
F

1

k

item 2. da Observa�c~ao 4.2.3
=

1

k
·m(F)

(4.101)
>

1

k
kn

=
1

n
,

contrariando (4.91).

Portanto (4.100) dever�a ocorrer.

Assim, para cada n ∈ N, de (4.99) e (4.100), teremos

m(∆k) ≤
k

n
. (4.102)

Como o lado esquerdo de (4.102) não depende de n ∈ N, fazendo n → +∞ em

(4.102), seguee que

m(∆k) = 0 , para cada k ∈ N .

Mas

∆
(4.96)
=

∪
k∈N

∆k e m(∆k) = 0 , para cada k ∈ N .

Logo, da Proposi�c~ao 3.3.1, segue que

m(∆) = m

(∪
k∈N

∆k

)
(3.58)

≤
∞∑
k=1

m(∆k)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 ,

que, por (4.94) e (4.93), implicar~ao que

φ∗ = ψ∗ , q.t.p. em R

que, por sua vez, por (4.93), implicar�a em

f = φ∗ = ψ∗ , q.t.p. em R .

Logo, a Proposi�c~ao 3.5.5, garante que a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel

em E, completando a demonstra�c~ao.

�
Com isto podemos introduzir a:
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Definição 4.2.2 Sejam E ∈ M tal que

m(E) <∞
e f : E→ R uma fun�c~ao limitada e mensur�avel em E.

De�niremos a integral de Lebesgue da função f, em E, indicada por

∫
E

f, como

sendo: ∫
E

f
.
= inf

f≤ψ

(∫
E

ψ

)
(4.103)

= sup
φ≤f

(∫
E

φ

)
. (4.104)

Observação 4.2.5

1. Notemos que que, see na De�ni�c~ao 4.2.2 acima, tivermos

E
.
= [a , b] ,

ent~ao poderemos denotar a integral de Lebesgue da fun�c~ao f em [a , b] por∫b
a

f, isto �e: ∫b
a

f
.
=

∫
[a ,b]

f . (4.105)

2. Se a fun�c~ao f : R → R �e limitada, Lebesgue mensur�avel em R e �e igual a

zero, fora do conjunto Lebesgue mensur�avel E ⊆ R, com

m(E) <∞ ,

denotaremos a integral de Lebesgue

∫
R
f, por

∫
E

f, ou seja,

∫
E

f =

∫
R
f . (4.106)

3. Se A ,E ∈ M , com A ⊆ E,
m(E) <∞

e a fun�c~ao f : E → R �e uma fun�c~ao limitada e mensur�avel em E, ent~ao de-

�niremos integral de Lebesgue da função f, em A, indicada por

∫
A

f, como

sendo ∫
A

f
.
=

∫
E

f · XA . (4.107)

O resultado a seguir nos diz que a integral de Lebesgue estende a integral de Riemann

para intervalos fechados e limitados de R, mais precisamente:
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Proposição 4.2.3 Seja f : [a , b] → R uma fun�c~ao limitada em [a , b].

Se a fun�c~ao f �e Riemann integr�avel em [a , b], ent~ao ela ser�a Lebesgue men-

sur�avel em [a , b], em particulara, existir�a a integral de Lebesgue da fun�c~ao f em

[a , b] e, al�em disso, teremos

R
(∫b

a

f(x)dx

)
=

∫
[a ,b]

f . (4.108)

Demonstração:

Consideremos os seguintes conjuntos:

A .
= {φo : E→ R ; φo �e fun�c~ao degrau, com φo ≤ f , em E} , (4.109)

B .
= {ψo : E→ R ; ψo �e fun�c~ao degrau, com f ≤ ψo , em E} , (4.110)

C .
= {φ : E→ R ; φ �e fun�c~ao simples, com φ ≤ f , em E} , (4.111)

e

D .
= {ψ : E→ R ; ψ �e fun�c~ao simples, como f ≤ ψ , em E} . (4.112)

Das De�ni�c~oes 3.5.5 e 3.5.6, segue que toda fun�c~ao degrau �e uma fun�c~ao simples, ou

seja,

A ⊆ C e B ⊆ D . (4.113)

Logo, do item 3. da Observa�c~ao 4.1.3, segue que:

R

(∫b
a

f(x)dx

)
(4.22)
= sup

φo∈A

(∫b
a

φo(x)dx

)
A⊆C
≤ sup

φ∈C

(∫
[a ,b]

φ

)
(4.75)

≤ inf
ψ∈D

(∫
[a ,b]

ψ

)
B⊆D
≤ inf

ψo∈B

(∫b
a

ψo(x)dx

)
= R

(∫b
a

f(x)dx

)
. (4.114)

Logo, se a fun�c~ao f �e Riemann integr�avel em [a , b], teremos

R

(∫b
a

f(x)dx

)
= R

(∫b
a

f(x)dx

)

= R
(∫b

a

f(x)dx)

)
,
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e assim, de (4.114), segue que

sup
φ∈C

(∫b
a

φ

)
= inf

ψ∈D

(∫b
a

ψ

)
,

que, pela Proposi�c~ao 4.2.2, implicar�a que a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel em [a , b],

em particular, existe a integral de Lebesgue da fun�c~ao f em [a , b], e

R
(∫b

a

f(x)dx

)
=

∫
[a ,b]

f ,

completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 4.2.6 Resumindo, a Proposi�c~ao 4.2.3 acima nos diz que toda fun�c~ao

Riemann integr�avel em [a , b] ser�a Lebesgue integr�avel em [a , b].

Não vale a rec��proca, ou seja, existe fun�c~oes limitadas que s~ao Lebesgue in-

tegr�aveis que não s~ao Riemann integr�aveis.

De fato, como vimos no Exemplo 4.1.1, a fun�c~ao g : [a , b] → R a fun�c~ao, dada

por

g(x)
.
=

{
1 , para x ∈ Q ∩ [a , b] ,

0 , para x ∈ I ∩ [a , b] .

não �e Riemann integr�avel em [a , b], mas o Exemplo 3.5.5, juntamente com a

Proposi�c~ao 4.2.2, garantem que ela �e Lebesgue integr�avel em [a , b].

Temos as seguintes propriedades b�asicas, para a integral de Lebesgue:

Proposição 4.2.4 Sejam a ∈ R, f , g : E → R duas fun�c~oes limitadas e Lebesgue

mensur�aveis em E, com

m(E) <∞ .

1. temos que: ∫
E

(a f) = a

∫
E

f ; (4.115)

2. temos tamb�em que: ∫
E

(f+ g) =

∫
E

f+

∫
E

g ; (4.116)

3. se

f = g , q.t.p. em E , (4.117)

ent~ao ∫
E

f =

∫
E

g ; (4.118)
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4. se

f ≤ g , q.t.p. em E , (4.119)

ent~ao ∫
E

f ≤
∫
E

g ; (4.120)

Em particular, ∣∣∣∣∫
E

f

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|f| ; (4.121)

5. se m,M ∈ R, s~ao tais que

m ≤ f(x) ≤M, para cada x ∈ E , (4.122)

ent~ao

m ·m(E) ≤
∫
E

f ≤M ·m(E) ; (4.123)

6. se A ,B ⊆ E s~ao dois subconjuntos Lebesgue mensur�aveis e disjuntos, ent~ao∫
A∪B

f =

∫
A

f+

∫
B

f . (4.124)

Demonstração:

Como os conjunto A e B s~ao conjuntos Lebesgue mesnsur�aveis, as fun�c~aoes f e g s~ao

fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis, da Proposi�c~ao 3.5.2 e da Observa�c~ao 3.5.4, segue que as

fun�c~oes

a f , f+ g , |f| , f · XA e f · XB

ser~ao Lebesgue mensur�aveis.

Al�em disso, como

m(E) <∞ ,

da Proposi�c~ao 4.2.2, segue que existir~ao as respectivas integrais de Lebesgue, nos res-

pectivos conjuntos.

Com isto nosso trabalho ser�a tratar das identidades ou desigualdades envolvidas em

cada um dos itens acima.

Demonstra�c~ao do item 1.:

Se

a = 0 ,

nada temos a fazer pois os dois lados da identidade (4.115) ser~ao iguais a zero.

Se

a ̸= 0 ,

segue que a fun�c~ao ψ : E → R �e uma fun�c~ao simples se, e somente se, a fun�c~ao aψ :

E→ R �e uma fun�c~ao simples.
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A veri�ca�c~ao destes fatos �e simples e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Notemos tamb�em que, para a > 0, temos que:

A .
= {Ψ : E→ R ; Ψ �e fun�c~ao simples, tal que a f ≤ Ψ}
Ψ=aψ
= {aψ : E→ R ; ψ �e fun�c~ao simples, tal que a f ≤ aψ} (4.125)

a>0
= {ψ : E→ R ; ψ �e fun�c~ao simples, tal que f ≤ ψ} . (4.126)

Por outro lado, para a0, teremos:

A .
= {Ψ : E→ R ; Ψ �e fun�c~ao simples, tal que a f ≤ Ψ}
Ψ=aψ
= {aψ : E→ R ; ψ �e fun�c~ao simples, tal que a f ≤ aψ} (4.127)

a<0
= {φ : E→ R ; φ �e fun�c~ao simples, tal que f ≥ φ} . (4.128)

Podemos ter as seguintes duas possibilidades:

i. Se

a > 0 ,

teremos:

∫
E

(a f)
De�ni�c~ao 4.2.2

= inf
(a f)≤Ψ

(∫
E

Ψ

)
(4.125)
= inf

a f≤aψ

(∫
E

(aψ)

)
(4.126)
= inf

f≤ψ

(∫
E

(aψ)

)
item 1. da Proposi�c~ao 4.2.1

= inf
f≤ψ

{
a

∫
E

ψ

}
a>0
= a inf

f≤ψ

(∫
E

ψ

)
De�ni�c~ao 4.2.2

= a

∫
E

f .

ii. Se

a < 0 ,
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teremos ∫
E

(a f)
De�ni�c~ao 4.2.2

= inf
(a f)≤Ψ

(∫
E

Ψ

)
(4.127)
= inf

a f≤aψ

(∫
E

(aψ)

)
(4.128)
= inf

f≥φ

(∫
E

(aφ)

)
item 1. da Proposi�c~ao 4.2.1

= inf
f≥φ

{
a

∫
E

φ

}
a<0
= a sup

f≥φ

(∫
E

φ

)
De�ni�c~ao 4.2.2

= a

∫
E

f .

concluindo a demonstra�c~ao do item 1. .

Demonstra�c~ao do item 2.:

Observemos que se ψ1, ψ2 : E→ R s~ao fun�c~oes simples, tais que

f(x) ≤ ψ1(x) e g(x) ≤ ψ2(x) , para cada x ∈ E (4.129)

ent~ao a fun�c~ao ψ1 +ψ2 : E→ R ser�a uma fun�c~ao simples e, al�em disso,

(f+ g)(x) ≤ (ψ1 +ψ2)(x), x ∈ E. (4.130)

Consideremos os conjuntos:

A .
= {φ1 : E→ R ; φ1 �e fun�c~ao simples, tal que φ1 ≤ f} , (4.131)

B .
= {ψ1 : E→ R ; ψ1 �e fun�c~ao simples, tal que f ≤ ψ1} , (4.132)

C .
= {φ2 : E→ R ; φ2 �e fun�c~ao simples, tal que φ2 ≤ g} , (4.133)

D .
= {ψ2 : E→ R ; ψ2 �e fun�c~ao simples, tal que g ≤ ψ2} , (4.134)

E .
= {Φ : E→ R ; Φ �e fun�c~ao simples, tal que Φ ≤ (f+ g)} , (4.135)

e

F .
= {Ψ : E→ R ; Ψ �e fun�c~ao simples, tal que (f+ g) ≤ Ψ} . (4.136)

Observemos que

se φ1 ∈ A e φ2 ∈ C , ent~ao (φ1 +φ2) ∈ E ,

ou seja,

A+ C ⊆ E . (4.137)

De modo an�alogo,

se ψ1 ∈ B e ψ2 ∈ D , ent~ao (ψ1 +ψ2) ∈ F ,
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ou seja,

B +D ⊆ F . (4.138)

Para cada ψ1 ∈ B e ψ2 ∈ D, teremos∫
E

(f+ g)
De�ni�c~ao 4.2.2 e (4.134)

= inf
Ψ∈F

(∫
E

Ψ

)
(4.138)

≤
∫
E

(ψ1 +ψ2)

itens 4. e 2. da Proposi�c~ao 4.2.1
=

∫
E

ψ1 +

∫
E

ψ2 . (4.139)

Como o lado esquerdo da desigualdade (4.139) não depende das fun�c~oes ψ1 ∈ B
e ψ2 ∈ D, tomando-se, em cada uma das parcelas do lado direito, o ��n�mo sobre os

conjuntos B e D, respectivamente, obteremos:∫
E

(f+ g) ≤ inf
ψ1∈B

(∫
E

ψ1

)
+ inf
ψ2∈D

(∫
E

ψ2

)
De�ni�c~ao 4.2.2, (4.132) e (4.132)

=

∫
E

f+

∫
E

g . (4.140)

Por outro lado, para cada ϕ1 ∈ A e ϕ2 ∈ C, teremos:∫
E

(f+ g) ≥ sup
Φ∈E

(∫
E

Φ

)
(4.137)

≥
∫
E

(ϕ1 + ϕ2)

itens 4. e 2. da Proposi�c~ao 4.2.1
=

∫
E

ϕ1 +

∫
E

ϕ2 . (4.141)

Como o lado esquerdo da desigualdade (4.141) não depende das fun�c~oes ϕ1 ∈ A e

ϕ2 ∈ C, tomando-se, em cada parcela do lado direito, o supremo sobre os conjunto A e

C, respectivamente, obteremos:∫
E

(f+ g) ≥ sup
ϕ1∈A

(∫
E

ϕ1

)
+ sup
ϕ2∈C

(∫
E

ϕ2

)
De�ni�c~ao 4.2.2, (4.131) e (4.133)

=

∫
E

f+

∫
E

g . (4.142)

Logo, de (4.140) e (4.142) segue que∫
E

(f+ g) =

∫
E

f+

∫
E

g,

completando a demonstra�c~ao do item 2. .

Demonstra�c~ao do item 3.:
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Observemos que ∫
E

f =

∫
E

g ,

se, e somente se,

∫
E

f−

∫
E

g = 0 . (4.143)

Notemos que, dos itens 1. e 2. acima, temos que∫
E

f−

∫
E

g =

∫
E

f+ (−1)

∫
E

g

(4.115)
=

∫
E

f+

∫
E

[(−1)g]

(4.116)
=

∫
E

[f+ (−1)g]

= .

∫
E

f− g . (4.144)

Logo, para concluirmos a demonstra�c~ao do item 3., (tomando-se h
.
= f − g, em E).

basta mostrarmos que:

se h = 0 , q.t.p. em E , ent~ao teremos

∫
E

h = 0 . (4.145)

Notemos que, se

h = 0 , q.t.p. em E ,

e a fun�c~ao ψ : E→ R �e uma fun�c~ao simples tal que

h ≤ ψ ,

deveremos ter

ψ ≥ 0 , q.t.p. em E . (4.146)

Logo, dos itens 3. e 4. da Proposi�c~ao 4.2.1, segue que∫
E

ψ
(4.46)

≥
∫
0

(4.43) com a=0
= 0 . (4.147)

Logo, tomando-se o ��n�mo sobre o conjunto

G .
= {ψ : E→ R ; ψ �e fun�c~ao simples, tal que h ≤ ψ} , (4.148)

obteremos ∫
E

h
De�ni�c~ao 4.2.2, (4.148)

= inf
h≤ψ

(∫
E

ψ

)
(4.147)

≥ 0 . (4.149)
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De modo an�alogo, se φ : E→ R �e uma fun�c~ao simples, �e tal que

φ ≤ h em E ,

deveremos ter

φ ≤ 0 , q.t.p. em E . (4.150)

Logo, dos itens 3. e 4. da Proposi�c~ao 4.2.1, segue que∫
E

φ
(4.46)

≤
∫
0

(4.43) com a=0
= 0 . (4.151)

Logo, tomando-se o supremo sobre o conjunto

H .
= {φ : E→ R ; φ �e fun�c~ao simples, tal que h ≥ φ} , (4.152)

obteremos ∫
E

h
De�ni�c~ao 4.2.2, (4.152)

= sup
h≥φ

(∫
E

φ

)
(4.151)

≤ 0 . (4.153)

Logo de (4.149) e (6.153), segue que∫
E

h = 0 ,

completando a demonstra�c~ao de 3. .

Demostra�c~ao do item 4.:

Fazenod uma adapta�c~ao apropriada da demonstra�c~ao do item 3. acima podemos

demonstrar a desigualdade (4.120) do item 4. .

Deixaremos os detalhes como exerc��cio para o leitor.

Para mostrar a desigualdade (4.121), observamos que

− |f(x)| ≤ f(x) ≤ |f(x)| , para cada x ∈ E . (4.154)

Logo, de (4.120) do item 4., segue que ∫
E

(−|f|)︸ ︷︷ ︸
do item 1.

= −
∫
E
|f|

≤
∫
E

f ≤
∫
E

|f| ,

ou seja, −

∫
E

|f| ≤
∫
E

f ≤
∫
E

|f| ,

mostrando que

∣∣∣∣∫
E

f

∣∣∣∣ ≤ ∫
E

|f| ,
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completando a demonstra�c~ao do item 4. .

Demostra�c~ao do item 5.:

Observemos que, de (4.122), segue que

m · XE(x) ≤ f(x) ≤M · XE(x) , para cada x ∈ E . (4.155)

Logo do item 4. acima (ou ainda, de (4.120)), segue que∫
E

(m · XE) ≤
∫
E

f ≤
∫
E

(M · XE) . (4.156)

Logo, do item 2. da Observa�c~ao 4.2.3, teremos∫
E

(m · XE)
(4.33)
= m ·m(E) e

∫
E

(m · XE)
(4.33)
= M ·m(E) . (4.157)

Logo, de (4.156) e (4.157), segue que

m ·m(E) ≤
∫
E

f ≤M ·m(E),

completando a demonstra�c~ao do item 5. .

Demosntra�c~ao do item 6.:

Como

A ,B ⊆ E

s~ao conjuntos disjuntos teremos

XA∪B = XA + XB . (4.158)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Al�em disso como os conjunto A e B s~ao Lebesgue mensur�aveis, do item 2., segue

que, ∫
A∪B

f
(4.107)
=

∫
E

f · (XA∪B)

(4.158)
=

∫
E

f · (XA + XB)

(4.116)
=

∫
E

f · XA +

∫
E

f · XB

(4.107)
=

∫
A

f+

∫
B

f ,

completando a demonstra�c~ao do item 6. e do resultado.

�
Como consequência do item 5. da Proposi�c~ao 4.2.4 acima, temos o:



164 CAP�ITULO 4. A INTEGRAL DE LEBESGUE

Corolário 4.2.1 Seja f : E→ R uma fun�c~ao limitada e Lebesgue mensur�avel em E,

tal que

m(E) = 0 . (4.159)

Ent~ao teremos ∫
E

f = 0 . (4.160)

Demonstração:

Basta tomar

m(E) = 0

na desigualdade (4.123), que obteremos a identidade (4.160) acima.

�
Podemos agora demonstrar o:

Teorema 4.2.1 (Teorema da Convergência Limitada) Sejam (fn)n∈N uma sequência

de fun�c~oes reais Lebesgue mensur�aveis, de�nidas em E ∈ M , com

m(E) <∞
e f : E→ R uma fun�c~ao.

Suponhamos que existe M ∈ R, de modo que, para todo n ∈ N, tenhamos

|fn(x)| ≤M , para x ∈ E (4.161)

e

fn
p→ f , em E . (4.162)

Ent~ao

lim
n→∞

(∫
E

fn

)
=

∫
E

f ,

isto �e, lim
n→∞

(∫
E

fn

)
=

∫
E

(
lim
n→∞ fn

)
. (4.163)

Demonstração:

Como, para cada n ∈ N, a fun�c~ao fn �e Lebesgue mensur�avel em E e

fn
p→ f , em E ,

do Corol�ario 3.5.2, segue que a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel em E.

Dado,

ε > 0 e δ
.
=

ε

4M
> 0 , (4.164)

da Proposi�c~ao 3.6.1 (ou seja, do 3.o Princ��pio de Littlewood), podemos encontrar

A ∈ M , como A ⊆ E ,
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tal que

m(A) < δ
(4.164)
=

ε

4M
(4.165)

e N ∈ N, de modo que,

se n ≥ N, teremos: |fn(x) − f(x)| <
ε

2m(E)
, para x ∈ E \A . (4.166)

Notemos que, fazendo n→ ∞ em (4.161), obteremos

|f(x)| ≤M , para x ∈ E , (4.167)

ou seja, a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel e limitada em E.

Portanto, da Proposi�c~ao 4.2.2, temos que existe a integral de Lebesgue da fun�c~ao f

em E.

Al�em disso, se n ≥ N, teremos:∣∣∣∣∫
E

f−

∫
E

fn

∣∣∣∣ itens 1. e 2. da Proposi�c~ao 4.2.4
=

∣∣∣∣∫
E

(f− fn)

∣∣∣∣
item 4. da Proposi�c~ao 4.2.4

≤
∫
E

|f− fn|

E = (E \ A) ∪ A e o item 6. da Proposi�c~ao 4.2.4

≤
∫
E\A

|f− fn|︸ ︷︷ ︸
(4.166)
< ε

2m(E)

+

∫
A

|f− fn|︸ ︷︷ ︸
≤|f|+|fn|

item 4. da Proposi�c~ao 4.2.4
<

∫
E\A

ε

2m(E)
+

∫
A

|f|︸︷︷︸
(4.167)

≤ M

+

∫
A

|fn|︸︷︷︸
(4.161)

≤ M


item 4. da Proposi�c~ao 4.2.4

≤
∫
E\A

ε

2m(E)
+

∫
A

2M

item 1. da Proposi�c~ao 4.2.4

≤ ε

2m(E)

∫
E\A

+2M

∫
A

=
item 2. da Observa�c~ao 4.2.3

=
ε

2m(E)
m(E \A)︸ ︷︷ ︸

(E\A)⊆E e o item 1. do Lema 3.3.6

≤ m(E)

+2M m(A)︸ ︷︷ ︸
(4.165)

< ε
4M

<
ε

2
+
ε

2
= ε,

mostrando que

lim
n→∞

∫
E

fn =

∫
E

f ,

como quer��amos demonstrar.

�
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Observação 4.2.7

1. A demonstra�c~ao do Teorema 4.2.1 acima, nos d�a a importânica do terceiro

princ��pio de Littlewood.

2. Podemos substituir as hip�oteses (4.161) e (4.162), ou seja,

|f(x)| ≤M , para x ∈ E e fn
p→ f , em E

por

|f(x)| ≤M, q.t.p. em E (4.168)

e fn
p→ f , q.t.p. em E , (4.169)

que a conclus~ao do resultado continuar�a v�alida.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

3. Se nas hop�otses do Teorema 4.2.1 tiv�essemos, para cada n ∈ N, a fun�c~ao fn
Riemann integr�avel em [a , b] e

fn
u→ f , em [a , b] ,

a conclus~ao do respectivo resultado �e um rsultado da disciplina An�alise I.

4.3 A Integral de Lebesgue de uma Função Não Ne-

gativa

Come�caremos com a:

Definição 4.3.1 Sejam E ∈ M (n~ao necessariamente com medida �nita), f : E →
R∗ uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel e n~ao negativa em E, isto �e,

f(x) ≥ 0 , para x ∈ E

(n~ao necessariamente limitada).

Denotaremos pelo s��mbolo

∫
E

f ao

∫
E

f
.
= sup

h∈A

(∫
E

h

)
∈ [0 ,∞] , (4.170)

onde

A .
= {h : E→ R ; h ≤ f , h limitada, Lebesgue mensur�avel em E

com m ({x ∈ E ; h(x) ̸= 0}) <∞} . (4.171)
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Observação 4.3.1

1. Observemos que como

m ( {x ∈ E ; h(x) ̸= 0} ) <∞
e a fun�c~ao h �e Lebesgue mensur�avel e limitada no conjunto E, segue que a

integral de Lebesgue ∫
E

h

existir�a, isto �e, pertencer�a a

[0,∞) .

Portanto

∫
E

f, dado por (4.170), est�a dem de�nido, isto �e, pertence a [0 ,∞].

2. Se E , F ∈ M s~ao conjuntos tais que

F ⊆ E ,

e a fun�c~ao f : E→ R∗ �e uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel e n~ao negativa em

E, ent~ao o s��mbolo

∫
F

f denotar�a:

∫
F

f
.
=

∫
E

f · XF . (4.172)

Com isto temos a:

Proposição 4.3.1 Suponhamos que a > 0, E ∈ M , f , g : E → R∗ fun�c~oes Lebesgue

mensur�aveis e n~ao negativas em E.

1. vale a seguinte identidade: ∫
E

(a f) = a

∫
E

f ; (4.173)

2. vale a seguinte identidade: ∫
E

(f+ g) =

∫
E

f+

∫
E

g ; (4.174)

3. se

m(E) = 0 , teremos

∫
E

f = 0 . (4.175)
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4. se A ,B ∈ M s~ao conjuntos tais que

E = A ∪ B e A ∩ B = ∅ , (4.176)

ent~ao teremos: ∫
E

f =

∫
A

f+

∫
B

f ; (4.177)

5. se

f = g , q.t.p em E, ent~ao teremos:

∫
E

f =

∫
E

g . (4.178)

Em particular, se

f = 0 , q.t.p. em E, teremos:

∫
E

f = 0 . (4.179)

6. se

f ≤ g , q.t.p em E, teremos:

∫
E

f ≤
∫
E

g . (4.180)

Demonstração:

Do item 1.:

Consideremos os seguinte conjuntos:

A .
= {h : E→ R ; h ≤ f , para h : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em E ,

com m ( {x ∈ E ; h(x) ̸= 0} ) <∞} (4.181)

B .
= {j : E→ R ; j ≤ a f , para j : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em E ,

com m ( {x ∈ E ; j(x) ̸= 0} ) <∞} . (4.182)

Como a > 0, segue que

B = aA . (4.183)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Logo, da De�ni�c~ao 4.3.1, temos:∫
E

(a f)
(4.170)
= sup

j∈B

∫
E

j

(4.182)
= sup

h∈A

∫
E

(ah)

item 1. da Proposi�c~ao 4.2.4
= = sup

h∈A

(
a

∫
E

h

)
a>0
= a sup

h∈A

∫
E

h

(4.170)
= a

∫
E

f ,
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completando a demonstra�c~ao do item 1. .

Do item 2.:

Consideremos seguintes conjuntos:

A .
= {h : E→ R ; h ≤ f , para h : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em E ,

com m ( {x ∈ E ; h(x) ̸= 0} ) <∞} , (4.184)

B .
= {j : E→ R ; j ≤ g , para j : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em

E , com m ( {x ∈ E ; j(x) ̸= 0} ) <∞} (4.185)

C .
= {i : E→ R ; i ≤ (f+ g) , para i : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em

E , com m ( {x ∈ E ; i(x) ̸= 0} ) <∞} . (4.186)

Ent~ao

A+ B ⊆ C. (4.187)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Al�em disso, para h ∈ A e j ∈ B, teremos:

∫
E

h+

∫
E

j
item 2. da Proposi�c~ao 4.2.4

=

∫
E

(h+ j)

≤ sup
h∈A e j∈B

[∫
E

(h+ j)

]
h+j

(4.187)
∈ C

≤ ≤ sup
i∈C

(∫
E

i

)
(4.170)
=

∫
E

(f+ g) . (4.188)

Como o lado direito de (4.188) n~ao depende de h ∈ A e de j ∈ B, tomando-se o su-

premo em cada uma das parcelas do lado esquerdo, com h ∈ A e j ∈ B, respectivamente,

obteremos: ∫
E

f+

∫
E

g ≤
∫
E

(f+ g) . (4.189)

Por outro lado, para i ∈ C, consideremos as fun�c~oes h , j : E→ R, dadas por:

h(x)
.
= min{f(x) , i(x)} (4.190)

e

j(x)
.
= i(x) − h(x) , para cada x ∈ E . (4.191)
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Para cada x ∈ E, teremos:

0 ≤ h(x)
(4.190)

≤ i(x) , (4.192)

h(x)
(4.190)

≤ f(x) , (4.193)

0 ≤ j(x)
(4.191)
= i(x) − h(x)

h(x)≥0
≤ i(x) , (4.194)

j(x)
(4.186)

≤ [f(x) + g(x)] − h(x)

h(x)
(4.190)

≤ f(x)

≤ g(x) . (4.195)

Al�em disso, as fun�c~oes h e j s~ao limitadas em E (pois as fun�c~oes f e i s~ao limitadas

em E), s~ao Lebesgue mensur�aveis (pois as fun�c~oes f e i s~ao Lebesgue mensur�aveis, logo

podemos aplicar a Proposi�c~ao 3.5.4) e, devido a (4.192) e (4.194), se anulam onde a

fun�c~ao i se anula, ou seja, como i ∈ C, segue que se anulam fora de um conjunto de

medida �nita, assim, de (4.184) e (4.185), segue que

h ∈ A e j ∈ B . (4.196)

Portanto ∫
E

i
i
(4.191)

= h+j
=

∫
E

(h+ j)

item 2. da Proposi�c~ao 4.2.4
=

∫
E

h+

∫
E

j

≤ sup
h∈A

(∫
E

h

)
+ sup

j∈B

(∫
E

j

)
(4.170)
=

∫
E

f+

∫
E

g . (4.197)

Como o lado direito de (4.197) n~ao depende de i ∈ C, tomando-se o supremo do lado

esquerdo, sobre todos os i ∈ C, obteremos∫
E

(f+ g) ≤
∫
E

f+

∫
E

g . (4.198)

Logo, de (4.189) e (4.198), segue que∫
E

(f+ g) =

∫
E

f+

∫
E

g ,
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completando a demonstra�c~ao do item 2. .

Do item 3.:

Como

m(E) = 0 ,

segue ∫
E

f
(4.170)
= sup

h∈A

∫
E

h

Corol�ario 4.2.1
= = 0 ,

completando a demonstra�c~ao do item 3. .

Do item 4.:

Consideremos os seguites conjuntos:

A .
= {i : A→ R ; i ≤ f , para i : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em E ,

com m ({x ∈ A ; i(x) ̸= 0}) <∞} , (4.199)

B .
= {j : B→ R ; j ≤ f , para j : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em E ,

com m ( {x ∈ B ; j(x) ̸= 0} ) <∞} , (4.200)

C .
= {h : E→ R ; h ≤ f , para h : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em E ,

com m ( {x ∈ E ; h(x) ̸= 0} ) <∞} . (4.201)

Para cada i ∈ A e j ∈ B como, por hip�otese, temos que

E = A ∪ B e A ∩ B = ∅ , (4.202)

segue que a fun�c~ao h : E→ R, dada por

h(x)
.
=

{
i(x) , para x ∈ A ,
j(x) , para x ∈ B

, (4.203)

est�a bem de�nida e h ∈ C.
Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Portanto ∫
A

i+

∫
B

j
(4.203)
=

∫
A

h+

∫
B

h

item 6. da Proposi�c~ao 4.2.4
=

∫
A∪B

h

(4.202)
=

∫
E

h , (4.204)
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Loog, tomando-se o supremo, da lado direito de (4.204), sobre todas as h ∈ C,
obteremos ∫

A

i+

∫
B

j ≤ sup
h∈C

∫
E

h

(4.170)
=

∫
E

f . (4.205)

Como o lado direito da desigualdade (4.205) acima n~ao depende de i ∈ A e j ∈ B,
tomando o supremo em cada uma das parcelas do lado esquerdo, sobre todas as i ∈ A
e j ∈ B, respectivamente, obteremos

sup
i∈A

(∫
A

i

)
+ sup

j∈B

(∫
B

j

)
≤

∫
E

f ,

que, de (4.170), implicar�a em: ∫
A

f+

∫
B

f ≤
∫
E

f . (4.206)

Por outro lado, para h ∈ C, consideremos as fun�c~oes i , j : E→ R, dadas por:

i
.
= h|A e j

.
= h|B . (4.207)

Como A ,B ∈ M e a h ∈ C, de (4.207) e do Corol�ario 3.5.2 segue que

i ∈ A e j ∈ B .

Com isto teremos: ∫
E

h =

∫
A∪B

h

item 6. da Proposi�c~ao 4.2.4
=

∫
A

h+

∫
B

h

(4.207)
=

∫
A

i+

∫
B

j . (4.208)

Logo tomando-se o supremo, do lado direito de (4.208), sobre todas as i ∈ A e j ∈ B,
obteremos: ∫

E

h ≤ sup
i∈A

(∫
A

i

)
+ sup

j∈B

(∫
B

j

)
(4.170)
=

∫
A

f+

∫
B

f. (4.209)
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Como o lado direito da desigualdade (4.209) acima n~ao depende de h ∈ C, tomando

o supremodo lado esquerdo, sobre todas h ∈ C, obteremos∫
E

f
(4.170)
= sup

h∈C

(∫
E

h

)
(4.209)

≤
∫
A

f+

∫
B

f ,

ou seja, ∫
E

f ≤
∫
A

f+

∫
B

f . (4.210)

Portanto, de (4.206) e (4.210), segue que∫
E

f =

∫
A

f+

∫
B

f ,

completando a demonstra�c~ao do item 4. .

Do item 5.:

Consideremos o conjunto

F
.
= {x ∈ E ; f(x) ̸= g(x)} . (4.211)

Como

f = g , q.t.p. em E ,

segue que

F ∈ M e m(F) = 0 . (4.212)

Logo, das propriedades 3. e 4. acima, segue que:∫
E

f−

∫
E

g
do item 4.

=

[∫
E\F

f+

∫
F

f

]
−

[∫
E\F

g+

∫
F

g

]
do item 3., pois m(F)=0]

=

∫
E\F

f−

∫
E\F

g

do item 2., pois: f(x)−g(x)=0 em E\F]
=

∫
E\F

(f− g) . (4.213)

Logo, de (4.213), mostrar a propriedade 5. �e equivalente a mostrar que se

u = 0 , q.t.p. em E , (4.214)

onde o conjunto E �e Lebesgue mensur�avel, ent~ao teremos∫
E

u = 0 . (4.215)

Para mostrar (4.124), consideremos o conjunto

G
.
= {x ∈ E ; u(x) ̸= 0} . (4.216)
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Notemos que, como a fun�c~ao u �e Lebesgue mensur�avel segue, de (4.214), que

G ∈ M e m(G) = 0 . (4.217)

Consideremos o conjunto:

A .
= {h : E→ R ; h ≤ u , para h : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em

E e m ( {x ∈ E ; h(x) ̸= 0} ) <∞} . (4.218)

Notemos que, para h ∈ A como, de (4.216), temos

u = 0 , em E \G .

Logo teremos

h = 0 , em E \G ,

ou seja, h = 0 , q.t.p em E .

Logo, do item 4. da Proposi�c~ao 4.2.4, segue que∫
E

h = 0 . (4.219)

Portanto ∫
E

u
(4.170)
= sup

h∈A

(∫
E

h

)
(4.219)
= 0 ,

completando a demonstra�c~ao do item 5. .

Do item 6.:

Consideremos o conjunto

F
.
= {x ∈ E ; f(x) > g(x)} . (4.220)

Notemos que, como as fun�c~oes f e g s~ao Lebesgue mensur�avel, de (4.180), segue que

F ∈ M e m(F) = 0 . (4.221)

Notemos tamb�em que∫
E

g−

∫
E

f
do item 4.

=

[∫
F

g+

∫
F\E

g

]
−

[∫
F

f+

∫
F\E

f

]
. (4.222)

Como

m(F) = 0 ,
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do item 3., segue que ∫
F

g =

∫
F

f = 0 . (4.223)

Logo das identidades (4.222) e (4.223), teremos:∫
E

g−

∫
E

f =

∫
F\E

g−

∫
F\E

f. (4.224)

De (4.220), temos que

f ≤ g , em E \ F .

Logo, de (4.220) e da identidade (4.224) acima, segue que bastar�a mostrarmos a

propridade 6. para o caso e

f ≤ g , em E . (4.225)

Para mostrarmos este caso, consideremos os conjuntos:

A .
= {h : A→ R ; h ≤ f , para h : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em E

e m ( {x ∈ E ; h(x) ̸= 0} ) <∞} , (4.226)

B .
= {i : B→ R ; i ≤ g , para i : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em E

e m ( {x ∈ E ; i(x) ̸= 0} ) <∞} (4.227)

Notemos que, como

f(x) ≤ g(x) , para x ∈ E ,

se h ∈ A, segue que h ∈ B, isto �e,

A ⊆ B . (4.228)

Portanto ∫
E

f
(4.170)
= sup

h∈A

(∫
E

h

)
(4.228)

≤ sup
j∈B

(∫
E

j

)
(4.170)
=

∫
E

g ,

completando a demonstra�c~ao do item 6. e do resultado.

�

Observação 4.3.2 O exerc��cio 3. p�agina 86 de [HLR] nos fornece, em uma certa

situa�c~ao, a rec��proca do item 5. da Proposi�c~ao 4.3.1 acima.

Mais especi�camente: sejam f , g : E → R∗ fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis, n~ao

negativas em E, tais que

f ≤ g , q.t.p. em E . (4.229)



176 CAP�ITULO 4. A INTEGRAL DE LEBESGUE

Suponhamos que ∫
E

f =

∫
E

g . (4.230)

Ent~ao deveremos ter

f = g , q.t.p. em E . (4.231)

Na verdade, bastar�a demonstrar que se a fun�c~ao f : E → R �e n~ao negativa em

E ∈ M , Lebesgue mensur�avel em E e tal que∫
E

f = 0 , (4.232)

ent~ao deveremos ter

f = 0 , q.t.p. em E . (4.233)

Podemos agora enunciar e demonstrar o:

Teorema 4.3.1 (Lema de Fatou) Sejam E ∈ M e (fn)n∈N uma sequência de

fun�c~oes, n~ao negativas e Lebesgue mensur�aveis de�nidas em E, tomando valo-

res em R∗, tal que

fn
p→ f , q.t.p em E , (4.234)

onde f : E→ R∗ �e uma fun�c~ao.

Ent~ao a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel em E e vale a seguinte desigualdade:∫
E

f ≤ lim inf
n→∞

(∫
E

fn

)
, (4.235)

ou seja,

∫
E

(
lim
n→∞ fn

)
≤ lim inf

n→∞
(∫

E

fn

)
. (4.236)

Demonstração:

Notemos que, do Corol�ario 3.5.3, segue que a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel em E.

Consideremos o conjunto

F
.
= {x ∈ E ; fn(x) ̸→ f(x)} . (4.237)

Ent~ao, de (4.234), segue que

F ∈ M e m(F) = 0 . (4.238)

Logo, dos itens 3. e 4. da Proposi�c~ao 4.3.1 (como em (4.224)), segue que∫
E

f =

∫
E\F

f e

∫
E

fn =

∫
E\F

fn. (4.239)

Logo para completar a demonstra�c~ao do resultado, podemos supor, sem perda de

generalidade, que

fn
p→ f , em E .
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Para ver isto, basta trocarmos o conjunto E pelo conjunto E \ F no que faremos a

seguir e utlizarmos a identidade (4.239).

Notemos que, por hip�otese, para cada n ∈ N, temos

fn(x) ≥ 0 , para x ∈ E , (4.240)

deste modo, teremos

f(x)
.
= lim

n→∞ fn(x) ≥ 0 , para x ∈ E . (4.241)

Consideremos o conjunto:

A .
= {h : E→ R ; h ≤ f , para h : E→ R fun�c~ao limitada, Lebesgue mensur�avel em E

e m ( {x ∈ E ; h(x) ̸= 0} ) <∞} . (4.242)

Para h ∈ A, consideremos o conjunto

G
.
= {x ∈ E ; h(x) ̸= 0} . (4.243)

Com isto temos:

G ∈ M e m(G) <∞ .

Para cada n ∈ N, de�namos a fun�c~ao hn : E→ R, dada por:

hn(x)
.
= min{h(x) , fn(x)} , para cada x ∈ E . (4.244)

Como a fun�c~ao h �e limitada e Lebesgue mensur�aveis em E, segue que a fun�c~ao hn
ser�a uma fun�c~ao limitada, pois

hn ≤ h , em E

e, da Proposi�c~ao 3.5.4, ser�a Lebesgue mensur�avel em E.

Al�em disso, para cada n ∈ N, temos que

x ∈ E , satisfaz: 0 ̸= hn(x)
(4.244)
= min{h(x) , fn(x)} ,

implicar�a que: h(x) ̸= 0 ,
que, de (4.243), �e o mesmo que: x ∈ G,

ou seja, a fun�c~ao hn se anula, no completar de um conjunto que tem medida �nita

(no caso, este conjunto est�a contido no conjunto G, logo ter�a medida menor ou igual a

medida do conjunto G).

Por outro lado, como

h(x)
(4.242)

≤ f(x) ,

e fn(x) → f(x) , para cada x ∈ E ,
segue que: hn(x) → h(x) , para cada x ∈ E . (4.245)
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Notemos tamb�em que,

|hn(x)|
(4.243)

≤ |h(x)|
h∈A
≤ M, para cada x ∈ E .

Logo, do Teorema da convergência limitada (isto �e, do Teorema 4.2.1) aplicado a

sequência de fun�c~oes (hn)n∈N, segue que:

∫
E

h =

∫
E

(
lim
n→∞hn

)
(4.163)
= lim

n→∞
∫
E

hn

= lim inf
n→∞

(∫
E

hn

)
hn

(4.244)

≤ fn

≤ lim inf
n→∞

(∫
E

fn

)
. (4.246)

Como o lado direito da desigualdade (4.246) acima n~ao depende de h ∈ A, tomando-

se o supremo do lado esquerdo, sobre todas as h ∈ A, obteremos∫
E

f
(4.170)
= sup

h∈A

(∫
E

h

)
(4.246)

≤ lim inf
n→∞

∫
E

fn ,

como quer��amos demonstrar.

�
Como consequência deste temos o:

Teorema 4.3.2 (Teorema da Convergência Monótona) Sejam E ∈ M , f : E→ R∗

uma fun�c~ao e (fn)n∈N uma sequência mon�otona crescente de fun�c~oes, n~ao negativas

e Lebesgue mensur�aveis em E tal que

fn
p→ f , em E . (4.247)

Ent~ao a fun�c~ao f �e Lesbesgue mensur�avel em E e vale a seguinte identidade:∫
E

f = lim
n→∞

(∫
E

fn

)
,

ou seja,

∫
E

(
lim
n→∞ fn

)
= lim

n→∞
(∫

E

fn

)
. (4.248)

Demonstração:

Notemos que, do Corol�ario 3.5.2, segue que a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel em E.
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Logo, do Lema de Fatou (isto �e, do Teorema 4.3.1), segue que:∫
E

f ≤ lim inf
n→∞

(∫
E

fn

)
. (4.249)

Por outro lado, para cada n ∈ N, como

fn ≤ fn+1 e fn
p→ f , em E ,

segue que

fn(x) ≤ f(x) , para cada x ∈ E . (4.250)

Logo, do item 6. da Proposi�c~ao 4.3.1, segue que∫
E

fn ≤
∫
E

f ,

implicando em: lim sup
n→∞

(∫
E

fn

)
≤

∫
E

f

(4.249)

≤ lim inf
n→∞

(∫
E

fn

)
. (4.251)

Portanto teremos

lim sup
n→∞

(∫
E

fn

)
= lim inf

n→∞
(∫

E

fn

)
,

que, do item 5. da Proposi�c~ao 2.4.1, segue que existir�a o limite lim
n→∞

(∫
E

fn

)
e, de

(4.251), teremos ∫
E

f = lim
n→∞

(∫
E

fn

)
completando a demonstra�c~ao do resultado.

�
Como consequência temos o um resultado an�alogo ao Teorema 4.3.2 para s�erie de

fun�c~oes, mais precisamente, temos:

Corolário 4.3.1 Sejam E ∈ M , f : E→ R∗ uma fun�c~ao e (fn)n∈N uma sequência de

fun�c~oes, n~ao negativas e Lebesgue mensur�aveis em E, tal que a s�erie de fun�c~oes∞∑
n=1

fn converge pontualmente para a fun�c~ao f em E, isto �e,

f(x) =

∞∑
n=1

fn(x) , para cada x ∈ E . (4.252)

Ent~ao a fun�c~ao f �e Lebesgue mensur�avel em E e vale a seguinte identidade:∫
E

f =

∞∑
n=1

(∫
E

fn

)
,

ou seja,

∫
E

( ∞∑
n=1

fn

)
=

∞∑
n=1

(∫
E

fn

)
. (4.253)
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Demonstração:

Para cada n ∈ N, consideremos a fun�c~ao Sn : E→ R, dada por:

Sn(x)
.
=

n∑
k=1

fk(x) , parea cada x ∈ E . (4.254)

Como para cada n ∈ N, temos

fn(x) ≥ 0 , para cada x ∈ E ,

segue que a sequência (Sn)n∈N ser�a uma sequência mon�otona crescente de fun�c~oes, n~ao

negativas e Lebesgue mensur�aveis em E, tal que

Sn
p→ f , em E . (4.255)

Logo, do Teorema da convergência mon�otona (isto �e, do Teorema 4.3.2) segue que∫
E

f
(4.252)
=

∫
E

( ∞∑
n=1

fn

)

=

∫
E

(
lim
n→∞

n∑
k=1

fk

)
(4.254)
=

∫
E

(
lim
n→∞Sn

)
(4.248)
= lim

n→∞
(∫

E

Sn

)

(4.254)
= lim

n→∞
∫
E


n∑
k=1

fk︸ ︷︷ ︸
soma �nita


item 2. da Proposi�c~ao 4.3.1

= lim
n→∞

(
n∑
k=1

∫
E

fk

)

=

∞∑
n=1

∫
E

fn ,

como quer��amos demonstrar.

�

Observação 4.3.3

1. No Teorema da convergência mon�otona (isto �e, o Teorema 4.3.2), podemos

substituir a h��p�otese (4.247), ou seja,

fn
p→ f , em E
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por

fn→f , q.t.p. em E . (4.256)

que as conclus~oes dos respectivos resultados continuar~ao v�alidas.

2. No Corol�ario 4.3.1, podemos subsituir a h��p�otese (4.252), ou seja,

Sn
p→ f , em E

por

Sn→f , q.t.p. em E . (4.257)

que as conclus~oes dos respectivos resultados continuar~ao v�alidas.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Temos tamb�em a:

Proposição 4.3.2 Sejam E ∈ M , f : E → R∗ uma fun�c~ao n~ao negativa, Lebesgue

mensur�avel em E e (Ei)i∈N uma sequência disjunta de conjuntos Lebesgue men-

sur�aveis em E, tal que

E =

∞∪
i=1

Ei . (4.258)

Ent~ao ∫
E

f =

∞∑
n=1

∫
Ei

f ,

ou seja,

∫
∪∞

i=1 Ei

f =

∞∑
i=1

∫
Ei

f . (4.259)

Demonstração:

Para cada n ∈ N, consideremos a fun�c~ao fn : E→ R, dada por

fn
.
= f · Xn . (4.260)

Observemos que, de (4.260), segue que a sequência de fun�c~oes (fn)n∈N �e formada por

fun�c~oes n~ao negativas, Lebesgue mensur�aveis em E e al�em disso temos

f =

∞∑
n=1

fn , em E . (4.261)

De fato, como

E =

∞∪
i=1

Ei e Ei ∩ Ej = ∅ para i ̸= j , (4.262)
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segue que

X∪∞
i=1 Ei

=

∞∑
i=1

XEi . (4.263)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Logo em E, temos que:

f = f · XE
(4.262)
= f · X∪∞

i=1 Ei

(4.263)
= f ·

( ∞∑
i=1

XEi

)

=

∞∑
i=1

(f · XEi)

(4.260)
=

∞∑
i=1

fi . (4.264)

Logo, do Corol�ario 4.3.1 acima, segue que∫
E

f
(4.264)
=

∫
E

∞∑
n=1

fn

(4.253)
=

∞∑
n=1

∫
E

fn

(4.260)
=

∞∑
n=1

(∫
E

f · Xn
)

(4.172)
=

∞∑
n=1

∫
En

f ,

como quer��amos demonstrar.

�
Podemos agora introduzir a:

Definição 4.3.2 Sejam E ∈ M e f : E → R∗ uma fun�c~ao n~ao negativa, Lebesgue

mensur�avel em E.

Diremos que a fun�c~ao f �e Lebesgue integrável em E se∫
E

f <∞ . (4.265)

Com isto temos a:
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Proposição 4.3.3 Sejam E ∈ M , f , g : E → R∗ fun�c~oes n~ao negativas, tais que a

fun�c~ao f �e Lebesgue integr�avel em E, a fun�c~ao g �e Lebesgue mensur�avel em E e

g(x) ≤ f(x) , para cada x ∈ E . (4.266)

Ent~ao a fun�c~ao g �e Lebesgue integr�avel em E e, al�em disso, vale a seguinte

identidade ∫
E

(f− g) =

∫
E

f−

∫
E

g . (4.267)

Demonstração:

Notemos que, do item 2. da Proposi�c~ao 4.3.1, temos:

∫
E

f =

∫
E

(f− g)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ (g)︸︷︷︸
≥0


item 2. da Proposi�c~ao (4.3.1)

=

∫
E

(f− g) +

∫
E

g. (4.268)

Como a parcela do lado esquerdo de (4.268) �e �nita (pois a fun�c~ao f �e Lebesgue

integr�avel em E), segue que as parcelas do lado direito dever~ao ser �nitas.

Em particular, deveremos ter ∫
E

g <∞ ,

mostrando que a fun�c~ao g �e Lebesgue integr�avel em E e vale a identidade (4.267),

completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em a:

Proposição 4.3.4 Sejam a > 0, E ∈ M e f , g : E → R∗ fun�c~oes n~ao negativas e

Lebesgue integr�aveis em E.

Ent~ao as fun�c~oes

a f , f+ g , f · g , f+ , f− e |f| , (4.269)

s~ao Lebesgue integr�aveis em E.

Demonstração:

As conclus~oes acima seguem dos itens 1., 2. da Proposi�c~ao 4.3.1 juntamente com

(3.118), (3.124), (3.125) e a Proposi�c~ao 4.3.3.

Deixaremos os detalhes da demonstra�c~ao da mesma como exerc��cio para o leitor.

�
Para �nalizar temos a:
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Proposição 4.3.5 Sejam E ∈ M , f : E → R∗ uma fun�c~ao n~ao negativa e Lebesgue

integr�avel em E.

Ent~ao, dado ε > 0, podemos encontrar δ = δ(ε , f) > 0, tal que para todo A ∈ M

satisfazendo

A ⊆ E e m(A) < δ , (4.270)

valer�a a seguinte desigualdade

0 ≤
∫
A

f < ε . (4.271)

Demonstração:

Suponhamos, primeiramente, o caso que a fun�c~ao f seja limitada em E, isto �e, existe

M > 0 tal que

0 ≤ f(x) ≤M, para cada x ∈ E . (4.272)

Consderemos

δ
.
=
ε

M
> 0 . (4.273)

Com isto, notamos que se A ∈ M satisfaz (4.270) ent~ao, do item 6. da Proposi�c~ao

4.3.1, segue que:

0 ≤
∫
A

f

(4.272) e item 6. da Proposi�c~ao 4.3.1

≤
∫
A

M

item 1. da Proposi�c~ao 4.3.1
= M

∫
A

1

item 2. da Observa�c~ao 4.2.3
= M ·m(A)︸ ︷︷ ︸

<δ

(4.270)
< Mδ

(4.273)
= M

ε

M
= ε ,

mostrando a validade da desigualdade (4.271).

Suponhamos agora que a fun�c~ao f n~ao �e, necessariamente, limitada em E.

Para cada n ∈ N �xado, consideremos a fun�c~ao fn : E→ R, dada por

fn(x)
.
=

{
f(x) , se f(x) < n ,

n , se f(x) ≥ n
. (4.274)

Observemos que, para cada n ∈ N, a fun�c~ao fn �e limitada, n~ao negativa, Lebesgue

mensur�aveis em E,

f ≥ fn , em E
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e

fn → f , pontualmente em E . (4.275)

Al�em disso, a sequência de fun�c~oes (fn)n∈N �e mon�otona crescente.

A veri�ca�c~ao destes fatos s~ao simples e ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

Logo, do Teorema da convergência mon�otona (isto �e, do Teorema 4.3.2), segue que

lim
n→∞

(∫
E

fn

)
=

∫
E

f ,

ou seja, dado ε > 0, podemos encontrar N = N(ε) ∈ N, se modo que∣∣∣∣∫
E

f−

∫
E

fN

∣∣∣∣ < ε

2
,

ou seja, −
ε

2
<

∫
E

f−

∫
E

fN︸ ︷︷ ︸
Proposi�c~ao 4.3.3

=
∫
E
(f−fN) , pois, f≥fN

<
ε

2
,

em particular, teremos ∫
E

(f− fN) <
ε

2
. (4.276)

Conisderemos

δ
.
=

ε

2N
. (4.277)

Notemos que, se A ∈ M satisfaz (4.270), teremos:

0 ≤
∫
A

f

=

∫
A

[(f− fN) + fN]

item 1. da Proposi�c~ao 4.3.1
=

∫
A

(f− fN) +

∫
A

fN︸︷︷︸
(4.274)

≤ N

item 6. da Proposi�c~ao 4.3.1

≤
∫
A

(f− fN) +

∫
A

N

item 1. da Proposi�c~ao 4.3.1
=

∫
A

(f− fN) +N

∫
A

1

item 2. da Observa�c~ao 4.2.3
=

∫
A

(f− fN)︸ ︷︷ ︸
A⊆E e f−fN≥0

≤
∫
E
(f−fN)

(4.276)

< ε
2

+N ·m(A)︸ ︷︷ ︸
(4.270)
< δ

<
ε

2
+Nδ

(4.277)
=

ε

2
+N

ε

2N

=
ε

2
+
ε

2
= ε ,
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mostrando a validade da desigualdade (4.271), completando a demonstra�c~ao.

�

4.4 A Integral Geral de Lebesgue

Podemos agora introduzir a:

Definição 4.4.1 Sejam E ∈ M e f : E→ R∗ uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel (n~ao

necessariamente n~ao negativa).

Diremos que a fun�c~ao f �e Lebesgue integrável em E se as fun�c~oes, n~ao nega-

tivas,

f+ , f− : E→ R∗

(introduzidas na De�ni�c~ao 3.5.2) s~ao Lebesgue integr�aveis em E, ou seja,

0 ≤
∫
E

f+ ,

∫
E

f− <∞ . (4.278)

Neste caso, de�niremos a integral de Lebesgue da função f em E, que indi-

cada por

∫
E

f, como sendo ∫
E

f
.
=

∫
E

f+ −

∫
E

f− . (4.279)

Observação 4.4.1

1. Logo se E ∈ M , da De�ni�c~ao 4.4.1, uma fun�c~ao f : E → R∗ ser�a Lebesgue

integr�avel em E se, e somente se,

0 ≤
∫
E

f+ ,

∫
E

f− <∞ . (4.280)

2. Como

|f|
(3.124)
= f+ + f− ,

segue que uma fun�c~ao f : E→ R∗ ser�a Lebesgue integr�avel em E se, e somente

se, a fun�c~ao |f| : E→ [0 ,∞] for Lebesgue integr�avel em E.

Al�em disso, teremos ∫
E

|f|
.
=

∫
E

f+ +

∫
E

f− . (4.281)

Em particular, de (4.279) e (4.281), segue que∫
E

f ≤
∫
E

|f| . (4.282)
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3. Notemos que se as fun�c~oes f1 , f2 : E → R s~ao n~ao negativas e Lebesgue

integr�aveis em E e satisfazem

f = f1 − f2, (4.283)

como (veja o item 3. da Observa�c~ao 3.5.4, ou ainda, (3.124))

f = f+ − f− ,

segue que

f+ − f− = f = f1 − f2 ,

ou seja, f+ + f2 = f
− + f1 ≥ 0 , (4.284)

Logo, do item 2. da Proposi�c~ao 4.3.1, segue que∫
E

f+ +

∫
E

f2
(4.174)
=

∫
E

(f+ + f2)

(4.181)
=

∫
E

(f− + f1)

(4.174)
=

∫
E

f− +

∫
E

f1 . (4.285)

Como

0 ≤
∫
E

f− ,

∫
E

f2 <∞ ,

segue que, de (4.285), que:∫
E

f+ −

∫
E

f−︸ ︷︷ ︸
(4.279)

=
∫
E
f

=

∫
E

f1 −

∫
E

f2 ,

ou seja, ∫
E

f =

∫
E

f1 −

∫
E

f2 , (4.286)

isto �e, mostrando que a integral de Lebesgue

∫
E

f independe da decomposi�c~ao

da fun�cao f que se considere, como diferen�ca de duas fun�c~oes n~ao negativas,

Lebesgue mensur�aveis em E, que têm integrais de Lebesgue em E �nitas.

Com isto temos a:

Proposição 4.4.1 Sejam c ∈ R, E ∈ M e f , g : E→ R∗ fun�c~oes Lebesgue integr�aveis

em E.

Ent~ao
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1. a fun�c~ao c · f : E→ R∗ �e uma fun�c~ao Lebesgue integr�avel em E e, al�em disso,

teremos: ∫
E

(c · f) = c ·
∫
E

f . (4.287)

2. a fun�c~ao (f + g) : E → R∗ �e uma fun�c~ao Lebesgue integr�avel em E e al�em

disso, teremos ∫
E

(f+ g) =

∫
E

f+

∫
E

g . (4.288)

3. Se A ⊆ E e A ∈ M , ent~ao a fun�c~ao f|A : A → R∗ ser�a um fun�c~ao Lebesgue

integr�avel em A.

4. Se

f ≤ g , q.t.p. em E , (4.289)

ent~ao teremos ∫
E

f ≤
∫
E

g . (4.290)

5. Se A ,B ⊆ E s~ao tais que A ,B ∈ M com A ∩ B = ∅, ent~ao∫
A∪B

f =

∫
A

f+

∫
B

f . (4.291)

6. Se

f = g , q.t.p. em E , (4.292)

ent~ao teremos ∫
E

f =

∫
E

g . (4.293)

Demonstração:

Do item 1.:

Como a fun�c~ao f �e Lebesgue integr�avel em E, da De�ni�c~ao 4.4.1, temos que as fun�c~oes

f+ e f− s~ao Lebesgue integr�aveis em E, ou seja,

0 ≤
∫
E

f+ ,

∫
E

f− <∞ . (4.294)

Observemos que se c = 0, teremos que

c · f = 0 , em E ,

logo a fun�c~ao c · f ser�a Lebesgue intergr�avel em E e, al�em disso, teremos:∫
E

(0 · f) = 0 = 0 ·
∫
E

f ,

mostrando que a identidade (4.287) �e v�alida para c = 0.
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Por outro lado, se c ̸= 0, notamos que:

para c > 0, segue que: (c · f)+ = c · f+ e (c · f−) = c · f− , (4.295)

para c < 0, segue que: (c · f)+ = −c · f− e (c · f−) = −c · f+ . (4.296)

A veri�ca�c~ao destes fatos ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Logo, se c > 0, teremos:

0 ≤
∫
E

(c · f)+ (4.295)
=

∫
E

c · f+

item 1 da Proposi�c~ao (4.3.1)
= c ·

∫
E

f+

(4.294) e c>0
< ∞ , (4.297)

0 ≤
∫
E

(c · f)− (4.295)
=

∫
E

c · f−

item 1. da Proposi�c~ao (4.3.1)
= c ·

∫
E

f−

(4.294) e c>0
< ∞ . (4.298)

Logo, para c > 0, de (4.297), (4.298) e da De�ni�c~ao 4.4.1, segue que a fun�c~ao c · f
ser�a Lebesgue integr�avel em E.

Notemos tamb�em que, para c > 0, do item 3. da Observa�c~ao 3.5.4, segue que:

c · f (3.124)
= (c · f)+ − (c · f)−

(4.295)
= c f+ − c f− . (4.299)

Logo ∫
E

(c · f) (4.279)
=

∫
E

(c · f)+ −

∫
E

(c · f)−

(4.295)
=

∫
E

c · f+ −

∫
E

c · f−

item 1. da Proposi�c~ao (4.3.1)
= c ·

∫
E

f+ − c ·
∫
E

f−

= c ·
[∫
E

f+ −

∫
E

f−
]

(4.279)
= c

∫
E

f ,

mostrando a validade da identidade (4.287) para o caso que c > 0.
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Por outro lado, para c < 0, teremos:

0 ≤
∫
E

(c · f)+ (4.296)
=

∫
E

[−c · f−]

item 1 da Proposi�c~ao (4.3.1)
= −c ·

∫
E

f−

(4.294) e c<0
< ∞ , (4.300)

0 ≤
∫
E

(c · f)− (4.296)
=

∫
E

[−c · f+]

item 1. da Proposi�c~ao (4.3.1)
= −c ·

∫
E

f+

(4.294) e c<0
< ∞ . (4.301)

Logo, para c < 0, de (4.300), (4.301) e da De�ni�c~ao 4.4.1, segue que a fun�c~ao c · f
ser�a Lebesgue integr�avel em E.

Notemos tamb�em que, para c < 0, do item 3. da Observa�c~ao 3.5.4, segue que:

c · f (3.124)
= (c · f)+ − (c · f)−

(4.296)
= −c · f− + c · f+ . (4.302)

Logo ∫
E

(c · f) (4.279)
=

∫
E

(c · f)+ −

∫
E

(c · f)−

(4.296)
=

∫
E

[−c · f−] −
∫
E

[−c · f+]

item 1. da Proposi�c~ao (4.3.1)
= −c ·

∫
E

f− + c ·
∫
E

f+

= c ·
[∫
E

f+ −

∫
E

f−
]

(4.279)
= c

∫
E

f ,

mostrando a validade da identidade (4.287) para o caso que c < 0 e completando a

demonstra�c~ao do item 1. .

Do item 2.:

Como as fun�c~oes f e g s~ao fun�c~oes Lebesgue integr�aveis em E segue que as fun�c~oes

f+, f−, f+ e g− ser~ao fun�c~oes Lebesgue integr�aveis em E, ou seja,

0 ≤
∫
E

f+ ,

∫
E

g+ <∞ , (4.303)

0 ≤
∫
E

f− ,

∫
E

g− <∞ . (4.304)
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Notemos que

f+ g
(3.124)
= (f+ − f−) + (g+ − g−)

= (f+ + g+) − (f− + g−) . (4.305)

Logo, de (4.303) e (4.304), segue que

0 ≤
∫
E

(f+ + g+)

item 2. da Proposi�c~ao (4.3.1)
=

∫
E

f+ +

∫
E

g+
(4.303)
< ∞ , (4.306)

0 ≤
∫
E

(f− + g−)

item 2. da Proposi�c~ao (4.3.1)
=

∫
E

f− +

∫
E

g−
(4.304)
< ∞ . (4.307)

Logo, de (4.305), (4.306), (4.307) e da De�ni�c~ao 4.4.1, segue que a fun�c~ao f+ g ser�a

Lebesgue integr�avel em E.

Al�em disso, teremos:∫
E

(f+ g)
(4.279)
=

∫
E

(f+ g)+ −

∫
E

(f+ g)−

(4.305)
=

∫
E

(f+ + g+) −

∫
E

(f− + g−)

item 2 da Proppsi�ca~o 4.3.1
=

[∫
E

f+ +

∫
E

g+
]
−

[∫
E

f− +

∫
E

g−
]

=

[∫
E

f+ −

∫
E

f−
]
+

[∫
E

g+ −

∫
E

g−
]

(4.279)
=

∫
E

f+

∫
E

g ,

mostrando a validade da identidade (4.288) e completando a prova do item 2. .

Do item 3.:

Lembremos que (veja (3.120))

f|A = f · XA , (4.308)

assim teremos:

f|A
+ = f+ · XA e f|A

− = f− · XA . (4.309)

A veri�ca�c~ao deste fato �e simples e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Como a fun�c~ao f �e Lebesgue integr�avel em E segue, da De�ni�c~ao 4.4.1, que as fun�c~oes

f+ e f− s~ao Lebesgue integr�aveis em E.

Como A ∈ M , segue que a fun�c~ao XA ser�a Lebesgue mensur�avel e temos tamb�em

f+ · XA ≤ f e f− · XA ≤ f ,
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que, da Proposi�c~ao 4.3.3, implicar�a que as fun�c~oes

f+ · XA e f− · XA

ser~ao Lebesgue integr�aveis em E e assim, de (4.309) e da De�ni�c~ao 4.4.1, segue que a

fun�c~ao f|A ser�a Lebesgue integr�avel em E, completando a prova de 3. .

Do item 4.:

Observemos que

f ≤ g , q.t.p. em E

se, e somente se: 0 ≤ g− f , q.t.p. em E . (4.310)

Assim a fun�c~ao g−f ser�a uma fun�c~ao Lebesgue integr�avel em E e n~ao negativa, q.t.p

em E.

Logo, do item 6. da Proposi�c~ao, segue que

0
(4.180)

≤
∫
E

(g− f)

item 2. acima
=

∫
E

g−

∫
E

f,

ou seja, vale 4.290, completando a prova do item 4. .

Do item 5.:

Observemos que do item do item 3. acima segue que a fun�c~ao f|A∪B
�e Lebesgue

integr�avel em E.

Al�em disso, temos:∫
A∪B

f
(4.172)
=

∫
E

f · XA∪B

XA∪B
A∩B=∅

= XA+XB=

∫
E

f · [XA + XB]

item 2. acima ]
=

∫
E

f · XA +

∫
E

f · XB =

∫
A

f+

∫
B

f ,

mostrando a validade da identidade (4.291) e completando a prova do item 5. .

Do item 6.:

Como

f = g , q.t.p. em E ,

segue que

f+ = g+ e f− = g− q.t.p. em E . (4.311)

Como a fun�c~ao f �e Lebesgue integr�avel em E segue, da De�ni�c~ao 4.4.1, que

0 ≤
∫
E

f+ ,

∫
E

f− <∞ . (4.312)
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Logo, do item 5. da Proposi�c~ao 4.3.1, segue que

0 ≤
∫
E

g+
(4.178)
=

∫
E

f+
(4.312)
< ∞ ,

0 ≤
∫
E

g−
(4.178)
=

∫
E

f−
(4.312)
< ∞ .

Logo, da De�ni�c~ao 4.4.1, teremos que a fun�c~ao g ser�a Lebesgue integr�avel em E.

Portanto, da De�ni�c~ao 4.4.1, segue que∫
E

f
(4.279)
=

∫
E

f+ −

∫
E

f−

item 5. da Proposi�c~ao 4.3.1
=

∫
E

g+ −

∫
E

g−

(4.279)
=

∫
E

g ,

mostrando a validade da identidade (4.293), completando a demonstra�c~ao do item 6. e

do resultado.

�

Observação 4.4.2 Notemos se f , g : E → R∗ s~ao fun�c~oes Lebesgue integr�aveis em

E, ent~ao a fun�c~ao f+ g pode não estar de�nida em todo o conjunto E.

De fato, pois pode existir xo ∈ E tal que

f(xo) = +∞ e g(xo) = −∞ , (4.313)

ou vice-versa e, neste caso, n~ao faz sentido

f(xo) + g(xo) .

Por outro lado, nbservemos que considerendo-se o conjunto:

F+−
.
= {x ∈ E ; f(x) = +∞ e g(x) = −∞}

segue que

m(F+−) = 0 . (4.314)

De modo an�alogo, conisderando-se o conjunto

F−+
.
= {x ∈ E : f(x) = −∞ e g(x) = +∞} ,

segue que

m(F−+) = 0 . (4.315)

Mostraremos (4.314) e deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�c�c~ao de

(4.315).
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Suponhamos, por absurdo, que

m(F+−) > 0 . (4.316)

Consideremos a fun�c~ao ~f : E→ R∗, dada por:

~f(x)
.
=

{∞ , para x ∈ F+− ,

0 , para x ∈ E \ F+−

. (4.317)

Como m(F+−) > 0, segue que∫
E

~f =

∫
F+−

~f
Exerc��cio

= ∞ . (4.318)

Por outro lado, temos que

0 ≤ ~f ≤ f+ , em E . (4.319)

Assim, do item 5. da Proposi�c~ao 4.3.1, segue que

∞ =

∫
E

~f ≤
∫
E

f+,

o que seria um absurdo, pois a fun�c~ao f �e Lebesgue integr�avel em E o que implicar�a,

pela De�ni�c~ao 4.4.1, em particular, que∫
F

f+ <∞ .

Portanto deveremos ter

m(F+−) = 0 ,

como a�rmamos.

Logo, do item 6. da Proposi�c~ao 4.4.1. acima, segue que o valor de∫
E

(f+ g) ∈ R

não se alterar�a se mudarmos os valores das fun�c~oes f e g no conjunto F+− ∪ F−+,

considerando, por exemplo,

f = g = 1 , em F+− ∪ F−+ .

Temos agora o importante resultado:
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Teorema 4.4.1 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Sejam E ∈
M , para cada n ∈ N, consideremos f , g , fn : E→ R∗, fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis

em E, tais que a fun�c~ao g �e Lebesgue integr�avel em E,

|fn(x)| ≤ g(x) , para cada x ∈ E (4.320)

fn → f , q.t.p. em E . (4.321)

Ent~ao as fun�c~oes f e fn s~ao Lebsegue integr�aveis em E e∫
E

f = lim
n→∞

(∫
E

fn

)
,

isto �e,

∫
E

(
lim
n→∞ fn

)
= lim

n→∞
(∫

E

fn

)
. (4.322)

Demonstração:

Do item 3. da Observa�c~ao 3.5.4, segue que

|fn|
(3.124)
= f+n + f−n (4.323)

Logo, de (4.323) e (4.320), segue que

0 ≤ f+n , f−n ≤ g , em E . (4.324)

Logo, do item 6. da Proposi�c~ao 4.3.1, teremos:

0 ≤
∫
E

f+n ,

∫
E

f−n

(4.180)

≤
∫
E

g <∞ ,

ou seja, para cada n ∈ N, a fun�c~ao fn �e uma fun�c~ao Lebesgue integr�avel em E.

Por outro lado, como

f = lim
n→∞ fn , q.t.p em E , (4.325)

e |fn| ≤ g , em E, para cada n ∈ N , (4.326)

segue que: |f| ≤ g , q.t.p em E , (4.327)

ou seja, − g ≤ f ≤ g , q.t.p em E . (4.328)

Logo, de (4.326) (como em (4.324), com f no lugar da fun�c~ao fn), segue que a fun�c~ao

f ser�a Lebesgue integr�avel em E.

Notemos tamb�em que, para cada n ∈ N, de (4.326), teremos:

− g
I
≤ fn

II
≤ g , em E , (4.329)

logo, de II , teremos: 0 ≤ g− fn , em E , (4.330)

e tamb�em temos: g− fn → g− f , q.t.p. em E . (4.331)
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Logo, do Lema de Fatou (isto �e, do Teorema 4.3.1), segue que

∫
E

(

(4.328)

≥ 0︷ ︸︸ ︷
g− f)︸ ︷︷ ︸

=
∫
E
g−

∫
E
f

(4.239) e (4.235)

≤ lim inf
n→∞

[∫
E

(g− fn)

]

=

∫
E

g+ lim inf
n→∞

[∫
E

−fn

]
(4.287) com c=−1

=

∫
E

g+ lim inf
n→∞

[
−

∫
E

fn

]
item 3. da Proposi�c~ao (2.4.1)

=

∫
E

g− lim sup
n→∞

∫
E

fn ,

ou seja,

∫
E

f ≥ lim sup
n→∞

∫
E

fn . (4.332)

De modo semelhante, de I , temos que

0 ≤ g+ fn , em E (4.333)

e g+ fn → g+ f , q.t.p. em E . (4.334)

Logo, do Lema de Fatou (isto �e, do Teorema 4.3.1), segue que

∫
E

(

(4.333)

≥ 0︷ ︸︸ ︷
g+ f)︸ ︷︷ ︸

=
∫
E
g+

∫
E
f

(4.239) e (4.235)

≤ lim inf
n→∞

[∫
E

(g+ fn)

]

=

∫
E

g+ lim inf
n→∞

(∫
E

fn

)
,

ou seja,

∫
E

f ≤ lim inf
n→∞

(∫
E

fn

)
. (4.335)

Logo, de (4.332) e (4.335) segue que

lim sup
n→∞

(∫
E

fn

)
(4.332)

≤
∫
E

f

(4.335)

≤ lim inf
n→∞

(∫
E

fn

)
item 4. da Proposi�cao 2.4.1

≤ lim sup
n→∞

∫
E

fn,

ou seja, lim sup
n→∞

∫
E

fn =

∫
E

f = lim inf
n→∞

∫
E

fn ,

mostrando, pelo item 5. da Proposi�c~ao 2.4.1, a validade dade identidade (4.322), com-

pletando a demonstra�c~ao.

�
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Observação 4.4.3 Nas hip�otese do Teorema da convergência dominada de Lebes-

gue (isto �e, do Teorema 4.4.1), todos os termos da seguência de fun�c~oes (fn) deve

ser majorado, em m�odulo, por uma fun�c~ao Lebesgue integr�avel g �xada.

Por�em na demonstra�c~ao não foi utilizado tudo isto.

Na verdade se substituirmos, de modo apropriado, a fun�c~ao g, da desigualdade

(4.320), por uma sequência (gn) podemos obter a seguinte extens~ao do Teorema da

convergência dominada de Lebesgue (isto �e, o Teorema 4.4.1), que ser�a enunciado

a seguir e cuja demonstra�c~ao ser�a deixada como exerc��cio para o leitor:

Teorema 4.4.2 Sejam E ∈ M , para cada n ∈ N, consideremos gn , g : E → R∗,

fun�c~oes Lebesgue integr�aveis em E, tais que

gn → g , q.t.p. em E , (4.336)

e satisfazendo ∫
E

g = lim
n→∞

(∫
E

gn

)
. (4.337)

Al�em disso se, para cada n ∈ N temos que as fun�c~oes fn , f : E→ R∗ satisfzam,

para cada n ∈ N,

|fn| ≤ gn , em E (4.338)

e fn → f , q.t.p. em E (4.339)

ent~ao, para cada n ∈ N, as fun�c~oes f e fn s~ao Lebesgue integr�aveis em E e vale a

seguinte identidade: ∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn. (4.340)

ou seja,

∫
E

(
lim
n→∞ fn

)
= lim

n→∞
(∫

E

fn

)
. (4.341)

Observação 4.4.4

1. Na situa�c~ao acima, se (fn)n∈N �e uma a seguência de fun�c~oes Lebesgue men-

sur�aveis em E, tal que

fn → f , q.t.p. em E ,

ent~ao, do Lema de Fatou (isto �e, do Teorema 4.3.1), do Teorema da con-

vergência mon�otona (isto �e, do Teorema 4.3.2) e do Teorema da convergência

dominada de Lebesgue (isto �e, do Teorema 4.4.1) garantem que, sob certas

condições, podemos caracterizar o valor da integral de Lebesgue

∫
E

f, em

termos do limite das integrais de Lebesgue

∫
E

fn.
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2. O Lema de Fatou (isto �e, do Teorema 4.3.1) tem as hip�otese mais fracas.

Neste caso, precisamos somente que as fun�c~oes fn sejam n~ao negativas em

E, o que �e menos do que ser Lebesgue integr�avel em E, como pede o Teorema

da convergência dominada de Lebesgue (isto �e, do Teorema 4.4.1).

Por outro lado, sua conclus~ao �e a mais fraca de todas, e nos diz que∫
E

f ≤ lim inf

(∫
E

fn

)
.

3. O Teorema da convergência dominada de Lebesgue (isto �e, do Teorema

4.4.1), pede que as fun�c~oes fn sejam limitadas, por cima e por baixo, por

uma fun�c~ao g, que �e Lebesgue integr�avel em E �xada.

Por�em sua conclus~ao nos garante a igualdade∫
E

f = lim

(∫
E

fn

)
.

4. O Teorema da convergência mon�onotona (isto �e, do Teorema 4.3.2) �e algo

intermedi�ario entre os dois resultados acima.

Ele pede que sequência de fun�c~oes (fn)n∈N seja mon�otona crescente, formada

por fun�c~oes n~ao negativas em E e limitada superiormente, pelo seu pr�oprio

limite, ou seja, a fun�c~ao f.

Notemos que, se a fun�c~ao f �e uma fun�c~ao Lebesgue integr�avel em E, este

ser�a um caso especial do Teorema da convergência dominada de Lebesgue

(isto �e, do Teorema 4.4.1).

5. A vantagem do Lema de Fatou (isto �e, do Teorema 4.3.1) e do Teorema

da convergência mon�onotona (isto �e, do Teorema 4.3.2) �e que podem ser

aplicados mesmo que a fun�c~ao f não seja Lebesgue integr�avel em E e poder�a

ser um bom modo de mostrar que a fun�c~ao f �e Lebesgue integr�avel em E.

6. O Lema de Fatou (isto �e, do Teorema 4.3.1) e o Teorema da convergência

mon�onotona (isto �e, do Teorema 4.3.2) est~ao bem pr�oximos, no sentido que

cada um deles pode ser obtido do outro usando somente o fatos b�asicos rela-

cionados com a integral ser n~ao negativa e linear.

4.5 Convergência em Medida

Observação 4.5.1 Sejam E ∈ M e, para cada n ∈ N, consideremos fn : E → R∗

uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel (e n~ao negativas) em E, satisfazendo

lim
n→∞

(∫
E

|fn|

)
= 0 . (4.342)
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1. O que podemos dizer sobre a convergência da sequência de fun�c~oes (fn)? ser�a

que

fn → 0 , em E ?

Infelizmente isto não é verdade em geral.

Notemos que isto n~ao vale nem mesmo para a integral de Riemann.

Deixaremos como exerc��cio para o leitor a constru�c~ao de um exemplo que

mostra a situa�c~ao descrita acima.

2. O que podemos a�rmar �e que se (4.342) ocorre, para cada η > 0, teremos

m ( {x ∈ E ; |fn(x)| > η} ) → 0 , quando n→ ∞ . (4.343)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Isto nos leva a introduzir a:

Definição 4.5.1 Sejam E ∈ M e, para cada n ∈ N, conisderemos fn , f : E → R∗

fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis em E..

Diremos que a sequência (fn)n∈N �e convergente em medida, para a função f,

em E se dado ε > 0, podemos encontrar N = N(ε) ∈ N, tal que

para cada n ≥ N, teremos: m ( {x ∈ E ; |fn(x) − f(x)| ≥ ε} ) < ε . (4.344)

Para ilustra temos o:

Exemplo 4.5.1 Consideremos

E
.
= [0 , 1]

e, para cada n ∈ N, de�namos a fun�c~ao fn : E→ R, da seguinte forma:

Seja m o maior inteiro, n~ao negativo, tal que podemos encontrar

k ∈ [0 , 2m) , (4.345)

tal que

n = k+ 2m . (4.346)

De�namos

fn(x)
.
=

{
1 , para x ∈ [k 2−m , (k+ 1) 2−m] ,

0 , para x ∈ [0 , 1] \ [k 2−m , (k+ 1) 2−m]
. (4.347)

Ent~ao, dado ε > 0, para todo n ∈ N, teremos

m( {x ∈ [0 , 1] : |fn(x)| > ε} ) ≤
2

n
. (4.348)
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Resolução:

Observemos que

n
(4.345)
= k+ 2m

(4.345)
< 2m + 2m

= 2m+1 ,

ou seja, n− 2m+1 < 0 .

Somando-se n, teremos: 2n− 2m+1 < n , (4.349)

assim:

2 k
(4.345)
= 2 (n− 2m)

= 2n− 2m+1

(4.349)
< n ,

ou seja, 0 < n− 2 k .

Somando-se n, obteremos, n < 2 (n− k) ,

ou ainda,
1

n− k
<
2

n
. (4.350)

Notemos que, para cada n ∈ N, de (4.347), segue que:

fn(x) ̸= 0 ,
se, e somente se, x ∈ [k 2−m , (k+ 1) 2−m] . (4.351)

Logo

{x ∈ [0 , 1] ; |fn(x)| > ε} ⊆ [k 2−m , (k+ 1) 2−m] .

Portanto

m ( {x ∈ [0 , 1] ; |fn(x)| > ε} ) ≤ m ( [k 2−m , (k+ 1) 2−m] )

l ( [k 2−m , (k+ 1) 2−m] )

= 2−m

=
1

n− k
(4.238)
<

2

n
. (4.352)

Portando, dado R⃗ > 0, podemos encontrar N ∈ N, de modo que

N >
1

ε
. (4.353)
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Logo, se

n ≥ N , (4.354)

segue, de (4.352), que

m ( {x ∈ [0 , 1] ; |fn(x)| > ε} )
(4.352)
<

2

n
(4.354)
<

2

N
(4.353)
< ε ,

como a�rmamos.

Observação 4.5.2

1. Notemos que, no Exemplo 4.5.1, fazendo:

(a) n = 1, de (4.346), deveremos ter:

m = 0 e k = 0 .

Logo, de (4.347), segue que

f1(x) = 1 , para x ∈ [0 , 1] ;

(b) n = 2, de (4.346), deveremos ter:

m = 1 e k = 0 .

Logo, de (4.347), segue que:

f2(x) = 1 , para x ∈
[
0 ,
1

2

]
e f2(x) = 0 , para x ∈

(
1

2
, 1

]
;

(c) n = 3, de (4.346), deveremos ter:

m = 1 e k = 1 .

Logo, de (4.347), segue que

f3(x) = 1 , para x ∈
[
1

2
, 1

]
e f3(x) = 0 , para x ∈

[
0 ,
1

2

)
;
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(d) n = 4, de (4.346), deveremos ter:

m = 2 e k = 0 .

Logo, de (4.347), segue que

f4(x) = 1 , para x ∈
[
0 ,
1

4

]
e f4(x) = 0 , para x ∈

(
1

4
, 1

]
;

(e) n = 5, de (4.346), deveremos ter:

m = 2 e k = 1 .

Logo, de (4.347), segue que:

f5(x) = 1 , para x ∈
[
1

4
,
1

2

]
e f5(x) = 0 , para x ∈ [0 , 1] \

[
1

4
,
1

2

]
e assim por diante.

2. No , no Exemplo 4.5.1 acima , quando n→ ∞, segue que

fn → f ≡ 0

em medida em [0 , 1].

Notemos que quando n→ ∞, de (4.346), segue que m→ ∞, logo

1

2−m
→ 0 .

3. Notemos que seguência (fn(x))n∈N ser�a constante e igual a 1 em intervalos

contidos em [0 , 1], para um n�umero in�nito de ��ndices n, su�cientemente

grandes.

Por exemplo, para todo natural do tipo

n = 2m ,

teremos, de (4.346), que

k = 0 .

Logo a sequência (fn)n∈N não ser�a convergente para a fun�c~ao identicamente

nula em [0 , 1].
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Logo, da De�ni�c~ao 4.5.1, podemos concluir que

fn → f ≡ 0 , em medida em [0 , 1] ,

mas a sequência num�erica (fn(x))n∈N não �e convergente para f(x) = 0, para

cada x ∈ [0 , 1].

4. Portanto podemos concluir que, se fn
p→ f em E, ent~ao

fn → f , em medida em E ,

mas n~ao vale, em geral, a rec��proca da a�rma�c~ao acima.

A veri�ca�c~ao deste fato �e simples e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Por�em temos a:

Proposição 4.5.1 Sejam E ∈ M e, para cada n ∈ N, consideremos fn, f : E → R∗

fun�c~ao Lebesgue mensur�avel em E.

Suponhamos que

fn → f , em medida em E . (4.355)

Ent~ao existe uma subsequência, que indicaremos por (fnk
)k∈N, da sequência de

fun�c~oes (fn)n∈N, tal que

fnk
→ f , q.t.p. em E . (4.356)

Demonstração:

Como

fn → f , em medida em E ,

para cada k ∈ N, podemos encontrar N = N(k) ∈ N tal que, para n ≥ N, teremos:

m
({
x ∈ E ; |fn(x) − f(x)| ≥ 2−k

} )
< 2−k . (4.357)

Para cada m ∈ N, consderemos o conjunto

Em
.
= {x ∈ E ; |fnm

(x) − f(x)| ≥ 2−m , para algum nm ∈ N} . (4.358)

Observemos que, para k ∈ N, se

x ̸∈
∞∪
m=k

Em ,

ent~ao, de (4.358), deveremos ter

|fnm
(x) − f(x)| < 2−m , para todo m ≥ k .

Neste caso, segue que

fnm
(x) → f(x) ,
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ou seja,

fnm
(x) → f(x) , para cada x ̸∈ A .

=

∞∩
k=1

( ∞∪
m=k

Ek

)
.

Mas, para cada k ∈ N, temos que:

m(A)
A⊆

∪∞
m=k Em

≤ m

( ∞∪
m=k

Em

)
(3.58)

≤
∞∑
m=k

m(Em)

(4.357)

≤
∞∑
m=k

2−m

=

∞∑
l=0

1

2l+k

=
1

2k
· 2

=
1

2k−1
. (4.359)

Como o lado esquerdo da desigualdade (4.359) acima, n~ao depende de k, fazendo

k→ ∞ , teremos: m(A) = 0 ,

mostrando que

fnm
→ f , em E \A , com m(A) = 0 ,

ou seja,

fnm
→ f , q.t.p. em E ,

como quer��amos demonstrar.

�
Deixaremos como exerc��cio para o leitor a (veja o Exerc��cio 21 da p�agina 92 de

[HLR]) o seguinte resultado:

Proposição 4.5.2 O Lema de Fatou (isto �e, do Teorema 4.3.1), o Teorema da

convergência mon�otona (isto �e, do Teorema 4.3.2) e o Teorema da convergência

dominada de Lebesgue (isto �e, do Teorema 4.4.1), permanecem v�alidos se subti-

tuirmos a hip�otese

"fn → f , q.t.p. em E" , (isto �e, (4.234), (4.256) e (4.321), respectivamente)

pela hip�otese

"fn → f , em medida em E" .



Caṕıtulo 5

Diferenciação e Integração

Neste cap��tulo veremos em que sentido a opera�c~ao diferencia�c~ao �e o inverso da opera�c~ao

de integra�c~ao.

Em particular atentaremos para quest~oes relacionadas com:

1. sobre que condi�c~oes poderemos garantir que∫
[a ,b]

f ′ = f(b) − f(a) ? (5.1)

2. ou ainda, que [
d

dx

∫
[a,x]

f

]
(xo) = f(xo) , para xo ∈ [a , b] ? (5.2)

Observação 5.0.3

1. Do ponto de vista da integral de Riemann sabemos que uma condi�c~ao su-

�ciente para a validade rela�c~oes (5.1) e (5.2) acima, �e que a fun�c~ao f seja

cont��nua em [a , b].

2. Mostraremos, em situa�c~oes mais gerais, que identidade (5.2) ocorre, quase

sempre.

Neste sentido, a diferencia�c~ao �e a transforma�c~ao inversa da integra�c~ao, no

sentido de Lebesgue.

3. A primeira quest~ao, isto �e, (5.1), �e mais delicada e, mesmo utilizando a

integral de Lebesgue, ela ser�a verdadeira para uma certa classe de fun�c~oes

que caracterizaremos mais adiante.

205
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5.1 Diferenciação de Funções Monótonas

Come�caremos pela:

Definição 5.1.1 Sejam E ⊆ R e G uma cole�c~ao formada por intervalos limitados

de R.
Diremos que a cole�c~ao G �e uma cobertura de E, no sentido de Vitali se, dado

ε > 0, para cada x ∈ E, podemos encontrar um intervalo pertencente a G , que

indicaremos por Ix ∈ G , de modo que

x ∈ Ix e l(Ix) < ε . (5.3)

Com isto temos o:

Lema 5.1.1 (Lema de Vitali)Sejam E ⊆ R, tal que

m∗(E) <∞ (5.4)

e G uma cobertura de E, no sentido de Vitali.

Ent~ao dado ε > 0, podemos encontrar uma subcole�c~ao �nita e disjunta, que

indicaremos por

{I1 , · · · , IN} ⊆ G , (5.5)

tal que

m∗

(
E \

N∪
n=1

In

)
< ε . (5.6)

Demonstração:

Podemos supor, sem perda de generalidade, que os intervalos da cole�c~ao G s~ao

intervalos fechados.

De fato pois, caso contr�ario, trocamos os intervalos de G que n~ao forem necessaria-

mente fechados pelo seus respectivos fechos.

Observamos que os pontos extremos dos intervalos fechados

I1 , · · · , IN

teêm medida de Lebesgue zero, logo n~ao alterar~ao o valor do esquerdo da desigualdade

(5.6).

Notemos que, dado δ > 0, do item 1. da Proposi�c~ao 3.2.3, segue que podemos

encontrar um subconjunto aberto O de R, que satisfaz

E ⊆ O e m∗(O) ≤ m∗(E) + δ . (5.7)

De (5.4) e (5.7), segue que

m(O)
O∈M
= m∗(O) <∞ . (5.8)
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Como a cole�c~ao G �e uma cobertura de E, no sentido de Vitali, da De�ni�c~ao 5.1.1,

dado ξ > 0, para cada x ∈ E ⊆ O, podemos encontrar Ix ∈ G , de modo que

x ∈ Ix e l(Ix) < ξ . (5.9)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que se

Ix ∈ G , teremos: Ix ⊆ O . (5.10)

Para msotramos isto basta, se necess�ario, diminuir ξ > 0 consderado acima e utilizar

o fato que x ∈ E ⊆ O e o conjuto O �e um subconjunto aberto de R.
Em particular, como Ix ∈ G segue, de (5.10) e dos itens 3. e 4. da Proposi�c~ao 3.2.1,

que

l(Ix)
(3.5)
= m∗(Ix)

(3.4)

≤ m∗(O)

O∈M
= m(O) . (5.11)

Consideremos a seguinte seguência (In)n∈N, formada por intervalos disjuntos de G ,

escolhidos da seguinte forma:

Consideremos

I1 ∈ G ,

qualquer.

Notemos que se

E ⊆ I1 ,

terminamos a demonstra�c~ao, pois

m∗(

=∅︷ ︸︸ ︷
E \ I1) = 0 < ε ,

mostrando (5.6), com a subcole�c~ao �nita (5.5) formada por um �unico elelmento, a saber

{I1} .

Caso contr�ario, ou seja, se

E \ I1 ̸= ∅ ,

podemose encontrar

x ∈ E \ I1 . (5.12)

Logo, existir�a Ix ∈ G , com medida arbitrariamente pequena (veja (5.9)), tal que

x ∈ Ix.
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Podemos supor, sem perda de generalidade, que

I1 ∩ Ix = ∅ . (5.13)

De fato pois , como x ̸∈ I1 e I1 �e um intervalo fechado de R, podemos considerar

ξ
.
=
d(x , I1)

2
> 0

e assim, de (5.9), teremos (5.13).

Consideremos

I2
.
= Ix . (5.14)

Suponhamos que os intervalos

I1 , I2 , · · · , In

tenham sido escolhidos, para n ∈ {2 , 3 , · · · }, ou seja, a cole�c~ao

{Ij ; j ∈ {1 , 2 , · · · , n}

�e formada por elementos de G que s~ao dois a dois disjuntos.

Para cada n ∈ N, consideremos:

kn
.
= sup

l(Ix) ; Ix ∈ G , tal que Ix ∩ Ii = ∅ , para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n}︸ ︷︷ ︸
.
=A

 . (5.15)

Notemos que, para cada Ix ∈ G , de (5.10), segue que

Ix ⊆ O , implicando em l(Ix) ≤ m(O) .

Logo

kn ≤ m(O)
(5.8)
< ∞ . (5.16)

Se

E ⊆
n∪
i=1

Ii ,

segue que

m∗

E \

N∪
n=1

In︸ ︷︷ ︸
=∅

 = 0 < ε ,

(5.6) ocorrer�a.

Caso contr�ario, construiremos

In+1 ∈ G ,
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da seguinte forma:

Como

E ̸⊆
n∪
i=1

Ii ,

podemos encontrar

xo ∈ E \

n∪
i=1

Ii .

Como a cole�c~ao G �e cobertura de Vitali do conjunto E, segue que, existe Ixo ∈ G ,

com medida arbitrariamente pequena (veja (5.9)).

Podemos supor, sem perda de generalidade,

Ixo ∩ Ii = ∅ , par cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n} . (5.17)

De fato pois , como xo ̸∈
n∪
i=1

I1 e, para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n}, Ii �e um intervalo

fechado de R, podemos considerar

ξ
.
= min

{
d(xo , Ii)

2
; , i ∈ {1 , 2 , · · · , n}

}
> 0

e assim, de (5.9), teremos (5.17).

Logo, de (5.15), teremos:

Ixo∈A , em particular, A ̸= ∅ .

Da de�ni�c~ao de supremo aplicada a (5.15), segue que podemos encontrar In+1 ∈ G ,

tal que

1

2
kn = kn −

1

2
kn︸︷︷︸
>0

< l(In+1) (5.18)

≤ kn
e In+1 ∩ Ii = ∅ , para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , n} . (5.19)

Assim constru��mos uma seguência (In)n∈N, formada por intervalos disjuntos de ele-

mentos de G .

Notemos que, do fato que ∞∪
n=1

In ⊆ O , (5.20)
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segue, da Proposi�c~ao (3.3.1), que

∞∑
n=1

l(In) =

∞∑
n=1

m(In)

Ik∩Im=∅ , para k ̸=m e (3.59)
= m

( ∞∪
n=1

In

)
(5.20)

≤ m(O)
(5.8)
< ∞. (5.21)

Em particula,r a s�erie num�erica
∞∑
n=1

l(In) ser�a convergente em R, ou seja, podemos

encontrar N ∈ N, tal que ∞∑
n=N+1

l(In) <
ε

5
. (5.22)

Consideremos o conjunto

A
.
= E \

N∪
n=1

In . (5.23)

Para �nalizarmos mostrarmos que

m∗(A) < ε ,

ou seja, vale a desigualdade (5.6).

Para isto notemos que se x ∈ A, como
N∪
n=1

In �e um subconjunto fechado de R que

n~ao cont�em x, pois

x ∈ A (5.23)
= E \

N∪
n=1

In ,

segue que

a
.
= d

(
x ,

N∪
n=1

In

)
> 0 . (5.24)

Por outro lado, como a cole�c~ao G �e uma cobertura do conjunto E, no sentido de

Vitali, podemos encontrar Ix ∈ G , de modo que

x ∈ Ix e l(Ix) <
a

2
. (5.25)

Assim, de (5.24) e (5.25), segue que o intervalo fechado Ix n~ao interceptar�a nenhum

dos intervalos fechados

I1, · · · , IN ,

ou seja,

Ix ∩ Ii = ∅ , para cada i ∈ {1 , 2 , · · · ,N} . (5.26)



5.1. DIFERENCIAC� ~AO DE FUNC� ~OES MON�OTONAS 211

Por outro lado, notemos que se, para cada n ∈ N, temos que

Ix ∩ Ii = ∅ para todo i ∈ {1 , 2 , · · · , n} ,

da de�ni�c~ao de supremo aplicada a (5.15), segue que

l(Ix) ≤ kn
(5.18)
< 2 l(In+1) . (5.27)

Como a s�erie n�um�erica
∞∑
n=1

l(In) �e convergente em R (veja (5.21)), do crit�erio da

divergência para s�eries num�ericas, segue que

lim
n→∞ l(In) = 0 . (5.28)

Portanto a�rmamos que o intervalo fechado Ix dever�a interceptar, pelo menos, um

intervalo Ino
, para algum no ∈ N.

De fato, caso contr�ario, se

Ix ∩ In = ∅ , para todo n ∈ N ,

de (5.27) e (5.28), teremos

l(Ix)
(5.27)

≤ 2 l(In+1)
(5.28)→ 0,

o que implicaria que

l(Ix) = 0 ,

o que seria um absurdo, pois Ix �e um intervalo fechado de R.
Consideremos nx ∈ N, o menor natural (que existe), tal que

Ix ∩ Inx
̸= ∅ . (5.29)

Em particular, segue que

Ix ∩ Ii = ∅ , para cada i ∈ {1 , 2 , · · · , nx − 1}. (5.30)

Logo, de (5.26) e (5.29), segue que

nx > N .

Al�em disso, de (5.27), teremos

l(Ix) ≤ knx−1

(5.27)

≤ 2 l(Inx
) . (5.31)

Como x ∈ Ix e o intervalo fechado Ix tem ponto em comum com o intervalo fechado

Inx
, segue que a distância do ponto x ao ponto m�edio do intervalo fecahdo Inx

�e, no

m�aximo, (veja �gura abaixo)

l(Ix) +
1

2
l(Inx

) . (5.32)
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︸ ︷︷ ︸
Ix

︷ ︸︸ ︷Inx

x

6

Ponto m�edio de Inx

Notemos tamb�em que

l(Ix) +
1

2
l(Inx

)
(5.31)

≤ 2 l(Inx
) +

1

2
l(Inx

)

= 5
l(Inx

)

2
. (5.33)

Logo o ponto x pertencer�a a um intervalo fechado, que indicaremos por Jnx
, que ter�a

o mesmo ponto m�edio do intervalo Inx
e comprimento 5 vezes o do mesmo, ou seja,

l (Jnx
) = 5 l (Inx

) . (5.34)

.

Logo, como vimos acima, para cada x ∈ A, podemos encontrar nx ∈ N, tal que

x ∈ Jnx
.

Como nx > N, de (5.23), segue que

A ⊆
∞∪

n=N+1

Jn . (5.35)

Desde modo, de (5.35) e do item 3. da Proposi�cao 3.2.1, teremos

m∗(A)
(3.4)

≤
∞∑

n=N+1

l(Jn)

(5.34)
=

∞∑
n=N+1

5 l(In)

= 5

∞∑
n=N+1

l(In)

(5.22)
< 5

ε

5
= ε ,

mostrando a validade da desigualdade (5.6) e completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 5.1.1
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1. Para a pr�oximo conceito que introduziremos a seguir, precisaremos das se-

guintes no�c~oes:

Sejam A ̸= ∅, f : A ⊆ R → R∗ uma fun�c~ao e xo ∈
o

A, isto �e, xo �e ponto interior

do conjunto A.

De�nimos os seguinte limites superiores, inferiores e correspondentes limites

superiores e inferiores laterais, da fun�c~ao f no ponto xo:

lim sup
x→xo f(x)

.
= inf

δ>0
sup

0<|x−xo|<δ

f(x) , (5.36)

lim inf
x→xo f(x)

.
= sup

δ>0

inf
0<|x−xo|<δ

f(x) , (5.37)

lim sup
x→x+o f(x)

.
= inf

δ>0
sup

0<x−xo<δ
f(x) , (5.38)

lim inf
x→x+o f(x)

.
= sup

δ>0

inf
0<x−xo<δ

f(x) , (5.39)

lim sup
x→x−o f(x)

.
= inf

δ>0
sup

0<xo−x<δ
f(x) (5.40)

e

lim inf
x→x−o f(x)

.
= sup

δ>0

inf
0<xo−x<δ

f(x) . (5.41)

2. Se A
.
= [a , b] e xo = a, de�niremos:

lim sup
x→a+ f(x)

.
= inf

δ>0
sup

0<x−a<δ
f(x) , (5.42)

e

lim inf
x→a+ f(x)

.
= sup

δ>0

inf
0<x−a<δ

f(x) , (5.43)

e de modo semelhante, se xo = b, de�niremos:

lim sup
x→b− f(x)

.
= inf

δ>0
sup

0<b−x<δ
f(x) , (5.44)

e

lim inf
x→b− f(x)

.
= sup

δ>0

inf
0<b−x<δ

f(x) . (5.45)

3. O Exerc��cio 47., da p�agina 48 de [HLR], nos fornece algumas propriedades

dos limites laterais acima.

Com isto podemos introduzir a:
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Definição 5.1.2 Sejam A ⊆ R, n~ao vazio, f : A→ R fun�c~ao e xo um ponto interior

do conjunto A.

De�nimos as seguintes derivadas laterais superiores e inferiores da função f

no ponto xo, indicadas e dadas por:

D+f(xo)
.
= lim sup

h→0+
f(xo + h) − f(xo)

h
, (5.46)

D−f(xo)
.
= lim sup

h→0−
f(xo + h) − f(xo)

h

= lim sup
k→0+

f(xo) − f(xo − k)

k
, (5.47)

D+f(xo)
.
= lim inf

h→0+
f(xo + h) − f(xo)

h
, (5.48)

D−f(xo)
.
= lim inf

h→0−
f(xo + h) − f(xo)

h

= lim inf
k→0+

f(xo) − f(xo − k)

k
. (5.49)

Observação 5.1.2

1. Os limites laterais acima s~ao denominadas derivadas laterais superiores e

inferiores da função f, à direita e à esquerda no ponto xo, respectivamen-

te.

2. Notemos que:

D+f(xo) ≥ D+f(xo) e D−f(xo) ≥ D−f(xo) . (5.50)

3. Al�em disso, se

D+f(xo) = D+f(xo) = D
−f(xo) = D−f(xo) , (5.51)

segue que existe

lim
h→0

f(xo + h) − f(xo)

h
= D+f(xo) = D+f(xo) = D

−f(xo) = D−f(xo) , (5.52)

e neste caso diremos que a fun�c~ao f �e diferenciável no ponto xo e o valor

do limite acima ser�a dito derivada da função f, no ponto xo e indicada por

f ′(xo), isto �e,

f ′(xo)
.
= D+f(xo) = D+f(xo) = D

−f(xo) = D−f(xo) . (5.53)

4. Notemos que, se

D+f(xo) = D+f(xo) , (5.54)



5.1. DIFERENCIAC� ~AO DE FUNC� ~OES MON�OTONAS 215

diremos que a fun�c~ao f �e diferenciável à direita do ponto xo e o valor co-

mum acima ser�a dito derivada à direita da função f em xo e indicada por

f+
′(xo) , isto �e,

f+
′(xo)

.
= D+f(xo) = D+f(xo) . (5.55)

5. De modo an�alogo, se

D−f(xo) = D−f(xo) , (5.56)

diremos que a fun�c~ao f �e diferenciável à esquerda do ponto xo e o valor co-

mum acima ser�a dito derivada à esquerda da função f, no ponto xo e in-

dicada por f−
′(xo), isto �e,

f−
′(xo)

.
= D−f(xo) = D−f(xo) . (5.57)

Com isto temos o:

Teorema 5.1.1 Seja f : [a , b] → R uma fun�c~ao mon�otona crescente em [a , b].

Ent~ao a fun�c~ao f �e diferenci�avel q.t.p. em [a , b].

Al�em disso, a fun�c~ao f ′, que existe em [a , b], exceto em um conjunto de medida

zero contido em [a , b], ser�a uma fun�c~ao Lebesgue mensur�avel em [a , b] e vale a

seguinte desigualdade: ∫
[a ,b]

f ′ ≤ f(b) − f(a) . (5.58)

Demonstração:

Come�caremos mostrando que o conjunto A ⊆ R, formado pelos pontos de [a , b],

para os quais duas derivadas laterais, dadas pelas express~oes (5.46), (5.47), (5.48) e

(5.49), ser~ao diferentes, ser�a um conjunto Lebesgue mensur�avel e tem medida zero, ou

seja, a fun�c~ao f �e diferenci�avel q.t.p. em [a , b].

Para isto consideremos

E
.
= {x ∈ [a , b] ; D+f(x) > D−f(x)} . (5.59)

Notemos que o subconjunto de [a , b] formado pelos pontos de [a , b], onde as outras

derivadas (5.46), (5.47), (5.48) e (5.49) s~ao diferentes, s~ao similares ao conjunto (5.59)

e poder~ao ser tratados de modo an�alogo.

Deixaremos os detalhes destes casos como exerc��cio para o leitor.

Observemos que se x ∈ E, isto �e, se

D+f(x) > D−f(x)

ent~ao podemos encontrar

ux , vx ∈ Q , com ux > vx ,
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tais que

D+f(x) > ux > vx > D−f(x) . (5.60)

Para cada u , v ∈ Q, com u > v, consideremos o seguinte conjunto:

Eu ,v
.
= {x ∈ [a , b] ; D+f(x) > u > v > D−f(x)} , (5.61)

que, por (5.60), �e n~ao vazio.

Notemos que, de (5.60) e (5.61), segue que

E =
∪
u ,v∈Q

Eu ,v . (5.62)

Se mostrarmos que

m∗(Eu ,v) = 0 , para todo u , v ∈ Q , (5.63)

teremos:

m∗(E)
(5.62)
= m∗

( ∪
u ,v∈Q

Eu ,v

)
Proposi�c~ao 3.2.2

≤
∑
u ,v∈Q

m (Eu ,v)

(5.63)
= 0 ,

ou seja: m∗(E) = 0 .

Assim, do Lema 3.3.1, segue que o conjunto E ser�a Lebesgue mensur�avel e

m(E) = 0 ,

e completando a 1.a parte da demonstra�c~ao.

Mostremos que (5.63) ocorre.

Para isto , seja

s
.
= m∗(Eu ,v)

Eu ,v⊆[a ,b]

≤ m([a , b])︸ ︷︷ ︸
=b−a

<∞ . (5.64)

Notemos que, dado ε > 0, do item 1. da Proposi�c~ao 3.2.3, podemos encontrar um

conjunto O, que �e um subconjunto aberto de R, com

Eu,v ⊆ O ,

satisfazendo:

m∗(O) ≤ m∗(Eu ,v) + ε = s+ ε . (5.65)
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Observemos que, para cada x ∈ Eu ,v ⊆ O , teremos

v
(5.61)
> D−f(x)

(5.49)
= lim inf

k→0+
f(x) − f(x− k)

k

(5.39)
= inf

δ>0
sup
0<k<δ

f(x) − f(x− k)

k
.

Logo, podemos encontrar k > 0, su�cientemente pequeno, de modo que

Ik
.
= [x− k , x] ⊆ O (5.66)

e
f(x) − f(x− k)

k
< v , para cada x ∈ [x− k , x] . (5.67)

Em particular, para cada u , v ∈ Q, teremos

Eu ,v =
∪
k>0

Ik ,

ou seja, a fam��lia G
.
= {Ik ; k > 0} �e uma cobertura de Vitali do conjunto Eu ,v.

Para cada u , v ∈ Q, aplicando o Lema de Vitali (isto �e, o Lema 5.1.1) �a cobertura

{Ik ; k ∈ R} do conjunto Eu ,v, segue que podemos encontrar uma subcole�c~ao �nita e

disjunta, que indicaremos por

{Ik1 , Ik2 , · · · , IkN} ,

da cole�c~ao {Ik ; k ∈ R}, tal que

m∗

(
Eu ,v \

N∪
n=1

Ikn

)
< ε . (5.68)

Consideremos o conjunto:

A
.
=

N∪
n=1

o

Ikn=

N∪
n=1

(x− in , x) . (5.69)

A�rmamos que

m∗(A) > s− ε . (5.70)

De fato suponhamos, por absurdo, que

m∗(A) ≤ s− ε . (5.71)
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Com isto ter��amos:

m∗(Eu ,v) = m
∗ [(Eu ,v \A) ∪A]

≤ m∗(Eu ,v \A) +m
∗(A)

(5.69)
= m∗

(
Eu ,v \

N∪
n=1

◦
Ikn

)
+m∗(A)

(5.68) e (5.71)
< ε+ (s− ε)

= s

(5.64)
= m∗(Eu ,v) ,

ou seja, m∗(Eu ,v) < m
∗(Eu ,v) ,

o que seria um absurdo, logo vale (5.70).

Para cada n ∈ {1 , 2 , · · · ,N}, se

xn ∈ Ikn = [x− kn , x] ,

teremos:

N∑
n=1

[f(xn) − f(xn − kn)]
(5.67)
<

N∑
n=1

(v kn)

= v

N∑
n=1

kn︸︷︷︸
=l(Ikn )

∪N
n=1 Ikn=Eu ,v , e �e disjunta

= v ·m

(
N∪
n=1

In

)
∪N

n=1 Ikn=Eu ,v⊆O
< v ·m(O)

(5.65)
< v · (s+ ε) . (5.72)

Por outro lado, se x ∈ Eu ,v, segue que:

u
(5.61)
< D+f(x)

(5.46)
= lim sup

h→0+
f(x+ h) − f(x)

h

(5.38)
= inf

δ>0
sup
0<h<δ

f(x+ h) − f(x)

h
. (5.73)

Logo, para h > 0, su�cientemente pequeno, cada ponto

y ∈ A =

N∪
n=1

o

Ikn ,
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ser�a o extremo inferior de um intervalo do tipo

Jh
.
= (y , y+ h) , (5.74)

que est�a contido em Ikn, para algum n ∈ {1 , 2 , · · · , N}, de modo que

u <
f(y+ h) − f(y)

h
. (5.75)

Em particular,

A =
∪
h>0

Jh ,

ou seja, a fam��lia F
.
= {Jh ; h > 0} ser�a uma cobertura de Vitali do conjunto A.

Logo, aplicando-se novamente o Lema de Vitali (isto �e, o Lema 5.1.1) ao conjunto

A =
∪
h>0

Jh, podemos obter um subcole�c~ao �nita e disjunta, que indicaremos pro

{J1 , J2 , · · · , JM} ,

da cole�c~ao
∪
h>0

Jh, de modo que

m∗

(
A \

M∪
m=1

Jm

)
< ε . (5.76)

Considerarmos

B
.
=

M∪
m=1

Jm . (5.77)

A�rmamos que,

m∗(B) > s− 2ε . (5.78)

De fato suponhamos, por absurdo, que

m∗(B) ≤ s− 2ε . (5.79)

Com isto ter��amos:

m∗(A) = m∗([A \ B] ∪ B)
≤ m∗(A \ B)︸ ︷︷ ︸

(5.76)
< ε

+ m∗(B)︸ ︷︷ ︸
(5.79)

≤ s−2 ε

< ε+ (s− 2ε)

= s− ε

(5.70)
< m∗(A) ,

ou seja, m∗(A) < m∗(A) ,
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que �e um absurdo, logo vale a desigualdade (5.78).

Observemos que, para cada m ∈ {1 , 2 , · · · ,M}, considerando-se

Jm
.
= (ym, ym + hm) , (5.80)

teremos:

N∑
n=m

[f(ym + hm) − f(ym)]
(5.75)
>

M∑
m=1

(uhm)

= u

M∑
m=1

hm︸︷︷︸
(5.80)
= l(Jm)

= u

M∑
m=1

m(Jm)

∑M
m=1m(Jm)≥m∗(

∪M
m=1 Jm)

≥ u ·m∗


M∪
m=1

Jm︸ ︷︷ ︸
(5.77)
= B


(5.78)
> u · (s− 2 ε) . (5.81)

Observemos que,para cada m ∈ {1 , 2 , · · · ,M}, por constru�c~ao (veja (5.74)) o inter-

valo Jm est�a contido em algum Ikn.

Assim tomando-se a soma sobre todos os m's para os quais Jm ⊆ In e utilizando o

fato que a fun�c~ao f �e mon�otona crescente, teremos:∑
m∈{1 ,2 ,··· ,M ; Jm⊆Jnm }

[f(ym + hm) − f(ym)] ≤ f(xnm
) − f(xnm

− knm
),

implicando que

M∑
m=1

f(ym + hm) − f(ym) ≤
N∑
n=1

f(xn) − f(xn − kn) . (5.82)

Logo, de (5.72) e (5.81), teremos

v · (s+ ε)
(5.72)
>

N∑
n=1

[f(xn + kn) − f(xn)]

(5.82)

≥
M∑
m=1

f(ym + hm) − f(ym)

(5.81)
> u · (s− 2ε) . (5.83)
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Como isto (5.83) ocorre, para todo ε > 0, segue que

v · s ≥ u · s. (5.84)

Por outro lado, de (5.62) e (5.64), segue que

u > v e s ≥ 0 . (5.85)

Logo, de (5.84) e (5.85), deveremos ter

s = 0

que, de (5.64), �e o memso que

m∗(Eu ,v) = 0 ,

mostrando (5.63) e assim, a fun�c~ao f �e diferenci�avel q.t.p. em [a , b].

Para mostrarmos a desigualdade (5.58), consideremos o conjunto E ⊆ [a , b], formado

por todos os pontos onde a fun�c~ao f n~ao �e diferenci�avel em [a , b].

Sabemos da 1.a parte da demonstra�c~ao que

E ∈ M e m(E) = 0 .

Conisdremso a fun�cao g : [a , b] \ E→ R, dada por:

g(x)
.
= lim

h→0
f(x+ h) − f(x)

h
, para cada x ∈ [a , b] \ E . (5.86)

Notemos que a fun�c~ao g est�a bem de�nida e, al�em disso, teremos:

g(x) = f ′(x) , para cada x ∈ [a , b] \ E . (5.87)

Para cada n ∈ N, consideremos a fun�c~ao gn : [a , b] → R, dada por:

gn(x)
.
= n ·

[
f

(
x+

1

n

)
− f(x)

]

=

f

(
x+

1

n

)
− f(x)

1

n

, para cada x ∈ [a , b] , (5.88)

onde estamos considerando

f(x)
.
= f(b) , para x ≥ b . (5.89)

Logo, da primeira parte, como a fun�c~ao f �e diferenci�avel em [a , b] \ E, segue que

gn → g , q.t.p. em [a , b], quando n→ ∞ . (5.90)
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Observemos que, para cada n ∈ N, a fun�c~ao gn �e fun�c~ao Lebesgue mensur�avel em

[a , b] (pois a fun�c~ao f �e mon�otona crescente em [a , b], logo .ser�a Lebesgue mensur�avel

em [a , b]).

Logo, do Corol�ario 3.5.3, segue que a fun�c~ao g ser�a Lebesgue mensur�avel em [a , b].

Notemos que, a fun�c~ao f sendo mon�otona crescente em [a , b] implicar�a que, para

cada n ∈ N, de (5.88), segue que:

gn ≥ 0 , em [a , b] .

a ba + 1
n

b + 1
n

-�

-�

I

II

Logo, o Lema de Fatou (isto �e do Teorema (4.3.1)), teremos:∫
[a ,b]

g
(4.235)

≤ lim inf
n→∞

∫
[a ,b]

gn

(5.88)

− lim inf
n→∞

∫
[a ,b]

n

[
f

(
·+ 1

n

)
+
1

n
) − f(·)

]

= lim inf
n→∞


n


∫
[a ,b]

f

(
·+ 1

n

)
︸ ︷︷ ︸

.
= I

−

∫
[a ,b]

f︸ ︷︷ ︸
.
= II




�gura acima

= lim inf
n→∞

{
n

[∫
[b ,b+ 1

n ]
f−

∫
[a ,a+ 1

n ]
f

]}
f �e crescente

≤ lim inf
n→∞

{
n

[∫
[b ,b+ 1

n ]
f

(
b+

1

n

)
−

∫
[a ,a+ 1

n ]
f(a)

]}

= lim inf
n→∞

f
(
b+

1

n

)
· n ·

∫
[a ,b]

X[b ,b+ 1
n ]︸ ︷︷ ︸

m([b ,b+ 1
n ])=

1
n

−f(a) · n ·
∫
[a ,b]

X[a ,a+ 1
n ]︸ ︷︷ ︸

=m([a ,a+ 1
n ])=

1
n



= lim inf
n→∞

f
(
b+

1

n

)
︸ ︷︷ ︸

(5.89)
= f(b)

−f(a)


= f(b) − f(a) . (5.91)
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Logo, de (5.87) e (5.91), termos∫
[a ,b]

f ′ g
(5.87)
= fq.t.p. em [a , b]

=

∫
[a ,b]

g

(5.91)

≤ f(b) − f(a) , (5.92)

mostrando a validade da desigualdade (5.58) e completando a demonstra�c~ao.

�

5.2 Funções de Variação Limitada

Da De�ni�c~ao 3.5.2 e dos itens 2. e 3. da Observa�c~ao (3.5.4), para r ∈ R, temos que

r+
.
=

{
r , para r ≥ 0 ,
0 , para r < 0

(5.93)

r−
.
=

{
−r , para r < 0 ,

0 , para r > 0
, (5.94)

r−
.
= |r|− r+ , (5.95)

r+ , r− ≥ 0 . (5.96)

Observação 5.2.1 Consideremos a fun�c~ao f : [a , b] → R e

P .
= {a = xo , x1 , · · · , xk = b}

uma parti�c~ao do intervalo [a , b].

1. Com isto podemos de�nir

pP
.
=

k∑
i=1

[f(xi) − f(xi−1)]
+ , (5.97)

nP
.
=

k∑
i=1

[f(xi) − f(xi−1)]
− , (5.98)

e tP
.
= nP + pP

(5.97),(5.98) e (5.95)
=

k∑
i=1

|f(xi) − f(xi−1)|. (5.99)

Com isto temos que

0
(5.97) e (5.98)

≤ pP , nP

≤ tP = pP + nP . (5.100)
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2. Podemos mostrar que

f(b) − f(a) = pP − nP . (5.101)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio pra o leitor.

3. De�namos

Pba(f)
.
= sup

P
pP , (5.102)

Nb
a(f)

.
= sup

P
nP (5.103)

e Tba (f)
.
= sup

P
tP , (5.104)

onde os supremos s~ao tomados sobre todas as parti�c~oes P do intervalo [a , b].

4. Observemos que, de (5.100), teremos:

0 ≤ Pba(f) ,Nb
a(f)

≤ Tba (f)
≤ Pba(f) +Nb

a(f) . (5.105)

5. Em algumas situa�c~oes Tba (f) poder�a ser denotado por

Tba ou T ,

no caso de n~ao queremos enfatizar a dependência em a fun�c~ao f, ou n~ao

queremos enfatizar a dependência em a fun�c~ao f e ao intervalo [a , b], res-

pectivamente.

De modo an�alogo podemos considerar

Pba , ou P e Nb
a ou N.

6. Se c ∈ [a , b], de (5.96) e das de�ni�c~oes acima, termeos:

0 ≤ Pca ≤ Pba , 0 ≤ Nc
a ≤ Nb

a e 0 ≤ T ca ≤ Tba . (5.106)

A veri�ca�c~ao deste fatos ser~ao deixadas como exerc��cio para o leitor.

Com isto podemos introduzir a:

Definição 5.2.1 Na situa�c~ao acima P, dado por (5.102), ser�a denominado variação

positiva da função f, em [a , b].

De modo semelhante N, dado por (5.103), ser�a denominado variação negativa da

função f, em [a , b] e T , dado por (5.104), ser�a denominado variação total da função

f, em [a , b].
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Definição 5.2.2 Na situa�c~ao acima, se

0 ≤ T <∞ , (5.107)

diremos que a fun�c~ao f �e de variação limitada, em [a , b].

O conjunto formado por todas as fun�c~oes de varia�c~ao limitada de�nidas em

[a , b], ser�a denotado por BV([a , b] ; R).

Com isto temos o

Lema 5.2.1 Seja f ∈ BV([a , b] ; R).
Ent~ao valem as seguintes identidades:

Tba (f) = P
b
a(f) +N

b
a(f) , (5.108)

f(b) − f(a) = Pba(f) −N
b
a(f) . (5.109)

Demonstração:

Como f ∈ BV([a , b] ; R) teremos

0 ≤ T <∞ . (5.110)

Seja

P .
= {a = xo , x1 , · · · , xn = b}

uma parti�c~ao do intervalo [a , b].

Ent~ao, do item 2. da Observa�c~ao 5.2.1, segue que

pP
(5.101)
= nP + f(b) − f(a)

≤ sup
P
nP + f(b) − f(a)

(5.103)
= Nb

a(f) + f(b) − f(a) . (5.111)

Tomando-se o supremo do lado esquerdo de (5.111), sobre todas as parti�c~oes P do

intervalo [a , b], obteremos:

Pba(f) ≤ Nb
a(f) + f(b) − f(a) . (5.112)

Como

Nb
a(f)

(5.105)

≤ Tba (f)
(5.110)
< ∞ ,

de (5.112), segue que

Pba(f) −N
b
a(f) ≤ f(b) − f(a) . (5.113)
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De modo semelhante, do item 2. da Observa�c~ao 5.2.1, segue que

nP
(5.101)
= pP − f(b) + f(a)

≤ sup
P
pP + f(b) − f(a)

(5.102)
= Pba(f) + f(b) − f(a) . (5.114)

Tomando-se o supremo do lado esquerdo de (5.114), sobre todas as parti�c~oes P do

intervalo [a , b], obteremos:

Nb
a(f) ≤ Pba(f) − f(b) + f(a) . (5.115)

Como

Pba(f)
(5.105)

≤ Tba (f)
(5.110)
< ∞ ,

de (5.115), segue que

Nb
a(f) − P

b
a(f) ≤ f(a) − f(b) ,

ou seja, Pba(f) −N
b
a(f) ≥ f(b) − f(a) . (5.116)

Logo de (5.113) e (5.116), teremos

Pba(f) −N
b
a(f) = f(b) − f(a),

mostrando que a identidade (5.109) ocorre.

Por outro lado, do item 2. da Observa�c~ao 5.2.1, teremos

Tba (f)
(5.104)

≥ tP

(5.100)
= pP + nP

(5.101)
= pP + [pP − (f(b) − f(a))]

= 2 pP +−[f(b) − f(a)]

(5.109)
= 2 pP −

(
Pba(f) −N

b
a(f)

)
. (5.117)

Tomando-se o supremo em ambos os lados de (5.117), sobre todas as parti�c~oes P do

intervalo [a , b], obteremos:

Tba (f) ≥ 2 Pba(f) − Pba(f) +Nb
a(f)

= Pba(f) +N
b
a(f) . (5.118)

Mas, do item 4. da Observa�c~ao 5.2.1, temos que

Tba (f)
(5.105)

≤ Pba(f) +N
b
a(f) ,
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que, juntamente com (5.118), implicar�a que

Tba (f) = P
b
a(f) +N

b
a(f) ,

mostrando que a identidade (5.108) tamb�em ocorrer�a, completando a demonstra�c~ao.

�
Para �nalizar esta se�c~ao temos o:

Teorema 5.2.1 Seja f : [a , b] → R uma fun�c~ao.

Temos que f ∈ BV([a , b] ; R) se, e somente se,

f = g− h , (5.119)

onde as fun�c~oes g , h : [a , b] → R s~ao fun�c~oes mon�otonas crescentes em [a , b].

Demonstração:

Suponhamos que f ∈ BV([a , b] ; R), ou seja,

0 ≤ Tba (f) <∞ . (5.120)

Logo, para cada x ∈ [a , b], de (5.102), (5.105) e (5.106), segue que

Pxa , N
x
a

(5.105)

≤ T xa
(5.106)

≤ Tba
(5.120)
< ∞ . (5.121)

Consideremos as fun�c~oes g , h1 : [a , b] → R, dadas por:

g(x)
.
= Pxa e h1(x)

.
= Nx

a , para cada x ∈ [a , b] . (5.122)

Observemos que, de (5.121), segue que as fun�coes g e h1 bem de�nidas.

Al�em disso, se

x , y ∈ [a , b] , satisfazem x ≥ y ,

do item 6. da Observa�c~ao 5.2.1, segue que

g(y)
(5.122)
= Pya

(5.106)

≤ Pxa
(5.122)
= g(x)

e h1(y)
(5.122)
= Ny

a

(5.106)

≤ Nx
a

(5.122)
= h(x) ,
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mostrando que as fun�c~oes g e h1 s~ao fun�c~oes mon�otonas crescentes em [a , b].

Notemos tamb�em que, para cada x ∈ [a , b], do Lema (5.2.1) acima (conisderando

b
.
= x), segue que

f(x) − f(a)
(5.109)
= Pxa −N

x
a

(5.122)
= g(x) − h1(x),

ou seja,

f(x) = g(x) − h1(x) + f(a)

= g(x) − [h1(x) − f(a)]. (5.123)

Consoderemos a fun�c~ao h : [a , b] → R, dada por:

h(x)
.
= h(x) − f(a) , para cada x ∈ [a , b] . (5.124)

Como a fun�c~ao h1 �e mon�otona crescente em [a , b], segue que a fun�c~ao h tamb�em

ser�a mon�otona crescente em [a , b].

Al�em disso, de eqref5.122 e (5.124), teremos:

f(x) = g(x) − h(x) , para cada x ∈ [a , b] ,

completando uma parte da demonstra�c~ao.

Reciprocamente, suponhamos que

f = g− h , em [a , b] , (5.125)

onde as fun�c~oes g , h : [a , b] → R s~ao fun�c~oes mon�otonas crecentes em [a , b].

Notemos que, para

P .
= {a = xo , x1 , · · · , xn = b}

parti�c~ao do intervalo [a , b], teremos:

tP
(5.99)
=

n∑
i=1

|f(xi) − f(xi−1)|

(5.125)
=

n∑
i=1

|[g(xi) − h(xi)] − [g(xi−1) − h(xi−1)]|

=

n∑
i=1

|[g(xi) − g(xi−1)] − [h(xi) − h(xi−1)]|

desigualdade triangular

≤
n∑
i=1

|g(xi) − g(xi−1)|+

n∑
i=1

|h(xi) − h(xi−1)|

g ,h s~ao crescentes
=

n∑
i=1

[g(xi) − g(xi−1)] +

n∑
i=1

[h(xi) − h(xi−1)]

somas telesc�opicas
= [g(b) − g(a)] + [h(b) − h(a)] . (5.126)
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Tomando-se o supremo do lado esquerdo de (5.126), sobre todas as parti�c~oes P do

intervalo [a , b] segue que

Tba (f) ≤ [g(b) − g(a)] + [h(b) − h(a)] <∞ ,

mostrando, pel De�ni�c~ao 5.2.2, que f ∈ BV([a , b]) ; R, completando a demonstra�c~ao.

�
Como consequência temos o:

Corolário 5.2.1 Seja f ∈ BV([a , b] ; R).
Ent~ao a fun�c~ao f �e diferenci�avel, q.t.p. em [a , b].

Demonstração:

Do Teorema 5.2.1 acima temos que

f = g− h , (5.127)

onde as fun�c~oes g , h : [a , b] → R s~ao duas fun�c~oes mon�otoncrescentes em [a , b].

Logo, do Teorema 5.1.1, segue que as fun�c~oes g , h s~ao diferenci�aveis, q.t.p. em [a , b]

e assim, de (5.127), segue que a fun�c~ao f �e diferenci�avel q.t.p. em [a , b], como quer��amos

demonstrar.

�

5.3 Diferenciação da Integral de Lebesgue

Nesta se�c~ao responderemos a segunda quest~ao colocada no in��cio deste cap��tulo (veja

(5.2)).

Na verdade exibiremso duas vers~oes do Teorema Fundamental do C�alculo para in-

tegrais de Lebesgue, em intervalos fechados e limitados.

Observação 5.3.1 Observemos que se a fun�cao f : [a , b] → R uma fun�c~ao Lebesgue

integr�avel em [a , b] e x ∈ [a , b], ent~ao a fun�c~ao f ser�a uma fun�c~ao Lebesgue

integr�avel em [a , x].

Com isto temos o:

Lema 5.3.1 Seja f : [a , b] → R uma fun�c~ao Lebesgue integr�avel em [a , b].

Conisderemos a fun�c~ao F : [a.b] → R, dada por:

F(x)
.
=

∫
[a ,x]

f , para cada x ∈ [a , b] . (5.128)

Ent~ao a fun�c~ao F ser�a cont��nua e de varia�c~ao limitada em [a , b].
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Demonstração:

A�rmamos que a fun�c~ao F �e cont��nua em [a , b].

Mostraremos que a fun�c~ao F �e cont��nua em xo = a.

Os casos

xo ∈ (a , b) , ou xo = b ,

s~ao semelhantes ao que faremos e ser~ao deixados como exerc��cio para o leitor.

Dado ε > 0, deveremos encontrar δ > 0, de modo se

para x ∈ [a , b] , satisfazendo 0 < x− a︸︷︷︸
=xo

< δ ,

deveremos ter: |F(x) − F(a)| < ε . (5.129)

Notemos que

F(x) − F(a)
(5.128)
=

∫
[a ,x]

f−

∫
[a ,a]

f︸ ︷︷ ︸
=0

=

∫
[a ,x]

f

(4.279)
=

∫
[a ,x]

f+ −

∫
[a ,x]

f− . (5.130)

Como, por hipotese, a fun�c~ao f �e Lebesgue integr�avel em [a , b], segue que as fun�c~oes

f+ e f−, que s~ao n~ao negativas, ser~ao Lebesgue integr�aveis em [a , b], ou seja, (veja

(4.278))

0 ≤
∫
[a ,x]

f+ ,

∫
[a ,x]

f− <∞ . (5.131)

Observemos que, da Proposi�c~ao 4.3.5, segue que existem

δ+ , δ− > 0 ,

de modo que se o conjunto A ⊆ [a , b], satisfaz:

A ∈ M e m(A) < δ+ , δ− , (5.132)

teremos ∫
A

f+ ,

∫
A

f− <
ε

2
. (5.133)

Consideremos

δ
.
= min{δ+ , δ−} > 0 . (5.134)

Logo, se x ∈ [a , b] satisfaz

0 < x− xo︸︷︷︸
=a

< δ , ou seja, m([a , x]) < δ
(5.134)

≤ δ+ , δ− , (5.135)
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teremos:

|F(x) − F(a)|
(5.130)
=

∣∣∣∣∫
[a ,x]

f+ −

∫
[a,x]

f−
∣∣∣∣

≤
∫
[a ,x]

f+ +

∫
[a ,x]

f−

(5.135) e (5.133)
<

ε

2
+
ε

2
= ε ,

mostrando que a fun�c~ao F �e cont��nua em xo = a.

Mostremos agora que F ∈ BV([a , b] ; R).
Para isto seja

P .
= {a = xo , x1 , · · · , xn = b}

uma parti�c~ao do intervalo [a , b].

Notemos que, dos itens 5. e 4. da Proposi�c~ao 4.4.1, segue que:

tP
(5.99)
=

n∑
i=1

|F(xi) − F(xi−1)|

(5.130)
=

n∑
i=1

∣∣∣∣∫
[a ,xi]

f−

∫
[a ,xi−1]

f

∣∣∣∣
(4.291)
=

n∑
i=1

∣∣∣∣∫
[xi−1,xi]

f

∣∣∣∣
f≤|f| e (4.290)

≤
n∑
i=1

∫
[xi−1 ,xi]

|f|

[a ,b]=
∪n

i=1[xi−1 ,xi], onde (xi−1 ,xi)∩(xj−1 ,xj)=∅ , se i ̸=j
=

∫
[a ,b]

|f| . (5.136)

Tomando-se o supremo do lado esquerdo de (5.136), sobre todas as parti�c~oes P do

intervalo [a , b], obteremos:

Tba (F)
(5.104)
=

∑
P

tP

(5.136)

≤
∫
[a ,b]

|f|

(3.124)
=

∫
[a ,b]

(f+ + f−)

f �e Lebesgue integr�avel em [a , b]
< ∞ ,

ou seja, da De�ni�c~ao 5.2.2 , teremos F ∈ BV([a , b] ; R), completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em o:



232 CAP�ITULO 5. DIFERENCIAC� ~AO E INTEGRAC� ~AO

Lema 5.3.2 Seja f : [a , b] → R uma fun�c~ao Lebesgue integr�avel em [a , b], tal que∫
[a ,x]

f = 0 , (5.137)

para cada x ∈ [a , b].

Ent~ao deveremos ter

f = 0 , q.t.p. em [a , b] . (5.138)

Demonstração:

Suponhamos, por absurdo, que

f ̸= 0 ,

em um subconjunto Lesbesgue mensur�avel A ⊆ [a , b], que tem medida positiva, ou

seja,

m(A) > 0 .

Consideremos o caso em que

f(x) > 0 , em E ⊆ [a , b], com m(E) > 0 . (5.139)

O caso em que

f(x) < 0 , em E ⊆ [a , b], com m(E) > 0 ,

�e semelhante ao acima e sua veri�ca�c~ao ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Dado ε > 0, do item 3. da Proposi�c~ao 3.3.3, segue que podemos encontrar um

conjunto

F ⊆ E , que �e um subconjunto fechado em [a , b] ,

tal que

m(E \ F)︸ ︷︷ ︸
m(F)≤m(E)≤b−a<∞

= m(E)−m(F)

< ε ,

ou seja, m(F) + ε > m(E) > 0,

em particular: m(F) > 0 . (5.140)

Consideremos o conjunto

O
.
= (a , b) \ F . (5.141)
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Logo

0
(5.137)
=

∫
[a ,b]

f

item 6. da Proposi�c~ao 4.4.1
=

∫
(a ,b)

f

(a ,b)=O∪F e O∩F=∅ e o item 5. da Proposi�c~ao 4.4.1
=

∫
F

f+

∫
O

f ,

ou seja,

∫
O

f = −

∫
F

f

f>0 em F⊆E e m(F)>0

̸= 0 . (5.142)

Notemos que, da Proposi�c~ao 2.5.3, como o conjunto O �e aberto, segue que ele ser�a

uma reuni~ao de uma cole�c~ao enumer�avel de intervalos abertos disjuntos do tipo (an , bn),

para n ∈ N, ou seja

O =

∞∪
n=1

(an , bn) , onde (ai , bi) ∩ (aj , bj) = ∅ , se i ̸= j . (5.143)

Logo, de (5.143) e do item 5. da Proposi�c~ao 4.4.1, segue que:∫
O

f =

∞∑
n=1

∫
(ai,bi)

f . (5.144)

De (5.142) e (5.144), segue que ∫
(ano ,bno )

f ̸= 0, (5.145)

para algum no ∈ N.
Notemos que, do item 5. da Proposi�c~ao 4.4.1, teremos:∫

[a ,bno ]

f =

∫
[a ,ano ]

f+

∫
[ano ,bno ]

f︸ ︷︷ ︸
(5.145)

̸= 0

,

Com isto nos resta somente duas possibilidades:

ou

∫
[a ,ano ]

f ̸= 0 , (5.146)

ou

∫
[a ,bno ]

f ̸= 0 . (5.147)

Ocorrendo qualquer um dos casos (5.146) ou (5.147), deveremos ter∫
[a ,x]

f ̸= 0 ,
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para algum x ∈ [a , b], no caso ou x = ano
ou x = bno

, o que contraria a hip�otese (5.137)

logo, um absurdo.

Portanto devefremos ter

f = 0 , q.t.p. em [a , b],

completando a demonstra�c~ao.

�
Temos tamb�em o:

Lema 5.3.3 Sejam f : [a , b] → R um fun�c~ao limitada e Lebesgue mensur�avel em

[a , b].

Conisderemos a fun�c~ao F : [a , b] → R, dada por:

F(x)
.
=

∫
[a ,x]

f+ C , para cada x ∈ [a , b] , (5.148)

onde C ∈ R est�a �xado.

Ent~ao a fun�c~ao F �e diferenci�avel, q.t.p. em [a , b] e, al�em disso, temos

F ′ = f , q.t.p. em [a , b] . (5.149)

Demonstração:

Como a fun�c~ao f �e limitada e Lebesgue mensur�avel em [a , b] e

m([a , b]) = b− a <∞ ,

segue que a fun�c~ao f ser�a Lebesgue integr�avel em [a , b].

Logo a fun�c~ao F est�a bem de�nida.

Al�em disso, do Lema 5.3.1, temos que F ∈ BV([a , b] ; ) e assim, do Corol�ario 5.2.1,

segue que a fun�c~ao F �e diferenci�avel, q.t.p. em [a , b].

Mostremos agora, (5.149).

Para isto, seja K ∈ R, tal que

|f(x)| ≤ K , para cada x ∈ [a , b] . (5.150)

Conisderemos a fun�c~ao g : [a , b] → R, dada por:

g(x)
.
= K , para cada x ∈ [a , b] . (5.151)

Notemos que a fun�c~ao g �e Lebesgue integr�avel em [a , b].

Para cada n ∈ N, consideremos a fun�c~ao fn : [a , b] → R, dada por:

fn(x)
.
= n ·

[
F

(
x+

1

n

)
− F(x)

]

=

F

(
x+

1

n

)
− F(x)

1

n

, para cada x ∈ [a , b] . (5.152)
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Como a fun�c~ao F �e diferenci�avel q.t.p. em [a , b] segue, de (5.152) e (5.52), que

fn→F ′ , q.t.p. em [a , b], quando n→ ∞ . (5.153)

Al�em disso, para cada x ∈ [a , b], , do item 5. da Proposi�c~ao 4.4.1, temos:

fn(x)
(5.152)
= n ·

[
F

(
x+

1

n

)
− F(x)

]
(5.148)
=

1

n

{[∫
[a ,x+ 1

n ]
f+ C

]
−

[∫
[a ,x]

f+ C

]}
(4.291)
= n

∫
[x ,x+ 1

n ]
f ,

assim: |fn(x)| =

∣∣∣∣∣n
∫
[x ,x+ 1

n ]
f

∣∣∣∣∣
≤ n

∫
[x ,x+ 1

n ]
|f|︸︷︷︸

(5.150)

≤ K

≤ n
∫
[x ,x+ 1

n ]
K

= Kn m

([
x , x+

1

n

])
︸ ︷︷ ︸

= 1
n

= K

(5.151)
= g(x) .

Logo, do Teorema da convergência dominadada de Lebesgue (isto �e, do Teorema

4.4.1), segue que, para cada c ∈ [a , b], teremos:∫
[a ,c]

F ′ (5.153)=

∫
[a,c]

lim
n→∞ fn

(4.322)
= lim

n→∞
∫
[a ,c]

fn

(5.152)
= lim

n→∞
∫
[a ,c]

F

(
·+ 1

n

)
− F(·)

1

n

dx

= lim
n→∞n

[∫
[a ,c]

F

(
·+ 1

n

)
dx−

∫
[a ,c]

F

]



236 CAP�ITULO 5. DIFERENCIAC� ~AO E INTEGRAC� ~AO

= lim
n→∞n


∫
[a+ 1

n
,c+ 1

n ]
F︸ ︷︷ ︸

.
= I

−

∫
[a ,c]

F︸ ︷︷ ︸
.
= II


veja I e II na �gura abaixo

= lim
n→∞n

[∫
[c ,c+ 1

n ]
F−

∫
[a ,a+ 1

n ]
F

]
F �e cont. em [a ,b], logo Riemann int. em [a ,b]

= lim
n→∞

[
1

n
R

(∫ c+ 1
n

c

F(x)dx

)
−
1

n
R

(∫a+ 1
n

a

F(x)dx

)]
do C�alculo 1

= F(c) − F(a)︸︷︷︸
=C

(5.148)
=

∫
[a ,c]

f . (5.154)

-
a

a + 1
n

c

c + 1
n

-�

� -

(I)

(II)

Portanto, de (5.154), segueque∫
[a ,c]

(F ′ − f) = 0 , para cada c ∈ [a , b] . (5.155)

Logo, de (5.155) e do Lema 5.3.2, segue que

F ′ = f , q.t.p. em [a , b] ,

completando a demonstra�c~ao.

�
Para �nalizar esta se�c~ao temos o:

Teorema 5.3.1 Sejam f : [a , b] → R uma fun�c~ao Lebesgue integr�avel em [a , b].

Consideremos a fun�c~ao F : [a , b] → R, dada por

F(x)
.
=

∫
[a ,x]

f+ C , para cada x ∈ [a , b] , (5.156)

onde C ∈ R est�a �xado.
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Ent~ao a fun�cao F �e diferenci�avel q.t.p. em [a , b] e, al�em disso, teremos

F ′ = f , q.t.p. em [a , b] ,

isto �e,

d

dx

(∫
[a ,x]

f

)
= f(x) , q.t.p. em [a , b] . (5.157)

Demonstração:

Lembremos que, de (3.124), temos:

f = f+ − f− .

Logo se provarmos o resultado acima para fun�c~oes Lebesgue integr�aveis, n~ao nega-

tivas, em [a , b] ele valer�a para as fun�c~oes f+ e f− e portanto para a fun�c~ao f, isto �e,

podemos supor, sem perda de generalidade que

f ≥ 0 , em [a , b] . (5.158)

Para cada n ∈ N �xado, consideremos a fun�c~ao fn : [a , b] → R, dada por:

fn(x)
.
=

{
f(x) , se f(x) ≤ n ,
n , se f(x) > n

, para cada x ∈ [a , b] . (5.159)

Logo, para cada n ∈ N, temos que a fun�c~ao fn ser�a limitada e Lebesgue integr�avel

em [a , b].

Al�em disso, para cada n ∈ N, temos que

f− fn ≥ 0 , em [a , b] . (5.160)

Considerarmos a fun�c~ao Gn : [a , b] → R, dada por:

Gn(x)
.
=

∫
[a ,x]

f− fn

=

∫
[a ,x]

f︸ ︷︷ ︸
(5.156)

= F(x)−C

−

∫
[a ,x]

fn

= F(x) − C−

∫
[a ,x]

fn , para cada x ∈ [a , b] , (5.161)

que, de (5.160), teremos que fun�c~ao Gn ser�a mon�otona crescente em [a , b].

Em particular, de (5.161), segue que

F(x) = Gn(x) + C+

∫
[a ,x]

fn , para cada x ∈ [a , b] . (5.162)
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Logo, do Teorema 5.1.1, segue que a fun�c~ao Gn ser�a diferenci�avel q.t.p. em [a , b] e,

uma vez mais por ser mon�otona crescente em [a , b], teremos

Gn
′ ≥ 0 , q.t.p. em [a , b] . (5.163)

Por outro lado, para cada n ∈ N, temos que a fun�c~ao fn �e limitada e Lebesgue

mensur�avel em [a , x] (pois �e Lebesgue integr�avel em [a , b]).

Logo, do Lema 5.3.3, teremos que

d

dx

(∫
[a ,x]

fn

)
= fn(x) , q.t.p. em [a , b] . (5.164)

Assim, para cada n ∈ N, teremos

F ′(x)
(5.162)
=

d

dx

[
Gn(x) + C+

∫
[a ,x]

fn

]
= Gn(x) +

d

dx

(∫
[a ,x]

fn

)
(5.164)
= Gn

′(x)︸ ︷︷ ︸
≥0

+fn(x)

≥ fn(x) , q.t.p. em [a , b] . (5.165)

Como o lado esquerdo da desigualdade (5.165) acima n~ao depende de n ∈ N, pas-
sando o limite, quando n→ ∞, no lado direito de (5.165), obteremos:

F ′(x) ≥ f(x) , q.t.p. em [a , b] , (5.166)

que implicar�a que ∫
[a ,b]

F ′ ≥
∫
[a ,b]

f

(5.156)
= F(b) − C . (5.167)

Por outro lado, como

f ≥ 0 , em [a , b] ,

segue que a fun�c~ao F (veja (5.156)) �e mon�otona crescente em [a , b].

Logo, do Teorema 5.1.1, teremos:∫
[a ,b]

F ′
(5.58)

≤ F(b) − F(a)︸︷︷︸
(5.156)

= C

= F(b) − C

(5.156)
=

∫
[a ,b]

f . (5.168)
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Logo de (5.167) e (5.168), segue que:∫
[a ,b]

F ′ (5.167) e (5.168)
=

∫
[a ,b]

f,

ou seja,

∫
[a ,b]

(F ′ − f) = 0 . (5.169)

Como, de (5.166), temos que

F ′ − f ≥ 0 , q.t.p. em [a , b] ,

segue que

F ′ − f = 0 , q.t.p. em [a , b] ,

ou ainda,

F ′ = f , q.t.p. em [a , b] ,

como quer��amos demonstrar.

�

5.4 Funções Absolutamente Cont́ınuas

Come�caremos introduzindo a:

Definição 5.4.1 Seja f : [a , b] → R uma fun�c~ao.

Diremos que a fun�c~ao f �e absolutamente cont́ınua em [a , b], se dado ε > 0,

podemos encontrar δ = δ(ε) > 0, de modo que, para qualquer cole�c~ao �nita de

intervalos

{(xi , x
′
i) ; i ∈ {1 , 2 , · · · ,N}} ⊆ [a , b] ,

satisfazendo

(xi , x
′
i) ∩ (xj , x

′
j) = ∅ , para i ̸= j , com i , j ∈ {1 , 2 , · · · ,N} (5.170)

e
N∑
i=1

|x ′
i − xi| < δ , (5.171)

deveremos ter
N∑
i=1

|f(x ′i) − f(xi)| < ε . (5.172)

Observação 5.4.1 Observemos que se λ ∈ R e f , g : [a , b] → R s~ao fun�c~oes abso-

lutamente cont��nuas em [a , b], ent~ao as fun�c~oes

λ · f e f+ g

tamb�em ser~ao fun�c~oes absolutamente cont��nuas em [a , b].

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.
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Temos a

Proposição 5.4.1 Seja f : [a , b] → R uma fun�c~ao absolutamente cont��nua em

[a , b].

Ent~ao a fun�c~ao f �e uniformemente cont��nua em [a , b], em particular, cont��nua

em [a , b].

Demonstração:

Dado ε > 0, do fato da fun�c~ao f ser absolutamente cont��nua em [a , b], podemos

encontrar δ = δ(ε) > 0, tal que se

{(xi , x
′
i) ; i ∈ {1 , 2 , · · · ,N}} ⊆ [a , b] , para i ∈ {1 , 2 , · · · ,N} ,

satisfazendo

(xi , x
′
i) ∩ (xj , x

′
j) = ∅ , para i ̸= j , com i , j ∈ {1 , 2 , · · · ,N}

e
N∑
i=1

|x ′
i − xi| < δ , (5.173)

deveremos ter
N∑
i=1

|f(x ′i) − f(xi)| < ε . (5.174)

Sejam x , y ∈ [a , b], satisfazendo

|x− y| < δ. (5.175)

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

x < y .

Logo se considerarmos, na situa�c~ao acima,

x1
.
= x e x ′1

.
= y ,

segue que

|x ′1 − x1| = |y− x|
(5.173)
< δ .

Logo, de (5.174), segue que

|f(y) − f(x)| = |f(x ′1) − f(x1)|

(5.174)
< ε , (5.176)

mostrando que a fun�c~ao f �e uniformemente cont��nua em [a , b], completando a demons-

tra�c~ao.

�
O resultado a seguir nos fornece uma classe de fun�c~oes que s~ao absolumemente

cot��nuas em [a , b], a saber:
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Proposição 5.4.2 Seja f : [a , b] → R, de modo que existe M > 0, tal que

|f(y) − f(x)| ≤M |y− x| , para cada x, y ∈ [a , b] . (5.177)

Ent~ao a fun�c~ao f ser�a absolutamente cont��nua em [a , b].

Demonstração:

Dado ε > 0, consideremos

δ
.
=
ε

M
> 0 . (5.178)

Logo, se

{(xi , x
′
i) ; i ∈ {1 , 2 , · · · ,N}} ⊆ [a , b] , para i ∈ {1 , 2 , · · · ,N} ,

satisfazendo

(xi , x
′
i) ∩ (xj , x

′
j) = ∅ , para i ̸= j , com i , j ∈ {1 , 2 , · · · ,N}

e
N∑
i=1

|x ′
i − xi| < δ , (5.179)

teremos

N∑
i=1

|f(x ′i) − f(xi)|
(5.177)

≤
N∑
i=1

M |x ′i − xi|

=M

N∑
i=1

|x ′i − xi|

(5.178)
< Mδ

(5.179)
= M

ε

M
= ε ,

mostrando que a fun�c~ao f �e absolutamente cont��nua em [a , b], como quer��amos demons-

trar.

�

Observação 5.4.2 Uma fun�c~ao que satisfaz a propriedade (5.177) �e denominada

função Lipschtiziana em [a , b] e a constante M, em (5.177), ser�a denominada

constante de Lipschtiz.

Como consequência temos o:

Corolário 5.4.1 Seja f : [a , b] → R diferenci�avel em [a , b], tal que

sup
x∈[a ,b]

|f ′(x)| <∞ . (5.180)

Ent~ao a fun�c~ao f ser�a absolutamente cont��nua em [a , b].
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Demonstração:

De fato, dados x , y ∈ [a , b], x < y, do Teorema do valor m�edio (da disciplina de

C�alculo I), segue que podenos encontrar cx ,y ∈ [x , y], de modo que

f(y) − f(x)

y− x
= f ′(cx ,y) . (5.181)

Em particular, teremos:

|f(y) − f(x)|
(5.181)
= |f ′(cx,y)| |y− x|

≤ sup
x∈[a ,b]

|f ′(x)|︸ ︷︷ ︸
.
=M

(5.180)
< ∞

|y− x|

≤M |y− x| .

Logo, da Proposi�c~ao 5.4.2 acima, segue que a fun�c~ao f ser�a absolutamente cont��nua

em [a , b], completando a demonstra�c~ao.

�
Uma outra cole�c~ao, particularmente importante, de fun�c~oes absolutamente cont��nuas

em [a , b] �e dada pela:

Proposição 5.4.3 Seja f : [a , b] → R Lebesgue integr�avel em [a , b] e considere

F : [a , b] → R dada por

F(x)
.
=

∫
[a ,x]

f+ C , para cada x ∈ [a , b] , (5.182)

onde C ∈ R est�a �xado.

Ent~ao a fun�c~ao F �e absolutamente cont��nua em [a , b].

Demonstração:

Como a fun�c~ao f �e Lebesgue integr�avel em [a , b], segue que a fun�c~ao |f| tamb�em ser�a

Lebesgue integr�avel em [a , b].

Logo, dado ε > 0, da Proposi�c~ao 4.3.5, podemos encontrar δ = δ(ε) > 0, tal que se

A ⊆ [a , b], A ∈ M satisfaz

m(A) < δ , ent~ao teremos:

∫
A

|f| < ε . (5.183)

Logo se a fam��lia

{Ii
.
= (xi , x

′
i) ; i ∈ {1 , 2 , · · · , N} ⊆ [a , b] ,

satisfaz

(xi , x
′
i) ∩ (xj , x

′
j) = ∅ , para i ̸= j como i , j ∈ {1 , 2 , · · · ,N}
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e
N∑
i=1

|x ′i − xi| < δ (5.184)

ent~ao tomando-se

A
.
=

N∪
i=1

Ii =

N∪
i=1

(xi , x
′
i) , (5.185)

teremos

m(A)
(5.185)
= m

(
N∪
i=1

Ii

)
os conjuntos Ii s~ao, dois a dois, disjuntos

=

N∑
i=1

m (Ii)

=

N∑
i=1

l(Ii)︸︷︷︸
=|x ′

i
−xi|

=

N∑
i=1

|x ′i − xi|
(5.184)
< δ . (5.186)

Logo, de (5.183), segue que ∫
A

|f| < ε . (5.187)

Logo, das considera�c~oes acima e do item 5. da Proposi�c~ao 4.4.1, teremos:

N∑
i=1

|F(x ′i) − F(xi)|
(5.182)
=

N∑
i=1

∣∣∣∣∣
[∫

[a ,x ′
i
]

f− C

]
−

[∫
[a ,xi]

f− C

]∣∣∣∣∣
(4.291)
=

N∑
i=1

∣∣∣∣∣
∫
[xi ,x

′
i
]

f

∣∣∣∣∣
≤

N∑
i=1

∫
Ii

|f|

os conjuntos Ii s~ao, dois a dois, disjuntos e (4.291)
=

∫
∪N

i=1 Ii

|f|

(5.185)
=

∫
A

|f| < ε ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 5.4.1, que a fun�c~ao F �e absolutamente cont��nua em [a , b],

completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 5.4.3
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1. A Proposi�c~ao 5.4.2 acima, nos diz que uma integral inde�nida de uma fun�c~ao

Lebesgue integr�avel em [a , b], �e uma fun�c~ao absolutamente cont��nua em

[a , b].

2. Nosso objetivo a seguir ser�a mostrar que vale a rec��proca da Proposi�c~ao 5.4.2

acima, ou seja, que toda fun�c~ao absolutamente cont��nua em [a , b], pode ser

escrita como uma integral inde�nida, de alguma fun�c~ao Lebesgue integr�avel

em [a , b].

Para isto mostrar isto, come�caremos pelo:

Lema 5.4.1 Seja f : [a , b] → R uma fun�c~ao absolutamente cont��nua em [a , b].

Ent~ao f ∈ BV([a , b] ; R).

Demonstração:

De fato, se a fun�c~ao f �e fun�c~ao absolutamente cont��nua em [a , b], dado

ε = 1 ,

da De�ni�c~ao 5.4.1, podemos encontrar δ = δ(ε) > 0, tal que se

{(xi , x
′
i) ; i ∈ {1 , 2 , · · · ,N}} ⊆ [a , b] ,

satisfazendo

(xi , x
′
i) ∩ (xj , x

′
j) = ∅ , para i ̸= j , com i , j ∈ {1 , 2 , · · · ,N}

e
N∑
i=1

|x ′
i − xi| < δ , (5.188)

deveremos ter
N∑
i=1

|f(x ′i) − f(xi)| < ε = 1 . (5.189)

Dada uma parti�c~ao, que indicaremos por

P .
= {xo = a , x1 , · · · , xM = b} ,

do intervalo [a , b] podemos introduzir, se necess�ario, um n�umero �nito de pontos a

esta parti�c~ao, e denotaremos esta nova parti�c~ao tamb�em por P, de modo que possamos

escrever o intervalo [a , b] como uma reuni~ao disjunta dos intervalos

I1, · · · , IK ⊆ [a , b] ,

onde

m(Ij) < δ , para cada j ∈ {1 , 2 , · · · , K} , (5.190)
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onde K ∈ N �e o maior natural menor que 1+
b− a

δ
, isto �e,

K ≤ 1+ b− a

δ
< K+ 1 . (5.191)

Deste modo teremos:

0 ≤ tP

(5.99)
=

K∑
i=1

|f(xi) − f(xi−1)|︸ ︷︷ ︸
≤1 , por (5.189), pois m(Ii)<δ

≤ K . (5.192)

Tomando-se o supremo do lado esquerdo de (5.192), sobre todas as parti�c~oes do

intervalo [a , b] (que tem a propriedade acima), segue que

0 ≤ Tba (f) ≤ K <∞ ,

mostrando, pela De�ni�c~ao 5.2.2, que a fun�c~ao f �e de varia�c~ao limitada em [a , b], com-

pletando a demonstra�c~ao.

�
Como consequência do Lema 5.4.1 acima e do Corol�ario 5.2.1, segue o:

Corolário 5.4.2 Seja f : [a , b] → R uma fun�c~ao absolutamente cont��nua em [a , b].

Ent~ao f �e diferenci�avel q.t.p. em [a , b].

Temos tamb�em o:

Lema 5.4.2 Seja f : [a , b] → R uma fun�c~ao absolutamente cont��nua em [a , b] tal

que

f ′ = 0 , q.t.p. em [a , b] . (5.193)

Ent~ao a fun�c~ao f �e constante em [a , b].

Demonstração:

Basta mostrar que

f(c) = f(a) , para todo c ∈ [a , b] . (5.194)

Dado c ∈ [a , b], ,e (5.193), podemos encontrar E ⊆ [a , c], com E ∈ M , com

m(E) = c− a , (5.195)

de modo que se

f ′(x) = 0 , se, e somente se, x ∈ E . (5.196)
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Dado ε > 0, como a fun�c~ao f �e fun�c~ao absolutamente cont��nua em [a , b], podemos

encontrar δ = δ(ε) > 0

{(xi , x
′
i) ; i ∈ {1 , 2 , · · · ,N}} ⊆ [a , b] ,

satisfazendo

(xi , x
′
i) ∩ (xj , x

′
j) = ∅ , para i ̸= j , com i , j ∈ {1 , 2 , · · · ,N}

e
N∑
i=1

|x ′
i − xi| < δ , (5.197)

deveremos ter
N∑
i=1

|f(x ′i) − f(xi)| < ε . (5.198)

Por outro lado, dado η > 0, para cada x ∈ E, de (5.196), temos que

f ′(x) = 0 .

Logo, do item 3. da Observa�c~ao 5.1.2, segue que podemos encontrar h > 0, su�ci-

entemente pequeno, tal que

Ih
.
= [x , x+ h] ⊆ [a , c] (5.199)

e

∣∣∣∣f(x+ h) − f(x)h

∣∣∣∣ < η
ou seja, |f(x+ h) − f(x)| < ηh . (5.200)

Com isto teremos que a fam��lia

{Ih ; h > 0} (5.201)

ser�a uma cobertura de Vitali do conjunto E (que, de (5.195), tem medida de Lebesgue

�nita).

Logo, do Lema 5.1.1, segue que existe uma cole�c~ao �nita e disjunta, que indicaremos

por

{I1, · · · , IN} , onde Ii
.
= [xi , yi] , para cada i ∈ {1 , 2 , · · · ,N} , (5.202)

da cole�c~ao (5.201) acima, tal que

m

(
E \

N∪
i=1

Ii

)
< δ . (5.203)
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Podemos renomear xi's de modo que

xi < xi+1 , para cada i ∈ {1 , 2 , · · · ,N} . (5.204)

Notemos que, de (5.202) e (5.199), teremos

|xi − yi| < h , para cada i ∈ {0 , 1 , · · · ,N} . (5.205)

Como os intervalos de (5.202) s~ao, dois a dois, disjuntos, de (5.204), deveremos ter:

yo
.
= a ≤ x1 < y1 < x2 < · · · < xN < yN ≤ c .= xN+1 . (5.206)

Logo, de (5.203), segue que

N∑
i=0

|xi+1 − yi|
�gura abaixo

= m

{
[a , c] \

[
N∪
i=1

Ii ∪ [yo, x1] ∪ [yN, xN+1]

]}
m([a ,c])

(5.195)
= m(E)

= m

{
E \

[
N∪
i=1

Ii ∪ [yo , x1] ∪ [yN, xN+1]

]}
∪N

i=1 Ii⊆
∪N

i=1 Ii∪[yo ,x1]∪[yN ,xN+1]

≤ m

(
E \

N∪
i=1

Ii

)
(5.203)
< δ . (5.207)

-
yo

.
= a

x1 xN+1
.
= cy1

x2 y2 xN yN· · ·

Mas

N∑
i=1

|f(yi) − f(xi)|
(5.205) e (5.200)

≤
N∑
i=1

η |yi − xi|

= η

N∑
i=1

|yi − xi|

os intervalos Ii s~ao dois a dois disjuntos e ∪N
i=1

Ii⊆[a ,c]

< η (c− a)

c∈[a ,b]
≤ η(b− a) . (5.208)

Por outro lado, de (5.207) (veja (5.197)) e (5.198), teremos:

N∑
i=0

|f(xi+1) − f(yi)| < ε . (5.209)
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Logo

|f(c) − f(a)|
de (5.206): yo=a e xN+1=c

= |f(xN+1) − f(yo)|

=
soma telesc�opica

=

∣∣∣∣∣
N∑
i=0

[f(xi+1) − f(yi)] +

N∑
i=1

[f(yi) − f(xi)]

∣∣∣∣∣
≤

N∑
i=0

|f(xi+1) − f(yi)|+

N∑
i=1

|f(yi) − f(xi)|

(5.209) e (5.208)
< ε+ η (b− a) . (5.210)

Como ε , η > 0 s~ao arbitir�arios, de (5.210), segue que

|f(c) − f(a)| = 0 ,

ou seja,

f(c) = f(a) , para cada c ∈ [a , b] ,

mostrando que a fun�c~ao f �e constante em [a , b], como quer��amos demonstrar.

�
Para o pr�oximo resultado introduziremos a

Definição 5.4.2 Diremos que uma fun�c~ao F : [a , b] → R, diferenci�avel q.t.p. em

[a , b], �e uma integral indefinida em [a , b], se ela puder ser escrita da seguinte

forma

F(x) =

∫
[a ,x]

F ′ + F(a) , para cada x ∈ [a , b] . (5.211)

Para �nalizar a se�c~ao temos o:

Teorema 5.4.1 Sejam F : [a , b] → R uma fun�c~ao.

A fun�c~ao F �e uma integral inde�nida em [a , b] se, e somente se, a fun�c~ao F �e

absolutamente cont��nua em [a , b].

Demonstração:

Suponhamos que a fun�c~ao F �e uma integral inde�nida.

Logo, da Proposi�c~ao 5.4.2, segue que a fun�c~ao F �e absolutamente cont��nua em [a , b].

Reciprocamente, suponhamos que a fun�c~ao F �e absolutamente cont��nua em [a , b].

Logo, do Lema 5.4.1, segue que F ∈ BV([a , b] ; R).
Assim, do Teorema 5.2.1, podemos encontrar duas fun�c~oes, que denotaremos por,

F1 , F2 : [a , b] → R, mon�otonas crescentes em [a , b], tais que

F(x) = F1(x) − F2(x) , para cada x ∈ [a , b] . (5.212)
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Notemos que, do fato que F1 , F2 : [a , b] → R serem fun�c~oes mon�otonas crescentes

em [a , b] segue que

F1
′(x) , F2

′(x) ≥ 0 , q.t.p. em [a , b] . (5.213)

Logo, do Teorema 5.1.1, segue que as fun�c~oes F1 e F2 s~ao difereni�aveis, q.t.p. em

[a , b] e, de (5.212), teremos que a fun�c~ao F ser�a difereni�avel, q.t.p. em [a , b].

Al�em disso

F ′(x)
(5.212)
= F1

′(x) + F2
′(x) , q.t.p em [a , b]

implicando em: |F ′(x)| ≤ |F1
′(x)|︸ ︷︷ ︸

(5.213)
= F1 ′(x)

+ |F2
′(x)|︸ ︷︷ ︸

(5.213)
= F2 ′(x)

, q.t.p em [a , b] , (5.214)

que, pelo Teorema 5.1.1, implicar�a em:∫
[a ,b]

|F ′|
(5.214)

≤
∫
[a ,b]

(F1
′ + F2

′)

=

∫
[a ,b]

F1
′ +

∫
[a ,b]

F2
′

(5.58)

≤ [F1(b) − F1(a)] + [F2(b) − F2(a)] <∞ , (5.215)

mostrando que a fun�c~ao F ′ �e Lebesgue integr�avel em [a , b].

Consideremos a fun�c~ao G : [a , b] → R, dada por:

G(x)
.
=

∫
[a,x]

F ′, x ∈ [a , b], (5.216)

que est�a bem de�nida, por (5.215).

Ent~ao, da Proposi�c~ao 5.4.2, segue que a fun�c~ao G �e absolutamente cont��nua em

[a , b].

Consideremos agora a fun�c~ao f : [a , b] → R, dada por:

f(x)
.
= F(x) −G(x) , para cada x ∈ [a , b] . (5.217)

Como a fun�c~ao F e fun�c~ao G s~ao absolutamente cont��nuas em [a , b], temos que a

fun�c~ao f ser�a absolutamente cont��nua em [a , b] logo , do Corol�ario 5.4.2, segue que, a

fun�c~ao f ser�a difererenci�avel q.t.p. em [a , b].

Al�em disso, do Teorema 5.3.1, segue que

f ′(x)
(5.217)
= F ′(x) −G ′(x)

(5.157)
= F ′(x) − F ′(x)

= 0 , q.p.t. em [a , b] . (5.218)
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Portanto, do Lema 5.4.2, segue que a fun�c~ao f dever�a ser constante em [a , b], isto

�e, existe C ∈ R, tal que

F(x) −G(x)
(5.217)
= f(x) = C , para ∈ [a , b] . (5.219)

Como,

G(a)
(5.216)
= 0

segue que:

C = f(a) = F(a) .

Assim teremos:

F(x)
(5.217)
= G(x) − F(a)

(5.216)
=

∫
[a ,x]

F ′ + F(a) ,

mostrando que a fun�ca~o F �e uma integral inde�nida, completando a demonstra�c~ao.

�
Como consequência temos o:

Corolário 5.4.3 Toda fun�c~ao absolutamente cont��nua em [a , b] �e a integral inde-

�nida de sua derivada em [a , b].

5.5 Funções Convexas

Come�caremos introduzindo a

Definição 5.5.1 Diremos que a fun�c~ao φ : (a , b) → R �e uma função convexa em

(a , b), se dados

x , y ∈ (a , b) e λ ∈ [0 , 1] ,

teremos

φ [λ x+ (1− λ)y] ≤ λφ(x) + (1− λ)φ(y) . (5.220)

Observação 5.5.1 Geometricamente, a condi�c~ao (5.220) acima, nos diz que, para

cada x , y ∈ (a , b), o segmento de reta que liga os pontos da representa�c~ao geom�etrico

do gr�a�co da fun�c~ao φ,

(x ,φ(x)) , e (y ,φ(y))

�ca acima do trecho da representa�c~ao geom�etirca do gr�a�co da fun�c~ao φ, entre

esses mesmos dois pontos (veja �gura abaixo).
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-

6

x

y

x y

φ(x)

φ(y)

φ�

Uma propriedade importante de uma fun�c~ao convexa �e dada pelo:

Lema 5.5.1 Seja φ : (a , b) → R uma fun�c~ao convexa.

Se

x , y , x ′ , y ′ ∈ (a , b) , satisfazem x ≤ x ′ < y ′, e x < y ≤ y ′ , (5.221)

ent~ao o segmento de reta determinado pelos pontos

(x ′ , φ(x ′)) e (y ′ , φ(y ′))

tem inclina�c~ao maior que a inclina�c~ao do segmento de reta determinado pelos

pontos

(x ,φ(x)) e (y ,φ(y)) ,

isto �e,
φ(y) −φ(x)

y− x
≤ φ(y ′) −φ(x ′)

y ′ − x ′
. (5.222)

Geometricamente temos

-

6

x

y

x ′ y

φ(x ′)

φ(y)

x y ′

φ(x)

φ(y ′)

Demonstração:

Se

c , d ∈ (a , b) , com c ≤ d ,
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as equa�c~oes da reta secante ao gr�a�co da fun�c~ao φ, que cont�em os pontos (c ,φ(c)) e

(d ,φ(d)), podemos ser dadas por:

Y =
φ(d) −φ(c)

d− c
(X− c) +φ(c) (5.223)

ou

Y =
φ(c) −φ(d)

c− d︸ ︷︷ ︸
=

φ(d)−φ(c)
d−c

(X− d) +φ(d)

ou seja,

Y =
φ(d) −φ(c)

d− c
(X− d) +φ(d) , para X ∈ [c , d] . (5.224)

A representa�c~ao geom�etrica da reta acima �e dada pela �gura abaixo:

-

6

x

y

c d

φ(c)

φ(d)

φ�

Como φ �e uma fun�c~ao convexa em (a , b), segue que para cada

X ∈ (c , d) , (5.225)

o ponto (X ,φ(X)), pertencente ao gr�a�co da fun�c~ao φ, �ca abaixo do correspondente

ponto do gr�a�co da reta secante ao gr�a�co da fun�c~ao φ, que passa pelos pontos (c ,φ(c))

e (d ,φ(d)), signi�ca que

φ(X) ≤ φ(d) −φ(c)

d− c
(X− c) +φ(c)

ou φ(X) ≤ φ(d) −φ(c)

d− c
(X− d) +φ(d) . (5.226)

De (5.225), segue que

0 < X− c e X− d < 0 . (5.227)

Logo, de (5.227), teremos que (5.226) ser�a equivalente a:

φ(X) −φ(c)

X− c
≤ φ(d) −φ(c)

d− c

ou
φ(d) −φ(c)

d− c
≤ φ(X) −φ(d)

X− d
,
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ou seja, para cada X ∈ [c , d], teremos:

φ(X) −φ(c)

X− c

I
≤ φ(d) −φ(c)

d− c

II
≤ φ(X) −φ(d)

X− d
, (5.228)

para c , d ∈ (a , b) com c < d �xados.

Logo, tomando-se

c = x , e X = y , em I em (5.228) ,

obteremos:
φ(y) −φ(x)

y− x
≤φ(d) −φ(x)

d− x
,

para

y , x ∈ [c , d) , com x < y , para cada d ∈ (a , b) .

Em particular, tomando-se

d
.
= y ′ ,

teremos:
φ(y) −φ(x)

y− x
≤φ(y

′) −φ(x)

y ′ − x
, (5.229)

para

y , x ∈ (x , y ′) .

Logo, se

x ′ ∈ [x , y ′) ,

tomando-se

c = x , X = x ′ e d = y ′ em II em (5.228) ,

obteremos:

φ(y ′) −φ(x)

y ′ − x
≤φ(x

′) −φ(y ′)

x ′ − y ′

=
φ(y ′) −φ(x ′)

y ′ − x ′
. (5.230)

Logo de (5.229) e (5.230), segue que

φ(y) −φ(x)

y− x
≤ φ(y ′) −φ(x ′)

y ′ − x ′
,

mostrando a validade da desiguladade (5.222), como quer��amos demonstrar.

�
Lembremos que uma fun�c~ao �e diferenci�avel em um ponto se, e somente se, as deri-

vadas laterais pela esquerda e pela direita nesse ponto existem e s~ao iguais.

O resultado a seguir nos diz algo sobre a continuidade e a diferenciabilidade de

fun�c~oes convexas, a saber:



254 CAP�ITULO 5. DIFERENCIAC� ~AO E INTEGRAC� ~AO

Proposição 5.5.1 Seja φ : (a , b) → R uma fun�c~ao convexa em (a , b).

Ent~ao a fun�c~ao φ ser�a absolutamente cont��nua em qualquer intervalo fechado

contido em (a , b).

Temos tamb�em que as deridadas, �a direita e �a esquerda, da fun�c~ao φ, existir~ao

em (a , b) e s~ao iguais, exceto no m�aximo, em um subconjunto enumer�avel de

(a , b), isto �e, a fun�c~ao φ �e diferenci�avel, exceto em um subconjunto enumer�avel

de (a , b).

Al�em disso, as deridadas, �a direita e �a esquerda, da fun�c~ao φ, s~ao fun�c~oes

mon�otonas crescentes em (a , b) e satisfazem

φ ′
−(x) ≤ φ ′

+(x) , para cada x ∈ (a , b) . (5.231)

Demonstração:

Consideremos

[c , d] ⊆ (a , b) .

Notemos que

x , c ∈ [a , y] e d , y ∈ [x , b] .

Para cada

x , y ∈ [c , d] , com x < y ,

aplicando-se o Lema 5.5.1 acima duas vezes (tomando-se um vez: x
.
= a, y

.
= c, y ′ .= y

e x ′
.
= x; e na segunda vez: x

.
= x, y

.
= y, y ′ .= b e x ′

.
= d, em (5.222)), obteremos:

φ(c) −φ(a)

c− a
≤ φ(y) −φ(x)

y− x
≤ φ(b) −φ(d)

b− d
.

Em particular, temos

−

∣∣∣∣φ(c) −φ(a)c− a

∣∣∣∣ ≤ φ(y) −φ(x)

y− x
≤
∣∣∣∣φ(b) −φ(d)b− d

∣∣∣∣ .
que implicar�a que:

|φ(y) −φ(x)| ≤M |y− x| , para cada x , y ∈ [c , d] com x < y , (5.232)

onde

M
.
= max

{∣∣∣∣φ(c) −φ(a)c− a

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣φ(b) −φ(d)b− d

∣∣∣∣} . (5.233)

Logo, da Proposi�c~ao 5.4.2, segue que a fun�c~ao φ ser�a absolutamente cont��nua em

[c , d] ⊆ (a , b), para cada c , d ∈ (a , b), com c < d, completando a demonstra�c~ao da

primeira parte do resultado.

Para cada xo ∈ (a , b) �xado e

y , y ′ ∈ (a , b) , com xo < y < y
′ , (5.234)
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do Lema 5.5.1 acima (tomando-se: x
.
= xo, y

.
= y, y ′ .= y ′ e x ′

.
= xo em (5.222)), segue

que

φ(y) −φ(xo)

y− xo
≤ φ(y ′) −φ(xo)

y ′ − xo
. (5.235)

Por outro lado, se

y , y ′ ∈ (a , b) , com y < y ′ < xo , (5.236)

do Lema 5.5.1 acima (tomando-se: x
.
= y, y

.
= xo, y

′ .= xo e x
′ .= y ′ em (5.222)), segue

que
φ(xo) −φ(y)

xo − y︸ ︷︷ ︸
φ(y)−φ(xo)

y−xo

≤ φ(xo) −φ(y
′)

xo − y︸ ︷︷ ︸
=

φ(y ′)−φ(xo)

y ′−xo

. (5.237)

Notemos tamb�em que, se

y , y ′ ∈ (a , b) , com y < xo < y
′ , (5.238)

do Lema 5.5.1 acima (tomando-se: x
.
= y, y

.
= xo, y

′ .= y ′ e x ′
.
= xo em (5.222)), segue

que
φ(xo) −φ(y)

xo − y︸ ︷︷ ︸
φ(y)−φ(xo)

y−xo

≤ φ(y ′) −φ(xo)

y ′ − xo
. (5.239)

Consideremos a fun�c~ao F : (a , b) \ {xo} → R, dada por:

F(y)
.
=
φ(y) −φ(xo)

y− xo
, para cada y ∈ (a , b) . (5.240)

Notemos que se y , y ′ ∈ (a , b) \ {xo}, com y < y ′, temos as seguintes possibilidades:

ou xo < y < y
′ , (5.241)

ou y < y ′ < xo , (5.242)

y < xo < y
′ , (5.243)

Se (5.241) ocorre, teremos:

F(y)
(5.240)
=

φ(y) −φ(xo)

y− xo
(5.234) e (5.235)

≤ (5.244)

=
φ(y ′) −φ(xo)

y ′ − xo
(5.240)
= F(y ′) . (5.245)
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Se (5.242) ocorre, teremos:

F(y)
(5.240)
=

φ(y) −φ(xo)

y− xo

=
φ(xo) −φ(y)

xo − y
(5.236) e (5.237)

≤ =
φ(y ′) −φ(xo)

y ′ − xo
(5.240)
= F(y ′) . (5.246)

Se (5.243) ocorre, teremos:

F(y)
(5.243)
=

φ(y) −φ(xo)

y− xo

=
φ(xo) −φ(y)

xo − y
(5.238) e (5.239)

≤ φ(y ′) −φ(xo)

y ′ − xo
(5.240)
= F(y ′) . (5.247)

De (5.245), (5.246) e (5.247) segue que a fun�c~ao F fun�c~ao mon�otona crescente em

(a , b) \ {xo}.

De modo semelhante, mostra-se que se (5.245) ocorrer teremos

F(y) ≤ F(y ′) . (5.248)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Logo, de (5.245), (5.246) e (5.248) segue que a fun�c~ao F ser�a mon�otona crescente em

(a , b) \ {xo}.

Logo, do Teorema 4.29, da p�agian 95 de [R], segue que existir~ao e ser~ao �nitos, os

limite laterais

lim
y→x+o F(y) e lim

y→x−o F(y) (5.249)

e ser~ao �nitos.

Logo, de (5.240), (5.249) e, da de�ni�c~ao de derivadas laterais, segue que a fun�c~ao

φ �e diferenci�avel �a direita e �a esquerda de xo, ou seja, a fun�c~ao φ ser�a diferenci�avel, �a

direita e �a esquerda, em cada ponto de (a , b).

Fazendo

y→ x−o

no lado esquerdo de (5.239) obteremos:

φ ′
−(xo) ≤

φ(y ′) −φ(xo)

y ′ − xo
. (5.250)
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Fazendo

y ′ → x+o ,

no lado direito de (5.250), obteremos

φ ′
−(xo) ≤ φ ′

+(xo), (5.251)

isto �e, que (5.231) ocorrer�a.

Por outro lado, se

xo < yo , xo < x < yo e yo < y ,

Lema 5.5.1 acima (tomando-se: x
.
= xo, y

.
= x, y ′ .= y e x ′

.
= yo em (5.222)), teremos:

φ(x) −φ(xo)

x− xo
≤ φ(y) −φ(yo)

y− yo
. (5.252)

Tomando-se o limite quando

x→ x+o

do lado esquerdo de (5.252), teremos.

φ ′
+(xo) ≤

φ(y) −φ(yo)

y− yo
. (5.253)

Por �m, tomando-se o limite

y→ y+o

em (5.253), obteremos:

φ+
′(xo) ≤ φ+

′(yo) ,

ou seja,

a fun�c~ao φ ′
+ �e um fun�c~ao mon�otona crescente em (a , b) . (5.254)

De modo semelhante, podemos mostrar que

a fun�c~ao φ ′
− �e mon�otona crescente em (a , b). (5.255)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Notemos tamb�em que, se

xo < yo , xo < x < y
′ < yo , (5.256)

Lema 5.5.1 acima (tomando-se: x
.
= xo, y

.
= x, y ′ .= yo e x

′ .= y ′ em (5.222)), teremos:

φ(x) −φ(xo)

x− xo
≤ φ(yo) −φ(y

′)

yo − y ′︸ ︷︷ ︸
=

φ(y ′)−φ(yo)

y ′−yo

. (5.257)
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Al�em disso, fazendo x→ x+o e y ′ → y−o em (5.257), segue que

φ ′
+(xo) ≤ φ ′

−(yo)

(5.251)

≤ φ ′
+(yo) . (5.258)

Notemos que, podemos obter uma desigualdade semelhante �a (5.258) para o caso

que

yo < xo .

Para tanto, basta trocar xo por yo em (5.256).

Logo, se a fun�c~ao φ ′
+ (ou a fun�c~ao φ ′

−) for cont��nua em xo ∈ (a , b) , fazendo yo → x+o
na desigualdade (5.257), segue que

φ ′
+(xo) ≤ φ ′

−(xo) ≤ φ ′
+(xo) ,

ou seja, φ ′
+(xo) = φ

′
−(xo) ,

isto �e, as derivadas laterais da fun�c~ao φ ser~ao iguais no ponto xo, ou seja, a fun�c~ao φ

ser�a diferenci�avel no ponto xo.

Portando, nos pontos de (a , b) onde uma das fun�c~oes derivadas laterias

φ ′
+ ou φ ′

− for cont��nua, a fun�c~ao φ ser�a diferenci�avel. (5.259)

Do Teorema 4.30, da p�agina 96 de [R], sabemos que toda fun�c~ao mon�otona em (a , b)

�e descont��nua, no m�aximo, em um subconjunto enumer�avel de (a , b).

Lembremos que, de (5.254) e (5.255) temos que as fun�c~oes φ ′
+ e φ ′

− s~ao mon�otonas

em (a , b) logo, do resultado citado acima, segue que dever~ao ser cont��nuas, exceto

no m�aximo, em um subconjunto enumer�avel de (a , b) que, juntamente com (5.259),

implicar~ao que a fun�c~ao φ ser�a diferenci�avel , exceto no m�aximo, em um subconjunto

enumer�avel de (a , b), completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 5.5.2 Em particular, da Proposi�c~ao 5.5.1 acima e do item 5. da

Proposi�c~ao 4.4.1, seque se a fun�c~ao φ : (a , b) → R �e uma fun�c~ao convexa ent~ao

ela ser�a Lebesgue integr�avel em (a , b).

Para o pr�oximo resultado precisaremos da

Definição 5.5.2 Sejam φ : (a , b) → R uma fun�c~ao convexa em (a , b) e xo ∈ (a , b).

A reta

y = m (x− xo) +φ(xo) (5.260)

que cont�em o ponto (xo , φ(xo)) ser�a dita reta suporte de xo (relativamente à

função φ), se seus pontos est~ao sempre abaixo dos respectivos pontos do gr�a�co

da fun�c~ao φ, isto �e, se

m (x− xo) +φ(xo) ≤ φ(x) , para cada x ∈ (a , b) . (5.261)
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A �gura abaixo nos fornece uma caracteriza�c~ao geom�etrica da situa�c~ao descrita

acima.

-

6

x

y

xo

φ(xo)

� �e uma reta suporte de xo

?

não �e uma reta suporte de xo

	

Gr�a�co de φ

x

Observação 5.5.3 Sejam φ : (a , b) → R uma fun�c~ao convexa em (a , b) e xo ∈
(a , b).

Notemos que, se a fun�c~ao φ for diferenci�avel em xo, teremos que

φ ′
−(xo) = φ

′
+(xo) = φ

′(xo) = m. (5.262)

Por outro lado, se a fun�c~ao φ não for diferenci�avel em xo, da Proposi�c~ao 5.5.1,

segue que

φ ′
−(xo) < φ

′
+(xo) . (5.263)

Logo de (5.262) e (5.263), uma reta de R2, que intercepta o gr�a�co da fun�c~ao

φ no ponto (xo , φ(xo)) ser�a uma reta suporte no ponto xo se, e somente se, seu

coe�ciente angular m, satisfaz

φ ′
−(xo) ≤ m ≤ φ ′

+(xo) . (5.264)

A �gura abaixo ilustra a situa�c~ao geom�etrica da desigualdade acima.

-

6

x

y

xo

φ(xo)

�

θm

� θ−

�

θ+

tg(θ−)︸ ︷︷ ︸
φ ′

−(xo)

≤ tg(θm)︸ ︷︷ ︸
=m

≤ tg(θ+)︸ ︷︷ ︸
=φ ′

+(xo)
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Conclusão: se a fun�c~ao φ : (a , b) → R �e convexa, sempre existe, pelo menos,

uma reta suporte em cada ponto de (a , b).

Com isto podemos enunciar e provar a:

Proposição 5.5.2 (Desigualdade de Jensen) Seja φ : R → R uma fun�c~ao convexa

em R e f : [0 , 1] → R um fun�c~ao Lebesgue integr�avel em [0 , 1].

Ent~ao ∫
[0 ,1]

(φ ◦ f) ≥ φ
(∫

[0 ,1]

f

)
. (5.265)

Demonstração:

Sejam

α
.
=

∫
[0 ,1]

f (5.266)

e y = a (x− α) +φ(α) , (5.267)

uma reta suporte no ponto α, para cada α ∈ R (que existem pois a fun�c~ao f �e Lebsegue

integr�avel em [0 , 1] e a fun�c~ao φ �e uma fun�c~ao convexa em R e assim vale a Observa�c~ao

5.5.3).

Logo, para cada α ∈ R �xado, da De�ni�c~ao (5.5.2), segue que para t ∈ [0 , 1], temos

φ[f(t)] ≥ a [f(t) − α] +φ(α) . (5.268)

Logo, de (5.268) e da Proposi�c~ao 4.4.1, segue que∫
[0 ,1]

φ ◦ f
(4.290)

≥
∫
[0 ,1]

[a · f− a · α+φ(α)]

(4.288)
= a

∫
[0 ,1]

f− aα

∫
[0 ,1]

1︸ ︷︷ ︸
=1

+φ(α)

∫
[0 ,1]

1︸ ︷︷ ︸
=1

= a

∫
[0 ,1]

f− a α︸︷︷︸
=
∫
[0 ,1] f

+φ( α︸︷︷︸
=
∫
[0 ,1] f

)

= φ

(∫
[0 ,1]

f

)
,

como quer��amos demonstrar.

�
Como consequência temos o:
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Corolário 5.5.1 Seja f : [0 , 1] → R uma fun�c~ao Lebesgue integr�avel em [0 , 1].

Ent~ao ∫
[0 ,1]

exp(f) ≥ exp

(∫
[0 ,1]

f

)
(5.269)

Demonstração:

A�rmamos que a fun�c~ao

exp : R → R

�e uma fun�c~ao convexa em R.
Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

Logo, da Proposi�c~ao 5.5.2 segue que a desigualdade (5.269), completando a demons-

tra�c~ao.

�
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Caṕıtulo 6

Os Espaços Lp

Neste cap��tulo trataremos de uma classe importante de fun�c~oes Lebesgue integr�aveis em

[0 , 1], a saber, as fun�c~oes cujo m�odulo, elevado �a p ∈ [1,∞), s~ao Lebesgue integr�avel

em [0 , 1].

6.1 Os Espaço Vetorial Real Normado Lp

Come�caremos com a

Definição 6.1.1 Seja p ∈ (0 ,∞) �xado.

De�namos o conjunto

Lp([0 , 1] ; R) .= {f : [0 , 1] → R ; |f|p �e fun�c~ao Lebesgue integr�avel em [0 , 1]} . (6.1)

Observação 6.1.1

1. Da De�ni�c~ao 6.1.1 acima, segue que f ∈ Lp([0 , 1] ; R) se, e somente se,∫
[0 ,1]

|f|p <∞ . (6.2)

2. Se p = 1,

L1([0 , 1] ; R)

denotar�a o conjunto formado por todas as fun�c~oes Lebesgue integr�aveis em

[0 , 1].

3. Notemos que se f , g : [0 , 1] → R s~ao fun�c~oes e p ∈ [0 ,∞)0 est�a �xado ent~ao,

para cada x ∈ [0 , 1], teremos:

|f(x) + g(x)|p ≤ Cp [|f(x)|+ |g(x)|]p . (6.3)

263
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Para mostramos a desigualdade acima, a�rmamos que se a , b ∈ [0 ,∞), existe

Cp ∈> 0 (que s�o depende de p), tal que :

(a+ b)p ≤ Cp (ap + bp) . (6.4)

De fato,

p = 1 ,

considerando-se

Cp
.
= 1 ,

teremos uma igualdade em (6.4).

Por outro lado, se

p ∈ (0,∞) \ {1} e a = 0 ou b = 0 ,

considerando-se

Cp
.
= 1 ,

a desigualdade (6.4) acima tornar-se-�a uma igualdade .

Se

b > 0 ,

teremos que (6.4) ser�a equivalente (dividindo (6.4) por bp > 0) �a(a
b
+ 1
)p

≤ Cp
[(a
b

)p
+ 1
]
. (6.5)

Notemos que, considerando-se

x
.
=
a

b
, (6.6)

segue que (6.5) ser�a equivalente a

(x+ 1)p ≤ Cp [xp + 1] . (6.7)

Mostremos (6.7).

Para isto, observemos que:

lim
x→∞

(x+ 1)p

xp + 1

L'Hôspital, com p ̸=1
= lim

x→∞
p (x+ 1)p−1

pxp−1

Exerc��cio
= 1 .
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Como limite acima existe, da disciplina de An�alise I, podemos encontrar

Cp > 0, tal que

(x+ 1)p

xp + 1
≤ Cp , para cada x ≥ 0 ,

isto �e, (x+ 1)p ≤ Cp (xp + 1) , para cada x ≥ 0 ,

ou seja, vale (6.7), ou ainda, vale (6.4).

Para cada x ∈ [0 , 1], considerando-se

a
.
= f(x) e b

.
= g(x)

segue, de (6.4), que:

|f(x) + g(x)|p ≤ Cp [|f(x)|p + |g(x)|p] ,

ou seja, a validade de (6.3)

4. Se f , g ∈ Lp([0 , 1] ; R), do item 3. acima e da Proposi�c~ao 4.4.1, segue que∫
[0 ,1]

|f+ g|p
(6.3) e (4.290)

≤
∫
[0 ,1]

Cp [|f|p + |g|p]

(4.288)
= Cp


∫
[0 ,1]

[|f|p︸ ︷︷ ︸
(6.2)
< ∞

+

∫
[0 ,1]

[|g|p︸ ︷︷ ︸
(6.2)
< ∞

<∞


<∞ ,

ou seja, (f+ g) ∈ Lp([0 , 1] ; R) . (6.8)

5. Notemos tamb�em que se α ∈ R e f ∈ Lp([0 , 1] ; R), da Proposi�c~ao 4.4.1,

teremos: ∫
[0 ,1]

|α · f|p =
∫
[0 ,1]

|α|p| f|p

(4.287)
= |α|p

∫
[0 ,1]

|f|p︸ ︷︷ ︸
(6.2)
< ∞

<∞ ,

ou seja, α · f ∈ Lp([0 , 1] ; R) . (6.9)

6. Logo dos itens 4. e 5. acima, podemos concluir que

(Lp([0 , 1]) ,+ , ·)

�e um espa�co vetorial real (onde + denota a opera�c~ao de adi�c~ao usual de

fun�c~oes e · denota o produto usual de um n�umero real por uma fun�c~ao).



266 CAP�ITULO 6. OS ESPAC�OS LP

Nosso objetivo a seguir �e tentar introduzir uma norma no espa�co vetorial real

(Lp([0 , 1]) ,+ , ·) .

Come�caremos pela:

Definição 6.1.2 Para cada f ∈ Lp([0 , 1] ; ,R), de�niremos

∥f∥p
.
=

(∫
[0 ,1]

|f|p
) 1

p

. (6.10)

Observação 6.1.2

1. Notemos que, da De�ni�c~ao 6.1.1 , a fun�c~ao

∥ · ∥p : Lp([0 , 1] ; ,R) → R

est�a bem de�nida (pois 0 ≤
∫
[0 ,1]

|f|p <∞).

2. Podemos mostrar que a fun�c~ao ∥ · ∥ : Lp([0 , 1] ; ,R) → R satisfaz as seguintes

propriedades:

(a) se f ∈ Lp([0 , 1] ; ,R) e α ∈ R, teremos:

∥α · f∥p = α ∥f∥p ; (6.11)

(b) se f , g ∈ Lp([0 , 1] ; ,R), teremos:

∥f+ g∥p = ∥f∥p + ∥g∥p ; (6.12)

(c) se f ∈ Lp([0 , 1] ; ,R), teremos:

0 ≤ ∥f∥p ; (6.13)

(d)

∥O∥p = 0 ; (6.14)

3. Notemos que, para f ∈ Lp([0 , 1] ; ,R), como consequência do item 6. da Pro-

posi�c~ao 4.4.1, teremos:

∥f∥p = 0
se, e somente, se |f|p = O , q.p.t. em [0 , 1] ,

ou, equivalentemente, f = O , q.p.t. em [0 , 1]. (6.15)
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4. Logo, do item 3. acima, temos que existem fun�c~oes f ∈ Lp([0 , 1] ; R), não iden

ticamente nulas, tal que

∥f∥p = 0 .

Para vermos isto basta tomarmos, por exemplo, a fun�c~ao f : [0 , 1] → R, dada
por:

f(x)
.
=

{
1 , para x = 0

0 , para x ∈ (0 , 1]
. (6.16)

Neste caso teremos que f ̸= O em [0 , 1], mas

∥f∥p = 0 .

5. Dos itens 2. e 4., segue que a fun�c~ao ∥ · ∥ : Lp([0 , 1] ; ,R) → R não ser�a uma

norma no espa�co vetorial real (Lp([0 , 1] ; R) ,+ , ·), ser�a uma semi-norma no

espa�co vetorial real (Lp([0 , 1] ; R) ,+ , ·).

Para resolver o problema relacionado com o item 5. da Observa�c~ao 6.1.2, agirmeos

do seguinte modo:

Definição 6.1.3 Sejam f , g : [0 , 1] → R fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis em [0 , 1].

Diremos que a função f é equivalente à função g, denotando por

f ∼ g ,

se

f = g , q.t.p. em [0 , 1] . (6.17)

Observação 6.1.3 Pode-se mostrar que a rela�c~ao ∼ �e uma rela�c~ao de equivalência

no conjunto formado por todas as fun�c~oes Lebesgue mensur�aveis em [0 , 1] (veja

1.4.1).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Com podemos introduzir a:

Definição 6.1.4 De�nimos o seguinte conjunto:

Lp([0 , 1] ; R) .= Lp([0 , 1] ; R)/ ∼ , (6.18)

ou seja, o espa�co quociente de Lp([0 , 1] ; R) pela rela�c~ao de equivalência ∼.

Se f ∈ Lp([0 , 1] ; R), indicaremos a classe de equivalência de Lp([0 , 1] ; R) que
cont�em a fun�c~ao f por [f], como sendo:

[f]
.
= {g ∈ Lp([0 , 1] ; R) ; g ∼ f} . (6.19)
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Observação 6.1.4

1. Observemos que para [f] , [g] ∈ Lp([0 , 1] ; R) e α ∈ R, de�niremos:

[f]+[g]
.
= [f+ g] (6.20)

e α·[f] .= [α · f] , (6.21)

onde + e · s~ao as opera�c~oes do espa�co vetorial real (Lp([0 , 1] ; R) ,+ , ·).

Notemos que as opera�c~oes + e · est~ao bem de�nidas.

De fato, pois:

(a) se f1 , f2 ∈ [f] e g1 , g2 ∈ [g] ent~ao, de (6.19), segue que

f1 ∼ f2 e g1 ∼ g2 ,

que, da De�ni�c~ao (6.1.3), �e o mesmo que:

f1 = f2 e g1 = g2 , q.t.p em [0 , 1] (6.22)

Logo, de (6.22), segue que

f1 + g1 = f2 + g2 , q.t.p. em [0 , 1],

que, da De�ni�c~ao (6.1.3), �e o mesmo que:

[f1 + g1] = [f2 + g2] ,

mostrando que o lado esquerdo de (6.20), independe das escolhas das

fun�c~oes nas classes de equivalências [f] e [g], respectivamente.

Portanto a opera�c~ao +, introduzida em (6.20), est�a bem de�nida.

(b) de modo semelhante, se f1, f2 ∈ [f] ent~ao, de (6.19), segue que

f1 ∼ f2 ,

que, da De�ni�c~ao (6.1.3), �e o mesmo que:

f1 = f2 , q.t.p em [0 , 1] (6.23)

Logo, de (6.23), segue que

α · f1 = α · f2 , q.t.p. em [0 , 1],

que, da De�ni�c~ao (6.1.3), �e o mesmo que:

[α · f1] = [α · f2] ,

mostrando que o lado esquerdo de (6.21), independe da escolha da fun�c~ao

na classe de equivalência [f].

Portanto a opera�c~ao ·, introduzida em (6.21), est�a bem de�nida.
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2. Com isto pode-se mostrar que

(Lp([0 , 1] ; R) ,+ , ·)

�e um espa�co vetorial real.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

3. De�namos a fun�c~ao

∥ · ∥p : Lp([0 , 1] ; R) → R ,

dada por:

∥ [f] ∥p
.
=

(∫
[0 ,1]

|f|p
) 1

p

. (6.24)

Notemos que esta aplica�c~ao est�a bem de�nida.

De fato, se f1, f2 ∈ [f] ent~ao, de (6.19), segue que

f1 ∼ f2 ,

que, da De�ni�c~ao (6.1.3), �e o mesmo que:

f1 = f2 , q.t.p em [0 , 1] (6.25)

Logo, do item 6. da Proposi�c~ao 4.4.1, segue que∫
[0 ,1]

|f1|
p =

∫
[0 ,1]

|f2|
p , (6.26)

mostrando que o lado esquerdo de (6.24) independe da escolha da fun�c~ao na

classe de equivalência [f].

Portanto a fun�c~ao ∥ · ∥p : Lp([0 , 1] ; R) → R, introduzida em (6.24), est�a bem

de�nida.

4. Notemos que se f1 ∈ Lp([0 , 1]), de (6.25), segue que

f1 = 0 , q.t.p. em [0 , 1], se, e somente se: f1 ∈ [O] . (6.27)

Com isto, de (6.24) e do item 3. da Observa�c~ao 6.1.2, teremos:

[f] = [O] se, e somente se ∥ [f] ∥p = 0. (6.28)

5. Notemos que, se [f] ∈ Lp([0 , 1] ; R) e α ∈ R,

(a) teremos:

∥ [f] ∥p ≥ 0 ,
e [f] = [O] se, e somente se ∥ [f] ∥p = 0 . (6.29)
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(b) segue que:

∥ [α·f] ∥p
(6.24)
=

(∫
[0 ,1]

|α · f|p
) 1

p

(6.11)
= |α|

(∫
[0 ,1]

|f|p
) 1

p

(6.24)
= |α| ∥ [f] ∥p . (6.30)

(c) Na pr�oxima se�c~ao mostraremos que se [f] , [g] ∈ Lp([0 , 1] ; R) ent~ao

∥ [f+ g] ∥p ≤ ∥ [f] ∥p + ∥ [g] ∥p , (6.31)

conhecida como desigualdade triangular,

ou seja, a fun�c~ao ∥ · ∥p : Lp([0 , 1] ; R) → R ser�a um norma no espa�co vetorial

real (Lp([0 , 1] ; R) ,+ , ·), ou ainda, (Lp([0 , 1] ; R) ,+ , ·) munido da fun�c~ao ∥ ·∥p,
dada por (6.24), �e um espa�co vetorial real normado.

6. Para aliviar a nota�c~ao denotaremos os elementos de Lp([0 , 1] ; ) por f em vez

de [f].

Temos tamb�em a:

Definição 6.1.5 De�nimos o seguinte conjunto

L∞([0 , 1] ; R) .= {f ; f : [0 , 1] → R , Lebesgue mensur�avel,

limitada q.t.p. em [0 , 1]} . (6.32)

Uma fun�c~ao que est�a em L∞([0 , 1]) ser�a dita essencialmente limitada em [0 , 1].

Observação 6.1.5

1. Observemos que se α ∈ R e f , g ∈ L∞([0 , 1] ; R) ent~ao

α · f , f+ g ∈ L∞([0 , 1] ; R) ,

ou seja, (L∞([0 , 1]) ,+ , ·) �e um espa�co vetorial real, onde + dentoa a opera�c~ao

usual de soma de fun�c~oes e · dentoa a opera�c~ao de multiplica�c~ao de n�umero

real por uma fun�c~ao.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

2. Para o que vem a seguir precisaremos da seguinte no�c~ao:

Seja h : [0 , 1] → R uma fun�c~ao limitada, exceto em um subconjunto de medida

zero de [0 , 1].
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De�nimos o supremo essencial da função h em [0 , 1], indicando por

ess supx∈[0 ,1]h ,

como sendo:

ess supx∈[0 ,1]h(x)
.
= inf

g∈A

{
sup
x∈[0 ,1]

g(x)

}
, (6.33)

onde

A .
= {g ; g : [0 , 1] → R , tal que g=h q.t.p em [0 ,1] . (6.34)

3. Na situa�c~ao acima, teremos:

ess supx∈[0 ,1]h(x) = inf {M ; m ({x ∈ [0 , 1] ; h(x) > M}) = 0} . (6.35)

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

4. Nosso pr�oximo passo �e tentar introduzir uma norma no espa�co vetorial real

(L∞([0 , 1] ; R) ,+ , ·).

Consideremos a fun�c~ao ∥ · ∥∞ : L∞([0 , 1] ; R) → R, dada por:

∥f∥∞ .
= ess supx∈[0 ,1]|f(x)| , para cada f ∈ L∞([0 , 1] ; R) . (6.36)

Com isto temos que a fun�c~ao ∥ · ∥∞ est�a bem de�nida.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

5. Notemos que existe f ∈ L∞([0 , 1] ; R), não identicamente nula (a mesma do

item 4. da Observa�c~ao 6.1.2), tal que

∥f∥∞ = 0 , ou seja, ∥ · ∥∞
não poder�a ser uma norma no espa�co vetorial real (L∞([0 , 1]) ,+ , ·).

6. Para resolver isto faremos como no caso Lp([0 , 1]), isto �e, consideraremos

L∞([0 , 1] ; R) .= L∞([0 , 1] ; R)/ ∼, (6.37)

onde a rela�c~ao ∼ �e a introduzida na De�ni�c~ao 6.1.3.

7. Com isto teremos que

(L∞([0 , 1]) ,+ , ·)

�e um espa�co vetorial sobre R (onde + e · s~ao as opera�c~oes introduzidas no

item 1. da Observa�c~ao 6.1.4).

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.
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8. Deste modo podemos de�nir a fun�c~ao

∥ · ∥∞ : L∞([0 , 1] ; R) → R ,

dada por:

∥[f]∥∞ .
= ess supx∈[0 ,1]|f(x)| , para cada [f] ∈ L∞([0 , 1] ; R) . (6.38)

Com isto teremos:

(a) a fun�c~ao ∥ · ∥∞, dada por (6.38), est�a bem de�nida;

(b) para [f] ∈ L∞([0 , 1] ; R) temos que:

∥ [f] ∥∞ ≥ 0 ,
e [f] = [0]

se, e somente se ∥ [f] ∥∞ = 0 ; (6.39)

(c) para α ∈ R e [f] ∈ L∞([0 , 1] ; R), teremos:

∥ [α · f] ∥∞ = |α| ∥ [f] ∥∞ ; (6.40)

(d) para [f], [g] ∈ L∞([0 , 1] ; R), teremos:

∥ [f] + [g] ∥∞ ≤ ∥ [f] ∥∞ + ∥ [g] ∥∞ , (6.41)

conhecida como desigualdade triangular (veja o Exerc��cio 1, da p�agina

112 de [HLR]).

Deixaremos a veri�ca�c~ao destes fatos como exerc��cio para o leitor.

(e) De (6.39), (6.40) e (6.41) segue que a fun�c~ao ∥ · ∥∞, dada por (6.38), ser�a

um norma no espa�co vetorial real (L∞([0 , 1]) ,+ , ·), ou ainda, o espa�co

vetorial real (L∞([0 , 1]) ,+ , ·) quando munido da fun�c~ao ∥ · ∥∞), dada por

(6.38), tornar-se-�a um espa�co vetorial real normado.

(f) Para aliviar a nota�c~ao denotaremos os elementos de L∞([0 , 1] ; R) por f
em vez de [f].

6.2 Desigualdade de Hölder e Minkowski

Nosso objetivo nesta se�c~ao �e provar a desigualdade triangular no espa�co vetorial real

normado (Lp([0 , 1]) ,+ , · , ∥ · ∥p), com p ∈ [1,∞] (ou seja, (6.31), para p ∈ [1 ,∞), e

(6.41), para p = ∞).

Para isto precisaremos, entre outras coisas, do:
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Lema 6.2.1 Sejam α ,β ≥ 0 e λ ∈ (0 , 1) �xados.

Ent~ao vale a seguinte desigualdade:

αλ β1−λ ≤ λα+ (1− λ)β . (6.42)

Al�em disso, ocorrer�a a igualdade em (6.42) se, e somente se,

α = β . (6.43)

Demonstração:

Para tando, conisderemos a fun�c~ao φ : (0 ,∞) → R, dada por:

φ(t)
.
= λ t− tλ , para cada t ∈ (0 ,∞) . (6.44)

Observemos que a fun�c~ao φ �e diferenci�avel em (0 ,∞) e al�em disso, para cada t ∈
(0 ,∞), tereos:

φ ′(t)
(6.44)
= λ− λ tλ−1

= λ
(
1− tλ−1

)
. (6.45)

Como λ− 1 < 0 segue, de (6.45), que

φ ′(t) =

{
< 0 , para t ∈ (0 , 1) ,

> 0 , para t ∈ (1 ,∞)
. (6.46)

Logo a fun�c~ao φ tem um (�unico) m��nimo global em t = 1, isto �e, se

t ∈ (0 ,∞) \ {1} , teremos: φ(t) > φ(1) , (6.47)

isto �e, λ t− tλ
(6.44)
= φ(t)

(6.47)
> φ(1)

(6.44) com t=1
= λ · 1− 1λ

= λ− 1,

ou ainda, λ t+ (1− λ) > tλ . (6.48)

e ocorrer�a a igualdade em (6.48) se, e somente se,

t = 1 . (6.49)

Notemos que:

1. se

α = β = 0 ,

teremos que o lado direito e o lado esquerdo de (6.42) ser~ao iguais a 0, ou seja,

valer�a a igualdade em (6.42).
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2. se

α > 0 e β = 0

(ou vice-versa), teremos que o lado esquerdo de (6.42) ser�a igual a 0 e o lado

direito ser�a maior ou igual a 0, ou seja, valer�a a desigualdade (6.42).

3. se

α ,β > 0 ,

consideremos

t
.
=
α

β
∈ (0 ,∞) . (6.50)

Logo, de (6.48), com t dado por (6.50), teremos:

λ · α
β
+ (1− λ) ≥

(
α

β

)λ
,

ou seja: λ · α
β
+ (1− λ) ≥ αλ

βλ
,

isto �e: λ · α
β
+ (1− λ) ≥ αλ

βλ−1 · β
,

como β > 0, isto ser�a equivalente �a: λ · α
β
· β+ (1− λ)β ≥ αλ

βλ−1
,

ou ainda: λα+ (1− λ)β ≥ αλ β1−λ , (6.51)

obtendo-se a desigualdade (6.42).

Al�em disso, de (6.49), ocorrer�a a igualdade em (6.51) se, e somente se,

α = β ,

completando a demonstra�c~ao.

�
Como consequência temos o:

Corolário 6.2.1 Sejam a , b ∈ [0 ,∞) e p , q ∈ (1 ,∞) �xados, satisfazendo a seguin

te identidade:
1

p
+
1

q
= 1 . (6.52)

Ent~ao vale a seguinte desigualdade:

ab ≤ ap

p
+
bq

q
. (6.53)

Al�em disso, ocorrer�a a igualdade em (6.53) se, e somente se,

ap = bq . (6.54)
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Demonstração:

Consideremos

λ
.
=
1

p
. (6.55)

Deste modo teremos:

1− λ
(6.55)
= 1−

1

p

(6.52)
=

1

q
. (6.56)

Logo, se α ,β ∈ [0 ,∞), do Lema 6.2.1 e de (6.55) e (6.56), segue que:

α
1
p β

1
q

(6.42)

≤ 1

p
α+

1

q
β . (6.57)

Al�em disso, do Lema 6.2.1, temos que ocorrer�a a igualdade em (6.57) se, e somente

se,

α = β . (6.58)

Consideremos

α
.
= ap , β

.
= bq ∈ [0 ,∞) . (6.59)

Logo, de (6.57), teremos:

(ap)
1
p (bq)

1
q

(6.42)

≤ 1

p
ap +

1

q
bq ,

ou seja, ab ≤ ap

p
+
bq

q
, (6.60)

isto �e, valer�a desigualdade (6.53) e al�em disso, de (6.58) e (6.59), ocorrer�a a igualdade

em (6.60) se, e somente se,

ap = bq ,

como quer��amos demonstrar.

�

Observação 6.2.1 Notemos que se p , q ∈ [1 ,∞] satisfazem a rela�c~ao (6.52), dire-

mos que o num�ero real q �e o conjugado do número real p.

Podemos agora enunciar e provar a:

Proposição 6.2.1 (Desigualdade de Hölder) Sejam p , q ∈ [1 ,∞] satisfazendo a

rela�c~ao (6.52).

Suponhamos que

f ∈ Lp([0 , 1] ; ,R) e g ∈ Lq([0 , 1] ; R) . (6.61)
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Ent~ao teremos que

f g ∈ L1([0 , 1] ; R) (6.62)

e

∫
[0 ,1]

|f g| ≤ ∥f∥p ∥g∥q . (6.63)

Al�em disso, se p , q ∈ (1,∞), ocorrer�a a igualdade em (6.63) se, e somente se,

α |f|p = β |g|q , q.t.p. em [0 , 1] , (6.64)

para algum α ,β ∈ [0 ,∞).

Demonstração:

Consideremos, primeiramente o caso:

p
.
= 1 , logo, de (6.52), deveremos ter: q = ∞ . (6.65)

De modo an�alogo, se

q
.
= 1 , de (6.52), deveremos ter p = ∞ .

Trataremos do caso (6.65), o outro caso �e an�alogo e ser�a deixado como exerc��cio para

o leitro.

Logo, de (6.65) e (6.61), segue que

f ∈ L1([0 , 1] ; R) e g ∈ L∞([0 , 1] ; R) . (6.66)

Assim

|(f g)(x)| = |f(x)| |g(x)|

(6.36)

≤ |f(x)| ∥g∥∞ , q.t.p. em ∈ [0 , 1] . (6.67)

Como f ∈ L1([0 , 1]) segue, de (6.67), que

f g ∈ L1([0 , 1])

e, al�em disso, de (6.67) e do item 4. da Proposi�c~ao 4.4.1, teremos:∫
[0 ,1]

|f g|
(6.67) e (4.290)

≤
∫
[0 ,1]

[|f| ∥g∥∞]

(4.287)
= ∥g∥∞

∫
[0 ,1]

|f|

(6.24) com p=1, e (6.38)
= ∥f∥1 ∥g∥∞,
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mostrando a validade da desigualdade (6.63), para

p = 1 e q = ∞ .

Consideremos agora o caso

p , q ∈ (1,∞) , satisfazendo (6.52) . (6.68)

Como, por hip�otese, temos que

f ∈ Lp([0 , 1] ; R) e g ∈ Lq([0 , 1] ; R)

segue que a fun�c~ao f e a fun�c~ao g ser~ao Lebesgue mensur�aveis em [0 , 1].

Logo, da Proposi�c~ao 3.5.2, segue que a fun�c~ao (f g) �e Lebesgue mensur�avel em [0 , 1].

Notemos que se

∥f∥p = 0 , ou ∥g∥q = 0 ,

da Observa�c~ao 4.3.2, segue que

f = 0 , ou g = 0 , q.t.p. em [0 , 1] .

Deste modo teremos que

f g = 0 , q.t.p. em [0 , 1] ,

logo (f g) ∈ L1([0 , 1] ; R) e, al�em disso, o lado direito e o lado esquerdo de (6.63) ser~ao

iguais a zero, ou seja, valer�a a igualdade em (6.63).

Logo podemos supor, sem perda de generalidade, que

∥f∥p , ∥g∥q ̸= 0 . (6.69)

Para cada x ∈ [0 , 1], consideremos :

a
.
=

|f(x)|

∥f∥p
, b

.
=

|g(x)|

∥g∥q
∈ [0 ,∞) . (6.70)

Aplicando o Corol�ario 6.2.1 com os valores acima, obteremos:

|f(x)|

∥f∥p
|g(x)|

∥g∥q
≤ 1

p

(
|f(x)|

∥f∥p

)p
+
1

q

(
|g(x)|

∥g∥q

)q
=
1

p

|f(x)|p

∥f∥pp
+
1

q

|g(x)|q

∥g∥qq
(6.71)



278 CAP�ITULO 6. OS ESPAC�OS LP

Logo, de (6.71) e do item 4. da Proposi�c~ao 4.4.1, segue que∫
[0 ,1]

|f(x)|

∥f∥p
|g(x)|

∥g∥q︸ ︷︷ ︸
(4.287)

= 1
∥f∥p

1
∥g∥q

∫
[0 ,1] |f g|

(4.290)

≤
∫
[0 ,1]

(
1

p

|f(x)|p

∥f∥pp
+
1

q

|g(x)|q

∥g∥qq

)

(4.287)
=

1

p

1

∥f∥pp

∫
[0 ,1]

|f|p︸ ︷︷ ︸
(6.24)
= ∥f∥pp

+
1

q

1

∥g∥qq

∫
[0 ,1]

|g(x)|q︸ ︷︷ ︸
(6.24)
= ∥g∥qq

=
1

p
+
1

q
(6.52)
= 1 ,

ou seja,
1

∥f∥p
1

∥g∥q

∫
[0 ,1]

|f g| ≤ 1 ,

ou ainda ,

∫
[0 ,1]

|f g| ≤ ∥f∥p ∥g∥q
(6.61)
< ∞ , (6.72)

mostrando que (f g) ∈ L1([0 , 1] ; R) e que vale a desiguadade (6.63). como quer��amos

demonstrar.

Al�em disso, do Corol�ario 6.2.1 (ou seja, de (6.54) e (6.70)), ocorrer�a a igualdade em

(6.72) se, e somente se, (
|f(x)|

∥f∥p

)p
=

(
|g(x)|

∥g∥q

)q
,

isto �e, ∥g∥qq︸ ︷︷ ︸
.
=α

|f(x)|p = ∥f∥pp︸ ︷︷ ︸
.
=β

|g(x)|q , q.t.p. em [0 , 1] ,

mostrando (6.64) e completando a demonstra�c~ao.

�
Como consequência temos o:

Corolário 6.2.2 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakowsii-Schwarz) Suponhamos

que f , g ∈ L2([0 , 1] ; R).
Ent~ao teremos que

(f g) ∈ L1([0 , 1] ; R) (6.73)

e

∫
[0 ,1]

|f g| ≤ ∥f∥2 ∥g∥2 . (6.74)

Demonstração:

Conisdrando-se

p = q = 2 , segue que
1

p
+
1

q
= 1 .
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Logo podemos aplicar a Proposi�c~ao 6.2.1 acima para obter (6.73) e (6.74), comple-

tando a demonstra�c~ao.

�

Observação 6.2.2 Notemos que se p , q ∈ (1 ,∞) teremos:

1

p
+
1

q
= 1

se, e somente se, q (p− 1) = p , (6.75)

ou, equivalentemente, p−
p

q
= 1 . (6.76)

Podemos agora enunciar e provar agora a:

Proposição 6.2.2 (Desigualdade de Minkowski) Sejam p ∈ [1 ,∞] �xado e f , g ∈
Lp([0 , 1] ; R).

Ent~ao teremos:

(f+ g) ∈ Lp([0 , 1] ; R) (6.77)

e ∥f+ g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p . (6.78)

Demonstração:

Consideremos, primeiramente o caso:

p = 1 . (6.79)

Notemos tamb�em que, para cada x ∈ [0 , 1], da desigualdade triangular em R, tere-
mos:

|(f+ g)(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| . (6.80)

Como, por hip�otese, temos que

f , g ∈ L1([0 , 1] ; R) , ou seja, ∥f∥1 , ∥g∥1<∞ . (6.81)

Logo, de (6.80) e do item 4. da Proposi�c~ao 4.4.1, segue que∫
[0 ,1]

|f+ g|
(6.80) e (4.290)

≤
∫
[0 ,1]

(|f|+ |g|)
(4.288)
=

∫
[0 ,1]

|f|+

∫
[0 ,1]

|g|

(6.24) com p=1
= ∥f∥1 + ∥g∥1

(6.81)
< ∞ . (6.82)

Logo, de (6.82) segue que (f+ g) ∈ L1([0 , 1] ; R) e que

∥f+ g∥1
(6.24) com p=1

=

∫
[0 ,1]

|f+ g|

(6.82)

≤ ∥f∥1 + ∥g∥1 ,
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ou seja, vale a desigualdade (6.78) para p = 1.

Consideremos agora o caso

p = ∞ . (6.83)

Como, por hip�otese,

f , g ∈ L∞([0 , 1] ; R) , ou seja, ∥f∥∞ , ∥g∥∞<∞ . (6.84)

Assim, teremos:

ess supx∈[0 ,1]|(f+ g)(x)|
(6.80)

≤ ess supx∈[0 ,1][|f(x)|+ |g(x)|]

Exerc��cio
≤ ess supx∈[0 ,1]|f(x)|+ ess supx∈[0 ,1]|g(x)|

= ∥f∥∞ + ∥g∥∞ (6.85)
< ∞ . (6.85)

Logo, de (6.85) segue que (f+ g) ∈ L∞([0 , 1] ; R) e que

∥f+ g∥∞ (6.36)
= ess supx∈[0 ,1]|(f+ g)(x)|

(6.85)

≤ ∥f∥∞ + ∥g∥∞ ,
ou seja, vale a desigualdade (6.78) para p = ∞.

Para �nalizar, consideremos o caso

p ∈ (1 ,∞) . (6.86)

Notemos que, como f , g ∈ Lp([0 , 1] ; R), segue que as fun�c~oes f e g s~ao Lebesgue

mensur�aveis em [0 , 1].

Notemos que se

∥f+ g∥p = 0 , (6.87)

segue a desigualdade (6.78) ocorrer�a.

Assim podemos supor, sem perda da generalidade, que

∥f+ g∥p ̸= 0 . (6.88)

Logo, da Proposi�c~ao 3.5.2, segue que a fun�c~ao (f + g) �e Lebesgue mensur�avel em

[0 , 1].

Al�em disso, para cada x ∈ [0 , 1], do item 3. da Observa�c~ao 6.1.1 (ou seja, de (6.3)),

segue que existe Cp ≥ 0, tal que

|(f+ g)(x)|p ≤ Cp[|f(x)|p + |g(x)|p]. (6.89)

Como f , g ∈ Lp([0 , 1] ; R), segue que

|f|p , |g|p ∈ L1([0 , 1] ; R) . (6.90)
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Logo, de (6.89) e (6.90) segue que

(f+ g) ∈ Lp([0 , 1] ; R) . (6.91)

Al�em disso, temos

∫
[0 ,1]

|f+ g|p =

∫
[0 ,1]

|f+ g|p−1 |f+ g|︸ ︷︷ ︸
desigualdade triangular

≤ |f|+|g|

(4.290)

≤
∫
[0 ,1]

|f+ g|p−1 [|f|+ |g|]

(4.288)

≤
∫
[0 ,1]

|f+ g|p−1 |f|+

∫
[0 ,1]

|f+ g|p−1 |g| . (6.92)

A�rmamos que

|f+ g|p−1 ∈ Lq([0 , 1] ; R) (6.93)

e ∥|f+ g|p−1∥q ≤ ∥f+ g∥p
p
q . (6.94)

De fato, notemos que:

∫
[0 ,1]

[|f+ g|p−1]q =

∫
[0 ,1]

|f+ g|

(6.75)
= p︷ ︸︸ ︷

q (p− 1)

=

∫
[0 ,1]

|f+ g|p

= ∥f+ g∥pp
(6.91)
< ∞ , (6.95)

mostrando a validade de (6.95) e (6.94).

Apliquemos desigualdade de H�older a cada uma das parcelas de (6.92) (na 1.a

parcela, consideramos f
.
= |f|, g

.
= |f + g|p−1 e na 2.a parcela, consideramos f

.
= |g|,

g
.
= |f+ g|p−1), para obtermos:

∫
[0 ,1]

|f| |f+ g|p−1 ≤ ∥f∥p ∥|f+ g|p−1∥q , (6.96)∫
[0 ,1]

|f+ g|p−1 |g| ≤ ∥g∥p ∥|f+ g|p−1∥q . (6.97)
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Portanto de (6.92), (6.96) e (6.97), segue que:

∥f+ g∥pp
(6.24)
=

∫
[0 ,1]

|f+ g|p

(6.92)

≤
∫
[0 ,1]

|f+ g|p−1|f|+

∫
[0 ,1]

|f+ g|p−1|g|

(6.96) e (6.97)

≤ ∥f∥p ∥|f+ g|p−1∥q + ∥g∥p ∥|f+ g|p−1∥q
(6.94)

≤ ∥f∥p ∥f+ g∥
p
q + ∥g∥p ∥f+ g∥

p
q

= (∥f∥p + ∥g∥p) ∥f+ g∥
p
q . (6.98)

Logo, de (6.88) e (6.98), segue que

∥f+ g∥
p−p

q
p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p . (6.99)

Mas, da Observa�c~ao 6.2.2, temos que

p−
p

q

(6.76)
= 1 ,

que juntamente com (6.99) implicar~ao na validade da desigualdade (6.78), completando

a demonstra�c~ao.

�

Observação 6.2.3

1. Com isto completamos a veri�ca�c~ao que no espa�co vetorial (Lp([0 , 1] ; R) ,+ , ·),
a fun�c~ao ∥ · ∥p, dada por (6.24), se p ∈ (1 ,∞) e por (6.36), se p = ∞, �e uma

norma nesse espa�co, ou seja, o espa�co vetorial real acima �e normado, para

p ∈ [1 ,∞].

2. Utilizando-se, entre outros, o Corol�ario 6.2.2 (ou seja, (6.74)), podemos mos-

trar que no espa�co vetorial real(
L2([0 , 1] ; R) ,+ , ·

)
, (6.100)

se consideramos a fun�c~ao

⟨ · , ·⟩ : L2([0 , 1] ; R)× L2([0 , 1] ; R) → R ,

dada por

⟨ f , g⟩ .=
∫
[0 ,1]

f g , para cada f, g ∈ L2([0 , 1] ; R) , (6.101)

segue que est�a fun�c~ao ser�a um produto interno no mesmo.
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A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada comoe exerc��cio para o leitor.

A norma associada a este ser�a a norma ser�a a norma ∥ · ∥2, introduzida em

(6.24), com p
.
= 2.

Em particular, (
L2([0 , 1] ; R) ,+ , · , ⟨ · , ·⟩

)
ser�a um espa�co vetorial real munido de um produto interno.

6.3 Convergência e Completitude no Espaço Vveto-

rial Real Normado Lp

Nosso objetivo nesta se�c~ao �e mostrar que, para cada p ∈ [1 ,∞] �xado, o espa�co vetorial

real

(Lp([0 , 1] ; R) ,+ , ·) ,

quando munido da norma ∥ · ∥p, introduzida em (6.24), torna-se-�a um espaço métrico

completo, isto �e, �e um espaço de Banach.

Para isto relembremos alguns conceitos importantes relacionados a cada um dos

temas acima.

Come�caremos pela:

Definição 6.3.1 Sejam p ∈ [1 ,∞] �xado e (fn)n∈N, uma sequência de fun�c~oes em

Lp([0 , 1] ; R) e f ∈ Lp([0 , 1] ; R).
Diremos que sequência de funções (fn)n∈N, é convergente para função f, em

Lp([0 , 1] ; R), se dado ε > 0, podemos encontrar N = N(ε) ∈ N, tal que

se n ≥ N, deveremos ter ∥f− fn∥p < ε . (6.102)

Neste caso escreveremos

fn → f , em Lp([0 , 1] ; R) (6.103)

ou ainda, fn
Lp([0 ,1] ;R)→ f , (6.104)

ou, por simplicidade fn
Lp→ f , (6.105)

Observação 6.3.1

1. A convergência introduzida na De�ni�c~ao 6.3.1 em Lp([0 , 1] ; R) tamb�em �e

conhecida como convegência em média de ordem p.

2. A convergência introduzida na De�ni�c~ao 6.3.1 �e a obtida do espa�co (vetorial

real) m�etrico

(Lp([0 , 1] ; R) , dp) ,
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onde a m�etrica

db : L
p([0 , 1] ; R)× Lp([0 , 1] ; R) → R ,

�e dada por:

dp(f , g)
.
= ∥f− g∥p

=


(∫

[0 ,1]

|f− g|p
) 1

p

, se p ∈ (1 ,∞)

ess supx∈[0 ,1]|f(x) − g(x)| , se p = ∞ . (6.106)

3. Da De�ni�c~ao 6.3.1 acima, temos que:

fn → f , em Lp([0 , 1] ; R) ,
se, e somente, se ∥f− fn∥p → 0 , quando n→ ∞ . (6.107)

4. A convergência em L∞([0 , 1] ; R) �e quase a convergência uniforme em [0 , 1].

Mais precisamente,

fn → f , em L∞([0 , 1])

se, e somente se, podemos encontrar E ⊆ [0 , 1], E ∈ M , com m(E) = 0,

tal que fn
u→ f em [0 , 1] \ E. (6.108)

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor.

5. Lembremos que

fn→f , pontualmente em [0 , 1]

se, e somente se, para cada x ∈ [0 , 1], temos que

fn(x) → f(x), quando n→ ∞ . (6.109)

6. Lembremos tamb�em que

fn → f , q.t.p. em [0 , 1]

se, e somente se, podemos encontrar E ⊆ [0 , 1], E ∈ M , com m(E) = 0,

tal que, para cada x ∈ [0 , 1] \ E, teremos:

fn(x) → f(x) quando n→ ∞ . (6.110)

Temos tamb�em a:

Definição 6.3.2 Sejam p ∈ [1 ,∞] �xado e (fn)n inN uma sequência de fun�c~oes em

Lp([0 , 1] ; R).
Diremos que a sequência (fn)n∈N �e uma sequência de Cauchy em Lp([0 , 1] ; R),

se dado ε > 0, podemos encontrar N ∈ N, tal que

se n ,m ≥ N, teremos: ∥fm − fn∥p < ε . (6.111)
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Observação 6.3.2 Deixaremos como exerc��cio para o leitor a veri�ca�c~ao que se

uma sequência �e convergente em (Lp([0 , 1] ; R) , dp), ent~ao ela ser�a uma sequência

de Cauchy em (Lp([0 , 1] ; R) , dp).
Como sabemos, a rec��proca nem sempre �e verdadeira.

Com sito temos a:

Proposição 6.3.1 Sejam (U ,+ , · , ∥ · ∥) espa�co vetorial normado e (an)n∈N uma

sequência de Cauchy em
(
U ,d∥·∥

)
, onde d∥·∥ denota a m�etrica induzida pela norma

∥ · ∥.
Suponhamos que uma a subsequência (ank

)k∈N, da sequência (an)n∈N, for uma

sequência convergente (U ,d∥·∥), para a ∈ U.
Ent~ao a sequência (an)n∈N ser�a convergente em (U ,d∥·∥), para a ∈ U, ou seja,

an → a , em
(
U ,d∥·∥

)
. (6.112)

Demonstração:

Como a subsequência (ank
)k∈N, da sequência (an)n∈N, �e convergente, em (U ,d∥·∥),

para a ∈ U, temos que, dado ε > 0, podemos encontrar N1 ∈ N tal que

se nk ≥ N1 , teremos: |ank
− a| <

ε

2
. (6.113)

Por outro lado, como a sequência (an)n∈N uma seq�uência de Cauchy em (U ,d∥·∥),

podemos encontrar N2 ∈ N tal que

se n ,m ≥ N2 , teremos: |am − an| <
ε

2
. (6.114)

Seja

No = max{N1 ,N2} ∈ N . (6.115)

Notemos que, para n ≥ No, escolhamos nk ∈ N, de modo que

nk ≥ No . (6.116)

Deste modo teremos, de (6.116) e (6.115), que

nk ≥ N1 e ni ≥ N2 .

Logo

|an − a| = |(an − ank
) + (ank

− a)|

desigualdade triangular

≤ |an − ank
|+ |ank

− a|

(6.113) e (6.114)
<

ε

2
+
ε

2

= ε ,

mostrando que a seq�uência (an)n∈N �e convergente, em (U ,d∥·∥), para a, completando a

demonstra�c~ao.

�
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Observação 6.3.3 Notemos que a Proposi�c~ao 6.3.2 pode ser demonstrada para

espa�cos m�etricos.

Deixaremos a veri�ca�c~ao deste fato como exerc��cio para o leitor (feita na dis-

ciplina de Esmpa�cos M�etricos).

Podemo introduzir a:

Definição 6.3.3 Um espa�co vetorial normado ser�a dito completo, se toda sequência

de Cauchy neste espa�co, for convergente no espa�co.

Um espa�co vetorial normado completo ser�a denominado de espaço de Banach.

Observação 6.3.4

1. A De�ni�c~ao 6.3.3 pode ser introduzia para espa�cos m�etricos (feita na disci-

plina de Esmpa�cos M�etricos)..

2. Lembremos que dada uma sequência (an)n∈N em um espa�co vetorial normado

(U ,+ , · , ∥ · ∥), podemos construir uma nova sequência (sn)n∈N, cujos termos

ser~ao dados por:

sn
.
=

n∑
i=1

ai , para cada n ∈ N, (6.117)

que ser�a deminada de série associada a sequência (an)n∈N e indicada por∞∑
n=1

an.

Diremos que a s�erie
∞∑
n=1

an �e convegente, em (U ,d∥·∥), para s se a sequência

(sn)n∈N for convergente, em (U ,d∥·∥), para s, ou seja, se

sn → s , em (U ,d∥·∥) . (6.118)

Neste caso diremos s �e a soma da série
∞∑
n=1

an .

Neste caso escreveremos ∞∑
n=1

an
.
= s . (6.119)

Na situa�c~ao acima, diremos que a s�erie
∞∑
n=1

an �e absolutamente convegente em

(U ,d∥·∥), se a s�erie num�erica
∞∑
n=1

∥an∥ for convergente em (R , dR), onde dR

denota a m�etrica usual de R.
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3. Lembremos que se (an)n∈N �e uma sequência de n�umeros reais e a s�erie

num�erica
∞∑
n=1

an �e absolutamente convergente em (R , dR) (isto �e,
∞∑
n=1

|an| �e

convergente em (R , dR)) ent~ao a s�erie num�erica
∞∑
n=1

an ser�a convergente em

R.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (visto na

disciplina de An�alise II)

4. Em geral, em um espa�co vetorial normado a propriedade do item 3. acima

pode não ser verdadeira.

O resultado a seguir nos diz que a propriedade do item 3. acima valer�a se o

espa�co vetorial normado for completo, mais precisamente temos a:

Proposição 6.3.2 Seja (U ,+ , · , ∥ · ∥) um espa�co vetorial normado.

O espa�co vetorial normado (U ,+ , · , ∥·∥) �e completo se, e somente se, toda s�erie

absolutamente convergente em (U ,d∥·∥), for uma s�erie convergente em (U ,d∥·∥).

Demonstração:

Suponhamos que o espa�co vetorial normado (U ,+ , · , ∥ · ∥) �e completo e que a s�erie∞∑
n=1

an seja absolutamente convergente em (U ,d∥·∥), ou seja, podemos encontar s ≥ 0

tal que ∞∑
n=1

∥an∥ =M, em (U ,d∥·∥) . (6.120)

Logo, da convergência da s�erie num�erica
∞∑
n=1

∥an∥ em (R , dR) segue que, dado ε > 0,

podemos encontrar N ∈ N tal que

∞∑
n=N

∥an∥ < ε . (6.121)

Para cada n ∈ N, consideremos

sn
.
=

n∑
i=1

ai . (6.122)
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Logo, se n ≥ m ≥ N, teremos

∥sn − sm∥
(6.122)
=

∥∥∥∥∥
m∑
i=1

ai −

n∑
i=1

ai

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
n∑

i=m+1

ai

∥∥∥∥∥
desigualdade triangular

≤
n∑

i=m+1

∥ai∥

<

∞∑
n=N

∥an∥
(6.121)
< ε .

Logo a sequência (sn)n∈N ser�a um sequência de Cauchy em (U ,d∥·∥), que �e um espa�co

m�etrico completo.

Logo existe s ∈ U tal que

sn → s , em (U ,d∥·∥) ,

mostrando que a s�erie
∞∑
n=1

an ser�a convergente em (U ,d∥·∥).

Reciprocamente, suponhamos que toda s�erie absolutamente convergente em (U ,d∥·∥)

seja convergente em (U ,d∥·∥).

Seja (an)n∈N uma sequência de Cauchy em (U ,d∥·∥).

Mostremos que a sequência (an)n∈N �e convergente em (U ,d∥·∥), ou seja, o espa�co

m�etrico (U ,d∥·∥) �e completo.

Logo, para cada k ∈ N, podemos encontar Nk ∈ N tal que se

se n ,m ≥ Nk , teremos ∥an − am∥ < 2−k . (6.123)

Podemos escolher Nk, de modo que

Nk+1 > Nk

para cada k ∈ N.
Com isto obtemos uma subsequência (aNk

)k∈N da sequência (an)n∈N.

Consideremos a sequência (bk)k∈N, dada por

b1
.
= aN1

e bk
.
= aNk

− aNk−1
, para cada k ∈ {2 , 3 , 4 , · · · } . (6.124)

Deste modo podemos considerar a s�erie
∞∑
k=1

bk.
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Notemos que, para cada m ∈ N, teremos:

sm
.
=

m∑
k=1

bk

= (aNk
− aNk−1

) + (aNk−1
− aNk−2

) + · · ·+ (aN2
− aN1

) + aN1

= aNk
. (6.125)

Logo, para cada k ∈ {2 , 3 , · · · }, teremos:

∥bk∥
(6.124)
= ∥aNk

− aNk−1
∥

(6.124)

≤ 2−k+1 , (6.126)

logo ∞∑
k=1

∥bk∥ = ∥b1∥+
∞∑
k=2

∥bk∥

(6.126)

≤ ∥b1∥+
∞∑
k=1

2−k+1︸ ︷︷ ︸
≤1

= ∥b1∥+ 1 ,

ou seja, a sequência num�erica

(
m∑
k=1

∥bk∥

)
m∈N

�e mon�otona (crecente) e limitada em

(R , dR).

Logo, de um resultado de An�alise I, segue que a s�erie
∞∑
k=1

∥bk∥ ser�a convergente em

(R , dR).

Logo a s�erie
∞∑
k=1

bk ser�a absolutamente convergente em (U ,d∥·∥) implicando, por

hip�otese, que a s�erie
∞∑
k=1

bk ser�a convergente em (U ,d∥·∥), ou seja, podemos encontrar

a ∈ U tal que ∞∑
k=1

bk
.
= a . (6.127)

Logo, de (6.125), segue que a subsequência (aNk
)k∈N da sequência (an)n∈N ser�a con-

vergente, em (U ,d∥·∥) , para a ∈ U.
Como a sequência (an)n∈N �e uma sequência de Cauchy em (U ,d∥·∥) , da Proposi�c~ao

6.3.2, segue que a sequência (an)n∈N ser�a convergente, em (U ,d∥·∥) , para a ∈ U,

mostrando que o espa�co vetorial normado �e completo, �nalizando a demonstra�c~ao.

�
Podemos agora enunciar e provar o:
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Teorema 6.3.1 (de Riez-Fischer) Seja p ∈ [1 ,∞] �xo.

Ent~ao o espa�co vetorial real nomado (Lp([0 , 1] ; ,R) ,+ , · , ∥ · ∥p) �e um espa�co de

Banach.

Demonstração:

O caso

p = ∞
ser�a deixado como exerc��cio para o leitor (veja o Exerc��cio 9, da p�agina 118 de [HLR] e

ver tamb�em a p�agina 60 de [RB]).

Exibiremos, a seguir, a demonstra�c~ao para o caso

p ∈ [1 ,∞) .

Seja (fn)n∈N uma sequência em Lp([0 , 1] ; R).

Pela Proposi�c~ao 6.3.2 acima, basta mostrar que se a s�erie num�erica
∞∑
n=1

∥fn∥p �e

convergente em (RdR), ent~ao a s�erie
∞∑
n=1

fn ser�a convergente em (Lp([0 , 1] ; ,R) , dp),

onde a m�etrica dp �e dada por (6.106).

Suponhamos que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

∥fn∥p �e convergente em (RdR) e consideremos

∞∑
n=1

∥fn∥p =M ∈ [0 ,∞) . (6.128)

Para cada n ∈ N, de�namos a fun�c~ao sn : [0 , 1] → R, dada por:

sn(x)
.
=

n∑
k=1

|fk(x)| , para cada x ∈ [0 , 1] . (6.129)

Notemos que, para cada k ∈ N temos, por hip�otese, que fk ∈ Lp([0 , 1]).
Logo, do fato acima, de (6.129) e do fato que (Lp([0 , 1] ; ,R) ,+ , ·) �e um espa�co

vetorial (real), segue que

sn ∈ Lp([0 , 1] ; R) , para cada n ∈ N .

Al�em disso, por indu�c~ao n ∈ N e da Proposi�c~ao 6.2.2 (ou seja, da desigualdade de

Minkowsky), segue que

∥sn∥p
(6.78)

≤
n∑
k=1

∥fk∥p

(6.128)

≤ M. (6.130)
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Notemos que, para cada n ∈ N, de (6.129) segue que

sn ≥ 0 . (6.131)

Logo, para cada n ∈ N, do item 4. da Proposi�c~ao 4.4.1, teremos:∫
[0 ,1]

(sn)
p

(4.290)

≤
∫
[0 ,1]

Mp

(4.287)
= Mp

∫
[0 ,1]

1

=Mp . (6.132)

Notemos que, para cada x ∈ [0 , 1], a sequência num�erica (sn(x))n∈N ser�a uma

sequência num�erica crescente em R, o que implicar�a que a sequência num�erica (sn(x))n∈N
ser�a convergente em ([0 ,∞] , dR∗), isto �e, para cada x ∈ [0 , 1], podemos encontrar

s(x)
.
= lim

n→∞ sn(x) ∈ [0,∞]. (6.133)

Em particular, para cada n ∈ N, temos que

sn(x) ≤ s(x) , para cada s(x) ∈ [0 , 1] . (6.134)

Como, para cada n ∈ N, a fun�c~ao sn �e Lebesgue mensur�aveis em [0 , 1] segue, da

Proposi�c~ao 3.5.4, que a fun�c~ao s : [0 , 1] → [0 ,∞] ser�a Lebesgue mensur�avel em [0 , 1].

Al�em disso, como temos (6.131), do Lema 4.3.1 (isto �e, do Lema de Fatou), segue

que ∫
[0 ,1]

sp
(4.235)

≤ lim inf
n→∞

∫
[0 ,1]

(sn)
p

(6.132)

≤ Mp <∞,
ou seja, sp ∈ L1([0 , 1] ; R) , (6.135)

em particular, teremos: s(x) ∈ R , q.t.p. em [0 , 1] . (6.136)

Notemos tamb�em que, pela constru�c~ao acima (ou seja, (6.129)), se x ∈ [0 , 1] �e tal

que

s(x) ∈ [0 ,∞) ,

segue que a s�erie num�erica
∞∑
n=1

fn(x) ser�a absolutamente convergente em (R , dR) com

sua soma, que indicaremos por S(x), isto �e,

S(x)
.
=

∞∑
n=1

fn(x) , para x ∈ [0 , 1] , se s(x) ∈ [0 ,∞) . (6.137)
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Se x ∈ [0 , 1] �e tal que s(x) = ∞ de�namos

S(x)
.
= 0 . (6.138)

Logo, de (6.136) , (6.137) e (6.138), segue que

S = lim
n→∞

n∑
k=1

fk , q.t.p. em [0 , 1] . (6.139)

Em particular, pela Proposi�c~ao 3.5.5, segue que a fun�c~ao S ser�a uma fun�c~ao Lebesgue

mensur�avel em [0 , 1].

Observemos que, para cada n ∈ N e x ∈ [0 , 1], teremos:∣∣∣∣∣
n∑
k=1

fk(x)

∣∣∣∣∣ desigualdade triangular

≤
n∑
k=1

|fk(x)|

(6.129)
= sn(x)

a sequência (sn(x)) �e crecente em R
≤ s(x) . (6.140)

Logo, de (6.138), (6.139) e (6.140), segue que

|S(x)| ≤ s(x) , para cada x ∈ [0 , 1] . (6.141)

De (6.135), temos que s ∈ Lp([0 , 1] ; R), assim , de (6.141), segue que S ∈ Lp([0 , 1] ; R).
Al�em disso, para cada n ∈ N, teremos:∣∣∣∣∣

n∑
k=1

fk(x) − S(x)

∣∣∣∣∣
p

dsigualdade triangular e indu�c~ao cobre n ∈ N
≤

(
n∑
k=1

|fk(x)|+ |S(x)|

)p
(6.3)

≤ Cp

(
n∑
k=1

|fk(x)|

)p
+ |S(x)|p

(6.3) e indu�c~ao sobre n ∈ N
≤ C ′

p

[
n∑
k=1

|fk|
p + |S(x)|p

]
(6.140) e (6.141)

≤ C ′
p[sn(x)]

p + [s(x)]p

(6.134)

≤ C ′
p[s(x)]

p + [s(x)]p

= 2C ′
p [s(x)]

p , para cada x ∈ [0 , 1] . (6.142)

Como (veja (6.135)) s ∈ Lp([0 , 1] ; R), de (6.142), segue que Cp sp ∈ L1([0 , 1] ; R).
Al�em disso, de (6.139), temos que∣∣∣∣∣

n∑
k=1

fk − S

∣∣∣∣∣→ 0 , q.t.p. em [0 , 1] .
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Logo, do Teorema 4.4.1 (isto �e, do Teorema da convergência dominada de Lebesgue),

segue que ∫
[0 ,1]

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

fk − S

∣∣∣∣∣
p → 0 , quando n→ ∞ ,

ou, equivalentemente,

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

fk − S

∥∥∥∥∥
p

→ 0 , quando n→ ∞.
Portanto a s�erie

∞∑
n=1

fn ser�a convergente, em (Lp([0 , 1] ; R) , dp), para a fun�c~ao S.

Logo, da Proposi�c~ao 6.3.2, segue que o espa�co m�etrico (Lp([0 , 1]) , dp) ser�a completo,

completando a demonstra�c~ao.

�

6.4 Funcionais Lineares Limitados no Espaço Veto-

rial Real Normado Lp

Nesta �ultima se�c~ao estudaremos, para cada p ∈ [1 ,∞] �xado, algumas propriedades de

funcionais lineares limitados de�nidos no espa�co vetorial real normado

(Lp([0 , 1] ,+ , · , ∥ · ∥p) .

Come�caremos introduzindo a:

Definição 6.4.1 Seja (U ,+
U
, ·

U
) um espa�co vetorial real.

Diremos que uma fun�c~ao F : U→ R �e um funcional linear em (U ,+ , ·), se

F(u+
U
α ·

U
v) = F(u) +R α ·R F(v) , (6.143)

para todo u , v ∈ U e α ∈ R, onde +R e ·R denotam as opera�c~oes de adi�c~ao e

multiplica�c~ao de n�umeros reais, respectivamente.

Podemos deste modo, introduzir o seguinte conjunto:

L(U ; R) = U ′ .= {F : U→ R ; F �e um funcional linear em (U ,+ , ·)} . (6.144)

Observação 6.4.1

1. Na condi�c~oes da De�ni�c~ao 6.4.1, temos que

(L(U ; R) ,+L , ·L) = (U ′ ,+L ·L)

�e um espa�co vetorial real, onde +L denota a opera�c~ao de adi�c~ao usual de

fun�c~oes e ·L denota a opera�c~ao de multiplica�c~ao de um n�umero real por uma

fun�c~ao.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (feita na

disciplina de �Algebra Linear).
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2. O conjunto

L(U ; R) = U ′ ,

tamb�em �e denominado dual algébrico do espa�co vetorial real (U ,+
U
, ·

U
).

Definição 6.4.2 Seja (U ,+
U
, ·

U
) um espa�co vetorial munido de uma norma ∥ · ∥

U
.

Diremos que um funcional linear F : U → R �e limitado em (U ,+ , · , ∥ · ∥), se
podemos encontrar M

F
≥ 0, tal que

|F(u)| ≤M
F
∥u∥

U
, (6.145)

para todo u ∈ U.
Podemos deste modo, introduzir o seguinte conjunto:

B(U ; R) = U∗

.
= {F : U→ R ; F �e um funcional linear limitado

em (U ,+ , · , ∥ · ∥
U
)} . (6.146)

Observação 6.4.2

1. Na condi�c~oes da De�ni�c~ao 6.4.2, temos que

(B(U ; R) ,+L , ·L) = (U∗ ,+L ·L)

�e um espa�co vetorial real, onde +L denota a opera�c~ao de adi�c~ao usual de

fun�c~oes e ·L denota a opera�c~ao de multiplica�c~ao de um n�umero real por uma

fun�c~ao.

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (feita na

disciplina de �Algebra Linear).

2. Na situa�c~ao da De�ni�c~ao 6.4.2, temos que

B(U ; R) = U∗ ,

�e denominado dual topológico do espa�co vetorial real normado (U ,+
U
, ·

U
, ∥·

∥
U
)

Definição 6.4.3 Nas condi�c~oes da De�ni�c~ao 6.4.2, podemos intorduzi a fun�ca~o

∥ · ∥
U∗ : U∗ → R ,

dada por

∥F∥
U∗
.
= sup

{
|F(u)|

∥u∥
U

; u ̸= O
}
, (6.147)

para cada F ∈ U∗.
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Observação 6.4.3

1. Observemos que se F ∈ U∗ ent~ao, da De�ni�c~ao 6.4.2, podemos encontrar

M
F
≥ 0, tal que

|F(u)| ≤M
F
∥u∥

U
, para u ∈ U ,

e se u ̸= O, teremos: 0 ≤ |F(u)|

∥u∥
U

≤M
F
,

mostrando que o conjunto{
|F(u)|

∥u∥
U

; u ̸= O
}

⊂ [0 ,∞)

�e limitado superiormente em [0 ,∞).

Logo admitir�a supremo, logo ∥F∥
U∗ est�a bem de�nido.

2. Pode-se mostrar que fun�c~ao ∥ · ∥U∗ �e uma norma em (U∗ ,+L ·L).

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (feita na

disciplina de �Algebra Linear).

3. Para F ∈ U∗, pode-se mostrar que

∥F∥
U∗
.
= sup {|F(v)| ; v ∈ U , com ∥v∥

U
= 1} . (6.148)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (feita na

disciplina de �Algebra Linear).

4. Para f ∈ U∗, tamb�em pode-se mostrar que

∥F∥
U∗
.
= inf {M

F
; M

F
satisfaz (6.145)} . (6.149)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor (feita na

disciplina de �Algebra Linear).

Com isto temos a:

Proposição 6.4.1 Sejam p , q ∈ [1 ,∞] �xados, tal que

1

p
+
1

q
= 1 (6.150)

e g ∈ Lq([0 , 1] ; R).
De�namos a fun�c~oes F : Lp([0 , 1] ; R) → R, dada por:

F(f)
.
=

∫
[0 ,1]

f g , para cada f ∈ Lp([0 , 1] ; R) . (6.151)
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Ent~ao a fun�c~ao F �e um funcional linear limitado no espa�co vetorial real nor-

mado (Lp([0 , 1] ; R) ,+ , · , ∥ · ∥p).
Al�em disso, teremos

∥F∥
U∗ = ∥g∥q . (6.152)

Demonstração:

Sabendo-se que

f ∈ Lp([0 , 1] ; R) , g ∈ Lq([0 , 1] ; R) (6.153)

e temos (6.150), da Proposi�c~ao 6.2.1 (ou seja, do Teorema da desigualdade de H�older),

segue que se f ∈ Lp([0 , 1]) ∣∣∣∣∫
[0 ,1]

f g

∣∣∣∣ (4.282)≤
∫
[0 ,1]

|f g|

(6.63)

≤ ∥f∥p ∥g∥q (6.154)

(6.153)
< ∞ .

mostrando que a fun�c~ao F, dada por (6.151) est�a bem de�nida.
�E f�acil ver que F �e um funcional linear no espa�co vetorial real (Lp([0 , 1] ; R) ,+ , ·).
A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Notemos tamb�em que, para cada f ∈ Lp([0 , 1] ; R), teremos:

|F(f)|
(6.151)
=

∣∣∣∣∫
[0 ,1]

f g

∣∣∣∣
(6.154)

≤ ∥g∥q︸︷︷︸
.
=M

F

∥f∥p ,

ou seja, da De�ni�c~ao 6.4.2, segue que a fun�c~ao F, dada por (6.151), �e um funcional linear

limitado no espa�co vetorial real normado (Lp([0 , 1] ; R) ,+ , · , ∥ · ∥p).
Al�em disso, de (6.149), se f ∈ Lp([0 , 1] ; R) �e tal que f ̸= O, ent~ao teremos

|F(f)|

∥f∥p

(6.149)

≤ ∥g∥q . (6.155)

Logo, de (6.155) e (6.149), segue que

∥F∥
U∗ ≤ ∥g∥q . (6.156)

Faremos a demonstra�c~ao da identidade (6.152) para o caso que

p ∈ (1 ,∞) . (6.157)

O caso que

p = ∞ e q = 1 (ou vice-versa)
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ser�a deixado como exerc��cio para o leitor o caso (veja o Exerc��cio 18, da p�agina 123 de

[HLR]).

Considermos a fun�c~ao fo : [0 , 1] → R, dada por:

fo(x)
.
= |g(x)|

q
p sgn[g(x)] , para cada x ∈ [0 , 1] , (6.158)

onde sgn : R → R �e a função sinal de x, isto �e, dada por:

sgn(y)
.
=


1 , se y ∈ (0 ,∞) ,

0 , se y = 0 ,

−1 , se y ∈ (−∞ , 0)

(6.159)

Notemos que,

fo(0) = 0 (6.160)

e, para x ∈ R \ {0}, teremos:

|fo(x)|
p (6.158)

=
{∣∣∣|g(x)|qp sgn[g(x)]∣∣∣}p{∣∣∣|g(x)|qp ∣∣∣ |sgn[g(x)]|}p

|sgn[g(x)]|
(6.159)

= 1 , para x∈R\{0}
= |g(x)|q . (6.161)

Portanto, de (6.160) e (6.161) segue que

|fo(x)|
p = |g(x)|q , para cada x ∈ R . (6.162)

Como g ∈ Lq([0 , 1] ; R), de (6.162), segue que f ∈ Lp([0 , 1] ; R).
Al�em disso, de (6.162), teremos:

∥fo∥pp
(6.24)
=

∫
[0 ,1]

|fo|
p

(6.162)
=

∫
[0 ,1]

|g|q

(6.24)
= ∥g∥qq , (6.163)

ou seja, ∥fo∥p = ∥g∥q
q
p (6.164)

Observemos que, de (6.150), segue que

1

p
+
1

q
= 1 ,

se, e somente se:
q+ p

pq
= 1 ou

1

p
= 1−

1

q

ou ainda:
q+ p

p
= q ou q− 1 =

q

p
. (6.165)
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Logo, teremos:

fo g
(6.158)
= |g|

q
p sgn(g) · g︸ ︷︷ ︸

=|g|

= |g|
q
p
+1

(6.165)
= = |g|q

(6.162)
= |fo|

p . (6.166)

Finalmente temos

F(fo)
(6.151)
=

∫
[0 ,1]

fo g

(6.166)
=

∫
[0 ,1]

|fo|
p

(6.24)
= ∥f∥pp

(6.163)
= ∥g∥qq

q∈(1 ,∞)
= ∥g∥q ∥g∥qq−1

(6.165)
= ∥g∥q ∥g∥q

q
p

(6.164)
= ∥g∥q ∥fo∥p . (6.167)

Logo, de (6.156) e (6.167), segue que

∥F∥
U∗ = ∥g∥q ,

mostrando a validade da identidade (6.152) e completando a demonstra�c~ao.

�
Nosso objetivo a seguir �e mostrar que vale a rec��proca da Proposi�c~ao 6.4.1 acima,

quando

p ∈ [1 ,∞) ,

isto �e, todo funcional linear limitado em (Lp([0 , 1] ; R) ,+ , · , ∥ · ∥p), �e da forma (6.151),

para alguma g ∈ Lq([0 , 1] ; ,R).
Antes por�em, temos o:

Lema 6.4.1 Sejam p , q ∈ [1 ,∞] �xados, tais que

1

p
+
1

q
= 1 (6.168)

e g ∈ L1([0 , 1] ; R).
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Suponhamos que exista Mg ≥ 0, tal que∣∣∣∣∫
[0 ,1]

f g

∣∣∣∣ ≤Mg ∥f∥p , (6.169)

para toda fun�c~ao f : [0 , 1] → R Lebesgue mensur�avel e limitada em [0 , 1].

Ent~ao

g ∈ Lq([0 , 1] ; R) e ∥g∥q ≤Mg . (6.170)

Demonstração:

Conisderaremos, primeiramente, o caso que

p ∈ (1 ,∞) . (6.171)

Para cada n ∈ N, consideremos as fun�c~oes gn , fn : [0 , 1] → R, dadas por:

gn(x)
.
=

{
g(x) , se |g(x)| ≤ n ,
0 , se |g(x)| > n

, para cada x ∈ [0 , 1] (6.172)

e

fn
.
= |gn|

q
p sgn(gn) , (6.173)

onde a fun�c~ao sgn �e dada por (6.159).

Notemos que, se x ∈ [0 , 1] satisfaz

|g(x)| > n ,

ent~ao, de (6.172) e (6.173), teremos: f(x) = 0 , (6.174)

ou seja, fn gn = fn g (6.175)

Com isto, para cada n ∈ N (semelhante a (6.164) e (6.166) na demonstra�c~ao da

Proposi�c~ao 6.4.1 acima) teremos:

∥fn∥p
(6.164)
= ∥gn∥q

q
p (6.176)

e

|gn|
q (6.166)

= fn gn

(6.175)
= fn g (6.177)

Observemos que, de (6.168), segue que

1

p
+
1

q
= 1 ,

se, e somente se,
1

p
= 1−

1

q

ou ainda, q− 1 =
q

p

ou seja: q−
q

p
= 1 . (6.178)
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Logo, para cada n ∈ N, teremos:

∥gn∥qq
(6.24)
=

∫
[0 ,1]

|gn|
q

(6.177)
=

∫
[0 ,1]

fn g

(6.169)

≤ Mg ∥fn∥p
(6.176)
= Mg∥gn∥q

q
p

logo: ∥gn∥qq−
q
p ≤Mg

que, de (6.178), implicar�a em: ∥gn∥q ≤Mg

ou ainda, de (6.24), que:

∫
[0 ,1]

|gn|
q ≤Mg

q . (6.179)

Notemos que, de (6.172), segue que

|gn|
q → |g|q , em [0 , 1], . (6.180)

Logo, do Teorema 4.3.1 (ou seja, do Lema de Fatou), segue que

∥g∥qq
(6.24)
=

∫
[0 ,1]

|g|q

(4.235)

≤ lim inf
n→∞

(∫
[0 ,1]

|gn|
q

)
(6.179)

≤ Mq <∞ ,

mostrando que

g ∈ Lq([0 , 1] ; R) e ∥g∥q ≤Mg ,

ou seja, a validade da identidade (6.170), completado esta parte da demonstra�c~ao.

Tratemos agora do caso

p = 1 . (6.181)

Dado ε > 0, consideremos o conjunto

Eε
.
= {x ∈ [0 , 1] ; |g(x)| ≥M+ ε} (6.182)

e a fun�c~ao f : [0 , 1] → R, dada por:

f
.
= sgn(g) · XEε , (6.183)

onde a fun�c~ao sgn �e dada por (6.159).

Como g ∈ L1([0 , 1] ; R) temos que a fun�c~ao g �e Lebesgue mens�ur�avel em [0 , 1], logo

teremos que

Eε ∈ M
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e assim, a fun�c~ao f, dada por (6.183), ser�a Lebesgue mensur�avel em [0 , 1].

Notemos tamb�em que:

∥f∥1
(6.24) com p=1

=

∫
[0 ,1]

|f|

(6.183)
=

∫
[0 ,1]

|sgn(g)XEε |

=

∫
[0 ,1]

XEε

= m(Eε)
Eε⊆[0 ,1]

≤ 1 <∞ . (6.184)

Logo

Mgm(Eε)
(6.184)
= M ∥f∥1

(6.169) com p=1

≥
∣∣∣∣∫

[0 ,1]

f g

∣∣∣∣
(6.183)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∫
[0 ,1]

g sgn(g)︸ ︷︷ ︸
=|g|

XEε

∣∣∣∣∣∣∣
=

∫
Eε

|g|

(6.182)

≥
∫
Eε

(Mg + ε)

= (Mg + ε)

∫
Eε

1

= (M+ ε)m(Eε) ,

implicando em: ε ·m(Eε) ≤ 0 , (6.185)

para todo ε > 0.

Logo, (6.185) implicar�a que

m(Eε) = 0 ,

isto �e,

g ∈ L∞([0 , 1] ; ,R) e ∥g∥∞ ≤Mg ,

ou seja, a validade da identidade (6.170) para p = 1, isto �e, q = ∞, completado a

demonstra�c~ao.

�
Para �nalizar temos o:

Teorema 6.4.1 (da Representação de Riesz) Sejam p ∈ [1 ,∞) �xado e

F : Lp([0 , 1] ; R) → R
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um funcional linear limitado no espa�co vetorial real normado (Lp([0 , 1] ; R) ,+ , · , ∥ · ∥p)
(ou seja, F ∈ U∗).

Ent~ao, existe g
F
∈ Lq([0 , 1] ; R) tal que

F(f) =

∫
[0 ,1]

f g
F
, para cada f ∈ Lp([0 , 1] ; R) . (6.186)

Al�em disso

∥F∥
U∗ = ∥g

F
∥q . (6.187)

Demonstração:

Podemos supor, sem perda de generalidade, que F ̸= O, caso contr�ario, consderare-

mos

g
F

.
= O , em [0 , 1] ,

e a conclus~ao do resultado ser�a v�alida.

Parte I:

Mostremos, primeiramente, que (6.186) e (6.187), s~ao v�alidas para as fun�c~oes

f = Xs
.
= X[0 ,s] , para cada s ∈ [0 , 1] . (6.188)

Notemos que, se 0 ≤ s ≤ t ≤ 1, de (6.188), teremos:

|Xt − Xs| = t− s
= l[(s , t)] . (6.189)

A veri�ca�c~ao deste fato ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

Para ver isto, consideremos a fun�c~ao Φ : [0 , 1] → R, dada por

Φ(s)
.
= F(Xs) , para cada s ∈ [0 , 1] . (6.190)

A�rmamos que a fun�c~ao Φ �e uma fun�c~ao absolutamente cont��nua em [0 , 1].

De fato, dado ε > 0, consideremos (temos que ∥F∥
U∗ ̸= 0)

δ
.
= min

{
1 ,

(
ε

∥F∥
U∗

) 1
p

}
. (6.191)

Suponahmso que a cole�c~ao de intervalos

{(si , s
′
i) ; i ∈ {1 , 2 , · · · ,N}}

�e uma cole�c~ao �nita e disjunta de intervalos abertos, contidos em [0 , 1], tal que

N∑
i=1

l[(si , s
′
i)]︸ ︷︷ ︸

=s ′
i
−si

< δ . (6.192)
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Consideremos a fun�c~ao h : [0 , 1] → R, dada por:

h
.
=

N∑
i=1

(Xs ′
i
− Xsi) sgn [Φ(s ′i) −Φ(si)] , (6.193)

onde a fun�c~ao sgn �e dada por (6.159).

Notemos que

N∑
i=1

|Φ(s ′i) −Φ(si)|
(6.190)
=

N∑
i=1

∣∣F(Xs ′
i
) − F(Xsi)

∣∣
N∑
i=1

{[
F(Xs ′

i
) − F(Xsi)

]
sgn

[
F(Xs ′

i
) − F(Xsi)

]}
F �e linear

= F

[
N∑
i=1

(
Xs ′

i
− Xsi

)
sgn

[
F(Xs ′

i
) − F(Xsi)

]]
(6.193)
= F

[
N∑
i=1

(
Xs ′

i
− Xsi

)
sgn [Φ(s ′i) −Φ(si)]

]
(6.193)
= F(h) . (6.194)

Logo

∥h∥pp
(6.24)
=

∫
[0 ,1]

|h|p

(6.193)
=

∫
[0 ,1]

∣∣∣∣∣
N∑
i=1

(Xs ′
i
− Xsi) sgn[Φ(s ′i) −Φ(si)]

∣∣∣∣∣
p

desigualdade triangular

≤
∫
[0 ,1]

 N∑
i=1

∣∣Xs ′
i
− Xsi

∣∣ |sgn[Φ(s ′i) −Φ(si)]|︸ ︷︷ ︸
=1

p

=

∫
[0 ,1]

[
N∑
i=1

∣∣Xs ′
i
− Xsi

∣∣]p
(6.189)
=

∫
[0 ,1]

[
N∑
i=1

l[(si , s
′
i)]

]p
∑N

i=1 l[(si ,s
′
i
)]
(6.192)
< δ

(6.191)

≤ 1 e p∈[1 ,∞)

<

N∑
i=1

l[(si , s
′
i)]

(6.192)
< δ . (6.195)
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Assim temos

N∑
i=1

|Φ(s ′i) −Φ(si)|
(6.194)
= F(h)

F �e limitado
≤ ∥F∥

U∗ ∥h∥p
(6.195)
< ∥F∥

U∗ δ
p

(6.191)

≤ ε,

mostrando que a fun�c~ao Φ, dada por (6.190), �e absolutamente cont��nua em [0 , 1].

Pelo Teorema 5.4.1, temos que existe uma fun�c~ao g ∈ L1([0 , 1] ; R), tal que

Φ(s) =

∫
[0 ,s]

g , para cada s ∈ [0 , 1] . (6.196)

Logo

F (Xs)
(6.190)
= Φ(s)

(6.197)
=

∫
[0 ,s]

g

=

∫
[0 ,1]

Xs g . (6.197)

Deste modo completamos a demonstra�c~ao da parte I.

Parte II:

Mostremos agora, que (6.186) e (6.187), s~ao v�alidas para as fun�c~oes degraus de�nidas

em [0 , 1].

De fato, se

[a , b] ⊆ [0 , 1] ,

teremos

X[a ,b] = Xb − Xa . (6.198)

A veri�ca�c~ao deste fato �e simples e ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.
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Com isto teremos:

F(X[a ,b])
(6.198)
= F (Xb − Xa)

F �e linear
= F(Xb) − F(Xa)

(6.198)
=

∫
[0 ,1]

Xb g−
∫
[0 ,1]

Xa g

=

∫
[0 ,1]

[Xb g− Xa g]

=

∫
[0 ,1]

(Xb − Xa)g

(6.198)
=

∫
[0 ,1]

X[a ,b] g , (6.199)

mostrando que o resultado �e v�alido para as fun�c~oes caracter��sticas X[a ,b], para cada

[a , b] ⊆ [0 , 1], ou seja, a fun�c~ao g est�a associada �a classe de fun�c~oes

{X[a ,b] ; 0 ≤ a ≤ b ≤ 1} .

Observemos que toda fun�c~ao degrau (ou escada) Ψ, de�nida em [0 , 1], �e do tipo

Ψ =

N∑
i=1

ci · X[si−1 ,si] , (6.200)

onde

P .
= {si ; i ∈ {0 , 1 , · · · , N}}

�e uma parti�c~ao do intervalo [a , b], e ci ∈ R para cada i ∈ {1 , 2 , · · · ,N}.

Logo podemos considerar a fun�c~ao g : [0 , 1] → R, obtida em (6.195), g ∈ L1([0 , 1])
e assim, teremos

F(ψ)
(6.200)
= F

(
n∑
i=1

ci · X[si−1 ,si]

)
F �e linear

=

n∑
i=1

ci · F(X[si−1 ,si])

(6.199)
=

n∑
i=1

ci

∫
[0 ,1]

X[si−1,si] g

=

∫
[0 ,1]

[
n∑
i=1

ciX[si−1,si]

]
g

(6.200)
=

∫
[0 ,1]

ψg,
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mostrando que o resultado �e v�alido para as fun�c~oes degraus de�nidas em [0 , 1], ou seja,

a fun�c~ao g, obtida em (6.195), est�a associada a classe das fun�c~oes degraus de�nidas em

[0 , 1].

Deste modo completamos a demonstra�c~ao da parte II.

Parte III:

Mostremos agora, que a (6.186) e (6.187), s~ao v�alidas para as fun�c~oes limitada e

Lebesgue mensur�avel em [0 , 1].

Para tanto, consideremos f : [0 , 1] → R uma fun�c~ao limitada e Lebesgue mensur�avel

em [0 , 1], da Proposi�c~ao 3.5.6, segue que existe uma sequência (ψn)n∈N, formada por

fun�c~oes degraus, de�nidas em [0 , 1], tal que

ψn → f , q.t.p. em [0 , 1] . (6.201)

Consideremos a fun�c~ao g : [0 , 1] → R, obtida em (6.195), fun�c~ao Lebesgue integr�avel

em [0 , 1] tal que

F(ψ) =

∫
[0 ,1]

ψg , (6.202)

associada a classe das fun�c~oes degraus, de�nidas em [0 , 1].

Notemos que, para cada n ∈ N, a fun�c~ao f−ψn �e Lebesgue mensur�avel em [0 , 1].

Al�em disso, de (6.201), segue que podemos encontrar M ≥ 0, tal que para todo

n ∈ N, teremos

|f−ψn| ≤M, q.t.p. em [0 , 1] . (6.203)

Logo, para todo n ∈ N, de (6.203), segue que:

|f−ψn|
p ≤Mp , q.t.p. em [0 , 1]

e |f−ψn|
p → 0 q.t.p. em [0 , 1] . (6.204)

Logo, do Teorema 4.4.1 (isto �e, do Teorema da convergência dominada de Lebesgue),

seque que

lim
n→∞ ∥f−ψn∥pp

(6.24)
= lim

n→∞
∫
[0 ,1]

|f−ψn|
p

(4.322)
=

∫
[0 ,1]

lim
n→∞ |f−ψn|

p

(6.204)
= 0,

ou seja, ∥f−ψn∥p → 0 , quando n→ ∞ . (6.205)

Como o funcional linear F �e limitado no espa�co vetorial real normado

(Lp([0 , 1] ; R) ,+ , · , ∥ · ∥p) ,
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segue que:

|F(f) − F(ψn)|
F �e linear

= |F(f−ψn)|

F �e limitado
≤ ∥F∥

U∗ ∥f−ψn∥p
(6.205)→ 0 quando n→ ∞,

ou seja, F(f) = lim
n→∞ F(ψn). (6.206)

Como

ψn → f , q.t.p. em [0 , 1] , (6.207)

segue que, para todo n ∈ N, existe C ≥ 0, tal que

|(gψn)(x)| ≤ C |g(x)| , para cada x ∈ [0 , 1] . (6.208)

Logo, novamente, do Teorema 4.4.1 (isto �e, do Teorema da convergência dominada

de Lebesgue), segue que ∫
[0 ,1]

f g
(6.207)
=

∫
[0 ,1]

(
lim
n→∞ψn

)
g

(4.322)
= lim

n→∞
(∫

[0 ,1]

ψn g

)
.

Logo, para cada fun�c~ao f : [0 , 1] → R limitada e Lebesgue mensur�avel em [0 , 1],

temos que

F(f) =

∫
[0 ,1]

f g . (6.209)

Notemos que, se f : [0 , 1] → R limitada e Lebesgue mensur�avel em [0 , 1], teremos:∣∣∣∣∫
[0 ,1]

f g

∣∣∣∣ (6.209)= |F(f)|

F �e limitado
≤ ∥F∥

U∗ ∥f∥p .

Logo, do Lema 6.4.1, segue que g ∈ Lq([0 , 1] ; R), e

∥g∥q ≤ ∥F∥
U∗ . (6.210)

Parte IV:

Mostremos agora, que (6.186) e (6.187), s~ao v�alidas para as fun�c~oes pertencentes a

Lp([0 , 1] ; R).
Para tanto, consideremos f ∈ Lp([0 , 1] ; R).
Dado ε > 0, do Exerc��cio 14, da p�agina 118 de [HLR], existe uma fun�c~ao degrau,

que indicaremos por ψ : [0 , 1] → R, tal que

∥f−ψ∥p < ε . (6.211)
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Como a fun�c~ao ψ �e limitada e Lebesgue mensur�avel em [0 , 1], da parte III, segue

que

F(ψ) =

∫
[0 ,1]

ψg . (6.212)

Com isot teremos:∣∣∣∣F(f) − ∫
[0 ,1]

f g

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣F(f) − F(ψ) + F(ψ)︸︷︷︸−
∫
[0 ,1]

f g

∣∣∣∣
(6.212)
=

∣∣∣∣F(f) − F(ψ) + ∫
[0 ,1]

ψg−

∫
[0 ,1]

f g

∣∣∣∣
F �e linear

=

∣∣∣∣F(f−ψ) + ∫
[0 ,1]

(ψg− f g)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣F(f−ψ) + ∫
[0 ,1]

(ψ− f) g

∣∣∣∣
desigualdade triangular

≤ |F(f−ψ)|︸ ︷︷ ︸
F �e limitado

≤ ∥F∥
U∗ ∥f−ψ||p

+

∣∣∣∣∫
[0 ,1]

(ψ− f)g

∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
des. H�older

≤ ∥ψ−f∥p ∥g∥q

≤ ∥F∥
U∗ ∥f−ψ||p + ∥ψ− f∥p ∥g∥q

(6.212)
< (∥F∥

U∗ + ∥g∥q) ε .

Como ε > 0 �e arbitr�ario, segue que

F(f) =

∫
[0 ,1]

f g , (6.213)

para f ∈ Lp([0 , 1] ; R), completando a demosntra�c~ao da parte IV.

Notemos que, a Proposi�c~ao 6.4.1 garante que

∥F∥
U∗ = ∥g∥q ,

completando a demonstra�c~ao.

�

Observação 6.4.4

1. O Exerc��cio 19, da p�agina 123 de [HLR], garante que vale um resultado

an�alogo para o espa�co das sequências num�ericas cujas s�eries s~ao formadas

pelos m�odulos dos termos elevados a p s~ao convergentes em R, ou seja, o

lp(R), para p ∈ [1 ,∞).

2. No cap��tulo 14 (veja o Teorema 8) de [HLR], temos um resultado seme-

lhante para a representa�c~ao de funcionais lineares limitados de�nidos em

C([a , b] ; R).
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3. Infelizmente, não vale um resultado an�alogo para L∞([0 , 1]) (ou para l∞(R)).

A veri�ca�c~ao deste fatro ser�a deixada como exerc��cio para o leitor.

F I M
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