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Introducao

Estas notas foram escritas para a disciplinas de Introdugdo a Teoria da Medida minis-
trada no IMCM-USPe foram baseadas no livro [HLHI.

Alguns tépicos e exemplos foram retirados do livro [EH|.

Os capitulos [@. e O. tratam de elementos bdsicos que foram estudados nas disciplinas
de Elementos de Matemadtica e Andlise.

No capitulo B. introduximos a medida de Lebesgue na reta e suas aplicagdes.

A integral de Lebesgue é estuda no capitulo B. , onde encontramos a comparagado da
mesma com a integral de Riemann, assim como o Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue, o Lema de Fatou, o Teorema da Convergéncia Monétona e aplicacdes.

No capitulo B., encontramos algumas aplicagées do resultados obtidos nos capitulos
anteriores obtendo-se, entre outros, o Lema de Vitali, as fungfes de variagdo limitada,
diferenciacdao de uma integral de Lebesgue, que depende de um parametro, a continui-
dade absoluta, as fungdes convexas e aplicagdes destas.

No capitulo B., tratamos dos espacos LP, a deigualdade de Holder, entre outros, e
suas propriedades.
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Capitulo 1

Teoria dos Conjuntos

1.1 Notacoes e Definicoes Basicas
Temos as seguinte notacdes e definicdes que serdo utilizadas ao longo destas notas:

e A,B,C, .- : denotardo conjuntos.
e () : denotard o conjunto vazio.

e Se X é um conjunto, denotaremos por Z(X), o conjunto formado por todos os
subconjuntos de X, ou seja,

Z(X) ={A; A CX}.

e a,b,c, - : denotardo os elementos de um conjunto;

e \ : denotard a diferenga entre conjuntos, isto é, se A,B C X, teremos:

A\B={a € A;aé¢B}.

Notagdo do Royden para diferenca de conjuntos: A ~ B;
e Se A C X, denotaremos por A€ o conjunto
Ac={xeX;x€A}

denominado conjunto complementar do conjunto A em X;

~

Notacdo do Royden para diferenca de conjuntos: A;

e Se A e B sdo conjuntos, a reunido dos conjuntos A e B, que denotaremos por AUB,
serd o conjunto
AUB ={x;x € A ou x € B}.
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Se A e B sdo subconjuntos do conjunto X, a intersecao dos conjuntos A e B, que
denotaremos por A N B, serd o conjunto

ANB={x;x€ AexeB}.

Se A e B sdo subconjuntos de X, escreveremos A C B, se para cada a € A, temos
que a € B, neste caso diremos que o conjunto A estd contido no conjunto B.

Sejam A e B subsconjuntos de X, denotaremos por AAB o conjunto
AAB =(A\B)U(B\A),
que serd denominado diferenca simétrica dos conjuntos A e B .

Diremos que os conjuntos A e B sdo disjuntos se

ANB=10.

Se A; C X, para cada i € N, definimos a reunido enuméravel dos conjuntos Aj,

o0
para i € N, que serd indicada por U A, como sendo o conjunto

i=1

UAii{xeX;xeAi para algum i € N} .

i=1
Se A; C X, para cada i € N, definimos a intersecdo enumérdvel dos conjuntos Aj,
[e.e]

para i € N, denotada por m Aj, como sendo o conjunto

i=1

ﬂAii{xeX:xeAiparatodoiEN}.

i=1

Diremos que uma colegdo ¢ formado por conjuntos é, dois a dois disjunta, se
quaisquer dois conjuntos da colegdo sdo disjuntos;

Seja /A é um conjunto ndo vazio e, para cada A € A, consideremos A, C X.

Definimos a reunido dos conjuntos A,, para A € A, denotada por U A, como

AEA
sendo

UA;\ ={x € X;x € A, para algum A € A};
AEA
Sja e /A é um conjunto ndo vazio e, para cada A € A, consideremos A, C X.

Definimos a intersecdao dos conjuntos A,, para A € A, denotada por ﬂ A como

AEA
sendo

ﬂAi{xeX;xeAparatodoAG/\};

AEA
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N : denotard o conjunto formado pelos ntumeros naturais, isto €,

Niﬂ,Z,'-'}.

Z . denotard o conjunto formado pelos niimeros inteiros, isto é,

Z=A{-- y—1 )O)1)"'}-
@ : denotard o conjunto formado pelos niimeros racionais, isto é,

@i{g;p,qucom q¢0},

ou ainda , os nimeros que possuem representacao decimal finita, infinita e periédica;

I : denotard o conjunto formado pelos niimeros irracionais, isto é, ntimeros que
possuem representacdo infinita e ndo periddica;

R : denotard o conjunto formado pelos niimeros reias, isto €, os ntimeros que pos-
suem representacdo decimal finita, infinita e periddica ou infinita e ndo periédica,
ou ainda,

R=QUTI.

Se X,Y sdo conjuntos ndo vazios, definimos o produto do conjunto X pelo conjunto
Y, denotado por X x Y, como sendo o conjunto

XxY={(x,y);xeXeyeY}

Sen € N e X é um conjunto ndo vazio, o produto di conjunto X por ele mesmo
n-vezes, serd denotado por X" , ou seja,

XT=Xx---X.
—_—

n-fatores

f: X — Y : denotard uma fungdo definida no conjunto X (denominado dominio
da fungdo f), cujo contradominio é o conjunto Y;

Se f: X — Y é uma fungdo, o conjunto imagem da fungad f, que denotaremos por
f(X), é definido como sendo

f(X)={f(x) eY;xe X}CY.

Se f: X — Y é uma fungio, o gréfico da fungio f, que indicaremos por G(f), serd

G(f) = {(x,f(x)); x € X} C X x Y.
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e Se f: X — Y é uma funcio e A C Y entdo o conjunto f'(A) ={x € X: f(x) € A}
serd denominado de imagem inversa do conjunto A pela fungao f;

e Sejam f: X — Y uma fungdo e A C X. Definimos a fungdo restricdo da fungdo f
ao conjunto A, que serd indicada por f|,, como sendo a funcdo fja : A — Y, que
serd dada por

f,(x) =f(x), paracada xe€A.

e Se A C X, denotaremos por X4 : X — Y a fungdo

Fo(x) = 1, para x€A
X =
" 0, para x¢A

denominada funcdo caracteristica do conjunto A.
e Sef: X —=Yeg:Y — Zsdo fungdes definimos a fungdo gof: X — Z definida por
(gof)(x) =g(f(x)), paracada xe€X,

denominada funcao composta da funcao g com a funcao f.

e Sef:X—=Yeg:Y — Xsdo fungdes tais que
g(f(x)) =x, paracada xe€X e f(g(ly))=y, paracada yey,

diremos que a fungdo f (ou a fungdo g) é uma funcao inversivel.

Neste caso a fungdo g, serd a tinica com as propriedades acima, e serd denominada
funcédo inversa associada a funcio f e denotada por f';

e a funcdo f : X — Y serd dita injetora se para x,y € X, com x # y, temos que

f(x) # fy);

e a funcgdo f: X — Y serd dita sobrejetora, se para

f(X) =Y.

e a funcdo f serd dita bijetora, se for injetora e sobrejetora;

e Uma fungdo f: N — X serd denominada sequéncia em X e indicada por (X )nen
(ou simplesmente (x,));

S°] .
1i=11

Notagdo do Royden para sequéncia: (x;)

Com as notagdes e/ou defini¢des acima temos as seguinte propriedades:
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Proposicao 1.1.1 Sejam X,Y conjuntos ndo vazios, A,B,C subconjuntos de X,
f: X =Y funcado.
Entao valem:

AUB=BUA e ANB=BNA; (1.1)
(ANB)NC=ANBNC) e (AUB)UC=AU(BUC); (1.2)
(ANB)UC=(ANB)U(ANC) e (AUB)NC=(AUC)N(BUC); (1.3)
mais geralmente temos:

BN JA|=JBNA) e BU|[[]A|=[)(BUA); (1.4)

A€? A€? A€? A€?

AUD=A e AND=0; (1.5)
AUX=X e ANX=A, (1.6)
ANBCA,B e A,BCAUB. (1.7)
ANB=A se, e somente se, A CB. (1.8)
AUB=A se, e somente se, BCA; (1.9)
=X e X=0; (1.10)
(A=A, AUA°=X e ANA“=0; (1.11)
se ACB, entdo B°C AS; (1.12)
(AUB)*=A°NB® e (ANB)*=A°UBS; (1.13)

mais geralmente temos: se /A € um conjunto ndo vazio e para cada A € A\,
A\ C X, entdo

C Cc
UA|l =A° e |[NA|l =UAS (1.14)
AEA AEA AEA AEA
B\A=BNAS; (1.15)

a diferenca simétrica dos conjuntos A e B € uma reunidao disjunta dos
conjuntos A e B, isto é, AUB = AAB, onde AAB ¢ uma reunido de dois
conjuntos disjuntos; (1.16)

se /A € um conjunto nao vazio e para cada A € A\ temos que A, C X, teremos:

f <U A;\> =Jf(A) e f <ﬂ A;\> C () f(AN); (1.17)

AEA AEA AEA AEA

se I' é um conjunto ndo vazio e para cada 'y € I' temos que B, C Y, teremos:

£ (U By> = Jf'B,) e f (ﬂ By> = f'(By); (1.18)

yer yer yeT yeTr
se AC X eBCY, teremos:
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(B =["B),f(f'(B)CB e ACTE'(f(A)); (1.19)

Demonstracao:
Muitas das propriedades acima sdo conhecidas como Leis de De Morgan e suas

demonstragdes serdo deixadas como exercicio para o leitor.
OJ

1.2 Algebra e G-Algebras

Comegaremos esta se¢do introduzindo a:

Definicao 1.2.1 Seja X um conjunto.

Diremos que uma cole¢do <7, formada por subconjuntos de X, € uma algebra (ou
algebra de Boolean) em X, se os elementos de </ satisfazem as seguintes pro-
priedades:

1. se A,B € &, entdo
AUB e «/;
2. Se A € 4/, entdo
Af e d.
3
0eo.

Observacgao 1.2.1

1. Observemos que se
o = P(X),

entdo </ serd uma dlgebra em X.

A verificagcao deste fato € imediata.
2. Se o/ € uma dlgebra em X entdo, seque das leis de De Morgan, que:
(a) se A,B € €, teremos

ANBe .
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De fato, pois

B (CT3) da Proposi¢do I3 porO. e B da Definigdo T2

AN (AUB)* € o .

Além disso, € facil ver que 0. e B. sao equivalentes a @. e E4. .

3. Se of € uma dlgebra em X e Ay, ---A, € & entao, tomando a unido dois a
dois, seque, de ., que
(AjU---UA,) € &

e assim, de [Z4., teremos também que
(A7N---NA,) € .
Temos a:

Proposicao 1.2.1 Sejam X um conjunto e € um conjunto formado por subconjun-
tos de X.

Entdo existe uma dlgebra <o/, formada por elementos de X, que contém os
elementos de €, que € a menor com esta propriedade, isto €, se B € uma dlgebra
formada por elementos de X, que contém os elementos de €, entdo teremos

o CA.

Demonstragao:

Seja F o conjunto formado por todas as dlgebras de X que contém os elementos de
€

Observemos que F # (), pois #(X) é uma &dlgebra em X, que contém ¥, isto é,
P(X)CF.

Seja

d=() 2.

BEF
Notemos que:

1. se A,B € o/, entdo A,B € 4, para cada # € F.

Como % é uma dlgebra em X, segue que

AUBe A,

para cada A € F, ou seja,
AUB e &,

ou seja, vale 0. da Definigdo [ .
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2. Se A € o/, teremos que A € %, para cada & € F.
Como % é uma dlgebra em X, segue que
At e A,

para cada & € F, ou seja,
A e o,

ou seja, vale 0. da Definigdo 2

3. Finalmente, notemos que, para cada # € F, como % é uma dlgebra em X, teremos

0e B
logo
beo =),
BEF

isto é, a colegdo &7 é uma dlgebra em X.
Temos que &/ contém os elementos de %, pois cada elemento % € F, tem essa
propriedade, ou seja
€ C o .

Finalmente se &% é uma dlgebra em X de modo que
B C o,
entdo # € F e, da definigdo de .7, segue que &/ C A, ou seja,
B =4,

isto é, &/ é a menor dlgebra de X que contém os elementos de %, a finalizando a
demonstracgao.
O

Umm outro resultado interessante é dado pela:

Proposicao 1.2.2 Sejam X um conjunto, € uma dlgebra em X e (Ai)ien, uma
sequéncia formada por elementos de €.
Entdo existe uma sequéncia (B;)jcy, formada por elementos de €, tal que

s

—_

s

—_

se n#m, teremos: B,NB,=0 e B; = JAi,

) 1

ou seja, a colegdo {Bj;j € N} €, dois a dots, disjunta e

[e.o] o0

Usi=JA:.
j=1 i=1
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Demonstracgao:
Com isto podemos supor que (A;)icy uma sequéncia formada por elementos distintos

de 7.
Definamos

By = Ay, (1.20)
e para n > 2, conisderemos: B, = A, \[A;U---UA,._1]. (1.21)
Como A; € ¥, para cada i € N, segue que

=

Bn AnNATU---UA 4]

(I]::E) AN [A]C AN Anff] do item B. da Oebservagao — 7.

Notemos que, para n, m € N, com s n # m segue que
B, NB,=0.
De fato, para cada i € N temos que
B; CA;.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que m < n.

Como
B.CA,, teremos B,NA, =0 (1.22)

logo
BnNBy CA,NBy
(nim) Am N {An \ [A1 U---u An—]]}

EPALNIASO N AL N AL
~~

(=)

=0,

mostrando que a afirmagdo acima é verdadeira.

UBj:UAi.

De fato, como B; C A;, para cadad 1 € N, segue que

Afirmamos que

—
—_
T‘“
—_

INGE:

Gng A;.
j=1 i=1
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(o.0)
Por outro lado, se x € UA'“ consideremos n, € N, o menor i € N, tal que x € A;,
i=1
isto é,
n, = min{i € N; x € A;},
que existe pois {i € N:x € A;} C N, que é limitado inferiormente.
Observemos que, da deinicdo de n, € N, teremos que x € A, mas x ¢ A;, para
cada 1 < n,.
Em particular, segue que x € By, pois

Bn, = Ap, \[A U+~ UA, .

Assim teremos

o0

UAigUBM
i=1 j=1

completando a demonstragao.

Podemos agora introduzir a:

Definicao 1.2.2 Seja X um conjunto.
Diremos que uma cole¢do <7, formada por subconjuntos de X, é uma o-algebra (ou

corpo de Borel) em X, se os elementos de <7/ satisfazem as sequintes proprieda-
des:

1. se A; € & para i € N, deveremos ter: SA1
OAi €, (1.23)
i=1

2. Se A € o/, deveremos ter: SA2

A e o (1.24)

3. SA3

0eo. (1.25)

Observagao 1.2.2

1. Notemos que

o = P(X),
€ uma o-dlgebra em X.

A verificagao deste fato € simples e serd deizada como exercicio para o leitor.
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2. Se o/ € uma o-dlgebra em X entdo, seque das leis de De Morgan, que:

(a) Se A; € & para i€ N, deveremos ter SA4

ﬁAi €. (1.26)

i=1

A verificagdo deste fato é simples e serd deizada como ezercicio para o
leitor.

(b) Além disso, na Defini¢do 232 e no item acima, pode-se mostrar que 0.
e @. sdo equivalentes a B. e E4. .

Temos um resultado andlogo ao da pPoposi¢ao [, para o-algebras, mais precisa-
mente:

Proposicao 1.2.3 Sejam X um conjunto e € uma coleg¢do formada por subconjun-
tos de X.

Entdo existe uma o-dlgebra <7/, formada por elementos de X, que contém os
elementos de €, que é a menor com esta propriedade, isto €, se B € uma o-
dlgebra, formada por elementos de X, que contém os elementos de ¢, deveremos
ter

o CA.

Demonstragao:
A demonstracdo é semelhante a da Proposicio X1 e os detalhes serdo deixados
como exercicio para o leitor.
OJ

1.3 Axioma da Escolha e Produto Cartesiano Infinito

Temos o seguinte:

Axioma 1.3.1 (Axioma da Escolha) Seja ¢ um conjunto formado por subcon-
Juntos ndo vazios.

Entao existe uma fungdo F: % — U A, tal que para cada A € €, a fungdo F

A
associa um unico elemento do conjunto A, isto é,

F(A) € A.

Observacao 1.3.1 A fung¢ao F obtida pelo azioma da escolha serd denominada
funcgao escolha.

Temos também a:
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Definigao 1.3.1 Sejam A um conjunto ndo vazio e € ={X); A € A}, onde X, € um
conjunto, para cada A € A.
Definimos o produto cartesiano (ou produto direto) dos elementos de €, de-

notado por HXA, como sendo o conjunto formado pelos elementos da forma {x,},

AEA
para A € A.

Se
z={ate ] [X,

AEA

entdo o elmento x,, de z, serd denominado A-ésima coor denada de z.

Observacao 1.3.2

1. Na Defini¢cdo =21 acima, € fdcil ver que, se para algum A, € A\ tivermos

Xy, =0, teremos H Xy=0.

AEA

2. NA situagdo acima, pode-se mostrar que o axioma da escolha € equivalente
a sentenca: se X\ # (), para todo A € A\, entdo deveremos ter

[]x #0.

AEA

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

1.4 Conjuntos Enumeraveis e Nao Enumeraveis

Definicao 1.4.1 Sejam A e B dois conjuntos.
Se existir uma funcgao f: A — B byetora, diremos que o conjunto A tém a mesma
cardinalidade do conjunto B e, neste caso escreveremos

A~B,

e serd dito que o conjunto A € equivalente ao conjunto B.
Neste caso escreveremos

Com isto temos a:

<

Proposicao 1.4.1 A relagdo ~ é uma relagao de equivaléncia, isto €, satisfaz as

sequintes propriedades:

(1) € refleziva, ou seja,
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(2) ¢é stmétrica, isto €,

se A~B, entdo teremos B~ A;

(3) € transitiva, ou seja,

se A~B e B~C, entdo teremos A ~ C.

Demonstracgao:
A demonstragdo é simples e serd deixada como exercicio para o leitor.

Podemos agora introduzir a:
Definigao 1.4.2 Para cada n € N, definamos o conjunto J,,, como sendo
Jo={1,2,--- ,n} CN.
Seja A um subconjunto qualquer. Diremos que:

1. o conjunto A € finito se A ~ |, para algum n, € N.

O conjunto vazio €, por definigdo, finito;
2. o conjunto A € infinito, se ndo for finito;
3. 0 conjunto A € enumeravel se

A~N;

4. A € nao enumeravel, se A nao for finito e também nao for enumerdvel,

5. 0 conjunto A € no maximo enumeravel, se for finito ou enumerdvel.

Observacao 1.4.1
1. Notemos que, dois conjuntos finitos A e B, tem a propriedade A ~ B se, e
somente se, 0os conjunto A e B tém o mesmo numero de elementos.
De fato, pois se A ~ B seque que existe uma aplicagdo bijetora f: A — B.

Se o conjunto A tem N, elementos, como funcao f € biyetora seque que o
conjunto b tmabém terd N, elementos (pois a cada elemento do conjuto
A corresponde um unico elemento do conjunto B e reciprocamente, a cada
elemento do conjuto B corresponde um unico elemento do conjunto A).

Por outro lado, se os conjunto A e B tém N, € N elementos, podemos
reescrever-los da sequinte forma:

A:{Cl],az,"~(1No} e B:{b],bz,“'bNo}.
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Logo a funcao f: A — B, dada por
f(ai) =bi, para cada ie€{1,2,-,Ny},
serd uma funcao biyjetora, logo A ~ B.

2. Para conjuntos infinitos a i1déia de ter o mesmo numero de elementos tornar-
se-d vaga, ou seja, mn@ao precisa.
Neste contexto a idéia de construir uma correspondéncia biyjetora entre os
dois conjuntos deiwza a situag¢do um pouco mais clara, como veremos a Sequar.

Exemplo 1.4.1 O conjunto dos inteiros Z é enumerdvel.

Resolucgao:
Consideremos a seguinte fungdo f: N — Z:

N: 1 2 3 4 5 6
!
Z: 0 1 —1 2 -2 3 -3

Uma férmula explicita para a fungdo f é dada por:

—, Pparan é par;
f(n) = Zn_1 , paracada n € N.

5 para n é impar

Observemos que a fungdo f é bijetora.

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Logo Z ~ N que, pelo item B. da Definigdo TZ3, é o mesmo que dizer que o conjunto
Z é enumeravel.

Observacao 1.4.2
1. Um conjunto finito nao pode ser equivalente a um subconjunto préprio seu,
1sto €, se o conjunot A € finito, ndo existe B C A, B # A, de modo que B ~ A.
De fato, pois se o conjunto A € finito e B C A, entdo o conjuhto B serd finito.

Logo, do item 0. da Observagdo [[.Z.1, seque que o conjunto B ndo pode
ser equivalente ao conjunto A, ou seja, ndo pode ter o mesmo numero de
elementos do conjunto A.

Portanto o conjunto B deverd ter um numero menor de elementos do que o
conjunto A, ou ainda

#(B) < #(A).
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2. Porém isto pode acontecer se o conjunto A € infinito, como mostra o Exemplo
[CZ] acima, a saber, o conjunto N é um subconjunto préprio de Z e tem a
mesma cardinalidade de 7.

3. Na verdade poderiamos trocar o item B. da Defini¢do [[.Z-4 por: um conjunto
A € infinito se for equivalente a um subconjunto préprio seu.

A demonstragdo deste fato serd deizxada como exercicio para o leitor.

Com isto temos a:

Teorema 1.4.1 Seja A um conjunto enumerdvel e E C A infinito. Entdo o con-
jJunto E é enumerduvel.

Demonstragao:
o item B. da Definicdo ZA temos que A ~ N, ou seja, existe uma fungdo f: N — A
bijetora. ou ainda,

ou seja, podemos considerar o conjunto como sendo uma sequéncia (x,)nen, onde
X, = f(n), paracada neN.

Construamos uma seqiiéncia {x,, Jken, da sequéncia (x,)nen, da seguinte forma:

(i) Seja ny € N, o menor nimero natural, tal que
Xn, € E,
que existe, pois E C A é infinito.

(ii) Como o conjunto E é infinito, podemos encontrar n, € N, como sendo menor
natural tal que

Xn, € E\{xn,},
que existe pois E C A e o conjunto E \ {x,,} # 0, pois ele é infinito.
Notemos que, de (i), temos que
n, >ny.
(iii) Tendo escolhido
Ny, My, -,y © N,

podemos escolher ny, € N, o menor natural, tal que

Xny € E\{Xm yXnyyo oo ?X'T'Lk,1})

que existe pois E C A e o conjunto E\ {xn, ,Xn,, -+ ,Xn,,} # 0, pois ele é infinito.

Notemos que,
Ny > My .
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Desta forma, podemos considerar a fungdo f: N — E dada por:
f(k) =x.,, paracada keN.

Com isto, por construgdo, temos que fungdo f serd bijetora, ou seja E ~ N, comple-

tando a demosntragao.
O

Observacao 1.4.3 A grosso modo, o resultado acima mos diz que os conjuntos
enumerdveis representam o menor dos conjuntos que sao infinito.

Mazis rigorosamente, nenhum conjunto infinito, nao enumerdvel, pode ser sub-
conjunto de um conjunto enumerdvel.

De fato, pois se fosse, do Teorema [[.Z.1 acima, ele deveria ser enumerdvel o
que seria um absurdo.

Podemos agora enunciar e demonstrar o:

Teorema 1.4.2 Seja (E.)necny uma sequéncia de conjuntos enumerdveis. Defina

Entdo o conjunto S é enumerduvel.

Demonstracgao:
Notemos que, para cada n € N o conjunto E,,, é enumerdavel.
Logo, pela demonstracdo do Teorema [Z71 acima, podemos arranji-lo como uma
seqiiéncia
(Xni)ken -

”

Considermos a ”"matriz infinita”:

X111 X122 X113 Xi4
X21 X220 X23 X4
X31 X32 X33 X34
X411 X42  X43  Xag

onde os elementos do conjunto E,, comparecem na n-ésima linha da ”matriz infi-
nita” acima.
Notemos que essa "matriz infinita” contém todos os elementos do conjunto S.
Observeos também que os elementos dessa "matriz infinita” podem ser arranjados da
seguinte forma:
X115 X21, X125 X315y X22 y X135y X41 y X32 y X233y X144 "+
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isto é, vamos tomando os elementos "andando” pela diagonal da "matriz infinita”, de
baixo para cima e da esquerda para a direita.

Se dois elementos de dois conjuntos E, sdo comuns, isto é, aparecem duas vezes, ou
mais, na "matriz infinita” acima, entdo o eliminamos na lista acima a partir da segunda
aparigao.

Deste modo existe um subconjunto T C N tal que S ~ T, o mostra que o conjunto S
é no maximo enumeravel.

Mas

E] - S

e E; € infinito (pois é enumeravel), segue que o conjunto S é infinito, ou seja, ele serd
enumerdvel, completando a demonstragao.
O

Como consequiéncia temos o:

Corolario 1.4.1 Sejam A enumerdvel e para cada x € A, suponhamos que o con-
jJunto B, é no mdzximo enumerduvel.

Definamos
T=JB..

xEA

Entdo o conjunto T é no mdzrimo enumerdvel.

Demonstracgao:
Como o conjunto A é enumerdvel, segue do Teorema ([CZ2) que o conjunto T, isto
é, a reunido acima, é uma reunido enumerdvel de conjuntos no maximo enumeraveis,

logo serd, no maximo, enumerdvel, completando a demonstragao.
O

Corolario 1.4.2 Sejam A um conjunto enumerdvel, n € N fizado e consideremos
o conjunto B,, formado pelas n-uplas, de elementos de A, ou seja,

Bni{(cu y A2y - o )an); ax € A) bara cada k6{1 32»"' ,TL}
Entdo o conjunto B, é enumerdvel.

Demonstracgao:
Observemos que os elementos

apy, azy -+ 5 An

ndo precisam ser, necessariamente, distintos.
A prova serd feita por indigdo sobre n:
Para n = 1: observemos que
Bi=A
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que é enumeravel.

Suponhamos que o conjunto B, ; é enumeravel para n € {2,3, -} e mostremos que
o conjunto B, serd enumerdvel.

Observemos que

Bn:{(a1>a2)"'»an);ak€A> paracada kE{],Z,---,TL}
={(aj,az,---,anq);ax € A, paracada ke{l,2,--- ,n—1}xA,

ou seja,
B, ={(b,a); b e B, itexte a € A}.

Para cada b € B, i, temos que o conjunto dos pares ordenados (b,a) com a € A é
um conjunto enumerdvel, pois o conjunto A é enumeravel.
Logo o conjunto B, é a unido enumerdvel de conjuntos enumerdaveis, isto é,

B.= |J (Jlb,a).

beB,,_1 a€A

Portanto, do Teorema 2, segue que o conjunto B,, é enumerdvel, completando a
demonstragao.
O

Observacao 1.4.4
Em particular, o resultado acima nos diz que produto cartesiano de conjuntos
enumerdveis € um conjunto enumerdvel, pois

n—wvezes
A

Bn:AxAxmxA.

Como conseqiiéncia temos o:
Corolario 1.4.3 O conjunto dos niumeros ractonais Q é enumerdvel.

Demonstracgao:
. . a
Observemos que todo niimero racional pode ser colocado na forma b’ onde acZe
b € Z*, ou seja, pode ser identificado com o conjunto

7 x 7.

Como so conjuntos Z e Z* sdo enumerdveis segue, do Coroldrio Z3, que Q é enu-
meravel, completando a demonstracao.
OJ

Observacao 1.4.5
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1. Consideremos o conjunto formado pelos nimeros complexos z € C, tal que
existem a,,Qa;,- - ,Qa, € Z, ndo todos nulos, tal que

Gzt a2 "+ +anz+a, =0.

Tal conjunto serd dito conjunto dos ntimeros algébricos.

Afirmamos que o conjunto dos numeros algébricos é enumerdvel.

A verificacao deste fato serd deixada como exercicio para os leitores.

2. Vale observar que nem todo conjunto infinito €, necessariamente, enumerdvel,
como mostra o proximo resultado.

Teorema 1.4.3 Seja A o conjunto formado pelas sequéncias, cujos entradas sao
formadas pelos digitos O e 1, dispostos de modo aleatdrio.
Entdo o conjunto A € nao enumerduvel.

Demonstragao:
Seja E um subconjunto enumerdvel do conjunto A que, como vimos na demonstragao
do Teorema 271, podemos supor ser a seqiiéncia, ou seja,

E= (Sn)nEN y

ou ainda, uma seqiiéncia onde cada termo da mesma serd uma seqiéncia.
Consideremos a seguinte seqiiéncia s que pertence ao conjunto A:

Se o n-ésimo digito da seqiiéncia s,, é igual a 1, definimos o n-ésimos termo da
sequéncia s com sendo O e vice-versa.

Observacao 1.4.6 Para ilustrar, suponhamos que o primeiro termo da sequéncia
€ s; que € 0.

Neste caso, definiremos o primeiro termo da sequéncia s como sendo 1, e que
seqgundo termo da sequéncia € s, que € 1, logo definiremos o sequndo termo da
sequéncia s como sendo 0 e assim por diante.

Deste modo a seqiiéncia s, difere de todos os elementos do conjunto E em, no minimo,
uma posigao.

Logos¢ EeseA.

Assim o conjunto E é um subconjunto préprio de A, ou seja, todo subconjunto
enumerdvel do conjunto A é um subconjunto préprio do conjunto A.

Portanto o conjunto A é ndo enumeravel.

De fato, caso contrario, se o conjunto A fosse enumerdvel, ele seria um subconjunto

proprio conjunto A, o que seria um absurdo, completando a demonstragao.
OJ
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Observacao 1.4.7

1. A idéra da demonstragdo acima € devido a Cantor, denominada processo de
diagonalizacao de Cantor.

2. Os leitores famailiarizados com representagdo bindria de numeros reais (isto
é, na base 2, em vez da base 10) observaram que o Teorema [[Z-3 actma
implica que o conjunto dos numeros reais € nao enumeravel.

3. Notemos que, dados A e B conjuntos mdo wvazios, se existir uma aplicagdo
injetora f: A — B, entdo a cardinalidade do conjunto A serd menor ou igual
que a cardinalidade do conjunto B, isto €,

#(A) < #(B).

Observemos que nesta situagdo A ~ f(A), ou seja,

Se, neste caso, nao eristir uma funcao f: A — B sobrejetora, entao teremos
f(A) + B, isto €, neste caso

#(A) < #(B).

Por outro lado, se existir uma aplicagdo f: A — B que € sobrejetora, entdo a
cardinalidade do conjunto A serd maior que a cardinalidade do conjunto B,
1sto €,

#(A) > #(B).

Neste caso teremos B ~ f(A), ou seja,

Nesta situacdo, se ndo existir uma funcao f : A — B que € injetora, entdo
teremos A + B, 1isto &,

#(A) > #(B).

1.5 Relacoes de Equivaléncia

Iniciaremos esta segao com a:

Definicao 1.5.1 Seja X um conjunto ndo vazio.
Diremos que uma relagcdo =, no conjunto X, é uma relagao de equivaléncia em
X, se as sequinte propriedades se verificam:
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1. = € refleziva, ou seja,
X =x, paracada X € X,
2. = é simétrica, ou seja, se x,y € X satsifzem
se x=vYy, entdo teremos Y =X;
3. = € transitiva, 1sto €, se x,y,z € X satsifzem
X=y e Y=z, entao teremos Xx=z.

Observacao 1.5.1

1. Suponhamos que = é uma relacdo de equivaléncia no conjunto X.

Para cada x € X definimos o conjunto E,, como sendo

Ex={y € X;y =x}, (1.27)

que serd denomindado classe de equivaléncia associada a x, relativamente
a relagdo de equivaléncia =.

2. Observemos que se x € X, entdo x € E,, ou seja,

X =JE..

xeX
3. Notemos que, y = x entdo, de ([Z1), seque que
y € k.

4. Observemos também que z € £y e y = x, entdo

z€Ey e (22)

y=x, assim, de (20), teremos: z € E,,

ou seja,

E, C Ey, ou ainda, E,=E,.

5. Por outro lado, se x,y € X sdo tais que Yy # x, entdo

E,NE.=0.
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Logo, dos itens []. e @., seque que

EyﬂEX:{w’ se Yy#x

Ex, se y=x

Portanto podemos escrever o conjunto X como uma reunido disjunta das
classes de equivaléncia determinadas pela relagdo de equivalénica =.

Definiremos espago quociente de X, pela relagao de equivaléncia =, que serd

denotado por X/—=, como sendo, o conjunto
X/E i{EX; X 6 X})
ou seja,

X/==JE..

Notemos que, do B acima, podemos escrever X/— como uma reunido disjunta
de classes de equivalénca.

A aplicagdo @ : X — X/=, dada por
@(x) =E., para cada x€ X (1.28)

serd denominada projecao natural de X em X/—.

Suponhamos que + : X x X — X, seja uma operagdo bindria em X, que tem a
sequinte propriedade:

se x=x'" e y=y', tenhamos: x+y=x'+y’ .

Neste caso diremos que a operagdo bindria + € compativel com a relacao de

equivaléncia =.

Se a operagdo bindria + : X x X — X é compativel com a relagcdo de equi-
valéncia = em X, entdo podemos definir uma operag¢do bindria +_ : X/= X
X/= — X/=, da sequinte forma:

E.+_E, =Ly, paracada E,,E,€X/=.

Como a operag¢do bindria + : X x X — X é compativel com a relagdo de
equivaléncia = em X, a definicdo acima estd correta.

A verificagdo deste fato serd deirada como exercicio para o leitor.
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1.6 Conjuntos Parcialmente e Totalmente Ordenados

Comegaremos pelas:

Definicao 1.6.1 Seja X um conjunto.
Diremos que a relagdo R em X € anti-simétrica, se x,y € X satsifazem

xRy e y Rx, deveremoster x=y. (1.29)

€

Definicao 1.6.2 Seja X um conjunto.
Diremos que a relagdo < em X € uma relagcao de ordem parcial em X, se

1. se x,y € X satisfazem
x<y e Y=<z, mplicar que x <z; (1.30)
2. se x,y,z € X satisfazem
x <y e y=<x, wmplcar em: x=y, (1.31)

1sto €, a relagdo < € anti-simétrica.
Com isot temos o:

Exemplo 1.6.1 A relagdo < é uma relagdo de ordem em R, asstm como a relagdo
C € uma relagdo de ordem em Z(X).

Resolugao:
Deixaremos a verificagao dos fatos acima como exercicio para o leitor.

Podemos agora introduzir a:

Definigao 1.6.3 Seja X um conjunto e < uma relagdo de ordem parcial em X.

<

Diremos que a relagdo < € uma relagao de ordem total em X, se vale a se-
guinte propriedade:

1. dados x,y € X, deveremos ter:

X<y ouy-=<x. (1.32)

Neste caso diremos que o conjunto X € totalmente ordenado, relativamente a
relagao de ordem total <.

Com isto temos o:
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Exemplo 1.6.2 A relagdo < é uma relagdo de ordem total em R, assim como a
relagdo C € uma relagdo de ordem parcial, mas nao total, em Z(X).

Resolucgao:
Deixaremos a verificagdo dos fatos acima como exercicio para o leitor.
O

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 1.6.4 Sejam X um conjunto, < uma relacdo de ordem parcial em X e
E C X nao vazio.
Dados a,b € X, diremos que a € menor ou igual que b ou b é maior ou igual

que a, se
a<b.

Diremos que a € E € o menor elemento de E, denotado por min(E), se x € E
com x # a, temos que

a<x.

De modo semelhante, diremos que b € E é o maior elemento de E, denotado
por max(E), se x € E com x # Db, temos que

x<Db.

Diremos que a € E € um elemento minimal de E, se ndo existe x € E tal que
X < a.
Diremos que b € E € um elemento maximal de E, se ndo existe x € E, tal que

b <x.

Observacao 1.6.1

1. Na Definigao acima, notemos que se a € E é o menor elemento do
conjunto E, entdo a serd um elemento minimal de E.

De modo andlogo, notemos que se b € E € 0 maior elemento de E, entdo b
serd um elemento mazimal de E.

Em geral, nao valem as reciprocas das afirmagdes acima, ou seja, existem
situagbes em que um conjunto tem um elemento minimal que ndo € o menor
elemento do conjunto e, de modo andlogo, para o caso mazimal e maior
elemento.

Dewzaremos como exercicio para o leitor a constru¢cdo de exemplos para as
situagbes acima.

2. A Definigao A3, de ordem parcial, ndo pede nada sobre a possibilidade ou
necessidade de termos x < x para x € X, 1sto €, que a propriedade reflexiva
se verifique.
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3. Se a relagdo de ordem parcial <, satisfaz a propriedade reflexiva, diremos
que a rel¢do de ordem < é uma relagcao de ordem parcial reflexiva em X.

4. Se a propriedade reflexiva nao € verificada diremos que a relagdo < é uma
relacao de ordem parcial estrita em X.

Para ilustar temos o:

Exemplo 1.6.3 A relagdo < em R € uma relagdo de ordem parcial estrita em R.

Resolugao:
Deixaremos a verificagao dos fatos acima como exercicio para o leitor.

Podemos agora enunciar o:

Teorema 1.6.1 (Principio Maximal de Hausdorff) Sejam X um conjunto e <
uma relagdo de ordem parcial em X.
Entao existe um subconjunto S C X que € totalmente ordenado e mazimal com

respeito a essa propriedade, isto €, se existir T C X que € totalmente ordenado,
satisfazendo S C T, deveremos ter

T=S.

Demonstracgao:
Deixaremos a demonstracdo deste resultado como exercicio para o leitor.

1.7 Boa Ordenacao e Enumerabilidade

Comegaremos pela:

Definicao 1.7.1 Seja X um conjunto ndo vazio.

Uma relagdo < de ordem total e estrita em X, serd denominda boa ordenacgao
no conjunto X ou que o conjunto X é bem ordenado, relativamente a <, se todo
E C X, ndo vazio, possui menor elemento em £, ou seja, eriste e, <€ E tal que

e. <e, paracada eckE.

min —
Com isto temos o:

Exemplo 1.7.1 O conjunto N é bem ordenado relativamente a relacGo a ordem
total estrita <.

Por outro lado, R nao é bem ordenado relativamente a relagdo a ordem total
estrita <.
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Resolucgao:
Deixaremos a demosntracdo da primeira afirmagdo como exercicio para o leitor.
Para a segunda afirmagdo, se considerarmos, por exemplo, o conjunto

E = (0,00,

segue que este ndo possui menor elemento em E.

Com isto temos o seguinte axioma:

Axioma 1.7.1 (Principio da Boa Ordenagao) Se X é um conjunto ndo vazio,
entdo existe uma relagdo de ordem total e estrita em X que o torne bem orde-
nado.

Observacao 1.7.1 Pode-se mostra que o Principio da Boa Ordenagdo € equiva-
lente ao Azioma da Escolha.
A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Para finalizar temos a:

Proposicao 1.7.1 Ezxiste um conjunto ndo enumerdvel X, que é bem ordenado rela-
tivamente a relagdo de ordem total e estrita <, que satisfaz as sequintes condigoes:

1. existe um maior elemento de X, que indicaremos por x 1sto €,

max?

x <x para todo x € X;

max )

2. Sex € X € tal que x £ x entdo o conjunto

max/
yeX;y=<x
€ um conjunto ndo enumerdvel.

Demonstragao:

Seja Y um subconjunto ndo enumerdvel qualquer.

Para ilustrar, podemos considerar o conjunto dado pelo Teorema [Z3.

Pelo Principio da Ordenagdo (ou seja, o Axioma [C7T), existe uma ordem total e
estrita em Y, que serd denotada por <.

Caso o conjunto Y ndo tenha um maior elemento, consideraremos « ¢ Y e substitui-
mos o conjunto Y pelo conjunto Y U{«} e estendemos a relaggdo de ordem total estrita
<, para o conjunto Y U{«}, da seguinte forma:

y<a, paratodo yeYy.

Deste o modo o conjunto Y U{«} terd maior elemento, a saber, «.
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Observemos que o conjunto <7, formado pelos y € Y, para os quais o conjunto
{x € Y:x <y} é ndo enumerdvel, é ndo vazio, pois o conjunto Y (ou seja, Y U{«}) tem

maior elemento, isto é,
x € o .

Logo, existe x o menor elemento de <7.

Consideremos

max)?

X={xeX;x=<x_,, oux=x__1.

»q

O conjunto X, munido da relagdo de ordem total e estrita <, satisfaz as propriedades

0. e O., concluindo a demonstragao.
OJ
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Capitulo 2

Os Numeros Reais

Nesta capitulo introduzimos toda a axiomadtica associada ao conjunto dos niimeros reais
R e dos numeros reais estendidos, o conceito de conjunto abertos e fechados em R, de
continuidade de funcgdes a valores reais, de uma varidvel real, os conjunto de Borel (ou
borelianos) e propriedades de cada um destes tépicos.

2.1 Aximas para os Numeros Reais

Axioma 2.1.1 (Aximas de Corpo:) Ezristem duas operagbes bindrias

+, :RxRoR,

que satisfazem:

1.

2.

Comutativa da adigao: x +y =y + x, para todo x,y € R;
Associativa da adigao: x+ (y +z) = (x +y) + z, para todo x,y,z € R;

Elemento neutro da adigao: eziste 0 € R tal que x+ 0 = x, para todo x € R;

. Elemento oposto da adigao: dado x € R, existe w € R tal que x +w =0;

Comutativa da multipicacao: x-y =1y - x, para todo x,y € R,
Associativa da multiplicagao: x- (y-z) = (x-y) -z, para todo x,y,z € R;

Elemento neutro da multiplicacao: ezxiste 1 € R tal que 1-x = x, para todo
x € R,

Elemento inverso da multiplicagao : dado x € R, x # 0 ezxiste u € R tal que
x-u=1;

. Distributiva da multiplicagao pela adi¢ao: x-(y+z) =x-y+x-z, para todo

x,y,z € R.

35
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Observacao 2.1.1

1. Um conjunto ndo vazio X munido de duas operag¢des bindrias
+, XX X=X,

que satisfaz as nove condi¢gdes acima serd denominado corpo relativamente as

operacoes + e -.

2. Pode-se mostrar que 0 € R € o unico elemento de R, que satisfaz a proprie-
dade 3. .

3. Pode-se mostrar que w € R € o unico elemento de R, que satisfaz a proprie-
dade [J)., e serd denotado por —Xx.

4. Pode-se mostrar que 1 € R € o unico elmento de R, que satisfaz a propriedade

. .

5. Pode-se mostrar que u € R € o unico elemento de R,, que satisfaz a proprie-

dade B., que serd denotado por x~'.

6. Dados x,y € R definimos
x—y=x+(-y).

Axioma 2.1.2 (Aximas de Ordem:) Eziste um subconjunto P, do conjunto R,
que serd denominado conjunto dos nimeros reais positivos, cujos elementos sa-

tisfazem as seguintes propriedades:
B1. se x,y € P, teremos x+y € P;
B2. se x,y € P, teremos x-y € P;
B3. se x € P, teremos —x € P;

B4. se x € R, teremos, x =0, oux € P, ou —x € P.

Observacao 2.1.2

1. Um conjunto ndo vazio X, munido de duas operagdes bindrias + e -, sa-
tisfazendo os Azxiomas de Corpo I e os Aziomas de Ordem EI3, serd
denominado corpo ordenado.

2. Se um corpo (X,+,:) € um corpo ordenado, podemos definir uma ordem
parcial, que indicaremos por <, em X, da seguinte forma por: dados x,y € X,
€SCTeveremos:

x <Yy se, e somente se, y—xecPpP.
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Deste modo podemos definir uma ordem total em X, indicada por <, da
sequinte forma: dados X,y € X, escreveremos:

x <y se, e somente se, x<Yy ou X=1VY.

Dewzaremos como ezercicio para o leitor mostra que < € uma ordem total
estrita em X, ou seja, que X,+,-,<) € um corpo ordenado.

Para o préximo axioma precisaremos da:

Definicao 2.1.1 Seja S C R nao vazio.
Diremos que b € R € um limitante superior do conjunto S, se

s<b, paratodo s€S.
Notagdo do Royden: escreveremos
S<b.

Neste caso diremos que o conjunto S é limitado superiormente em R .
De modo semehlante, diremos que a € R € um limitante inferior de S se

a<s, paratodo se€S.
Notagdo do Royden: escreveremos
a<S§.

Neste caso diremos que o conjunto S € limitado inferiormente em R.

Diremos que o conjunto S € limitado, se ele for limitado superiormente e
inferiormente.

Com isto temos a:

Definicao 2.1.2 Seja S C R um subconjunto limitado superiormente em R.
Diremos que ¢ € R € o supremo do conjunto S se:

1. c € um limitante superior do conjunto S;

2. ¢ é o menor dos limitantes superiores do conjunto S.
Neste caso denotaremos c, por sup(S).

De modo semelhante temos a:

Definicao 2.1.3 Seja S C R limatado inferiormente em R.
Diremos que d € R é o infimo do conjunto S se:
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1. ¢ é um limitante inferior do conjunto S;

2. ¢ é o mario dos limitantes inferiores do conjunto S.
Neste caso denotaremos d, por inf(S).

Com isto temos o:

Axioma 2.1.3 (Axioma de Completitude) Todo subconjunto S de R, que é limi-

tado superiormente terd supremo em R.

Observacao 2.1.3 Como consequéncia seque que todo subconjunto S de R, que é
limaitado inferiormente terd infimo.
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio par o leitor.

Para finalizar temos a:
Proposicao 2.1.1 Sejam L e U dois subconjuntos, nao vazios, de R tais que
R=LuU
e para cada l € L eu e U, temos que
1<u.

Entdo ou L tem maior elemento, isto €, existe max(L), ou U tem menor ele-
mento, isto €, exriste min(U).

Demonstragao:
Deixaremos a demonstracdo deste resultado como exercicio para o leitor

2.2 Numeros Naturais e Racionais

Comegaremos esta segdo pelo:

Teorema 2.2.1 (Principio da Definicao Recursiva) Sejam X um conjunto nédo
vazio, f: X — X uma fun¢do e a € X fizado.
Entdo existe uma unica sequéncia (X, )neny em X, tal que

x1=a e Xy ="F(xi), paracada i€{1,2,3,---}.

Demonstracgao:
Para mostrar a existéncia de tal sequéncia basta definirmos:

x1=a, x=f(x)="F(a), x3="F(xx)="~F(f(a)),---

A demonstracdo da unicidade serd deixada como exercicio para o leitor.
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Observacao 2.2.1

1. Notemos que, aplicando-se o Teorema acima a funcao f: R — R, dada
por
f(x) =x+1, paracada x€R e a=1,

seque que existe uma unica sequéncia (X, )nen,de modo que

X]Z],
xz:f(1):2:1+1:x1+1,
X3:f(2):3:2—|—1:X2—|—1,

° )

Xn=fM)=n+1=x,1+1,
)
ou seja, eriste uma unica funcdo @ : N — R, tal que
em+1)=@n)+1, para cada n € N. (2.1)
Para ver isto basta considerarmos
¢=fog,
onde a fung¢do g:N — R é dada por

g(n) =x,, paracada mneN,

2. A aplicagdo ¢, dada por (ED), € estritamente crescente.

Devemos mostrar que para p,q € N, satisfazendo

p<gq, deveremos ter @(p)< ¢(q). (2.2)

Para 1sto notemos que, do fato que p < q, podemso encontrar n € N, tal que

q=p-+nmn.

Assim, (E2) serd equivalente a

@(p) < @(p+n), para cada neN. (2.3)

Para mostrar esta identidade, utilizaremos indugdo sobre n:
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(a) notemos que para n =1 a afirmagdo (E4) valerd, pois

o(q)=oep+1)

2 op)+1

> @(p).

(b) se a afirmagdo (E33) ocorre para n =k, mostremos quu ela ocorrerd para
n=k+1.

Para tanto, notemos que se (E3) ocorre para n =k, temos que
o(p+%) > o(p). (2.4)

Logo

elp+ (k+NDl=0llp+k)+1]

)

—

B nd

=o@p+k)+1

(=2)

o(p) +1
e(p),

Vo

mostrando que (E3) ocorred para n = k + 1, completando a demons-
tracao.

Portanto a fungdo @ € estritamente crescente.

Em particular, a funcdo ¢ : N — N é injetora.

. Também por indugdo, podemos provar que

ep+qg)=0p)+elq) e op-q9 =) -o(q), para p,qeN. (2.5)

A verificacao destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

. Logo, de ., @. e @. segue que a aplicacdo ¢ : N toR, dada por (), serd

injetora, preserva a ordem <, a adi¢cdo e a multiplicagdo de N.

Assim nds podemos identificar o conjunto N com o subconjunto @(N) C R.

. Tomando a diferenca de elementos de N, obteremos os elementos do conjunto

Z e tomando-se o quociente de elementos, ndo nulos, de 7Z, obteremos os
elementos do conjunto Q.

Lembre-se que a aplicacdo ¢ preserva as operagoes + e - de N.

Logo podemos resumir as consideragdes acima na:
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Proposicao 2.2.1 Todo corpo ordenado contém os conjuntos N, Z e Q.
Mazs precisamente, contém um subconjunto que é isomorfo a cada um destes.

Um outro resultado importante é dado pelo:

Teorema 2.2.2 (Axioma de Archimedes) Dado x € R, podemos encontrar n € N
tal que

X <M. (2.6)

Demonstracao:
Consideremos
S={keN;k<x}. (2.7)
Como o conjunto S € limitado superiormente (pois x é um limitante superior do
conjunto S) segue que, do axioma 713, que existe sup(S) € R.

Como sup(S) é o menor limitante superior do conjunto S, segue que sup(S) — 5 nao
podera ser limitante superior do conjunto S, isto é, existe k € S tal que

1
sup(S) — 7 < k. (2.8)

Assim

(=3 1

k+1 > sup(S)—z +1
=sup(S) + !
> sup(S),
logo, da defingdo de supremo, teremos: (k+1)&S.

Notemos que
k+1eN e (k+1)¢S.

Portanto, deveremos ter
x<k+1=n,

como queriamos demonstrar.

Como consequéncia temos o:

Corolario 2.2.1 Se x,y € R sdo tais que x <y, entdo podemos encontrar v € Q,
de modol que

X<T<Y. (2.9)
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Demonstracgao:
Suponhamos, primeiramente, que

0<x.

Como x <y, pelo Axioma de Archimedes (isto é, o Teorema 2223), podemos encon-
tar g € N tal que

1

(y—x)7 <q

ou, equivalentemente: a <y-—x,

1
ou ainda, x—Yy < “q (2.10)

Consideremos
il n
S = {n eN;y< a}

=neN;y-q<n} (2.11)

que é um conjunto ndo vazio (pelo Axioma de Archimedes, isto é, o Teorema 23,
aplicado a x =y - q), estd contido em N e tem portanto tem um menor elemento, que

denotaremos por
p = min(S). (2.12)

Entao, como
p = min($) = sup($),

segue que

p—1<y-q<p,

—1
e como g € N, é o mesmo que: % <y < % (2.13)
Notemos que:
x=y—(y—x
=y+(x—y)
EF)e(@Emp l
qa q
—1 @D
= pT < Y,
p—1

ou seja, X < 4 <vy. (2.14)
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Considerando-se

de (C14) segue que (29).

. p—1

rT=—

q

€Q,

43

Se x < 0, pelo Axioma de Archimedes (isto é, o Teorema E2J), podemos encontrar

n € N, tal que

—x <mn,

ou se€ja,

O<x+n.

Logo, pela primeira parte da demonstragdo, segue que existe r’ € Q tal que

assim

n+x<rv' <n+y,

r=r'—meqQ

satisfaz (EZd), completando a demonstragdo.

2.3 Numeros Reais Estendidos

Observacao 2.3.1

1. Como veremos mais adiante serd importante estendermos o conjunto dos
numeros reais, adicionando-se o simbolos +o0o e —oo.

Tal conjunto serd denotado por R*, ou seja,

R* = R U {400, —0o0}

e serd denominado conjunto dos ntiimeros reais estendidos.

2. Podemos estender a ordem < de R, ao conjunto R*, da seguinte forma:

3. Podemos estender as operagdes bindrias + e -

sequinte forma:

—00 < X < 400,

para todo

x €R.

de R, ao conjunto R*, da

x+o00o=+400, para x€R,

X—o00o=—00, para Xx€R, (2.15)
x-00 =00, para x>0,

x-00=—00, para x<O0O,

00 + 00 = 00,

— 00— 00 = —00,

00 - 00 =00,

00 - (—o0) = (—00).00 = —00,

(—00) - (—o0) = o0,
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4. As expresssoes
co—o0o0, —oo+oo e 0-00
ndo estdo definidas.

No lwvro Royden temos, por defini¢do, que
0-(+00) =0-(—00) =0.
5. Observemos que se S C R*, entdo sempre existirao
sup(S) e inf(S)
e, além disso, podemos ter
—oo =inf(S) e sup(S) = oo.

Por convengao
sup() = —oo.

2.4 Sequéncias de Numeros Reais

Comegaremos pela:

Definicao 2.4.1 Diremos que a sequéncia (X,)neny em R € convergente em R, | se
existe L € R, de modo que, dado € > 0, podemos encontra N, = N,y(¢) € N, de modo
que para

n>N,, teremos [x,—1l<e¢. (2.16)
Observacao 2.4.1

1. Pode-se mostra que se (X,)neny em R € convergente em R, entdo o mumero
real 1 serd o unico com a propriedade acima.

A verificagcao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

2. Neste caso, o numero real 1, serd dito dito limite da sequéncia (X, )neny €
denotado por

limx, , ou lim x,, ou ainda X, — 1.
n—oo

3. Logo, da Definigdo [E-Z-1, seque que

l = lim x,,
n—oo

se, e somente se, dado ¢ > 0, no mdzrimo, um numero finito de termos
da sequéncia ndo sdo maiores que L — e e menores que 1+ ¢, ou seja, na@o
pertencem ao intervalo

(l—e,l+¢).
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4. Também , da Definicdo E-Z-1, seque que se

l= lim x,,
n—oo
entdo dado ¢ > 0 um numero infinito de termos da sequéncia (X,)nen, PET-
tencem ao intervalo

(l—e,l+¢).

5. Notemos que nao wale a reciproca da afirmag¢do acima.

Para ilustra isto podemos considerar, por exemplo, a sequéncia ((—1)™)nen
que nao é convergente em R, mas tem a propriedade acima.

Temos também a:

Definigao 2.4.2 Dada a sequéncia (X, )neny em R, diremos que l € R € um ponto de
acumulagao da sequéncia (X, )nen, Se dado € > 0, existem infinitos termos distin-
tos da sequéncia (xn)nen, que sGo maiores que L — e e menores que L+ ¢, ou seja,
existem infinitos n € N tais que

Xn€(l—¢e,l4+¢).
E a:

Definicao 2.4.3 Diremos que a sequéncia (X, )neny em R € uma sequéncia de Cauchy
em R , se dado € > 0, podemos encontrar N, = Ny(¢) € N de modo que para

n,m>N,, teremos [x,—Xnl <Et. (2.17)
Com isto temos o:

Teorema 2.4.1 (Ciritério de Cauchy para Sequéncias) Uma sequéncia (Xn)nen
em R € convergente em R se, e somente se, a sequéncia (X,)neny em R € uma
sequéncia de Cauchy em R.

Demonstragao:
Deixaremos a demonstracdo deste resultado como exercicio para o leitor.

Observacao 2.4.2

1. Podemos estender a Defini¢cdo para o caso

l=o00,
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da sequinte forma: diremos que
lim x,, = o0,
n—oo

se dado k € N, podemos encontrar N, = Ny(k) € N ,tal que para

n >N, teremos x, > k. (2.18)

. De modo semelhante estender a Defini¢cao para o caso

l=—o0,
da sequinte forma: diremos que
lim x, = —o0,
n—oo

se dado k € N, podemos encontrar N, = Ny (k) € N, tal que para

n>N,, teremos x,<—k. (2.19)

. Com 1sto podemos estender a Defini¢cdo de convergéncia de uma sequéncia

para incluir os itens 0. e B. acima.

Estes seriam os casos de convergéncia de uma sequéncia em R*.

. Podemos estender a Definicdo B 7.4, da sequinte forma: diremos que

l=+o0

¢ um ponto de acumulagao da sequéncia (x,)nen, Se dado K € N, existem

infinitos termos distintos da sequéncia maiores que K, ou seja, existem infi-
nitos n € N tais que
xn > K.

. Podemos estender a Defini¢cdo E-Z.4, da sequinte forma: diremos que

l=—00

¢ um ponto de acumulagao da sequéncia (x,)nen, se dado K € N, existem
infinitos termos distintos da sequéncia menores que g, ou seja, existem infi-
nitos n € N tais que

xXn < —K.
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6. Diremos que uma sequéncia (Xn)neny de R (ou R*) € crescente, se

Xn < Xni1, para cada mn e N,

7. De modo semelhante, diremos que uma sequéncia (xn)nen de R (ou R*) é
decrescente, se

Xn > Xn+1, para cada mn e N,

8. Se a sequéncia (Xn)neny de R (ou R*) for crescente ou decrescente, diremos
que ela € uma sequéncia mondtona.

9. Sel= lim x, e a sequéncia (Xn)neny de R (ou R*) for crescente escreveremos

n—oo

xn T L.

Por outro lado, se a sequéncia (Xn)ney de R (ou R*) for decrescente, escre-
veremos

Xn L L.

Podemos agora introduzir a:

Definigao 2.4.4 Seja (Xn)neny uma sequéncia de R (ou R*).
Definimos o limite superior da sequéncia (X, )necn, denotado por

limx, ou limsupx,,
n—o0 n—oo

como sendo:

lim x,, = inf [sup xk] . (2.20)

n—oo neN | k>n

De modo semelhante, definimos o limite inferior da sequéncia (x,)ncn, deno-
tado por

limx, ou liminfx,,
n—oo n—oo

como sendo:

lim x, = sup |inf xx

e aupmt o2

Com isto temos a:

Proposicao 2.4.1 Sejam (Xn)nen € (Yn)nen Sequéncias de R (ou R*).
Entao:
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1. teremos
limx,=1eR

n—oo

se, e somente se, dado ¢ > 0, podemos encontrar N, = N,(¢) € N, tal que
se n>N,, teremos x,<l+e¢,
e dado N € N, podemos encontrar K, = K,(¢) € N, com K, > N, de modo que

1,—€<XKO.

2. teremos

limx, =00 € R
n—oo

se, e somente se, dado K > 0 e N € N, podemos encontrar m € N, com
m > N, de modo que

Xm > K.
3. temos:
lim (—x,) = — lim x,, .
n—oo n—oo
4. temos:
Iimx, < limx,.
n—oo n—oo
5.

lim x, =1 R"

n—oo
se, e somente se,
limx, = limx, = 1.

n—oo n—oo
6.
lim x; + limy, < lim (X, +Yn)
n—oo n—oo n—oo
< lim (%n +Yn)
n—oo
< limx, + limx,, .
n—oo n—oo
Demonstragao:

Deixaremos as demonstragdes das afirmagdes acima como exercicio para o leitor.
OJ

Observacao 2.4.3 Temos uma caracteriza¢cdo andloga a dada nos item 0. e B.
acima para o caso do limite inferior, que deizaremos a cargo do leitor a sua
elaboragcao e demonstragado.
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2.5 Conjuntos Abertos, Fechados em R

Definicao 2.5.1 Sejam a,b € R.
Definimos o intervalo aberto (a,b) como sendo o sequinte subconjunto de R:

(a,b) ={x € R; a<x<b}.

Definimos o intervalo aberto (a,o00), como sendo o sequinte subconjunto de

(a,00) ={x € R; a < x}.

Definimos o intervalo aberto (—oo,b), como sendo o sequinte subconjunto de

(—o00,b) ={x € R; x < b}.

Definimos o intervalo aberto (—oo,00), como sendo o sequinte subconjunto de

(—o0,0) =R.

Definimos o intervalo fechado [a,b], como sendo o sequinte subconjunto de R:

[a,b] ={x e R; a <x < b}.

Definimos o intervalo fechado [a,00), como sendo o sequinte subconjunto de

[a,00) ={x € R; a < x}.

Definimos o intervalo fechado (—oo,b], como sendo o sequinte subconjunto de

(—oo,b] ={x € R; x < b}.

Definimos o intervalo semi-aberto (a,b] , como sendo o sequinte subconjunto
de R:

(a,b] ={x eR; a<x<b}.

Definimos o intervalo semi-aberto [a,b), como sendo o sequinte subconjunto
de R:

[a,b) ={x e R; a <x<b}.
Com isto podemos introduzir a:

Definigao 2.5.2 Seja O # () um subconjunto de R.
Diremos que o conjunto O € aberto em R, se para cada x € O, podemos en-
contrar & > 0, tal que sey € R, satisfaz

ly—x| <o

deveremos ter y € O.
O conjunto () serd, por definicdo, aberto em R.
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Observacao 2.5.1

1. Como consequéncia das Definigcdes 51 e B2 3, seque que O C R é um
subconjunto aberto em R, se cada ponto x € O, possur um intervalo aberto,

que wtndicaremos por L, tal que

xel, CO.

Na verdade temos que
L =(x—06,x+9)
para algum & > 0.

2. Em particular, todo intervalo aberto € um subconjunto aberto de R.

A verificagdo deste fato serd deirada como exercicio para o leitor.

3. 0 conjunto R também é um subconjunto aberto de R.

Temos a:

Proposicao 2.5.1 A interseccao de dois subconjuntos abertos de R é um subcon-
jJunto aberto de R.

Demonstracgao:
Sejam O;, O, dois subsconjuntos abertos de R.
Se

O]ﬂOz:(b

nada temos a fazer pois, pela Definicdo 53, este serd um subconjunto aberto de R.
Por outro lado se
0,N0O; # @,

consideremos
xe0;N0,;.

Como x € O; e O; é um subconjunto aberto de R, existe 6; > 0 tal que se y € R
satisfaz
ly —x| < &;, deveremoster ye O;. (2.22)

De modo semelhante, como x € O, e O, é um subconjunto aberto de R, existe 6, > 0
tal que se y € R satisfaz

ly —x| < d,, deveremoster ye O,. (2.23)

Seja
0 =min{45,} > 0. (2.24)
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Logo se y € R satisfaz

| <5 () {61 entdo, de (222), segue que y < Oy,
Yy—x >

5, entdo, de (EZ23), segue que y € O;.

mostrando que y € O; N Oy, ou seja, O; N O, é um subconjunto aberto de R.

Como consequéncia temos o:

Corolario 2.5.1 A intersecc¢do finita de subconjuntos abertos de R, é um subcon-
jJunto aberto de R.

Demonstracgao:
Segue da Proposicdo 51 acima, tomando-se dois a dois conjuntos, ou melhor,
utilizando-se de indugdo sobre o ntimero de conjuntos.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
O

Observacao 2.5.2 O Coroldrio acima pode, em geral, ser falso se trocarmos
a palavra finito por qualquer.
Um exemplo que ilustra 1sso € o sequinte: para cada n € N consideremos

0= (-1.1).
nn

Para cada n € N, temos que o conjunto O, € subconjunto aberto de R (veja o
item @. da Observagdo EZ51).
Porém
() On ={0}
neN
que nao é um subconjunto aberto de R.
Dewzaremos a verificagcao destes fatos como exercicio para o leitor.

Um outro resultado importante é dado pela:

Proposicao 2.5.2 A reunido qualquer de subconjuntos abertos de R, é um subcon-
jJunto aberto de R.

Demonstragao:
Seja A um conjunto e suponhamos que, para cada A € A, o conjunto O, é um
subconjunto aberto de R.
Mostremos que
u=|Jo,
AEA

é um subconjunto aberto de R.
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Se U = () nada temos a fazer pois, pela Definicio 52, este serd um subconjunto
aberto em R.
Caso contrario, ou seja, se U # (), para x € U, segue que existe A\g € A, tal que

XEO)\O.

Como o conjunto O,, é um subconjunto aberto de R, existe > 0, tal que sey € R
satisfaz
ly—x| <o, deveremoster ye€ 0, C U 0, =1, (2.25)
AEA
mostrando que o conjunto U é um subconjunto aberto de R, completando a demons-
tragao.
O
Da Proposigao IZ5 acima segue que a reunido qualquer de intervalos abertos de R
serd um subconjunto aberto de R.
O resultado a seguir nos fornece uma reciproca, mais forte, dessa afirmagao.

Proposicao 2.5.3 Todo subconjunto aberto, ndao vazio, de R é a reunido finita ou,
no mdzrimo, enumerdvel de intervalos abertos disjuntos.

Demonstracgao:
Seja O um subconjunto aberto, ndo vazio, de R.
Como o conjunto O é aberto em R, para cada x € O, existem y,z € O tais que

(z,x),(x,y) € O. (2.26)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Sejam

b=sup{yeO;(x,y) €O} e a=inf{zeO;(z,x)CO}. (2.27)

“u =L

Notemos que existem o supremo e o infimo do conjunto U em R*.
Notemos que
a<x<b,

assim
I, = (a,b)

é um intervalo aberto contendo o ponto x.
Por outro lado, notemos que

I, = (a,b) C O, (2.28)
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De fato, pois se w € I, poderemos ter as seguintes situagdes:

se w=x, segueque w=x¢cO;
se x<w<b, (2.29)
se a<w<Xx. (2.30)

Mostraremos que se (E229) ocorrer deveremos ter w € O.
O caso que (E=30) é semelhante e serd deixado como exercicio para o leitor.
Como b = sup(U), segue que existe y € O, tal que

(=)
x < w<y e (x,y)CO.

€ assim
mostrando que

Afirmamos que
begO. (2.31)

Suponhamos, por absurdo, se b € O.
Entao, como o conjunto O é aberto em R, existird ¢ > 0 tal que

(b—E,b—l—F,) QO,
em particular,
(x,b+¢) <O,

contrariando o fato que b = sup(U).
De modo semelhante pode-se mostrar que

agO. (2.32)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Consideremos a colecdo formada por todos os intervalos abertos

{I,; x € O}.

Observemos que se x € O, entdox € I, e [, C O.
Logo temos que
0=JIL. (2.33)
xe0

Sejam (a,b) e (c,d) dois intervalos da colegdo acima, que tenham um ponto em
comum.
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Assim, deveremos ter

Como em (E=2T), temos que

cgZ0,
ou seja,
(=)
cé(a,b) C O.
Portanto deveremos ter
c<a.

De modo semelhante, de (E232), temos que a ¢ O e isto implicard que
a¢(a,b)

e assim deveremos ter
a<c, ouseja, c=a.

De modo andlogo, mostra-se que
b=d.

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Portanto deveremos ter:
(C)d) = (Cl,b) .

Conclusao: dois intervalos da colecdo
{Ii; x € O}

ou sdo disjuntos ou coincidem.

Portanto podemos escrever o conjunto aberto O, como uma reunido disjunta de
intervalos abertos I, para x € O’ C O.

Se o conjunto O’ for finito nada temos a fazer.

Se o conjunto O’ é ndo finito, observemos que cada intervalo I, com x € O’, contém,
como consequéncia do Axioma de Archimedes (ou seja, o Coroldrio Z227T), um ntimero
racional, ou seja, para x € O’ temos

I,— Q.

Como o conjunto O pode ser escrito como uma reunido disjunta de intervalos disjun-
tos L, segue que podemos encontrar uma correspondéncia injetora entre os intervalos
abertos disjuntos I, com um subconjunto, ndo finito, de QQ, ou seja, um conjunto enu-
merdvel, e portanto (do Teorema [Z) uma reunido serd enumerdvel, completando a
demonstragao.

O

Temos também o:
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Proposicao 2.5.4 (Teorema de Lindel6f) Sejam A um conjunto ndo vazio e co-
nisderemos o conjunto

€ ={0x; Or C R aberto, para cada A € A}.

Entdo existe uma subcole¢do enumerdvel {O;; i € N} da cole¢do €, tal que

Jo: =[]0
i=1

Demonstracgao:
Notemos que, se O, = () para todo A € A, nada temos a fazer.
Consideremos agora o caso que O, # (), para algum A € A.

Seja
u=|Jo,
AEA
ex e U
Entdo, exite A, € A, tal que x € O,,.
Como o conjunto O,, é um subconjunto aberto de R, existe um intervalo aberto,
que indicaremos por I,, de R tal que

XEIXQO)\O.

Do Corolério 21, segue que podemos encontrar um intervalo aberto J, de R, com
extremos racionais, tal que
XG]ngXgO)\O.

Como a colegdo formada pelos intervalos abertos com extremos racionais é um con-
junto enumerdvel (pois é uma reunicdo enumerdvel), segue que a colegdo {J,; x € U}
serd enumerdvel e

u=J7J..

xeu
Para cada x € U, escolha o conjunto O, que contenha o conjunto J,, que denotaremos
por O;, assim teremos
u=_Jo:.

ieN
Logo esta subcolegdo {O;; i € N} de ¥ tem as propriedades requeridas, completando

a demonstragao.
!

A seguir introduziremos a:

Definicao 2.5.3 Seja ECR e x, € R.
Diremos que o ponto x, € um ponto aderente do conjunto E em R, se dado
& >0, podemos encontrar y € E, tal que

[y —xo| < 8.
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Observacgao 2.5.3

1. Pode-se mostrar que x, € R € ponto aderente do conjunto E em R se, e
somente, se cada intervalo aberto de R, que contenha o ponto x,, também
contém, pelo menos, um ponto do conjunto E.

Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.

2. Sex, € E, entdo seque que o ponto x, serd ponto aderente do conjunto E em
R.

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 2.5.4 Seja E C R.
Definimos o fecho do conjunto E em R, denotado por E, como sendo o con-
jJunto formado por todos os pontos aderentes do conjunto E em R.

Com isto temos a:

Proposicao 2.5.5 Sejam A,B C R.
Temos:

1. ACA;

2. se A C B, entdo

>
N
F”

3. AUB=AUB.
4. E é o menor subconjunto fechado de R, que contém o conjunto E.

Demonstragao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificacdo das propriedades ., B. e B..
Para mostrar a propriedade 3., observemos que como

ACAUB,
logo de B., segue que
ACAUB
De modo andlogo temos que
BC AUB,
ou seja,
AUBCAUB.

Para mostrar a outra inclusdo, notemos que se x ¢ A U B, segue que

xZA e x¢B.
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Como x ¢ A, da Definigdo Z53, segue que podemos encontrar &; > 0, tal que
ndo existe ye A, talque [y—x| < (2.34)
e, de modo semelhante, como x ¢ B, podemos encontrar &, > 0, tal que
ndo existe ye€B, talque |y—x|<?9;. (2.35)

Conisdertemos
d = min{6;,6,} > 0.

Logo, como & < &7, 0,, de (E33) e (E3H), segue que
ndo existe ye€ AUB, talque [|[y—x[<?d
que, pela Definicdo 53, é equivalente a dizer que
xZAUB,

mostrando que

AUBCAUB,

completando a demonstragao.

Podemos agora introduzir a seguinte definicdo:

Definicao 2.5.5 Diremos que F C R € um conjunto fechado em R se

F=F.
Observacao 2.5.4

1. Se F C R temos, do item 0. da Proposi¢cao acima, segue que

FCF.

Logo um condi¢cdo necessaria e suficiente para que F C R seja fechado em
R, serd

FCF,

1sto €, que, pela Defini¢do 5.4, é o mesmo que dizer que o conjunto F
contém todos os seus pontos aderentes.

2. Notemos que o conjunto vazio () e R sGo subconjunto fechados de R.

A verificagcao destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.
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3. Temos também que os intervalos
[a,b], [a,o00) e (—o0,b]

sdo subconjuntos fechados de R.

A verificagcdo destes fatos serd deizada como exercicio para o leitor.

Temos agora a:

Proposicao 2.5.6 Seja E C R.
Entdo E é um subconjunto fechado de R, isto é,

E=E.

Demonstragao:
Notemos que, do item [. da Proposicdo Z51 acima, segue que

ECE.

Logo, para completar a demonstragdo, basta mostrar a outra incluséo.
Para tando, seja x € E, isto é, x é um ponto aderente do conjunto E.
Da Definigdo 53, segue que dado & > 0, podemos encontrar

_ )
yek, talque |y—x|<z. (2.36)

Como y € E, novamente da Definigio 53, podemos encontrar

d
ze€E, talque |z—y|<§. (2.37)

Logo, de (E=38) e (E=30), segue que existe z € E tal que

lz—x|=|(z—y)+ (y — x|

des. triangular

lz—yl+ Ny —x
(=m)e (2=2) & O
272
=3, (2.38)

que, pela Definigdo 53, podemos concluir que x € E, mostrando que

malll

CE,
completando a demonstragao.

Temos também a:
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Proposicao 2.5.7 Se os conjuntos Fi,F, sGo subconjuntos fechados de R, entdo o
conjunto Fy UF, também serd um subconjuto fechado de R.

Demonstragao:
Observemos que, do item B. da Proposicao 51, segue que

FUR=RUR ™S RUR,
mostrando, pela Definigdo 51, que F; UF, é um subconjuto fechado de R, completando
a demonstragao.
O

Observacao 2.5.5 Como consequéncia da Proposi¢cao acima, podemos mos-
trar que a reunido finita de subconjuntos fechados de R, serd um subconjunto
fechado de R.

Porém a reunido de uma cole¢do qualquer de subconjuntos fechados de R pode
nao ser é um subconjuto fechado de R.

Dewzaremos a cargo do leitor a verificacdo da primeira afirma¢do € a cons-
trugcdo de um exemplo que mostre que a sequnda afirmacdo é verdadeira.

Para a intersecgdo temos a:

Proposicao 2.5.8 A intersecgdo de uma colegdo qualquer de subconjuntos fechados
de R, serd um subconjunto fechado de R.

Demonstracgao:
Consideremos

¢ ={F; o conjunto F é um subconjunto fechado em R}.

Mostremos que o conjunto
MF
Fe@
é um subconjunto fechado de R.
Se um dos elementos de € é o conjunto vazio, entdo

Nr-o.

Fet
que, pelo item O. da Observagdo IZ54, é um subconjunto fechado de R.
Portanto podemos supor que nenhum elemento de % é o conjunto vazio.

Consideremos, x € ﬂ F, isto é, o ponto x é ponto aderente do conjunto ﬂ F.

Fev Fe?
Logo, dado ¢ > 0, podemos encontrar

yees, talque |y—x|<e.
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Notemos que y € F, para cada F € € e [y — x| < 0, ou seja, o ponto x é ponto
aderente do conjunto F, ou ainda, x € F, para cada F € ¢.
Como o conjunto F é um subconjunto fechado em R, segue que, para cada F € ¥,
teremos:
x €F=F, ouseja, x¢€ ﬂF,
Few

mostrando que
- item 0. da Observagdo 54 ——

(NFS(F C F,

Fev Fev Fe?

isto é,

que, pela Proposicdo EZ5H, implica que o conjunto m F é um subconjunto fechado de
153
R, como queriamos demonstrar.
O

Temos também a:

Proposicao 2.5.9 Seja A C R. O conjunto A é um subconjunto aberto de R se, e
somente se, o conjunto A é um subconjunto fechado de R.

Demonstragao:

Se A = (), segue que A® = R e assim, da Defini¢do 53, do item B. da Observagio
IETe do item B. da Observagdo 54 segue A e © serdo subconjuntos abertos e fechados
em R.

Suponhamos que o conjunto A # () é um subconjunto aberto de R.

Logo para cada x € A, podemos encontrar §, > 0, de modo se y € R satisfaz

ly —x| < 8., deveremoster yecA.

Notemos que, o ponto x nao pode ser ponto aderente de A€, pois ndo existe z € A€,
tal que
|z — x| < d,.

Portanto o conjunto A¢ contém todos os seus pontos de aderéncia, ou seja, o conjunto
A€ serd um subconjunto fechado de R.

Por outro lado, se o conjunto A¢ é um subconjunto fechado em R e x € A, entdo o
ponto x nao pode ser ponto aderente do conjunto A em R.

De fato, suponhamos por absurdo, que x € A é ponto aderente do conjunto A€, isto
é, x € AC.

Como o conjunto A® é um subconjunto fechado de R, segue A¢ = A° e portanto

XEANA=ANA=0,
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0 que seria um absurdo.
Como x € A ndo é ponto aderente do conjunto A€, segue que existe & > 0, tal que
ndo existe z € A¢ satisfazendo
lz—x|] <&,

ou seja, se

yeR satisfaz |[y—x[ <9,

deveremos ter y € A, mostrando que o conjunto A é um subconjunto aberto de R,
completando a demonstragéo.
O

Observacao 2.5.6 O resultado acima € equivalente a: o conjunto F é um subcon-
jJunto fechado de R se, e somente se, o conjunto F¢ é um subconjunto aberto de
R.

A demonstragdo deste serd deixada como exercicio para o leitor.

Para o préximo resultado precisaremos da:

Definicao 2.5.6 Sejam A um conjunto ndo vazio e B C R.
Diremos que uma cole¢do {Oy; A € A}, formada por subconjuntos de R, é uma
cobertura do conjunto B se
BC | JOs.

Neste caso diremos que a colegdo {Oy : A € A} cobre o conjunto B.

Na situagdo acima, se Q C A e a colegdo{O; w € Q} ainda cobre o conjunto B,
diremos que a cobertura{Oy; w € Q} € uma subcobertura da cobertura {Oy; A € A}
do conjunto B.

Se a colegao {Oy; A € A} € uma cobertura do conjunto B e, para cada A € A\, o
conjunto O, € um subconjunto aberto de R, diremos que a colegdo {Oy; A € A} €
uma cobertura aberta do conjunto B.

Se a colegcdao {Oy; A € A} € uma cobertura do conjunto B e, para cada A € A\, o
conjunto Oy € um subconjunto fechado de R, diremos que a colegcdo {Or; A € A} €
uma cobertura fechada do conjunto B.

Se a colegdo {O\; A € A} é uma cobertura do conjunto B e o conjunto A é um
conjunto finito, diremos que a colegcdo {O,; A € A} € uma cobertura finita do con-
—bf junto B.

Com isto temos o:

Teorema 2.5.1 (Teorema de Heine-Borel) Seja F um subconjunto fechado e li-
matado de R.
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Se a colegcdo € = {Ox; A € A} é uma cobertura aberta do conjunto F, entdo
existe uma subcobertura finita da cobertura {O,; A € A} que ainda cobre o conjunto
F, mais precisamente, existem

01)OZ>"' ,OnE{O)\;AE/\},

tais que
FclJos.
i=1

Demonstracgao:
Notemos que se o conjunto F é o conjunto vazio nada temos a fazer.
Logo, podemos supor que

F£0.

Suponhamos, primeiramente, que o conjunto F é um intervalo fechado [a,b] com
a,b € R, ou seja,
F=[a,b].

Seja

E={xeR;x<Dbe o conjunto [a,x]

pode ser coberto por um nimero finito de elementos de ¢’} . (2.39)

Notemos que o conjunto E é ndo vazio, pois a € E e é limitado superiormente por b.
Logo existe
c =sup(E) € R. (2.40)

Observemos que
c =sup(E) <b, assim cé€la,b].

Como
F=la,bl C Oy,
AEA
podemos encontrar A, € A tal que
c€0,,.

Como o conjunto O, 6 é um subconjunto aberto em R, podemos encontrar ¢, > O,
de modo que
(c—e,c+e) CO,,. (2.41)

Observemos que o ntimero real c —¢ nao pode ser um limitante superior do conjunto
E, pois
c—e<c=sup(E).

Logo, podemos encontrar x € E tal que

c—e<x<c,
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que, de (EZ1), implicard em

(z7)
(x,c+e)C(c—e,ct+e) C 0Oy,

63

(2.42)

Como x € E, da definigdo do conjunto E (ver (E39)), segue que existe uma colegdo

finita, que denotaremos por

tal que

que, juntamente com (1), implicard que
(=) e (2m) "
[a,c+¢)=la,x)U(x,c+¢) c UO]'UO)\O.
j=1
Portanto para

ye€le,c+e¢), com y<b deveremoster yeckE,

pois, neste caso, teremos que
[a,ylClc,c+¢),

por (EZ34), serd coberto por um niimero finito de elementos de %'
Observemos que se

z€lc,c+e), com z>c, segueque z¢E.
De fato, caso contréario, se z € E, como z > c, teriamos
z>c =sup(E),

0 que seria um absurdo.
Portanto, de (EZ3) e (EZH), segue que

c=Db.

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

Assim, de (EZ4), segue que b € E, mostrando que o intervalo [a, b] pode ser coberto

por um numero finito de elementos de % .

Se o conjunto F for um subconjunto fechado e limitado qualquer de R e ¥ =
{Ox; A € A} é uma cobertura aberta do conjunto F, como o conjunto F é limitado

em R, podemos encontrar a,b € R tais que

F C[a,b].
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Consideremos a colecao
¢ ={Or: A€ AJUF".

Como o conjunto F é um subconjunto fechado de R segue, da Proposigdo 529, que
o conjunto F¢ serd um subconjunto aberto de R.

Logo a colegdo € serd uma cobertura aberta de [a,b] (na verdade a colegdo €™ serd
uma cobertura aberta de R e, em perticular, de [a, b]).

Logo, pela primeira parte da demonstragio, segue que existem {O;,0,,---, 0y} C
¢* subecobertura finita da cobertura ¢* que ainda cobre [a, b].
Se
F*=0;,, paraalgum j,€<{1,2,, -k},
segue que a colegdo {07,072, - ,0i,1,0i,11, 0} serd uma subecobertura finita da
cobertura % que ainda cobre o conjunto F.
Se

FC¢{01»OZ>"' 3Ok}>

entdo esta colegdo serd uma subcobertura finita da cobertura 4 que ainda cobre o
conjunto F, completando a demonstracao.
OJ

Definicao 2.5.7 Um A C R que tém a propriedade que, toda cobertura aberta do
conjunto A, possui uma subcobertura finita que ainda cobre o conjunto A, serd
denominado subconjunto compacto de R.

Para finalizar, como consequéncia do Teorema de Heine-Borel (isto é, o Teorema
(E2)), temos a,

Proposicao 2.5.10 Sejam A um conjunto ndo vazio, e para cada A € /\, suponha-
mos que o cojunto F € um subconjunto fechado de R. Definamos

¢ ={F\; A € A}

Se qualquer intersecgcdo finita de elementos de ¢ é ndo vazia e um dos conjun-
tos da colegdo € ¢ limitado em R entdo

(VFr#0.

AEA

Demonstracgao:
Deixaremos a demonstragdo como exercicio para o leitor.
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2.6 Funcoes a Valores Reais Continuas de uma Variavel
Real

Comegaremos com a:

Definicao 2.6.1 Sejam E C R ndo vazio, f: E — R uma fungdo, x, € E e A CE.
Diremos que a func¢do f é continua em x,, se dado ¢ > 0, podemos encontrar
b =0(e,xo) >0 tal que, para x € E,

satisfazendo |x —X,| <&, deveremos ter |f(x)—f(x,)| <ce. (2.47)

Diremos que a fun¢do f € continua no conjunto A, se ela for uma fung¢ao

continua em cada ponto x € A.

Observacao 2.6.1 Na situacao da Definicdo 251 acima, se a fungdo f for continua
no conjunto E diremos, apenas, que ela é uma fun¢do continua.

Para o préximo resultado serd interessante introduzir a:

Definicao 2.6.2 Sejam E C R ndo wvazio, f: E — R uma funcao.
Diremos que a fungdo f € limitada no conjunto E, se o conjunto f(E) for um
subconjunto limitado em R, ou seja, exriste M > 0, tal que

If(x)] <M, paratodo xcE. (2.48)

Com isto temos a:

Proposicao 2.6.1 Sejam F um subconjunto ndo vazio, fechado e limitado de R e
f:F— R uma fung¢do continua em F.

Entdo a funcao f € limitada no conjunto F.

Além disso

max[f(F)] =sup[f(F)] e  min[f(F)] = inf[f(F)], (2.49)
mais precisamente, podemos encontrar X,,x; € F tais que
f(xo) < f(x) < f(x7), paratodo x€F. (2.50)

Demonstragao:

Mostremos, primeiramente, que a fungdo f é limitada no conjunto F.

Como a funcdo f é continua no conjunto F, dado ¢ = 1 > 0, para cada x € F, podemos
encontrar d, > 0 tal que, para x € F, satisfazenod

ly —x| < 8., deveremos ter [f(y)—f(x)|<e=T1.
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Como,

If(y)l =0 < Hly) = fx) < T,
teremos, |[f(y)| < |[f(x)|+ 1, (2.51)

para cada y € (x — Oy, X + dy).
Logo, para cada x € F, se considerarmos os intervalos abertos

Ixi(x_&mx"’_éx))
sey € [, NF, de (ZZ20), segue que
Ifly)l < [f(x)[+1, (2.52)

mostrando que a fungdo f é limitada no conjunto [, NF, para cada x € F.
Mas a colegao
{I;; x € F}

é uma cobertura aberta do conjunto F, que é um subconjunto fechado de R.
Logo do Teorema de Heine-Borel (ou seja, o Teorema E5T), segue que existe uma
subecobertura, que indicaremos por

{Ix1>IXz)"' >Ixn})

da cobertura aberta {I,; x € F}, que ainda cobre o conjunto F, ou seja

FC L. (2.53)
Seja
L =1+ max{l[f(x)|,[f(x2)l,- -+, [f(xa)l}. (2.54)
Observemos que se y € F, de (223), segue que
yel, NF, paraalgum ke{l,2,.---,n.
Logo, de (E23), segue que

IFy)l < Ifxi)| + 1
(=2)

)

mostrando que o conjunto f(F) é um conjunto limitado em R, isto é, a fungdo f é limitada
em F.
Como o conjunto f(M) é limitado em R segue que existem

M = suplf(F)] e m =inf[f(F)].
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Mostraremos que
max/[f(F)] = M.

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que
min[f(F)] = m.

Como a funcgdo f é limitada em F, segue que m € R e nosso objetivo serd mostrar
que existe
x; € F, de modo quef(x;) =M.

Suponhamos, por absurdo, que
f(x) < M = sup[f(F)], paratodo x¢&F.
Logo existe ¢ > 0, tal que
f(x) <M—e< M, paratodo xe€F. (2.55)
Da continuidade da fungdo f no ponto x, podemos encontrar 6, > 0, de modo que se

Ixi(x_éxvx‘f_éx))

para ye€ I,NF, teremos |[f(y)—f(x)le,

ou seja, —e<f(y)—"~F(x)<e,
em particular, 2f(y)—f(x) = f(y) + [f(y) — f(x)] (2.56)
=) e
=M,
ou seja, para x € ,NF, teremos f(y)< 1[f(x) + M]. (2.57)

2

Como a colegad {I,; x € F} é uma cobertura aberta do conjunto F, que é limitado
e fechado, do Teorema de Heine-Borel (ou seja, o Teorema E5), podemos encontrar
uma subcobertura, que indicaremos por

{Ix1 »Ixz y ' »Ixm}v

da cobertura aberta {I,;, x € F} que ainda cobre o conjunto F, ou seja,
m
Fc I, (2.58)
j=1

Consideremos =)
K = max{f(x;),f(xz), - f(xn)} < M. (2.59)
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Observemos que, se y € F, de (Z53), podemos encontrar k € {1,2,---, m}, de modo
que

yel, NF.
Logo, de (EZ21), segue que

(=2) 1
fly) < 7 [f (i) + M]

(z=) 1

< z(K+M
< S (K+M),

para todoy € F.

1
Portanto o niimero real 5 (K 4+ M) serd um limitante superior do conjunto f(E).

Por outro lado, notemos que

1 (e=3) 1
S(K+M) < =(M+M)
2 2

=M,

1
ou seja, o niimero real 7 (K4+ M) é um limitante superior do conjunto f(E) que é menor

que M = suplf(F)], o que seria um absurdo.
Portanto
sup[f(F)] = M = max[f(F)],

ou seja, podemos encontrar x; € F tal que
f(xq) = max[f(F)] = M = sup[f(F)],

como queriamos demonstrar.
O

Observacao 2.6.2 O resultado acima pode ser reescrito na seguinte forma: toda

z

funcao f : F — R que € continua em F, onde o conjunto F é um subconjunto
compacto de R, tem mdzimo e minimo globais em F.

Temos também a:

Proposicao 2.6.2 Seja f: R — R uma funcgao.

A fungdo f serd continua em R se, e somente se, imagem nversa de subcon-
jJuntos abertos de R serdo subconjuntos abertos em R, mais precisamente, se o
conjuto O € um subconjunto aberto em R, entdo o conjunto

f1(0) ={x e R; f(x) € O} (2.60)

serd um subconjunto aberto em R.
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Demonstracgao:

Suponhamos que o conjunto f~'(O) é um subconjunto aberto em R, sempre que o
conjunto O for subconjunto aberto em R.

Mostremos que a fungdo f serd continua em cada ponto x, € R.

De fato, dado ¢ > 0, temos que o intervalo aberto

O = (f(xo) — &,f(x0) + €) (2.61)

é um subconjunto aberto de R.
Logo, por hipétese, o conjunto f~'(O) deverd ser um subconjunto aberto em R.
Notemos que

Xo € T 1(0), pois f(x,) €O =(f(xo) —e,f(xo) +€).
Assim, deverd existir 0 > 0, tal que o intervalo aberto

I, = (X —0,% +8) Cf'(0). (2.62)

o

Logo, se y € R satisfaz
ly—xo/ <06, ouseja yel,, (2.63)

de (EED), teremos que

(£3), (2=2) e (EEm)
f(y) € O = (f(xo) — €, f(xo) + €),

ou ainda,
If(y) —fxo)l < e,

mostrando que a fungdo f é continua em x, € R.

Reciprocamente, suponhamos que a fungdo f é continua em R e que o conjunto O é
um subconjunto aberto de R.

Mostremos que o conjunto f~'(O) é um subconjunto aberto de R.

Notemos que se ' (O) = ), pela Defini¢io 53, segue que este serd um subconjunto
aberto de R.

Por outro lado, se f~'(O) # (), segue que existe x, € f~'(0), isto &,

f(x,) € O.

Como o conjunto O é um subconjunto aberto de R, podemos encontrar ¢ > 0 tal
que
(f(xo) — &, f(Xo) + 5) g O.

Da continuidade da fungdo f em x,, segue que podemos encontrar d, > 0, tal que se

ly — %ol < 0o, teremos [f(y)—f(x,)| < ¢,
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que é equivalente a dizer que se
Yy € IXO = (Xo _6»7(0 +6)

deveremos ter
fly) € (f(xo) — &, f(x0) +€) € O.

Logo, de (EZED), segue que
I, Cf(0),

mostrando que o conjunto f~'(O) é um subconjunto aberto de R, completando a de-
monstragao.
O

Temos agora a:

Definicao 2.6.3 Sejam E um subconjunto nao vazio de R e f: E — R uma func¢ado.
Diremos que a funcao f é uniformemente continua no conjunto E, se dado
¢ > 0, podemos encontrar & = 6(e) > 0 tal que para todo x,y € E que satisfazem

ly—x| <&, deveremos ter |[f(y)—f(x)|<ce. (2.64)
Com isto temos a:

Proposicao 2.6.3 Se o conjunto F é um subconjunto limitado e fechado de R e
f:F— R é uma fungdo continua em F, entdo a fung¢do f serd uniformemente
continua no conjunto F.

Demonstracgao:
Dado ¢ > 0 e x € F, da continuidade da fungdo f em x, segue que podemos encontrar
oy = d8(x,¢) >0, tal que, para x,y € F, satisfazendo

se |y—x|<d, teremos |[f(y)—Tf(x)]< % (2.65)
Para cada x € F, onsideremos o intervalo aberto
: O O

IX: (X—?,X—I—?) . (266)

Logo a colegdo {I,; x € F} serd uma cobertura aberta do conjunto F, que é limitado
e fechado em R.

Logo pelo Teorema de Heine-Borel (ou seja, o Teorema IZ51), podemos encontrr
uma subcobertura finita, que indicaremos por

{Lq )Ixz)"’ )Ixn})

da cobertura aberta {I,; x € F}, que ainda cobre o conjunto F, ou seja,

FC LnJ L, . (2.67)
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Consideremos

1
5= Smin{dy 80,8} > 0. (2.68)

Observemos que, se Y,z € F, satisfazem
ly—zl <3, (2.69)

de (ZE1), podemos encontrar k € {1,--- ,n} tal que

)
y €l , que, de (EED), é 0o mesmo que, |y —xil < ?k (2.70)

Assim, teremos que:
z—x=lz—y+y—x

desigualdade triangular

< lz—yl+ Yy —xl

@) e @) o Sy,

Logo, de (EZE3), segue que
(2.71)

f(z) — fix)l < 5, (2.72)

N| ™

ou ainda, se Y,z € F satisfazem
ly—z[ <8,

teremos:

If(z) = f(y)l = If(z) — fxi) + fxi) — Fy)l
desigualdade triangular

If(2) — )l + If () — f(y)l

() e (F7)
< +

N ™

£
2
:8)

mostrando que a fungdo f é uniformemente continua em F, como queriamos demonstrar.
O

Observacao 2.6.3 O resultado acima pode ser reescrito na seguinte forma: toda
fungdo f: F — R que é continua no conjunto F, onde o conjunto F é subconjunto
compacto de R, € uniformemente continua no conjunt F.
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Para finalizar esta segdo, temos as:

Definicao 2.6.4 Sejam E um subconjunto de R, para cadan € N, f, : E - R e
f:E — R fung¢des definidas em E, a valores reais.

Diremos que a sequéncia de fungdes (f,,)neny € pontulamente convergente para
a fungao f, em E, se para cada x € E fizado, a sequéncia de nimeros reais (f,(x))nen
for convergente para f(x) em R.

Neste caso escrevermos

fn>f, em E.

Observacao 2.6.4 Notemos que, na situacdo da Defini¢cao acima, fn 5 f
em E se, e somente se, para cada x € E fizado, dado ¢ > 0, podemos encontrr
No = No(x,¢) € N, tal que se

n>N,, teremos |f (x)—Tf(x)|<e. (2.73)
Um outro modo de convergéncia é dado pela:

Definicao 2.6.5 Na situa¢cdo da Defini¢do acima, diremos que a sequéncia de
fungées (fi)nen € uniformente convergente em para a fungao f, em E, se dado
e > 0, podemos encontrar N, = Ny(¢) € N tal que se

n>N,, temos que |fy(x)—f(x)|<e paratodo xé€E. (2.74)

Neste caso escrevermos

Observacio 2.6.5 E fdcil ver que se f, — f em E, entdo f, = f em E.

Nao wvale a reciproda afirmagdo acima, isto €, existem sequéncia de funcdes
que convergem pontulamente mas nao convergem uniformemente.

Deizaremos como exercicio para o leitor a constru¢cdo de um exemplo para esta

ultima situagdo.

2.7 Conjunto de Borel

Comegaremos pela:

Definigcao 2.7.1 A menor o-dlgebra que contém todos os intervalos abertos (a,b)
de R, serd denominada o-algebra de Borel e serd indicada por A.
Um conjunto pertencente a o-dlgebra de Borel serd denominado boreliano.

Observacgao 2.7.1
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1. Da Proposi¢do I"Z3, existe e € unica a o-dlgebra de Borel.

2. Observemos que também, da Proposi¢cao 23, existe uma, Unica, menor oO-
dlgebra, que indicaremos por €, que contém todos os intervalos fechados e
limatados [a,b] de R.

Afirmamos que a o-dlgebra €, coincide com a o-dlgebra de Borel, isto €, com
AB.

De fato, se [a,b] € um intervalo fechado, podemos escrevé-lo como:

Py 1 1
[a,b]:ﬂ (a—;,b—i-ﬁ),

n=I1

€A
~-
do ttem B. da Observacio IZ3
S

B

assim, da defini¢do da o-dlgebra de Borel, seque que [a,b] € £, ou seja,

¢ CB. (2.75)

Por outro lado, (a,b) é um intervalo aberto, podemos descrevé-lo como:

* 1 1
(aab): U |:a+_)b__1)
it n n

~-
€?
~~
do item O. daeDeﬁm'g&o —=

assim, da definicdo de o-dlgebra, seque que (a,b) € €, ou seja,

B C €, quejuntamente com (EZ@), tmplicard que, B =%

3. Seja 2 a menor o-dlgebra que contém os intervalos semi-abertos (a,b] de R.

Observemos que se (a,b] C R é um intervalo semi-aberto, podemos escrevé-lo

como:
Py 1
(a)b]: ﬂ(a)b'i_E) )
—_——

n=1
4

~~
do item B. da Observagdo =23
S .

3

assim, da defini¢cdo da o-dlgebra de Borel, seque que [a,b] € &, ou seja,

9 CAB. (2.76)
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Notemos também que o intervalo aberto (a,b) C R, podemos descrevé-lo

(aab) = D (a>b_%} )
—_—

n=1

como:

€9

~
do item B. da Definicdo 23
€ 7
asstm, da definigdo de o-dlgebra, seque que (a,b) € €, ou seja,

B C D, quejuntamente com (EZA), implicard que, B =9

4. O mesmo ocorrerd se considerarmos a menor o-dlgebra que contém os in-

tervalos semi-abertos [a,b) de R.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

5. Seja & a menor o-dlgebraque contém os intervalos abertos (a,oc0) de R.

Observemos que se (a,00) C R, podemos escrevé-lo como:

o0

(CI,OO): U(a)n)

n=l
—_——

do item . daeDeﬁnig:do u:'::(@
assim, da definicdo da o-dlgebra de Borel, seque que (a,o0) € A, ou seja,

&CA. (2.77)

Por outro lado, notemos que

= 1
[b,o0) = <b——,oo>
-5

—_—
€&

" J/

do item B. da Observagdo =23
S &

E'm particular, teremos

do item B. da Definiggo 232

(—o0,b) =[b,00)" € £ .

Logo o intervalo aberto (a,b) C R, pode ser escrito da sequinte forma:

(a>b) = (ayoo)m(_oo)b) .
€& €&

assim, da definicdo de o-dlgebra, seque que (a,b) € €, ou seja,

B C &, que juntamente com (EZC1), tmplicard que, B =6&.
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6. O mesmo ocorrerd se considerarmos a menor o-dlgebra que contém os in-
tervalos:

[} [a,oo) de R
e (—o0,b) de R
e (—0c0,b] de R.

A verificagcao destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.

Baseado nas propriedades acima introduzimos a:

Definicao 2.7.2 Um subconjunto de R que pode ser obtido como reunido enu-
merdvel de subconjuntos fechados de R serd denominado conjunto do tipo F.

Um subconjunto de R que pode ser obtido como interse¢do enumerdvel de sub-
conjuntos abertos de R serd denominado conjunto do tipo Gs.

Com isot temos o:

Exemplo 2.7.1 Sejam a,b € R com a < b.
Entdo o intervalor aberto (a,b) é um conjunto F, e o intervalo fechado [a,b]
€ um conjunto Gs.

Resolugao:
De fato, notemos que:

* 1 1
(aab):U |:a+H>b__‘| )

ou seja, (a,b) é um conjunto F; e

= 1 1
[a,b]:m <a—;,b+ﬁ) ,

n=1

ou seja, [a,b] é um conjunto G5, completando a resolugao.

Observacao 2.7.2

1. Afirmamos que todo conjunto fechado de R é um conjunto F.

A verificagcao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

2. Em particular, como cada ponto é um conjunto fechado em R, seque, do item
0. acima, que todo subconjunto enumerdvel de R é um conjunto F.
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. Notemos que a reunid@o enumerdvel de conjuntos F, serd um conjunto F;.

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

. Da Proposigdo edo Exzemplo acima , seque que todo subconjunto

aberto de R € um F;.

. Observemos também que o complementar de um conjunto F, serd um con-

jJunto Gs e vice-versa.

. Da Proposi¢ao EZ23, seque que 0s conjuntos que sao F, ou Gs sao Borelianos.

. Podemos considerar também um subconjunto de R que € do tipo (Fy)s, isto

€, um subconjunto de R que é a intersecgdo enumerdvel de conjuntos que sdo
Fs, que chamaremos de conjunto do tipo F;5 .

De modo semelhante podemos definir um subconjunto de R que € um conjunto
do tipo G;,, ou Fy5., etc. .

Assim podemos construir duas sequéncias de tipos de subconjuntos de R, a
saber do tipo:
«FU)FGB)FUZSG)"' € gé)gécygécé)"'

que serao todos elementos da o-dlgebra de Borel.

A verificagcao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

. Vale observar que existem conjunto borelianos que nao sdo de nenhum dos

tipos acima.

Deizaremos como exercicio para o leitor encontra um exemplo que 1sto ocorra.



Capitulo 3

Medida de Lebesgue em R

3.1 Introducao

Nosso objetivo principal neste capitulo é obter uma maneira de estender o comprimento
L(I) (ou a medida) de um intervalo I de R (por exemplo, se I = [a,b], ou seja, um
intervalo limitado e fechado de R, teremos l([a,b]) = b—a) a subconjuntos borelianos,

ou seja, estender a fungao
l: F - R*,

onde
F ={I;1é um intervalo de R},

ao conjunto %, isto é, a o—algebra de Borel de R.

Em principio, gostariamos de saber encontrar a "medida” de um subconjunto de R
que é, por exemplo, uma reunido enumerdvel disjunta de intervalos abertos de R.

Um modo de fazer isto seria considerar a o-algebra

Z(R)={A:ACR}
o conjunto das partes de R, e obter uma fungao
m: Z(R) — R*,
de tal modo que:

1. Se E C #(R) temos que
m(E) € [0, +o00];

2. Se I é um intervalo limitado de R entao

3. Se (E.)nen € um sequéncia de subconjuntos disjuntos em Z?(R), entéo
n (U En) 3 miE):
n=1 n=1

7
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4. Finalmente, que a funcdo m seja invariante por translagdes, isto é, se E € Z(R)
e Yy € R, definindo-se

E+y={e+y;ecElC 2(R),

deveremos ter
m(E+y) =m(E).

Como veremos mais adiante, na segdo E4., serd impossivel construir uma tal fungao.
Na verdade nao se conhece uma fungao

m: Z(R) — R*

que satisfaga as propriedades 0., 0. e 3. .
Devido a isto deveremos abrir mao de algo, a saber, diminuir o dominio da fungdo
m, s de modo que as propriedades ., B., B. e B. sejam validas neste "novo” dominio.
Como veremos mais adiante, a o-dlgebra #(R) serd substituida por uma o-algebra
menor e neste caso a fungdo

m : o-dlgebra menor — [0, +00]

que ird satisfazer 0., 3. e @ e, além disso, serd uma dita medida enumeravelmente aditiva.

Este serd nosso objetivo nas préximas segoes.

3.2 Medida Exterior em R

No que se segue vamos supor que

1:{I: 1 é intervalo aberto de R} — [0, +o0]

N~

~F

é a fungdo que nos fornece o comprimento de um intevalo aberto I € F.
Vale observar que se I é um intervalo limitado de R, teremos

1) =1u1).

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Se A C R, consideremos uma colegdo enumerdvel de intervalos abertos de R, que
inidcaremos por {I,; n € N} C F, que cobrem o conjunto A, isto é,

AgGIn.
n=1
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Para cada colegdo do tipo acima, consideremos a soma dos comprimentos dos inter-
valos abertos que compde a colegdo que cobre o conjutno A, isto é,

D ULy €0, +00].
n=1

Para cada n € N, temos
U(L,) >0,

assim estd soma estd bem definida, indepentemente da ordem com que as parcelas foram
somadas.
Com isto temos a:

Definicao 3.2.1 Na situagdo acima, definimos a medida exterior do conjunto A C R,

denotada por m*(A), como sendo o infimo das somas acima, tomado sobre todas
as possiveis coberturas por intervalos abertos do conjunto A, isto €,

m*(A) = inf {Zl(ln) A C U I., onde I, C F, para cada n € N} . (3.1)
n=1

n=1

Em particular, temos que a aplicagdo
m*: Z2(R) — [0, +o0]

estd bem definida.
Com isto temos a:

Proposicao 3.2.1 Na situa¢do da Definigdo EZ1 acima,

1. temos que

m*(0) =0; (3.2)
2. se a € R, entdo
m*({a}) = 0; (3.3)
3. se AC B CR, entdo
m*(A) <m*(B); (3.4)

4. se 1l é um intervalo de R, entdo

m*(1) = (). (3.5)
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Demonstracgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das propriedades ., B. e 3. .
Mostremos a propriedade @. .
Vamos supor, primeiramente, que I é um intervalo limitado e fechado de R, isto é,

I=[a,b].
Dado ¢ > 0, temos que
I[=[a,b]C (a—¢b+e).

Logo, da Definigdo BT, segue que

()
<

m*([a,b]) l((a—e,b+¢))

=(b+e)—(a—¢)
=b—a+ 2e.

Logo, para ¢ > 0 temos que
m*([a,b]) <b—a+ 2,

mostrando que
m*(la,b]) <b—a=1([la,b]). (3.6)

Como a fungad m* é definida como o infimo de uma soma (ver (B)), para mostrar
a outra desigualdade, basta encontrar uma colegdo de intervalos abertos de R, que
indicaremos por
{I,; n € N},

que cubra o intervalo I = [a, b], de modo que
> U >b—a. (3.7)
n=1

Para isto, observemos que, do Teorema de Heine-Borel (isto é, o Teorema D5,
toda colegdo de intervalos abertos {I,,; n € N} que cubra o intervalo fechado e limitado
I = [a, b], admite subcobertuta finita, isto é, existem

Ih)Iiz)"' ,IikE{In;TIGN},

tais que

k
I=[a,b] C|JI.
j=1
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Do fato que

k
> UL =D ULy,
j=1

n=1

81

segue que basta provar (BEZ) para uma subcolegéo finita que cubra o intervalo fechado

e limitado I = [a, b], ou seja, para
K
I = [(l,b] C UIij)
j=1

devemos mostrar que
K

> Uy >b—a.
j=1
k

Notemos que, para a € U I;;, podemos encontrar, pelo menos, um i, € {1,
j=1

que
ac Iijo .
Suponhamos que
Iiio = ((11 ,b]) .
Logo, temos que
a<a<by.
Observemos que se
b < b] )

teremos que

mostrando que (B3) ocorre.
Por outro lado, se
b < b,

entdo como
by €a,b] e by ¢ (ar,by),

(3.8)

-+ -k} tal
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segue que existe um intervalo na colegio {I,,; n € N}, que denotaremos por

L, = (az,b2),

tal que
by € I = (az,b2),
isto é:
a; < by < b,
Novamente, se
b < b2>

Segue que

b—a<b,—a

ar<a
< b;—aq

<b,—a;+ (b; —ay)
———
>0
= (by —az) + (b — ay)
= ([ar, ba]) + U[ar, bi])

k
> ULy,
j=1

IN

mostrando que (E3) ocorre.
Se
b, < b,

podemos repetir o processa acima.

Em geral, repetindo o processa acima um numero finito de vezes (pois a colegdo
{I.; n € N} é finita), obteremos uma colegdo finita de intervalos abertos da colegdo
{I,; n € N}, que indicaremos por

(a1,b1), (az,b2) -+, (ax, by),
de modo que
a; <b;;<b;, paracada ie€{1,2,---,k}, onde b,=a. (3.9)
Deste modo teremos

be (ag,by), istoé, ar<b<by.
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Assim, segue que:

j=1 i=k
= (bx —ax) + (b1 —ag—1) + -+ (b — az) + (b1 — ay)
= by — (ax _bk—1l_ (ar— +bk—zl—"' — (a; —by) —aq
<0 <0 <o
> bk_ah
pois, por (B), temos que
ai <by_,, paracada ie{l,2,---k}.
Como
b<by e ay<a, segueque by—a; >b—a,
logo

mostrando que
m*([b,a]) >b—a=1(la,b]). (3.10)

Portanto de (EH) e (BIO), segue que
m*([b,a]) =b—a=1(la,b]).

Consideremos agora o caso em que o conjunto I é um intervalo limitado (n&o fechado)
em R.
Afirmamos: dado ¢ > 0, existe um intervalo limitado e fechado

Je i,

tal que
D) —e < l(]).

Deixaremos a demonstracdo da afirmagdo acima como exercicio para o leitor.
Vale observar que temos somente uma das seguintes trés possibilidades, a saber:

I[=(a,b], I=[a,b) ou I=(a,b).



84 CAPITULO 3. MEDIDA DE LEBESGUE EM R

Logo, da primeira parte (o caso em que I é um intervalo fechado e limitado) e da
propriedade B., teremos:

UI) —e < U(])

] € um intervalo fechado e limitado *
m*(J)

JCI e a propriedade B.
< m*(I)

ICI e a propriedade B. . /T
< m (I)

T ¢ um intervalo fechado e limitado de R 1 (T)
=b—-a
= (1),
ou seja, para todo ¢ > 0 temos que
UI) —e <m*(I) < UI),

mostrando que
m*(I) = 1(I).

Finalmente, se o conjunto [ é um intervalo ndo limitado, teremos

Entdo, dado k > 0, podemos encontrar um intervalo limitado ] C I tal que
1J) = k.
Logo, pela propriedade 3., temos que
m*(I) = m*(])
J 6 um intervalo limitado de R ; 0
=k,
ou seja, para todo k > 0 temos
m*(I) >k, istoé, m*(I) =+oo=1(I),

completando a demonstragao do item H. .
O
A seguir temos a:

Proposigao 3.2.2 Seja {A.;n € N} uma colecdo enumerdvel de subconjuntos de
R.
Entao

m* (Q An) < im*(An). (3.11)

n=1
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Demonstracgao:
Se existir n, € N tal que
m” (Ano) = +00,

entdo a desigualdade (BIT) acima tornar-se-d uma igualdade, no caso
+00 = +00,

ja que do item B. da Proposi¢ao B2, temos que

& Ano CUS; An
m* <U An> 2 ] m(Ano)
n=1

= +00.
Logo podemos supor que
0<m*(A,) <o, paratodo neN.

Para cada n € N, da Defini¢do (E221) de m*(A,,) (ou seja, do fato deser um inifmo),
segue que existe uma colecdo enumeravel de intervalos abertos, que indicaremos por

{Ini; S N}’
tal que
oo o0 e
An Q Ini € l Ini § m* An + Pk 3.12
9 ; (Tni) < m*(An) + 5 (3.12)

Observemos que a colegdo {I,;; 1,1 € N} é uma colegdo enumeravel de intervalos
o0
abertos de R que cobre o conjunto U An.

n=1

Assim, da Defini¢do (BE=X), teremos:

m* (G An> < i L(Tn1)
n=1

i,n=1

= Z Z l(In,i)

=1 i=1
ET3
( < ) [m*(An) + Zi"

para cada ¢ > 0, ou seja,
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completando a demonstragao.

O
Como consequéncia temos os:
Corolario 3.2.1 Seja A um subconjunto enumerdvel de R.
Entdo
m*(A) =0
Em particular,
m*(N) =m*(Z) =m*(Q) =0
Demonstragao:
De fato, se
A={a,;neN}CR, (3.13)
entdo, da Proposicdo BEZX acima, segue que
NG == I
mi(A) ="m (U{an}>
n=1
(1) & §
< m ({an}) =0 )
e N—
do item B. da I;rcpcsigéc B=n0
completando a demonstragéo.
O
Temos também o:
Coroléario 3.2.2 O intervalo fechado [0,1] CR € ndo enumerdvel.
Demonstracgao:
Sabemos que
1([0,1]) =1>0. (3.14)

Suponhamos, por absurdo, que o intervalo fechado e limitado [0,1] C R seja enu-
merdavel.
Logo, do Coroldrio BZZ1 acima, teriamos que

item B. da ngosigz’io  convam ([O ) ”) Corolér:io  comvami ] 0

([0, 1]) m* ,
o que contraria (E14), completando a demonstragéo.

OJ

Para finalizar temos o seguinte resultado, cuja demonstracdo serd deixada como

exercicio para o leitor (Exercicios 5, 6, 7 e 8, da pagina 56, do Livro o Royden [HLH]):

Proposicao 3.2.3 Seja A CR. Entdo
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1. Dado ¢ > 0, podemos encontrar um subconjunto aberto O C R, tal que

ACO e m"(O)—e<m*(A). (3.15)

2. podemos encontrar um conjunto G C R, do tipo ¥, tal que

ACG e m'(G)=m"(A). (3.16)
3. a fungdo m* € invariante por translagao.
4. Se ACR € tal que m*(A) =0 e B C R, entdo

m*(AUB) = m*(B). (3.17)

5. Seja A=10,11NnQ e{l;; paraie{1,2,--- ,n}} € uma colegcdo finita de inter-
valos abertos que cobre o conjunto A. Entdo

> UL >1. (3.18)

3.3 Conjuntos Mensuraveis e a Medida de Lebesgue

Embora a medida exterior tenha a vantage de estar definida para todo subcojunto de
R, ela (como vimo no Exercicio 2, da pédgina 53 do Livro o Royden [HLH]) nao é
enumeravelmente aditiva, ou seja, é, em geral, é enumeravelmente sub-aditiva,
isto €, se {E,,; n € N} é uma sequéncia de subconjuntos disjuntos de R temos, em geral,
que

m* (G En) < im*(En). (3.19)
n=1 n=1

Ela tornar-se-4 enumeravelmente aditiva (ou seja, valerd a igualdade na deisgualdade
acima) se restringirmos os conjuntos para os quais calcularemos a "medida”.
Tal restricdo foi introduzida por Carathéodory e é dada pela:

Definicao 3.3.1 Diremos que E C R, é um conjunto Lebesgue mensuravel, se
para cada A C R temos a sequinte i1dentidade:

m*(A) = m*(ANE) + m*(ANE). (3.20)
A\E

Denotaremos a coleg¢do formada por todos os subconjuntos de R que sdo Lebes-
gue mensurdveis por M .

Observacgao 3.3.1
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1. Notemos que

m(A) =m"([ANEJU[ANE])

Coroldrio T2
<

m*(ANE)+m*(ANE).

Logo, seque que o conjunto E C R é Lebesgue mensurdvel se, e somente se,
m*(A) >m"(ANE)+m"(ANE®), (3.21)
para todo A C R, ou seja, (B20) serd equivalente a (B=ZI).

2. Podemos trocar E C R por E¢ C R na tdentidade (BZ0), que a mesma ndo se
altera, ou seja, o conjunto E C R tem a propriedade se, e somente se,
o conjunto E¢ C R tem a propriedade [ZZ1.

A seguir apresentaremos algumas propriedades importantes dos conjuntos Lebesgue
mensuraveis.
Comegaremos pelo:

Lema 3.3.1 Seja E C R, tal que
m*(E) =0. (3.22)
Entdo o conjunto E é Lebesgue mensurduvel.

Demonstragao:
De fato, para cada A C R, como

ANECE,
teremos
item B da Proposigdo EEZ0
m*(ANE) < m*(E)
(=) 0,
ou seja, m" (ANE)=0. (3.23)

Por outro lado, temos que
ANECCA,

assim

item B da Proposigdo 21
m*(A) 2 m*(A N E)

= W ANES) + mHANE),

isto é, o conjunto E tem a propriedade (BE=Z0) para todo A C R, mostrando, pela
Definicdo B=2, que o conjunto E é Lebesgue mensurdvel.
]
Temos também o:
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Lema 3.3.2 Sejam E;,E; C R dois conjuntos Lebesgue mensurdveis.
Entdo o conjunto E; UE, serd Lebesgue mensurdvel.

Demonstragao:
De fato, para cada A C R, como o conjunto E; C R é Lebesgue mensuravel (utili-
zando A N Ey, no lugar de A, na Definigdo EZ3) segue que

m'(ANES) =m" [(ANES) NE]+m* [(ANES) NES]. (3.24)
Mas

AN(EiUE) =[ANE]JUIANE,]
B A NEJUIANE; NEf] (3.25)

que implicard em

item B. da Proposigdo B2

m*[A N (E; UE)] < m (ANE)+m" (ANE;NE]). (3.26)
Logo

MAN(EEUE)]+m ANE UEY] =m AN (E;UE)]+m [ANESNES]

()
< mM(ANE)+m [(ANES) NE] +m*[(ANES) NES]

(77)
="m*(ANE;¢)

=m"(ANE)+m"(ANE)

E; é Lebesgue mensuravel]

= m*(A),

isto é, vale a (BE221) para E = E; UE;, ou seja, E; UE; C R é Lebesgue mensurdvel, como
queriamos demonstrar.
U

Com o Lema B2 acima e do item . da Observagdo BE=X1], segue o:
Lema 3.3.3 A colegcao .#, introduzida na Defini¢cdo T, ¢ uma dlgebra em R.
Temos também o:

Lema 3.3.4 Sejam E;,E;,---E, C R uma colegdo finita de subconjuntos disjuntos
e Lebesgue mensurdveis e A C R qualquer.

Entado
m* (AmUEi> =Y m(ANE). (3.27)
i=1 i=1
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Demonstracgao:

A prova serd feita por indugdo sobre n.

Se n =1, temos que a identidade (B=27) vale trivialmente.

Suponhamos que a identidade (E=X7) seja vdalida para uma colegdo de n — 1 subco-
juntos E;’s Lebesgues mensurdveis, isto &,

n—1 n—1
m* (Aﬂ U Ei> =Y m(ANE). (3.28)
i=1 i=1

Como os conjuntos da colegdo {E;:i=1,---,n} sdo disjuntos, temos que
n—1
E.SC| | Ei, (3.29)
i=1
assim
AmUE] Y ANE, (3.30)
n—1
AmUEi]mE;(:)AmUEi. (3.31)
i=1 i=1

Como, para cadan € N, temos que o conjunto E, é Lebesgue mesurdvel, da Defini¢do
B2, com

A=An|JE, (3.32)
i=1
segue que

m* (A N U E1> En é Lebesgg mensuravel m*(A N En) + m*(.A N Enc)
i=1

=) ( AmUE] NE ) +m*( AﬂOEi] mEJ)

i=1 i=1
n—1
=D =D (A NE,) +m* (A aly E1>

i=1

m*(ANE,) + ) m(ANE)

HI\/]:S
>
D
r'r'1

completando a demonstragao.

Podemos agora enunciar e provar o:



3.3. CONJUNTOS MENSURAVEIS E A MEDIDA DE LEBESGUE 91

Teorema 3.3.1 A cole¢do #, introduzida na Defini¢cdo =31, € uma o-dlgebra em
R.
Além disso, todo conjunto de medida exterior zero é Lebesgue mensurduvel.

Demonstracgao:

No Lema (EZ23) mostramos que a cole¢do .# é uma algebra em R.

Logo resta-nos mostrar que a reunido enumerdvel de subsconjuntos de .# é um
elemento de .#, ou seja, que reunido enumerdvel de conjuntos Lebesgue mensuraveis é
um conjunto Lebesgue mensurdvel.

Sejam {E,,; n € N} uma colegdo de subconjuntos Lebesgue mesuraveis.

Mostremos que o conjunto

EiﬁEn (3.33)
n=1

é um conjunto Lebesgue mensuravel.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que o conjunto E é a reunido disjunta
de subconjuntos Lebesgue mesurdveis, isto é, a colegdo

{En;n e N}

é uma colecdo de subconjuntos disjuntos e Lebesgue mesuraveis.
De fato, da Proposigao 23, temos que

U= Ut
n=1 n=1

onde a colegdo {B,; n € N} é dois a dois disjuntos.
Além disso, da demonstragdo da Proposigédo (veja (=) e (C=20)), temos que
B = E
~—
e
e para n > 2, teremos
BniEn\[EJ U"'UEn—1]
= En ﬂ[E1U'~'UEn_1]C E,//,
—~
€M cH

pois .# é uma &lgebra em R
Logo
B, € .#, paratodo necN.

Seja A C R e, para cada n € N, definamos

Fo=|JE CE. (3.34)
i=1
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Logo, para cada n € N, temos que F, € .Z (pois .# ¢é uma é&lgebra em R).

Ec (EE) (G En) [

-
< e

i=n+1

n c
EiNE;j=0, para i#j (U
= E;

i=1

Além disso, temos que:

=) .

Como Fy € .#, teremos:

m"(A) =m"(ANF,) + m"(ANFS)

E€CFn° e o item B. da Proposigdo B2
>

m*(ANF,)+m"(ANE®). (3.35)

Como, para cada n € N, o conjunto F, é a reunido disjunta de um nimero finito de
elementos Lebesgue mensuraveis, do Lema BE24, segue que:

m(ANF,) = (AmUE)

E;NE;=0, para 176] e o Lema EZA Zm A E. ) (336)
i=1

Logo

(E=3)
m'(A) > m"(ANnF)+m"(ANES

=) im*(AﬂEi) +m (ANES). (3.37)

i=1

Como o lado esquerdo da desigualdade (B=37) acima ndo depende de n € N, passando
o limite em (E=7), quando n — oo, obteremos:

Z “(ANE) +m*(ANES). (3.38)
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Observemos que, da Proposigao B=23, segue que

m* (ANE) ) (Aﬂ UE)

i=1

G(A N Ei)]
i1
(Egm) i m*(ANE), (3.39)

i=1

:m*

que juntamente com (BET3) implicardo

(E=3) « (e=3)
m*(A) >  mY(ANE)+m(ANE).

Logo, do item @M. da Observagao BE=2, segue que o conjunto E = U E. é um conjunto
n=1
Lebesgue mensurdvel.

A ultima afirmagdo segue do Lema BE=XT], completando a demonstragao.

OJ
Temos também o:
Lema 3.3.5 Seja a € R.
Entdo o intervalo (a,00) C R é Lebesgue mensurdvel, ou seja,
(a,00) € A . (3.40)
Demonstragao:
De fato, para cada A C R, do item [. da Observagdo B3, basta mostrar que
m*(A) > m'[AN(a,oc0)]+ mM[AN(a,oc0)]. (3.41)
Se considerarmos
A =AN(a,c0), (3.42)
Az =AN (—OO s Cl]
=AN[(—o0,all, (3.43)
mostrar a desigualdade (BZ1) serd equivalente a mostrar
m*(A;) + m"(A;) < m*(A). (3.44)

Notemos que, se
m*(A) = 00,

segue que (BZD) valerd trivialmente.



94 CAPITULO 3. MEDIDA DE LEBESGUE EM R

Por outro lado, se
m*(A) < oo,

da Definicdo B2 de m* segue que, dado ¢ > 0, podemos encontrar uma colegdo
enumerdvel, que indicaremos por

{In; n € N},
de intervalos abertos de R que cobrem o conjunto A, ou seja,
AcC L, (3.45)
i=1
tais que
D UL <m*(A) +e. (3.46)
n=1
Para cada n € N, consideremos:
I =I,N(a,o00), (3.47)
[ =1,N(—00,d]
=I,N(a,c0). (3.48)

Assim, para cada n € N, os conjuntos I e I serdo intervalos de R ou o subconjunto
vazio, logo conjunto Lebesgue mensuréveis.
Além disso, de (BZ17) e (BZ3), teremos:

In=I UL} e I, NLJ/=0
1(In) =

UIL) + ULy
do item B. da zoposigéo | comvami | m*(Ir,L) + m*(Ig) (349)
Como

A AN (a,00)

[e.9]

UI“] N(a,oo)

=, (3.50)

segue que

m*(Aq)

(E=0) e o item B. da Proposig8o B0
< m*

Proposigao EZ32 °

< D> me(Iy). (3.51)
n=1
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Como
A AN (00, a
(ezm) |~
C U In] N (—o0,a]
n=1
= U {In N (_OO ) Cl]}
n=1
= Ju,
n=1
segue que

. do item B. da Proposigdo B2 .
m*(Az) < m

Proposn;ao EZ23 //
Z m'(
Logo de (BEXT) e (BER3) segue

(E=7) e('-’-:55') >

m*(A;) +m*(A;) Zm Zm*(IT’I’)
n=1

95

(3.52)

(3.53)

para cada ¢ > 0, mostrando que a identidade (B=Z4) ocorre, ou seja, o conjunto (a, co)

é um conjunto Lebesgue mensuravel, completando a demonstragao.

Como consequéncia temos o:

O

Teorema 3.3.2 Todo conjunto de Borel (introduzido na Defini¢do [E-7-1) é Lebes-

gue mensurdvel.

Em particular, temos que todo subconjunto aberto de R e todo subconjunto

fechado de R serd Lebesgue mensurdvel, isto €,
B M.

Demonstragao:
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Como .# é uma o-algebra e, do Lema BEZH acima, temos que (a,o00) € .# entdo
teremos que

(—c0,a] = (a,0) e .. (3.54)
Logo, de (B24), teremos:
* 1
(—oo,b)—LJ]<—oo,b—H} e, (3.55)
n=1 . ,
NV

(a,b) =(—c0,b)N(a,c0) € .Z .
——  ——
(S

S/ M

Logo podemos concluir que todo intervalo aberto de R é Lebesgue mensurdvel, isto
é, pertencerd a ./Z .

Da Proposicdo 223, temos que cada subconjunto aberto de R é reunido enumeréavel
de intervalos abertos de R.

Logo também serd Lebesgue mensuravel, isto é, pertencerd a ..

Com isto temos que todo subconjunto fechado de R serd Lebesgue mensuravel, pois
seu complementar é um subconjunto aberto em R.

Logo .# é uma o-dlgebra que contém todos os intervalos aberto de R logo, da
Definigdo da o-algebra de Borel # (isto é, a Definicdo EZ71) deveremos ter

BC M,

completando a demonstragéo.
O

Observacao 3.3.2 Poderiamos ter feito uma demonstragdo mais direta do Teo-
rema @22 acima, utilizando o fato que .# ¢é uma o-dlgebra em R, o Lema 33
acima e a Observagao [E_7_1.

Podemos agora introduzir a:

Definigcao 3.3.2 Seja E € .#.
Definimos a medida de Lebesgue do conjunto E, indicada por m(E), como
sendo

m(E) =m*(E). (3.56)
Observacao 3.3.3 A Definigdo B2 2 acima nos diz que
m=m , (3.57)

ou seja, a fungcdo m € a restricao da medida exterior m*, aos conjuntos Lebesgue
mensurduves.
Em particular, a medida de Lebesgue € invariante por translagdes.



3.3. CONJUNTOS MENSURAVEIS E A MEDIDA DE LEBESGUE 97

A medida de Lebesgue tem as seguintes duas propriedades importantes:

Proposigao 3.3.1 Seja (E,.)nen uma sequéncia de conjuntos Lebesgue mensurdveis.

m (D En) < i m(En). (3.58)
n=1 n=1

Se a colecdo {E.; n € N} de conjuntos Lebesque mensurdveis € disjunta, entdo

Entao vale

a desigualdade acima tornar-se-d um igualdade, 1sto é,

m (U En> =Y m(E,). (3.59)

Demonstracgao:

A desigualdade (B13) segue do fato que a medida de Lebesgue m, é a restrigdo da
medida exterior m* a o-algebra .# e da Proposigdo B2

Mostremos a identidade (E23).

Observemos que para uma colegdo finita {E,; n € N} de conjuntos Lebesgue men-
surdveis cujos elementos sdo, dois a dois, disjuntos, do Lema BE24, com A = R, como

O E. € 4, teremos:
() =0
i=1 i1

i=1
(E22) com A=R
=) mi(E)
i=1

=Y mE, (3.60)

ou seja, a medida m é finitamente aditiva em .#.
Se a colecdo {E,,; n € N} formada por conjuntos Lebesgue mensuraveis é disjunta e

infinita entdo temos que
n o
e cJE.
i=1 i=1

Logo, do item B. da Proposigdo B2, segue que

(0) = m(Ur)

m
=Y m(E. (3.61)

i=1



98 CAPITULO 3. MEDIDA DE LEBESGUE EM R

Como o lado esquerdo da desigualdade (BEID) acima ndo depende de n teremos,
passando o limite em (BXETD), quando n — oo, obteremos

m (O Ei> > i m(E,).
i=1 i=1

Desta desigualdade e da desigualdade (B=3), segue a igualdade (BE=9), como queriamos
demonstrar.

O
Para o préximo resultado precisaremos do:
Lema 3.3.6 Sejam E,Fe .#.
1. Se E CF, entao
m(E) <m(F); (3.62)
2. SeECFem(E) < oo, entdo
m(F\ E) = m(F) —m(E). (3.63)
Demonstragao:
O item [. acima, segue de (BE5A8) e do item B. da Proposi¢do B=21.
Para o item . temos que
F:\E/U(F\E) e EN(F\E)=0. (3.64)
=Aq A,
Como Ay, A, € ./ e sdo disjuntos, teremos
m(F) = m(A UA,)
A1NAL=0,A; ,aze//ée a Proposigio TTL(A]) 4 m(Az)
= m(E) + m(F\E). (3.65)
Como m(E) < oo, isto implicard em
m(F\ E) =m(F) —m(E),
como queriamos demonstrar.
!

Podemos agora enunciar e demonstrar a:

Proposicao 3.3.2
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1. Seja (En)nen @ uma sequéncia de conjuntos Lebesque mensurdveis crescente,
15to €,

E.CEnp1, para cada meN, (3.66)

Entao

m <G Ei> = nhj{)lo m(E,). (3.67)
=1

2. Seja (Fu)nen Seja uma sequéncia de conjuntos Lebesgue mensurdveis, decres-
cente, 1sto €,

Foi1 €F., para cada neN, (3.68)
de modo que
m(F) < . (3.69)
Entao
m (Q Fi) = lim m(Fy). (3.70)
Demonstracgao:
Do item [O.:

Observemos que se
m(E, ) =oc0, paraalgum n, €N, (3.71)

como

E,, CEx, paratodo k>n, e EnOQUEi,

i=1

do item @M. do Lema B=Z1, segue que

ou seja,

ou seja, a identidade (BTE7) ocorrerd trivialmente.
Podemos agora supor que

m(E,) < oo, paratodo neN. (3.72)
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Sejam
A] = E] )
An+] i E‘I’L-i—] \En (3.73)
=E,1NES, paracada neN.

Para cada n € N temos que E,, € .#, e .# é o-adlgebra, segue que A, € .Z.

Por outro lado, como a sequéncia (E, )ncn € crescente, segue que a sequéncia (A, )nen
é formada por conjuntos que sdo, dois a dois, disjuntos.

Além disso, teremos:

En=JA: e GEn:OAn. (3.74)
n=1 n=1

Deixaremos a verificagao destes fatos como exercicio para o leitor.

Logo
(0=
n=1 n=1

)
Proposigdo EZX1 aplicada a familia {An ;nEN}, que é disjunta
= E m(An)

n=1

= nlglc}o ; m(A;). (3.75)
Para cada n € N, como temos (BZ72), do item O. do Lema B=3H, segue que
e
m(Ani) S m(Eni) \ En)
EE3
=) (En) — m(E) . (3.76)

Logo a somas parcial de ordem n, da série do lado direito de (EZ73), serd dada por:

n

D m(A) = m(A) + m(A;) + m(As) + -+ m(A,)

=m(E,). (3.77)
Logo, de (BH) e (EZQ), teremos

m (G a) = i 3 mlA)
n=1 i=1

= Jim m(E,),

n—oo
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como queriamos demonstrar.
Do item D.:
Como sequéncia (F,)ncn é decrescente segue que

Foi1 C€F,, paracada meN.
Logo, para cada n € N, do item 0. do Lema B=3H, segue que
m(Fu) <m(F,) <m(F). (3.78)
Logo de (B7Z3) e do fato que

m(F) < o0,
segue que
m(F,) <oco paratodo neN. (3.79)
Para cada n € N, consideremos
E.=F \F.. (3.80)

Como a sequéncia (F,)ney € formada por conjuntos Lebesgue mensurdveis segue
que a sequéncia (E,)nen serd formada por conjuntos Lebesgue mensurdveis (pois .# é
o-algebra).

Além disso, a a sequéncia de conjuntos (F,)ncn € decrescente, segue que a sequéncia
de conjutos (E,)nen crescente.

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Logo, do item [0., segue que

m (U En) = lim m(E,)
n=1
item B. do Lema EE::E, aplicado a (E=Z0) lim [m(F1 ) o TTL(F“)]

n—oo

= m(F;) — lim m(Fy). (3.81)

n—oo

Como
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Como ﬂ F. € 4, ﬂ F. € F e m(Fy) < oo, teremos

n=1 n=1

m (ﬁ Fn> (B:gm) M(F;) < o0.

n=1

Logo do item B. do Lema B3d), segue que

m (G En) =m(F)—m (ﬁ Fn) . (3.82)

n=1

Logo comparando (BE=E1) e (BE32), segue que

m (ﬁ Fi) = T:Lll_)m m(Fn) )

i1
obtendo a identidade (BZ70) e completando a demonstragéo.

0

Para finalizar esta se¢d temos o resultado a seguir, cuja demonstragdo serd deixada

como exercicio para o leitor (trata-se Exercicio 13, pagina 62, do livro do Royden [HLHI)):

Proposicao 3.3.3 (Primeiro Principio de Littlewood) Seja E C R. Sdo equiva-
lentes:

1. o conjunto E € um conjunto Lebesgue mensurdvel;

2. dado ¢ > 0, existe um conjunto aberto O C R, tal que

ECO e m"(O\E)<c¢g; (3.83)

3. dado ¢ > 0, existe um conjunto fechado F C R, tal que

FCE e m(E\F)<g (3.84)

4. existe um ¥ conjunto G C R, tal que

ECG e m'(G\E)=0; (3.85)

5. existe um ¥, conjunto F C R tal que
FCE e m*(E\F) =0. (3.86)
6. Se
m*(E) < oo, (3.87)

entdo os itens acima sdo equivalente a: dado ¢ > 0, existe uma colegdo finita
de 1ntervalos abertos, que denotaremos por U, tal que

MU\ E) U (E\U)) < e. (3.88)
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3.4 Conjunto Nao Lebesgue Mensuravel

Nesta segdo exibiremos um subconjunto de R que nao é Lebesgue mensuravel.
Para tanto introduziremos a:

Definicao 3.4.1 Sejam, x,y € [0,1).

Definimos a adigao, médulo 1, de x e y, indicada por x —OF Yy, como sendo

(3.89)

= x+y, se x+y<l,
k x+y—1, se x+y>1

Observacao 3.4.1

[¢]
1. Se associarmos a cada x € [0,1), o dngulo 27X, entdo a operacdo + corre-
ponderd a adigdo de agulos.

2. A operagao —OF € comutativa, associativa, levando um par de numero reais que
pertencem [0,1) x [0,1), em [0,1), ou seja,

F:00,1) % 0,1) = [0,1).
Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagdo destes fatos.

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 3.4.2 Sey, €[0,1) eE C [0,1), podemos definir a translagao, médulo 1,

do conjunto E, por y,, indicada por E %O— Yo, como sendo o subconjunto de [0,1)
dado por:

E%O—yoi{ze[o,”;z:x—okyo para algum x € E}. (3.90)

Observacao 3.4.2 Se considerarmos a adi¢ao mddulo 1 como a adi¢cdo de angulos,
entdo a translagdo mdédulo 1 de um conjunto E por y, € [0,1), serd a rotagdo do
conjunto E, de um dngulo 2my,.

Com isto temos o:

Lema 3.4.1 Sejam E C [0,1) um conjunto Lebesgue mensurdvel e y, € [0,1).

Entdo o conjunto E —T— y é um conjunto Lebesgue mensurdvel e

m(E +y,) =m(E). (3.91)
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Demonstracgao:
Consideremos os conjuntos:

E,=EN[0,1—y,) e E;=EN[—y,,l). (3.92)

Notemos que os conjunto E; e E, sdo disjuntos e Lebesgue mensurdveis, cuja reunidao
é o conjunto E.
Logo, da Proposigdo B=XT, segue que

(E=3)

m(E) m(E;) + m(E,). (3.93)

Para cada x € E4, temos que
<1l—y,, ouseja, x+y,<I.

Assim

° (=) e, de (E=Y), temos X-T—yo:X—Fyo

B + Yo E, +Yo - (3.94)

Logo o conjunto E, i Y, é Lebesgue mensurdvel e, como a medida de Lebesgue é
invariante por translagdes (veja a Observagdo B23), segue que

m (E] —T— y0> (EZI) TTL(E] +yo)
Observaéfiom m(E1) ) (395)
Por outro lado, para cada x € E; C [0, 1), temos que

X+Yo>1.

Assim
(E=0) e, de (EZH), temos x—T—yO:x+yo—1

B+ Yo B+ (yo—1). (3.96)

Logo o conjunto E, :L Y, serd Lebesgue mensurdvel e, como a medida de Lebesgue
é invariante por translagdes (veja a Observagdo B23), segue que

m <E2 1 yo> = e, + (Yo — 1)

Observaiéo E=Z3

m(E,). (3.97)
Afirmamos que
E4yo= B+ 0| U[E T yo} (3.98)
<E1 + yo> (Ez + Yo ) (3.99)

A verificagdo deste fato serd deixadas como exercicio para o leitor.
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Portanto, da Proposigao B2, segue que
(=) m [E1 ¥ yo} +m [Ez ¥ yo}

) e (=)

m [E —OF yo]
(E]) + m(EZ)
E=E,UE, ,Em:Ez:@ e (E29) m(E),

mostrando a validade da identidade (E™), completando a demonstragéo.

Com isto temos podemos introduzir a:

Definigao 3.4.3 Sejam x,y € [0,1).
Diremos que x é equiavelente a y, denotando por x ~y, se

(x—y) €Q.

Observacao 3.4.3
1. A relagdo ~ € uma relagcdo de equivaléncia em [0,1).

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

2. Denotemos a classe de equivaléncia de a € [0,1), por [x], ou seja,

la] ={x €[0,1); x—a e Q}.

3. Logo podemos considerar o espago quociente, indicado por [0,1)/ ~, formado
por todas as classes de equivaléncia da relagdo ~, a saber:

0,1)/ ~={lal; a € [0,1)}.

4. O congunto [0,1)/ ~, ficard , dwidido em classes de equivaléncia onde dois
elementos estarao na mesma classe se eles diferem por um racional e estardo
em classes diferentes se eles diferem de um mumero irraional.

De fato, se
x,y € lal,
se, e somente se: x—a,y—acQ,
ou, seja: x—y=x—a)—(y—a) €Q.
—_—— —
€Q €Q

Por outro lado,

x € [a] #[b] >y,
se, e somente se: x—a,y—beQ, mas a—b£Q,
ou, seja: x—y=(x—a)—(y—>b)+(a—">) el.
—_— Y Y=
€Q €Q el
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5. Como o conjunto [0,1) € a reunido de todas as classes de equivaléncia pela

relagdo ~, 1sto é€,

0,1 = {J ll,

ael0,1)

do Azioma da Escolha (ou seja, o Azioma I_Z1), existe um subconjunto
P01/ ~, (3.100)

que contém, exatamente, um elemento de cada uma das classes de equi-
valéncia de [0,1)/ ~.

Seja (11)ien, uma enumeracdo dos numeros racionais que pertecem ao intevalo
[0,1), com v, =0.

Para cada i € N, definamos
P =P 4. (3.101)

Com 1sto, temos que

Notemos que, se x € PN P;, entdo

o

pi+ri:X:pj‘T‘Tj, para  pi,p; €P.
Observemos que:
(a) uma possibilidade seria:
pitTi, py+T<T,

ou seja

(e=3)

X=pi+T = pitn

e
N
x:pj—l—rj(:)pj+rj, para  Ppi,p; €P. (3.102)
Neste caso, segue que:
(e1m)
pi—p; = (x—1i)—(x—m)

=T — T EQ,
—~—
€Q €Q

ou seja, Pi~Pj-
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(b) outra possibilidade seria:

pitmi>1 e pit+n<I,

1sto €,
Cp Sy =
X—pi—f—Ti = Pi+Ti_1
e
B
X=p;j+ v ='pj+715, para pi,p;E€P.
%
S

=0 €Q
logo  pi~P;.

(c) outra possibilidade, semelhante a do item [70. acima, seria:

pit+mi<l e pj+m>1,
ou seja, 1sto é,

o,
X=pi+1i =" pitTi

(E=3

X:PH‘\TL/ :)pj+rj—1, para  Ppi,p;j €P.

€Q
Neste caso, seque que:

|comnx]
pi—p = (=)~ (x—1;— 1)

=0 Ju1eQ,
€Q €Q
logo  pi~7pj.
(d) finalmente, a ultima possibilidade seria:
pitTi, pytT>1,
1sto €,

x:pi—T—ri:pi-l—ri—]

x=pj40rrj=pj+r]-—1 para  pi,p; €P.

107

(3.103)

(3.104)

(3.105)
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Neste caso, seque que:

(eTm)
pi—p = (x—mi—1)—(x—1;—1)
- \Tl./ B ‘\T‘L-/ < Q ’
€Q €Q
logo  Pi~p;.
Como o conjunto P contém um unico elemento de cada classe de equivaléncia
deveremos, em todas as 4 possibilidades acima deveremos ter
i=j.
Portanto
PiNP; =0, se i#j,
ou ainda, a sequéncia (Pi)ien € uma sequéncia de conjuntos, dois as dois

disjuntos.

8. Por outro lado, temos que x € [0, 1) pertence a alguma classe de equivaléncia
de [0,1)/ ~, logo ele serd equivalente a algum (eventualemnte, vdrios) ele-
mentos do conjunto P, ou seja existe y € [0,1) tal que

x € [y].

Logo, se x € [0,1), ele ird diferir de algum elemento de P, por um racional
Ti, ou seja, existe i, € N tal que

X € Pio .
Portanto

[O,]) :GPI
i=1

9. Se o conjunto P fosse um conjunto Lebesgue mensuravel entdo, do Lema
BZ1, para cada i € N, o conjunto P;, que é uma translagdo mddulo 1 do
conjunto P (veja (BOD)), também seria um conjunto Lebesgue mensurdvel.

Além disso, também do Lema [B-Z_1, também teriamos:

m(P;) = m(P), para cada 1€ N. (3.106)

Portanto,

0o
[0,1)=U:2, Pi e PiNP;=0, para i#j e a Proposicdo EZA (ou ainda, (EZJ)) Z

m([0,1))

i=1

) i m(P). (3.107)
i=1
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Notemos que o lado direito da identidade (BIOd)actma serd tgula a:

{0, se m(P) =0,

oo, sem(P)>0

mas isto é um absurdo, pois o lado esquerdo da tdentidade (BEIID) é

Portanto o conjunto P nao é Lebesgue mensuravel.

10. Notemos que, na construgdo acima, ndo fizemos uso de nenhuma propriedade
intrinsica da medida de Lebesgue, a ndo ser a da invarianga por translagcoes
e da enumerabilidade aditiva, ou seja, podemos utilizar as mesma 1déias para
demonstrar o:

Teorema 3.4.1 Na situagdo da Observagdo (BEZ3) acima, se uma fungdo m, de-
fintda numa o-dlgebra formada por subconjuntos de R que contém o conjunto P
definido na Observagdo (BEZ3) actma, € tnvariante por translagdes e é enumera-

velmente aditiva entao
0

3.5 Funcoes Mensuraveis

Nosso objetivo é introduzir a nogdo de uma fungdo f : A C R — R* ser uma fungao Lebes-
gue mensuravel.
Ante de introduzir tal defini¢do, temos a:

Proposigao 3.5.1 Sejam D € # e f:D — R* uma funcdo.
Sdo equivalentes:

1. Para cada x € R, o conjunto
xeD;f(x)>ua}e .4,
ou seja, € um conjunto Lebesgue mensurdvel.
2. Para cada @ € R, o conjunto
{xeD;f(x)>u«ate .,

ou seja, € um conjunto Lebesgue mensurdvel.
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3. Para cada x € R, o conjunto
xeD;flx)<a}e.#,
ou seja, € um conjunto Lebesgue mensurdvel.
4. Para cada @ € R, o conjunto
{xeD;f(lx)<a}le.#,
ou seja, € um conjunto Lebesgue mensurdvel.

5. Além disso, para cada «x € R, se quaisquer um dos quatro itens acima ocorrer
temos que, o conjunto

xeD;flx)=ua}e . #,
ou seja, € um conjunto Lebesgue mensurdvel.

Demonstracao:
Mostremos que . implicard em B:
Para cada o € R, temos que

xeD;f(x)<al={xeD;f(x)>ua}e.#,

de M.

€ A

ou seja, B. ocorrera.

De modo semelhante, podemos mostrar que B. implicard em ., que B. implicard em
B. e que B. implicard em D..

Deixaremos a elaboragdo destes casos como exercicio para o leitor.

Mostremos que 0. implicard em B.:

Observemos que, para cada « € R, teremos:

{xED:f(x)2a}=ﬁ{x€D;f(x)>o¢—l}6///,
n

n=1

~-
de .
€ M

ou seja, @. ocorrera.
Mostremos que O. implicard [.:
Observemos que, para cada « € R, teremos:

{xeD:f(x)>o¢}:U{xeD;f(x)zoc—Irl}e//,
n

n=1

de Q.
€ M,
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ou seja, M. ocorrera.

Com isto mostramos que 0. ocorrerd, se, e somente se, O. ocorrer, se e somente se,
3. ocorrer, se, e somente se, B. ocorrer.

Supondo que ., B., B. ou B. ocorra, para cada « € R, teremos:

{x eD; f(x) = oc}zixe D;f(x) > aln{x e D; f(x) < oclE///,
deeﬂ.(% deeﬂ.(

isto é, B. ocorrerd, completando a demonstragao.

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 3.5.1 Diremos que uma fung¢ao f: D — R* é uma fungao Lebesgue men
suravel, se D € .# e se a fungdo f satisfaz uma das quatro primeiras propriedades
da Proposi¢do 21 acima (a saber, 0., B., @. oul.).

Observacao 3.5.1

1. Observemos que, do item . da Proposi¢do 51 acima, a fungdo f: D — R*
serd Lebesgue mensurdvel se, e somente se, para cada D € .# e para cada

x € R teremos
f((,00]) € A . (3.108)

De fato, pois
f1((x,00]) ={x € D; f(x) > «}.

2. De modo semelhante, dos itens B., @. ou [., da Proposicao Z51 acima,
respectivamente, temos que a fung¢ao f: D — R* serd Lebesgue mensurdvel
se, e somente se, para cada D € .# e para cada « € R temos uma das seguites
situagoes:

(a) no caso de B., teremos
f([oe,00]) € A . (3.109)

De fato, pois
([, 00)) = {x € D; f(x) > .

(b) no caso de 3., teremos

f([—o0,x)) €4 . (3.110)

De fato, pois
f1([—o0,a)) ={x € D; f(x) < «.
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(c) no caso de ., teremos
f([—o0,a]) €. . (3.111)

De fato, pois
f'([~o0,a]) ={x € D; f(x) < o.

3. Sef:E — R* é uma fungdo Lebesgue mensurdvel e F C E é um conjunto
Lebesgue mensurdvel, entdo a restrigdo da funcdo f ao conjunto F, também
serd uma fung¢do Lebesgue mensurdvel, isto €, a funcdo f, : F — R* serd uma
fung¢do Lebesgue mensurduvel.

Dewzaremos como ezxercicio para o leitor a verificagdo deste fato.
Consideremos os seguintes exemplos:

Exemplo 3.5.1 Se f:R — R € uma fung¢do constante em R.
Entdo a funcao f é Lebesgue mensurdvel.

Resolucao:
De fato, se
f(x) =C, paracada x€R, (3.112)
e x € R, teremos:
0 se o>C
xeR;f(x)>a}=<"" -
R, se a<C

e estes conjuntos, isto é, o conjunto () e o conjunto R, sdo Lebesgue mensuraveis.

Temos o seguinte importante:

Exemplo 3.5.2 Seja E € ./Z.
Entdo a fungao caracteristica do conjunto E , indicada por Ay, onde a fungao
Xe: R —> R € dada por

1 €E
Xex) =4 %7 : (3.113)
0, se x¢E

€ uma fung¢do Lebesgue mensurduvel.
Resolucao:
De fato, para cada « € R, temos as seguinte possibilidades:
0, se a>1,
xeR; Xe(x) >a}=¢E, se xc(0,1),
R, se o€ (—00,0)

e todos estes conjuntos, isto é, os conjuntos ), E, R, sdo Lebesgue mensuraveis.
Outro caso importante é dado pelo:
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Exemplo 3.5.3 Se a fungcdo f : R — R é uma fun¢do continua em R, entdo ela
serd uma func¢ao Lebesgue mensurdvel.

Resolugao:

De fato, para « € R temos, pelo item B. da Observagio 21, que o conjunto (o, 00)
serd um subconjunto aberto de R.

Logo, da Proposi¢do 53, segue que o conjunto

(o, 00) )

serd um subconjunto aberto de R.

Portanto, pela Proposicao 53, este conjunto poderd ser escrito como reunido enu-
meravel de intervalos abertos de R, que, por sua vez, sdo conjuntos Lebesgue men-
surdveis (pois sdo boreleanos).

Portanto

7 ((a,00)) € A,

mostrando, pela Definicdo B2, que a fungdo f é Lebesgue mensuravel.
O

Observacao 3.5.2 Podemos substituir o conjunto R, do dominio da fung¢do f, do
Ezemplo A3 acima, por um conjunto E € .4, que o resultado continuard vdlido,
ou seja, se E € .4 e a funcdo f: E — R € continua em E, entdo a funcdo f serd
Lebesgue mensurduvel.

Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.

Um outro caso importante é dado pelo:

Exemplo 3.5.4 Se a fun¢cdo f: R — R é uma fungdo mondtona em R, entdo ela
serd uma func¢ao Lebesgue mensurdvel.

Resolugao:

Mostraremos que se a funcdo f é mondtona crescente em R, entdo ela serd uma
funcdo Lebesgue mensuravel.

O caso que a fungdao f é mondétona decrescente em R serd deixado como exercicio
para o leitor.

Para cada « € R, como a fungdo f é mondtona crescente, afirmamos que:

f((a,00)) = {x € R; f(x) > o
( @,

ou

ou
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De fato, notemos que se
f“((oc,oo)) =0e.#.
Por outro lado, se

' ( (o, 00)) # 0,

segue que existe
x € f((a,00))

Notemos que se
Y =X,

como a funcdo f é mondtona crescente em R, segue que
fly) > f(x) > «,
mostrando que
yef'((x,00)), ouseja, [x,00)Cf'((x,00)),

isto é, o conjunto f~'( (o, 00) ) s6 poderd ser de um dos dois tipos acima, a saber,

Teorema EZ2 Teorema B2
f1((x,00)) = (a,00) € M ou f'((x,00))=l[a,oo) € M.
Em qualquer dos casos acima temos f~'((x,00)) € .# que, pela Definigdo BT,
implcard que a fungdo f serd Lebesgue mensurdvel, completando a resolugdo.
O
Valem as operagdes basicas com fungdes Lebesgue mensurdveis, mais precisamente,
temos a:

Proposigao 3.5.2 Sejam E € .#, f,g: E — R fungbes Lebesgue mensurdveis e
ceR.
Entdo as funcdes

c-f, f+g, f—gqg, f2, f-g e |[f|
sao fungoes Lebesgue mensurdveis.

Demonstracgao:
Mostremos que a fungdo c - f é Lesbesgue mensurdvel:
Para cada o € R, notemos que:

i. Se
c=0, segueque c-f=0
e, do Exemplo B2, segue que a fungio constante (em particular, identicamente
nula) serd uma fungdo Lebesgue mensurével.
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ii. Se
c>0,
entdo teremos que
x

—}E///,

(xeE: (c-f)(x )<oc}c>0{x€E fx) < =

pois a fungdo f é uma funcdo Lebesgue mensurdvel.
iii. Se
c<O0,
teremos
c<0 x
(X €E: (c-f)(x) < o) < {er;f(x) >E} e,
pois a fungdo f é uma funcdo Lebesgue mensurdvel.

Logo, em qualquer um dos trés casos acima, teremos que a fungdo c - f é uma fungdo
Lebesgue mensuravel.
Mostremos que a fungdo f 4 g é Lesbesgue mensuravel:

Para cada o € R, se x € E satisfaz

f(x) +g(x) < «
segue que: f(x) < ax—g(x).

Logo, do Coroldrio X1 (que é consequéncia do axioma de Archimedes, a saber, o
Teorema ZZ7), existird v, € Q tal que

f(x) <1 < x—g(x).

Assim

xeE; (f+g)<ot=JxeE; fx) <ndN{x€E;g(x) <a—md}. (3.114)

x€Q
Como
{r;x € B} CQ

e o conjunto Q é enumeravel, segue que o conjunto {r,; x € E} também serd enumeravel.
Para cada x € E, como as fungles f e g sdo Lebesgue mensurdveis, segue que

xeb;fx)<ntes e {xeb;gx)<a—rte.#.

Como o conjunto {r,; x € E} é enumerdvel, teremos:

(

U {{xeE:fx) <nin{xeEigx) <a—m}p €. (3.115)

™~€Q el e
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Logo, de (B114) e (BEI1H), segue que
xeb:(f+g)x) <o} e A,

ou seja, a fungdo f + g é uma funcdo Lebesgue mensuravel.
Mostremos que a fungdo f — g é Lesbesgue mensuravel:
Observemos que

f—g="7f+(-1)-9. (3.116)

Como a fungdo g é uma fungdo Lebesgue mensurdvel segue, do primeiro caso mos-
trado acima, que a fungdo (—1) - g serd uma fungdo Lebesgue mensurdvel.

Logo, do segundo caso mostrado acima, segue que funcdo do lado direito da identi-
dade (BTIH) serd uma fungdo Lebesgue mensuravel, isto é, a funcdo f — g é uma fungdo
Lebesgue mensurdvel.

Mostremos que a fungdo f? é Lesbesgue mensuravel:

Seja x € R.

Temos as seguinte duas possibilidades:

1. se
x <0,

segue que
{xeE;fx)<a}=0ec.x.

ii. por outro lado, se
x>0,

segle que
f2(x) < « se, e somente se, f(x) < —/a ou f(x)> . (3.117)
Logo

{x €E; f(x) < o} =) {x€E; f(x) < \/&}JU{XE E; f(x) >_\/&},€'///’

ceH

3

€.

pois a fungdo f é Lebesgue mensuravel,

Portanto, dos dois itens acima, segue que a fungio f? é uma fungio Lebesgue men-
surdvel.
Mostremos que a funcdo f - g é Lesbesgue mensurdvel:

Observemos que

f-g= % [(f+9)* = (f—9g)*] . (3.118)

Dos casos mostrados acima, segue que a fungdo do lado direito da identidade (BTT3)
acima, é uma fungdo Lebesgue mensurdvel, ou seja, a fungdo f-g é uma funcdo Lebesgue
mensuravel.
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Mostremos que a fungéo |f| é Lesbesgue mensurdvel:
Seja x € R.
Temos duas possibilidades:

1. se

segue que

=[f(x)|>0
ii. por outro lado, se
x>0,
teremos
[f(x)] < o« se, e somente se, f(x) <o« ou f(x)>—«. (3.119)
Logo

{x e E5 Ifl(x) <&} ={x € E; [f(x])| < o}

(B:E){XGE;f(X) < oc}UixE E; f(x) >—a}e 4,

SN/ en

pois a fungdo f é Lebesgue mensuravel.
Portanto a fungdo |f| é uma fungdo Lebesgue mensurdvel, completando a demons-

tracao.
O

Observacao 3.5.3 Sejam n € N e ¢ € R e suponhamos satisfeitas as condi¢oes da
Proposi¢cdo @EA acima.
Entdo da Proposi¢dao 22 acima e do Exemplo E21, seque que as fungdes

f+c e T,

sao fungoes Lebesgue mensurdveis.

Como consequéncia temos o importante:

Corolario 3.5.1 Sejam A,E C R conjuntos Lebesgue mensurdveis com A C E e
f:E — R uma fungdo Lebesgue mensurdvel.
Entdo a fungdo f|, : A — R € Lebesgue mensurdvel.
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Demonstracgao:
Observemos que
fl, =1 Xa. (3.120)

A verificagdo deste fato é simples e serd deixada como exercicio para o leitor.
Como A € .# segue, do Exemplo EE, que a fungdo X4 é Lebesgue mensurdvel.
Assim, deste fato e da Proposicdo B0, segue que a funcdo f - Xx é Lebesgue men-
surdvel logo, de (BTZ0), segue que a fungdo f|, é uma funcdo Lebsegue mensurdvel,
completando a demonstragao.
O

Introduziremos agora a:

Definicao 3.5.2 Segjam A CR e f: A — R* uma funcdo.
Definimos a fungao parte positiva da fungao f, indicada por f*, como sendo
a funcao f*: A — R*, dada por

f*(x) = max{f(x),0}, para cada xcA. (3.121)

De modo semelahnte, definiremos a funcao parte negativa da fungao f, indi-
cada por f~, como sendo a funcdo f~ : A — R*, dada por

f~(x) = max{—f(x),0}, para cada x € A. (3.122)
Observacao 3.5.4

1. Suponhamos que a representag¢do geométrica do grdfico da fungdo f é dada
pela figura abaizo:

Grdfico de f

/\

N2

Entdo as representacdes geométricas dos grdficos das funcées f* e f~ serdo
dadas pelas sequintes figuras abaizo:
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Grdfico de f +

/\

Grdfico de £

SN

2. E fdcil ver que

ff(x), f(x) >0, paracada xcA. (3.123)

3. Notemos também que:

f=f—f e |fl=f"+f. (3.124)

A verificacao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor verificar.

4. Somando-se ou subtraindo-se as duas identidades (EEI24) acima, obteremos

1

ff==(fl+f) e f:%(lfl—f). (3.125)

N

Com isto temos a:

Proposicao 3.5.3 Sejam E € .# e f:E — R* uma funcdo.
Entdo a funcdo f é Lebesgue mensurdvel se, e somente se, as funcdes f e
sao Lebesgue mensurdveis.
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Demonstracgao:
A demonstragdo segue das identidades em (BTT2H) acima e da Proposigdo (BE22).
Deixaremos os detalhes da elaboragdo da mesma como exercicio para o leitor.

Um outro rsultado importante é dado pela:

Proposicao 3.5.4 Sejam E um subconjunto Lebesque mensurdvel de R e (f,)nen
uma sequéncia de fungoes Lebesgue mensurdveis definidas em E e tomando valores
em R.

Para k € N fizado, consideremos as funcgées f,,F,,f,F,f* F*: E — R*, dadas
por:

folx) = _min  fi(x), (3.126)
Folx) = _max  fi(x) (3.127)
f(x) = inf fu(x), (3.128)
F(x) £ sup fu () (3.129)
£(x) = Hminf fu(x), (3.130)
F*(x) = limsup f, () (3.131)

para cada x € E.
Entdo as funcgoes f,,F,,f,F,f*,F* sdo Lebesgue mensurdveis.

Demonstragao:

1. Mostremos que fungdo f, é Lebesgue mensuravel:

Para cada o € R, notemos que

{x € E; fy(x) > o} (=) {x €E; min fi(x) > oc}

ie{1,2,k}

k
ﬂi x €E; filx) > o} e A
=1 cH

pois, para cada i € {1,2,---,k}, a fungdo f; é Lebesgue mensurdvel.

Logo, a fungdo f, serd uma funcdo Lebesgue mensurdvel.

2. Mostremos que fungdo F, é Lebesgue mensuravel:
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Para cada o € R, notemos que:

{x € E; Fo(x) > o} =) {x cE; max fi(x)> oc}

€12, k)
K
U x) > o} €.,
=1 et
pois, para cada i €{1,2,---,k}, a fungdo f; é Lebesgue mensuravel.

Logo, a fungdo F, serd uma fungdao Lebesgue mensurdvel.

3. Mostremos que funcdo f é Lebesgue mensurdvel:

Para cada « € R, notemos que:

&eE;ﬂﬂ>aﬂE9{erjﬁﬂmd>a}

(]erf ) > o} e A,
n=1 cH

pois, para cada n € N, a fungdo f,, é Lebesgue mensuravel.

Portanto, a fungdo f serd uma fungdo Lebesgue mensuravel.

4. Mostremos que fungdo F é Lebesgue mensurdvel:

Para cada o € R, notemos que:

{x € E; F(x) > oc}() {er;supfn(x) > oc}

neN

_UheEfU>M€%,

6///

pois, para cada n € N, a funcgdo f,, é Lebesgue mensuravel.

Portanto, a fungdo F serd uma fungdo Lebesgue mensuravel.

5. Mostremos que funcdo f* é Lebesgue mensuravel:
Consideremos a sequéncia de fungdes (gn)nen onde, para cada n € N, a fungéo
gn : E — R* é dada por

gn(x) = inf f,,(x), paracada x€E. (3.132)

m>n
Do item B. acima temos que, para cada n € N, segue que a fungdo g, é uma
funcdo Lebesgue mensuravel.
Mas
*(x) = sup{ inf f.(x) } , Pparacada x€E.

neN ( mz2n

Logo, do item B. acima, segue que a fungdo f* é uma fungdo Lebesgue mensurdvel.
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6. Mostremos que funcdo F* é Lebesgue mensurdvel:

Consideremos a sequéncia (G, )ney onde, para cada n € N, a fungdo G, : E — R*
é dada por
Gn(x) =supfn(x), paracada x€E.
m>n
Para cada n € N fixado, do item B. acima, segue que a fungdo G,, é uma fungdo
Lebesgue mensurdvel.

Mas
F*(x) = inf { sup fn(x) } , paracada x€E.
neN | m>n
Logo, do item B. acima, segue que a fungao F* é uma fungdo Lebesgue mensurdvel,
completando a demonstragao.

Como consequéncia da Proposi¢do EZ54 acima, temos o:

Corolario 3.5.2 Sejam E um subconjunto Lebesgue mensurdvel de R e (fy)neny uma
sequéncia de fungdes Lebesgue mensurdveis, definidas em E e tomando valores em
R, e f:E— R uma funcado.
Suponhamos que
f. > f, em E. (3.133)

Entdo a funcao f serd uma funcao Lebesgue mensurdvel.

Demonstracgao:
Notemos que, para cada x € E, teremos:

f(x) = lim f.(x)

n—oo

ttom 8. da Proposicio BT 131 sup f (x) - (3.134)

n—oo
Logo, de da Proposigdo B24 acima (veja (BEZI31)) segue que a funcgdo f serd Lebesgue
mensurdvel em E, completando a demonstragdo.
0

Observacao 3.5.5 O resultado acima podem ser estendido, trocando-se o contra-
dominio R por R*.

Para maiores detalhes veja [HH/, pdginas 11 e 12.

Dewzaremos a verificacdo destes fatos como exercicio para o leitor.

Podemos agora introduzir a:
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Definigao 3.5.3 Diremos que uma propriedade P ocorre quase toda parte (ou
quase sempre) , (em inglés, almost everywhere), indicando por q.t.p. (ou q.s.

e, em inglés, a.e.), se a propriedade P nao ocorre em um conjunto Lebesgue
mensurdvel, cuja medida de Lebesgue é zero, ou seja, a propriedade P ocorre em
el e

m(&°) =0.

Observacao 3.5.6 A segquir exibiremos algumas situagcdes em que a Definicao EZ23
actma, serd util:

1. Segam ACR ef,g: A — R* duas funcgdes.

Diremos que

f=g, qg-t.p. em A

se, e somente se, o conjunto
{xeA;f(x) #g(x)t € A
e além disso temos que
m({xeA;f(x) #g(x)})=0.

2. Segjam A CR e f,f,: A — R* fungdes, para n € N.

Temos que
fon—f, q.t.p. em A

se, e somente se, o conjunto
xeA;fulx) A fix)} e A
e além disso, temos que:

m({x € A; fo(x) A~ f(x)}) =0.

Com isto temos a:

Proposicao 3.5.5 Sejam E um conjunto Lebesgue mensurdvel e f,g: E — R* duas
funcgdes, tais que a funcdo f € uma funcdo Lebesgue mensurdvel e

g=f, gqtp em E. (3.135)

Entao a funcdo g também é uma funcao Lebesgue mensurdvel.
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Demonstracgao:
Pela Definicdo B3, temos que o conjunto

A={xeA: f(x)#£gx)}e # e m(A)=0. (3.136)
Assim
f=g, em E\A. (3.137)
Como A, E € ., do Coroldrio B, segue que a fungdo f|., , é uma fungdo Lebesgue
mensurdvel, ou seja, para cada « € R, temos que

{x e ENA; f(x) >} e .4 . (3.138)

Logo, para cada « € R, teremos

E=E\AUA

{x € E; g(x) >} {x e E\A; g(x) > a}U{x € Aj; g(x) > o}

g(x)=f(x), x€E\A

¢"="f em E\A

{x e ENA; f(x) > atU{x € A; g(x) > «}
={x e E\A; f(x) >a}U{x € A; g(x) > «}. (3.139)

=]
(6).///

Como
{xeA;gx)>a}CA,

do item B. da Proposigdo (B=XT), segue que

0<m ({x€A;g(x)>a})

(E2=m) 0
- )

ou seja,
m*({x € A;g(x) >a}) =0.

Logo, do lema (B=ZT), segue que
{xeA;gx)>ate #

e assim, (BT39) implicard que a fungédo g serd uma funcdo Lebesgue mensurdvel, como

queriamos demonstrar.
O

Como consequéncia da Proposi¢do E5H acima temos o seguinte importante:
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Exemplo 3.5.5 Consideremos a fung¢do g:[a,b] — R, dada por

1 ara x € QnNla,b
gx)={ P QN la,bl, (3.140)
0, para xe€lnla,b].
Mostre que a fung¢do g é Lebesgue mensurdvel em [a,b].
Resolugao:
Consideremos a funcgédo f: [a,b] — R a fungéo, dada por
f(x) =0, paracada x€ [a,b]. (3.141)

Sabemos que a fungdo f é Lebesgue mensuravel.
Notemos também que, de (BTZ0) e (BIZ), temos que:

{X S [a)b]; Q(X) #f(X)}:@ﬂ [a)b]a

Corolario EZ0 e o Lema EZJ

QnNla,b] € M

Corolario EZT e o Lema E=1

e m(QnN [a,b]) = 0,
ou seja, g=f, qtpem [a,b].

Logo, da Proposigdo B2 1 segue que a fungio g é Lebesgue mensurdvel em [a, b].
O
Como consequéncia temos o:

Corolario 3.5.3 Sejam E € 4, (fu)nen uma sequéncia de fungdes Lebesgue men-
surdveis, defintdas em E, tais que

fn LN f, g.t.p. em E, (3.142)

onde f: E — R* é uma fungdo.
Entdo a funcao f é Lebesgue mensurdvel em E.

Demonstragao:
Como
o o f, qtp.em E,

existe F € ., tal que

fo(x) — f(x), para x€E\F e m(F)=0. (3.143)

Logo
fnDf, em E\F

e, do Corolario B, segue que a fungdo f|., . é Lebesgue mensurdvel em E \ F.
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Como

fl, =f, atp.em E,

pois m(F) (E=3) 0, da Proposigdo BE2H acima, segue que a fungdo f é Lebesgue men-
surdvel em E, completando a demonstragao.
O

Para o préximo conceito a ser introduzido precisaremos da:

Defini¢ao 3.5.4 Dados a,b € R com a < b, diremos que uma cole¢cdo finita de
pontos
,Pi{xi »16{())1) ,TL}}

contida no intervalo [a,b], € uma particao do intervalo [a,b] se

Xo=aA <X <+ < Xpq < Xp=Db. (3.144)
Podemos agora introduzir a:

Definig¢ao 3.5.5 Uma fung¢do ¢ : [a,b] — R serd dita fungao degrau (ou escada),
se existir uma particdo do intervalo [a,b], que denotaremos por

Pi{xi;iE{OJ,--- ,TL}},
e uma colecdo de n numeros reais
{Ci;iE{OJ,"' ,TL—1}},,

de modo que
e(x) =ci, (3.145)

para x € [xi,xi_1], para algum i €{0,1,--- ,n—1}

Observagao 3.5.7 Grosseiramente falando, uma func¢do ¢ : [a,b] — R serd uma
fungdo degrau (ou escada) se, e somente se, ela é constante por partes, em cada
subintervalo definido por uma particdo do intervalo [a,b].

Com isto temos a:

Proposicao 3.5.6 (Segundo Principio de Littlewood) Seja f: [a,b] — R* fungdo
Lebesgue mensurdvel, tal que os conjunto

{x e E; f(x) =0}, {x €E; f(x) =—00} € A (3.146)
e tém medida de Lebesgue tgual a zero, isto é:

m({x € [a,b]; f(x) = oo}) = m({x € [a,b]; f(x) = —o0}) =0. (3.147)
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Entdo, dado ¢ > 0, podemos encontrar uma fung¢do degrau (ou escada) @ :
[a,b] = R e uma fun¢do h:[a,b] = R continua em [a,b], de modo que

If(x) —e(x)|<e e |f(x)—h(x)|<e, paracada x€ A Cl[a,b], (3.148)
onde
Ae# e m(la,b]\A)<e,
1sto €,
m{[f(x) — @(x)[ > €}), m({If(x) —h(x)| > ¢}) <e. (3.149)
Além disso, se
m < f(x) <M, para cada x€ [a,b], (3.150)
poderemos escolher a funcdo @ e a funcadé h, de modo que satisfacam a esta
condig¢do, 1sto é€,
m< @(x), h(x) <M, para cada x€ [a,b]. (3.151)
Demonstracgao:
A demonstragdo desta propriedade serd deixada como exercicio para o leitor (ver o
Exercicio 23, da pégina 70 de [HLH]).
O
Para finalizar esta segdo temos a:

Definicao 3.5.6 Seja E um subconjunto Lebesgue mensurdvel de R.
Diremos que uma fung¢do @ : E — R € uma funcgao simples, se ela € uma fung¢ao
Lebesgue mensurdvel e ela assumir somente um numero finito de valores.

Observacao 3.5.8

1. Notemos que, uma fungdo @ : E — R é uma fungdo simples e assume 0s
valores
aj,az,---,a, €R

se, e somente se, podemos escrevé-la na sequinte forma:

@=D) ai-Xa,. (3.152)
i=1
onde, para cada i€ {1,2,---,n}, temos que
A€ M.
Notemos que, basta tomar
Ai = (pi] ({al}) )

para cada i€ {1,2,--- n}

Dewzaremos os detalhes da verificagcao deste fato como exercicio para o leitor.
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2. Observemos que a soma, o produto e a diferenca de fungcdes simples é uma
fung¢do stmples.

Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagcdo deste fato.
3. Vale observar que uma fungdo stmples ¢ : E — R, pode ter muitas (infinitas)
representagdes do tipo (BI52) acima.

Porém se pedirmos que a cole¢do formada pelo valores assumidos pela fung¢ao
@, ou seja, o conjunto

{(11;16{1,2,"' ,TL}},

seja formada somente por valores distintos e ndo nulos e definirmos os con-
Juntos
Ai={xeE; ox)=aqay, (3.153)

para cada i€ {1,2,---,n}, entdo estes conjuntos serdo, dois a dois, disjuntos
(pois a; # a;, se i#j) e, neste caso, a representagdo (EIB2) serd unica.

Para maiores detalhes, veja pdgina 27 de [[HA].
Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagdo destes fatos.

Tal representacao da fungdo simples ¢ : E — R serd dita representagao candni
ca.

3.6 Terceiro Principio de Littlewood

Até o momento nos deparamos com dois principios de Littlewood, a saber, o primeiro,
seria o fornecido pela Proposi¢do B33 (que, a grosso modo, nos diz que todo conjunto
Lebesgue mensurdvel possui, tdo perto dele quanto se queira, um reunido finita de
intervalos), o segundo, o fornecido pela Proposicdo BE5H (que, a grosso modo, nos diz
que toda funcdo Lebesgue mensurdvel possui, tdo perto dele quanto se queira, uma
funcdo continua - uma outra versdo a dada pelo Exercicio 31, pagina 72 de [HLH]) e
terceiro principio, dado pelo Exercicio 15, pdgina 90 de [HLH]| (que, a grosso modo, nos
diz que toda sequéncia de fungbes mensuraveis que é convergente possui, tdo perto dele
quanto se queira, uma sequéncia de fungdes que é uniformente convergente) .

O resultado a seguir nos fornece uma versao do terceiro principio de Littlewood.

Uma versdo mais forte deste resultado é dada pelo Teorema de Egoroff, que pode
ser encontrada no Exercicio 30, pagina 72 de [HLHI.

Proposicao 3.6.1 (Terceiro Principio de Littlewood) Sejam E um conjunto Le-
besgue mensurdvel tal que
m(E) < oo

e uma sequéncia de funcgées (f)nen, definidas em E, tomando valores em R.
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Seja f: E — R* uma fungdo Lebesgue mensurdvel, tal que
f, > f, em E. (3.154)

Entao, dado ¢ > 0 e & > 0, podemos encontrar um conjunto As C E, que é
Lebesgue mensurdvel, com
m(A5) < 5,

e podemos encontrar N5 € N, tal que se n > N; temos que
[fo(x) —f(x)| <&, para todo x € E\As. (3.155)

Demonstracao:
Como, para cada n € N, a fungdo f,, é Lebesgue mensurdvel em E e

fo—f, em E,

do Corolédrio B52, segue que a fungdo f é Lebesgue mensuravel em E.
Em particular, a fungao
|f‘n - ﬂ )

serd é Lebesgue mensuravel em E.
Dado ¢ > 0 e 6 > 0, para cada n,N € N, definamos

Gn ={x € B [fu(x) = f(x)| = ¢}, (3.156)
En= | G
n=N
Bxerciclo 1y ¢ E; [fa(x) — f(x)| > ¢, para algum n > N} (3.157)

Observemos que para cada n,N € N temos que
Gn,EN c M e EN - E. (3158)

Como, por hipétese, m(E) < oo, do Lema BE=3H, segue que

m(En) (B:gm) m(E) < 0. (3.159)

Observemos que, para cada N € N, de (BI58), segue que
Ent1 € En. (3.160)

Por outro lado, como
oD f , em E,

para cada x € E, deverd existir N, € N tal que

XgENo)
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ou seja,
[ En=10. (3.161)
N=1

Portanto de (ETI=9), (BTI60), (BIED) e do item B. da Proposigdo B33, segue que

: @ (-~
T\}Elgom(E]\]) ='m <ﬂ EN>
N=1
(=)

m(0)
=0.

Logo, podemos encontrar N, € N, tal que

m(Ey,) <& (3.162)
que, de (BI57), é o mesmo que
m({x € E; |fa(x) —f(x) > ¢, paraalgum n > Ny}) <3d. (3.163)
Consideremos
A = Ep,. (3.164)

Notemos que o conjunto A é o conjunto que tém as propriedades requeridas para
conclusdo do resultado.
De fato, satisfaz (E182), e

ETE) e

E\A( (m){er;|fn(X)_f(x)|<£, para todo n > N},

completando a demonstragao.

Para finalizar temos a seguinte versdo alternativa da Proposi¢do BB 1 acima:
Proposicao 3.6.2 Sejam E um conjunto Lebesgue mensurdvel, tal que
m(E) < oo

e uma sequéncia de funcées reais (fn)nen definidas em E, tomando valores em R*,
f:E — R* um funcdo, de modo que

fnof, gqtp em E. (3.165)

z

Entao, dado ¢ > 0 e 6 > 0, podemos encontrar um conjunto A C E, que é
Lebesgue mensurdvel, com

m(A) < d

e podemos encontrar N, € N, de modo que, para n > N,, teremos

Ifn(x) —f(x)| < e, paratodo x € E\A. (3.166)
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Demonstracgao:
A demonstracao é semelhante a da Proposigao ET51 acima e sua redagao serd deixada
como exercicio para o leitor.
O
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Capitulo 4

A Integral de Lebesgue

4.1 A Integral de Riemann
Comecaremos relembrando a defini¢cdo da integral de Riemann.

Definicao 4.1.1 Seja f:[a,b] - R uma fun¢do limitada em [a,b].
Consideremos
Pi{a:ao»ala"' )E»n:b}

uma parti¢cdo do intervalo [a,b].
Com 1sto podemos considerar as sequintes somas (finitas):

n

s(P) izmi(ﬁi—ai—ﬂ) (4-1)

= =1([&i—1,&])

. i —N—
S(P) = Z M; (& — &i1) (4.2)

i=1
onde
my= inf f(x) e M;y= sup f(x), (4.3)
x€l&i1,&i] x€[&i1,&]

que sado denominadas soma inferior e superior, respectivamente, de Riemann

da fung¢do f, associada a particdo P.
Observacao 4.1.1 1. Observemos que:
s(P) < S(P), (4.4)
para cada particdo P do intervalo [a,b] considerada.

2. Na verdade temos:
s(P) < S(P'), (4.5)

onde P e P’ sdo partigées do intervalo [a,b].

133
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A demonstragdo deste fato pode ser encontrada no lwvro [A].

Veja a 1.a desigualdade da demonstracdo do Teorema 6.4, da pdgina 124,

de [AH].

Com temos a:

Definicao 4.1.2 Nas condigbes da Definigdo [Z-1.1 acima, definiremos a integral in-

b
ferior de Riemann, da funcdo f no intervalo [a,b], indicada por R (J f(x) dx) ,
como sendo: o

Ja P

R <be(x) dx) =sups(P), (4.6)

onde o infimo acima € tomado sobre todas as parti¢ées P, do intervalo [a,b].
De modo semelhante, definimos a integral superior de Riemann da funcdo f

b
J f(x) dx), como sendo:

a

no wntervalo [a,b], indicada por R (

R <be(x) dx) = i%fS(P) , (4.7)

a

onde o infimo actma € tomado sobre todas as partigées P do intervalo [a,b].

Observacao 4.1.2 Segue, do item B. da Observa¢ao .11, que

R (be(x) dx) <R (be(x) dx) . (4.8)

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 4.1.3 Nas condi¢des da Defini¢cdo 1.3 acima, se

R (J:f(x) dx) =R (Ef(x) dx) , (4.9)

diremos que a func¢do f é Riemann integravel em [a,b] e neste caso o valor co-
mum em (E9) serd denominado de integral de Riemann da fun¢do f no intervalo

b
la,b] e indicada por R (J f(x) dx).

a

Temos o importante:
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Exemplo 4.1.1 Seja g:[a,b] = R a fungdo, dada por

1 €eQnla,b
glx) =4 P T Q0 la, b, (4.10)
0, para x€lnla,b].
Mostre que a fungdo g nao é Riemann wntegrdvel em [a,b]
Resolugao:
Notemos que, para cada partigao
Pi{a:io’in'” )E»n:b}
do intervalo [a, b], segue que
m; = inf X
XG[E‘E] ,&il 9( )
(m) € eraif1 7&1}7&9 O , (411)
M;= sup g¢g(x)
x€[&i1,&i]
() e 8720 (4.12)
Com isto, teremos
- n
s(P) = Z m; (& — &1)
i=1
=Y (g-e)
i=1
=0, (4.13)
— n
s(P) 2 Y Mi(&— )
i=1
=Y 0@
i=1
—b—a, (4.14)
e assim
° (=)
R g(x)dx | =" sups(P)
a P
=, (4.15)
) =)
R J glx)dx | "= i%fS(P)
=y _q, (4.16)
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mostrando que a fungdo g ndo é Riemann integravel em [a, b].

Observacao 4.1.3
1. Toda fungdo degrau (ou escada), definida em um intervalo fechado e limitado,
€ uma funcdo Riemann integrdvel nesse intervalo.

Mais precisamente, se : [a,b] — R é uma fun¢do degrau (ou escada), entdo
existe uma particdo
P ={a=x0,%1,++ yXq = Db}

do wntervalo [a,b] e constantes

ciceR, para ie{1,2,---,n},
tais que
P(x) =cy, (4.17)
para x € (xi_1,x%i), para algum i€ {1,2,,--- ,n}

Podemos obter a particdo acima de modo que os intervalos (xi_1,Xi), para
1e{1,2,---,n}, sejam, dois a dois disjuntos.

Neste caso, podemos mostrar que

R (Jb 1.1)(7() dX) = i Ci (Xi — Xi—]) . (418)
i=1

a

Dewzaremos a verificacao destes fatos como exercicio para o leitor.

z

2. Observemos que se f:[a,b] - R € uma funcdo limitada e P : [a,b] - R €
uma fun¢do degrau (ou escada) tal que

f(x) <P(x), para cada x € la,b], (4.19)

entdo, seque que:

R (J_:f(x) dx) = ]}Igli {R (lel)(x) dx) } , (4.20)

onde o infimo em (EZ0) acima, € tomado sobre todas as fungbes simples P,
definidas em [a,b], tais que

f<vy, em la,b].

A verificagcao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.
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3. De modo semelhante se f:[a,b] —» R € uma funcdo limitada e ¢ : [a,b] 5 R
é uma fungdo degrau (ou escada) tal que

e(x) < f(x), para cada x € [a,b], (4.21)

entdo, seque que:

R (J_:f(x) dx) = sup {R (Jb o (x) dx) } , (4.22)

onde o supremo (EZ2) acima, € tomado sobre todas as fungdes simples &,
definidas em [a,b], tais que

e <f, em [a,b].

A verificagao deste fato também serd deizada como exercicio para o leitor.

4.2 A Integral de Lebesgue de uma Funcao Limitada
em um Conjunto de Medida Finita

Observagao 4.2.1 Vimos no Exemplo .11 que, a func¢do f: [a,b] — R, dada por

|1, para x€ Qnla,b],
f(x) =
0, para x€lnla,b]

nao ¢ Riemann integrdvel em [a,b], pois

R <be(x) dx) y_a e R (be(x) dx) L=

Notemos que, como o conjunto Q N [a,b] € enumerdvel seque, do Coroldrio
EZ, do Lema EZ1, que

QNnla,ble . # e m(@Qnla,b])=0.

Assim temos que
f=0, gq.tp. em [a,b]

e portanto seria ”natural” que integral da funcdo f, em [a,b], além de existir,
fosse 1gual a zero.

Conclusdo: precisamos de um ”“novo” conceito de integragdo, que estenda o
conceito da integral de Riemann em um intervalo [a,b], que nos tenha a proprie-
dade acima.

Isto é o que faremos neste capitulo, a saber, introduzir a Integral de Lebesgue.
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Observacao 4.2.2 Observemos que, do item 3. da Observagdo 23, seque que se
¢ :R — R € funcdo stmples, entdo ela possui uma (Unica) representagdo canénica,
1sto €, pode ser escrita (de modo dnico) como

=) aida, (4.23)
i=1
onde, para cada i€ {1,2,---,n}, temos que
Ai={x€E; ox)=ay (4.24)
e, para i,j € {1,2,--- ,n}, satisfazendo
i#j,
teremos:
a; 7é O, a; 75 aj (425)
e
AiNA; =0, . (4.26)

Podemos agora introduzir a:

Definigao 4.2.1 Suponhamos que a fung¢do simples @, dada por (E23), seja igual
a zero, fora de um conjunto Lebesgue mensurdvel, cuja medida € finita, isto €,

{xeR; @(x)#0}e . #, (4.27)

m({x € R; o(x) #0}) < 00). (4.28)

Neste caso, definimos a integral de Lebesgue, da funcao @, em R, gue indi-

caremos por J @ dm, como sendo
R

J @dm = i a; - m(A;). (4.29)
R i1

Se E € ./, definiremos a integral de Lebesgue da funcao @, no conjunto E,

que denotaremos por J @ dm ,como sendo:
E

J (pdm:J @ - Xgdm. (4.30)
E R

Observacao 4.2.3
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1. Utilizaremos também a seguinte motacdo para a integral de Lebesgue da
funcdo @, em R ou em E € . :

JR(p ou L(p, (4.31)

respectivamente.
2. Se a func¢do funcao simples @, for constante em E € .#, isto é,
©(x)=c, paracada x€E, (4.32)

entdo, da Definicdo -2-1 acima, segue que
J @ =c-m(E). (4.33)
E

Em particular, se & € ./, teremos

L 1= JR X = m(E), (4.34)

bastando considerar a fungdo simples

(Pi/YE.

3. O walor da integral de Lebesgue da fung¢do ¢ nao depende da representagdo
que consideramos, 1sto €, se considermos

k
=) bjXg, (4.35)
j=1

onde, para cada j € {1,2,---,k}, temos que
bj eR e Bj e M,

(ndo necessariamente a representacdo candnica), entdo teremos que
k n
j=1 i=1

O resultado a seguir mostra parte da afirmacdo do item B. da Observagiao E=X3
acima, a saber:
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Lema 4.2.1 Para cada j € {1,2,---,m}, consideremos b; € R, E; € .#, de modo
que

m(E]) < 00,
para j,ke{1,2,---,m}, com i#]j, satisfazendo

Ej N Ek == Q)

e a funcdo simples @ : R — R, dada por

k
j=1

Entao

k
JR =) b-m(E). (4.38)
j=1

Demonstragao:
Para cada a € R fixado, consideremos o conjunto

A ={xeR; p(x)=al. (4.39)
Como a fungdo @, sé assume os valores b; € R, paraj € {1,2,---,k}, segue que
0

Al = U E],)

je{1,2,- ,k;b]':(l}

ou seja, s6 existe um ntmero finito destes conjuntos (ndo vazios) do tipo (E=3), que
denotaremos por

Ai, paracada i€{1,2,---,n}. (4.40)
Logo, paracadai€{1,2,---,n}, o conjunto A; é formado pela reunido finita de E;’.
Lembremos que, para cada j,k € {1,2,---,m}, satisfazendo j # k, temos que
EENEc=0,

logo teremos que a funcdo @ serd constante no conjunto A; e seu valor, serd denotado
por aj, isto é,
@(x) =—a;, paracada x € A;.

Deste modo, pela construgdo acima, a representagdo candnica da fungao @, serd dada
por

¢ = Z a; Xa, . (4.41)
i=1
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Notemos que, para cada i € {1,2,---,n}, temos que

construgdo acima
a; - m(A) = >

Logo

b]' : m(E]) .

]e{] VARE vk;bj:ai}

(E3)
= >

i=1 ]EH ,2,,k,b]:al}

bj . m(E))

como queriamos demonstrar.

Temos também a:

141

(4.42)

Proposicao 4.2.1 Sejam ¢,V :R — R fungdes simples, que sao iguais a zero fora
de um conjunto Lebesgue mensurdvel, de medida finita e a € R.

1. Temos que:

2. Temos também que:

Segue que:.

J]R(a(p) :aJR(p.

® <,

JR@SJ]RII);

g-t.p. em R,

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

4. valem os andlogos dos itens acima trocando-se o conjuto R pelo conjunto E.

5. SeE,F € .# como F CE, entdo teremos

[o<] o

(4.47)
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Demonstracgao:
De [@.:
Notemos que, para

a=0,

temos que a@ = 0, logo a igualdade (EZ3) vale trivialmente.
Para

a#0
se

Q=) ady, (4.48)
i=1

é a representacdo canodnica da funcao simples @, entdo
n
ap = Z(aai) Xa, (4.49)
i=1

serd a representagdo candnica da fungdo simples a@.
Deixaremos verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
Logo

Definicdo EEZ D e e
J (ao) o e )Z(a a;) - m(A;)
R

i=1

soma:ﬁnita a <Z a; - m(AJ)
i=1

Definigéo 2 ¢ (IZ3) aJ 0, (4.50)
R

mostrando a validade de (EZ3)..
De D.:
Sejam

(p:ZCliXAi € ﬂ)ZijXBj
i=1 j=1

as representagdes candnicas das fungdes simples @ e .
Sejam A, e B, os conjuntos (mensurdveis), onde as fungdes simples @ e 1\ sdo nulas,
respectivamente, e definamos

a,=0 e b,=0. (4.51)
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Entédo temos as seguinte representagdes (ndo necessariamente a candnica) das fungdes
simples @, P e ¢ +:

ai Xa;nB; (4.52)

ki
NS
-

,.
Il
o

-
Il
o

bj X, » (4.53)

T
.
-

H
Il
o

-
Il
o

¢+ (ai + bj) Xa,;rs

0

ﬁ
I
o

-
Il

I
M=
™M:

(ai + b]) XE (454)

ij )

I
M=
™M:

,ﬂ
Il
o

-
Il
o

onde, para cada i€ {0,1,---,n}teje{0,1,---,m}, definimos
F—ij iAiﬂBj . (455)

Deixaremos a verificagao destes fatos como exercicio para o leitor.
Notemos que a familia

{Eij;ie{())])"' )n}3j6{0>1>"'m}}

é formada por conjuntos Lebesgue mensurdveis que, por construgdo, sdo dois a dois
disjuntos .
Logo, do Lema EZ21 acima, segue que

J 0 Definigio 1 e (E53) Z Z a; - m(A;NB;), (4.56)
R X

Definigéo EZT e (£53) —
R X

n m
Definigdo EE21 e (EZA
J@+¢ S )z z (ai +b;) - m(Ey)
R .

obtendo a igualdade (EZ4), como queriamos mostrar.
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De B.:
Notemos que:

v=foo=fycn ]

et JRq) " JR(_]) ?)
do item O. JRN) — ). (4.58)

Logo, de (E53), mostrar o item B., é equivalente a mostrar que se uma fungéo simples
n € ndo negativa, q.t.p. em R, isto é,

n>0, qgtp. em R, (4.59)

entdo deveremos ter

JnZO.
R

Suponhamos que a fungdo 1 é uma funcdo simples que satisfaz
n>0, qgtp.em R,
ou seja, podemos encontrar B € .#, de modo que
n>0, em R\B, (4.60)

onde Be .Z e
m(B) =0. (4.61)

Logo se
n
n=) @i,

i=1

é a forma candnica da fungdo simples 1, como
n>0, em R\B,
necessariamente deveremos ter
a; >0, paracada ie€{l1,2,---,n},

exceto para um numero finito de a;’s e, para estes indices, os correspondentes conjuntos
Ai’s deverdo ter medida igual a zero.
De fato, pois se para algum i, € {1,2,---,n} tivermos

ai, < O)
de (EED), segue que A;, C B
e, de (EED), teremos m(A;,) =0.
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Logo podemos considerar somente os indices i € {1,2,---,n}, tais que o conjunto
A; ndo tem medida igual zero ou, equivalentemente, os indices i € {1,2,---,n}, de
modo que os numeros reais a; sdo ndo negativos, que continuaremos indicando por
{1,2,---,nh

Deste modo, teremoq ue

n= Z a; X, (4.62)
i=1

€, Como
n>0 em R,

necessariamente deveremos ter
a; >0, paracada i€{l,2,---,n}.

Assim N
Definigdo 20 e (EE3)
J n = D ai -m(A;) >0,
R — "~ ~—~—
i=1 >0 >0

como queriamos mostrar.

De B.:
Observemos que, da Definigdo BT, temos que (veja (E=30))
J(pzj(p')(p e J@:J@~XE. (4.63)
F R E R
Notemos que
FCE

Logo, do item B., segue que

completando a demonstragao.

Observacao 4.2.4

1. Seque, dos itens . e @. da Proposi¢do _Z2_1 acima, que se uma funcdo sim-
ples @ possui uma representa¢do (ndo necessariamente candnica) da forma

¢ =) ail, (4.65)
i=1
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entao

mmj .
¢© = a; Xg,
o= X

n
itens 0. e B. da Proposicdo 221
= E a; XEi
R

i=1
3 da Ob ( da, (| )) =
item B. da servagdo 223 (ou ainda, (E=3
= E ai 'm(Ei)’
i=1

ou seja, podemos estender o Lema .21, para o caso em a familia de con-
jJuntos Lebesgue mensurdveis

{Ei; ie {1 )2)"' ,Tl}}
nao seja, necessariamente, formada por conjuntos, dois a dois disjuntos.

Sejam E € 4, tal que
m(E) < oo

e f:E— R uma fung¢do limitada em E.

Consideremos os sequintes conjuntos:

A={p:E—R; ¢ fungdo simples, tal que: @(x) < f(x), para x € E} (4.66)
e
B={p:E— R;{ fungdo simples, tal que: f(x) <P(x), para x € E}. (4.67)

Como a funcao f € limitada em E e
m(E) < oo,
segue que podemos considerar 0S seguintes nUMeros reais:

.0} 9

e

ﬂg{Lw}. (4.69)

De fato, como a fung¢do f € limitada em E, podemos enconttar m,M > 0 tais

—m<f(x) <M, para x€ckE. (4.70)
Logo, se ¢ € A, como

¢ < MXe, em E,
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dos itens @. e 0. da Proposi¢do 2.1 acima, que

J¢§JMXE
E E

(E%WJ&
E

:MJ XE
R

=M. m(E),

logo existe (EER).
Por outro lado, se b € B, como

(E22) e (2=m)
VP > —mAXg, em L,

dos itens @. e 0. da Proposi¢do [ 2.1 acima, que

Lw > L(—m) o

E
= —mJ XE
R
= —m.m(E),

logo eziste (EEQ), ou seja, existem o supremo e o infimo em (EG3) e (EBY),
respectivamente.

3. Por simplicidade, muitas vezes escreveremos:

wr] o) =amile) )
o) (]}

4. Observemos que se d € A e € B, seque que

e(x) < f(x) <WVP(x), para cada x€E. (4.73)

Logo, de (E23) e do item @. da Proposi¢do -2-1 actma, teremos:

L@SLw. (4.74)
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Com 1sto, podemos mostrar que:

o] o} <] o} 6

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

5. Pergunta-se: quando os dois numeros (-63) e (Z-69) sdo iguais?
Para responder a essa pergunta temos a:
Proposicao 4.2.2 Sejam E € .#, tal que
m(E) < oo

e f:E— R uma fung¢do limitada em E.

Entao
su = inf 4,76
(ng? {L(p} fﬁ‘b{Lw} ( )
se, e somente se, a funcao f for uma fun¢cdo Lebesgue mensurdvel em E.

Demonstracgao:
Como a funcgdo f é limitada em E, podemos encontrar M € R tal que

If(x)] <M, para x€E,
ou ainda, —M<f(x) <M, para x€cE. (4.77)

Notemos que, para cada n € N, dividindo-se o intervalo [—M , M] em 2n subinter-

M
velos de mesmo comprimento iguais a P obteremos, para cada k € [—n+ 1,n] NN,
subintervalos do tipo

)

(k—1)M kM
(=

e, com isto, teremos que

" k—1)M kM
(-M,Ml= ( — (4.78)
k=—n+1
Suponhamos que a funcao f é uma fungdo Lebesgue mensurdvel em E.
Paracadan e Ne k € [-n+ 1,n] NN, consideremos o conjunto
k—1)M kM

Como a fungdo f é uma fungdo Lebesgue mensuravel em E, segue que

Eknef%)
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paracadak e NN [-n+1,n].
Observemos também que se

k#k', com k,k'e€[-n+1,nNN,

supondo que k < k’, teremos

k—1)M kM
<

n n
k<k’—1 (k' — 1) M
S - -
n
k'M
< )
n
que, de (E@), implicard que
Ekn N Ek’n = @ . (480)
Além disso, de (EZ73) e (EZ3), segue que
E= |J Exn- (4.81)

=Y mEaw. (4.82)

ha(x) = — > k&g, (%) (4.83)
k=—mn+1

€

ub) =00 Y (1) ey, () (480
k=—n+1

para cada x € E.
Da constugdo dos conjuntos Ey,, para k € [-n+ 1,n] N N (ou seja, de (E=0) e
(E=1)), as fungbes ¢, e @, estdo nas respectivas formas candnicas.
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Notemos que, para cada x € E, teremos:

n

M
enlx) =Y (k1) A, (%)
k=—n+1
=M
= Y k-1, Kx)
n
k=—n+1 ~~
(=)
< f(x)
Ex n sdo disjuntos, paracadak € [-n+1,n]NN
< f(x)
m M
balx) S Y e, ()
k=—n+1
=M
= ) kA ()
k=—n+1 Y———
(=)
> f(x)
Ex n sdo disjuntos, paracadak € [(n+1,n]NN
> f(x). (4.85)
Assim teremos:
sup {J (P} ZJ Pn
e<f E E
e M =
(=2) & ( )F > kom(Een) (4.86)
k=—n+1
e
inf < n
< {Lll)} o Lll)
(=) o (=) M i (k—1) - m(Egn). (4.87)
n
k=—n+1
Portanto
0 < inf J —su J }
g {0} s {0
(E=2) e (B20) M M
< ) k=DmEa)-— ) kem(E)
k=—n+1 k=—n+1
M n
= Z m(Ekn)
n
k=—n-+1
=2 M
= (E)»
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isto é, para cada n € N, teremos

sl -um{lo} =T e (9

Como o termo acima, nao depende de n € N, fazendo n — +oo em (EER),

obteremos:
inf —su <0
ae{[ v} -2n{] oo
ou seja, inf <su . 4.89
J f<b {Lﬂ)} @<I?{JE@} ( )

Como sempre vale (E273), de (E=24), segue que

su = inf
@SI?{L@} f<b {JElb} )
como queriamos mostrar.

Suponhamos agora que vale a igualdade

o]} -] o}

Logo, para cada n € N, podemos encontrar funcdes simples ¢, , b, : E — R, de
modo que

en(x) < f(x) <Yn(x), paracada xe€E (4.90)
e

1
(l-l)n - (Pn) = ll)n - Pn < —. (4.91)

E E E n

Consideremos as fungbes ¢*,1¢*: E — R, dadas por
¢"(x) =sup pn(x) e Y7(x) = infn(x), paracada xcE. (4.92)
neN n

Com isto, de (EZ90) e (E222), temos que
©*(x) <f(x) <YP*(x), paracada x€E. (4.93)

Além disso, como as fungdes (simples) @, e P, sdo Lebesgue mensurédveis em E, da
Proposigdo (B54), segue que as fungdes ¢* e 1* serdo Lebesgue mensurdveis em E.
Afirmamos que:
f=¢"=v*, qtp. em R.
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De fato, consideremos
A={x€E; @ (x) <P*(x)}

e para cada k € N, o conjunto

A = {x EE; o(x) < 9*(x) —%} .

Logo, de (E94) e (E93), segue que
A=A

Notemos que, para cada n € N, de (E222), temos que

Pn(x) < @*(x) e P(x) <n(x),

para cada x € E.
Com isto, para cada n € N, de (EH) e (E=2), teremos:

aec e tiont <t -}

logo, do item @M. do Lema BE=XH, segue que

m(Ay) < m({xe E; on(x) < bu(x) —1}) .

Afirmamos que:

m({er;cpn(x)wn(x)—%}) <X,

De fato, suponhamos, por absurdo, que isto ndo ocorra, isto &,

kem ({x € E; @nlx) < hulx) — 1})
n k

Como

(4.94)

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

(4.100)

(4.101)
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dos itens B. e B. da Proposicdo EZZ1, segue que
(222

JE(xpn—cpn) > L(xpn—cpn)

ll)nf(pn>]£ , em F e (EZD) 1
> J'
F

- k
item O. da Observagido E23 1

= — . F

L om(F)
(ezmD) 1
> —k
K n

1
= 0 ,

contrariando (EZ9D).
Portanto (ET0) deverd ocorrer.
Assim, para cada n € N, de (E22) e (E100), teremos
k

m(A) < —.
n

153

(4.102)

Como o lado esquerdo de (ETI02) nao depende de n € N, fazendo n — +oo em

(E1m), seguee que
m(Ay) =0, paracada ke N.

Mas

A(%B)UAk e m(Ay) =0, paracada ke N.

keN
Logo, da Proposicdao B=Zl, segue que

que, por (E94) e (E23), implicardo que
e*=1v", qtp.em R
que, por sua vez, por (E293), implicard em

f=¢"=v*, qtp. em R.

Logo, a Proposicdo B8, garante que a fungdo f € uma fungdo Lebesgue mensuravel

em E, completando a demonstragao.

Com isto podemos introduzir a:

OJ
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Definigao 4.2.2 Sejam E € .# tal que
m(E) < oo

e f:E— R uma fung¢do limitada e mensurdvel em E.

Definiremos a integral de Lebesgue da fungao f, em E, indicada porj f, como
E

L =i (L”’) (4.103)
e (J ‘p> ' (4.104)

1. Notemos que que, see na Definicdo [.2.3 acima, tivermos

sendo:

Observacgao 4.2.5

E = [a,b],

entdo poderemos denotar a integral de Lebesgue da fung¢do f em [a,b] por

b
J f, isto é:

a

b
J f= J f. (4.105)
a [a,b]

2. Se a funcdo f : R —» R € limitada, Lebesgue mensurdvel em R e é igual a
zero, fora do conjunto Lebesgue mensurdvel E C R, com

m(E) < oo,

denotaremos a integral de Lebesgue J f, porJ f, ou seja,
R E

L f= JR f. (4.106)

3. SeA,Ee#, comACE,
m(E) < oo

e a fungdo f: E = R é uma funcdo limitada e mensurdvel em E, entdo de-

finitremos integral de Lebesgue da funcao f, em A, indicada por J f, como
A
sendo

Lf - Lf~XA. (4.107)

O resultado a seguir nos diz que a integral de Lebesgue estende a integral de Riemann
para intervalos fechados e limitados de R, mais precisamente:
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Proposigao 4.2.3 Seja f:[a,b] - R uma fun¢do limitada em [a,b].
Se a funcgdo f € Riemann integrdvel em [a,b], entdo ela serd Lebesgue men-
surdvel em [a,b], em particulara, existird a integral de Lebesgue da funcdo f em

la,b] e, além disso, teremos
b
R (J f(x) dx) :J f. (4.108)
a [a,b]

Consideremos os seguintes conjuntos:

Demonstracgao:

A={p,:E—>R; @, é fungdo degrau, com ¢, < f, em E}, (4.109)

B={,:E— R; 1, é funcdo degrau, com f <1,, em E}, (4.110)

C={p:E— R; ¢ é fungio simples, com ¢ < f, em E}, (4.111)
e

D ={:E— R; é fungio simples, como f <1, em E}. (4.112)

Das Definigées E5H e B4, segue que toda funcdo degrau é uma fungdo simples, ou
seja,
ACC e BCD. (4.113)

Logo, do item B. da Observagao ET3, segue que:

—R (be(x) dx) . (4.114)

Logo, se a fungdo f é Riemann integrdvel em [a, b], teremos

R (be(x) dx) =R (Ff(x) dx)
B y
=R <L f(x) dx)> ,



156 CAPITULO 4. A INTEGRAL DE LEBESGUE

e assim, de (EI1d), segue que

oo ([ ) =iz5 (], ).

que, pela Proposicdo E23, implicard que a fungdo f é Lebesgue mensurdvel em [a, b],
em particular, existe a integral de Lebesgue da fungdo f em [a,b], e

(s e

completando a demonstragao.
O

Observacao 4.2.6 Resumindo, a Proposi¢do f-2.3 acima nos diz que toda fungdo
Riemann integrdvel em [a,b] serd Lebesgue integrdvel em [a,D].
Nao wale a reciproca, ou seja, existe fungdes limitadas que sGo Lebesgue in-
tegrdvets que nao sao Riemann integrdveis.
De fato, como vimos no Ezemplo -1-1, a fung¢do g:[a,b] — R a fun¢do, dada
por
. {1, para x € QNla,b],
g(x) =
0, para x€Inla,b].

nao é Riemann integrdvel em [a,b], mas o Exemplo 53, juntamente com a
Proposi¢do I-2-4, garantem que ela € Lebesgue integrdvel em [a,b].

Temos as seguintes propriedades basicas, para a integral de Lebesgue:

Proposicao 4.2.4 Sejam a € R, f,g: E — R duas fungdoes limitadas e Lebesgue
mensurdveis em E, com

m(E) < oo
1. temos que:
J (af) = aJ f; (4.115)
E E
2. temos também que:
J(f+g)=Jf+J g; (4.116)
E E E
3. se
f=g, gqtp. em E, (4.117)
entdo

L :Lg; (4.118)
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4. se
f<g, gqtp em E, (4.119)
entao
J ng g: (4.120)
E E
Em particular,
J f gJ ] (4.121)
E E
5. sem,M € R, sdo tais que
m< f(x) <M, para cada x€E, (4.122)
entao
m - m(E) gJ f<M-m(E); (4.123)
E

6. se A,B CE sdo dois subconjuntos Lebesgue mensurdveis e disjuntos, entdo

LUB f o Lf+ L f (4.124)

Demonstragao:

Como os conjunto A e B sdo conjuntos Lebesgue mesnsurdveis, as funcdoes f e g sdo
fungdes Lebesgue mensurdveis, da Proposigdo e da Observagdao B 54, segue que as
fungdes

af, f+g, [fl, f-Xx e f-Ap

serdo Lebesgue mensuraveis.
Além disso, como
m(E) < oo,

da Proposicdo B2, segue que existirdo as respectivas integrais de Lebesgue, nos res-
pectivos conjuntos.

Com isto nosso trabalho serd tratar das identidades ou desigualdades envolvidas em
cada um dos itens acima.

Demonstracao do item [.:

Se

a=0,
nada temos a fazer pois os dois lados da identidade (E-TTH) serdo iguais a zero.
Se
a#0,

segue que a funcdo VP : E — R é uma funcdo simples se, e somente se, a fungdo ap :
E — R é uma fungdo simples.
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A verificagdo destes fatos é simples e serda deixada como exercicio para o leitor.

Notemos também que, para a > 0, temos que:

A={¥Y:E — R; V¥ é fungio simples, tal que af < ¥}

= {ad : E — R; 1 é fungdo simples, tal que af < a}

a>0

= {Y:E — R; Y é funcdo simples, tal que f <} .
Por outro lado, para a0, teremos:

A={¥Y:E — R;V¥é funcio simples, tal que af < ¥}

e {aV:E — R; 1 é fungdo simples, tal que af < ap}

a<0

= {@:E — R; @ é funcdo simples, tal que f > o} .
Podemos ter as seguintes duas possibilidades:

i. Se

a>0,

teremos:

Definigéo EZ3 .

L(af) = (alg)li‘il <L ‘1’)
(=) |
=, ([ ew)
(==m) |
=t ] (o)

item 0. da Proposigdo =21 .
= inf {a J 11)}
E

<
0 qinf (| W
b \UJe

Definigdo EZZ3
= a J f.
E

ii. Se

a<0,

(4.125)
(4.126)

(4.127)
(4.128)
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L(a f) Pefnige =2 Jnf, (L w)
=, (o)
(=) %§£ (L(a (p)>
item 0. da Proposiio £ }Izqu) {a L (p}

a<0 (J )
= a sup ()
> E

Definigdo EZ22
= aJ f.
E

teremos

concluindo a demonstragao do item . .
Demonstragao do item DO.:
Observemos que se 1,1, : E — R sdo fungdes simples, tais que

f(x) <i(x) e g(x) <y(x), paracada xe€E

entdo a fungdo Py + 1P, : E — R serd uma funcdo simples e, além disso,

(f+g)(x) < (1 +92)(x), x€E.

Consideremos os conjuntos:

A={p;:E—R; ¢ é funcdo simples, tal que ¢; < f},
B ={1:E — R;; é fungio simples, tal que f <4},
C ={,:E — R; @, é fungdo simples, tal que ¢, < g},

D ={i,: E — R; P, é funcao simples, tal que g < .},
E={D:E - R; ® é fungio simples, tal que ® < (f+ g)},

F={¥:E —> R; VY é funcio simples, tal que (f + g) < V}.
Observemos que
se og1€A e @,€C, entdo (@1+ @) €Ef,

ou seja,
A+CCE.

De modo andélogo,

se 1€B e P,e€D, entdo (P;+y) € F,

159

(4.137)
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ou seja,
B+DCF. (4.138)

Para cada {; € B e {, € D, teremos

J (f—l— g) DeﬁnigéoE:ZZe(m) inf <J \y>
E YeF E

(2=3)

< J (W1 +12)
E

itens B. e O. da Proposigdo EZX1 J
E

Py +J Y. (4.139)
E

Como o lado esquerdo da desigualdade (EI39) nao depende das fungdes P, € B
e , € D, tomando-se, em cada uma das parcelas do lado direito, o infimo sobre os
conjuntos B e D, respectivamente, obteremos:

L(f+ 9) < jnf (Luu) + inf (sz)

Definigao m,:(m) e (E132) J f+ J' g (4 ]_40)
E E

Por outro lado, para cada ¢; € A e ¢, € C, teremos:

J (740> (] @)

(e=2)

> J (b1 + §2)
E

itens B. e 0. da Proposigéo EZ1 J
E

oo

Como o lado esquerdo da desigualdade (ETZ1) nao depende das fungdes ¢ € A e
¢, € C, tomando-se, em cada parcela do lado direito, o supremo sobre os conjunto A e
C, respectivamente, obteremos:

Jr+ 0= sup ([ ) + up (] 02)

Definigio EZZ,:(EEZII) e (EI=3) J f 4+ J g
E E

(4.142)
Logo, de (ETZ0) e (EIZ2) segue que

L(Hg) szJrLg,

completando a demonstragao do item BO. .
Demonstragdo do item B.:
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-]

se, e somente se, J f—J g=20.
E E

Observemos que

Notemos que, dos itens [. e O. acima, temos que

Lf—Lg:JEf—l—(—U Lg
( )

= L”L”_”g]
= Lm(—ng}

:.J f—g.
E

161

(4.143)

(4.144)

Logo, para concluirmos a demonstragdo do item B., (tomando-se h = f — g, em E).

basta mostrarmos que:

se h=0, qgt.p.em E, entdo teremos thO.
E

Notemos que, se
h=0, qtp. em E,

e a funcdo VP : E — R é uma funcgdo simples tal que

h <1,

deveremos ter
>0, qtp.em E.

Logo, dos itens B. e B. da Proposicao EZXT, segue que

(e=zm3)
[ =0
E
(Ez3) com a=0 0.
Logo, tomando-se o infimo sobre o conjunto

G ={y:E — R; é fungdo simples, tal que h < P},

J h Definigdo E:ZZ, (ETZ3) inf <J IJ))
E h<¥ \ Jg

(ETz2)
> 0.

obteremos

(4.145)

(4.146)

(4.147)

(4.148)

(4.149)
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De modo andlogo, se @ : E — R é uma fungao simples, é tal que
o<h em E,

deveremos ter
<0, qgtp em E. (4.150)

Logo, dos itens B. e B. da Proposicao EZX, segue que

(=zm3)
J ¢ < J 0
E
(=) com a0y (4.151)
Logo, tomando-se o supremo sobre o conjunto

H={@:E— R; ¢ é funcdo simples, tal que h > ¢}, (4.152)

J h Definig8o E:E, (E=2) sup (J ([))
E h>¢ E

(ET=3)
< 0. (4.153)

obteremos

Logo de (ETZY) e (EIE3), segue que
J h=0,
E
completando a demonstracdo de B. .
Demostragdo do item B.:
Fazenod uma adaptagdo apropriada da demonstragdo do item B. acima podemos
demonstrar a desigualdade (ET20) do item @. .

Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
Para mostrar a desigualdade (EZTZT), observamos que

—|f(x)| < f(x) < |f(x)], paracada x€E. (4.154)

Logo, de (ETZ0) do item B., segue que

L(—m) < Lf < L 1],

—_—

do item @.
= - IE Ifl

ou seja, —Jlfléjfﬁjﬁh
E E E

Jf gJ 1,
E E

mostrando que
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completando a demonstragdao do item B. .
Demostragao do item B.:
Observemos que, de (EI2J), segue que

m-Ag(x) < f(x) <M-X(x), paracada xe€E. (4.155)
Logo do item @. acima (ou ainda, de (EI20)), segue que
J (m-XE)§Jf§J (M- X%) . (4.156)
E E E
Logo, do item B. da Observagao EZX3, teremos

(=)

J(m-XE) =) .m(E) e J(m-XE) M - m(E). (4.157)
E E

Logo, de (EI=58) e (EIR1), segue que

completando a demonstragao do item H. .
Demosntracao do item B.:
Como

A,BCE

sdo conjuntos disjuntos teremos
Xaop = Xa + s . (4.158)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Além disso como os conjunto A e B sdo Lebesgue mensuraveis, do item B., segue
que,

) [
J F = [ £ ()
AUB JE

= f- (XA + AB)
Je

f-XA—I—J f-As
JE E

f+J f,
JA B

completando a demonstragdo do item B. e do resultado.

(=xm)

(1)

Como consequéncia do item H. da Proposicdo acima, temos o:
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Corolario 4.2.1 Seja f: E — R uma fungdo limitada e Lebesgue mensurdvel em E,
tal que

m(E) =0. (4.159)
Entao teremos
J f=0. (4.160)
E
Demonstragao:
Basta tomar
m(E) =0

na desigualdade (ET23), que obteremos a identidade (EI60) acima.

Podemos agora demonstrar o:

Teorema 4.2.1 (Teorema da Convergéncia Limitada) Sejam (f,)neny uma sequéncia
de funcoes reais Lebesgue mensurdves, definidas em & € .#, com

m(E) < oo

e f:E— R uma funcdo.
Suponhamos que existe M € R, de modo que, para todo n € N, tenhamos

fa(x)] <M, para x€E (4.161)
e
fn o f, em E. (4.162)
Entao
lim <J fn> :J f,
n—oo E E
isto é,  lim G fn> :J (nm fn> . (4.163)
n—oo E E n—oo
Demonstragao:

Como, para cada n € N, a fungdo f,, é Lebesgue mensurdvel em E e
fuof, em E,

do Corolario B8, segue que a fungdo f é Lebesgue mensurdvel em E.

Dado, .

da Proposi¢do BB (ou seja, do 3.0 Principio de Littlewood), podemos encontrar

Ac.#, como ACE,
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tal que
(£mm) €
A 0 =" — 4.1
m(A) < M (4.165)
e N € N, de modo que,
se n>N, teremos: [fy(x)—f(x)]< erf(E) , para x € E\A. (4.166)

Notemos que, fazendo n — co em (E-IET), obteremos
If(x)] <M, para x€E, (4.167)

ou seja, a funcdo f é Lebesgue mensuravel e limitada em E.

Portanto, da Proposicdo B2, temos que existe a integral de Lebesgue da fungdo f
em E.

Além disso, se 1 > N, teremos:

r)n

itens 0. e B. da Proposicdo EZA

L(f —ty)

item B. da Proposigdo EZA
< If — ful
E

E=(E\A)UA e o item B. da Proposi¢io E=2
< J [F— ol +J [F— ol
BA S—— AN——
(==3) <If[+Ifn
< ImE

item B. da Proposigdo E24 [ £
< + fl 4+ Ifal
JenA 2m(E) A N~ A N~
(C===) (=)
L <™ < M
item B. da Proposicio E24 [ I3 [
< +| 2M
Jea 2m(E)  Ja
item 0. da Proposigio E24 € M J
< +
2m(E) E\A A
item O. da Ob 40 £33 €
__item a Observagéo TTL(E \ A) 12M TTL(A)
(E\A)CE e o item 0. do Lema B3 (=)}
< m(E) <7
< £ + £ £
2 2 7

mostrando que

como queriamos demonstrar.
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Observacao 4.2.7

1. A demonstrag¢do do Teorema [-2-1 acima, nos dd a importanica do terceiro
principio de Littlewood.

2. Podemos substituir as hipdteses (EIED) e (EIB3), ou seja,
f(x)] <M, para xc€E e fo5f, em E
por

If(x)] <M, gq.tp. em E (4.168)
e fn o f, gqtp em E, (4.169)

que a conclusao do resultado continuard vdlida.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

3. Se nas hopdtses do Teorema (2.1 tivéssemos, para cada n € N, a funcao f,
Riemann integrdvel em [a,b] e

fn— f, em la,b],

a conclusdo do respectivo resultado é um rsultado da disciplina Andlise I

4.3 A Integral de Lebesgue de uma Funcao Nao Ne-
gativa
Comegaremos com a.

Defini¢ao 4.3.1 Sejam E € .# (ndo necessariamente com medida finita), f: E —
R* uma funcdo Lebesgque mensurdvel e ndo negativa em E, isto é,

f(x) >0, para x€E

(ndo necessariamente limitada).

Denotaremos pelo simbolo J f ao
E

J f =sup (J h) € [0,00], (4.170)
E hea \JE

onde

A={h:E > R; h<f,h limitada, Lebesgue mensurdvel em E
com m ({x € E; h(x) # 0}) < oo}. (4.171)
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Observacao 4.3.1
1. Observemos que como
m({x € E; h(x) #0}) < o0

e a fun¢cdo h € Lebesgue mensurdvel e limitada no conjunto E, seque que a
integral de Lebesgue
J h
E

[0, 00) .

existird, isto €, pertencerd a

Portanto L f, dado por (EIM), estd dem definido, isto €, pertence a [0, 00].
2. Se E,F € # sao conjuntos tais que
FCE,
e a funcao f: E — R* € uma funcdo Lebesgue mensurdvel e ndo negativa em

E, entdao o simbolo | f denotard:
F

L - Lf X (4.172)

Com isto temos a:

Proposicao 4.3.1 Suponhamos que a >0, E € .#, f,g: E — R* fun¢cdes Lebesgue
mensurdveis e ndo negativas em E.

1. vale a seguinte i1dentidade:

L(af) zaJ f; (4.173)

E

2. vale a sequinte identidade:

L(Hg) :JEf+Lg; (4.174)

m(E) =0, teremos J f=0. (4.175)
E
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4. se A,B € # sdo conjuntos tais que

E=AUB e ANB=10, (4.176)
entdo teremos:
Jf:Jﬁ+Jf; (4.177)
E A B
5. se
f=g, q.t.p em E, entdo teremos: J f =J g. (4.178)
E E
Em particular, se
f=0, g.t.p. em E, teremos: J f=0. (4.179)
E
6. se
f<g, gt.p emE, teremos: J f SJ g. (4.180)
E E
Demonstracgao:
Do item [0.:

Consideremos os seguinte conjuntos:

A={h:E—>R; h<f, para h: E — R funcdo limitada, Lebesgue mensuravel em E,

com m({x € E; h(x) #0}) < oo} (4.181)
B={j:E—=R;j<af, paraj:E — R fungdo limitada, Lebesgue mensurdvel em E,
com m({x € E;j(x) #0}) < oo} . (4.182)

Como a > 0, segue que
B=aA. (4.183)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, da Definigdo E=3T, temos:

J (af) = supj j
E jeB JE

=) supJ (ah)
heAJE

item 0. da Proposigdo EZ3A
= = sup (a J h)
heA E

>0
=a supJ h
heA Je

<E3=>ajf,
E
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completando a demonstragao do item . .
Do item B.:

Consideremos seguintes conjuntos:

A={h:E—>R; h<f, para h:E — R fungdo limitada, Lebesgue mensuravel em E,

com m({x € E; h(x) # 0}) < oo}, (4.184)
B={j:E—R;j<g, paraj: E — R fungdo limitada, Lebesgue mensurédvel em
E, com m({x € E; j(x) #0}) < oo} (4.185)
C={i:E—>R;i<(f+g), parai:E — R fungdo limitada, Lebesgue mensuravel em
E, com m({x € E;i(x) # 0}) < oo}. (4.186)
Entao
A+ B CC. (4.187)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Além disso, para h € A e j € B, teremos:
J h + J J item 0. da ngosigéo =32 J' (h + J)
E E E

< sup U (h+i)}
heA e jeB E

= J(f+g). (4.188)
E

Como o lado direito de (EI28) ndo depende de h € A e de j € 13, tomando-se o su-
premo em cada uma das parcelas do lado esquerdo, com h € A e j € B, respectivamente,
obteremos:

Jf+Jg§J(f+g). (4.189)
E E E
Por outro lado, para i € C, consideremos as fungdes h,j: E — R, dadas por:

h(x) = min{f(x),1(x)} (4.190)

j(x) =i(x) —h(x), paracada xcE. (4.191)
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Para cada x € E, teremos:

i(x), (4.192)

h(x) < f(x), (4.193)

< i(x), (4.194)

g(x). (4.195)

Além disso, as fungdes h e j sdo limitadas em E (pois as fungdes f e i sdo limitadas
em E), sdo Lebesgue mensuraveis (pois as fungdes f e i sdo Lebesgue mensurdveis, logo
podemos aplicar a Proposigdo BE24) e, devido a (ET92) e (ETU4d), se anulam onde a
funcdo i se anula, ou seja, como i € C, segue que se anulam fora de um conjunto de
medida finita, assim, de (ET24) e (E12d), segue que

heA e jeB. (4.196)

Portanto

RC=—
J it :h“J (h+3j)
E E

item B. da Proposigdo EZ4 J

he |
E E
< sup (J h) + sup (J j)
heA E jeB E
(EE”)J f+J g. (4.197)
E E

Como o lado direito de (E2T97) ndo depende de i € C, tomando-se o supremo do lado
esquerdo, sobre todos os i € C, obteremos

L(f+ g) < LHL g. (4.198)

Logo, de (ET=9) e (ETUR), segue que

JE(erg):LHLg,
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completando a demonstragao do item B. .

Do item B.:
Como

segue

J f (=) supJ h
E heA JE

Corolario EEZ1

completando a demonstragdo do item B. .

Do item B.:
Consideremos os seguites conjuntos:

A={i:A—>R;1<f, parai:E — R fungdo limitada, Lebesgue mensurdvel em E,
(4.199)

com m ({x € A;i(x) # 0}) < oo},
B={j:B—R;j<f, paraj:E — R fungdo limitada, Lebesgue mensuravel em E,
(4.200)

com m ({x € B;j(x) # 0}) < oo},
C={h:E—>R;h<f, para h: E — R fungdo limitada, Lebesgue mensuravel em E,

com m({x € E; h(x) #0}) < oo}. (4.201)

Para cada i € A e j € B como, por hipdtese, temos que

E=AUB e ANB=0, (4.202)
segue que a funcdo h: E — R, dada por
i(x ara x €A
h(x) = (), p b (4.203)
j(x), para x€B
estd bem definida e h € C.
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Portanto
J 1+J j(EiE)J h+J h
A B A B
item B. da ngosigéo =3 J h
AUB
(4.204)

(Egz)J h,
E
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Loog, tomando-se o supremo, da lado direito de (E=24), sobre todas as h € C,
obteremos

J i+J szupJ h
A B heC JE

= J fl (4.205)
E

Como o lado direito da desigualdade (E20H) acima nédo depende de i € A e j € B,
tomando o supremo em cada uma das parcelas do lado esquerdo, sobre todas as i € A

e j € B, respectivamente, obteremos
sup <J i) + sup <J j) SJ f,
icA A jeB B E

que, de (ET70), implicard em:
J f+J fgj f. (4.206)
A B E

Por outro lado, para h € C, consideremos as fungdes i,j: E — R, dadas por:
i=h, e j=hy,. (4.207)
Como A,B € .# e ah e, de (EZ01) e do Corolario E52 segue que
iecAd e jeB.

Com isto teremos:

o],
E AUB

item B. da Proposi¢do E=224
2 [ nt]
A B

(Eim)J i+J j. (4.208)
A B

Logo tomando-se o supremo, do lado direito de (EZZ08), sobre todas asi € Aej € B,

= J f+J f, (4.200)
A B
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Como o lado direito da desigualdade (E209) acima né&o depende de h € C, tomando
o supremodo lado esquerdo, sobre todas h € C, obteremos

J f(E:m) sup (J h)
E helC E
(z=Zm)
z Juj f,
A B

ou seja,

Lf < JAerLf. (4.210)

Portanto, de (E208) e (E2210), segue que

o=l

completando a demonstragdo do item B. .
Do item B.:
Consideremos o conjunto

F=(x € E; f(x) # g(x)}. (4.211)

Como
f=g, aqtp emtE,

segue que
Fe# e m(F)=0. (4.212)

Logo, das propriedades B. e B. acima, segue que:

L= e L= L]

do item B., pois m(F)=0]
E\F E\F

do item O., pois: f(x)—g(x)=0 em E\F]

i J (f—g). (4.213)
E\F

Logo, de (E=Z13), mostrar a propriedade H. é equivalente a mostrar que se
u=0, qt.p emE, (4.214)

onde o conjunto E é Lebesgue mensurdvel, entdo teremos
J u=0. (4.215)
E

Para mostrar (E2124), consideremos o conjunto

G ={x € E; u(x) # 0}. (4.216)
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Notemos que, como a fungdo u é Lebesgue mensurdvel segue, de (E214), que
Ge# e m(G)=0. (4.217)
Consideremos o conjunto:

A={h:E—>R;h<u, para h: E — R funcgido limitada, Lebesgue mensurdvel em
Eem({x € E; h(x) #0}) < co}. (4.218)

Notemos que, para h € A como, de (E=Z18), temos
u=0, emE\G.
Logo teremos

h=0, emE\G,
ou seja, h=0, qtpemeE.

Logo, do item B. da Proposigdao E=24, segue que

JEh =0. (4.219)

o[
E heA E

(2219) 0
- )

Portanto

completando a demonstragdo do item B. .
Do item B.:
Consideremos o conjunto

F={x € E; f(x) > g(x)}. (4.220)
Notemos que, como as fungdes f e g sdo Lebesgue mensurdvel, de (EIE0), segue que
Fe# e m(F)=0. (4.221)

Notemos também que

Lg —Lde item . UFg +L\E g} - UFHL\E f} . (4.222)

Como



4.3. A INTEGRAL DE LEBESGUE DE UMA FUNCAO NAO NEGATIVA 175

do item B., segue que
ngjfzo. (4.223)
F F

Logo das identidades (E222) e (E=223), teremos:
Jg—Jf:J g—J f. (4.224)
E E F\E F\E

f<g, emE\F.

De (E2220), temos que

Logo, de (E220) e da identidade (E224) acima, segue que bastard mostrarmos a
propridade B. para o caso e
f<g, emeE. (4.225)

Para mostrarmos este caso, consideremos os conjuntos:

A={h:A > R;h<f, para h: E — R fungdo limitada, Lebesgue mensurdvel em E

em({x € E; h(x) #0}) < oo}, (4.226)
B={i:B—R;i<g, parai:E — R fungdo limitada, Lebesgue mensurdvel em E
em({x € E;i(x) #0}) < oo} (4.227)

Notemos que, como
f(x) < g(x), para x€E,

se h € A, segue que h € B, isto é,
ACB. (4.228)

Portanto

(==z=3) ( >
< sup J]
jeB E
(Tm)
- J9>
E

completando a demonstragdo do item B. e do resultado.
OJ

Observagao 4.3.2 O ezercicio 3. pdgina 86 de [HLH] nos fornece, em uma certa
situacdo, a reciproca do item @. da Proposi¢cao [.3.1 acima.
Maas especificamente: sejam f,g: E — R* funcdes Lebesgue mensurdveis, nao
negativas em E, tais que
f<g, gq.tp emtE. (4.229)
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Suponhamos que
J f :J g. (4.230)
E E

f=g, gq.tp emeE. (4.231)

Entao deveremos ter

Na verdade, bastard demonstrar que se a funcgdo f: E — R € ndo negativa em
E € #, Lebesgue mensurdvel em E e tal que

L F—0, (4.232)

entao deveremos ter
f=0, gq.tp emeE. (4.233)

Podemos agora enunciar e demonstrar o:

Teorema 4.3.1 (Lema de Fatou) Sejam B € # e (fy)nen uma sequéncia de
funcgdes, nao negativas e Lebesgue mensurdveis defintdas em E, tomando valo-
res em R*, tal que

fnof, gqtpemkE, (4.234)

onde f: E — R* é uma fungdo.
Entdo a fungao f é Lebesgue mensurdvel em E e vale a sequinte desigualdade:

J f < liminf (J fn) , (4.235)

E n—oo E

ou seja, J <lim fn> < lim inf (J fn) . (4.236)
E n—oo n—oo E

Demonstragao:
Notemos que, do Coroldrio B53, segue que a funcdo f é Lebesgue mensurdvel em E.
Consideremos o conjunto

F={x €E; fa(x) A f(x)}. (4.237)
Entédo, de (E2234), segue que
Fe# e m(F)=0. (4.238)

Logo, dos itens B. e B. da Proposigdo EZ (como em (EZ224)), segue que

szj f e an:J fo. (4.239)
E E\F E E\F

Logo para completar a demonstragdo do resultado, podemos supor, sem perda de
generalidade, que
fn 5 f, em E.
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Para ver isto, basta trocarmos o conjunto E pelo conjunto E \ F no que faremos a
seguir e utlizarmos a identidade (E=223).
Notemos que, por hipétese, para cada n € N, temos

fo(x) >0, para x€E, (4.240)
deste modo, teremos
f(x) = lim f,(x) >0, para x€E. (4.241)

Consideremos o conjunto:

A={h:E—>R;h<f, para h: E — R fungdo limitada, Lebesgue mensurdvel em E
e m({x € E; h(x) #0}) < co}. (4.242)

Para h € A, consideremos o conjunto
G ={x € E; h(x) # 0}. (4.243)

Com isto temos:
Ge# e m(G)<oo.

Para cada n € N, definamos a fungdo h,, : E — R, dada por:
h.(x) = min{h(x),f.(x)}, paracada xe€E. (4.244)

Como a fungdo h é limitada e Lebesgue mensurdveis em E, segue que a fungdo h,

serd uma funcdo limitada, pois
h,<h, em€E

e, da Proposicdo B4, serd Lebesgue mensurdvel em E.
Além disso, para cada n € N, temos que

x € E, satisfaz: 0 # h,(x)

"= minfh(x), f. ()},

implicard que: h(x) #0,
que, de (E2Z3), é o mesmo que: x € G,
ou seja, a funcdo h, se anula, no completar de um conjunto que tem medida finita
(no caso, este conjunto estd contido no conjunto G, logo terd medida menor ou igual a

medida do conjunto G).
Por outro lado, como

)

h(x) < f(x),
e fo(x) — f(x), paracada x€E,
segue que: h.(x) — h(x), paracada xe€E. (4.245)
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Notemos também que,

()| < |h(x)| < M, paracada xecE.

Logo, do Teorema da convergéncia limitada (isto é, do Teorema E—2) aplicado a
sequéncia de fungdes (h,)ncn, Segue que:

| m=] (m )

=) limJ h,
E

n—oo

= liminf (J hn)
n—oo E

b 2
< liminf (J fn) . (4.246)
E

n—oo

Como o lado direito da desigualdade (E228) acima nédo depende de h € A, tomando-
se o supremo do lado esquerdo, sobre todas as h € A, obteremos

jf@sup (J h)
E he A E

=
< 11m1an fr,
E

n—oo

como queriamos demonstrar.

Como consequéncia deste temos o:

Teorema 4.3.2 (Teorema da Convergéncia Monétona) Sejam E € .#, f: E — R*
uma funcdo e (fy)nen uma sequéncia mondtona crescente de fungdes, ndo negativas
e Lebesgue mensurdveis em E tal que

fn—f, emeE. (4.247)

Entdo a fungao f é Lesbesgue mensurdvel em E e vale a sequinte tdentidade:

J f = lim <J fn) ,

E n—oo E

ou seja, J <lim fn> = lim (J fn) . (4.248)
E n—oo n—oo E

Demonstragao:
Notemos que, do Coroldrio BE53, segue que a fungdo f é Lebesgue mensurdvel em E.
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Logo, do Lema de Fatou (isto é, do Teorema E=3T), segue que:

J f <liminf (J fn) . (4.249)
E n—oo E

Por outro lado, para cada n € N, como
fn<fo e fnof, emE,

segue que
fa(x) < f(x), paracada x€E. (4.250)

Logo, do item B. da Proposicdao E=3, segue que

[ne]r
E E

implicando em: lim sup (J fn> < J f
E E

n—oo
(=)
< liminf <J fn) . (4.251)
E

lim sup (J fn> = liminf (J fn) ,
n—oo E n—o0 E

que, do item B. da Proposigdo IZZ71, segue que existird o limite lim (J fn> e, de
E

J = lim (J fn)
E n—oo E

completando a demonstragdo do resultado.

Portanto teremos

(E=2=T), teremos

O
Como consequéncia temos o um resultado andlogo ao Teorema E=32 para série de
fungdes, mais precisamente, temos:

Corolério 4.3.1 Sejam E € .#, f: E — R* uma fungdo e (f,)neny uma sequéncia de
fungdbes, ndo negativas e Lebesgue mensurdveis em E, tal que a série de funcdes

an converge pontualmente para a fun¢do f em E, 1sto €,

n=1
f(x) = Z fa(x), para cada x€E. (4.252)
n=1

Entdo a fungdo f é Lebesgue mensurdvel em E e vale a sequinte 1dentidade:

200

n=1

owsein, | (i ) -3 ([ ) (4.253)

n=1

—_
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Demonstracgao:
Para cada n € N, consideremos a funcao S,, : E — R, dada por:

parea cada x € E. (4.254)

w

3

KaY
[l

M-

—h

oy

Ka¥

k=1

Como para cada n € N, temos
fo(x) >0, paracada x€E,

segue que a sequéncia (S )nen serd uma sequéncia mondtona crescente de fungdes, ndo
negativas e Lebesgue mensurdveis em E, tal que

Sa B f, emE. (4.255)

Logo, do Teorema da convergéncia mondtona (isto é, do Teorema E=3) segue que

soma finita.

n
item O. da Proposicdo E=0 ..
= lim <E J fk>
n—oo E
k=1
)
= E J frs
n=1vE

como queriamos demonstrar.

Observacao 4.3.3

1. No Teorema da convergéncia mondtona (isto é, o Teorema [-3-4), podemos
substituir a hipdtese (E2Z1), ou seja,

fnf, emE
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por
fo—f, gq.t.p. emE. (4.256)

que as conclusoes dos respectivos resultados continuarao vdlidas.
2. No Coroldrio =31, podemos subsituir a hipdtese (E2532), ou seja,
P
S.—>f, emE

por
S.—f, gq.tp. emeE. (4.257)

que as conclusdes dos respectivos resultados continuardao vdlidas.

Dewzaremos a verificagcao deste fato como exercicio para o leitor.

Temos também a:

Proposicao 4.3.2 Sejam E € .#, f: E — R* uma funcao ndo negativa, Lebesgue
mensurdvel em E e (Ei)iey uma sequéncia disjunta de conjuntos Lebesgue men-
surdveis em E, tal que

E=|JE. (4.258)
i=T1
Entdo
f= J f
ou seja, f= J f. (4.259)
U?i] Ei i=1 Ei
Demonstragao:

Para cada n € N, consideremos a fungdo f, : E — R, dada por
=Xy, (4.260)
Observemos que, de (E2E0), segue que a sequéncia de fungdes (f,,)nen € formada por

fungdes ndo negativas, Lebesgue mensurdveis em E e além disso temos

f=» f,, em E. (4.261)

1

o0
n=
De fato, como

E=|JE e ENE=0 para i#j, (4.262)
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segue que

Mz e =) X, (4.263)
i=1

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo em E, temos que:

f=Ff A

[z
(= )f'XU?;]Ei

=Y 1 (4.264)

como queriamos demonstrar.

Podemos agora introduzir a:

Definicao 4.3.2 Segjam E € .# e f: E — R* uma fun¢do ndo negativa, Lebesgue
mensurdvel em E.

Diremos que a fungdo f € Lebesgue integravel em E se

L f< o0 (4.265)

Com isto temos a:
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Proposigcao 4.3.3 Sejam E € #, f,g: E — R* fungbes ndo negativas, tais que a
funcdo f é Lebesgue integrdvel em E, a fungdo g é Lebesgue mensurdvel em E e

g(x) <f(x), paracada x€E. (4.266)

Entdo a funcdo g é Lebesgue integrdvel em bt e, além disso, vale a seguinte

1dentidade
J(f—g):Jf—Jg. (4.267)
E E E

Demonstracao:
Notemos que, do item B. da Proposigdo B2, temos:

(R RERC)

>0 >0
item B. da Proposigdo (E=) J

(f—g)+ J g. (4.268)

E E

Como a parcela do lado esquerdo de (EZER) é finita (pois a fungdo f é Lebesgue
integravel em E), segue que as parcelas do lado direito deveréo ser finitas.
Em particular, deveremos ter

[o=e
E

mostrando que a fungdo g é Lebesgue integrdvel em E e vale a identidade (E=2E7D),
completando a demonstragao.

O
Temos também a:

Proposigao 4.3.4 Sejam a >0, E € # e f,g: E — R* fungées ndo negativas e
Lebesgue integrdveis em E.
Entdo as funcdes

af, f+g, f-g, 7, f e [l (4.269)
sao Lebesgue integrdveis em E.

Demonstracgao:
As conclusOes acima seguem dos itens M., B. da Proposicdo E21 juntamente com
(E113), (B123), (BTZ4) e a Proposicdo EZ3.
Deixaremos os detalhes da demonstragdo da mesma como exercicio para o leitor.
OJ

Para finalizar temos a:
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Proposigao 4.3.5 Sejam E € .#, f: E — R* uma fun¢do ndo negativa e Lebesgue
integrdvel em E.
Entdo, dado ¢ > 0, podemos encontrar & = &(e,f) > 0, tal que para todo A € .#

satisfazendo
ACE e m(A)<bd, (4.270)

valerd a sequinte desigualdade

OgJ f<e. (4.271)
A

Demonstracgao:
Suponhamos, primeiramente, o caso que a fungao f seja limitada em E, isto é, existe
M > 0 tal que

0<f(x) <M, paracada xckE. (4.272)

Consderemos .
5=—>0. 4.273
= (4.273)

Com isto, notamos que se A € .# satisfaz (E2270) entdo, do item B. da Proposigdo
B3, segue que:

OSJ f
A

(EZ73) e item B. da Proposigdo E=X1
< M
A

item . da Proposigdo E=1
o M
A

item Q. da Ogervagéo 3 M - m(A)
~——
<d
(2=Zm)
< M3
£

M )
mostrando a validade da desigualdade (E=Z7T).

Suponhamos agora que a fungdo f ndo é, necessariamente, limitada em E.
Para cada n € N fixado, consideremos a fungdo f, : E — R, dada por

f(x) = (4.274)

n, se f(x) >n

) {f(x), se f(x) <n,

Observemos que, para cada n € N, a fungdo f,, é limitada, ndao negativa, Lebesgue

mensuraveis em E,
f>f,, emkE
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fn, — f, pontualmente em E. (4.275)

Além disso, a sequéncia de fungdes (f,)ncn € mondtona crescente.
A verificagdo destes fatos sdo simples e serdo deixadas como exercicio para o leitor.
Logo, do Teorema da convergéncia mondtona (isto é, do Teorema EZ33), segue que

lim (J fn) =J f,
n—oo E E

ou seja, dado ¢ > 0, podemos encontrar N = N(¢) € N, se modo que

€
f—J'fN < =
Jo=Joo <5
ou seja, —£< Jf—JfN <E,
2 e £ 2
H—/

igdo E=3 .
Propos1éao J-E (f*fN ) , pois, foN

em particular, teremos

J (f—fn) < . (4.276)
E 2
Conisderemos .

d=——. 4.277

N (4.277)
Notemos que, se A € ./ satisfaz (E=270), teremos:
0< J f
A

:J [(f —fNn) + fn]
A

r r
item 0. da Proposigdo E=0 (
2 f—f)+ | fa
Ja Ja ~~
(==zm3)
< N
item B. da Proposigéo EX1 [ [
< (f —fn) +
JA

item 0. da Proposigdo E=1 [

N

A
(f—fN)+NJ 1
JA A

item B. da Observagéo E23 J (f —fn) +N-m(A)
A
< ()
ACE e f—fy20 (5=m) < ®
< Jelf—fn) <5
13
< =+NH
3 +
(=) € €
= — N P
2 PNIN
2 2 7
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mostrando a validade da desigualdade (E=271), completando a demonstragdo.

4.4 A Integral Geral de Lebesgue

Podemos agora introduzir a:

Definigao 4.4.1 Sejam E € .# e f:E — R* uma fung¢do Lebesgue mensurdvel (ndo
necessariamente nao negativa).

Diremos que a funcao f € Lebesgue integravel em E se as funcgdes, ndo nega-
tivas,

ff . f:E—-R*

(introduzidas na Definigcdo E234) sGo Lebesgue integrdveis em E, ou seja,
OngﬂJ f <oo. (4.278)
E E

Neste caso, definiremos a integral de Lebesgue da funcao f em E, que indi-

o= =] (4.279)

cada porJ f, como sendo
E

Observacao 4.4.1

1. Logo se £ € .#, da Defini¢gdo .Z.1, uma fun¢do f : E — R* serd Lebesgue
integrdvel em E se, e somente se,

OSJfJ”,J f~ < oo. (4.280)
E E

2. Como
(ET=3)

i =0,

seque que uma func¢do f: E — R* serd Lebesgue integrdvel em t se, e somente
se, a funcgdo |f|: E — [0, 00] for Lebesgue integrdvel em E.

L Ifl = L fr+ L . (4.281)

Em particular, de (E2M@) e (EZZT), seque que

Além disso, teremos

L f < L If]. (4.282)
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3. Notemos que se as funcgées f;,f, : E — R sdo ndo negativas e Lebesgue
integrdvers em E e satisfazem

f=f —f (4.283)
como (veja o item @. da Observagdo [F-5-4, ou ainda, (E124))
f=f—f,
segue que
T =f=1f—f,
ou seja, fT+f=f+f>0, (4.284)

Logo, do item B. da Proposi¢cdo Z-3-1, seque que

J f++J £, V| (£ + 1)
E E JE

=D 1)
JE

£+ J fi. (4.285)
JE E

(e17)

Como

ogJ f—,J f, < 00,
E E
seque que, de (E2ZH), que:

AR UK
E E E E

—
=

L f= L £ — L f,, (4.286)

1sto €, mostrando que a integral de Lebesgue | f independe da decomposi¢do

ou seja,

E
da funcao f que se considere, como diferenca de duas fung¢des ndo negativas,
Lebesgue mensurdveis em E, que tém integrais de Lebesgue em E finitas.

Com isto temos a:

Proposicao 4.4.1 Sejamc e R, E € .# ef,g:E — R* fungbes Lebesgue integrdveis
em E.
Entao
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1. a fungdo c-f:E — R* é uma fungdo Lebesgue integrdvel em E e, além disso,
teremos:
J(c'f):oJf. (4.287)
E E
2. a fungdo (f+g) : E — R* é uma fungdo Lebesgue integrdvel em E e além
disso, teremos
J(f+g)=Jf+Jg. (4.288)
E E E
3. Se ACEeAe€ #, entao a fungdo f|, : A — R* serd um fungdo Lebesgue
integrdvel em A.
4. Se
f<g, gq.tp emE, (4.289)
entdo teremos
J fSJ g. (4.290)
E E
5. Se A,B CE sdo tais que A,B e .# com ANB =0, entdo
J f:J f+J f. (4.291)
AUB A B
6. Se
f=g, gq.tp emkE, (4.292)
entao teremos
J f :J g. (4.293)
E E
Demonstragao:
Do item [0.:

Como a funcgdo f é Lebesgue integrdvel em E, da Definigdo EZZ71, temos que as fungdes
f* e f~ sdo Lebesgue integrdveis em E, ou seja,

0§Jf+,J f~ < oo, (4.294)
E E

Observemos que se ¢ = 0, teremos que

c-f=0, emE,

logo a fungdo c - f serd Lebesgue intergrdvel em E e, além disso, teremos:

L(O-f)zOzO-Lf,

mostrando que a identidade (E=227) é valida para ¢ = 0.
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Por outro lado, se ¢ # 0, notamos que:

para c >0, segue que: (c-f)"=c-f" e (c-f)=c-f,

para ¢ <0, segue que: (c-f)"=—c-f e (c-f)=—c-f".

A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, se ¢ > 0, teremos:

OSJ(c-f)+()J c-f*
E E

item O da Proposigdo (E=) +
= c-| f
E

(EZ93) e c>0
< 00,

O<J(c~f)_()J c-f
E E

item 0. da Proposigdo (E=) _
= c-| f
E

(=Zm) e c>0
< .

189

(4.295)
(4.296)

(4.297)

(4.298)

Logo, para ¢ > 0, de (E297), (E298) e da Definigdo EZ1, segue que a fungdo c - f

serd Lebesgue integravel em E.

Notemos também que, para ¢ > 0, do item B. da Observagdo B4, segue que:

¢ F= (¢ —(c-f)

= A

Logo

L(c p) =) L(c - L(c )

()J c-f*—J c-f~
E E

item 0. da Proposigdo (E=) _
= c-| ff—c-| f
E E

<[]

mostrando a validade da identidade (E=227) para o caso que ¢ > 0.

(4.299)
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Por outro lado, para ¢ < 0, teremos:
0< | (ern) = et
E E
item O da Pro;osigéo (=) —c. J £
E

(=) e c<0
<o, (4.300)

(=)

OSL(c-f)_ = L[—c-fﬂ

item 0. da Proposigdo (E=) +
= —c- | f
E

(E==3) e c<0
< oo. (4.301)

Logo, para ¢ < 0, de (E=300), (E=00) e da Definigdo EZZ, segue que a funcédo c - f
serd Lebesgue integravel em E.
Notemos também que, para c < 0, do item B. da Observagdo B4, segue que:
cF= (.0t —(c-f)

= A (4.302)

Logo

L(c p) = L(c - L(c )

== J [—c- f]— J [—c - ]
E E

item 0. da Proposigdo (E=0 _
= = .. J f-+c J ft
E E

=c- U f*—J f]
E E
(Eén) CJ f)
E
mostrando a validade da identidade (EZ87) para o caso que ¢ < O e completando a
demonstracdo do item 0. .
Do item D.:

Como as fungbes f e g sdo fungbes Lebesgue integrdveis em E segue que as fungles
f*, -, f* e g~ serdo fungdes Lebesgue integraveis em E, ou seja,

Ong*,J g* < oo, (4.303)
E E

ong,J g~ < oco. (4.304)
E E
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Notemos que

frg =V (F —f)+(g"—g)
= (f"+g")—(fF +g). (4.305)

Logo, de (E303) e (E304), segue que

0< L(f+ +g")

item O. da Proposicédo =13

o B e e (m)Jf++J gt T oo, (4.306)
E E

OSJ(f+g]

E

item O. da Proposigédo

o S e (m)JerJ g < oo. (4.307)
E E

Logo, de (EZM3), (E204), (E=307) e da Definigdo EZT, segue que a fungdo f + g serd
Lebesgue integravel em E.
Além disso, teremos:

270 )

L(H g) = JE(f+g)+—JE(f+ 9

= e ()

E
item O da Préppsigaém J f+—|—‘[ g+:| . [J f+J g:|
_E E E E
=Ll
E E LJE E
()J f+J g,
E E

mostrando a validade da identidade (E=228) e completando a prova do item B. .
Do item B.:
Lembremos que (veja (EI20))

f'/—\ =f- XA ) (4308)

assim teremos:
flA+ e f+ . XA e fl/\i = fﬁ . XA . (4.309)

A verificagdo deste fato é simples e serd deixada como exercicio para o leitor.

Como a fungdo f é Lebesgue integrdavel em E segue, da Definigdo 22T, que as fungdes
f™ e f~ sdo Lebesgue integraveis em E.

Como A € .#, segue que a fungdo X serd Lebesgue mensurdvel e temos também

X <f e f X <f,
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que, da Proposicdo EZ23, implicard que as fungoes
f+ . XA e f - XA

serdo Lebesgue integraveis em E e assim, de (E309) e da Definigdo EZ, segue que a
fungdo f|, serd Lebesgue integrdvel em E, completando a prova de B. .
Do item B.:

Observemos que

f<g, qtp.emtEt
se, e somente se: 0<g—f, qtp emE. (4.310)

Assim a fungdo g—f serd uma fungdo Lebesgue integrdvel em E e ndo negativa, g.t.p
em E.
Logo, do item B. da Proposigdo, segue que

(eT=m)
0 _
< L(g f)

item O. acima f
- g-— )
E E

ou seja, vale 290, completando a prova do item B. .
Do item B.:

Observemos que do item do item B. acima segue que a fungdo f|, , é Lebesgue
integravel em E.

Além disso, temos:

J f(EE’)J £ Xap
AUB E

Haus " Ak J - [Xp + X]
E

“e“""_—"‘“m“J f-XA+J f-stj f+J £
E E A B

mostrando a validade da identidade (E=291) e completando a prova do item B. .
Do item B.:
Como
f=g, aqtp. emtE,

segue que
ff=g" e f =¢g qtp emE. (4.311)

Como a funcgdo f é Lebesgue integrdvel em E segue, da Definigdo EZZ, que

Ong*,J f~ < 0. (4.312)
E E
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Logo, do item B. da Proposigao E=ZT, segue que

=
OSJ g+(EE)Jf+(<)oo,
E E

=
OSJ g(E:EE)Jf(<)m.
E E

Logo, da Definigdo EZ7T], teremos que a fungdo g serd Lebesgue integravel em E.
Portanto, da Definigdo EZ1, segue que

J f(EE”J f*—J f-
E E E

item B. da Proposigdo EZ=1 + _
= g —19
E E

!-IA!
- J 9,
E

mostrando a validade da identidade (E=Z93), completando a demonstragdo do item B. e
do resultado.
O

Observacao 4.4.2 Notemos se f,g: E — R* s@o funcbes Lebesgue integrdveis em
E, entdo a funcdo f+ g pode nao estar definida em todo o conjunto E.
De fato, pois pode existir x, € E tal que

f(xo) =400 e g(x,) =—00, (4.313)
ou vice-versa e, neste caso, ndo faz sentido
f(xo) + g(xo) -
Por outro lado, nbservemos que considerendo-se o conjunto:
F._={xe€E;f(x) =400 e g(x) =—o0}

segue que
m(F,_) =0. (4.314)

De modo andlogo, conisderando-se o conjunto
F . ={x€ek:f(x) =—oc0 e g(x) =+o0},

Seque que
m(F_,)=0. (4.315)

Mostraremos (E314) e deizaremos como ezercicio para o leitor a verificgdo de
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Suponhamos, por absurdo, que
m(F,_) >0. (4.316)

Consideremos a fungdo f: E — R*, dada por:

. [ ara xe€F
fx) = P = (4.317)
0, para xeE\F, _
Como m(F,_) >0, segque que
s ~ Ezercicio
J f:J f o oo, (4.318)
E P
Por outro lado, temos que
0<f<f", emE. (4.319)

Assim, do item E. da Proposi¢do [[.3-1, seque que

wszSJfﬂ
E E

0 que seria um absurdo, pois a funcgao f € Lebesgue integrdvel em E o que tmplicard,
pela Definigdo 7.1, em particular, que

Jf+<oo.
F

Portanto deveremos ter
m(F,_) =0,

como afirmamos.
Logo, do item B. da Proposi¢do [[.Z.1. acima, seque que o valor de

L(f-l— g eR

nao se alterard se mudarmos os valores das fungdes f e g no conjunto F._ UF__,
considerando, por exemplo,

f=g=1, emF, _UF_,.

Temos agora o importante resultado:
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Teorema 4.4.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Sejam E €
M, para cadan € N, consideremos f,g,f, : E— R*, fungbes Lebesgue mensurdveis
em E, tais que a funcdo g é Lebesgue integrdvel em E,

Ifn(x)] < g(x), paracada x€E (4.320)
fo—f, gqtp emeE. (4.321)

Entao as funcoes f e f,, sdo Lebseque integrdveis em E e

J f= lim (J fn> ,

E n—oo E

isto ¢, J <lim fn) = lim (J fn) . (4.322)
E n—oo n—oo E

Demonstragao:
Do item B. da Observagdao B2, segue que

£l =2 5+ 1 (4.323)
Logo, de (E=323) e (E2320), segue que
0<ff, f;<g, em E. (4.324)

Logo, do item B. da Proposigao B3], teremos:

(=)
OSJf:{,an < Jg<oo,
E E E

ou seja, para cada n € N, a funcdo f,, € uma funcdo Lebesgue integrdvel em E.
Por outro lado, como

f= T}Lngo fn. ,qt.pemE, (4.325)

e Ifnl < g, emE, paracadan € N, (4.326)

segue que: [f|<g, q.t.pemeE, (4.327)
ou seja, —g<f<g, qtpemeE. (4.328)

Logo, de (E=320) (como em (E=3Z4), com f no lugar da fungdo f,,), segue que a fungédo
f serd Lebesgue integrdvel em E.
Notemos também que, para cada n € N, de (E328), teremos:

—g<f, <g, em E, (4.329)
logo, de[II], teremos: 0<g—f,, emE, (4.330)
e também temos: g—f, - g—f, qt.p.emE. (4.331)
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Logo, do Lema de Fatou (isto é, do Teorema E=3T), segue que

(==3)
> 0

A — (EZ3) e (E2223) L
J (g—f) < liminf U (g—fn)l
E E

n—oo

:J g + liminf U —fn}
E n—oo E

= em e J g+ lim inf [—J fn]
E

E n—oo

:fE Q*IEf

item B. da Proposigio (EZZ) .
= g —limsup | f,,
E

E n—o0

ou seja, J f>1lim supJ fr.
E E

n—oo

De modo semelhante, de , temos que

0<g+f,, emeE
e g+f,—g+f, aqt.p.emE.

Logo, do Lema de Fatou (isto é, do Teorema E=3T), segue que

=)

e () e (Ezm) |
J (g+f) < lim inf U (g+ fn)}
E n—oo E
=Jegt[ef

ou seja, J f <liminf (J fn) .
E n—oo E

Logo, de (E2332) e (E=33H) segue que
. (=)
lim sup <J fn) < J f
n—00 E E

@)
< liminf J fn
n—oo E

item B. da Proposigao EZZ1
< limsup | fy,
n—oo E

ou seja, lim supJ fn= J f =1lim ian fu,
E E E

n—oo n—oo

(4.332)

(4.333)
(4.334)

(4.335)

mostrando, pelo item B. da Proposi¢do 2, a validade dade identidade (E323), com-

pletando a demonstragao.

O
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Observacao 4.4.3 Nas hipdtese do Teorema da convergéncia dominada de Lebes-
gue (isto é, do Teorema [-Z-1), todos os termos da sequéncia de fungées (f,) deve
ser majorado, em mddulo, por uma funcdo Lebesgue integrdvel g fizada.

Porém na demonstracdo nao foi utilizado tudo isto.

Na verdade se substituirmos, de modo apropriado, a fungdo g, da desigualdade
(E3320), por uma sequéncia (gn) podemos obter a sequinte extensdo do Teorema da
convergéncia dominada de Lebesgue (isto é, o Teorema [[-Z-1), que serd enunciado
a sequir e cuja demonstracao serd deizada como exercicio para o leitor:

Teorema 4.4.2 Sejam E € #, para cada n € N, consideremos g,,g : E — R*,
funcdbes Lebesgue integrdveis em E, tais que

gn — g, g.t.p. emkE, (4.336)

JE g = lim (L 9n> : (4.337)

Além disso se, para cada n € N temos que as fungoes f,,f: E — R* satisfzam,
para cada n € N,

e satisfazendo

fal < gn, emE (4.338)
e fo—f, qtp emE (4.339)

entao, para cada n € N, as funcoes f e f,, sGo Lebesgue integrdveis em E e vale a
sequinte identidade:

J f= lim J f. (4.340)
E E

n—oo

ou seja, J <lim fn> = lim (J fn) . (4.341)
E n—oo n—oo E
Observacao 4.4.4

1. Na situagdo acima, se (f)nen € uma a sequéncia de funcées Lebesque men-
surdveis em E, tal que

fo—f, gqtp emE,

entdo, do Lema de Fatou (isto €, do Teorema [-3-1), do Teorema da con-
vergéncia mondtona (isto €, do Teorema[[-3-4) e do Teorema da convergéncia
dominada de Lebesgue (isto €, do Teorema [-Z-1) garantem que, sob certas

condicoes, podemos caracterizar o valor da integral de Lebesgue | f, em
E

termos do limite das integrais de Lebesgue J fr.
E
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2. O Lema de Fatou (isto é, do Teorema [-3-1) tem as hipdtese mais fracas.

Neste caso, precisamos somente que as fungdes f, sejam mdao megativas em
E, 0 que é menos do que ser Lebesgue integrdvel em E, como pede o Teorema
da convergéncia dominada de Lebesgue (isto €, do Teorema -Z-1).

Por outro lado, sua conclusdo é a mais fraca de todas, e nos diz que

J f <liminf <J fn) .
E E

3. O Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (isto €, do Teorema
ZZ-1), pede que as fungdes f, sejam limitadas, por cima e por bairo, por
uma func¢do g, que € Lebesgue integrdvel em t fizada.

Porém sua conclusdo nos garante a igualdade

[r-m(]5)-

4. O Teorema da convergéncia mondnotona (isto é, do Teorema [-3-3) € algo
intermedidrio entre os dois resultados acima.

Ele pede que sequéncia de funcées (f)nen S€ja mondtona crescente, formada
por fungbes ndo negativas em E e limitada superiormente, pelo seu préprio
limate, ou seja, a funcao f.

Notemos que, se a fun¢do f é uma fun¢do Lebesgue integrdvel em E, este
serd um caso especial do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue
(isto €, do Teorema [Z-1).

5. A vantagem do Lema de Fatou (isto €, do Teorema [[-3-1) e do Teorema
da convergéncia mondnotona (isto €, do Teorema [-3-3) € que podem ser
aplicados mesmo que a fungdo f nao seja Lebesgue integrdvel em E e poderd
ser um bom modo de mostrar que a fungdo f é Lebesgue integrdvel em E.

6. O Lema de Fatou (isto €, do Teorema [-3-1) e o Teorema da convergéncia
mondnotona (isto é, do Teorema [[-3-3) estdo bem prérimos, no sentido que
cada um deles pode ser obtido do outro usando somente o fatos bdsicos rela-
cionados com a integral ser nao negativa e linear.

4.5 Convergéncia em Medida

Observacao 4.5.1 Sejam E € .# e, para cada n € N, consideremos f, : E — R*
uma fung¢do Lebesgue mensurdvel (e ndo negativas) em E, satisfazendo

lim (L ym) 0. (4.342)
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1. O que podemos dizer sobre a convergéncia da sequéncia de fungdes (f,)? serd
que
fn—0, emE ?

Infelizmente 1sto nao é verdade em geral.

Notemos que isto ndo vale nem mesmo para a integral de Riemann.

Dewzaremos como exercicio para o leitor a construcdao de um exemplo que
mostra a situacao descrita acima.

2. O que podemos afirmar é que se (E3ZJ) ocorre, para cada 1 > 0, teremos
m({xeE;|[f.(x)>n}) =20, quando n — oo. (4.343)
A verificagcao deste fato serd serd deirada como exercicio para o leitor.
Isto nos leva a introduzir a:

Definicao 4.5.1 Sejam E € .# e, para cada n € N, conisderemos f,,f : E — R*
funcdbes Lebesgue mensurdveis em E..
Diremos que a sequéncia (f,)neny € convergente em medida, para a fungao f,

em E se dado € > 0, podemos encontrar N = N(e) € N, tal que
para cada m >N, teremos: m({x € E; |[f (x) —f(x)|>¢}) <e. (4.344)

Para ilustra temos o:

Exemplo 4.5.1 Consideremos
E=1[0,1]

e, para cada n € N, definamos a funcao f,, : E = R, da seguinte forma:
Seja m o maztor inteiro, nao negativo, tal que podemos encontrar

kelo,2m), (4.345)

tal que
n=%k+2™m. (4.346)

Definamos

f ) = {1 , para xelk2 ™ (k+1)2 ™, (4.347)

0, mpara xe€[0,1]\[k2™,(k+1)2™™]

Entdo, dado € > 0, para todo n € N, teremos

m({x €[0,1]: [fa(x)| > €}) < TZT (4.348)
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Resolucgao:
Observemos que

n (==5) k+2™
oo
— g
ouseja, n—2""<0.
Somando-se n, teremos: 2n —2™"' < n, (4.349)
assim:
2k (n—2m
=2n-—2m"
=,
ou seja, 0<n—2k.
Somando-se n, obteremos, n <2(n—Xk),
ou ainda, ﬁ < 72_1 (4.350)

Notemos que, para cada n € N, de (E33Z7), segue que:

fn(x) #0,
se, e somente se, xek2™ (k+1)27™]. (4.351)
Logo
{xel0,1]; fn(x)| >} C k2™, (k+1)27™].
Portanto

m({x €[0,1]; [fa(x)| >¢e}) <m([k27™, (k+1)277])
(k2™ (k+1)27™)
—m
1
Tn—k

—==3) 2
= )E' (4.352)

Portando, dado R> 0, podemos encontrar N € N, de modo que

N > % (4.353)
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Logo, se

n>N, (4.354)
segue, de (E3532), que

(==2)
m({x €[0,1]; [fa(x)| > e}) <

2
n
=) 2
N

(==3)
<

[e2)

)

como afirmamos.
Observacao 4.5.2

1. Notemos que, no Exemplo [[-5-1, fazendo:

(a) n =1, de (E348), deveremos ter:

m=0 e k=0.

Logo, de (E3ZM), segue que

fi(x) =1, para xe€l[0,1];

(b) n =2, de (E3Z3), deveremos ter:

1
fo(x) =1, para xé€ {O,E}
1
e fo(x) =0, para XE(E’]];
(c) n =3, de (E3Z3), deveremos ter:

m=1 e k=1.

Logo, de (EZ3Z1), segue que

f3(x) =1, para XEBJ]

e f3(x)
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(d) n =4, de (E328), deveremos ter:
m=2 e k=0.
Logo, de (E3Z1), segue que
fa(x) =1, para xé€ {O,—}
1
e fs(x) =0, para XE(ZJ};
(e) n =5, de (E3Z8), deveremos ter:
m=2 e k=1.
Logo, de (E=33Z1), segque que:
11
fs(x) =1, para xé€ 173
11
e fs(x) =0, para xe€l[0,1]\ 17

e assim por diante.

2. No , no Ezemplo -5-1 acima , quando N — 00, seque que

fo.—>1f=0

em medida em [0,1].

Notemos que quando n — oo, de (E3ZH), segue que m — oo, logo

1
F — 0.
Notemos que sequéncia (f.(x))nen Serd constante e igual a 1 em intervalos
contidos em [0,1], para um nidmero infinito de indices n, suficientemente
grandes.

Por exemplo, para todo natural do tipo

n=2m,

teremos, de (E=3Z3), que
k=0.

Logo a sequéncia (fn)ncy Dao serd convergente para a func¢do identicamente
nula em [0, 1].
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Logo, da Definicdo [Z-5-1, podemos concluir que
f.—>f=0, em medida em [0,1],

mas a sequéncia numeérica (f,(x))neny nao € convergente para f(x) = 0, para
cada x € [0, 1].

4. Portanto podemos concluir que, se f, & f em E, entdo
fo—f, em medida em E,

mas nao vale, em geral, a reciproca da afirmag¢do acima.

A verificagdo deste fato é simples e serd deizada como exercicio para o leitor.

Porém temos a:

Proposicao 4.5.1 Sejam E € .# e, para cada n € N, consideremos f,,f: E — R*
funcao Lebesgue mensurdvel em E.
Suponhamos que

fn—f, em medida em E. (4.355)

Entdo existe uma subsequéncia, que indicaremos por (fn, Jxen, da sequéncia de
fungdes (fn)nen, tal que

fn, = f, g¢t.p. emE. (4.356)

Demonstracgao:
Como

f, —f, em medidaem E,

para cada k € N, podemos encontrar N = N(k) € N tal que, para n > N, teremos:

m({x € E;[fn(x) —f(x)| >27%}) <27%. (4.357)
Para cada m € N, consderemos o conjunto
En={x€E;|fn, (x)—f(x)|>2™, para algum n,, € N} . (4.358)

Observemos que, para k € N, se

[e.o]

x¢ | Em,

m=k

entdo, de (E35R), deveremos ter

Ifn,. (x) —f(x)]<2™, paratodo m>k.

Neste caso, segue que
frn(x) = f(x),
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ou seja,

fn, (x) = f(x), paracada x¢ A = ﬁ (G Ek> .

k=1 \m=k
Mas, para cada k € N, temos que:

m(A) ACU (G Em>

(E==52)
<

ij

“\
—

=) 3

1=0
1
TF

= S (4.359)

Como o lado esquerdo da desigualdade (E=359) acima, ndo depende de k, fazendo

—

k — oo, teremos: m(A)=0,

mostrando que
fn, = f, emE\NA, com m(A)=0,
ou seja,

fo, = f, aqt.p.emE,

como queriamos demonstrar.

OJ
Deixaremos como exercicio para o leitor a (veja o Exercicio 21 da pédgina 92 de
[HLH]) o seguinte resultado:

Proposicao 4.5.2 O Lema de Fatou (isto é, do Teorema [-3-1), o Teorema da
convergéncia mondtona (isto €, do Teorema [-3-3) e o Teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue (isto é, do Teorema [-Z-1), permanecem vdlidos se subti-
tuirmos a hipdtese

. —f, qtp. emE”, (isto €, (E2234), (E2E0) e (E3Z0), respectivamente)
pela hipdtese

7, — f, em medida em E”.



Capitulo 5

Diferenciacao e Integracao

Neste capitulo veremos em que sentido a operagdo diferenciagdo é o inverso da operagao
de integracao.
Em particular atentaremos para questdes relacionadas com:

1. sobre que condigdes poderemos garantir que

J ' = f(b) — f(a) ? (5.1)
[a,b]

2. ou ainda, que

d
[& LX} f} (xo) = f(xo), para x, € [a,b]? (5.2)

)

Observacao 5.0.3

1. Do ponto de wvista da integral de Riemann sabemos que uma condi¢cdo Su-
ficiente para a validade relagées (EXI) e (BE) acima, € que a funcgdo f seja
continua em [a,b].

2. Mostraremos, em situagées mais gerais, que identidade (E22) ocorre, quase
sempre.
Neste sentido, a diferenciagcdo é a transformacdo inversa da integragdo, no

sentido de Lebesgue.

3. A primeira questdo, isto é, (EX), € mais delicada e, mesmo utilizando a
integral de Lebesgue, ela serd verdadeira para uma certa classe de funcgdes
que caracterizaremos mazis adiante.

205
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5.1 Diferenciacao de Funcoes Mondtonas

Comegaremos pela:

Definicao 5.1.1 Sejam E C R e ¥ uma colegcao formada por intervalos limitados
de R.
Diremos que a cole¢do ¢ ¢é uma cobertura de E, no sentido de Vitali se, dado

e > 0, para cada x € E, podemos encontrar um intervalo pertencente a ¢, que
indicaremos por I, € ¢4, de modo que

xel, e YL)<e. (5.3)
Com isto temos o:

Lema 5.1.1 (Lema de Vitali)Sejam E C R, tal que
m*(E) < oo (5.4)

e Y uma cobertura de E, no sentido de Vitals.
Entdo dado ¢ > 0, podemos encontrar uma subcole¢do finita e disjunta, que

indicaremos por
{Ilf")IN}gg) (55)

tal que
N
m* (E\ U In) <e. (5.6)
n=1

Demonstracgao:

Podemos supor, sem perda de generalidade, que os intervalos da colegdo ¥ sao
intervalos fechados.

De fato pois, caso contrario, trocamos os intervalos de ¥ que ndo forem necessaria-
mente fechados pelo seus respectivos fechos.

Observamos que os pontos extremos dos intervalos fechados

teém medida de Lebesgue zero, logo ndo alterardo o valor do esquerdo da desigualdade
(E3).

Notemos que, dado 6 > 0, do item M. da Proposigdo B=Z3, segue que podemos
encontrar um subconjunto aberto O de R, que satisfaz

ECO e m"(O)<m*(E)+5. (5.7)

De (E3) e (E7), segue que

m(0) °%” m*(0) < 0. (5.8)
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Como a colegdo ¢ é uma cobertura de E, no sentido de Vitali, da Definigdo BT,
dado & > 0, para cada x € E C O, podemos encontrar I, € ¢, de modo que

xel, e UYL <é&. (5.9)
Podemos supor, sem perda de generalidade, que se
I, ¥, teremos: I, CO. (5.10)

Para msotramos isto basta, se necessdrio, diminuir & > 0 consderado acima e utilizar
o fato que x € E C O e o conjuto O é um subconjunto aberto de R.

Em particular, como I, € ¥ segue, de (EcI0) e dos itens B. e . da Proposi¢do BT,
que

G

UL) =" m"(I)

(E2)
< m*(0)

O m(0). (5.11)

Consideremos a seguinte seguéncia (I,,)nen, formada por intervalos disjuntos de ¥,
escolhidos da seguinte forma:

Consideremos
Le9,
qualquer.
Notemos que se
E C I] )
terminamos a demonstragao, pois
=0
— =

m(E\L}) =0< ¢,

mostrando (EH), com a subcolegdo finita (EH) formada por um tnico elelmento, a saber

{Ii}.
Caso contrario, ou seja, se
E \ I] 7& ®>
podemose encontrar
xeE\IL. (5.12)

Logo, existird I, € ¢, com medida arbitrariamente pequena (veja (E9)), tal que
x € L.
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Podemos supor, sem perda de generalidade, que

L NI, =0. (5.13)

De fato pois , como x ¢ I; e I; é um intervalo fechado de R, podemos considerar

. d(X ) I] )
= >0
& 2
e assim, de (EX9), teremos (E13).
Consideremos
L =1. (5.14)

Suponhamos que os intervalos

L,L, -, 1,

tenham sido escolhidos, para n € {2,3,---}, ou seja, a colegdo

{Ij;j6{172»"')n}

é formada por elementos de ¢ que sdo dois a dois disjuntos.
Para cada n € N, consideremos:

kn =sup< UL); €9, talque [N =(, paracada i€{1,2,---,n}, . (5.15)
o
Notemos que, para cada I, € ¢, de (E10), segue que
I, €O, implicandoem 1(I,) <m(O).
Logo
(3)
(5.16)

k., <m(0O) < oo.

Se

Egoli>
i=1

Segue que

*

N

m* [E\(JI | =0<e¢,
n=1
=0

(Bd) ocorrera.

Caso contrario, construiremos
I-n_+'| S g,
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da seguinte forma:
Como

n
E Z U Ii )
i=1
podemos encontrar

XOEE\OIi-
i=1

Como a colegdo ¥ é cobertura de Vitali do conjunto E, segue que, existe I,, € ¥,
com medida arbitrariamente pequena (veja (B59)).
Podemos supor, sem perda de generalidade,

I, NI;=0, parcada ie{1,2,---,n}. (5.17)

o

n
De fato pois , como x, & Uh e, para cada i € {1,2,---,n}, [; é um intervalo
i=1

fechado de R, podemos considerar

d(Xo ) Ii)

Eimin{ >

;)16{1)2)"')n}}>0

e assim, de (E9), teremos (BE1Q).
Logo, de (EC1H), teremos:

I,,€«/, em particular, & #0.

Da definigdo de supremo aplicada a (BE13), segue que podemos encontrar I,,; € ¢,

tal que
1 1
_k-n - kn — 5 Kkn
2 Zk
<
>0
< UTni1) (5.18)
< kn
e I..oNIy=0, paracada ie{1,2,---,n}. (5.19)

Assim construimos uma seguéncia (I,)nen, formada por intervalos disjuntos de ele-
mentos de ¥.
Notemos que, do fato que

. co, (5.20)
n=1



210 CAPITULO 5. DIFERENCIACAO E INTEGRACAO

segue, da Proposigdo (B=3), que

1 n=1

(@

—_

mn

LNIn=0, para k7m e (E39) m < In)
(=) (B3)
< m(0) <’ oo. (5.21)

o9}

Em particula,r a série numérica E 1(I,,) serd convergente em R, ou seja, podemos

n=1

i UIL,) <

n=N+1

encontrar N € N, tal que

: (5.22)

Ul m

Consideremos o conjunto
N
A=E\ L. (5.23)
n=1
Para finalizarmos mostrarmos que
m'(A) <e,

ou seja, vale a desigualdade (EH).
N

Para isto notemos que se x € A, como U [, é um subconjunto fechado de R que

n=1
ndo contém x, pois

N
xe A E\ L,

n=1

a£d<x,UIn> >0. (5.24)

n=1

segue que

Por outro lado, como a colegdo ¥ é uma cobertura do conjunto E, no sentido de

Vitali, podemos encontrar I, € ¢, de modo que
a

xel, e UL)< 5 (5.25)

Assim, de (E24) e (E223), segue que o intervalo fechado I, ndo interceptard nenhum
dos intervalos fechados

Ih"' )IN)
ou seja,
LNIy=0, paracada ic{1,2,---,N}. (5.26)
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Por outro lado, notemos que se, para cada n € N, temos que
LNL=0 paratodo ie{1,2,---,n},
da definigdo de supremo aplicada a (ECI3), segue que
UL < kn 2 2UTner) - (5.27)

Como a série nimeérica Z 1(I,) é convergente em R (veja (E221)), do critério da

n=I1
divergéncia para séries numeéricas, segue que

lim 1(I,) =0. (5.28)

n—oo

Portanto afirmamos que o intervalo fechado I, deverd interceptar, pelo menos, um
intervalo I,,,, para algum n, € N.
De fato, caso contrario, se

LNI,=0, paratodo neN,
de (E222) e (E2218), teremos

&= (E23)

l(Ix) S Zl(In—H) — O»

0 que implicaria que
1(I,) =0,

0 que seria um absurdo, pois I, € um intervalo fechado de R.
Consideremos 1, € N, o menor natural (que existe), tal que

LN, #0. (5.29)
Em particular, segue que
LLNIi=0, paracada ie{1,2,---,n,— 1} (5.30)
Logo, de (E228) e (E223), segue que
n, > N.
Além disso, de (E2Z7), teremos
U(L) < Kkn, 1

(=2)
< 2YL,). (5.31)
Como x € I, e o intervalo fechado I, tem ponto em comum com o intervalo fechado
L, , segue que a distancia do ponto x ao ponto médio do intervalo fecahdo I, é, no
madximo, (veja figura abaixo)

UL) + 5 UL). (5.32)
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Iny
A

Ponto médio de Iy

Notemos também que

(I 111 (<)ZII ]lI
(x)‘i_z(nx) = (nx)+z(nx)
2 ULy)
=5— (5.33)

Logo o ponto x pertencerd a um intervalo fechado, que indicaremos por |, , que terd
o mesmo ponto médio do intervalo [, e comprimento 5 vezes o do mesmo, ou seja,

l(]ﬂx) :51(1117() . (5'34)

Logo, como vimos acima, para cada x € A, podemos encontrar n, € N, tal que
X € Jn, .

Como n, > N, de (E223), segue que

AC O Jn - (5.35)

n=N+1

Desde modo, de (E3H) e do item B. da Proposigao BEZX, teremos

@ &
m(A) < > )

n=N+1

=Y s
n=N+1

=5 > I,
n=N+1

| Swa

( < ) 5% =,

mostrando a validade da desigualdade (E8) e completando a demonstragao.

Observacgao 5.1.1
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1. Para a prozimo conceito que introduziremos a sequir, precisaremos das Se-

guintes mogoes:

Sejam A # 0, f: A CR — R* uma funcdo e x, EK, 1sto €, x, € ponto interior

do conjunto A.

Definimos os sequinte limites superiores, inferiores e correspondentes limites

superiores e inferiores laterais, da funcao f no ponto x,:

limsup f(x) =inf sup f(x),

X—Xo 6>0 0<[x—xo|<d

liminf f(x) =sup inf f(x),

X—Xo 5>0 0<Ix—xol|<d

limsup f(x) =inf sup f(x),

x—)x;r 6>0 O<X—X0 <b

liminf f(x) =sup inf f(x),

X*}Xg 5>0 0<x—X0 <0

limsup f(x) =inf sup f(x)

X—Xgo 6>0 0<xo—x<d

liminf f(x) =sup inf f(x).

X—Xg 5>0 0<xo—x<d

2. Se A =[a,b] e x, = qa, definiremos:

limsup f(x) =inf sup f(x),

x—a™ 6>0 0<x—a<5

liminf f(x) =sup inf f(x),
x—at 550 0<x—a<?d

e de modo semelhante, se x, = b, definiremos:

limsup f(x) =inf sup f(x),
x—b— 8>0 0<b—x<5

liminf f(x) =sup inf f(x).

x—b— 5>0 0<b—x<?d

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)

3. O Ezercicio 47., da pdgina 48 de [HLA], nos fornece algumas propriedades

dos limates laterats acima.

Com isto podemos introduzir a:
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Definicao 5.1.2 Sejam A C R, ndo vazio, f: A — R func¢do e x, um ponto interior
do conjunto A.

Definimos as seguintes derivadas laterais superiores e inferiores da funcao f
no ponto x,, indicadas e dadas por:

D" f(x,) = limsup , (5.46)
h—0+ h
D f(x,) = limsup o1 = o)
h—0— h
—f(xo — k
= lim sup (o) = flx ) , (5.47)
k—0+ k
T . f(xo + h) - f(xo)
D, f(x,) = llhl‘i(l){lf o , (5.48)
D f(x,) = liminf e 1) = fXo)
h—0— h
T . f(xo) - f(xo - k)
= 11kn_1>é£1f " . (5.49)

Observacao 5.1.2

1. Os limates laterais acima sao denominadas derivadas laterais superiores e
inferiores da funcao f, a direita e a esquerda no ponto x,, respectivamen-
te.

2. Notemos que:

D*f(xo) > D f(x,) e D f(xo) > D_f(xo). (5.50)

3. Além disso, se
D" f(x,) = Dif(xe) = D f(x,) = D_f(x,), (5.51)
seque que existe

. f(xo + h) - f(xo)
lim

S h = D+f(X0) =D f(x0) =D f(x,) = D_f(x,), (5'52)

e neste caso diremos que a fung¢ao f € diferenciavel no ponto x, e o valor
do limite actma serd dito derivada da fungao f, no ponto x, e indicada por
f'(xo), 1sto €,

f'(xo) = DHf(xo) = Dif(xo) = D f(x,) = D_f(x,) . (5.53)

4. Notemos que, se
D" f(x,) = Dyf(xo), (5.54)
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diremos que a fungdo f € diferenciavel a direita do ponto x, e o valor co-

mum acima serd dito derivada a direita da funcao f em x, e indicada por
' (xo) , 2sto €,

./ (xo) = D f(xo) = D f(x,) . (5.55)

5. De modo andlogo, se
D f(x,) = D_f(x,), (5.56)

diremos que a fungdo f € diferenciavel a esquerda do ponto x, e o valor co-
mum acitma serd dito derivada a esquerda da funcao f, no ponto x, e in-
dicada por f_'(x,), isto €,

f_'(xo) = D f(xo) = D_f(x,) . (5.57)

Com isto temos o:

Teorema 5.1.1 Seja f:[a,b] = R uma fun¢do mondtona crescente em [a,b].
Entdo a fungdo f € diferencidvel q.t.p. em [a,b].
Além disso, a fungdo ', que existe em [a,b], exceto em um conjunto de medida
zero contido em [a,b], serd uma funcdo Lebesgue mensurdvel em [a,b] e vale a
sequinte desigualdade:

J £ < £(b) —(a) . (5.58)
[a,b]

Demonstragao:

Comecaremos mostrando que o conjunto A C R, formado pelos pontos de [a, b],
para os quais duas derivadas laterais, dadas pelas expressées (EZH), (E217), (EZ3) e
(BE2Z3), serdo diferentes, serd um conjunto Lebesgue mensurdvel e tem medida zero, ou
seja, a fungdo f é diferencidvel q.t.p. em [a,b].

Para isto consideremos

E={x€la,b]l; Df(x) > D_f(x)} . (5.59)

Notemos que o subconjunto de [a, b] formado pelos pontos de [a, b], onde as outras
derivadas (EZ43), (EZ7), (E23) e (EZQ) sdo diferentes, sdo similares ao conjunto (EX9)
e poderdo ser tratados de modo andlogo.

Deixaremos os detalhes destes casos como exercicio para o leitor.

Observemos que se x € E, isto é, se

D*f(x) > D_f(x)
entdo podemos encontrar

U ,v, €Q, com u,>v,,
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tais que
D*f(x) > u, > v, > D_f(x). (5.60)
Para cada u,v € Q, com u > v, consideremos o seguinte conjunto:
Eyy={x €la,b]; D™f(x) >u>v>D_f(x)}, (5.61)
que, por (EXED), é ndo vazio.
Notemos que, de (EB0) e (EXT), segue que
E= ] Euy. (5.62)
u,veQ
Se mostrarmos que
(5.63)

m*(E,,) =0, paratodo u,veQ,

teremos:

u,veQ
Proposigdo EZ3
< D> m(Ey,)
u,veQ
=
ou seja: m*(E) =0.

Assim, do Lema B=3T], segue que o conjunto E serd Lebesgue mensuravel e

e completando a 1.a parte da demonstragao.
Mostremos que (EE3) ocorre.

Para isto , seja
E [a,b]

u,vg
s=m"(E,,) < (5.64)

m([la,b]) < co.
——

=b—a
Notemos que, dado ¢ > 0, do item 0. da Proposigdo BEZX3, podemos encontrar um

conjunto O, que é um subconjunto aberto de R, com

satisfazendo:
(5.65)
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Observemos que, para cada x € E,,, € O, teremos

(E23)

v > D_f(x)
D 4i g 1)~ FX—K)
k—0+ k
& inf sup f(x) — f(x — k)
6>0 o<k<s k '

Logo, podemos encontrar k > 0, suficientemente pequeno, de modo que

Lk=kxk—-k,x] CO (5.66)
f(x) —f(x — k)
k

<v, paracada x € [x —k,x]. (5.67)

Em particular, para cada u,v € Q, teremos

ou seja, a familia 4 = {Iy; k > 0} € uma cobertura de Vitali do conjunto E, ,.

Para cada u,v € Q, aplicando o Lema de Vitali (isto é, o Lema BETT1) a cobertura
{It; k € R} do conjunto E, ,, segue que podemos encontrar uma subcolegdo finita e
disjunta, que indicaremos por

ey Iy s T by

da colegdo {Ix; k € R}, tal que

N
m* (Ew \ U Ikn> <ce. (5.68)
n=1

Consideremos o conjunto:

N N
A== Jx—1i,%). (5.69)
n=1 n=1
Afirmamos que
m*(A) >s—e. (5.70)

De fato suponhamos, por absurdo, que

m'(A) <s—e. (5.71)
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Com isto teriamos:
"[(Eup \A)UA]
(BEuy \A)+m*(A)
N
= <Eu,v U Ikn> +m*(A)

n=1
(E23) e (B20)
<

e+ (s—¢)
=3
(em3) *
= m (Eu,v))
ou seja, m*(Ey,y) < m*(Euy),

0 que seria um absurdo, logo vale (EZ70).
Paracadane{1,2,---,N}, se

XnEIkn:[X_kn)X])

teremos:
N N
(623)
D [F) = flxn —Kka)l <" D (vka)
n=1 n=1
N
=v)_ K
=1 )

N .. N
Un—1 Ikn=Eu v, e é disjunta
= v-m U I,

UE:] Ikn :EU- sV g 0o

v-m(O)

(63)
< v-(s+e). (5.72)

Por outro lado, se x € E, ,, segue que:

(EZD)

u < D'f(x)
(=) 1. f(x +h) —f(x)
=" limsup
h—0+ h
f h)—f
= ing sup et 1) = ) . (5.73)
8>0 0<h<s h

Logo, para h > 0, suficientemente pequeno, cada ponto

N o
yGA:UIkR,

n=1
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serd o extremo inferior de um intervalo do tipo

Jn=(y,y+h), (5.74)
que estd contido em Iy, , para algum n € {1,2,--- ,N}, de modo que
f h)—f
we fyt })L W) (5.75)

Em particular,

A:UJh)

h>0
ou seja, a familia .% ={J; h > 0} serd uma cobertura de Vitali do conjunto A.
Logo, aplicando-se novamente o Lema de Vitali (isto é, o Lema BEZTT) ao conjunto

A= U Jn, podemos obter um subcolegdo finita e disjunta, que indicaremos pro
h>0

{]1)]2)"' )]M})

da colegdo U Jn, de modo que

h>0

m* (A\ U ]m> <e. (5.76)

Considerarmos "
B=|JJm- (5.77)
m=1
Afirmamos que,
m*(B) >s—2e. (5.78)
De fato suponhamos, por absurdo, que
m*(B) <s—2¢. (5.79)

Com isto teriamos:

m*(A) = m*([A\ BJUB)

<m*(A\B)+ m*(B)
—

(E=m) c (=)

< s-2¢
< e+ (s—2¢)
=s—¢
(Bm)
< m*(A),

ou seja, m*(A) < m"(A),
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que é um absurdo, logo vale a desigualdade (EZ73).
Observemos que, para cada m € {1,2,---, M}, considerando-se

Jin = (Ym, Ym + hm) s (5.80)

teremos:

—~

Il
Mz 0= v

N
Z [f(Yym + hm) — f(ym)] E>5) (uhy)

n=m

i
—~

(e=m)

1Jm)

= (]m)
m=1
YN mOm)=m* (UL Jm) M
m=1
(=),
(Em®)
> u-(s—2¢). (5.81)
Observemos que,para cada m € {1,2,---, M}, por construcdo (veja (E274)) o inter-

valo J,, estd contido em algum Iy, .
Assim tomando-se a soma sobre todos os m’s para os quais J,, C I, e utilizando o
fato que a fungdo f € mondtona crescente, teremos:

Z [f(ym + h'm) - f(ym)] S f(xnm) - f(xnm - k'nm)>

me{] »2»“' vM;]m.g]Tlm}

implicando que
M
D f(ym + ) —kn) . (5.82)
m=1

Logo, de (E22) e (EZE1), teremos

3
Il

IA
M=
_h
=

N
velste) S0 Y lxn+Kn) — fxn)]

u-(s—2e). (5.83)
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Como isto (EZ23) ocorre, para todo € > 0, segue que
V-s>u-s. (5.84)
Por outro lado, de (E62) e (EB4), segue que
u>v e s>0. (5.85)
Logo, de (E24) e (E23), deveremos ter
s=0

que, de (E54), é o memso que
m*(E, ) =0,

mostrando (EE3) e assim, a fungdo f é diferencidvel q.t.p. em [a, b].

Para mostrarmos a desigualdade (E228), consideremos o conjunto E C [a, b], formado
por todos os pontos onde a fungdo f nio é diferencidvel em [a, b].

Sabemos da 1.a parte da demonstragdo que

Ee# e m(E)=0.

Conisdremso a fungao g: [a,b] \ E — R, dada por:

o(x) = lim f(x +h) —f(x)

lim o , paracada x € [a,b]\E. (5.86)
.

Notemos que a fungdo g estd bem definida e, além disso, teremos:
g(x) =f'(x), paracada x¢€ [a,b]\E. (5.87)

Para cada n € N, consideremos a fungio g, : [a,b] — R, dada por:

gn(x) =m- {f (x+ l) —f(x)]
n
f <x+ l) — f(x)
n

— 1 , paracada xE€ [a,b], (5.88)

n

onde estamos considerando
f(x) =f(b), para x>b. (5.89)
Logo, da primeira parte, como a fungdo f é diferencidvel em [a,b] \ E, segue que

gn— ¢, q.t.p. em [a,b], quando n — . (5.90)
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Observemos que, para cada n € N, a fungdo g, € fungdo Lebesgue mensuravel em
[a,b] (pois a funcdo f é monétona crescente em [a, b, logo .serd Lebesgue mensurdvel
em [a,b]).

Logo, do Corolédrio B3, segue que a fungio g serd Lebesgue mensurédvel em [a, b].

Notemos que, a fungdo f sendo mondtona crescente em [a,b] implicard que, para
cada n € N, de (E228), segue que:

gn >0, emla,b].

Logo, o Lema de Fatou (isto é do Teorema (E=3)), teremos:

(=) .
J g < liminf J gn
[a,b] [a,b]

n—oo

1
=liminf{n J f(~+—)—J f
n—eo [a,b] n [a,b]

7 AN s

R 11 ] )

SERRL2R Jim inf § n J f— J f
n—eo | J[o,b+1] [a,a+1]
T é crescente =~ [ 1
< liminf< n J flb+— —J f(a)
oo [b ,b-&-%] n [a ,a+%]

1
= liminf |f b—l——>'n'J X —f(a)~n«J Xy
n—eo < n [a,b] [ob+3] [a,b] [a,0+3]

m([o b+ ])=1 —n([ot )=

1
= liminf |f <b + —) —f(a)
n

n—oo

L )

— f(b) — f(a). (5.91)
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Logo, de (E=21) e (ET9D), termos

J £/ 9(?)&”& em [a,b] J g
(a,b] [a,b]

(E23)
< f(b) — f(a), (5.92)
mostrando a validade da desigualdade (EE8) e completando a demonstragdo.
O
5.2 Funcoes de Variacao Limitada
Da Definigdo B5 X e dos itens B. e B. da Observagdo (BE54), para v € R, temos que
T ara 1v>0
=y P - (5.93)
0, para r<0

—r, para 1<0,

= { , (5.94)

0, para r>0
=] —1"y (5.95)
T, > 0. (5.96)

Observacao 5.2.1 Consideremos a funcdo f:[a,b] o R e
,Pi{a:XO)X])"' )Xk:b}
uma parti¢cdo do intervalo [a,b].

1. Com 1isto podemos definir

k

pr = Z[f(xi) — fxi)]", (5.97)
-
K
np = Z[f(xi) — )], (5.98)
i
e tp =np+pp
K
EER E ST () — ) (5.99)
i
Com 1sto temos que
(E2) e (E3)

<tp= pPp+np. (5100)
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2. Podemos mostrar que
f(b) —f(a) =pp —np. (5.101)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio pra o leitor.

3. Definamos

P2(f) = suppp, (5.102)
P

NP (f) = supnp (5.103)
P

e T2 (f) = suptp, (5.104)
P

onde os supremos sdo tomados sobre todas as particées P do intervalo [a,b].
4. Observemos que, de (BECIOO), teremos:
0 < Pa(f),Ng(f)

< T (f)
< P2(f) + N2 (). (5.105)

5. Em algumas situagbes T°(f) poderd ser denotado por

T ou T,

a

no caso de ndao queremos enfatizar a dependéncia em a funcdo f, ou nao
queremos enfatizar a dependéncia em a funcgdo f e ao intervalo [a,b], res-
pectivamente.

De modo andlogo podemos considerar

P’ ou P e N° ou N.

a

6. Sec € [a,b], de (EUH) e das defini¢gdes acima, termeos:

0<SPE<PY, O<NS<NE e OSTE<STY. (5.106)

A verificagcao deste fatos serdo deiradas como ezxercicio para o leitor.

Com isto podemos introduzir a:

Definigao 5.2.1 Na situagdo acima P, dado por (EEI02), serd denominado variagao
positiva da fungao f, em [a,b].

De modo semelhante N, dado por (EE103), serd denominado variagao negativa da
funcao f, em [a,b] eT, dado por (EXI04), serd denominado variagao total da fungao
f, em [a,b].
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Definicao 5.2.2 Na situagdo acima, se
0<T< o0, (5.107)

diremos que a func¢do f € de variagao limitada, em [a,b].

O conjunto formado por todas as fungdes de variacdo limitada definidas em
la,b], serd denotado por BV([a,b]; R).

Com isto temos o

Lema 5.2.1 Seja f € BV([a,b]; R).
Entdo valem as sequintes identidades:

To(f) = PO(f) + Ng(f), (5.108)
f(b) — f(a) = P2(f) — N2(f). (5.109)

Demonstragao:
Como f € BV([a,b]; R) teremos

0<T< co. (5.110)
Seja
Pi{a:xoﬂﬁ»"' >Xn:b}

uma particdo do intervalo [a, b].
Entao, do item O. da Observagdao EZX1l, segue que

|muani]
pr =" np +f(b) — f(a)

<supnp + f(b) — f(a)
y

EZINE () + f(b) — f(a) . (5.111)

Tomando-se o supremo do lado esquerdo de (ECTT), sobre todas as partigdes P do
intervalo [a, b], obteremos:

Pa(f) < Nb(f) +(b) — f(a) . (5.112)
Como
Ne(n) 2 1o oo,

de (ECTT2), segue que
Po(f) = Ng(f) < f(b) — f(a). (5.113)
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De modo semelhante, do item B. da Observacao B2, segue que
£
np = pp — £(b) + f(a)

< sgjppprrf(b) —f(a)
= po(£) 4 £(b) — f(a). (5.114)

Tomando-se o supremo do lado esquerdo de (ECTTd), sobre todas as partigcdes P do
intervalo [a, b], obteremos:

NP (f) < P2(f) — f(b) + f(a). (5.115)

Como
ey )
P.(f) < TJ(f) < oo,

de (ECT1H), segue que

NE(f) = P2(f) < f(a) —
> f

ou seja,  PY(f) — N°(f) (a). (5.116)

Logo de (ET13) e (ET113), teremos

PP (f) — N&(f) = f(b) — f(a),

mostrando que a identidade (ET09) ocorre.
Por outro lado, do item B. da Observagdo B2, teremos

o (=)
Ta (f) Z tP

(EZm)
= "ppt+tnp

(EZm) pp + [pp — (f(b) — f(a))]

= 2pp + —[f(b) — f(a)]

=0 2pp — (PR — NE(N) (5.117)

Tomando-se o supremo em ambos os lados de (ET14), sobre todas as partigdes P do
intervalo [a, b], obteremos:

TO(f) > 2P2(f) — PE(f) + NO(f)
= P2(f) + NO(f). (5.118)

Mas, do item B. da Observacdo B2, temos que

b (B3 b b
To(f) < P(f) +Ng(f),
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que, juntamente com (ETIR), implicard que
Ta (f) = PQ(f) + Ng(f),

mostrando que a identidade (ET08) também ocorrerd, completando a demonstragéo.

[
Para finalizar esta segdo temos o:
Teorema 5.2.1 Seja f:[a,b] = R uma funcgado.
Temos que f € BV(la,b]; R) se, e somente se,
f=g—h, (5.119)
onde as fung¢bes g,h:[a,b] = R sdo fungées mondtonas crescentes em [a,b].
Demonstracgao:
Suponhamos que f € BV([a,b]; R), ou seja,
0<TY(f) < 00. (5.120)
Logo, para cada x € [a, b], de (E0112), (E0103) e (BE-I0A), segue que
(Em)
Poy No < Tg
(Emm)
< T
(=)
< o0. (5.121)
Consideremos as fungdes g, hy : [a,b] — R, dadas por:
g(x) =P. e hy(x) =N}, paracada x€[a,b]. (5.122)

Observemos que, de (ECT2T), segue que as fungoes g e hy bem definidas.
Além disso, se
X,y € [a,b], satisfazem x>y,

do item B. da Observagdo B2, segue que

e hi(y)  ="N}
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mostrando que as fungdes g e h; sdo fungdes mondtonas crescentes em [a, b].
Notemos também que, para cada x € [a,b], do Lema (E22T) acima (conisderando
b = x), segue que

(52m)

f(x) —f(a) Pa — N

= g(x) —i(x),
ou seja,
f(x) = g(x) — hy(x) + f(a)
= g(x) — [l (x) — f(a)]. (5.123)

Consoderemos a fungdo h: [a,b] — R, dada por:
h(x) = h(x) — f(a), paracada x € [a,D]. (5.124)

Como a fungdo h; é mondtona crescente em [a,b], segue que a fungdo h também
serd monotona crescente em [a, b].
Além disso, de eqref5.122 e (EET24), teremos:

f(x) =g(x) —h(x), paracada x € [a,b],

completando uma parte da demonstragdo.
Reciprocamente, suponhamos que

f=g—h, emla,b], (5.125)

onde as fungbes g, h: [a,b] — R sdo fungbes mondtonas crecentes em [a, b].
Notemos que, para
Pi{a:X’O)X])“' >Xn:b}

particdo do intervalo [a,b], teremos:

tp = Z If(xi) — f(xi1)l

= llglx:) — glxin)] = [h(xi) — h(xi)]]

Zlgxl—gxﬂ!JrZ!hxl R(xi)|

g,h séo crescentes Z Xl o g X ])] n Z[h(xl) o h(Xi_1 )]

de31gualdade triangular

i=1

=1
g(b) — g(a)] + [h(b) —h(a)]. (5.126)

somas telescop1cas

— ,..
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Tomando-se o supremo do lado esquerdo de (EZIZH), sobre todas as partigdes &2 do
intervalo [a, b] segue que

T2(f) < [g(b) — g(a)] + [h(b) — h(a)] < oo,

mostrando, pel Definicdo B2, que f € BV([a,b]); R, completando a demonstragio.

O
Como consequéncia temos o:
Corolério 5.2.1 Seja f € BV([a,b]; R).
Entdo a fungdo f € diferencidvel, q.t.p. em [a,b].
Demonstracgao:
Do Teorema EZZ1 acima temos que
f=g—h, (5.127)

onde as fungbes g, h: [a,b] — R sdo duas fungées mondtoncrescentes em [a, b].
Logo, do Teorema ET1], segue que as fungdes g, h sdo diferencidveis, q.t.p. em [a, b]
e assim, de (EET21), segue que a fungdo f é diferencidvel q.t.p. em [a, b], como queriamos
demonstrar.
O

5.3 Diferenciacao da Integral de Lebesgue

Nesta secdo responderemos a segunda questdo colocada no inicio deste capitulo (veja
(B2)).

Na verdade exibiremso duas versdes do Teorema Fundamental do Cdélculo para in-
tegrais de Lebesgue, em intervalos fechados e limitados.

Observagao 5.3.1 Observemos que se a func¢ao f: [a,b] — R uma fun¢do Lebesgue
integrdvel em [a,b] e x € [a,b], entdo a funcdo f serd uma fung¢do Lebesgue

integrdvel em [a,x].

Com isto temos o:

Lema 5.3.1 Seja f:[a,b] —» R uma fun¢do Lebesgue integrdvel em [a,b].
Comisderemos a fungdo F: [a.b] — R, dada por:

F(x) iJ f, para cada x € [a,b]. (5.128)
[a,x]

Entdo a funcgdo F serd continua e de variagdo limitada em [a,b].
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Demonstracgao:
Afirmamos que a fungdo F é continua em [a, b].
Mostraremos que a fungdo F é continua em x, = a.
Os casos
Xo € (a,b), ou x,=Db,

sdo semelhantes ao que faremos e serdo deixados como exercicio para o leitor.
Dado ¢ > 0, deveremos encontrar & > 0, de modo se

para x € [a,b], satisfazendo 0 < X—_a < 5,

=Xo

deveremos ter: |[F(x)—F(a)| < ¢.

Notemos que

_ J ¢
[ax]

()J £+ —J £
[a,x] [a,x]

(5.129)

(5.130)

Como, por hipotese, a funcdo f é Lebesgue integravel em [a, b], segue que as fungbes
f* e f~, que sdo ndo negativas, serdo Lebesgue integrdveis em [a,b], ou seja, (veja

(E2m))

0< J ft, J f~ < oo.
[a,x] [a,x]

Observemos que, da Proposigdo B3, segue que existem
6., 6_>0,
de modo que se o conjunto A C [a, b], satisfaz:

Aca# e mA)<b,, 5,

&
fr Jf‘<—.
o)<

0 =min{6,,6_}>0.

teremos

Consideremos

Logo, se x € [a, b] satisfaz

, (6=3)
O<x—\xg/<6, ouseja, m(la,x])<d < 6,,6_,

=a

(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)

(5.135)
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Lol
<)l

(E=3) e (BET23) ¢
— _:e)

2 2

teremos:

mostrando que a funcdo F é continua em x, = a.
Mostremos agora que F € BV([a,b]; R).
Para isto seja
P ={a=xo,x1, " ,xXn =1}

uma parti¢do do intervalo [a, b].
Notemos que, dos itens H. e B. da Proposicdo EZ, segue que:

n
tp = Z [F(xi) — F(xi—1)|
i=1
(ETm) J J ‘
; [(1 »Xi} [0. yXi—1 }
!-A!ll n

S
[xi—1,xi]

i=1

<|f] e (Ezmm)
STX
i=1 [Xl I)Xt]

[(1 yb]:U{l:1 [Xif1 vxi}y onde (X_'lfl ,Xi)ﬂ(Xj71 »xj):Q)) se 17&) J |f| (5 136)

[a,b]

Tomando-se o supremo do lado esquerdo de (E-IT2d), sobre todas as partigcdes P do
intervalo [a, b], obteremos:

) (E2m) th
P

(ET=m)
= j "
[a,b]

(e123) J
[a,b]

f é Lebesgue integravel em [a, b]

(fy +1)

(G O

ou seja, da Definicdo 222 | teremos F € BV([a, b]; R), completando a demonstragéo.
]
Temos também o:
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Lema 5.3.2 Seja f:[a,b] = R uma fun¢do Lebesgue integrdvel em [a,b], tal que

J f=0, (5.137)
[a,x]
para cada x € [a,b].
Entdo deveremos ter
f=0, gq.tp. emla,b]. (5.138)
Demonstracgao:
Suponhamos, por absurdo, que
f#£0,
em um subconjunto Lesbesgue mensurdvel A C [a,b], que tem medida positiva, ou
seja,
m(A) > 0.
Consideremos o caso em que
f(x) >0, em€EC[a,b],com m(E)>0. (5.139)

O caso em que
f(x) <0, emEC]|a,b],com m(E)>0,

é semelhante ao acima e sua verificagdo serd deixada como exercicio para o leitor.
Dado ¢ > 0, do item B. da Proposigdo B=33, segue que podemos encontrar um
conjunto

FCE, queé um subconjunto fechado em [a,b],
tal que
m(E\ F) <e,
H/_/
m(F)gm(:)Sbfa<oom(E)7m(F)
ou seja, m(F) +¢e>m(E) >0,
em particular: m(F) > 0. (5.140)

Consideremos o conjunto
O=(a,b)\F. (5.141)
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Logo

ET=2
0 =" J f
[a,b]
item B. da Proposigéo EZ1 J f
(a,b)

(a,b)=0OUF e ONF=0 e o item B. da Proposigdo EZ1
fe fr| ot
F 0

ou seja, J f:—Jf
0 F

>0 em FCE e m(F)>0

# 0. (5.142)

Notemos que, da Proposi¢gdo E53, como o conjunto O é aberto, segue que ele sera
uma reunido de uma colegdo enumeravel de intervalos abertos disjuntos do tipo (a,, by),
para n € N, ou seja

O=|J(an,bn), onde (ai,b))N(aj,b)) =0, se i#j. (5.143)

n=1
Logo, de (EcTZ3) e do item B. da Proposi¢do EZT, segue que:

o0

Lf:ZJ f. (5.144)

n=1 Y(ai,bi)

De (BETT232) e (ETZ4), segue que

J f£0, (5.145)
(ano)bng)

para algum n, € N.
Notemos que, do item H. da Proposigdo EZT, teremos:

| o] e
[Cl )bno] [Cl »ano} [ano ;bno}
N———

(Ez3)
# 0
Com isto nos resta somente duas possibilidades:
ou J f#0, (5.146)
[a)ano}
ou J f#0. (5.147)
[(1 ,bno]

Ocorrendo qualquer um dos casos (E21Z8) ou (E-TZ7), deveremos ter

J f£0,
[a,x]
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para algum x € [a, b], no caso ou x = a,, ou x = b,_, 0 que contraria a hipétese (EI32)
logo, um absurdo.
Portanto devefremos ter

f=0, q.t.p. em[a,b],

completando a demonstragéo.
O

Temos também o:

Lema 5.3.3 Sejam f: [a,b] — R um funcdo limitada e Lebesque mensurdvel em
[a,b].
Conisderemos a func¢do F:[a,b] = R, dada por:

F(x) iJ f+C, para cada x € [a,b], (5.148)
[a,x]

onde C € R estd fizado.
Entdo a fungdo F € diferencidvel, q.t.p. em [a,b] e, além disso, temos

F'=f, gq.tp. emla,b]. (5.149)

Demonstracgao:
Como a funcgdo f € limitada e Lebesgue mensuravel em [a,b] e

m([la,b]) =b—a < oo,

segue que a funcdo f serd Lebesgue integravel em [a, b].

Logo a fungdo F estd bem definida.

Além disso, do Lema B2, temos que F € BV([a,b]; ) e assim, do Corolario BT,
segue que a fungdo F é diferencidvel, q.t.p. em [a, b].

Mostremos agora, (E-TZ3).

Para isto, seja K € R, tal que

If(x)| <K, paracada x€ [a,Db]. (5.150)
Conisderemos a fungdo g: [a,b] — R, dada por:
g(x) =K, paracada x € [a,b]. (5.151)

Notemos que a fungdo g é Lebesgue integravel em [a, b].
Para cada n € N, consideremos a fungdo f,, : [a,b] — R, dada por:

falx) =m- [F (x+ Tll) — F(x)]

F (x+ l) — F(x)
n

— ] , paracada xE€ [a,b]. (5.152)

n
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Como a funcéo F é diferencidvel q.t.p. em [a, b] segue, de (ET52) e (E2), que
fn—F’, q.t.p. em [a,b], quando n — co. (5.153)

Além disso, para cada x € [a,b], , do item B. da Proposi¢gdo EZT, temos:

£.(x) = [F (x n %) - F(x)}
(=) 1 B
= { U[Wu f+C UM i c} }

S|
[x ,x+%]

n J f
[x ,x+%]

r

assim: Ifn(x)] =

g I
J [X,X"FE] (==)
< K

r

<n K

J [X ,X+ %]

san(fiae)

=K

(=)

A4

g(x).

Logo, do Teorema da convergéncia dominadada de Lebesgue (isto é, do Teorema
EZ7T), segue que, para cada c € [a, b], teremos:

J F’(EEB)J lim f,
[a,c] [a,c]

n—oo

=) fim |1,
n—oo J [G,C]
1
- Rl o) —FO)
(EE) lim dx
n—00 J(4 ¢ 1
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= lim n J F —J F
n—oo la+ L c+l] [a,c]
—_—

veja e Za figura abaixo lim T [J F_ J F]
n—00 [c ,C-‘r%] [a,a-i—%]

‘Eﬂl F(x) dx) — %R (J;Hn F(x) dx)]

F é cont. em [a,b], logo Riemann int. em [a,b] .. 1
= Iim [— R
n

n—oo
do Cé;culo 1 F( ) . F(a)
—~—
=C
=) J f. (5.154)
[a,c]

- (O] .~
Portanto, de (EC1=4), segueque
J (F'—f)=0, paracada c € [a,b]. (5.155)
la,c]

Logo, de (E12H) e do Lema B33, segue que
F'=f, qt.p. emla,b],

completando a demonstragao.

]
Para finalizar esta segdo temos o:
Teorema 5.3.1 Sejam f:[a,b] = R uma fun¢do Lebesgue integrdvel em [a,b].
Consideremos a funcdo F:[a,b] — R, dada por
F(x) ij f+C, para cada x€ [a,b], (5.156)
[a,x]

onde C € R estd fizado.
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Entdo a funcgao F € diferencidvel q.t.p. em [a,b] e, além disso, teremos

F'=f, gq.tp. eml[a,b],

1sto ¢,

d
M (La’x} f) =f(x), gq.t.p. em [a,b]. (5.157)

Demonstracao:
Lembremos que, de (BT24), temos:

f=f—1f.

Logo se provarmos o resultado acima para fungdes Lebesgue integrdveis, ndo nega-
tivas, em [a,b] ele valerd para as fungdes f™ e f~ e portanto para a fungdo f, isto é,
podemos supor, sem perda de generalidade que

f>0, emla,b]. (5.158)

Para cada n € N fixado, consideremos a fungdo f,, : [a,b] — R, dada por:
, paracada xe€ [a,b]. (5.159)

Logo, para cada n € N, temos que a fungdo f, serd limitada e Lebesgue integravel
em [a,b].
Além disso, para cada n € N, temos que

f—f, >0, emla,b]. (5.160)

Considerarmos a fungédo G,, : [a,b] — R, dada por:

Gn(x) = J f—f,
[a,x]

=Fx)—C —J f., paracada x € [a,b], (5.161)

la,x]
que, de (ECTB0), teremos que fungdo G,, serd mondtona crescente em [a, b].

Em particular, de (EIET), segue que

F(x) = G.(x) + C +J f., paracada x € [a,Db]. (5.162)

[a,x]
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Logo, do Teorema BT, segue que a funcdo G,, serd diferencidvel q.t.p. em [a, b] e,
uma vez mais por ser mondtona crescente em [a, b], teremos

G, >0, q.t.p.emla,b]. (5.163)

Por outro lado, para cada n € N, temos que a funcdo f, é limitada e Lebesgue
mensurdvel em [a,x] (pois é Lebesgue integrdvel em [a, b]).
Logo, do Lema B33, teremos que

d

M (J{a’ﬂ fn) =f.(x), q.t.p. em [a,b]. (5.164)

Assim, para cada n € N, teremos

F'(x) = dix[Gn(x)JrCJrJ[ ]fn]

a4 (],

= 6/ (x) +alx)
——

> f.(x), q.t.p. em[a,b]. (5.165)

Como o lado esquerdo da desigualdade (ECTEH) acima ndo depende de n € N, pas-
sando o limite, quando n — oo, no lado direito de (EIE3), obteremos:

F'(x) > f(x), q.t.p. em [a,Db], (5.166)
que implicard que
J F'> J f
[a,b] [a,b]
e (5.167)

Por outro lado, como
f>0, emla,b],

segue que a fungdo F (veja (EXI5H)) é mondtona crescente em [a, b].
Logo, do Teorema BT, teremos:

=9 J f. (5.168)
[a,b]
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Logo de (ECT57) e (ECIEH), segue que:

J F,(Em);()J £
[a,b] [a,b] )

ou seja, J (F'—f)=0. (5.169)
[a,b]

)

Como, de (ETTEH), temos que
F'—f>0, q.t.p. eml[a,b],

segue que
F'—f=0, q.t.p. em [a,b],

ou ainda,
F'=f, qtp. emla,b],

como queriamos demonstrar.

5.4 Funcoes Absolutamente Continuas

Comegaremos introduzindo a:

Definicao 5.4.1 Seja f:[a,b] = R uma fung¢do.

Diremos que a funcgdo f € absolutamente continua em [a,b], se dado ¢ > 0,
podemos encontrar & = &(¢) > 0, de modo que, para qualquer cole¢cdo finita de
intervalos

{(Xi)x{);ie{] )2)"' )N}}g [Cl,b],

satisfazendo
(Xi)X{)m(Xi)Xj,):q)» para 1#)) com i,jEU,Z,"',N} (5'170)
e
N
>k —xil <8, (5.171)
i=1
deveremos ter N
D ) — flxa)l < e. (5.172)
i=1

Observagao 5.4.1 Observemos que se A € R e f,g: [a,b] —» R sdo fungbes abso-
lutamente continuas em [a,b], entdo as func¢des

Af e f4g

também serdo fungbes absolutamente continuas em [a,b].
Dewzaremos a verificagcao deste fato como exercicio para o leitor.
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Temos a

Proposigao 5.4.1 Seja f : [a,b] - R uma funcdo absolutamente continua em
la,b].

Entdo a fung¢do f € uniformemente continua em [a,b], em particular, continua
em [a,b].

Demonstragao:
Dado ¢ > 0, do fato da fungdo f ser absolutamente continua em [a,b], podemos
encontrar & = &(¢) > 0, tal que se

{(Xi,X{);i€{1 >2)"' aN}}g [a,b], para 16{] >23"' )N}>
satisfazendo

(Xi,X{)ﬂ(Xj,xj’):@, para i#j, com 1i,je{l,2,--- N}

N
> =Xl <8, (5.173)
i=1
deveremos ter N
D ) — flxa)l < e. (5.174)
i=1

Sejam x,y € [a, b], satisfazendo
x —yl <. (5.175)
Podemos supor, sem perda de generalidade, que
x<y.
Logo se considerarmos, na situagdo acima,
X1 =X € X|=y,
segue que
=
<

(
X1 —x1| = ly — x| 5.

Logo, de (ECT74), segue que

f(y) — FO)l = [f(xq) — (1)
(eT3)
€, (5.176)
mostrando que a fungdo f é uniformemente continua em [a, b], completando a demons-
tracdo.
O
O resultado a seguir nos fornece uma classe de funcdes que sdo absolumemente
cotinuas em [a, b], a saber:
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Proposigao 5.4.2 Seja f:[a,b] - R, de modo que existe M > 0, tal que
Ifly) —f(x)| < M|y —x|, para cada x,y € [a,b]. (5.177)
Entdo a fungdo f serd absolutamente continua em [a,b].

Demonstragao:
Dado ¢ > 0, consideremos
0=—>0. 5.178
- (5.178)

Logo, se
{(Xi,X{);iE{] )2)"' )N}}g [a)b]) para IE{] )2)"' )N}>
satisfazendo

(Xi)xi)ﬂ(xjyxj/):®> para 1%]» com i,jG{],Z,---,N}

N
> I —xil<s, (5.179)
i=1

teremos

N N

()
D ) —fx)l <7 ) M —x
i=1 i=1

N
=MD K —x
i=1

(™)
< M3
)\, £

_:e)

M

mostrando que a fungdo f é absolutamente continua em [a, b], como queriamos demons-
trar.
0

Observacao 5.4.2 Uma fung¢do que satisfaz a propriedade (EEIZ4) é denominada
funcao Lipschtiziana em [a,b] e a constante M, em (BEELZ2), serd denominada
constante de Lipschtiz.

Como consequéncia temos o:

Corolario 5.4.1 Seja f:[a,b] — R diferencidvel em [a,b], tal que

sup |[f'(x)] < oo. (5.180)
x€la,b]

Entdo a fungdo f serd absolutamente continua em [a,Db].
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Demonstracgao:
De fato, dados x,y € [a,b], x <y, do Teorema do valor médio (da disciplina de
Calculo I), segue que podenos encontrar ¢y y € [x,y], de modo que

fy) —f
fly) —fx) _ f/(Cyy) - (5.181)
y — X
Em particular, teremos:
BE=X1
1£(y) — £ =7 1 ey ly — X
< sup [f'(x)ly — x|
xE€la,b]
—_—
.. (eT=m)
=M < ‘oo
<Mly—x.

Logo, da Proposigdo B2 acima, segue que a fungdo f serd absolutamente continua

em [a,b], completando a demonstracio.
]

Uma outra colegdo, particularmente importante, de fun¢des absolutamente continuas
em [a,b] é dada pela:

Proposicao 5.4.3 Seja f : [a,b] — R Lebesgue integrdvel em [a,b] e considere

F:[a,b] — R dada por

F(x) iJ f+C, paracada xE€ la,b], (5.182)
[a,x]

)

onde C € R estd fizado.
Entdo a fungdo F € absolutamente continua em [a,b].

Demonstragao:

Como a fungio f é Lebesgue integravel em [a, b], segue que a funcio |f| também serd
Lebesgue integravel em [a, b].

Logo, dado ¢ > 0, da Proposigdo £33, podemos encontrar & = 6(¢) > 0, tal que se
A C [a,b], A € .# satisfaz

m(A) <8, entdo teremos: J fl < €. (5.183)
A

Logo se a familia
{li = (xi,x{);1€{1,2,--- ,N} C [a, b],
satisfaz

(XNX{)Q(XMX]’/):@) para i#j como 1i,j€{1,2,--- N}
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N
DAL
i1

entdao tomando-se

teremos

N
m(A) =)y (U [;

i=1

os conjuntos I; s&o, dois a dois, disjuntos

N
-3
i=1

—Ix —xi]

N
Z —Xi < 5

J Ifl < e.
A

Logo, das consideragdes acima e do item B. da Proposigdo EZT, teremos:

[ R I

(2==3) -
— £
Z J [x{ ,x{}

Logo, de (ETZ3), segue que

os conjuntos I; sdo, dois a dois, disjuntos e (E=Z0)

@J fl<e,
A

243

(5.184)

(5.185)

(5.186)

(5.187)

mostrando, pela Definicdo EZ1, que a fungdo F é absolutamente continua em [a,b],

completando a demonstragao.

Observacao 5.4.3

O
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1. A Proposi¢do [6-Z-4 acima, nos diz que uma integral indefinida de uma fungdo
Lebesgue integrdvel em [a,b], € uma fun¢do absolutamente continua em
la,b].

2. Nosso objetivo a sequir serd mostrar que vale a reciproca da Proposi¢cao [5.7.4
acima, ou seja, que toda func¢do absolutamente continua em [a,b], pode ser
escrita como uma integral indefinida, de alguma func¢do Lebesgue integrdvel
em [a,b].

Para isto mostrar isto, comegaremos pelo:

Lema 5.4.1 Seja f:[a,b] —» R uma funcdo absolutamente continua em [a,b].
Entdo f € BV([a,b]; R).

Demonstracgao:
De fato, se a fungdo f é funcdo absolutamente continua em [a, b], dado

e=1,
da Definicdo EZT, podemos encontrar & = d(¢) > 0, tal que se
{(xi,%);i€{1,2,--- ,N}} C [a,b],
satisfazendo

(xi,x{) N (x,%) =0, para i#j, com 1i,je{l,2,---,N}

€
N
> —xil <8, (5.188)
i=1
deveremos ter N
D IO — )l <e=1. (5.189)
i=1

Dada uma particdo, que indicaremos por
/Pi{xo =QA,X1y )XM:b})

do intervalo [a,b] podemos introduzir, se necessdrio, um ntimero finito de pontos a
esta particdo, e denotaremos esta nova partigdo também por P, de modo que possamos
escrever o intervalo [a,b] como uma reunido disjunta dos intervalos

I])"' )IKQ [a)b],

onde
m(L) <6, paracada je{l,2,---,K}, (5.190)
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a . )
, 1sto é,

onde K € N é o maior natural menor que 1+

b_
K§1+Ta<K+1. (5.191)

Deste modo teremos:

~

(Em) Z Lf(xi) — f(xi1)]

v~

<1, por (ET=4), pois m(I;)<d

<K. (5.192)

i=1

Tomando-se o supremo do lado esquerdo de (BEET92), sobre todas as parti¢des do
intervalo [a,b] (que tem a propriedade acima), segue que

0<T(f) <K< o0,

mostrando, pela Definigdo B2, que a fungio f é de variagio limitada em [a, b], com-
pletando a demonstragdo.
O

Como consequéncia do Lema EZ1 acima e do Coroldrio B2, segue o:

Corolério 5.4.2 Seja f:[a,b] » R uma funcdo absolutamente continua em [a,b].
Entdo f € diferencidvel q.t.p. em [a,b].

Temos também o:

Lema 5.4.2 Seja f: [a,b] = R uma funcgdo absolutamente continua em [a,b] tal
que
f'=0, gq.tp. emla,b]. (5.193)

Entdo a funcgdo f € constante em [a,b].

Demonstragao:
Basta mostrar que

f(c) =f(a), paratodo c € [a,b]. (5.194)
Dado ¢ € [a, b], ,e (EET93), podemos encontrar E C [a,c], com E € .#, com
m(E) =c—a, (5.195)

de modo que se
f’'(x) =0, se, esomentese, x¢cE. (5.196)
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Dado ¢ > 0, como a fungdo f é fungdo absolutamente continua em [a,b], podemos
encontrar & = &(¢) >0

{(Xi,X{);iE{] )2)"' )N}} g [Cl,b],
satisfazendo

(Xi,X{)ﬂ(Xj,Xj/):(b, para 1#)) com i)jEU)z)"'»N}

N
> I —xil<s, (5.197)
i=1
deveremos ter
N
D ) — )l < e. (5.198)
i=1

Por outro lado, dado n > 0, para cada x € E, de (EET98), temos que
f'(x) =0.

Logo, do item B. da Observagdo BT 3, segue que podemos encontrar h > 0, sufici-
entemente pequeno, tal que

I =[x, x+h] Cla,c] (5.199)
f(x +h) —f(x)
h
ou seja, If(x + h) — f(x)] <nh. (5.200)
Com isto teremos que a familia
{I,; h > 0} (5.201)

serd uma cobertura de Vitali do conjunto E (que, de (ETUH), tem medida de Lebesgue
finita).

Logo, do Lema BT, segue que existe uma colegdo finita e disjunta, que indicaremos
por

{Liy---,In}, onde I;=I[xi,yi], paracada ie€{1,2,--- N}, (5.202)

da colegdo (EZ2OM) acima, tal que

m (E \ LNJ I-l> <5. (5.203)
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Podemos renomear x;’s de modo que
Xi < Xiy1, paracada ie€{1,2,---,N}. (5.204)
Notemos que, de (EZ02) e (ETUd), teremos
Ixi —yil <h, paracada ie€{0,1,---,N}. (5.205)
Como os intervalos de (E222) sdo, dois a dois, disjuntos, de (E2204), deveremos ter:
Yo=a<xi <Yy <x2<-+<xXN<YN < C=XNnit- (5.206)

Logo, de (E=23), segue que

N N
Z |Xi+1 —yil ﬁgurazabalxo m{[a,c] \ [U LU [ymxl] U [UN)XN-H]] }
i=1

i=0
m(la,e) "= m(E N
(e =" )m{E\ [UIiU[y(),X]]U[UN)XNH]]}

i=1

N LCUN LU xalURyN xNa1] N
< m | E\JL
i=1
(e=m)
< 5. (5.207)
X2 Y2 XN UN
Yo = a x1 Y1 XN+17iC

Mas

N

3 Iflys) — f(xo)

i=1

EZDE)e (E=zm)

anyl—xl
=1 Z [yi — il
i=1

os intervalos I; s8o dois a dois disjuntos e U!l\‘:] I;Cla,c]

< n(c—a)

c€la,b]

< nb—a). (5.208)

Por outro lado, de (E21) (veja (EET94)) e (EET98), teremos:

N

D Iflxi) —flydl <e. (5.209)

i=0
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Logo

de (BE20H): Yyo=a e XN+1=C

If(c) —f(a)] If(xns1) — F(yo)l

N N

SRRSO | N [ (ki) — Fly)] + Y_[Fy) — F(xq)]

i=0 i=1

N N
<Y (ki) = flydl+ Y If(yd) — F(x)l
i=0 i

(E209) e (620m)
< e+n(b—a). (5.210)

Como ¢,1 > 0 sdo arbitirdrios, de (E2210), segue que
If(c) —fla)l =0,

ou seja,
f(c) =f(a), paracada c € [a,b],

mostrando que a fungdo f é constante em [a, b], como queriamos demonstrar.

Para o préximo resultado introduziremos a

Definicao 5.4.2 Diremos que uma fung¢do F : [a,b] — R, diferencidvel q.t.p. em
a,b], é uma integral indefinida em [a,b], se ela puder ser escrita da seguinte
forma

F(x) :J' F'+F(a), para cada x€[a,b]. (5.211)
[a,x]
Para finalizar a segdo temos o:

Teorema 5.4.1 Sejam F:[a,b] — R uma func¢do.
A funcdo F € uma integral indefinida em [a,b] se, e somente se, a fungdo F é
absolutamente continua em [a,b].

Demonstragao:
Suponhamos que a fungdo F é uma integral indefinida.
Logo, da Proposicdo EZ2, segue que a fungdo F é absolutamente continua em [a, b].
Reciprocamente, suponhamos que a fungio F é absolutamente continua em [a, b].
Logo, do Lema EZ1, segue que F € BV([a,b]; R).
Assim, do Teorema B2, podemos encontrar duas fungdes, que denotaremos por,
Fi,F : [a,b] — R, mondtonas crescentes em [a, b], tais que

F(x) = Fy(x) — F,(x), paracada x € [a,b]. (5.212)
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Notemos que, do fato que F;,F; : [a,b] — R serem fungGes mondtonas crescentes
em [a,b] segue que

Fi'(x),F/(x) >0, q.t.p. em [a,b]. (5.213)

Logo, do Teorema BT, segue que as fungbes Fy e F, sdo diferenidveis, q.t.p. em

[a,b] e, de (E2212), teremos que a fungdo F serd diferenidvel, q.t.p. em [a,b].
Além disso

F'(x) =) Fi'(x) +F/(x), q.t.pem [a,b]
implicando em: |F'(x)| < |F/(x)] + [F'(x)| , q.t.pem [a,Db], (5.214)
i Fr

que, pelo Teorema BT, implicard em:

/ ( ) / /
F < (F'+F)
la,b] [a,b]

= F' 4+ J F,’
[a,b] [a,b]

< [F(b) = F(a)] + [F2(b) — F(a)] < 00, (5.215)

i

mostrando que a fungdo F’ é Lebesgue integravel em [a, b].
Consideremos a funcdo G : [a,b] — R, dada por:

G(x) iJ F, xé¢€la,b], (5.216)
la,x]

que estd bem definida, por (E213).

Entdo, da Proposicdo EZ32, segue que a fungdo G é absolutamente continua em
la,b].

Consideremos agora a funcgédo f: [a,b] — R, dada por:

f(x) = F(x) — G(x), paracada x € [a,b]. (5.217)

Como a fungdo F e fungdo G sdo absolutamente continuas em [a,b], temos que a
fungdo f serd absolutamente continua em [a,b] logo , do Coroldrio EZ3, segue que, a
funcdo f serd difererenciavel q.t.p. em [a, b].

Além disso, do Teorema B3], segue que

£/(x) E F(x) - G'(x)
(x) — F/(x)

=0, q.p.t. em[a,b]. (5.218)

(EE) F/
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Portanto, do Lema EZ3, segue que a fungdo f deverd ser constante em [a, b], isto
é, existe C € R, tal que

(6zm)

F(x) — G(x) f(x) =C, para € la,b]. (5.219)
Como,
Gla) =0
segue que:

C =f(a) =F(a)

Assim teremos:
Fix) =" G(x) — F(a)
(EE")J F'+Fa),
[a,x]

mostrando que a funcad F é uma integral indefinida, completando a demonstragao.
OJ
Como consequéncia temos o:

Corolério 5.4.3 Toda func¢do absolutamente continua em [a,b] € a integral inde-
finida de sua derivada em [a,b].
5.5 Funcoes Convexas

Comegaremos introduzindo a

Definigao 5.5.1 Diremos que a func¢do ¢ : (a,b) —» R € uma fungao convexa em
(a,b), se dados

x,y € (a,b) e Ae0,1],

teremos
@ Ax+(1=Ayl < Ao+ (1-2) oly). (5.220)

Observagao 5.5.1 Geometricamente, a condigdo (E2220) actma, nos diz que, para
cadax,y € (a,b), o segmento de reta que liga os pontos da representagdo geométrico
do grdfico da fung¢do o,

(x,0(x)), e (y,e(y)

fica actma do trecho da representag¢do geométirca do grdfico da funcdo @, entre
esses mesmos dois pontos (veja figura abaizo).
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Uma propriedade importante de uma fungdo convexa é dada pelo:

Lema 5.5.1 Seja ¢ : (a,b) —» R uma funcdo conveza.
Se

x,y,x,y" € (a,b), satisfazem x<x'<y’, e x<y<y’, (5.221)
entdo o segmento de reta determinado pelos pontos

xex)) e (y,ely)

tem inclinagcdo mator que a inclinagdo do segmento de reta determinado pelos
pontos
(x,o(x)) e (y,ely)),

15to €,

ey) o) _ oy) — o(x') .

(5.222)

y—x —  y'—=x

Geometricamente temos

Demonstracgao:

Se
c,d€ (a,b), com c<d,
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as equagbes da reta secante ao gréfico da fungdo ¢, que contém os pontos (c,@(c)) e
(d, @(d)), podemos ser dadas por:

@(d) — o(c)

Y =
d—c

(X—c¢)+o(c) (5.223)
ou

(X—d) + ¢(d)

ou seja,

@(d) —o(c)
d—c

A representacdo geométrica da reta acima é dada pela figura abaixo:

Y= (X—d)+ (d), para Xe€lc,d]. (5.224)

Como ¢ é uma fungdo convexa em (a,b), segue que para cada
Xé€(c,d), (5.225)

o ponto (X, @(X)), pertencente ao grafico da fungdo ¢, fica abaixo do correspondente
ponto do gréfico da reta secante ao grafico da fungdo ¢, que passa pelos pontos (¢, @(c))
e (d,(d)), significa que

o) < U= (x o) 4 0
ou @th“m:f“NX—m+@my (5.226)
De (E22Z3), segue que
0<X—-c e X—-d<0. (5.227)

Logo, de (E=ZZ17), teremos que (E220) serd equivalente a:

<mm—@w)<@mrwma
X—c - d—c
o(d) —o(c)  @(X)—oe(d)

<
ou d—c =~ X—da
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ou seja, para cada X € [c, d], teremos:

e(X) —o(c) S o(d) — ¢(X) — ¢(d) (5.228)
X—c - d—c - X—d '
para c,d € (a,b) com ¢ < d fixados.
Logo, tomando-se
c=x, e X=vy, em|lem (EZX),
obteremos:
ely) —olx) _o(d) —ofx)
y—x ~— d—x '’
para
y,x€c,d), com x<vy, paracada d€ (a,b).
Em particular, tomando-se
d=y’,
teremos: )
e(y) — w(X)Scp(y ) — @(X)) (5.220)
y—x Yy —x
para
y,x € (x,y').
Logo, se
x' € [x,y’),
tomando-se
c=x, X=x'" e d=y’ em(),
obteremos:
ely) —oe(x) o) — oy’
y/ — X - X/ _ —y/
oy') —ox)
= (5.230)
Logo de (EZZ) e (E2Z30), segue que
ely) —ekx) _ oly’) — e(x')
y—-x =y =x
mostrando a validade da desiguladade (E2222), como queriamos demonstrar.
0

Lembremos que uma fungdo é diferencidvel em um ponto se, e somente se, as deri-
vadas laterais pela esquerda e pela direita nesse ponto existem e sdo iguais.

O resultado a seguir nos diz algo sobre a continuidade e a diferenciabilidade de
fungdes convexas, a saber:



254 CAPITULO 5. DIFERENCIACAO E INTEGRACAO

Proposigao 5.5.1 Seja ¢ : (a,b) » R uma fun¢do convera em (a,b).

Entdo a funcao @ serd absolutamente continua em qualquer intervalo fechado
contido em (a,b).

Temos também que as deridadas, a direita e a esquerda, da fungdo @, existirao
em (a,b) e sdo iguais, exceto no mdximo, em um subconjunto enumerdvel de
(a,b), wsto €, a fungdo @ € diferencidvel, exceto em um subconjunto enumerdvel
de (a,b).

Além disso, as deridadas, a direita e a esquerda, da fun¢do ¢, sdo funcgées
mondtonas crescentes em (a,b) e satisfazem

o' (x) <@.(x), paracada x€ (a,b). (5.231)

Demonstragao:
Consideremos
[c,d] € (a,b).

Notemos que

x,c €la,yl e d,ye€lx,b].
Para cada

x,y €lc,d], com x<uy,

aplicando-se o Lema B acima duas vezes (tomando-se um vez: x =a,y=c,y’ =y
e X' =x; e na segunda vez: x =X,y =Y,y ' =b e x’ =d, em (E223)), obteremos:

elc) —ela) _oly)—olx) o) —o(d)
c—a - y—x - b—d
Em particular, temos
_‘cp(c}—cp(a) eyl -l _ ‘cp(b)—cp(d)’
c—a - Yy—x - b—d
que implicard que:
lo(y) —e(x)| <MJy—x|, paracada x,y€[c,d] com x<vy, (5.232)
ne . olc) — o(a)| [@(b) — ()
M:max{ pp— , b—d } . (5.233)

Logo, da Proposicdo B2, segue que a fungdo ¢ serd absolutamente continua em
[c,d] C (a,b), para cada c,d € (a,b), com ¢ < d, completando a demonstragdo da
primeira parte do resultado.

Para cada x, € (a,b) fixado e

y,y’e(a,b), com Xo<y<y/y (5.234)



5.5. FUNGCOES CONVEXAS 255

do Lema BE51 acima (tomando-se: x =%,, y =y, y’' =y’ e X’ =x, em (EZ22)), segue
que

_ I
¢ (y) — o(xo) < @(y)/ ?(xo) (5.235)
Y—Xo Y —Xo
Por outro lado, se
Y,y €(a,b), com y<y' <x,, (5.236)

do Lema B2 acima (tomando-se: x =Y, y =X,, Y’ =X, e X' =y’ em (E2222)), segue
que

_ . /
¢(xo) — @(y) < elx) —oly’) (5.237)
Xo—Y T Xo—Y
@(y):o(Xo) :‘P(y,\)C(P(XO)
Y—Xo y/—xo
Notemos também que, se
y,y' €(a,b), com y<x, <y, (5.238)

do Lema BE51 acima (tomando-se: x =y, y =x,, Yy’ =y’ e X’ =x, em (E2222)), segue
que

_ / JEN—

¢ (xo) — @(y) < ¢y ), ®(xo) (5.239)
Xo _y U — Xo

H—/
@(y)l—¢(xo)

Y—Xo
Consideremos a fungdo F: (a,b) \ {x,} — R, dada por:
Fly) = w, paracada y € (a,b). (5.240)

Notemos que se y,y’ € (a,b) \ {x,}, com y < y’, temos as seguintes possibilidades:

ou X <y<vy', (5.241)
ou y<y' <xo, (5.242)
y<x <y, (5.243)
Se (BEZ2Z1) ocorre, teremos:
¢(y) — @(xo)
Fly) = 22
Y—Xo
(2)  (52)
< (5.244)
_ ey — olxo)
y/ —Xo
(e=m)

=" Fly). (5.245)
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Se (BE2222) ocorre, teremos:

Fly) "= y—x,
_ 9xo) —oly)
Xo —y
(m);(m)_ ?(y’) — o(xo)
< T
D Fyh. (5.246)

Se (B2223) ocorre, teremos:

(zm) oY) — (%0)

Fy) yp—
_ 9xo) —oly)
Xo— Y
() ¢ ) o (y') — p(xo)
< o~
D Fyh. (5.247)

De (B223), (E2228) e (B22Z1) segue que a fungdo F fungdo mondtona crescente em

(a,b) \ {xo}

De modo semelhante, mostra-se que se (EZ2Z3) ocorrer teremos
Fly) < Fly'). (5.248)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, de (E2223), (E=2Z0) e (E=2Z3) segue que a fungdo F serd mondtona crescente em
(a,b) \ {xo}
Logo, do Teorema 4.29, da pégian 95 de [H], segue que existirdo e serdo finitos, os
limite laterais
lim F(y) e lim F(y) (5.249)

y—oxg y—xg
e serdo finitos.
Logo, de (E220), (EZ2Z9) e, da definigdo de derivadas laterais, segue que a fungéo
@ é diferencidvel a direita e a esquerda de x,, ou seja, a funcdao ¢ sera diferencidvel, a
direita e a esquerda, em cada ponto de (a,b).
Fazendo

(5.250)
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Fazendo
y = xg,
no lado direito de (E2250), obteremos

© (x0) < @ (%), (5.251)

isto é, que (E=ZZT) ocorrerd.
Por outro lado, se

Xo < Yoy Xo<X<Yo € Yo<UY,
Lema B2 acima (tomando-se: x =%,, y =%, Yy’ =y e x’' =y, em (E222)), teremos:

o(x) —@lx) _ oy)—ely,) .

< (5.252)
X — Xo Yy—1Yo
Tomando-se o limite quando
X = Xy
do lado esquerdo de (E2532), teremos.
@} (xo) < @y) ~ @(yo) (5.253)
Y—Yo
Por fim, tomando-se o limite
Y-y,
em (E2223), obteremos:
0+ (x0) < 0 (Yo),
ou seja,
a fungdo ¢’ é um fungdo mondtona crescente em (a,b). (5.254)
De modo semelhante, podemos mostrar que
a fungio ¢’ é mondtona crescente em (a,b). (5.255)
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Notemos também que, se
Xo < Yoy Xo<X<Y <Yy, (5.256)

Lema B2 acima (tomando-se: x =%,, Yy =X, Y’ =y, € X' =y’ em (EEZZ2)), teremos:

e(x) —olxo) _ @(yo) — @y
X — Xo - Yo — Y’ )

(5.257)




258 CAPITULO 5. DIFERENCIACAO E INTEGRACAO

Além disso, fazendo x — x; e y’ — y, em (EZZ57), segue que

@’ (%) < @' (y,)
(B2
< @L(yo). (5.258)

Notemos que, podemos obter uma desigualdade semelhante a (E258) para o caso
que
Yo < Xo -

Para tanto, basta trocar x, por y, em (E258).
Logo, se a fungédo ¢’ (ou a fungéo ¢! ) for continua em x, € (a,b) , fazendo y, — x;
na desigualdade (E2Z57), segue que

9L (%) < @l(xo) < @l (x0),

/
ou seja, @ (%) = @’ (%),

isto é, as derivadas laterais da fungao ¢ serdo iguais no ponto x,, ou seja, a fungdo ¢
serd diferencidvel no ponto x,.
Portando, nos pontos de (a,b) onde uma das fungdes derivadas laterias

@’ ou ¢’ for continua, a funcdo ¢ serd diferencidvel. (5.259)

Do Teorema 4.30, da pagina 96 de [Hl|, sabemos que toda fungdo monétona em (a, b)
é descontinua, no mdximo, em um subconjunto enumeravel de (a,b).

Lembremos que, de (E2254) e (E2Z58) temos que as fungdes ¢’ e @’ sdo mondtonas
em (a,b) logo, do resultado citado acima, segue que deverdo ser continuas, exceto
no maximo, em um subconjunto enumerdvel de (a,b) que, juntamente com (E=2E3),
implicardao que a funcdo ¢ serd diferencidvel , exceto no mdaximo, em um subconjunto
enumerdvel de (a,b), completando a demonstragéo.

O

Observacao 5.5.2 Em particular, da Proposicdo B2 acima e do item @, da
Proposi¢cdo I-Z.1, seque se a fun¢do ¢ : (a,b) — R € uma funcdo convezra entdo
ela serd Lebesgue integrdvel em (a,b).

Para o préximo resultado precisaremos da

Definicao 5.5.2 Sejam ¢ : (a,b) — R uma fun¢do conveza em (a,b) e x, € (a,b).
A reta

y=m(x—%,) + @(xo) (5.260)

que contém o ponto (x,,@(x,)) serd dita reta suporte de x, (relativamente a

funcao @), se seus pontos estdo sempre abaizo dos respectivos pontos do grdfico
da fung¢do @, 1sto €, se

m(x —x%o) + @(xo) < @(x), para cada x € (a,b). (5.261)
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A figura abaizo nos fornece uma caracterizagdo geométrica da situagdo descrita
acima.

Grdfico de ¢

nao ¢ uma reta suporte de xo
Yy A {

@(xo) |- N

~<«——— ¢ uma reta suporte de X,

Xo

=Y

Observagao 5.5.3 Sejam ¢ : (a,b) —» R uma fun¢do convera em (a,b) e x, €
(a,b).
Notemos que, se a func¢ao @ for diferencidvel em x,, teremos que

@’ (%) = @' (%) = @'(xo) = m. (5.262)

Por outro lado, se a fungdo ¢ nao for diferencidvel em x,, da Proposi¢ao E51,
segue que

e (%o) < @l (%0). (5.263)

Logo de (EZEDX) e (EZEJ), uma reta de R?, que intercepta o grdfico da funcdo
@ no ponto (x,,@(X,)) serd uma reta suporte mo ponto x, se, e somente se, seu
coefictente angular m, satisfaz

P (x0) <m < @l(x). (5.264)

A figura abarzo ilustra a situagdo geométrica da desigualdade acima.

@(xo)
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Conclusao: se a fung¢do ¢ : (a,b) = R € conveza, sempre existe, pelo menos,
uma reta suporte em cada ponto de (a,b).

Com isto podemos enunciar e provar a:

Proposicao 5.5.2 (Desigualdade de Jensen) Seja ¢ : R — R uma fung¢do conveza
em R ef:[0,1] - R um funcdo Lebesgue integrdvel em [0, 1].

Entao

J (pof) > ¢ (J f) . (5.265)
[0,1 [0,1
Demonstragao:

Sejam

x=| f (5.266)
[0,1]

e y=ax—o)+ o(a), (5.267)

uma reta suporte no ponto «, para cada « € R (que existem pois a fungdo f é Lebsegue
integrdavel em [0, 1] e a fungdo ¢ é uma funcdo convexa em R e assim vale a Observacdo

E53).
Logo, para cada « € R fixado, da Defini¢cdo (E52), segue que para t € [0, 1], temos
elf(t)] > alf(t) — ol + @(x). (5.268)

Logo, de (E2B8) e da Proposigdo EZT, segue que
(=)
J @of > J [a-f—a-o+ @(o)]
[0,1] (0,1

()aJ f—aocJ 1—|—(p(oc)J 1
0,1 0,1 0,1

como queriamos demonstrar.

Como consequéncia temos o:
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Coroléario 5.5.1 Seja f:[0,1] —» R uma fun¢do Lebesgue integrdvel em [0,1].

Entao
J exp(f) > exp (J f) (5.269)
0,1] 0,1

Demonstracao:
Afirmamos que a fungdo
exp:R— R

é uma fungdo convexa em R.
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Logo, da Proposicdo B2 segue que a desigualdade (E2269), completando a demons-
tracao.
O
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Capitulo 6

Os Espacos [P

Neste capitulo trataremos de uma classe importante de fungdes Lebesgue integrdveis em
[0, 1], a saber, as funcbes cujo mddulo, elevado a p € [1,00), sdo Lebesgue integravel
em [0, 1].

6.1 Os Espaco Vetorial Real Normado [?

Comegaremos com a

Definicao 6.1.1 Seja p € (0,00) fizado.
Definamos o conjunto

LP([0,1]; R) ={f:[0,1] = R; [f]° é funcdo Lebesgue integrdvel em [0,1]} . (6.1)
Observacao 6.1.1

1. Da Defini¢do actma, seque que f € LP([0,1]; R) se, e somente se,

J P < oo (6.2)
0,1
2. Sep=1,

£Y([0,1; R)

denotard o conjunto formado por todas as func¢bes Lebesgue integrdveis em
[0,1].

3. Notemos que se f,g:[0,1] — R sdo fungées e p € [0,00)0 estd fizado entdo,
para cada x € [0,1], teremos:

[f(x) + g(x)IF < Cp [[f(x)] +1g(x)1I" . (6.3)

263
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Para mostramos a desigualdade acima, afirmamos que se a,b € [0,00), existe
Cp €> 0 (que sé depende de p), tal que :

(a+b)P <C, (a? +bP) . (6.4)
De fato,
p=1,
considerando-se
G, =1,

teremos uma igualdade em (E3).

Por outro lado, se
pe(0,00)\{1} e a=0 ou b=0,

considerando-se
G, =1,

a desigualdade (EQ) acima tornar-se-d uma igualdade .

Se
b>0,

teremos que (E4) serd equivalente (dwidindo (E2) por b® >0) a
(%H)pgcp [(%)pﬂ} : (6.5)
Notemos que, considerando-se
(6.6)
segue que (EX) serd equivalente a
(x+1)P <Cp[xP+1]. (6.7)

Mostremos (E).

Para 1sto, observemos que:

(X —+ ‘I)p L’Héspitai com p#1

x—oo XP + 1 X—00 P xp

Ezercicio 1
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Como limite acima existe, da disciplina de Andlise I, podemos encontrar
C, >0, tal que

(z:__'_]ip <C,, paracada x>0,

1sto €, (x+1)P<C,(x"+1), para cada x>0,
ou seja, vale (E), ou ainda, vale (EA).
Para cada x € [0,1], considerando-se

a="f(x) e b=g(x)
segue, de (E4), que:
[f(x) + g(x)IP < Cp IF(X)P +1g(x) PP,

ou seja, a validade de (E3)

4. Sef,ge LP([0,1]; R), do item @. acima e da Proposi¢do [-Z.1, seque que

(E3) e (ezem)
If + gl? <
0,1] 0,1]

(=

= ¢, J [Iflp+J gl < o0
0,1 [0,1]

Cp [P + gl

(=) [(=)]
< oo < o
< o0,

ou seja, (f+g) € LP([0,1]; R). (6.8)

5. Notemos também que se x € R e f € LP([0,1]; R), da Proposi¢cdo Z.Z.1,

teremos:
j - £P =J o P
[0,1] [0,1]

= o J Ll
[0,1]
N——

(B=2)
< o0

< o0,
ou seja, «-feLP([0,1]; R). (6.9)

6. Logo dos itens [J. e d. acima, podemos concluir que
('Cp([o)]]) ,+)')

é um espago vetorial real (onde + demota a operacdo de adigdo usual de
fungdes e - denota o produto usual de um niumero real por uma fungdo).
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Nosso objetivo a seguir é tentar introduzir uma norma no espago vetorial real
(EP([O)]]) )"")') .
Comegaremos pela:

Definicao 6.1.2 Para cada f € LP([0,1];,R), definiremos

I}y = (jm |f|v)‘1’ . (6.10)

Observacao 6.1.2
1. Notemos que, da Defini¢ao , a funcgdo

I llp - £P([0,1]5,R) = R

estd bem definida (pots 0 < J IflP < o0).
[0,1]

2. Podemos mostrar que a fungdo || - || : £P([0,1];,R) — R satisfaz as seguintes
propriedades:

(a) se fe LP([0,1];,R) e x € R, teremos:
e fllp = f[fllp; (6.11)
(b) se f,ge LP([0,1];,R), teremos:
I+ glly = [Iflly + llgllp; (6.12)

(c) se fe LP([0,1];,R), teremos:

0 < [flly; (6.13)

(d)
IOl = 0; (6.14)

3. Notemos que, para f € LP([0,1];,R), como consequéncia do item B. da Pro-
posi¢do .71, teremos:

[fll, =0

se, e somente, se IfP =0, g.p.t. em [0

]
) )
ou, equivalentemente, f=0, g.p.t. em [0,1]. (6.15)
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4. Logo, do item 3. acima, temos que existem fungées f € LP([0,1]; R), ndao iden
ticamente nulas, tal que

Ifll, = 0.
Para vermos isto basta tomarmos, por exemplo, a fungdo f:[0,1] — R, dada
por:
1 ara x =0
fx) =4 > P . (6.16)
0, para x¢€(0,1]
Neste caso teremos que f # O em [0,1], mas

Ifll, = 0.

5. Dos itens @. e [., seque que a fungdo || - | : LP([0,1];,R) — R nao serd uma
norma no espago vetorial real (LP([0,1]; R),+,-), serd uma semi-norma no
espaco vetorial real (LP([0,1]; R),+,").

Para resolver o problema relacionado com o item B. da Observagdo E13, agirmeos
do seguinte modo:

Definicao 6.1.3 Sejam f,g:[0,1] = R fungbes Lebesgue mensurdveis em [0,1].
Diremos que a fungao f é equivalente a funcao g, denotando por

fNQ)

Se
f=g, g¢tp. eml0,]1]. (6.17)

Observacao 6.1.3 Pode-se mostrar que a relagdo ~ € uma relacdo de equivaléncia
no conjunto formado por todas as fungdes Lebesgue mensurdveis em [0,1] (veja
Z3).

A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Com podemos introduzir a:

Definicao 6.1.4 Definimos o sequinte conjunto:
LP([0,1]; R) = £P([0,1]; R)/ ~, (6.18)

ou seja, o espago quociente de LP([0,1]; R) pela relagdo de equivaléncia ~.
Se f € LP([0,1]; R), indicaremos a classe de equivaléncia de LP([0,1]; R) que
contém a funcdo f por [f], como sendo:

[f] ={g € LP(I0,1]; R); g~ f}. (6.19)
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Observacao 6.1.4
1. Observemos que para [f],[g] € L[P([0,1]; R) e x € R, definiremos:

[fl+[g] = [f+ gl (6.20)
e o [f] = [ - 1], (6.21)

onde + e - sdo as operagées do espacgo vetorial real (LP([0,1]; R),+,").
Notemos que as operagbes + e - estGo bem definidas.

De fato, pois:
(a) se f1,f, € [fl e g1,92 € [g] entdo, de (E19), segue que

fi~f, e g1~92,
que, da Defini¢do (EI3), é o mesmo que:
fi=f, e g¢gi=9g2, ¢qt.pem]l0,]] (6.22)

Logo, de (E222), segue que

fi+g1=f+92, q.tp. em][0,1],
que, da Defini¢do (EI3), € o mesmo que:
[fi + g1l = [f2 + g2l

mostrando que o lado esquerdo de (EZ20), independe das escolhas das
fungées nas classes de equivaléncias [f] e [g], respectivamente.

Portanto a operagdo +, introduzida em (BEZ20), estd bem definida.

(b) de modo semelhante, se fi,f, € [f] entdo, de (E19), seque que

f] ~ fZ )
que, da Defini¢do (EI3), € o mesmo que:
fi==, qtpem]l0,1] (6.23)

Logo, de (E223), segue que

x-fi=a-f,, q.tp. em][0,1],
que, da Defini¢do (EI3), € o mesmo que:
(- f1] = [ f2],

mostrando que o lado esquerdo de (EZZ0), independe da escolha da fung¢do
na classe de equivaléncia [f].

Portanto a operagdo -, introduzida em (EZZ0), estd bem definida.
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Com 1sto pode-se mostrar que
(Lp([O)” ) R)a+>')

€ um espago vetorial real.

Dewzaremos a verificagcao deste fato como exercicio para o leitor.

Definamos a fungdo
|- 1lp : LP([0, 15 R) = R,

16 ], = (J |f|v)p . (6.24)
0,1

Notemos que esta aplicagdo estd bem definida.

dada por:

De fato, se fi,f, € [f] entdo, de (EH), seque que
f1 ~ fZ )

que, da Defini¢do (EI3), € o mesmo que:
fi="1, qtpeml[0,1] (6.25)

Logo, do item @. da Proposi¢cdo [Z.Z.1, seque que

J Iﬂlpzj f2l", (6.26)
[0,1] (0,1]

mostrando que o lado esquerdo de (E24) independe da escolha da fung¢do na
classe de equivaléncia [f].

Portanto a fungdo || - ||, : LP([0,1]; R) — R, introduzida em (EZZ4), estd bem
definida.

. Notemos que se f; € LP([0,1]), de (E223), segue que

f1 =0, g.t.p. em [0,1], se, e somente se: f; € [0O]. (6.27)

Com isto, de (EZZ4) e do item @. da Observagdo 613, teremos:

[f] = [O] se, e somente se | [f]|, =0. (6.28)

5. Notemos que, se [f] € [P([0,1]; R) e x € R,

(a) teremos:

I [l =0,
e [f] =[O] se, e somente se || [f]||, =0. (6.29)
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(b) seque que:

. (6.30)
(c) Na prézima se¢do mostraremos que se [fl,[g] € L?([0,1]; R) entao

1TF =+ gl [l < [T {lp + [ g] [lp (6.31)

conhecida como desigualdade triangular,

ou seja, a fungdo | - |, :LP([0,1]; R) = R serd um norma no espago vetorial
real (LP([0,1]; R),+,"), ou ainda, (LP([0,1]; R),+, ) munido da fungdo ||,
dada por (E24), é um espago vetorial real normado.

6. Para aliviar a notagcdo denotaremos os elementos de LP([0,1]; ) por f em vez
de [f].

Temos também a:
Definicao 6.1.5 Definimos o seguinte conjunto

Le([0,1]; R) ={f; f:[0,1] > R, Lebesgue mensurdvel,
limitada q.t.p. em [0,1]}. (6.32)

Uma funcgdo que estd em L>*([0,1]) serd dita essencialmente limitada em [0, 1].

Observacao 6.1.5

1. Observemos que se x € R e f,g € L>®([0,1]; R) entdo
«-f,f4+ge L°(0,1]; R),

ou seja, (L>([0,1]),4+,-) € um espago vetorial real, onde + dentoa a opera¢do
usual de soma de fungdes e - dentoa a operacdo de multiplicagdo de nuimero
real por uma funcgdo.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

2. Para o que vem a sequir precisaremos da seguinte nog¢ao:

Sejah:[0,1] = R uma funcdo limitada, exceto em um subconjunto de medida
zero de [0, 1].
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Definimos o supremo essencial da funcao h em [0, 1], indicando por

€ess supxem]h,

como sendo:

ess sup, (o ;h(x) = inf { sup g(x)} , (6.33)
’ geA x€[0,1]
onde
A={g;g:[0,1] - R, tal que g=h gq.t.p em [0,1]. (6.34)
Na situagdo acima, teremos:
ess sup, ¢ hi(x) = inf{M; m ({x € [0,1]; h(x) > M}) =0} . (6.35)

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

. Nosso prézimo passo € tentar introduzir uma norma no espacgo vetorial real

(ﬁoo([0>1]aR))+))

Consideremos a fungdo || - || : L2([0,1]; R) = R, dada por:
[flloc = esssup,cjo yyIf(x)|, para cada fe€ L7([0,1];R). (6.36)
Com 1sto temos que a fungdo || - ||« estd bem definida.

Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.

Notemos que ezxiste f € L>([0,1]; R), nao identicamente nula (a mesma do
item [J. da Observagdo E13), tal que

Ifllo =0, ouseja, |-l
nao poderd ser uma norma no espac¢o vetorial real (L>*([0,1]),4+,").

Para resolver isto faremos como no caso LP([0,1]), isto €, consideraremos
L=([0, 115 R) = £2([0,1]; R)/ ~, (6.37)
onde a relagdo ~ € a wntroduzida na Defini¢cdgo E1-3.

Com 1sto teremos que
(I—oo([o)1]) ) +>')

¢ um espago vetorial sobre R (onde + e - sdo as operagdes introduzidas no
item 0. da Observagdo [6-14).

Dewzaremos a verificagcao deste fato como exercicio para o leitor.
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8. Deste modo podemos definir a fun¢do
I lloo : L([0, 15 R) — R,
dada por:

[ [f]]|oo = esssup,cpp ylf(x)l, para cada [f]l € L*([0,1]; R). (6.38)

Com 1sto teremos:

(a) a fungdo || - ||«, dada por (E38), estd bem definida,
(b) para [f] € L*([0,1]; R) temos que:

£l ]eo >0,
e [f] = [0]
se, e somente se | [f] [ oo = O3 (6.39)
(c¢) para x € R e [f] € L*([0,1]; R), teremos:
[ Toe - 1 [|oo = lodl | 1] [l oo 5 (6.40)
(d) para [f], [g] € L>([0,1]; R), teremos:
| 11 4 (9] lloo < || If] [|oo + Il [0] [|co (6.41)

conhecida como desigualdade triangular (veja o Ezercicio 1, da pdgina

112 de [EZR)).

Dewzaremos a verificacdo destes fatos como exercicio para o leitor.
(e) De (E29), (EZ0) e (EZT) segue que a fungdo || - ||, dada por (E33), serd
um norma no espac¢o vetorial real (L*([0,1]),+,-), ou ainda, o espago

vetorial real (L>°([0,1]),+,-) quando munido da fung¢@o | -|), dada por
(B38), tornar-se-d um espago vetorial real normado.

(f) Para aliviar a notag¢do denotaremos os elementos de L>([0,1]; R) por f
em vez de [f].

6.2 Desigualdade de Holder e Minkowski

Nosso objetivo nesta segdo é provar a desigualdade triangular no espago vetorial real
normado (LP([0,1]),+,-,| - [[;), com p € [I,00] (ou seja, (E=T), para p € [1,00), €
(BZD), para p = 00).

Para isto precisaremos, entre outras coisas, do:
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Lema 6.2.1 Sejam o, >0 e A€ (0,1) fizados.
Entdo vale a sequinte desigualdade:

AR <Ax+(1—2)B. (6.42)
Além disso, ocorrerd a tgualdade em (EZ2) se, e somente se,
x=0. (6.43)

Demonstracgao:
Para tando, conisderemos a fungdo ¢ : (0,00) — R, dada por:

e(t) =At—t", paracada te(0,00). (6.44)

Observemos que a fungdo ¢ é diferencidvel em (0,o00) e além disso, para cada t €
(0, 00), tereos:

® /(t) (?) A — )\t}\_]
=A(1—t""). (6.45)

Como A — 1 < 0 segue, de (EZ3), que

<0 ara te (0,1
(p,(t): b p ( ) )) (646)
>0, para te(1,00)
Logo a fungdo ¢ tem um (dnico) minimo global em t = 1, isto é, se
te (0,00) \ {1}, teremos: o(t)> (1), (6.47)
isto &, At —t (= e(t)
(EZ32)
> (1)
(m)c:omt:1 A1 —]}\
=A—1,
ou ainda, At+(1—2A)>t". (6.48)
e ocorrerd a igualdade em (EZ3) se, e somente se,
t=1. (6.49)

Notemos que:

1. se
x=pf=0,

teremos que o lado direito e o lado esquerdo de (EZ2) serdo iguais a 0, ou seja,
valerd a igualdade em (EZ2).
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2. se
x>0 e p=0

(ou vice-versa), teremos que o lado esquerdo de (EZ2) serd igual a 0 e o lado
direito serd maior ou igual a 0, ou seja, valerd a desigualdade (EZ2).

3. se
x,p >0,
consideremos o
tige(o,oo). (6.50)

Logo, de (EZ38), com t dado por (EX=0), teremos:

A
x x
s (9)
B B) '
A
ou seja: 7\-%—%(1—7\)2“—7\»
A
. o %
isto é: }\'EJF“_MZBA*B’
o ol
como 3 > 0, isto serd equivalente a: 7\-6 “B+H(T—=A)B > W’
ouainda: Aa+(1—-A)p>ap"™,  (6.51)

obtendo-se a desigualdade (EZ2).
Além disso, de (EZ9), ocorrerd a igualdade em (E=1) se, e somente se,

(X:B)

completando a demonstragao.

Como consequéncia temos o:

Corolario 6.2.1 Sejam a,b € [0,00) ep,q € (1,00) firados, satisfazendo a seguin

te identidade: : :

—+—-=1. 6.52
P 4 ( )
Entdo vale a sequinte desigualdade:
P B
ab< S 4 (6.53)
p q

Além disso, ocorrerd a tgualdade em (ER3) se, e somente se,

aP =bd. (6.54)
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Demonstracgao:
Consideremos :
A= —. (6.55)
P
Deste modo teremos:
1
1A
P
1
= . (6.56)

Logo, se o, 3 € [0,00), do Lema EZZ1 e de (EX3) e (EXH), segue que:

W Bi < —at—p. (6.57)

Além disso, do Lema B2, temos que ocorrerd a igualdade em (EX1D) se, e somente

se,
x=. (6.58)
Consideremos
a=a’, P=biel0,00). (6.59)
Logo, de (EX=1), teremos:
1 1 (B3 ] 1
()7 (b9)5 < a4 bT,
P q
P pd
ou seja, ab < % + E) (6.60)

isto é, valerd desigualdade (EX3) e além disso, de (E=8) e (EXd), ocorrerd a igualdade

em (ETO) se, e somente se,
a? = b,

como queriamos demonstrar.
O

Observacao 6.2.1 Notemos que se p,q € [1,00] satisfazem a relagdo (ER2), dire-
mos que o numéro real q é o conjugado do nimero real p.

Podemos agora enunciar e provar a:

Proposicao 6.2.1 (Desigualdade de Hoélder) Sejam p,q € [1,00] satisfazendo a

relagdo (E23).

Suponhamos que

fel”(0,1;,R) e geLi0,1;R). (6.61)
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Entdo teremos que
fgel'([0,1]; R) (6.62)

e j 1991 < Il gl (6.63)

)

Além disso, se p,q € (1,00), ocorrerd a igualdade em (EEL3) se, e somente se,
«|fP =BlglY, q.t.p. em [0,1], (6.64)
para algum «, € [0, 00).

Demonstracgao:
Consideremos, primeiramente o caso:

p=1, logo, de (EB532), deveremos ter: q = 0. (6.65)
De modo andlogo, se
q=1, de (EX2), deveremos ter p = oo.

Trataremos do caso (EBH), o outro caso é andlogo e serd deixado como exercicio para
o leitro.
Logo, de (EEH) e (EED), segue que

fc'([0,1;R) e gel>®(0,1];R). (6.66)
Assim

(Fg) ()] = [F(x)[ g (x)]

(E=m)
< fx)9lleoy, q-t-p- em €[0,1]. (6.67)

Como f € L'([0, 1]) segue, de (EE2), que
fgeL'([0,1])
e, além disso, de (E561) e do item @. da Proposi¢do EZ1, teremos:

(EE32) e (E2um)
fgl < (] {9l oo
[0,1] 0,1]

(==Z=2)
= g1l j{o i

E23) com p=1, e (=3
(=) com 270 O£ 119 oo
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mostrando a validade da desigualdade (EB3), para

Consideremos agora o caso
P,q € (1,00), satisfazendo (ER2). (6.68)

Como, por hipétese, temos que
felP([0,1;R) e geli0,1];R)

segue que a funcdo f e a fungdo g serdo Lebesgue mensuraveis em [0, 1].
Logo, da Proposigdo BE53, segue que a fungdo (f g) é Lebesgue mensuravel em [0, 1].
Notemos que se

[fll, =0, ou [gllq=0,

da Observagdo E=33, segue que
f=0, ou g=0, qt.p.em [0,1].
Deste modo teremos que
fg=0, qt.p.em [0,1],

logo (fg) € L'([0,1]; R) e, além disso, o lado direito e o lado esquerdo de (EE3) serdo
iguais a zero, ou seja, valerd a igualdade em (EE3).
Logo podemos supor, sem perda de generalidade, que

1[5, [Igllq # 0 (6.69)

Para cada x € [0, 1], consideremos :

. T

- 9
Il

- 0,00). 6.70
loll, <0 (6.70)

Aplicando o Coroldrio BEZZ1 com os valores acima, obteremos:

001 lg(x)| 1(@)? 1(|g(x)|>q
I Tole = v \Il ) " a Ul
_TIFGIP T g(x)[

o Il g llglly’

(6.71)
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Logo, de (EZ0) e do item B. da Proposigdo EZT, segue que

[f(x)[g(x)] (=) TIE(x)P Tg(x)[9
< = T q
o, Ifllp llgllq o \P [Ifls g [lgll4

(?‘)Hwﬁuq Jo.mlfdl
e==2) 1 1 J 1 1
=) - P | )
P ||f||B 0,1] q llglld 0,1]
—— —_——
=) (=)
= "|IfllpP = "ligllq9
1
P dq
=,
ou seja ] ] J Ifgl <1
u , _— <
Ifllp Nlgllq Jio,n ’
) (D)
ou ainda , ifal <|Ifllpllgllq < o0, (6.72)
]

)

mostrando que (fg) € L'([0,1]; R) e que vale a desiguadade (EE3). como querfamos
demonstrar.
Além disso, do Corolario B2 (ou seja, de (E=4) e (EZ7)), ocorrerd a igualdade em

(ET32) se, e somente se,
(|f(x)|)P _ (!g(xn)q
11l lglla /-

isto &, [lglld? IF)P = 17 19(x)I%, at.p. em  [0,1],
—— ——
= éﬁ

mostrando (EXB4) e completando a demonstragéo.

Como consequéncia temos o:

Corolario 6.2.2 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakowsii-Schwarz) Suponhamos
que f,g € L%([0,1]; R).
Entao teremos que

(fg) € L'(10,1]; R) (6.73)

e j 1961 <1712 gl (6.74)

)

Demonstracgao:

Conisdrando-se
pP=q=2, segueque ! l—1
’ P q
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Logo podemos aplicar a Proposicdo EZZ0 acima para obter (E223) e (EZ4), comple-
tando a demonstragao.

[
Observagao 6.2.2 Notemos que se p,q € (1,00) teremos:
1 1
—4+—-=1
P q
se, e somente se, qp—1 =rp, (6.75)
ou, equivalentemente, P— % =1. (6.76)

Podemos agora enunciar e provar agora a:

Proposicao 6.2.2 (Desigualdade de Minkowski) Sejam p € [1,00] fizado e f,g €
LP([0,1]; R).
Entdo teremos:

(f+g) € LP([0,1]; R) (6.77)
e If+glly < lIfllp + gl (6.78)

Demonstragao:
Consideremos, primeiramente o caso:

p=1. (6.79)

Notemos também que, para cada x € [0, 1], da desigualdade triangular em R, tere-

mos:
(f+ g) () < If(x)[ + g (x)]. (6.80)

Como, por hipétese, temos que

f,geL'([0,1]; R), ouseja, |f||i,|gli<oco. (6.81)

Logo, de (EX20) e do item B. da Proposi¢do EZT, segue que

(ED) e (Ezem)

=3
J frgl % J (1 + 1l) (:)J IfI+J g
[0,1] [0,1] [0,1] [0,1]

(E23) com p=1 (=)
= Il + [lglls <" oo (6.82)

Logo, de (EX2) segue que (f+g) € L'([0,1]; R) e que

If + gl
(0,1]

BE23) com p=1
I+ gl == |

()
< [Iflly + llgll
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ou seja, vale a desigualdade (EZ78) para p = 1.
Consideremos agora o caso
p=o0. (6.83)

Como, por hipédtese,
f,9€L2([0,1;R), ouseja, [l lglloc<oo. (6.84)

Assim, teremos:
(e=0)
esssup, o 1l(f +g)(x)| < esssup,co yylIf(x)| + g(x)I]
Exercicio
< esssup,gp If(x)[ + esssup,cp yylg(x)]
(6=3)
= [[flloo + Iglloc <" 0. (6.85)

Logo, de (E23) segue que (f + g) € L*([0,1]; R) e que

(E=3)

If+ 9l = eSSSpre[O,HMf‘i‘g)(X”
(E=3)
2 o + 9o

ou seja, vale a desigualdade (EZ8) para p = o.
Para finalizar, consideremos o caso

pe(l,00). (6.86)

Notemos que, como f,g € LP([0,1]; R), segue que as fungdes f e g sdo Lebesgue
mensuraveis em [0, 1].
Notemos que se
If+gll, =0, (6.87)

segue a desigualdade (EZZ3) ocorrerd.
Assim podemos supor, sem perda da generalidade, que

If+gllp #0. (6.88)

Logo, da Proposigdo BE2, segue que a fungdo (f + g) é Lebesgue mensuravel em
[0,1].

Além disso, para cada x € [0, 1], do item B. da Observagdo ET1 (ou seja, de (E3)),
segue que existe C, > 0, tal que

[(f + @) IP < Collf(x) P + |g(x)P]. (6.89)
Como f,g € LP([0, 1]; R), segue que

IflP,lgP € L'([0,1]; R). (6.90)
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Logo, de (EX29) e (ET90) segue que

(f+g) € LP([0,1]; R). (6.91)
Além disso, temos
J rf+g|p:J f+gP! ff+gl
[0,1] [0,1] ~——
desigualdade triangular
< [fl+1g]
(===m) »
< If + glP " [If| + |gl]
0,1
(E2=3) » »
= J £+ gl I +j £+ g lgl. (6.92)
[0,1] [0,1]
Afirmamos que
It + gl € L910,1]; R) (6.93)
e If+gPllq < [+ gllp - (6.94)
De fato, notemos que:
(=)
—N—
J [(If +glP']9 = J f+gdP—T1)
[0,1] [0,1]
= J if+ gl
[0,1]
p (E0)
= f+glp < oo, (6.95)

mostrando a validade de (E93) e (E4).

Apliquemos desigualdade de Holder a cada uma das parcelas de (E22) (na l.a
parcela, consideramos f = [f|, g = [f + g[""' e na 2.a parcela, consideramos f = |g],
g = |f + g/P"), para obtermos:

j £11£ 4+ gP~ < |1l 1+ g llq, (6.96)
[0,1]

j £ 4 g gl < llglly IIf + gP"llq - (6.97)
[0,1]

)
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Portanto de (E592), (EU8) e (EU17), segue que:
I+l = i+
[0,1]

(e=3) . 4
= J It 4+ g |f|+J I+ glP g
[0,1] [0,1]

e ) B 3
< Il IF 4+ gl + ligllp [+ glP 'l
(=) N >

< [[fllp It +glls + [lgllp [If + gll<

P
= ([Ifllp + llgllp) If + gl . (6.98)
Logo, de (EX23) e (E93), segue que
ps
If+glle * <IIflly + gl - (6.99)

Mas, da Observagao B2, temos que

P

q

que juntamente com (E9) implicardo na validade da desigualdade (EZZ3), completando

a demonstragao.
O

Observacao 6.2.3

1. Com isto completamos a verificacdo que no espaco vetorial (LP([0,1]; R),+, ),
a fungdo || - ||,, dada por (EZA), se p € (1,00) e por (EZ8), se p =00, € uma
norma nesse espago, ou seja, o espaco vetorial real acima é normado, para
p € [1,00].

2. Utilizando-se, entre outros, o Coroldrio (ou seja, (E273) ), podemos mos-
trar que no espago vetorial real

(Lz([())]];R)»"i_»') ) (6'100)
se constderamos a func¢ao
<'>'>:L2([05”;R) X Lz([O,H,R) _”R)

dada por

(f,g>£J fg, para cada f,gecL*([0,1];R), (6.101)
[0,1]

seque que estd funcdo serd um produto interno no mesmo.
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A verificagcdo deste fato serd deirada comoe exercicio para o leitor.

A norma associada a este serd a morma serd a norma || - |2, introduzida em
(B224), com p = 2.

Em particular,
(LA, 113 R) -y ()

serd um espac¢o vetorial real munido de um produto interno.

6.3 Convergéncia e Completitude no Espaco Vveto-
rial Real Normado [P

Nosso objetivo nesta segdo é mostrar que, para cada p € [1, oo] fixado, o espago vetorial

real
(Lp([o,”, R)3+)) )

quando munido da norma || - ||, introduzida em (E24), torna-se-4 um espago métrico
completo, isto é, é um espago de Banach.

Para isto relembremos alguns conceitos importantes relacionados a cada um dos
temas acima.

Comegaremos pela:

Definicao 6.3.1 Sejam p € [1,00] fizado e (fn)nen, uma sequéncia de fungées em
LP([0,1]; R) e f € LP([0,1]; R).

Diremos que sequéncia de fungoes (f,).cn, € convergente para funcao f, em
LP([0,1]; R), se dado ¢ > 0, podemos encontrar N = N(¢) € N, tal que

se n>N, deveremos ter ||f—f.[, <e. (6.102)

Neste caso escreveremos

fo—f, emL[P([0,1]; R) (6.103)
ou ainda, fr EP0B ) f, (6.104)
ou, por simplicidade fn LS f, (6.105)

Observacgao 6.3.1

1. A convergéncia introduzida na Defini¢do em LP([0,1]; R) também é
conhectda como convegéncia em média de ordem p.

2. A convergéncia introduzida na Defini¢cdo é a obtida do espago (vetorial

real) métrico
(LP(10, 115 R), dp)
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onde a métrica
dy : LP([0, 1] R) x LP([0,1]; R) — R,

€ dada por:
dp(f,yg) = [If —glly
1
P
f—qglf 1
esssup, ¢ 1lf(x) — g(x)I, se p=o0

Da Defini¢do EZZ1 acima, temos que:

fn— f, em LP([0,1]; R),

se, e somente, se |[f —fnl[p =0, quandon — co. (6.107)

. A convergéncia em L*([0,1]; R) € quase a convergéncia uniforme em [0, 1].

Mazs precisamente,

fo—f, emL*>([0,1])
se, e somente se, podemos encontrar E C[0,1], E € .#, com m(E) =0,

tal que f, — f em [0,1]\ E. (6.108)

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

Lembremos que

fo—f,  pontualmente em [0, 1]
se, e somente se, para cada x € [0,1], temos que

fo(x) — f(x), quando n — oo. (6.109)

Lembremos também que

fo—f, gq.tp. em]l[0,1]
se, e somente se, podemos encontrar E C [0,1], E € .#, com m(E) =0,
tal que, para cada x € [0,1] \ E, teremos:

fo(x) = f(x) quando n — co. (6.110)

Temos também a:

Definigao 6.3.2 Sejam p € [1,00] fizado e (f,)n iny uMma sequéncia de fungées em
LP([0,1]; R).

Diremos que a sequéncia (f,)neny € uma sequéncia de Cauchy em L[P([0,1]; R),

se dado € > 0, podemos encontrar N € N, tal que

se n,m>N, teremos: |fn,—fulp,<ce. (6.111)
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Observacao 6.3.2 Deizaremos como exercicio para o leitor a verificacdo que se
uma sequéncia é convergente em (LP([0,1]; R),d,), entdo ela serd uma sequéncia
de Cauchy em (LP([0,1]; R),d,).

Como sabemos, a reciproca nem sempre é verdadeira.

Com sito temos a:

Proposicao 6.3.1 Sejam (U,+,-,|| - ||) espago vetorial normado e (an)nen uma
sequéncia de Cauchy em (U, d||.H), onde d;.| denota a métrica induzida pela norma
1.

Suponhamos que uma a subsequéncia (an, )ken, da sequéncia (Qn)nen, for uma
sequéncia convergente (U,dy), para a € U.

Entdo a sequéncia (an)nen serd convergente em (U, d. ), para a € U, ou seja,

a, — a, em (u, d||'H) . (6.112)

Demonstracgao:
Como a subsequéncia (an, )ken, da sequéncia (an)nen, € convergente, em (U, d;.),
para a € U, temos que, dado ¢ > 0, podemos encontrar N; € N tal que

3
se myg >N, teremos: |a, —al< 7 (6.113)

Por outro lado, como a sequéncia (a,)nen uma seqiiéncia de Cauchy em (U, d.),

podemos encontrar N; € N tal que

€
se n,m>N,, teremos: !am—an!<§. (6.114)

Seja
N, :max{N1,N2}€N. (6.115)
Notemos que, para n > N,, escolhamos ny, € N, de modo que

e > N,. (6.116)

Deste modo teremos, de (ET1H) e (EI1H), que

nc>Ny e ny>Njp.
Logo

an —a| =|[(an — an, ) + (an, —a)|

desigualdade triangular

(1) e (B113)
<

’an - a‘ﬂ.k| + |ank —a

i
2

N o

:E)

mostrando que a seqiiéncia (a,)nen é convergente, em (U, d).), para a, completando a

demonstracgao.
OJ
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Observacao 6.3.3 Notemos que a Proposi¢do pode ser demonstrada para
espagos métricos.

Deizaremos a verificacdo deste fato como ezercicio para o leitor (feita na dis-
ciplina de Esmpagos Métricos).

Podemo introduzir a:

Definicao 6.3.3 Um espago vetorial normado serd dito completo, se toda sequéncia
de Cauchy neste espaco, for convergente no espago.
Um espago vetorial normado completo serd denominado de espago de Banach.

Observacgao 6.3.4

1. A Definigdo pode ser introduzia para espagos métricos (feita na disci-
plina de Esmpagos Métricos)..

2. Lembremos que dada uma sequéncia (a.)ncny em um espago vetorial normado
(U,4+,-,] - ||), podemos construir uma nova sequéncia (Sn)nen, Cujos termos
serao dados por:

n
Sn = Z ai, para cada mneEN, (6.117)

i=1

que serd deminada de série associada a sequéncia (a,).cn e tndicada por

o
E ap.
n=1

(o)
Diremos que a série E a, € convegente, em (U, d. ), para s se a sequéncia

n=1
(sn)nen for convergente, em (U,d). ), para s, ou seja, se

sn—s, em (UW,d)). (6.118)

(o)
Neste caso diremos s € a soma da série E a, .

n=1

Neste caso escreveremos

D an=s. (6.119)
n=I1

[e.o]

Na situagdo acima, diremos que a série E a, € absolutamente convegente em

n=1
o0

(U,dy), se a série numérica Z |lan|| for convergente em (R,dgr), onde dg

n=1
denota a métrica usual de R.



6.3. CONVERGENCIA E COMPLETITUDE NO ESPACO VVETORIAL REAL NORMADO L7287

3. Lembremos que se (a.)nen € uma sequéncia de niumeros reais e a Série

o0 o0
numérica E a, € absolutamente convergente em (R,dg) (isto é, E la,| é
n=1 n=1

o0
convergente em (R,dg)) entdo a série numérica E a, serd convergente em

n=1

R.

A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor (visto na
disciplina de Andlise II)

4. Em geral, em um espago vetorial normado a propriedade do item @. acima
pode nao ser verdadeira.

O resultado a sequir nos diz que a propriedade do item @. acima valerd se o
espago vetorial normado for completo, mais precisamente temos a:

Proposicao 6.3.2 Seja (U, +,-,|| - [|) um espago vetorial normado.

O espago vetorial normado (U,+,-,||-||) € completo se, e somente se, toda série
absolutamente convergente em (U, d|. ), for uma série convergente em (U,d.).

Demonstracao:

Suponhamos que o espago vetorial normado (U,+,-,]|| - ||) é completo e que a série

[e.o]

Z a, seja absolutamente convergente em (U, dj ), ou seja, podemos encontar s > 0
n=1

tal que

D lanl=M, em (U,dy). (6.120)
n=1

(00
Logo, da convergéncia da série numérica E |lan|| em (R, dgr) segue que, dado ¢ > 0,

n=1

podemos encontrar N € N tal que

D llanl <e. (6.121)
n=N

Para cada n € N, consideremos

n

sn= ) ai. (6.122)

i=1
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Logo, se n > m > N, teremos

(=)
[$n —sml| =

m n
2 a—) a
i=1 i=1

n
P

i=m+1

desigualdade triangular

n
< 2 lail

i=m+1

o0
(=)
<) law] < €.
n=N

Logo a sequéncia (s, )nen serd um sequéncia de Cauchy em (U, d.|), que é um espago
meétrico completo.
Logo existe s € U tal que

Shn — S, em (U,d”.H),

(0.0)
mostrando que a série E a, serd convergente em (U, d.).
n=1

Reciprocamente, suponhamos que toda série absolutamente convergente em (U, d.)
seja convergente em (U, d).).

Seja (an)nen uma sequéncia de Cauchy em (U, dj.).

Mostremos que a sequéncia (a,)nen € convergente em (U, d). ), ou seja, o espago
métrico (U, dy,) é completo.

Logo, para cada k € N, podemos encontar Ny € N tal que se

se n,m>Ny, teremos [a,— an| <27. (6.123)
Podemos escolher Ny, de modo que
N1 > Ny

para cada k € N.
Com isto obtemos uma subsequéncia (an, Jxen da sequéncia (an)nen.
Consideremos a sequéncia (by)xen, dada por

bi=an, e by=an, —an,_,, paracada ke{2,3,4,---}. (6.124)

o0

Deste modo podemos considerar a série E by.
k=1



6.3. CONVERGENCIA E COMPLETITUDE NO ESPACO VVETORIAL REAL NORMADO 17289

Notemos que, para cada m € N, teremos:

m
Smi E bk
k=1

— (aNk - aNk71) + (aNkf] - aNk,Z) -+ (aNz - aN1) + aN1
= a, . (6.125)

Logo, para cada k € {2,3,---}, teremos:

1bw]l =2 [lan, — an, |
EE
< 27 (6.126)

logo

D ol = ol + 3 [[bill
k=1 k=2

(=) >
< b+ Y 27
k=1

N
<1

:||b1”+1>

m

ou seja, a sequéncia numeérica ( E ||bk||> é mondtona (crecente) e limitada em
k=1 meN
(R ) dR)
o0
Logo, de um resultado de Andlise I, segue que a série E ||bx|| serd convergente em

k=1

(R ) dJR)
Logo a série Zbk serd absolutamente convergente em (U, d).) implicando, por
k=1

(o)
hipétese, que a série E by serd convergente em (U, d), ), ou seja, podemos encontrar

k=1
a € U tal que

> be=a. (6.127)
k=1

Logo, de (EI23), segue que a subsequéncia (an, Jxen da sequéncia (an)nen S€rd con-
vergente, em (U, d) ) , para a € U.

Como a sequéncia (an)nen € uma sequéncia de Cauchy em (U, d.) , da Proposicdo
EZ3, segue que a sequéncia (an)nen serd convergente, em (U,d) , para a € U,
mostrando que o espago vetorial normado é completo, finalizando a demonstragao.

]

Podemos agora enunciar e provar o:
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Teorema 6.3.1 (de Riez-Fischer) Seja p € [1, ] fizo.

Entdo o espago vetorial real nomado (LP([0,1];,R),+,-,| - [l,) € um espago de
Banach.
Demonstracgao:
O caso
p = o0

serd deixado como exercicio para o leitor (veja o Exercicio 9, da pagina 118 de [HLHI| e
ver também a pédgina 60 de [EH]).
Exibiremos, a seguir, a demonstragdo para o caso

pell,oo).

Seja (f,)neny uma sequéncia em LP([0,1]; R).

o0

Pela Proposicdo B3 acima, basta mostrar que se a série numérica E |fnllp €

n=I1

convergente em (R dg), entdo a série an serd convergente em (LP([0,1];,R),d,),
n=1
onde a métrica d, é dada por (EZI0H).
Suponhamos que a série numeérica Z |[fn||p é convergente em (R dr) e consideremos
n=1
Z [fallp =M € [0,00). (6.128)

n=1

Para cada n € N, definamos a fungdo s, : [0, 1] — R, dada por:
Sn(x) = Z Ifi(x)], paracada xe[0,1]. (6.129)
k=1

Notemos que, para cada k € N temos, por hipétese, que fi, € LP([0,1]).
Logo, do fato acima, de (EI29) e do fato que (LP([0,1];,R),+,:) é um espago
vetorial (real), segue que

sn € LP([0,1]; R), paracada meN.

Além disso, por inducdo n € N e da Proposicao (ou seja, da desigualdade de
Minkowsky), segue que

() &
Isnllp <" D IIflly
k=1

(5z)

< M. (6.130)
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Notemos que, para cada n € N, de (EEI29) segue que
$n > 0. (6.131)

Logo, para cada n € N, do item B. da Proposigao EZT, teremos:

(e=zm)
| s =] oW
[0,1] [0,1]
Fw|
(0,1
=MP. (6.132)

Notemos que, para cada x € [0,1], a sequéncia numérica (s,(X))nen S€rd uma
sequéncia numérica crescente em R, o que implicard que a sequéncia numeérica (s, (X))nen
serd convergente em ([0, o0], dg+), isto é, para cada x € [0, 1], podemos encontrar

s(x) = lim s,(x) € [0, cc]. (6.133)

n—oo

Em particular, para cada n € N, temos que

sn(x) < s(x), paracada s(x)el[0,1]. (6.134)

Como, para cada n € N, a fungdo s, é Lebesgue mensuraveis em [0, 1] segue, da
Proposi¢do B54, que a fungdo s: [0, 1] — [0, c0] serd Lebesgue mensuravel em [0, 1].

Além disso, como temos (EI31), do Lema B3 (isto é, do Lema de Fatou), segue
que

=3
J sP < lim 1an (sn)P
[0,1] (0,1]

n—oo

(E==3)

< MP < oo,
ou seja, sP e L'([0,1]; R), (6.135)
em particular, teremos: s(x) e R, q.t.p. em [0,1]. (6.136)

Notemos também que, pela construgdo acima (ou seja, (E29)), se x € [0,1] é tal
que
s(x) € [0, 00),

segue que a série numeérica E f.(x) serd absolutamente convergente em (R, dr) com
n=1
sua soma, que indicaremos por S(x), isto é,

S(X)Ean(x), para xe€[0,1], se s(x)e€[0,00). (6.137)
n=1
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Se x € [0, 1] é tal que s(x) = co definamos

S(x)=0. (6.138)

Logo, de (E128) , (EI317) e (EI323), segue que

S = lim ka, q.t.p. em [0, 1]. (6.139)

Em particular, pela Proposicdo E5H, segue que a fungdo S serd uma fungao Lebesgue
mensuravel em [0, 1].
Observemos que, para cada n € N e x € [0, 1], teremos:

Z]m

de51gua1dade triangular

k=1
= sax)
a sequéncia (sn(x)) é crecente em R
< s(x). (6.140)
Logo, de (EI38), (E139) e (E1Z0), segue que
IS(x)] < s(x), paracada xe€[0,1]. (6.141)

De (EI23), temos que s € LP([0, 1]; R), assim , de (EZIZ10), segue que S € LP([0,1]; R).
Além disso, para cada n € N, teremos:

P P
dsigualdade triangular e indug&o cobre n € N
X < E Fi )] + 1S ()]

n P
C%(ZJMMO + ISP
k=1

(E3) e indugéo sobre n € N n
§:mw+wuw]
k=1

(ETZ0) e (ETZT)

<
Cllsn(x)IP + ls(x)P°

(=)
< GlsO)P + [s(x)]P
=2C,[s(x)]", paracada x¢€[0,1]. (6.142)

Como (veja (EI23)) s € LP([0,1]; R), de (EI22), segue que C, s? € L'([0,1]; R).
Além disso, de (EI39), temos que

k=1

— 0, q.t.p.eml0,1].
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Logo, do Teorema EZT (isto é, do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue),
segue que

n p

J[O,H Z

k=1

k=1

fr—S| — 0, quando n — o,

ou, equivalentemente, — 0, quando n — oo.

P

Portanto a série Z f, serd convergente, em (LP([0,1]; R),d,), para a fungéo S.

n=1
Logo, da Proposigdo EZ3, segue que o espago métrico (LP([0,1]), d,,) serd completo,

completando a demonstragao.
O

6.4 Funcionais Lineares Limitados no Espaco Veto-
rial Real Normado [P

Nesta tltima segdo estudaremos, para cada p € [1, oo] fixado, algumas propriedades de
funcionais lineares limitados definidos no espago vetorial real normado

(Lp([o>1] >+,')|| ’ ||p) .
Comegaremos introduzindo a:

Definig¢ao 6.4.1 Seja (U,+,,-,) um espago vetorial real.
Diremos que uma fun¢do F: U — R € um funcional linear em (U,+,-), se

Flu+, -, v) =Fu) 4+, «-, F(v), (6.143)

para todo u,v € U e «x € R, onde +, e -, denotam as operacoes de adigdo e
multiplicacdo de numeros reais, respectivamente.
Podemos deste modo, introduzir o sequinte conjunto:

LU;R)=U"={F:U— R;F é um funcional linear em (U,+,-)}. (6.144)
Observacao 6.4.1
1. Na condi¢des da Definigcdo [6.Z.1, temos que
(LU R), +,50p) = (U4, L)

€ um espago vetorial real, onde +, denota a operacdo de adi¢do usual de
funcgdes e -. denota a operagao de multiplicagdo de um niumero real por uma
fungdo.

A verificagdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor (feita na
disciplina de Algebra Linear).
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2. O conjunto
L(u) R) = ula

também é denominado dual algébrico do espago vetorial real (U, 4+, ).

Definicao 6.4.2 Seja (U,+,,-,) um espago vetorial munido de uma norma || -
Diremos que um functonal linear F: U — R ¢é limitado em (U,+,-,| ), se

podemos encontrar M, > 0, tal que

-

[F(u)] < M, [lufly, (6.145)

para todo u € U.
Podemos deste modo, introduzir o sequinte conjunto:

B(U; R)=U"
={F:U— R; F é um funcional linear limitado
em (u,+)')|| ’ ||u)} (6.146)

Observacao 6.4.2
1. Na condi¢ées da Definigdo [6.2.3, temos que
(B(u) R) >+L ) '5) = (U* >+L 'g)

€ um espago vetorial real, onde +, denota a operacdo de adi¢do usual de
funcdes e -, denota a operagdo de multiplicagdo de um numero real por uma
funcado.

A verificacdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor (feita na
disciplina de Algebra Linear).

2. Na situagdo da Definigcdo [6.2.4, temos que
B(U; R)=U",

€ denominado dual topolégico do espago vetorial real normado (U, +,,-,, ||

)

Definicao 6.4.3 Nas condi¢des da Defini¢do [6.2.43, podemos intorduzt a fun¢ad

|-l s U = R,
dada por
. [F(u)]
IFll . = sup{ Tl ;w0 ), (6.147)
u

para cada F € U*.
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Observacao 6.4.3

1. Observemos que se F € U* entdo, da Definigdo [6-Z.4, podemos encontrar
M, >0, tal que
F(wW)| <M, |ul|,, para uwel,

WNNSM
el

e se w# O, teremos: 0<

F)

mostrando que o conjunto
[F(u)l }
—su#0; Cl0,00)
{Wh ’

€ limitado superiormente em [0, 00).

Logo admatird supremo, logo ||F||,. estd bem definido.

2. Pode-se mostrar que fungdo || - |ju» € uma norma em (U*,+,-,).

A verificagdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor (feita na
disciplina de Algebra Linear).

3. Para F € U*, pode-se mostrar que

[Fllo- =sup{lF(V)[; ve U, com [v],=1}. (6.148)

A verificacdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor (feita na
disciplina de Algebra Linear).

4. Para f € U*, também pode-se mostrar que

IF

w = Inf{M,; M, satisfaz (E1Z3)} . (6.149)

A verificacdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor (feita na
disciplina de Algebra Linear).

Com isto temos a:

Proposicao 6.4.1 Sejam p,q € [1,00] fizados, tal que
1 1
— =1 (6.150)
P q

e g € LI([0,1]; R).
Definamos a fungées F:1P([0,1]; R) —» R, dada por:

F(f) iJ fg, para cada felP([0,1];R). (6.151)
[0,1]
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Entdo a funcao F é um funcional linear limitado no espago vetorial real nor-
mado (LP([0, 15 R), +, -, ([ - [|p)-
Além disso, teremos
IF

w = l9llq- (6.152)

Demonstragao:

Sabendo-se que
feLP([0,1;R), geL%0,1;R) (6.153)

e temos (E120), da Proposigdo B2 (ou seja, do Teorema da desigualdade de Holder),

segue que se f € LP([0,1])
(==2=3)
| 9= g
[0,1] [0,1

(ex)
< [Iflly llgllq (6.154)

(E=3)
< 0.

mostrando que a fungdo F, dada por (EIET) estd bem definida.
E facil ver que F é um funcional linear no espago vetorial real (LP([0,1]; R), +,-).
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Notemos também que, para cada f € L?([0,1]; R), teremos:

[O,H
i-lm‘

(
< llgllg Iflly

=M

FA) =

F

ou seja, da Definicdo B2, segue que a fungdo F, dada por (EI51), € um funcional linear
limitado no espago vetorial real normado (LP([0,1]; R),+,-, | - [lp)-
Além disso, de (ET29), se f € LP([0, 1]; R) é tal que f # O, entdo teremos

IF(f)| (=)
< l9llq- (6.155)
I£1lp

Logo, de (EIEH) e (ETZY), segue que

IF

w < lgllg- (6.156)
Faremos a demonstragdo da identidade (ET52) para o caso que
pe(l,00). (6.157)

O caso que
p=occ e q=1 (ou vice-versa)
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serd deixado como exercicio para o leitor o caso (veja o Exercicio 18, da pdgina 123 de

[ELR]).
Considermos a fungdo f, : [0, 1] — R, dada por:

fo(x) = \g(x)!% sgn[g(x)], paracada xe€[0,1], (6.158)
onde sgn: R — R é a funcao sinal de x, isto é, dada por:
1, se ye(0,00),
sgn(y) =40, se y=0, (6.159)
-1, se yé€ (—0,0)
Notemos que,
fo(0) =0 (6.160)
e, para x € R\ {0}, teremos:
q P
1t = {|lg00)I? sgnlg (x|}
P
{[lgx)1?] 1sentgx) }
(Ejn) ara X
pgnlg (I 1, para xR0 g (6.161)
Portanto, de (EI60) e (ECIED) segue que
Ifo(x)]P =|g(x)|*, paracada xe€R. (6.162)
Como g € L9([0,1]; R), de (EIE2), segue que f € LP([0,1]; R).
Além disso, de (EI53), teremos:
YRR
[0,1]
ETm
=] g
[0,1]
(6=2)
=" llglla®, (6.163)
. q
ou seja, Ifollp = llgllqr (6.164)
Observemos que, de (EI50), segue que
1
-4 — = 1 ,
P q
1 1
se, e somente se: m:1 ou —=1——
Pq p q
ou ainda: qP# =q ou q—1= Iﬂ) (6.165)
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Logo, teremos:

E1T23 q
fog "= |gl* sgn(g) - g
gl
=19

q
p+1

=gl

==
= e . (6.166)

Finalmente temos

F(r,) = J fg
[0,1]

)

Ifol?

(6153) J
0,1

(=)
=" Il

(=)
=" llglld’

qe(1,00) _
=" lgllq llgllg

(BTE3) q
=" llgllqllgllav

=

)
=" llgllq Ifoll - (6.167)

Logo, de (E1=58) e (ECIE1), segue que

IF

ur H9Hq>

mostrando a validade da identidade (E-I52) e completando a demonstragao.
!
Nosso objetivo a seguir é mostrar que vale a reciproca da Proposigdo EZ1 acima,
quando

p€ll,o00)|,

isto &, todo funcional linear limitado em (LP([0,1]; R),+,-,|| - ||;), é da forma (EI=1),
para alguma g € L9([0,1];,R).
Antes porém, temos o:

Lema 6.4.1 Sejam p,q € [1,00] fizados, tais que

LA (6.168)
P dq

egcl'([0,1];R).
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Suponhamos que exista My > 0, tal que

| ra =My,
[0,1]

para toda funcgdo f:[0,1] — R Lebesque mensurdvel e limitada em [0, 1].
Entao

geL0,1;R) e gllq<M,.

Demonstracgao:
Conisderaremos, primeiramente, o caso que

pe(l,00).

Para cada n € N, consideremos as fungdes g, ,f, : [0, 1] — R, dadas por:

<
Qn(x)i{g(x)’ se lgbdl<m, , paracada x € [0,1]

0, se |gx)>n
. q
fn - |9n‘p Sgn(gn))

onde a fungdo sgn é dada por (EI59).
Notemos que, se x € [0, 1] satisfaz

lg(x)[ >m,
entdo, de () e (EIZ3), teremos: f(x) =0,
ou seja, fangn="ng

299

(6.169)

(6.170)

(6.171)

(6.172)

(6.173)

(6.174)
(6.175)

Com isto, para cada n € N (semelhante a (E154) e (E16H) na demonstragdo da

Proposigdo EZZ1 acima) teremos:

(Ez3) a
[nllp = =" llgnllq®
e
|gn|q ( - )fn Jn
Observemos que, de (EI68), segue que
1T 1
— 4 — = 1 ,
P q
1 1
se, e somente se, —=1—-
p q
ou ainda, q—1= 1
P
ou seja: q—ﬂ:1.

(6.176)

(6.177)

(6.178)
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Logo, para cada n € N, teremos:

(=)
lgull 3 = j gl
[0,1]

= J f g
[0,1]

(ETE)
< Mg |Ifallp

(ET3) q
= MgHQanP

C
logo:  [lgnlla" P <My
que, de (ET78), implicard em: llgnllq < My

ou ainda, de (EZ4), que: J Ignl? < M.
[0,1]

Notemos que, de (EIT732), segue que
gnl* —1gl7,  em [0,1],.

Logo, do Teorema BT (ou seja, do Lema de Fatou), segue que

(=)
gl = j gl

)

(ezm)
< liminf J Ign |9
n—oo [0’”

(ETm)
< Mi< oo,

mostrando que
g€ L0, R) e [gllq <My,

(6.179)

(6.180)

ou seja, a validade da identidade (ET70), completado esta parte da demonstragdo.

Tratemos agora do caso
p=1.

Dado ¢ > 0, consideremos o conjunto
Ec={x€[0,1];[g(x)| = M + ¢}
e a fungdo f: [0,1] — R, dada por:
f =sgn(g) - A%, ,

onde a funcdo sgn é dada por (ET59).

(6.181)

(6.182)

(6.183)

Como g € L'([0,1]; R) temos que a fungio g é Lebesgue menstiravel em [0, 1], logo

teremos que
E. e #
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e assim, a fungdo f, dada por (ETZ3), serd Lebesgue mensurdvel em [0, 1].
Notemos também que:

(e=23) gm p=1 J |f|

(0,1
(=3

= )J sgn(g) Ak, |
[ )

J{o,ﬂ

m(E

<Clo,1]
) <

301

1]

0,1]
Xk,
E

Logo

1< o0.

(6.184)
(T=3)
Mym(E:) " =" M|
(EIE9) com p=1
[0,1]

>

lgl
=lg

(E?'”J (M, +¢)

£

:(M9+£)J 1

£

= (M + 5) m(Es) )
implicando em:
para todo ¢ > 0.

€ m(Es) < O’
Logo, (ET=H) implicard que

(6.185)
isto é,

g € L([0,1];,R)

e gl <My,
ou seja, a validade da identidade (ET70) para p = 1, isto é, ¢ = oo, completado a
demonstragao.

Para finalizar temos o:

[
Teorema 6.4.1 (da Representagao de Riesz) Sejam p € [1,00) fizado e

F:LP([0,1];R) = R



302 CAPITULO 6. OS ESPACOS1°

um funcional linear limitado no espago vetorial real normado (LP([0,1]; R),+,-, | - ||p)
(ou seja, F € U*).
Entado, existe g, € LY([0,1]; R) tal que

F(f) :J fg,, paracada fe€LP([0,1];R). (6.186)
[0,1]

Além disso
IFlle = N1gellq - (6.187)

Demonstragao:
Podemos supor, sem perda de generalidade, que F # O, caso contrdrio, consderare-
mos
g =0, eml0,1],

e a conclusdo do resultado serad valida.
Parte 1:
Mostremos, primeiramente, que (E188) e (E2181), sdo validas para as fungdes

f=AX =Xy, paracada secl0,]1]. (6.188)
Notemos que, se 0 < s <t < 1, de (EI=3), teremos:

|Xt - Xs’ =t—s
— (s, 1)]. (6.189)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Para ver isto, consideremos a fungdo @ : [0, 1] — R, dada por

d(s) =F(X;), paracada se€[0,1]. (6.190)

Afirmamos que a fungdo @ é uma fungdo absolutamente continua em [0, 1].
De fato, dado ¢ > 0, consideremos (temos que ||F||,,. # 0)

Simin{1 , (I!Feu*);} . (6.191)

Suponahmso que a colegdo de intervalos

{(81,5{);16{],2,"' )N}}

é uma colegdo finita e disjunta de intervalos abertos, contidos em [0, 1], tal que

N

D Ulsiys] <8. (6.192)

i=1
—S,-L*Si~
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Consideremos a fungdo h:[0,1] — R, dada por:
h= ) (X — &) sgn[®(s]) — O(s)] (6.193)

onde a fungdo sgn é dada por (EI59).
Notemos que

N
F é 11near F [Z X f— Si sgn [F(XS/) — F(Xsl”]
N i=1
=) ¢ [Z (Xor — X,) sgn [@(s]) — D(s:)]
i=1
=) (6.194)

Logo

(e23)
LRSS L

)

N
(ETm) J

desigualdade triangular
<
(0,11

i 1

(X — Xs,) sgnl@(s{) — D(s)]

N

Z ‘XS{ - Xsi Lsgn[q)(sf) - (D(Sl)”
i=1 e

o [rs]

P

) ,

== 1[ iy i]
[ B

N 1, (ET2) (=)
2 s Ulsiys{)l < 8 < Tepell,oo)

N
< ) Ulsi,s))]

5. (6.195)
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Assim temos

(eT)

N
D 10(s{) — D(s1)] F(h)
i=1

F é limitado

[ ¥
(ETmm)
< ||Fl|,. OF
(E:I:ED])
< g

mostrando que a funcdo @, dada por (ET90), é absolutamente continua em [0, 1].

Pelo Teorema EZ, temos que existe uma fungdo g € L'([0,1]; R), tal que

D(s) :J g, paracada se€[0,1]. (6.196)
[0,s]

Logo

F(x) =" o(s)

(5T) J
[0,s]

_ J X.g. (6.197)
0,1

Deste modo completamos a demonstragdo da parte I.
Parte 11I:

Mostremos agora, que (EI28) e (E187), sdo vdlidas para as fungdes degraus definidas
em [0, 1].

De fato, se

[a, b]

N

[0)1])

teremos

Xia ) = X — Xy (6.198)

A verificagdo deste fato é simples e serd deixada como exercicio para o leitor.
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Com isto teremos:

(ET==)

F(Xfq b)) F (&, — X,)

Fé 11near F(Xb) . F(X )

(o
(=)J zﬁg—J Xa g
0,1] 0,1]
— J' [Xb g— Xa 9]
[0,1]
= J (Xb - Xa) g
0,1]

[amner: ]
(Z)L]*hw% (6.199)
0,1

mostrando que o resultado é valido para as funcles caracteristicas X, p), para cada
[a,b] C [0, 1], ou seja, a fungdo g estd associada a classe de fungdes

{Xap;0<a<b< 1}

Observemos que toda fungdo degrau (ou escada) ¥, definida em [0, 1], é do tipo

V= §:q~5”§ (6.200)
onde
Pi{si;ie{o)‘l y T )N}}
¢ uma particdo do intervalo [a,b], e ¢; € R paracadaie{1,2,---,N}L

Logo podemos considerar a fungio g : [0,1] — R, obtida em (EIuH), g € L'([0,1])
e assim, teremos

i=1

Fé lmear Z
Cl Sl 1,5 )

Fp) =7 F <Z et My }>
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mostrando que o resultado é valido para as fungdes degraus definidas em [0, 1], ou seja,
a funcdo g, obtida em (ETUH), estd associada a classe das fungbes degraus definidas em
[0, 1].

Deste modo completamos a demonstragdo da parte II.
Parte I1I:

Mostremos agora, que a (EI86) e (EI87), sdo vdlidas para as fungdes limitada e
Lebesgue mensuravel em [0, 1].

Para tanto, consideremos f: [0, 1] — R uma fungéo limitada e Lebesgue mensuravel
em [0, 1], da Proposicdo BE5H, segue que existe uma sequéncia ({)nen, formada por
fungdes degraus, definidas em [0, 1], tal que

P, —f, q.t.p.em[0,1]. (6.201)

Consideremos a fungdo g : [0, 1] — R, obtida em (ET9H), funcdo Lebesgue integravel
em [0, 1] tal que

F) = | v, (6.202)
[0,1]

associada a classe das funcdes degraus, definidas em [0, 1].
Notemos que, para cada n € N, a fungdo f —1,, € Lebesgue mensurdvel em [0, 1].
Além disso, de (BEZ200), segue que podemos encontrar M > 0, tal que para todo
n € N, teremos
If —Pn <M, qt.p. em[0,1]. (6.203)

Logo, para todo n € N, de (EZ03), segue que:

’f _‘l-l—’n|p g Mp) qtp em [0 ) ]]
e If —PnP -0 q.t.p. em [0,1]. (6.204)

Logo, do Teorema EZT (isto é, do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue),
seque que

=)

lim ||f—xpn||pp(— 1imJ [f — U’
n—oo n—oo [O,]]

=
[0,1]

n—oo

(ezm)
- )

ou seja, If —Pnllp = 0, quando n — oo. (6.205)

Como o funcional linear F é limitado no espago vetorial real normado

(Lp([o)]];R))+)”|l" HP) )
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segue que:
[F() — Fn)| "= [F(F — Py
F é limitado
HF u* f_q)ﬂHP

) 0 quando n — oo,

ou seja, F(f) = lim F(Y,). (6.206)
n—oo
Como

P, —f, qt.p. em][0,1], (6.207)

segue que, para todo n € N, existe C > 0, tal que
l(g¥n)(x)] < Clg(x)|, paracada xe€[0,1]. (6.208)

Logo, novamente, do Teorema EZT (isto é, do Teorema da convergéncia dominada
de Lebesgue), segue que
[0 =], (ima)
g = lim ) g
[0,1] [0,1] \M7°

=) (J " g) .

Logo, para cada fungdo f : [0,1] — R limitada e Lebesgue mensuravel em [0, 1],
temos que

F(f) :J fg. (6.209)
[0,1]
Notemos que, se f: [0, 1] — R limitada e Lebesgue mensuravel em [0, 1], teremos:

J fg‘ =9 )
[0,1]

F é limitado

IF

fllp -

u*
Logo, do Lema EZ1, segue que g € L9([0,1]; R), e
lgllq < [[Fll- - (6.210)

Parte IV:

Mostremos agora, que (EI2d) e (EI21), sdo validas para as fungdes pertencentes a
LP([0,1]; R).

Para tanto, consideremos f € LP([0,1]; R).

Dado ¢ > 0, do Exercicio 14, da pédgina 118 de [HLHI, existe uma fungdo degrau,
que indicaremos por VP : [0, 1] — R, tal que

If—bll, <e. (6.211)
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Como a fungdo \ é limitada e Lebesgue mensuravel em [0, 1], da parte III, segue
que

F) = | wo. (6.212)
[0,1]

Com isot teremos:

]F(f)—J f9‘=‘F(f)—F(¢)+F(¢)—J fg‘
[0,1] [0,1]

~——
(62) ‘

F(f)—F(wj wg—J fg‘
0,1] 0,1]

F é linear

Fit =)+ |

[0,1]

(wg—fm‘

F(f—¢)+J

[0,1]

desigualdade triangular

(B —f) 9‘

F(f—9)]  +
—

F é limitado

J (tl)—f)9’
[0,1]

g

HF”u* ”ffll)H'P des. Hélder

< [Fllge If =Wl + 1o = fll [[9llq

(E2m2)
< (|IF

b=l llgllq

w T llgllq) €

Como ¢ > 0 é arbitrdrio, segue que
F(f) :J fg, (6.213)
0,1]

para f € LP([0,1]; R), completando a demosntragdo da parte IV.
Notemos que, a Proposi¢do EZ1 garante que

[IF|

w = ll9lla>

completando a demonstragao.

Observacao 6.4.4

1. O Ezercicio 19, da pdgina 123 de [HLH/, garante que vale um resultado
andlogo para o espaco das sequéncias numéricas cujas séries sao formadas
pelos mdédulos dos termos elevados a p sdo convergentes em R, ou seja, o
IP(R), para p € [1,00).

2. No capitulo 14 (veja o Teorema 8) de [HLAH/, temos um resultado seme-
lhante para a representag¢do de funcionais lineares limitados definidos em
C([a,bl; R).
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3. Infelizmente, nao vale um resultado andlogo para L>([0,1]) (ou para 1=°(R)).

A verificagcdo deste fatro serd deizada como exercicio para o leitor.

FIM
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