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Capitulo 1

Espacos Vetoriais

1.1 Introducao e Exemplos

NEste capitulo introduziremos o conceito de espago vetorial que sera
usado em todo o decorrer do curso.

Porém, antes de apresentarmos a definicdo de espago vetorial, passe-
mos a analisar em paralelo dois objetos: o conjunto formado pelas fungdes
f : R — R, denotado por .Z(R;R) e o conjunto das matrizes quadra-
das de ordem n com coeficientes reais que denotaremos por M, (R), ou
simplesmente, por M,,.

A soma de duas fungdes f e g de .#(R;R) é definida como sendo a
funcdo f + g € .# (R;R) dada por (f + g)(x) = f(x) + g(x).

Note também que se A € R podemos multiplicar a fungdo f pelo escalar
A, da seguinte forma (Af)(x) = A(f(x)), resultando num elemento de .7 (R).

Com relagdo a M,, podemos somar duas matrizes quadradas de ordem
n, A = (aij)nxn € B = (bij)nxn, colocando A + B = (aij + bij)nxn, que é
um elemento de M,,.

Com a relagdo a multiplicagdo de A = (ajj)nxn por um escalar A € R,
é natural definirmos AA = (Aajj)nxn, 0 qual também pertence a M,,.
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CAPITULO 1. ESPACOS VETORIAIS

O que estes dois conjuntos acima, com estas estruturas de adigdo de
seus elementos e multiplicagdo de seus elementos por escalares, tém co-
mum? Vejamos:

Verifica-se facilmente a partir das propriedades dos niimeros reais que,
com relagdo a quaisquer fungdes f, g e h em .# (R;R) e para todo A, u € R,
sdao validos os seguintes resultados:

1.

2.

3.

7.

8.

f+g=9g+f;
f+(g+h)=(f+g)+Hh

se O representa o fungdo nula, isto é, &(x) = 0 para todo x € R
entdo 0+ f =f;

a fungdo —f definida por (—f)(x) = —[f(x)] para todo x € R é tal
que f + (—f) = 0

- Apf) = (Aw)f;

(A + WF = Af + uf:
A(f+g) = Af 4+ Ag;

1f =Af.

Agora, com relagdo a quaisquer matrizes A,B e C em M,, e para todo
A, 1 € Ry também sdo validos os seguintes resultados:

1.

2.

A+B=B+A;
A+(B+C)=(A+B)+C
se O representa o fungdo nula, isto é, O = (0),,xn entdo O + A = A;

se A = (aij)nxn entdo a matriz —A definida por —A = (—a;;)nxn é
tal que A + (—A) = O;
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1.1. INTRODUCAO E EXEMPLOS 9

5. A(HA) = (ApA;

6. (A + WA =AA + UA;
7. A(A + B) = AA + AB;
8. 1A = A.

Podemos ver que tanto o conjuntos das fungdes definidas na reta a valo-
res reais como o das matrizes quadradas quando munidos de somas e mul-
tiplicacdo por escalares adequadas apresentam propriedades algébricas
comuns. Na verdade muitos outros conjuntos munidos de operagdes apro-
priadas apresentam propriedades semelhantes as acima.

E por isso que ao invés de estudarmos cada um separadamente estuda-
remos um conjunto arbitrdrio e ndo vazio, V, sobre o qual supomos estar
definidas uma operagdo de adigdo, isto é, para cada u,v € V existe um
unico elemento de V associado, chamado a soma entre u e v e denotado
por u+v, e uma multiplicagdo por escalar, isto é, paracadau e VeA € R
existe um unico elemento de V associado, chamado de produto de u pelo
escalar A e denotado por Au.

Definicao 1.1 Diremos que um conjunto V como acima munido de
uma adigdo e de uma multiplicagdo por escalar é um espago vetorial
se para quaisquer w,v e w em V e para todo A, € R sao vdlidas as
sequintes propriedades:

EV]1) u+v=v+u para todo u,v €V,

EV2) u+ (v+w) = (u+v)+w para todo u,v,w €V,

EV3) eziste um elemento 0 € V tal que 0 +u =u para todo u €V,
EV4) para cada u €V ezxiste v €V tal que u+v = 0;

EV5) A(pu) = (Ap)u para todo w eV e A\, u € R;



10 CAPITULO 1. ESPACOS VETORIAIS

(Ev6) (A+ w)u=Au+ pu para todo u € V; A,u € R;
(EVT) AMu+vVv) =Au+ Av para todo w,v € V e A € R;

(Ev8) Tu =u para todo u € V.

Observacao 1.2 E comum chamarmos os elementos de um espacgo ve-
torial de vetores, independentemente da natureza dos mesmos. Tam-
bém chamamos de escalares os numeros reais quando estes desempe-
nham o seu papel na a¢cao de multiplicar um vetor.

Observacao 1.3 O elemento 0 na propriedade EV3 € unico, pois qual-
quer outro 0’ € V satisfazendo a mesma propriedade EV3 entdo, pelas
propriedades EV3 e EV1 teriamos 0’ = 040" =0'+0 =0, 2sto ¢, 0 = 0.

Observacao 1.4 Em um espago vetorial, pela propriedade EV4, para
cada uw € V existe v € V tal que w+v = 0. Na verdade, para cada
u € V eziste somente um elemento v € V com esta propriedade. De
fato, dadouw eV sevev emV sdo tats queu+v=0eu+v =0
entao, combinando estas equag¢des com as propriedades EV1,EV2 e
EV3, obtemos v=v+0=v+(u+Vv)=vV+ul+v =(ut+v)+v' =
0+v' =V isto é v=v'. Denotaremos v por —u e u—v por u+ (—v).

Observacao 1.5 As quatro primeiras propriedades referem-se apenas
a operacgdo de adigdo e sao conhecidas, respectivamente, por proprie-
dade comutativa, propriedade associatividade, existéncia do elemento
neutro e existéncia do elemento inverso.

A quinta e a oitava propriedades sdo exclusivas da multiplicagdo
por escalar e também podem ser chamadas de associatividade e ele-
mento neutro da multiplicagdo, respectivamente.

A sexta e a sétima propriedades relacionam as duas operagoes e
sdo ambas conhecidas por distributividade.
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Observacao 1.6 A rigor, a definicdo de espacgo vetorial que demos
acima se refere a espacos vetoriais reais visto que estamos permatindo
que o0s escalares sejam apenas numeros reais. A noc¢ao de espaco
vetorial complexo pode ser feita naturalmente a partir da definicdo acima
com as devidas mudangas. Mais precisamente, pedimos que seja satisfeitas
as propriedades EvV1 a EV4 e EV8 enquanto que as propriedades EV5 a
EV7 devem valer para todo A, u € C. No entanto, embora importante, ndo
usaremos o conceito de espago vetorial complexo.

Um outro exemplo de espago vetorial, além dos dois apresentados no
inicio do texto, é o conjunto dos vetores como apresentados em Geometria
Analitica munido da adigdo e da multiplicagdo por escalar. Dessa forma,
o adjetivo vetorial utilizado na defini¢do acima deve ser entendido de uma
forma mais ampla, sendo uma referéncia aos elementos de V independen-
temente de serem ou ndo vetores.

Talvez o exemplo mais simples de espago vetorial seja o conjunto dos
numeros reais com a adigdo e multiplicagdo usuais. Mais geralmente, para
cada n € N, podemos transformar o conjunto das n-uplas ordenadas de
numeros reais, R", em um espago vetorial definindo a adigdo de duas
n-uplas ordenadas, x = (x1,...,%,) € Yy = (y1,...,Yn), adicionando-se
coordenada a coordenada, isto é,

xX+y = (X1 +y1>---)xn+yn)
e o produto de uma n-upla x = (xy,...,X,) por um escalar A € R por
AX = (AX1y .y AXp).

E uma rotina bem simples verificar que desse modo R™ é um espago veto-
rial. Deixamos como exercicio esta tarefa.
Verifique também que os seguintes exemplos sdo espagos vetoriais.

1. Sejamn € Ne V = Z, (R) o conjunto formado pelo polinémio nulo e
por todos os polinémios de grau menor ou igual a n com coeficientes
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reais. Definimos a adigdo e a multiplicagdo por escalar da seguinte
maneira:

e Sep(x) =ao+ax+---+ax"eq(x) =byg+bix+---+byx"
sdo elementos de &,,(R) entdo

p(x) +q(x) = (ao+ bo) + (a; + by)x + -+ - + (an + by)x™.

e Se p(x) = ap+ a;x + - -+ + a,x" é um elemento de Z,(R) e
A € R entao

Ap(x) = (Aap) + (Aag)x + - - -+ (Aan)x™.

. Sejam A C R e .#(A;R) o conjunto de todas as fungbes f: A — R.
Se f,g € #(A;R) e A € R definaf+g:A — R por (f+ g)(x) =
f(x)+g(x) e (Af)(x) = Af(x), x € A. Entédo, .7 (A;R) com esta adigdo
e produto por escalar é um espago vetorial.

. O conjunto das fungdes continuas definidas num intervalo I C R
munido das operagdes de adigdo e multiplicagdo usuais (como aquelas
definidas em .% (I;R)). Notagdo: C(I;RR).

. O conjunto das fungdes com derivadas continuas até ordem k € N, (k
é fixo) definidas num intervalo aberto I C R munido das operagdes de
adicdo e multiplicagdo usuais (como aquelas definidas em .7 (I;R)).
Notagdo: C*(I;R).

. O conjunto das fungbes com todas as derivadas continuas defini-
das num intervalo aberto I C R munido das operagdes de adigdo e
multiplicagdo usuais (como aquelas definidas em .% (I;R)). Notagao:
C>®(L;R).

. O conjunto das matrizes m por n com coeficientes reais: M,xn(R)
munido de operagbes andlogas aquelas definidas em M, (RR).
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Os espagos vetoriais acima envolvem operagdes com as quais vocé ja
deve estar familiarizado. O préximo exemplo é um pouco mais sofisticado
do que os anteriores e por isso mostraremos as oito propriedades. Como
conjunto tomaremos V = (0, 00), o semi-eixo positivo da reta real. Este
conjunto quando agregado as operagdes usuais de soma e multiplicagdo
ndo é um espago vetorial, visto que ndo possui elemento neutro para a
adigdo. No entanto, se para x,y € V e A € R, definirmos a soma entre x
e y por x By = xy, (o produto usual entre x e y) e o produto de x pelo
escalar A como A [ x = x*, entdo V se torna um espaco vetorial. De fato,
verifiguemos uma a uma as oito propriedades:

1. x,y € V temos x Hy = xy = yx =y H x para quaisquer x,y € V;

2. xB(yHz) =xH(yz) =x(yz) = (xy)z = (xBy)z = (xBHy) Bz para
quaisquer x,y,z € V

3. se x € V entdo, como 1 € V, temos 1 Hx = 1x = x; observe que neste
caso, 1 é o elemento neutro da adi¢cdo, o qual denotaremos por o;

4. sex €V, istoé, x> 0,entdox ' € VexHBHx ' =xx""=1=o;

5. AD(nEx) = A0x* = (x*) = x* = x™ = (Ap) D x para quaisquer
xeVeAuneR;

6. (A+u)Ex = xM* = xMx* = x"Ex* = (ALDx)B(ulx) para quaisquer
xeVeAunekR,;

7.ADxByY) =20 (xy) = (xy)* =x* = (AHx) B (ALy) para
quaisquer x,y € Ve A € R;

8. 10 x = x' = x para qualquer x € V.
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1.2 Propriedades

Das oito propriedades que definem um espago vetorial podemos concluir
varias outras. Listaremos algumas destas propriedades na seguinte

Proposicao 1.7 Seja V um espago vetorial. Temos

1. Para qualquer A € R, A0 = 0.

2. Para qualquer u €V, Ou = 0.

3. Se A u=0 entdo A =0 ou u=0.

4. Para quaisquer A€ R eu eV, (—A)u = A(—u) = —(Au).

5. Para qualquer u € V, —(—u) = u.

6. Seu+w=v+w entdo u=v.

7. Seu,v €V entdo existe um unico w € V tal que u+w = v.
Prova:

1. Temos A0 = A(0 + 0) = A0 + AO pelas propriedades EV3 e EVT.

Utilizando as propriedades EV1 a EV4 e a notacdo da observagdo
.4, obtemos 0 = A0 + (—(A0)) = (A0 + A0) + (—(A0)) = A0 + (A0 +
(—(A0))) = A0+ 0 = A0, isto é A0 = 0.

Temos Ou = (0 + 0)u = Ou + Ou, pela propriedade Ev6. Utilizando
as propriedades EV1 a EV4 e a notagdo da observagao [1.4], obtemos
0 =0u+ (—(0u)) = (Ou+0u) + (—(0u)) = Ou+ (Ou+ (—(0u)) =
Ou+ 0 = Ou, isto é, Ou = 0.

. 3e A # 0 entdo pelas propriedades EV8 e EV5 e pelo item 1 desta

proposigdo, u=lu=A"ANu=A"TAu)=A"0=0.
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4. Utilizando a propriedade EV6 e o item 2 desta proposig¢do, obtemos
A+ (—A)u = (A + (=A))u = Ou = 0. Pela observagdo [[.4, —(Au) =
(—A)u. Analogamente, utilizando-se a propriedade EV7, mostra-se
que —(Au) = A(—u).

A prova dos outros resultados é deixada como exercicio.

Ex. Resolvido 1.8 Seja V um espago vetorial. Mostre que se V # {0}
entao V tem infinitos elementos.

Resolucao: Note que se encontrarmos uma fungao f : R — V que seja inje-
tora entdo V terd infinitos elementos, pois para cada A € R corresponderd
um elemento distinto f(A) de V.

Tome v € V,; v £ 0. Defina f : R — V por f(A) = Av. Para mostrar
que f é injetora, tomemos A, 1 € R tais que f(A) = (). Devemos mostrar
que A = . Como Av = f(A) = f(u) = pv, obtemos Av — (uv) = 0. Pelo
item 4 da proposigdo [[.7 temos 0 = Av — () = Av + (—p)v = (A — p)v.
Como v # 0, pelo item 3 da mesma proposicao, segue que A — p = 0, isto
é, A = . 0

1.3 Exercicios

Ex. 1.9 Verifigue se em cada um dos itens o conjunto V com as
operagoes indicadas € um espacgo vetorial sobre R.

1. V=R (x1,Y1,21)+(x2,Y2,22) = (x1+x2, Y1 +Y2, 214+ 22); (%, Y, 2) =
(ax, oy, xz).

2. V= { < 8 o ) ;a,b e R} , operacdes usuais de M.
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3. V={(x,y) € R%3x — 2y =0}, operagdes usuais de R?.
4. V={f:R — R; f(—x) = f(x), Vx € R}, operagdes usuais de fungdes.

5. V = Z(R) = {polinémios com coeficientes reais}, operagdes usuais
de fungoes.

6. V= RZ) (x1, Y1)+ (x2,Y2) = (2%1—=2y1,y1—x1), (%, y) = (3ox, —oxx.)
7. V=R (x1,y1) + (x2,42) = (1 +x2,y1 +Y2), a(x,y) = (ax, 0).
8. V={(x,y,z,w) € R4y =x,z =w?}, operagdes usuais de R*.

9. V=RxRY (XhU]) + (X2>UZ) = (% +X2>y192)> oc(x,y) = (cxxvyoc))
onde R* = R\ {0}.

Ex. 1.10 Termine a demonstra¢do da proposigao [1.7.



Capitulo 2

Subespacos Vetoriais

2.1 Introducao e Exemplos

MUitas vezes nos depararemos com certos subconjuntos de um espago
vetorial que possuem a propriedade de que a soma de dois de seus elemen-
tos é um elemento do préprio subconjunto bem como quando multiplica-
mos um elemento do subconjunto por um escalar, o resultado continua
pertencendo ao subconjunto.

z

Definicao 2.1 Seja V um espacgo vetorial. Dizemos que W C 'V é um

é
subespaco vetorial de V se forem satisfeitas as sequintes condigo

es:
(svl) 0 e W,
(sv2) Seu,ve W entdou+veW,

(sv3) Seu € W entdo Au € W para todo A € R.

Observacao 2.2 Note que todo subespago vetorial W de um espago
vetorial V € ele proprio um espago vetorial. As propriedades comuta-
twa, associativa, distributivas e EV8 sdo herdadas do proprio espaco

17
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vetorial V. O elemento neutro da adigdo € um elemento de W por
svl. Finalmente, se u € W entdo —u = (—1)u € W pelo item [{] da

proposigao [1.7] e por sv3.

Observacao 2.3 Obuviamente {0} e V sdo subespacgos vetoriais do espa-
¢o vetorial V. SGo chamados de subespagos vetoriais triviais.

Observacao 2.4 Note que W ¢ subespacgo vetorial de V se e somente
se sdo vdlidas as sequintes condigbes:

(svl’) 0 e W;
(sv2’) Seu,ve W e A e R entdo u+Av e W.
Vejamos alguns outros exemplos:
Exemplo 2.5 Seja &) C &, dado por &} ={p(x) € Zn;p(0) =0}
Verifiquemos que ) é, de fato, um subespago vetorial de &7,,.
1. O polinémio nulo se anula em x = 0, logo, pertence a &;.

2. Se p(x), q(x) € & entdo p(0) + q(0) =0 e, portanto, p(x) + q(x) €
Pr.

3. Se p(x) € &} entdo Ap(0) = 0 para qualquer A € R. Assim, Ap(x) €
Pr.

Exemplo 2.6 Verifiguemos que S = {(x,y,z) € R x+y+2z =0} é um
subespago vetorial de R3.

1. B claro que (0,0,0) satisfaz 0 +0+ 0 = 0.

2. Se (x,y,2), (u,v,w) € Sentdo (x+u)+ (y+v)+(z+w)=(x+y+
z) + (u+v+w) =0 e, portanto, (x,y,z) + (u,v,w) € S.
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3. Se (x,y,z) € S entdo Ax + Ay + Az = A(x +y + z) = 0 para qualquer
A € R. Assim, A(x,y,z) € S.

Exemplo 2.7 Considere o sequinte conjunto S = {y € C*(R;R);y” —
y = 0} onde y” representa a derivada de seqgunda ordem de y. Verifi-
quemos que S é um subespaco vetorial de C*(R;R).

1. Claramente a fungao nula satisfaz 0" — 0 = 0;

2. Seyn,yz2 € Sentdo (y1+y2)"— (Y1 +vy2) = (y/ —y1) +(yy —y2) = 0.
Logo, y1 +y2 € S.

3.83ey e SeAe Rentdo (Ay)” — Ay = A(y” —y) = 0. Portanto,
Ay € S.

Deixamos como exercicio a verificagdo de que os seguintes exemplos
sdo subespagos vetoriais dos respectivos espagos vetoriais.

Exemplo 2.8 Sejam a;,...,a, € ReS={(x1,...,xXn) € R arx;+---+
anX, = 0}. Mostre que S € um subespago vetorial de R™.

Exemplo 2.9 O conjunto das fungdes continuas da reta na reta, de-
notado por C(R;R), € um subespaco vetorial de . (R;R).

Exemplo 2.10 O conjunto das fungdes f € C([a, b];R) tats que

Jb f(x)dx =0

a

é um subespaco vetorial de C([a,b];R).

Exemplo 2.11 O conjunto das matrizes simétricas quadradas de ordem
n com coeficientes reais € um subespaco vetorial de M, (R).

Exemplo 2.12 Sejam m,n € N com m < n. Entao &, é um su-
bespago de Z,,.
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2.2 Intersecao e Soma de Subespacos

Proposicao 2.13 (Intersegao de subespagos) Sejam U e W subespa-
cos vetoriais de V. Entado UNW ¢é subespago vetorial de V.

Prova:

1. Como0eUel0eWentio0e UNW,;

2. Sex,ye UNWeAcRentdo x+ Ay € U e x+ Ay € W. Portanto,
x+AyeuUnw.

|
Questao: Com a notagdo da proposicdo acima, podemos afirmar que
U UW é subespaco vetorial de V?
Resposta : Ndo. Basta considerar V = R?, U = {(x,y) € R:x +y = 0}
e W={(x,y) € R5x—y =0}. Note que (1,-1)eUcUUWe(1,1) €
WcUuUWmas (1,—-1)+(1,1) = (2,0) UUW.

Se U e W sdo subespagos vetoriais de um espacgo vetorial Ve V' é um
subespago de V que contenha U e W, isto é, UUW C V'’ entdo V' terd
que conter todos os vetores da forma u+w, u € U e w € W. Isto motiva
a seguinte

Definicao 2.14 Sejam U e W subespagos vetoriais de um espago ve-
torial V. Definimos a soma de U e W como U+W ={u+w;u € U,w €
WH.

Proposicao 2.15 (Soma de subespacgos) Sejam U;W e V como na
definicdo acima. Entdo U+ W é um subespago vetorial de V. Além
do mais, UUW C U+ W.

Prova: Verifiquemos que U + W é subespago vetorial de V.

1. Como0elUel0eceWentaio0=0+0c U+ W,
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2. Sejam x1,x; € U+ W entdo x; =uj +wj, wy € U, w; € Wy j=1,2.
Agora, se A € R entdo x; +Ax; = wy +wi +A (U +wr) = (wy +Awy) +
(w1 +Aw,) € U+ W, pois U e W sdo subespagos vetoriais.

Mostremos que UUW C U+ W. Sejav e UUW. Se v € U entdo
v=v+0e€ U+W. Seve Wentdiov=0+v € U+ W. Ou seja,
Uuuwcu+w. [

Ainda usando a notagdo acima, suponha que V'’ seja um subespago
de V que contenha U e W. Neste caso, para todo u € U C V' e todo
weWCV temos u+w € V', ou seja, U+ W C V'. Esta observagio
nos permite registrar a seguinte

Proposicao 2.16 Sejam V um espacgo vetorial e U e W subespagos
vetoriais de V. Entdo U+ W € o menor subespago vetorial de V que
contém UUW. Em outras palavras, se V' é um subespacgo vetorial de
V que contém UUW entdo UUW C U+W C V.

Definicao 2.17 Sejam U e W subespagos vetoriais de um espago ve-
torial V. Dizemos que U+W € a soma direta de U e W se UNW = {0}.
Neste caso usaremos a nota¢ao U d W para representar U + W.

Observacgao 2.18 Note que trivialmente {0} C UNW se U e W sdo
subespacos vetoriais.

Proposicao 2.19 (Soma direta de subespacos vetoriais) Sejam U e
W subespacos vetoriais de um espago vetorial V. Temos V =UHW se
e somente se para cada v € V existirem um unico uw € U e um unico
w € W satisfazendo v = u + w.

Prova: Suponha que V=U®d W, istoé, V=U+WeUNW = {0}
Entdo, dado v € V existem u € U e w € W satisfazendo v = u + w.
Queremos mostrar que tal decomposi¢cao é tnica. Suponha que existam
u elUew € W tais que v=u'+w'. Entdo, u+w = u'+w’; o que
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implicaemu—uw' =w' —w. Masu—u' € Uew' —w € W g, portanto,
u—uw=w-—-weldnW={0},ousejau=u"ew=w'.

Suponha agora que para cada v € V existam um tnico u € U e um
inico w € W satisfazendo v = u + w. B claro que V = U + W. Resta
mostrar que U NW = {0}. Obviamente, 0 € UNW. Sejav € UNW, isto
é,ve lUeve W Entdo, existem um tnico u € U e um tnico w € W
satisfazendo v = u + w. Observe que v=u+w = (u+v) + (w —v) com
u+velew—ve W e, pela unicidade da decomposigao, devemos ter
u=u+vew=w-—v,istoé v=0.Logo, UNW ={0}.

Alternativamente, poderiamos supor a existéncia de v# 0 em UNW
e daf obterifamos v = 2v —v = 4v — 3v, duas decomposigoes distintas para
vijdque 2v,4v e U, 2v#4ve —v,—3v e W. 1
Exemplo 2.20 Verifiqgue que R® é a soma direta de U = {(x,y,z) €
R3:x+y+z=0eW={(x,y,z) € R}x =y =0}.

Note que W é de fato um subespaco vetorial de R® pois W = {(x,y,z) €
R%x = 0}N{(x,y,z) € R%y = 0} ou, alternativamente, se w; = (x1,y1,21),
w; = (x2,Y2,22) € Wentdox; =y =x2=y, =0ew;+u; = (0,0,z;+2;)
é claramente um elemento de W.

Se A € R entdo

AUy = 7\(0,0,21) = (7\0,7\0, Azi) = (0,0,7\21) e W.

Finalmente, (0,0,0) € W, o que conclui a prova de que W é um su-
bespacgo vetorial.
Prosseguindo, dado (x,y,z) € R® podemos escrever

(x,y,2) = (xyy,—x—y) + (0,0, z+ x + y)

e como (x,y,—x—y) € Ue (0,0,z+x+1Yy) € W obtemos R* = U + W.
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Resta agora mostrar que U N W ={0}. Seja (x,y,z) € UNW. Temos

x+y+z=0
x =0 = (x,y,2) = (0,0,0).
y=0

Ex. Resolvido 2.21 Considere os subespagos de R® dados por
U={(xy,z) eR}x=0 e V={(xy,z)€ Rs;y =0k
Mostre que R = U +V, mas a soma ndo ¢é direta.
Resolugao: Dado (x,y,z) € R® podemos escrever
(x,y,2) = (0,y,z) + (x,0,0) e U+ V,

pois (0,y,z) € Ue (x,0,0) € V. Portanto, R® = U + V.
No entanto, a soma nido é direta pois U NV # {(0,0,0)}, pois, por
exemplo, (0,0,1) e UNV. O

Definicao 2.22 Sejam Us,...,U, subespacos vetoriais de um espacgo
vetorial V. A soma de U; a U, € definida por

Ut U ={w + -+ ugy € Uy,j=1,...,n}

Definicao 2.23 Sejam Uy,...,U, subespacos vetoriais de um espacgo
vetorial V. Dizemos que a soma de U; a U, € uma soma direta se

ujm<u1+---+ﬁj+---+un> ={0}, j=1,...n,

em que o termo U; deve ser omitido da soma. Neste caso usaremos
a notagao U; @ --- @ U, para denotar a soma de U; a U,.
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Observagao 2.24 E 6buio que
0el;n <u1 +---+Uj+---+un>
se Uy,..., U, sao subespagos vetoriais.

Proposicao 2.25 Sejam Uy,..., U, subespagos vetoriais de um espago
vetorial V. Entao V=U; & --- D U, se e somente se para cada v € V
eziste, para cadaj = 1,...,n, um unico u; € U; tal que v =u;+---+u,.

Prova: A prova é andloga a da proposicédo 2.19 |

Exemplo 2.26 Mostre que &7, é soma direta dos seguintes subespacos
vetoriais U, ={ap; a0 € R}, U, ={a;x;a; € R} e Uz = {a,x*; a, € R}.

Dado p(x) € £, temos p(x) = ao + arx + a,x?, para certos coeficientes
ag, ar, a; € R. Assim, &, = U; + U, + Us.
Verifiguemos que a soma é direta.

1. Mostremos que U; N (U, + Uz) = {0}. Seja p(x) € Uy N (Uy + Us).
Entdo existem ay, a;,a; € R tais que p(x) = ap = a;x + ayx*. Se
p(x) néo fosse o polinémio nulo teriamos um polinémio de grau 0,
ay, coincidindo com um de grau no minimo 1, a;x + a,x?, o que é
um absurdo. Logo, p(x) = 0.

2. Mostremos que U, N (U; + Uz) = {0}. Seja p(x) € U, N (U; + U;).
Entdo existem ao, aj,a; € R tais que p(x) = a;x = ao + axx?. Se
p(x) nao fosse o polinémio nulo terfamos um polinémio de grau 1,
arx, coincidindo com um de grau 0 (caso a, = 0) ou 2, ap + a)x?,
(caso a; # 0), o que é um absurdo. Logo, p(x) = 0.

3. Mostremos que Uz N (U; 4+ Uy) = {0}. Seja p(x) € Uz N (U; + U,).
Entdo existem ay, a;,a; € R tais que p(x) = ax* = ao + a;x. Se
p(x) néo fosse o polindémio nulo teriamos um polindémio de grau 2,
a,x?, coincidindo com um de grau 0 (caso a; = 0) ou 1, ap + a;x,

(caso a; # 0), o que é um absurdo. Logo, p(x) = 0.
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2.3 Exercicios

Ex. 2.27 Verifique se em cada um dos itens abaizo o subconjunto
W é um subespago vetorial do espago wvetorial V. Caso ndo sejam
especificadas, considere as operacoes uUSuais.

1.V:M2,W:{< < b);a,b,c,eR}.
—a C

2. V=R" W ={(x,x,y,y);%,y € R}.
3. V=Z,(R),W={p € Z.(R);p(0) =p(1)}.
4, V=M,, dada B € M,,, defina W ={A € M,;;BA =0}.

5. V=R W ={(x1,X2, - yXn); 1X1 + - - - + anxn = 0}, onde ay,...,
a, € R sdo dados.

6. V=Mux1, W={X€E Mu,1;AX =0}, onde A € M, «n € dada.
7. V=2.(R), W={p e Z,R);p'(t) =0,Vt € R}.
8. V=M, W={Aec M, A =A}.
9. V=M, W={A € M; At = —A}.
10. V=C®(R;R),W ={f € C*(R;R); lim,_,;  f(x) = 0}.
11. V=Z(R;R),W ={f € F(R;R);f(x0) =0},%x € R.

Ex. 2.28 Diga, em cada um dos itens abaizo, se a afirmagdo € ver-
dadeira ou falsa, justificando sua resposta. isto €, provando se for
verdadeira ou dando um contra-exemplo se for falsa.

1. Se W; e W, sdo susbespacos de um espago vetorial V entdo W; UW,;
€ subespaco de V.
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2. Sejam W; e W, subespagos de um espago vetorial V. Entdao W;UW, é
subespago de V se, e somente se, W; C W, ou W, C W,. (Sugestio:
mostre que se W € subespago de V e xq, Yo € V sdo tais que xo € W
e Yo ¢ W entdo xy +yo ¢ W e use-o.)

Ex. 2.29 Em cada item abaizo encontrar os subespacos U+W e UNW,
onde U, W sdo subespagos do espago vetorial V indicado.

L U={(x,y) eREy=0}, W={(xy)eR5x=2y},

V = R4
a O 0 c
vu-{(30): wvenhw={(26): auesl
V = M,.

3. U={p(t) e Vip"(t) =0}, W ={q(t) € V;q'(t) =0}.
V = Z3(R)
Ex. 2.30 Verifique, em cada um dos itens abaizo, se V=U P W.

1. V=R U= {(x,y) € R%2x +3y =0},
W={(xy) e REx—y=0}.

a b 0
2. V=M; U= 0 0 c|; abyc,deR,,
0 0 d
0 0 e
W = f g 0]; efghjiecR
h i 0

3. V= Z5(R), U ={p(t) € Z(R);p(1) =p(0) =0},
W ={q(t) € Z3(R);q'(t) =0,Vt € R},
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Ex. 2.31 Em cada um dos itens abaizo, dado U subespaco de V, en-
contrar o subespago suplementar de U, isto é, o subespagco W de V
tal que V=U&d W.

1. V= RS) u ={(x,y,0);x,y € R}.
2. V=25(R), U={p(t) € Z3(R);p”(t) =0,Vt € R}.

3. V=M; U={A € M3 At =A}.

4, V=M2X1,UZ{XEM2X1;AX:0}, onde A = (:) 1 )
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Capitulo 3

Combinacoes Lineares

3.1 Introducao e Exemplos

Vlmos no capitulo anterior que um subespaco vetorial é um subconjunto
de um espago vetorial que é fechado com relagdo a adigdao de vetores e
também com relagdo a multiplicagdo por escalar. Em outras palavras,
quando somamos dois vetores de um subespago vetorial ou multiplicamos
um vetor do subespago por um escalar, o resultado é um elemento deste
subespago. Quando combinamos repetidas vezes estas agdes temos o que
chamamos de combinacgdo linear entre vetores. Mais precisamente,

Definicao 3.1 Sejam wu4,...,u, elementos de um espago vetorial V.
Dizemos que u é combinagado linear de uy,...,u, se eristirem numeros
reals &, ..., X, tats que w = ouy + - -+ XUy

Observacao 3.2 Sejam U um espaco vetorial e V C U um subespago
vetorial. Sewy,...,u, € Vexy,...,x, € R entdo a combinacgdo linear
U + - - -+ xqu, pertence a V.

Exemplo 3.3 Em £, o polinémio p(x) = 2 +x* € uma combinacgdo

dos polinémios pi(x) = 1, pa(x) = x e p3(x) = x%.

29



30 CAPITULO 3. C’OMBINAQOES LINEARES
Basta ver que p(x) = 2py(x) + Opa2(x) + p3(x).

Exemplo 3.4 Verifique que em %;, o polinémio p(x) =1+ x> é uma
combinac¢do dos polinémios q(x) =1, q2(x) = 1+x e q3(x) = 1+x+x>.

Precisamos encontrar nimeros reais «, 3 e y tais que p(x) = aq;(x) +
Bq2(x) +vqgs(x). Ou seja, precisamos encontrar «, 3 e y satisfazendo

T+ =a+ BT +x) +y(1+x+x) =a+B+v+ (B +7)x+ v,

gue é equivalente ao sistema

ax+pB+y=1
B+v=0 —a=LB=-ley=1
y=1

3.2 Geradores

Definicao 3.5 Sejam V um espaco vetorial e S um subconjunto nao
vazio de V. Usaremos o simbolo [S] para denotar o conjunto de todas as
combinacgdes lineares dos elementos de S. Em outras palavras, u € [S]
se existirem ,...,0, € R euwy,...,u, €S taws que u = oyyuy + - - - +
XUy

Proposicao 3.6 Sejam V um espaco vetorial e S um subconjunto nao
vazio de V. Entdo [S] é um subespacgo vetorial de V.

Prova:

1. Como S # @ existe u € S. Logo, 0 = Ou € [S].
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2. Se u,v € [S] entdo existem o, ..., Xny Prye..yPm € R e uy,y... Uy,
Viy...y Vi € Staisqueu = o+ -+ € v = RBivi+- -4+ pPmVm.
Assim, para todo A € R, temos

U+ Av=oqu; + -+ gy +AB1vi+ -+ Prvim)

=W + -+ XU F ARV A+ AB v € [S].

Definicao 3.7 Sejam S e V como acima. Diremos que [S] € o su-
bespaco vetorial gerado por S. Os elementos de S sdo chamados de
geradores de [S]. Se S = {w,...,u,} também wusaremos a nota¢do
[S] = [wyy ..oy upl.

Proposicao 3.8 Sejam S e T subconjuntos nao-vazios de um espacgo
vetorial V. Temos

1. Sc [S];

2. Se S CT entdo [S] C [T];

4. Se S é um subespago vetorial entdo S = [S];
5. [SUTI=[S]+[T].

Prova:
1. Se u € S entdo u = Tu € [S];

2. Se u € [S] entdo existem oy,...,x, € R e uy,...,u, € S tais que
u=ou+---+x,u,. Como S C T temos uy,...,u, € T e, portanto,
u € [T];
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3. Pelo item 1 desta proposicdo, [S] C [[S]]. Seja u € [[S]]. Segue da

definicdo que u é uma combinagdo linear de elementos de [S], mas
como cada elemento de [S] é uma combinagdo linear de elementos de
S resulta que u é uma combinagdo linear de elementos de S, ou seja,
u e [S];

. Pelo item 1, S C [S]. Seja u € [S]. Entdo u é uma combinacdo linear

de elementos de S. Como S é um subespaco vetorial, esta combinagao
linear é um elemento de S;

. Seja u € [SUT]. Por definigdo, existem o, ..., &n, B1y...,Pm ER €

Uy ..oy Wy € Sevy, ..., v €T tais que
U=oquU+- -+ Un + P1vi + -+ PrVm

= (ouy + -+ otqun) + (Brvi + - -+ Bvm) € [S]+ [T].

Reciprocamente, se u € [S] + [T] entdlo u=v+wcomv € [S]e w €
[T]. Dessa forma, existem o, ..., &y, B1,...,fqg € Revy,...;v, €S
e wi,...,wq € T tais que

U=v+w=ovi+- -+ opvp + Biwr +-- -+ Bqwq € [SUTI.

Definicao 3.9 Dizemos que um espago vetorial V € finitamente gerado
se existir um subconjunto finito S C V tal que V = [S].

Sdo exemplos de espagos vetoriais finitamente gerados:

1. Z.(R)=[1,%,...,x"];

2. R™ é gerado por

e =(1,0,...,0),e2=(0,1,0,...,0),...,en = (0,...,0,1).
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3. Mxn € gerado pelas matrizes Ey = (5%’”), k=1,....m | =
1,...n, onde

5]

é(k,l) _ 1 se (laJ) - (ka 1)
0 caso contrario .

Exemplo 3.10 Seja Z(R) o espago vetorial formado por todos os po-
linémios. Afirmamos que Z(R) ndo € finitamente gerado.

Note que Z,(R) c Z(R) para todo n € N. Se #(R) fosse finitamente
gerado existiriam polindémios p;(x),...,pn(x) tais que

Z(R) =[pi1(x)y...,pulx)].

Seja N o grau mais alto dentre os polinémios p;(x), ..., pn(x). E evidente
que x"*! nfo pode ser escrito como combinagio linear de p;(x),...,pn(x)
e, assim, X"t & [p1(x),...,pn(x)] = Z(R). Uma contradigio.

Note que [1,x,%%,...] = Z(R).

Exemplo 3.11 Seja V um espago vetorial gerado por w,...,u,. Mos-
tre que se, por eremplo, Wy é uma combinagao linear de uy,..., Uy
entdo V é gerado por uy,...,uU,.

Devemos mostrar que qualquer u € V se escreve como uma combinagao
linear de uy,...,u,. Sabemos que existem oy,...,x, € R tais que u =
oy +- - -+ o, e existem também (34, ..., 3,1 satisfazendo u; = Bruy+
-+ -+ PBn_1u,. Combinando estas informagdes, obtemos

= (qB1+ 0wz + -+ (0 Bnot + )y € MU,y Uyl

Exemplo 3.12 Sejam U = {(x,y,z,t) € RYx—y+t+z=0 eV =
{(x,y,2z,t) € R x +y —t+z = 0}. Encontre um conjunto finito de
geradores para os sequintes subespagos vetoriais: U, V, UNV e U+ V.
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1. Se (x,y,z,t) € Uentdoy =x+z+t e, portanto,

(x,y,2,t) = (x,x+2z+t,z,t) =x(1,1,0,0)+2(0,1,1,0) +t(0, 1,0, 1),
isto é,
U= [(1>130>0)>(0>15150)>(O>1>0>1)]-

. Se (x,y,z,t) € Ventdo t =x +y + z e, portanto,

(x,y,2,t) = (x,y, 2z, x+y+2z) = x(1,0,0,1)+y(0,1,0,1)+2z(0,0,1, 1),
isto é,
V= [(]»O)O»”» (031»0)”) (O»O»]»])]

. Se (x,y,z,t) € UNV entéo

x—y+t+z=0
{x+y—t+z:o,
que implicaem x = —z ey =t.
Deste modo, (x,y,z,t) = (x,y,—x,y) = x(1,0,—1,0) +y(0,1,0,1)

e, portanto,
unv=I[(1,0,-1,0),(0,1,0,1)].

. Como U+ V = [U] + [V] = [UU V], temos que

u+v=I(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0, 1),
(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)]
=1[(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0, 1), (0,0, 1, 1)].
Observe que
(1,1,0,0) = (1,0,0,1) + (0,1,1,0) — (0,0,1, 1)
e, portanto,
u+v=I0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1), (0,0, 1, 1)].

Veremos mais adiante que este é o nimero minimo de geradores para
o subespago U + V.
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3.3 Exercicios

Ex. 3.13 Para cada um dos subconjuntos S C V, onde V € o espaco
vetorial indicado, encontrar o subespago gerado por S, isto €, [S].

1. §={(1,0),(2,-1)}, V =R
2. {(131>”>(2>250)}3 V=R.
3. S={L,,t5 1+ t}, V=(R).

{3 (5 )

Ex. 3.14 Em cada um dos itens abaizo encontrar um subconjunto S,
finito, que gere o subespaco vetorial W do espago vetorial V.

1. W={(x,y,z) € V=R}x—2y=0}.
2. W={peV=2R);p(t) =0,Vt € R}.
3. W={AeV=MyAt=A}.

4, W ={X €V =Mj,;AX =0}, onde

A=

— N O

1
1
1

~ © o

Ex. 3.15 Encontrar, em cada um dos itens abaixo, os subconjuntos S
do espago vetorial V que geram U, W, UNW e U+ W.

1. u=1[(1,0,0), (1,1, )], W = [(0)]»0)»(030)])]»V:R3'

2. U={(x,y,z) e R%x+y =0}, W=1[(1,3,0),(0,4,6)], V=R
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(+1)

4. U = [B+42—t+3, 3451245, 3t3], W = [£3+4t2,t-1,1], V = Z5(R).

3. U={A € My;At = A}, W = ,V =M,.

Ex. 3.16 Obtenha o subconjunto formado por vetores do espago ve-
torial Z75(R) que geram os sequintes subespagos;

L. U={pe Z(R);p(1) =p(0) =0},
2. W={p e Z(R);p"(t) =0,vt € R},
3. UNW.

Ex. 3.17 Mostre que 1,cos2x € [sen?x,cos’x].

Ex. 3.18 Verifique se &,(R) é gerado por 1 +x, x +2x* e 1 —x2.



Capitulo 4

Dependéncia Linear

4.1 Introducao e Exemplos

No capitulo anterior ao estudarmos os geradores de um espago veto-
rial procuramos encontrar um determinado conjunto de vetores de modo
que qualquer vetor do espago em questdo pudesse ser escrito como com-
binagdo linear dos vetores deste conjunto. Por exemplo, se v e w geram
um espago V entdo para qualquer u € V é possivel encontrar escalares «
e 3 satisfazendo u = av + Bw, ou seja

av+ pw—Tu=0.

Note que a combinagdo linear acima é nula, embora nem todos os escalares
que aparecem na sua formagdo sdo nulos.

Vejamos agora a seguinte situacdo: serd possivel encontrar escalares
«, 3 e v, ndo todos nulos, de modo que, em R? tenhamos

“(1>030)+ B(Oa1>0)+7(030>” = (O>030)?

A resposta é, obviamente ndo. Isto significa que ndo é possivel escrever
nenhum dos vetores acima como combinacdo linear dos outros dois. Isto

37
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contrasta com o que ocorre com os vetores u,v e w do exemplo anterior.
Num certo sentido, os vetores do primeiro exemplo guardam uma certa
dependéncia entre um e outro enquanto que, no segundo, os trés vetores
sdo independentes.

Vejamos, com as definicbes e exemplos que seguem como podemos
tornar estes conceitos mais precisos.

Definicao 4.1 Dizemos que uma sequéncia de vetores u;,...,u, de
um espago vetorial V € linearmente independente (l.i., abreviada-
mente) se a combinagdo linear cyuy + - - -+ x,u, =0 s6 for satisfeita
quando o = -+ - = &, = 0.

Observacao 4.2 Note que se &y = --- = «, = 0 entdo ocyu; + --- +
x,u, = 0, porém, a reciproca nem sempre € vdlida. Basta ver que,
por exemplo, em R? temos (0,0) = 1(1,1)+ 1(—1,—1).

Observacao 4.3 A nocao de independéncia linear para a sequéncia
Uy,..., U, equivale a dizer que se PBi # 0 para algum i € {1,...,n}
entao Biug + -+ Pru, #O0.

Definicao 4.4 Dizemos que uma sequéncia ui,...,WU, de um espaco
vetortal V € linearmente dependente (l.d., abreviadamente) se ndo
for linearmente independente.

Observacao 4.5 A defini¢cdo de dependéncia linear para a sequéncia

uy, ..., W, € equivalente a dizer que é possivel encontrar numeros
reais &, ..., %, nao todos nulos tais que ocyuy + - - - + x,uy = 0.

Exemplo 4.6 O,uy,...,u, C V é uma sequéncia l.d., onde O € o
elemento neutro do espago vetorial V.

Basta verificar que 10 + Ou; + - - - + 0u,, = O.
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Exemplo 4.7 Verifique se a sequéncia (1,1,1),(1,1,0),(1,0,0) € line-
armente independente em R3.

E preciso verificar quais sio as possiveis solugdes de
“(]»1) ]) + B“) ]»0) +V(1)O»0) = (O»O)O)

Isto equivale a resolver o sistema

x+p+vy=0
x+p =0
Y =0,

que possui como unica solugdo, x = 3 =y = 0. Logo, a sequéncia acima
é Li..

Exemplo 4.8 Considere os vetores em R® dados por
wy = (x1, Y1, 21)s wy = (x2,Y2,22) e u3 = (x3,Y3,23)-

Encontre uma condigdo necessdria e suficiente para que os vetores
u;, Uy, U3 sejam linearmente independentes.

Vejamos, os vetores acima serdo l.i. se e somente se oty +oou; +ozuz =0
apresentar como unica solugdo «; = «; = &3 = 0. Isto é equivalente a que

o sistema
X1+ ooxs + azx3 =0

oyr + yz + xzysz = 0
oz + 0z) + 03z = 0

possua solugdo tinica e, como se sabe, isto é equivalente que a matriz

X1 X2 X3

Y Y2 Y3
Z1 Z2 Z3
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possua determinante diferente de zero. Note que as colunas desta matriz
sao formadas pelos coeficientes de u;, u; e uz. O mesmo resultado vale se
colocarmos os coeficientes dos vetores w, u; e u3 como linhas. Por qué?

Exercicio 4.9 Enuncie e demonstre um resultado andlogo ao exemplo
anterior para uma sequéncia com n vetores do R".

Exemplo 4.10 Verifique se as matrizes
10 11 0 1
0 1)’\0 1)’°\0 0
sao linearmente independentes em M,.

Procuremos as solugdes de

(9o ) Y-

gue equivale a
x+p B+y) (0O
0 x+p) \0o 0)’

que possui como solugdo («, B,v) = (x, —«, &) para qualquer « € R. Dessa
forma, a sequéncia de matrizes dada é linearmente dependente, bastando
tomar, por exemplo, x =1, =—Tey=1.

Exemplo 4.11 Verifique se as fungdes cos e sen sdo l.d. em C'(R;R).
Como cos e sen sdo fungdes definidas em R, a combinagdo nula
xcos+fPsen =0

significa que xxcosx + 3senx = 0 para todo x € R. Em particular, para
x = 0 vemos que « = 0 e para x = 7t/2, vem 3 = 0. Portanto, cos e sen
sao Li..
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Exemplo 4.12 Verifique se as funcées cos’, sen?, 1 sdo linearmente
dependentes em C'(R;R).

Como
1 —cos’x — sen’x =0, para todo x € R,

resulta que as fungdes acima sao l.d..

Exercicio 4.13 Sejam f(x) = cos2x, g(x) = cos’x e h(x) = sen?x,

x € R. Mostre que f,g,h sdo linearmente dependentes em C'(R;R).

4.2 Propriedades

Proposicao 4.14 Sew;,...,u, saol.d. em um espacgo vetorial V entdao
pelo menos um destes vetores se escreve como combinagdo linear dos
outros.

Prova: Precisamos mostrar que se u;, ..., u, sdo linearmente dependentes
entdo existem j € {1,...,n} e nimeros reais «y,...,x, 1 tais que

W =oquy + - -+ W1 + XUy + -0 Ky Ug.

Como uy,...,u, sdo l.d. existem ntimeros reais i,..., 3, ndo todos
nulos tais que 1wy + - - -+ Bru, = 0. Desse modo, existe j € {1,...,n} tal
que (35 # 0 e, assim,

__f51u1 BHuj ] Bj+1u 1 B“un
=Sy - =2 - 2 — = PRy
B B B B;
|
Proposicao 4.15 Se uy,...,u, em V sao l.d. entdo qualquer sequén-

cia finita de vetores de V que os contenha, também serd l.d..
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Prova: Vamos mostrar que se uy,...,Up, Uni1y..., Uy € V sd0 tais que
Uy, ..., U, sdol.d. entdouy,..., Uy, Uni1y..., U, também sdo linearmente
dependentes.

Como existem ntumeros reais 31, ..., 3, ndo todos nulos tais que 3;u;+

-+« + Bnouy, =0, podemos escrever
By + -+ Brtty + O g + -+ Oy =0
sendo que nesta ultima expressdo nem todos os coeficientes sdo nulos. 1

Proposicao 4.16 Se uy,...,Un, Uni1,y..., Wy, SG0 linearmente tndepen-
dentes em um espago vetorial V entdo qualquer subsequéncia destes
vetores também € linearmente independente.

Prova: Basta mostrar que se u;,...,un, Wy, ..., Uy, sd0 linearmente in-
dependentes entdo uy,...,u, também sdo.
Suponha que ;u; + - - -+ Bru, = 0. Mas como

Brig + -+ PBattn = Priy + - 4 Prttn + Onjg + -+ + Oup =0

e estes vetores sdo l.i., segue que 3; =--- =, =0. |
Proposicao 4.17 Se wy,...,u, sdo l.z. em um espaco vetorial V e
WUpy...y Uy Ungg 8GO0 L.d. entdo u, 1 € combinacdo linear de wy,...,u,.
Prova: Existem f3;,..., 3,1 ndo todos nulos tais que

Brwg -+ Pnln + Brpin = 0.
Agora, se 3,11 = 0 entdo a expressdo acima ficaria
Bruwr - + Brttn = O

Ora, os vetores uy,...,u, sdo l.i. e, assim, deveriamos ter também 3; =
--- =3, = 0. Uma contradigao. |
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Proposicao 4.18 Sejam uy,...,u, vetores l.1. em um espago vetorial
V. Entdo cada vetorv € [uy,...,u,] se escreve de maneira unica como
vV=0ou + -+ Uy

Prova:
Basta mostrar que se oquy + - + Uy = Pruwy + - - 4+ Bau, entdo
X = Bj) J = 1,...,1’1..

Temos
(cr = Br)wr + -+ (ot — Br)un =0
e como uj,...,u, sdo Li. entdo o; — 3; = O, isto € oy = 5, para todo
j=1,...,n. |

4.3 Exercicios

Ex. 4.19 Verifique, em cada um dos itens abaixo, se o subconjunto S
do espago vetorial V € l.1. ou l.d.

1. §= {(1)2)) (_3»1)}) V =R2%

2. S={1+t—t42+5t—9t}, V= 2(R).

{30

4. § :{(1)2»2) _3)» (_1)4» _2)0)}) V =R

5. § =

o W =
S o N
N = O
o
o
o
—
o
oS O ©
— N ©
<
I
@

6. S ={1, senx,cosx}, V=C>®(R,R).

7. S = {1, sen?x,cos’x}, V= C®(R,R).
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8. S={e* e}, V=C=R,R).
9. S ={xe*,x}, V=C>(R,R).

Ex. 4.20 Seja S = {u,v,w} um conjunto l.i. em V. Verifique se os
conjuntos abaizo sdo l.1. ou l.d..

1. S ={uy,u+v,ut+v+wk
2. SZZ{LL—V,V_W)W_LL};
3. S3={u+v,u+v+w,wh

Ex. 4.21 Sejam f,g € C'((a,b);R). Mostre que se existir x € (a,b) tal
que f(x)g’(x) # f'(x)g(x) entdo f e g s@o l.1..



Capitulo 5

Base, Dimensao e Coordenadas

5.1 Base

A. Nogdo de base de um espago vetorial é muito simples. Ela consiste
em escolher um conjunto de geradores que seja o menor possivel, isto &,
um conjunto que gere o espago, mas que se deste conjunto for subtraido
qualquer elemento, o que resta ndo gera mais o espago todo.

Vejamos a definigdo precisa de base.

Definigao 5.1 Seja V # {0} um espaco vetorial finitamente gerado.
Uma base de V € uma sequéncia de vetores linearmente independentes
B de V que também gera V.

Exemplo 5.2 Os vetores de B = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} formam u-
ma base de R>.

Vé-se facilmente que os vetores de B sdo 1.i. e que todo (x,y,z) € R® se
escreve como (x,y,z) =x(1,0,0) +y(0,1,0) + z(0,0, 1).

Exemplo 5.3 Os vetores eq,...,e, € R" onde e; = (1,0,...,0), e; =
(0,1,0,...,0), ..., en =(0,...,0,1) formam uma base de R".

45
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Ex. Resolvido 5.4 Mostre que (1,1) e (1,—1) formam uma base de
R2.

Resolugao: I preciso mostrar que estes vetores sdo L.i. e que todo ponto
de R? se escreve como combinacdo linear de (1,1) e (1,—1). No entanto,
se mostrarmos que todo ponto de R? se escreve de maneira Unica como
combinagdo linear de (1,1) e (1,—1) j& estaremos mostrando as duas pro-
priedades ao mesmo tempo. (Por qué?)

Seja (x,y) € R?. O nosso problema se resume em mostrar que existe um
lnico « € R e um tnico 3 € R satisfazendo (x,y) = «(1,1) + 3(1,—1) =
(¢ + B,x— B). Esta tltima expressdo é equivalente ao seguinte sistema

linear
x+p=x
{oc —B=y.
Resolvendo o sistema obtemos uma tinica solugdo dada por o = (x +y)/2
e B =(x—y)/2. O

Exemplo 5.5 As matrizes em

B _ 10 01 00 00
N 0 0/’\0 0)’\1 0/)’\0 1
formam uma base de M,.

Exercicio 5.6 Verifigue se os elementos de B = {1 +x,1 —x,1 —x?}
formam uma base de Z,(R).

Proposigao 5.7 Seja {uy,...,u,} uma base de V. Entao {u;,...,w, 1}
nao € uma base de V.

Prova: Se {u;,...,u, 1} fosse uma base de V entdo existiriam o5 € R,
j=1,...,m—1 tais que

Up = XUy + -+ -+ K1 Un-1,
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isto é,
oUWy + - Oy Uno1 — Uy = 0,
contradizendo o fato de que uy,...,u, sdo linearmente independentes.
|

Teorema 5.8 Todo espago vetorial V # {0} finitamente gerado admaite
uma base. Em outras palavras, hd uma sequéncia de vetores l.1. de
V formada por geradores.

Prova: Como V # {0} é finitamente gerado existem u;,...,u, € V tais
que V = [w, ..., uy). Se uy,...,u, forem l.i., entdo esta sequéncia é uma
base de V e ndo ha nada mais a ser provado.

Suponhamos que u,...,u, sejam l.d.. Como V # {0}, existe j €
{1,...,m} tal que u; # 0. Por simplicidade, podemos supor que u; # O.
Agora, se todo uj, j = 2,...,n puder se escrever como combinagdo linear
de u; entdo V = [1y] e u; é uma base de V. Caso isto n&o ocorra, é porque
existe algum u;, com 2 < j < mn tal que u;,u; sdo L.i.. Por simplicidade,
suponhamos que seja o u,, isto é, u;,u; sdo l.i.. Bem, se todos os vetores
us,...,uw, forem combinagdes lineares de w; e u; entdo V = [u;,uy] e
u;,u; formam uma base de V. Podemos repetir este processo e como o
nimero de elementos de L = {uy,...,u,} é finito, ele finda. Desse modo,
existe uma sequéncia de vetores 1.i. dentre os vetores L que gera V. Esta
sequéncia forma uma base de V. [ |

5.2 Dimensao

Teorema 5.9 Em um espago vetorial V # {0} finitamente gerado toda
base possutr o mesmo numero de elementos.

Prova: Sejam u;,...,u, € vy,...,Vv,, bases de um espago vetorial finita-
mente gerado V. Suponhamos que n > m e mostremos que isto implicard
que uy,..., U, sdo l.d., o que contraria o fato de formarem uma base.
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Como os vetores vq,...,v,, geram V podemos escrever para cada 1 <
j<m,

W = oqjV1 + -+ - + XpjVim.

Assim, a combinagdo linear nula xju; + - - - + x,u,, = 0 é equivalente a

m m
X1 <Z Om\’i) + e+ Xn (Z (Xm\’i> =0,
i=1 i=1

ou ainda,

n n

<Z xjoqj> Vit + (Z xjocmj> v = 0.

j=1 j=1
Como vy,...,Vv, sdo l.i. entdo Z]L xjou; = 0 para todo T < 1 < m. Estas
m equagdes representam um sistema linear homogéneo com n incégnitas.
Como n > m, existe uma solugdo ndo trivial, isto é, uma solugdo x4, ..., %,
onde pelo menos um x; € diferente de zero. Assim, u;,...,u, sdol.d., uma
contradigao. |

Definicao 5.10 Seja V um espaco vetorial finitamente gerado. Se
V ={0} definimos a dimensdo de V como sendo 0. Se V # {0} defintmos
a dimensdo de V como sendo o numero de elementos de uma base
qualquer de V. Usaremos o simbolo dimV para designar a dimensdo
de V.

Definicao 5.11 Se um espacgo vetorial ndo € finitamente gerado dize-
mos que V possui dimensdo infinita.

Proposicao 5.12 Todo espacgo vetorial de dimensao infinita possut
uma wnfintdade de vetores linearmente independentes, ou seja, exis-
tem vetores uj, j € N, de modo que a sequéncia ui,...,u, € linear-
mente independente para todo n € N.
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Prova: Seja V um espacgo vetorial de dimensdo infinita. Claramente V #
{0}. Selecione u; € V; u; # 0. Como V ndo é finitamente gerado, V # [wy].
Assim, podemos tomar u, € V tal que u, ¢ [u]. Desta forma, os vetores
uU; e u; sdo linearmente independentes.

Suponha que tenhamos encontrado vetores uy,...,u,, € V linearmente
independentes. Como V ndo é finitamente gerado, V # [w,...,u,] e,
assim, é possivel escolher w,,; € V tal que u, 1 & [uy,...,u,], isto é, os
vetores uy,..., Uy, Uy € V sdo linearmente independentes.

Em resumo, existe em V uma sequéncia infinita de vetores linearmente
independentes. 1

A seguinte proposicao é um resultado da prova do teorema

Proposicao 5.13 Em um espaco vetorial de dimensdo m qualquer
sequéncia de vetores com mais de m elementos € linearmente de-
pendente.

Corolario 5.14 Todo subespago vetorial de um espago vetorial de di-
mensdo finita também tem dimensdo finita.

Prova: Seja V um espago vetorial de dimensdo finita e W um subespago
vetorial de V. Se W tivesse dimensao infinita, pela proposigdo b.12] exis-
tiria uma infinidade de vetores linearmente independentes em W. Como
estes vetores também sdo linearmente independentes em V, o nimero deles
deveria ser menor do que a dimensdo de V (pela proposigdo (£.13). Uma
contradigdo. [

Corolario 5.15 Se V é um espago vetorial n-dimensional e wy,...,u,
sdo vetores de V linearmente independentes entdo estes vetores for-
mam uma base de V.

Exemplo 5.16 dimR"™ =n.

Exemplo 5.17 A dimensdo de & (R) é infinita. Veja o exemplo[3.10.
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Exemplo 5.18 dim &,(R) =n+1.

Basta notar que os polindémios 1,x,...,x" formam uma base de Z,(R).
Exemplo 5.19 dim M, ., = mn.

Note que as matrizes

kL
Ayl = (51,}- )1<i<m,
1<j<n

k=1,...,m,l=1,...,n onde

5!<,_1 _ 1 se (laJ) = (ka 1)
Y0 se (4,§) # (k1)

formam uma base de M «n.

Exercicio 5.20 A dimensdo do espag¢o das matrizes quadradas e Si-
métricas de ordem n é n(n+1)/2.

Teorema 5.21 (Completamento) Seja V um espago vetorial de di-

mensao n. Se os vetores ui,..., U, sdo ... em V com r < n entdo
existem W, 1, ..., Uy tais que Wy, ..., Uy Uiy ..., U, formam uma base
de V.
Prova: Como r < n existe u,,; € V tal que wy,...,u;, u,; sdo Li., pois
caso contrdrio os vetores u;,...,u, formariam uma base de V; o que é
impossivel pois dimV =n > r.

Se r+ 1 =n entdo wy,...,u;,u,,; formam uma base de V.

Se r+1 < n entdo é possivel encontrar u,,, € V tal que uy,...,u;, Wy,
U2 sdo l.i., pois caso contrario a sequéncia uy, ..., U, U, Seria uma base

de V, o que é impossivel pois dimV =n>r+ 1.
Repetindo os argumentos acima, encontramos vetores w1, Ury2, ...,
Uk, onde v + k = n, de forma que

u])-'-)uﬂur-&-])'-')ur-i—k
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sdo li. e, como dimV =n =r + k, segue que esta sequéncia de vetores é
uma base de V que contém os vetores uy,...,u,. |

Exemplo 5.22 Encontre uma base do R3 contendo o vetor (1,1,—1).

Como a dimenséo de R? é trés, precisamos encontrar dois vetores, (a, b, c),
(x,y,z), que juntamente com (1,1,—1) sejam l.i.. Porém, pelo exemplo
[4.8] sabemos que isto é equivalente ao determinante de

1 a
1 b
-1 ¢

N e X

que é dado por x(b +c¢) —y(a+c) + z(b — a) seja diferente de zero. Ha
uma infinidade de possibilidades para que isto aconteca. Por exemplo,
tomando (a,b,c) = (0,1,1) e (x,y,z) = (0,0, 1).

5.3 Dimensao de Soma de Subespacgos Veto-
riais

Proposicao 5.23 Seja V um espacgo vetorial de dimensao finita. Se
U e W sdo subespacos vetoriais de V entdo

dimUNW+ dim(U+ W) = dimU + dimW (5.24)

Prova: Lembre que todo subespaco de um espago vetorial de dimensao
finita tem também dimensdo finita.

Sejam vy, ..., v, elementos de uma base de UNW. Como estes vetores
sdo li. e pertencem a U, pelo teorema B.21], existem w,...,u, € U
tais que w,...,u,,V1,...,v, formam uma base de U. Por outro lado,
os vetores vi,..., v, também pertencem a W e pelo mesmo teorema é
possivel encontrar wy,..., wy € W de modo que wi,...,Wq,Viy ...y Vi
formem uma base de W.
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Com a notagdo usada, temos dimUNW = m, dimU = m+p e
dimW = m + (. Sendo assim, a fim de mostrarmos que é vélida, é
necessdrio e, na verdade, suficiente mostrar que dim (U+W) =m+p+q.
Para tanto, basta mostrarmos que os vetores

Wiyeooy Upy Wiy ooy We, Vi ooy Vi (5.25)

formam uma base de U + W.
Mostremos primeiramente que eles geram U+ W :dadov € U+ W
existem u € Uew € W tais que v = u+ w. Como u é uma com-

binagdo linear de uy,...,up,vi,...,v, € W € uma combinagdo linear de
Wiy..oy Wgy V1, ..., Viq SEGUE que V = u + W é uma combinagdo linear de
WiyeenyUpy Viy.ouoy Viny,y - .., Wq. Portanto,

U+W =W,y Uy Viy ooy Vingty ooy Wel.

Verifiguemos que os vetores em sdo Li.. Suponha que

Uy - oy Brwy e BgWg 8V - SV = 0, (5.26)

ou seja
USoqu+- -+ opup +01vi + -+ + 0V = —Piwy — - — Bawq € W.
Logo,

—Biwy — = Bgwg €UNW = [vy,...,vn].
Consequentemente, existem vy,...,yn tais que

—Biwr = = BgWg = ViV + -+ YmVm,

ou seja,

Biwi+---+ Bqu +vivi+-o+¥YmVm =0.
Como wy, ..., Wq, V1,...,Vn 880 1.1, pois formam uma base de W, segue-se
que y; =---=VYm=P1 =--- =g =0. Assim, a equagdo £.26| se reduz a

oy 4 - A opUp + OV A - - A OV =0
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€ COmO Uy, ..., Uy, V1,...,Vn 830 Li., pois formam uma base de U, segue-se
que

“] :...:“p:é] :..-:émzo)
ou seja, os vetores de sdo linearmente independentes. 1

Corolario 5.27 Seja U um subespago vetorial de um espaco vetorial
de dimensdo finita V. Se dimU = dimV entdo U = V.

Prova: Suponha que exista u; € V com u; € U. Coloque W = [1,;]. Como
UNW ={0} e dimW =1, segue da proposicdo (.23 que

dim(U+W)=dimU+1=dimV+1> dimV.
Um absurdo pois dim (U + W) < dim V. 1

Observacgao 5.28 Note que se V, U e W sdo como na proposi¢do [5.23
e se além do mais tivermos V=U+ W e dimU + dimW > dimV
entdo UNW #£{0}, isto €, a soma U+ W nao € direta.

Bem, se fosse U N'W = {0} entdo pela proposigédo [(.23] teriamos
0=dimUNW=dimU+ dimW — dim (U + W)

= dimU+ dimW — dimV > 0,

um absurdo.

Exemplo 5.29 Sejam U = {p(x) € Z(R);p(0) = p(1) =0} e V =
{p(x) € Z;(R);p(—1) =0}. Encontre uma base de U, V, UNV e U+ V.

U : Temos

p(x) =as+ arx+ a’ + azx®* e U= p(0) =p(1) =0
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(lo:O
at+a+a+a3=0

3

= p(x) = —(a + a3)x + ax? + a3’ = ax (x> — x) + a3(x* — x).

Desse modo, U = [x?—x, x> —x] e estes polinédmios sio 1.i. pois como

cada um tem um grau distinto do outro, nenhum pode ser multiplo

do outro. Assim, x> —x e x> — x formam uma base de U.

p(x) =ap+ax+ ax?+ax’ eV
Sp(-l)=0¢=a—a+a—a;3=0
& p(x) = ap + (ap + a; — az)x + ayx* + azx

= ao(1+x) + a(x* +x) + a3 (x> —x).

3

Desse modo, V = [1 + x, x? 4+ X, x> — x] e estes polindmios sdo 1.i.
pois como cada um tem um grau distinto do outro, nenhum pode

ser uma combinagio linear dos outros dois. Portanto, 1 +x,x* +x e

x> — x formam uma base de V.

unv:
(loZO
p(x) = ao+ax+ax’+asx’ e UNV &= {ap+ a1+ a;+a; =0

a—a;+a—a3=0

a=a=0
(:){ ° ? = p(x) = —a;(x* —x).
a; = —as

Logo, x> —x é uma base de UN V.

U+V: Temos dim(U+ V) =2+4+3—1=4 = dim Z;(R). Pela proposigio

temos que U + V = Z(R) e podemos tomar como base os

polindmios 1,x,x? e x>.



5.3. DIMENSAO DE SOMA DE SUBESPACOS VETORIAIS 55

Exemplo 5.30 Voltemos ao exemplo [3.12. Sabemos que

u = [(]»1) )»(031)])0)»(0)1)0 1)
V = [(1>05 ) (0,1,0 ”)(0 0313”
unv = [(1,0,—1,0),(0,1,0,1)]
u+v = [(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,71,1)]

Verifiquemos que os geradores acima sao na verdade bases para os respec-
tivos subespagos vetoriais. Para tanto basta verificar que cada sequéncia
de vetores acima é l.i..

Analisemos primeiramente para U: se

«(1,1,0,0)+ B(0,1,1,0) +v(0,1,0,1) = (0,0,0,0)

entdo
(oc, o+ B+, B)Y) = (O)O»O)O)
que implicaem x =3 =y = 0.
Vejamos agora o caso do subespago V: se

«(1,0,0,1) 4+ B(0,1,0,1) +v(0,0,1,1) = (0,0,0,0)

entdo
(“a [-)’)Y> X+ B +Y) = (0,0,0,0)

que implicaem x =3 =y = 0.
Passemos agoraa UNV : se

O‘“)O»_]»O)"’_ B(O)]»O)]) = ((X)B»_(X»B) = (O)O»O)O)

que implicaem x =3 =0.

Pela proposicdo (.23 temos dim (U + V) = 3+ 3 — 2 = 4. Como
(0,1,1,0), (0,1,0,1), (1,0,0,1), (0,0,1,1) geram U + V segue-se do fato
da dimensao deste subespago ser quatro que formam uma base de U + V.
Como a dimens3o de R* também e U + V C R* temos pela proposigio
que U+ V = R*. Note que esta soma néo é direta.
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5.4 Coordenadas

Sejam V um espago vetorial finitamente gerado e B uma base de V formada
pelos vetores uy,...,u,. Como B é uma base de V, todo elementode u € V
se escreve como ;u; + --- + &yW,, com os coeficientes o,..., 0, € R.
Pela proposicdo [4.18], os coeficientes «,..., &, sdo unicamente determi-
nados pelo vetor u. Estes coeficientes sdo denominados coordenas de u
com relagdo a base B. Representaremos as coordenadas de u com relagao
a base como

49

up =

&n

Exemplo 5.31 Mostre que os vetores (1,1,1), (0,1,1) e (0,0,1) for-

mam uma base de R®. Encontre as coordenadas de (1,2,0) € R® com
relagcao a base B formada pelos vetores acima.

Ja sabemos que dimR? = 3. Para verificar se os vetores acima formam
uma base de V, basta verificar se eles sdo l.i.. Utilizando o exemplo 4.8
vemos que estes vetores sdo de fato l.i. pois a matriz

100
110
1T 11

possui determinante igual a 1 # 0.
Agora,

(1,2,0) = (1,1, 1) + B(0, 1, 1) +v(0,0,1) = (&, x + B, x + p + )
qgue é equivalente ao sistema
x=1
x+p=2
x+p+vy=0
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cuja (dnica) solugdo é x =1, 3 = 1 e y = —2. Desse modo, as coordenadas
de (1,2,0) com relagdo a base B sdo dadas por

1
1
-2

Exemplo 5.32 Mostre que os polinémios 1,x,x*—x formam uma base,
B, de #,(R). Encontre as coordenadas de 1+ x + x> com relagdo a
base B. Encontre também as coordenadas deste mesmo polinémio com
relagcdo a base C formada pelos polinémios 1, x e x?.

Para verificar que 1, x, x> —x formam uma base de #?,(R) basta mostrar
cada p(x) = ap + a;x + ayx* € Z,(R) se escreve de maneira tinica como
combinagdo linear de 1,x e x> — x. Isto é equivalente a mostrar que a
equagio p(x) = al+px+y(x?—x) possui uma tnica solugio («, 3,v) € R>.
A equagdo acima se escreve como

a0+ aix 4+ ax? = a4+ (B —y)x +vx?,

qgue é equivalente ao sistema

X = Qo
B—v=a
Y = ay

que possui uma unica solugdo dada por x = ag, B = a; + az, e y = a,.
Com isso em mé&os, vemos que as coordenadas de 1+x-+x? com relagio
a base B sdo dadas por
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Note que com relagio & base C formada por 1, x e x* as coordenadas de
1 4 x + x? sdo dadas por

1

1

1

5.5 Exercicios

Ex. 5.33 Verificar em cada um dos casos se o subconjunto B do
espago vetorial V é uma base de V.

L B={l,1+t,1 -4 1—t—t?— £}, V=2(R).

1 1 2 1 0 1 00
3. B :{(1)]»1)]))(1)]»]»0))(]»]»O»O))(])O)O)O)}) V=R

Ex. 5.34 Encontrar em cada um dos itens abarzo uma base e a di-
mensdo do subespaco W do espaco vetorial V.

1. W={(xy,z,t) ER,x—y=0ex+2y+t=0}, V=R~

2. W={X¢€M;AX =X}, onde A = (2) f),szz.

3. W={pe 2([R):p"(t) =0,Vt € R}, V = P (R).

4, W ={X € My; AX =XA}, onde A = <: ?),VzMz.

Ex. 5.35 Dados U, W subespacos do espaco vetorial V determinar,

1) uma base e a dimensdo de U.
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1) uma base e a dimensdo de W.
11) uma base e a dimensdo de U+ W.

w) uma base e a dimensdo de UNW. nos sequintes casos;

1. U= {(X’y’z) €R3;X—|—y—|—Z:0}) W = {(X)U)O);X»y GR}) V =
R3.

2. U={AeMytr(A)=0}, W={A € Mj;At = —A}, V=M,, onde
tr (A) € a soma dos elementos da diagonal principal de A, cha-
mado de trago de A

8. U={p(t) e V;p'(t) =0}, W ={p(t) € Vip(0) = p(1)}, V = Z(R).

Ex. 5.36 Determinar as coordenadas do vetor u = (—1,8,5) € R em
relacdo a cada uma das bases de R abaizo;

1. base canodnica
2. {(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}
3. {(1,2,1),(0,3,2),(1,1,4)}

Ex. 5.37 Determinar as coordenadas do polinémio p(t) € Z5(R),

dado por p(t) = 10+t +2t3, t € R em relagdo as sequintes bases
de 93(]:&)1

1. base candnica
2. {11+t T+t+ 51+t +t2+°}
3. {4+1t,2,2—tt+ ¢}

5

Ex. 5.38 Determinar as coordenadas do wvetor ( g 7

>€Mzem

relagcdo as sequintes bases de M,;
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1. base candnica
2 10 11 11 11
) ooJ)’\oo /L1011
Ex. 5.39 Encontre uma base de M, que contenha
10 11
10/)’\L00 '

Ex. 5.40 Verifigue que as coordenadas de p(x) € Z,.(R) com relagdo
d base B ={1,x,...,x"} é

] 1/
7P (0)

1
M)
P (0)

onde p™(0) representa a k-ésima derivada de p em x = 0.
Ex. 5.41 Se {u,...,u,} € uma base de V mostre que
1. {uy,wyy+uy,uy +uy +uzy... w4+, W} € um base de V;

2. sea; #0,j=1,...,n entdo {xuy,...,xqu,} € uma base de V.



Capitulo 6

Mudanca de Base

6.1 Introducao, Exemplos e Propriedades

COmo vimos no exemplo £.32] as coordenadas de um elemento de um
espago vetorial podem variar quando se consideram bases distintas. O
que passaremos a estudar agora é como esta mudancga ocorre, ou seja,
como é possivel encontrar as coordenadas de um vetor com relagdo a uma
base sabendo-se suas coordenadas com relagdo a uma outra.

Seja V um espago vetorial finitamente gerado. Sejam B e C bases de
V formadas pelos vetores by,...,b, e cy,...,cq, respectivamente. Como
B é uma base, existem oy; € R, 1 <1i,j <n tais que

cC1 = O(11b1 + -+ O(mbn

Ch = (X'1le1 +--F o"nnbn-

Desta forma, as coordenadas de cy,...,c,, com relagdo a base B sdo, res-
pectivamente,
X1 Kin
Cig = y' sy Cng =
Xn1 Xnn

61
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Reunimos estas informagdes sobre as coordenadas dos vetores da base C
com relagdo a base B na seguinte matriz

X1 - Kin
Mi=| : . & |,
Xn1 o0 Kpn
cujas colunas sdo formadas pelas coordenas de c;,...,c, com relagdo a

base B. A matriz M§ é chamada de matriz mudanga de base da base B
para a base C.

Antes de mostrarmos a relagio que existe entre M§ e as coordenadas
de um dado vetor com relagdo as bases B e C, vejamos como podemos
encontrar a matriz de mudanca de base em um exemplo no R3.

Exemplo 6.1 Considere a base B de R? formada pelos vetores (1,0,1),
(1,1,1) e (1,1,2). Considere também a base C formada pelos vetores
(1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Encontre M§.

Precisamos resolver

(1>050) = 0611(1,0,1)—}—0621(1,1,”—{-0631(1,1,2)
(0,1,0) = “12(1>031)+“22(131>”+0(32(1>1)2) —
(O»O)]) = 0613(],0,])+0623(1,],1)+0633(],1,2)
(o1 + o1 + o1y &1 + a1y 01 + a1 + 2031) = (1,0,0)
(o2 + 0tz + 032y X2 + 32y 012 + X2 + 20032) = (0, 1,0)
(013 4 03 + 33, 023 + X33, X913 + X3 + 2033) = (0,0, 1).

Um momento de reflexdo nos poupara um pouco de trabalho neste ponto.
Note que cada linha acima representa um sistema de trés equagdes com
trés incégnitas e que a matriz associada a cada um destes sistemas é a
mesma. O que muda sdo os nomes das varidveis e o segundo membro.
Utilizando como varidveis x, y e z, basta resolvermos o seguinte sistema

11
01
11

N = =

N xR
I

o o @
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onde a, b, c € R. O sistema acima é equivalente a

a
b
c—a

o o =
o - —

1
1
1

N e X
I

cuja unica solugdo é dada porx=a—b,y=a+b—-cez=c—a.
Tomando (a, b,c) = (1,0,0) obtemos (o7, 021, x31) = (1,1,—1).
Tomando (a,b,c) = (0,1,0) obtemos (&2, 022, x32) = (—1,1,0).
Tomando (a,b,c) = (0,0, 1) obtemos (o3, %23, x33) = (0,—1,1). Desta
forma, obtemos

Exercicio 6.2 Com as notagées do ezemplo acima, encontre ME.

Vejamos agora como as coordenadas de um vetor se relacionam com
respeito a duas bases de um espago vetorial de dimensdo finita.
Sejam B e C bases de um espago vetorial de dimensdo finita V formadas,

respectivamente, pelos vetores by,..., b, ecy,...,c. Dado um vetor v em
V sejam
X1 Y1
vg = | : e ve=| :
Xn Yn

as suas coordenadas com relacdo as bases B e C, respectivamente. Se
M§ = (oy;) representa a matriz de mudanga da base B para base C, entdo
como ¢; = ) 1, oybi, j=1,...,n, obtemos

VvV = inbi = Zijj = Zy] (Z “ijbi> = Z (Z “ijgj) bi
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 j=1
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onde na ultima igualdade invertemos a ordem da soma. Como os vetores
bi,..., by sdo Li., segue-se que x; = Z]T‘:] ojYj, 1 =1,...,n. Porém, estas
ultimas n equagdes podem ser escritas na seguinte férmula matricial

X111 &2 oo Kn Y1 X1

Xnt Kn2 - Knn Yn Xn

ou mais simplesmente,
VB = Mg\)c.

Resumiremos este resultado na seguinte

Proposicao 6.3 Sejam B e C bases de um espaco vetorial de dimensao
finita V. Se vg e v¢ representam as coordenadas de um dado vetor
v € V com relagdo as bases B e C, respectivamente e se M§ € a
matriz de mudanca de base da base B para a base C entdo

VB = Mg\)c.
Exemplo 6.4 Fizado 0 € R, considere os vetores
u; = (cos 6, sen9) e u; = (—sen6,cos0)

em R?. Mostre que estes vetores formam uma base, B, de R* e encontre
a matriz de mudanga desta base para a base C formada pelos vetores
e; = (1,0) ee; = (0,1). Encontre as coordenadas do vetor u = ae;+be;
com relacdo a base B.

Como a dimensdo de R? é dois basta mostrar que u; e u, sio Li.. Se
«(cos 0, senB) + B(—senH,cos0) = (0,0)

entdo
{occos@ —PsenB® =0

xsen® + 3cos@ =0
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pois

cos® —senb
det =1#0.
¢ (sene cos© ) 7

A matriz M§ serd dada por (o), onde

(1,0) = o1(cos B, senO) + oy (—sen 6, cos 0)
(0,1) = oz(cos B, senB) + oy (—sen 6, cos0),

que é equivalente a

(1,0) = (o7 cos0 — oxp1 sen 0, oy sen 0 + o¢yy cos 0)
(0,1) = (ox2c080 — xp; sen 0, xq; sen 0 + ¢y, cos 0),

e como ja visto antes, basta resolver o sistema

cos® —senb® x| [«
sen® cosO y/ \B

cuja solugdo é dada por

x) [ cosO sen0 o) [xcosO+ 3sen®
y/ \—sen® cos® /) \p) \PBcos®—asend)/"

Fazendo («, 3) = (1,0) obtemos (41, &tz1) =
Colocando («, ) = (0,1), temos (o2, &2z

MC — [ cos 0 sen0
B — .
—sen® cosO
Agora, se ug representa as coordenadas de u = ae; + be, com relagdo a

base B e uc as coordenadas do mesmo vetor com relagdo a base C, pela
proposicdo temos

U — MCuwe — cos® sen®) (a)\ (acosO+bsend
BPTBTCT |\ —sen® cos® ) (b)) \bcos®—asend)”

cos 0, —sen 0).
— (sen0,cos0). Assim,

— —
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Proposicao 6.5 Sejam B, C e D bases de um espago vetorial n di-
mensional. Temos

MP = MSME.
Prova: Sejam bi,...,b,, os vetores de B, ci,...,c,, os vetores de C e
di,..., d, os vetores de D. Usando a notagdo M§ = (o), M2 = (By) e

ME = (vi;) vemos que

Cj = Z (Xijbi, dk = Z Bjkcj) dk — ZYikbi- (66)
= j=1 i=1

Assim,
die = Z Byec; = Z Bik (Z o‘iibi> = Z (Z %‘Bjk) bs,
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

como by,...,b, sdo Li., comparando com a tultima expressdo de [6.6], ob-
temos

n
Yik:ZOCiijk, 1<i,k<n.
j=1

Resta apenas lembrar que o lado direito da expressdo acima representa o
elemento da i-ésima linha e da k-ésima coluna da matriz M§MQR. Portanto,
MB = MSMP. -

Proposicao 6.7 Sejam B e C bases em um espaco vetorial de n di-
mensional V. EntGo a matriz M§ possui inversa e esta inversa é dada
por M2, a matriz de mudanga da base C para a base B.

Prova: Pela proposigio anterior temos M{ME = ME e MEMS = ME.,
Resta mostrar que M§ = M§& =1 = (8;), onde

1 sei=]
Oy = .
0 caso contrario,
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é a matriz identidade de ordem n. E claro que basta mostrar que ME = I

e isto é bem simples, pois se u,...,u, sdo os vetores da base B entdo
ME = (o) satisfaz u; = Y I, oy, j = 1,...,n. Ora, como uy, . .., Uy, S0
li., para cada j = 1,...,n, a dnica solugdo de cada uma destas equacgdes
é dada por

1 sei=j
&Xij = (.
0 caso contrdrio,
ou seja, o = Oy;. [ |
» Xij j

Exercicio 6.8 Utilize a proposi¢cao acima para refazer o exercicio[6.2.

6.2 Exercicios

Ex. 6.9 Constdere as bases B = {e;, ez e3} e C = {g1,92,93} de um
espago vetorial V relacionadas da sequinte forma

gi=¢€e +e—e;
92:2€2+3€3
g3 = 3e; +e3

1. Determine as matrizes mudanca da base B para a base C, isto
é, M§, e da base C para a base B, isto é, ME.

2. Se a matriz das coordenadas do vetor v em relagdo a base B,
1
1sto €, vg, € dada por | 3 encontre a matriz das coordenadas
2
de v em relagdo a base C, isto €, vc.

3. Se a matriz das coordenadas do vetor v em relagao a base C, isto
2

é, v¢, € dada por 3 encontre a matriz das coordenadas de
—1
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v em relagao a base B, isto €, vg.

Ex. 6.10 Considere as bases ordenadas B = {1,1 +t,1 +t2} e C =
{1,t,t*} de 2 (R).

1. Encontre as matrizes de mudanga da base B para a base C, isto

é MS, e da base C para a base B, isto é ME.

1

2. Sevg=| 4 encontre vc.
6
8

3. Seve=1| —1 encontre vg.
3

4. Se D = {1,t,t*} € a base candnica de P,(R), encontre as ma-
trizes de mudanca da base B para a base D e da base D para a
base C, isto é, MY e M§, respectivamente.

Ex. 6.11 Considere o sequinte subespago de M;;

_ Y vy
W-{(Z t)eMz,x y—z O}.

1. Mostre que

x

sdo bases de W.
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2. Encontre as matrizes de mudanca da base B para a base C e da
base C para a base B, isto é, M§ e M&, respectivamente.

3. Encontre uma base D de W, tal que a matriz

P=

o o =
w o =
- N O

seja a matriz de mudanca da base D para a base B, isto €,
P=M".
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Capitulo 7

Exercicios Resolvidos — Uma
Revisao

NEste capitulo apresentamos uma série de exercicios resolvidos buscando
fazer um resumo do que vimos até agora.

Ex. Resolvido 7.1 Verifiqgue se V = {(x,y,z,w) € Rty = x,z = w?}
com as operacbes usuais de R* é um espacgo vetorial.

Resolugao: Note que (0,0,1,1) € V mas —1(0,0,1,1) = (0,0,—1,—1) ¢
V. Assim, V ndo é um espago vetorial. O

Ex. Resolvido 7.2 Seja A € M,, uma matriz quadrada de ordem n.
Verifigue se W = {X € M, «1; AX = 0} é um subespacgo vetorial de M, 1,
com as operagbes usuais.

Resolucgao:
1. Seja O = (0) a matriz n x 1 nula. Como AO = O, temos que O € W.

71
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2. Se X, Y ¢ We A € R, entdo, pelas propriedades da soma e da multi-
plicagdo por escalar usuais entre as matrizes e, também, pelas pro-
priedades do produto entre matrizes, temos

AX+AY)=AX+AAY)=AX+AAY=0+A0 =0.
Portanto X +AY € W.
Concluimos que W é um subespago vetorial de M, 1. 0

Ex. Resolvido 7.3 Encontre o subespaco vetorial de P;(R) gerado
por S ={1,t, t3,1 + t3}.

Resolucao: Note que t3 = (t>+1)—1. Assim, dado p(t) = ap+a;t+at>+
ast? € Z3(R) podemos escrever p(t) = (ap—a3z) +art+at’ +az(t?+1) €
[S]. Logo, ;(R) = [S]. O

Ex. Resolvido 7.4 Encontre o subespaco vetorial de M, gerado por

={(53)(53))

Resolugao: Temos que A € [S] se e somente se existem «, 3 € R tais que

ee(ae) e (50)-(58)
ou seja, A € [S] se e somente se os elementos da diagonal principal de A
sdao nulos. ([l
Ex. Resolvido 7.5 Encontre um conjunto finito de geradores para
W ={X € M3y : AX =0},

onde

>

I
— N O
—_— o —
~ © O
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Resolucgao:

-~
O O O
~_
Il <
— I
Il
- 4/ [N
5 Il
e
- r— O
— O O H;
~_
-
O O O
@ /l\
o O O !
= .~
S -
Il N——
S -
o
-
< T O - O O
~_
— O O H;
~_

portanto,

Ex. Resolvido 7.6 Encontre um conjunto finito de geradores para

0},

tAX =

{X € M4><1

\%%

onde
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Resolucgao:
x T 1 =10 x 0
B 2 0 1 1 Bl |0
X= v eW 31 0 1 v~ 1o
5 0 =2 3 1 o 0
1T 1 =10 x 0
— 0 —2 3 1 Bl |0
0 -2 3 1 vy |0
0 —2 3 1 o 0
1T 1 =10 x 0
— 0 -2 3 1 Bl |0
0O 0 0 0 vy |0
0O 0 0 0 S 0
1T 1 -1 0 x 0
01 =3/2 —1/2 Bl |0
= 00 0 0 vy |0
00 0 0 S 0
10 1/2 1/2 x 0
01 =3/2 —1/2 Bl |0
= 00 O 0 vy |0
00 0 0 S 0
x=—y/2—-08/2
B=3y/2+8/2
isto é,
—v/2—5/2 -1/2 —1/2
X — 3v/2+6/2 _y 3/2 45 1/2 )
Y 1 0

d 0 1
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portanto,
—1/2 —1/2
3/2 1/2
W= 1 ’ 0
0 1

0

Ex. Resolvido 7.7 Encontre uma base do subespago vetorial de R?
dado por U =[(1,0,1),(1,2,0),(0,2,—T1)].

Resolugao: Primeiro Modo: (x,y,z) € U se e somente se existem «, 3,y €
R tais que

“(1>031)+ B“azvo) +Y(032>_1) = (X)yaz)>

ou seja, (x,y,z) € U se e somente se o sistema abaixo admite solugdo

1 1 0 o X 1 1 0 o X
0 2 2 Bl=ly|l |0 2 2 B | = y
1 0 —1 Y z 0o —1 -1 8% z—X
1 1 0 o X
— |0 1 1 Bl=1y/2
0 —1 —1 Y zZ—x
1 10 o X
|0 1 1 Bl = y/2
000 2% z—x+vy/2
1 0 —1 o x—y/2
—|o 1 1 B|= y/2
00 O Y z—x+vy/2
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que possui solugdo, e esta é dada por x =y +x—y/2, p = —y +y/2,
Y € R, se e somente se z = x —y/2. Dessa forma,

(vavz) = (Y+X_y/2)(1>031)+ (_Y+U/2)(132>0)+Y(O>23_” =

= (X,y,X—y/Z) :X(1>031)+y(031>_1/2)

€ como
(13())”)(0)1)_1/2) (78)

sao L.i., segue-se que formam uma base de U.
Segundo Modo: Note que os vetores (1,0,1) e (1,2,0) sdo L.i. e pertencem
a U. Vejamos se estes vetores juntamente com (0,2,—1) sdo 1.d. ou L.i.:

“(1>031)+ 6(132>0)+Y(032>_1) = (0,0,0)

— (OC—F B)ZB"’_Z‘Y)O‘_‘Y) = (O)O»O)

x+p=0
S (B+yY=0 = a=—p=y,
x—y=0
ou seja, os vetores
(1)031)»(]»2)0))(032»_”
sao l.d.. Portanto,
(1,0,1),(1,2,0) (7.9)

formam uma base de U.
Embora as bases [7.8 e [7.9 ndo coincidam, ambas estdo corretas. Basta
observar que
(1)2»0) = (1)031) +2(O»1)_1/2)
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Ex. Resolvido 7.10 Dados os subespacos

U={AeM;:A'=A} e W=

(21)

em M,, encontre uma base de U, W, UNW e U+ W, no caso em que
ndo se reduzam a {0}.

Resolucgao:

u:

A:<a b) =Ale= c=b,
c d

portanto, A € U se e somente se existirem «, 3,y € R tais que

10 01 0 0
oo ) e (o))

A mesma equagdo acima tomada com A = 0, mostra que as matrizes

000 e)0)

sdo l.i. e, portanto, como geram U, formam uma base de U. Note

que dim U = 3.
11
01

gera W e é ndo nula, ela serve como base de W. Note que dimW = 1.

W : Como a matriz

unw:

A A
AcUNW &= A =A'eexiste A € R tal que A = <0 7\),
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isto é, se e somente se existir A € R tal que

AANY (A0
0 A A A)’
que é satisfeita se e somente se A = 0, ou seja, A = O. Desse modo,
UNnwW={0}e dimuUnw =0.
U+ W: Temos
dim(U+ W) =dimU+ dimW — dimUNW =4 = dim M,;

portanto, U+ W = M, e uma base pode ser dada por
10 0 1 00 00
0 0/’\0 0)’\1 0)\0 1)

Ex. Resolvido 7.11 Sejam U ={p € S (R) : p'(t) =0,Vt € R}, W =
{p € Z(R) : p(0) = p(1) = 0} subespagos vetoriais de V = F;(R).
Encontre uma base de U, W, UNW e U+ W, no caso em que ndo se
reduzam a {0}.

O

u:
pt)=a +at+at? cUep/(t)=a; +2a,t =0
S a=a=0&p(t)=a & pt) e[l
Logo, 1 é uma base de U e dimU = 1.
W

p(t)=a0+a1t+a2t2€U(¢>{

Spt)=at—at? =a(t—t),
isto &, p(t) € [t —t?]. Assim t — t* é uma base de W e dimW = 1.
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UNW: p(t) € UNW = [1]N[t—t?] se e somente se existem A, 1 € R tais que
p(t) = A = u(t—t?). Claramente, isto sé é possivel quando A = p = 0,
ou seja, quando p(t) = 0. Assim, UNW ={0} e dimUNW = 0.

U+ W: Temos
dim(U+ W) =dimU+ dimW —dimUnW=1+1-0=2

e como a soma é direta podemos tomar 1,t—t? como base de UNW.
O

Ex. Resolvido 7.12 Seja V um espaco vetorial. Sejam B e C ba-
ses de V formadas pelos vetores e, e, e; e g1, g2, g3, Tespectivamente,
relactonados da sequinte forma:

gi=¢€ +e—e3
92:2€2+3€3
g3 = 3e; +e3

1. Determine as matrizes de mudan¢a da base B para a base C,
isto é, M§, e da base C para a base B, isto é, M&.

2. Se as coordenadas do vetor v em relacdo a base B, isto €, vg,
1

sao dadas por | 3 encontre as coordenadas de v em relagao
2

a base C, 1isto €, vc.

3. Se as coordenadas do vetor v em relagdo a base C, isto €, vc,
2

sao dadas por 3 encontre as coordenadas de v em relagao
—1
a base B, isto €, vg.

Resolugao:
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1. Temos
1

Mg =| 1

—1

—_ O W

CAPITULO 7. EXERCICIOS RESOLVIDOS — UMA REVISAO

- .
Como ME = (M§) ', passemos a encontrar a inversa de Mg :

1 0 3 100 10 3
1 20 O10l~]0 2 =3
-1 3 1 0 01 0 3 4
10 3 1 00 10 3
~lo1 =i 1ol ~lo1 =3
0 3 4 1 01 00 %
10 3 1 0 0 100
~lo1 =21 1 of~]|o1o0
0 0 1 15—7 —% % 0 0 1
Portanto,
2z _6
B " 57
Mc=1 -7 7
3 _ 2
17 17
2. Como ve = M2y,
2 2 _s\ (1
AR A
ve=| % w7 |3
2 _3 2

—_
~
—_
~

1
—1
1

N —

NG

[— Jie

SER
=

Ni= O

00
10
0 1

N

|~ Sl

_
oo ™

—_
~

—

Il

I~ Sl

—_
~
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3. Como vg = M§v,

1 03\ /2 1
wv=|1 20|[3]=]3
13 1) \—1 6

Ex. Resolvido 7.13 Considere o sequinte subespaco de M;:

_ Xy vy
W-{(Z t)eMz,x y—z O}.

a) Mostre que B dada pelas matrizes

1 10 0 0

e C dada pelas matrizes
10 0 —1 00
sao bases de W.

b) Encontre as matrizes de mudanga da base B para a base C e da
base C para a base B.

c) Encontre uma base D de W, tal que a matriz

pP=

o o =
w o —
Y N )

seja a matriz de mudanca da base D para a base B, isto €,
P =M§p.
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Resolucgao:

a)

A= (2 1;3) EWeE=x=y+z

Assim, A € W se e somente se existirem x,y,z € R tais que

] ) R ERY () PR %
| o) 5)-6 )

A equagdo [7.14] tomada com A = O mostra que as matrizes acima
que geram W sdo de fato l.i. e, portanto, formam uma base de W.
Além do mais, dim W = 3.

Como C é formado por trés vetores de W e a dimensdo de W é trés,
basta verificar que tais vetores sdo l.i.. De fato,

a1 O g (® )y 0 0) (oo
10 1 0) " Ylo1) oo

o —[5_00 U
<:><0¢+f5 y>_<0 O)@a—ﬁ—y—o.

Basta notar que

isto é,

C; = B;
C,= —By+B;
C; = Bs

e dai,
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Quanto a ME, vemos que

Bi= G —-C
B, =
Bs= G
e assim,
1T 10
ME=|—1 0 0
0 0 1

Procuremos D¢, D, e D3 em W de modo que formem uma base W
tal que ME = P. Isto ocorre se e somente se

B; = 1D; + 0D, -+ 0D; = D;
B, = 1D+ 0D, +3D; = D; +3D;s
By = OD;+ 2D, + 1D; = 2D, + D

ou seja, Dy = By, D3 = (B, —By)/3 e Dy = (B — (B, —B4)/3)/2 =
(3B; + By — B,)/6. Assim, a base D formada por Dy, D, e D3 é dada
pelas matrizes

11 0o 1/6 0 —1/3
o of'\=1/6 122)°\1/3 o |
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Capitulo 8

Transformacoes Lineares

8.1 Introducao e Exemplos

A.Té agora estudamos os espagos vetoriais e seus subespagos, introdu-
zimos os conceitos como dependéncia e independéncia linear e, a partir
disto, pudemos descrevé-los de maneira mais simples usando para isto ge-
radores e, mais especificamente, bases. De certa forma ja temos em maos
tudo o que precisamos para trabalhar com espagos vetoriais. No capitulo
voltaremos a estudar espagos vetoriais que possuem uma estrutura mais
rica.

O leitor ja deve estar familiarizado com o conceito de fungbes, prin-
cipalmente com aquelas que estdo definidas em um subconjunto da reta
e tomam seus valores também no conjunto dos ntumeros reais. Nosso
préximo passo é estudar fungbes que tém como dominio um espago veto-
rial e que tomam seus valores em um outro espago vetorial. Note que os
valores tomados sdo, na verdade, vetores. No entanto, vamos nos restringir
a apenas alguns tipos especiais dentre estas funcdes. Estamos interessa-
dos em fungles que preservem as operagOes existentes no espago vetorial
que atua como o seu dominio e aquelas do espago vetorial que age como

85
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contra-dominio. Por exemplo, por preservar a adigdo de vetores entende-
mos que ao tomar dois vetores no dominio da fungdo o valor que esta deve
ter para a soma destes dois vetores é a soma dos valores que ela possui
para cada um dos vetores. De maneira semelhante a fungdo deve preservar
o produto por escalar. Fungbes com estas propriedades sdao chamadas de
transformagdes lineares. Mais precisamente, temos.

Definicao 8.1 Sejam U e V espacos vetoriais. Dizemos que uma
fungdo T : U — V € uma transformagdo linear se forem wverificadas
as sequintes condigoes:

1. Tu+v) =T(u) + T(v), Yu,v € U,

2. T(Aw) =AT(w), VYuel, VAcR.

Observacao 8.2 Note que T : U — V é uma transformagdo linear se
e somente se T(Au+ pv) = AT(u) + uT(v), para todo u,v € U, A, € R.

Observacao 8.3 Note que pela propriedade [2 temos
T(0) =T(00) =0T(0) =0.

Ou seja, toda transformacado linear de U em V leva o elemento neutro
de U no elemento neutro de V.

A seguir listamos alguns exemplos de transformacgdes lineares definidas
em varios espagos vetoriais que ja tratamos no decorrer do curso.

1. T: U — V dada por T(u) = 0, para todo u € U. T é chamada de
transformagdo nula.

2. T:U — U dada por T(u) = u, para todo u € U. T é chamada de
transformacgdo identidade.
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3. T: Z,(R) = R""! dada por

Tlag+ ax+ -4+ anx™) = (agy...,an).

4. Se A € M, ,«n é uma matriz dada, definimos
T: Muxr — My
por T(X) = AX, o produto de A com X, para todo X € M, ;.

5. T:C([0,1;R) — R dada por

para toda fungdo f € C([0, 1];R).

6. T:C'([0,1;R) — C([0,1];R) dada por T(f) = f', a derivada de f,
para toda f € C'([0, 1];R).

Os exemplos abaixo sdo de fungdes entre espagos vetoriais que ndo sao
transformacdes lineares.

1. T:R®> — R dada por T(x,y,z) = x+y+z+ 1. Note que T(0,0,0) =
1+£0.

2. T:C([0,1;R) — R dada por

1
T(f) = L 00 dx,

para toda fungdo f € C([0, 1];R).

Se T fosse linear deveriamos ter por 2, T(—f) = —T(f) para toda
funcdo f € C([0,1];R). Para ver que isto ndo ocorre, basta tomar
f como sendo a fungdo constante igual a 1. Temos neste caso que
T(=1)=1=T(1).
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3. T: R — R dada por T(x) = x%. Observe que T(—1) =1 = T(1).
Logo, ndo temos T(—1) = —T(1).

Proposicao 8.4 Seja U um espaco vetorial com base uy,...,u,. Toda
transformagao linear T: U — V fica determinada por T(w;),..., T(uw,),
ou seja, conhecidos estes vetores, conhece-se T(u) para qualquer u €
u.

Prova: J4 que uy,...,u, formam uma base de U, dado u € U existem
X1y ..., Xy € R tais que u = oqu; + - - - + &y U, Deste modo,

T(u) = Tlow) + -+ otqun) = o T(wg) + - - + o, T(uy).
[ |

Ex. Resolvido 8.5 Encontre uma transformacgdo linear T : R? — R?
tal que T(1,2) = (3,—1) e T(0,1) = (1,2).

Resolucao: Note que (1,2) e (0, 1) formam uma base de R?. Se (x,y) € R?
entdo, como é facil verificar, temos (x,y) = x(1,2) + (y — 2x)(0, 1). Deste
modo, a transformacdo T deve satisfazer

T(x,y) =T(x(1,2) 4+ (y —2x)(0, 1)) = xT(1,2) + (y — 2x)T(0, 1)

=x(3,—1)+ (y—2x)(1,2) = (x +y, 2y — 5x).

Verifica-se facilmente que a transformagdo T definida como acima é linear
e satisfaz as condigdes pedidas. OJ

8.2 O Espaco Vetorial Z(U,V)

Sejam U e V espacgos vetoriais. O conjunto de todas as transformacgdes
lineares T : U — V é denotado por .Z (U, V). Quando U = V usamos a
notagdo .Z(U) = Z (U, U).
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Dadas T, S € .Z(U, V) podemos definir T+S: U — V por (T+S)(u) =
T(u) + S(u), u € U. Vé-se claramente que T+ S € .Z(U, V).

Se T € Z(U,V) e A € R definimos AT : U — V como (AT)(u) =
A(T(uw)). Também, AT € .Z(U, V).

E um simples exercicio de verificagdo o fato de .Z(U, V) com as opera-
¢Oes definidas acima ser um espago vetorial. Note que o elemento neutro da
adicdo ¢ a transformagio nula, isto é, T € £ (U, V) definida por T(u) = 0,
ue u.

Registraremos isto na seguinte

Proposicao 8.6 Z(U,V) com as operagdes acima € um espago veto-
rial.

Definicao 8.7 Se U é um espaco vetorial, definimos o espagco dual
de U como sendo U = Z(U,R), isto é, U € formado pelas trans-
formacgdes lineares T : U — R. Estas transformacdes lineares também
sao chamadas de funcionais lineares definidos em U.

Teorema 8.8 Se U é um espago vetorial de dimensdo n e V é um
espacgo vetorial de dimensdo m entdo .Z(U,V) tem dimensdo mn.

Prova: Fixemos duas bases, uma formada por vetores u;,...,u, de U e
outra formada por vy,..., vy, vetores de V.
Paracada 1 <i<nel<j<mdefina

T(auwy + -+ 4 xpaUn) = X4Vj, Xly...yXn € R,

Note que

0 sei#k
Verifiquemos que T; € Z(U, V):

vi sei=k
T(w) = { ]

T ((aw + -+ X)) + (Y + -+ - + Yntn))
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= Ty((x1 +y1)w + -+ (X0 +Yn)un) = (xi +Yi)vj = X395 + Yy
=Ty(xqw + -+ xqun) + T (yrwr + - - + ynuy).
Também, para todo A € R,
Ty(Aauwr + -+ + xqun)) = Ty(Axus + -+ + Axqun)
= AV = ATy (quwy + - -+ Xp ).

Mostremos que T, 1 <1 <nel <j < m, formam uma base de
Z(U,V).
Se Y o, Zjn; a; Ty = 0 entdo, para cada 1 <k <mn,

n m

0= Z Z aijTij ('LLk) = Z Z aijTij (Uk) = Z aijkj (uk) = Z AkjVj
j=1 j=1

i=1 j=1 =1 i=1
e como Vvy,...,Vy, sdo linearmente independentes, segue-se que ay = - - =
aym = 0. Portanto Tyy,..., Ty sdo linearmente independentes.
Seja T € Z(U,V). Se u e U entdo u =xjuy + - - - + xqU,, para certos
numeros reais xi,...,X,. Como T é linear

Tu) =xT(w) + -+ x,T(wn).
Como T(w;) € V, podemos escrever, para cada 1 <i<n,
T(w) = aq5v1 + - - - + iV
Porém, como para cada 1 <j <m, 1 <i<mn, Tj;(u) = x;vj, obtemos
Tu) =xT(w) + -+ x,T(wn)
=x1(1vi+ -+ Vi) + - F X (Vi + -+ Vi)
=onXiVi + o X Vi o XnXn Vi s K Xn Vi
=onTn(u) + -+ Tim(w) + - F o Tin(w) + - - + X Tam (1),
ou seja

T= “11T11 + -+ cxm1T1m 4+ “1nT1n + -+ “mnTnm-
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Corolario 8.9 Se V é um espaco de dimensdo n entdo o seu dual
também tem dimensdao m.

Pelo corolério [8.9] se U tem dimensdo n entdo o seu dual, U’, tem a
mesma dimensdo. Seguindo os passos da demonstragdo do teorema (8.8 se
Uy, ..., U, formam uma base B de U entdo os funcionais lineares f;, ..., f, :
U — R dados por fj(u) = fj(xju; +- - - +xqun) =%, j = 1,...,n, formam
uma base de U’. Esta base é chamada de base dual da base B.

Ex. Resolvido 8.10 Considere a base B de R® formada por u; =
(1,1,1), u, = (1,1,0) e u3 = (1,0,0). Encontre a base dual de B.

Resolucgao: Dado (x,y,z) € R3, temos
(Xayaz) :Z“a 1)” + (y _Z)“a 1>0) + (X—U)“,0,0)

Deste modo, a base dual de B, é dada pelos funcionais lineares fi, f; e f3
onde

f1(XaUaZ)ZZ> fz(x,y,z):y—z € fg(X,y,Z):X—y.
O
Definigao 8.11 Sejam U,V e W espacgos vetoriais. Se T € (W, V) e

S € Z(V,W) definimos a composta SoT : U — W por SoT(u) = S(T(u)),
u e u.

Exemplo 8.12 Considere T,S € .Z(R?) dadas por T(x,y) = (x+y,0) e
S(x,y) = (x,2y). Encontre ToS eSoT.

ToS(xy) =T(S(x,y)) =T(x,2y) = (x + 2y, 0).
SoT(x,y) =S(T(x,y)) =Sx+y,0) = (x+y,0).
Note que ToS #SoT.
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Definicao 8.13 Se T € Z(U), definimos T' =T e T" =T o T"! para
n > 2.

Definicao 8.14 T € Z(U) é chamada de nilpotente se existir algum
inteiro positivo n tal que T = 0, a transformacdo nula.

Obviamente a transformacdo nula é um exemplo de uma transformagao
nilpotente.

Exemplo 8.15 Mostre que T:R? — R? dada por T(x,y) = (0,x) é um
operador nilpotente.

Vejamos: T2(x,y) = T(T(x,y)) = T(0,x) = (0,0). Assim, T? = 0.

Proposigao 8.16 Sejam T € Z(W,V) e S € Z(V,W). Entdo SoT €
Z(U,w).

Prova: Dados u,v € U e A, € R temos
SoT(AM+ uv) = S(T(Au+ uv)) = S(AT(u) + uT(v))

= S(AT(w)) + S(uT(v)) =AS(T(u)) + uS(T(v)) =ASo T(u) + uS o T(v).
|

Proposicao 8.17 Sejam T € Z(W,V), S € L(V,W) e R € Z(W,X),
onde U, V,;W e X sdo espagos vetoriais. Entdo (RoS)oT =Ro(SoT).

Prova: Para todo u € U, temos
(RoS)oT(u) = (RoS)(T(u)) =R(S(T(w)))
e por outro lado
Ro (SoT)(u) =R((SoT)(u)) =R(S(T(u))).

Comparando as expressdes chegamos ao resultado desejado. |
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Proposicao 8.18 Se §,T € Z(U,V), Re Z(V,W) entdo Ro(S+T) =
RoS+RoT
Prova: Dado u € U, temos
Ro (S+T)(u) =R{(S+T)(w) =R(S(u) +T(w)) = R(S(w)) + R(T(u))
=RoS(u)+RoT(u)=(RoS+RoT)(u).
|

Proposicao 8.19 Se T € Z(U,V) e Iy € Z(V) € a identidade em YV,
isto €, I(v) = v, veVely € LU € a identidade em U, entdo
IyoT=TeToly=T

Prova: Dado u € U, temos

IyoT(uw) = Iv(T(u)) = T(u)

Toly(u) =T(Iy(u)) =T(u).
|

Definigao 8.20 Diremos que T € £ (U,V) possut tnversa se existir
S:V —= U tal que SoT(u) =u para todo w e U e ToS(v) =v para todo
v € V. Em outras palavras, ToS =1y, eSoT =1y, onde Iy: U —- U é
a itdentidade em U ely:V — V é a identidade em V.

Proposigao 8.21 Se T € Z(U,V) possui uma inversa entdo esta in-
versa € unica.

Suponha que T possua inversas R,S € Z(V,U). Como Iy, =ToRe Iy =
S ol temos

S=Soly=So0(ToR)=(SoT)oR=IyoR=R.

Denotaremos a inversa de T por T~'.
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Definicao 8.22 Uma transformacado linear T: U — V €
1. ingyetora se T(u) = T(v) tmplicar em u =v;
2. sobrejetora se para todo v € V existir u € U tal que T(u) =v;

3. byetora se for injetora e sobrejetora.

Proposicao 8.23 Uma transformacgdo linear T : U — V € injetora se
e somente se T(u) =0 tmplicar em u = 0.

Prova: Suponha que T seja injetora. Se T(u) = 0 entdo T(u) = T(0) e
como T é injetora, segue-se que u = 0.

Reciprocamente suponha que a tnica solugdo de T(u) = 0 seja u = 0.
Se T(u) = T(v) entdo T(u—v) = 0 e, por hipdtese, u—v = 0, isto é, u = v.
|

Proposigao 8.24 A fim de que T € Z(U,V) possua tnversa é neces-
sdrio e suficiente que T seja byjetora.

Prova: Suponha que T possua inversa.

Se T(u) = T(v) entdo u =T '(T(u)) = T '(T(v)) =v e, portanto, T é
injetora.

Dado v € V vemos que T(T~'(v)) =v e, portanto, T também é sobre-
jetora. Assim, T é bijetora.

Suponha agora que T seja bijetora. Dado v € V existe um tnicou, € U
tal que v =T(u,). Defina S: V — U por S(v) = u,. Mostremos que S é a
inversa de T.

Sev e Ventdo T(S(v)) =T(u,) =v.

Se u € U entdo S(T(u)), pela definigdo de S, é o tinico elemento u’
em U tal que T(uw') = T(u). Como T é injetora, temos u’ = u e, assim,
S(T(uw)) = u. 1
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Proposicao 8.25 Se T € Z(U,V) possui inversa T-' : V — U entdo
T e 2Z(V,U).

Prova: Devemos mostrar que T~' : V — U é linear.
Sejam vi,v; € Ve A, A, € R. Como T é sobrejetora existem w;,u, € U
tais que T(w;) =v; e T(uy) = v,. Assim,

T (Avi +2Av) =TT NT(w) + A T(w) = T H(TAw + Auy))

=Muw +Au,; = 7\1T71 (v1) + 7\2T71 (v2).

8.3 Imagem e Nucleo

Definicao 8.26 Seja T: U — V uma transformacdo linear.

1. Se X C U, defintmos a imagem de X por T como sendo o conjunto
T(X) ={T(x);x € X}

2. SeY CV, defintmos a imagem inversa de Y por T como sendo o
congunto T'(Y) ={ue U;T(u) € Y}.

Ex. Resolvido 8.27 Seja V um espaco de dimensdo 1. Mostre que
qualquer transformacdo linear nao nula T : U — V € sobrejetora.

Resolugao: Como T é ndo nula existe u, € U tal que T(u,) # 0. JA que V
tem dimensdo 1 entdo qualquer base de V é constituida por um elemento
e como T(u,) € V é ndo nulo (portanto, 1.i.), ele préprio forma uma base
de V. Assim, dado v € V existe « € R tal que v = «T(u,) = T(au,), ou
seja, T é sobrejetora. ([l

Proposicao 8.28 Seja T: U — V uma transformacao linear. Temos
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1. Se W ¢ um subespaco vetorial de U entao T(W) é um subespacgo
vetorial de V.

2. Se W é um subespaco vetorial de V entdo T~' (W) é um subespaco
vetorial de U.

Prova: 1. Seja W um subespacgo vetorial de U.

Como 0 € W vemos que 0 = T(0) € T(W).

Se x,y € T(W) entdo existem u,w € W tais que x = T(u) ey =
T(w). Como W é um subespaco vetorial, temos que, para qualquer A € R,
u+ Aw € W. Desse modo

x+Ay =T(u) +AT(w) =T(u) + T(Aw) = T(u+ Aw) € T(W).

2. Seja W um subespacgo vetorial de V.

Como T(0) =0 € W, segue-se que 0 € T~'(W).

Se x,y € T'(W) entdo T(x),T(y) € W. Como W é um subespaco
vetorial temos que, para qualquer A € R, T(x) + AT(y) € W. Mas T(x +
Ay) = T(x) + AT(y) € W e, portanto, x +Ay € T-'(W). |

Definicao 8.29 O niucleo de uma transformacdo linear T: U — V é

o subespaco vetorial de U dado por T7'({0}), ou seja, é o conjunto
{ue U;T(u) =0}. Denotaremos o nicleo de T por A (T).

Proposicao 8.30 Seja T : U — V wuma transformacdo linear. T é
injetora se e somente se A (T) ={0}.

Prova: Pela proposigdo[8.23 T é injetora se e somente se a equagdo T(u) =
0 possui como tnica solugdo u = 0. Isto é o mesmo que dizer que o conjunto
N (T) é formado somente pelo elemento 0. 1

Ex. Resolvido 8.31 Seja T € Z(U). Mostre que T> =0 se e somente
se T(U) c A(T).
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Resolucao: Suponha que T? = 0. Se v € T(U) entdo existe u € U tal que
v = T(u) e, portanto, T(v) = T?(u) = 0. Logo, v € A(T).

Suponha agora que T(U) € A4(T). Dado u € U, como T(u) € T(U) C
A (T), temos T?(u) = T(T(u)) = 0. O

Ex. Resolvido 8.32 Seja 0 € R. Encontre o nicleo da transformacgao
linear T :R? — R? dada por

T(x,y) = (xcosO® —ysen0,xsen 6 +ycos0).

Resolugao: Por definicdo, (x,y) € 4 (T) se e somente se T(x,y) = (0,0),
isto é, se e somente se

(xcos® —ysen6,xsen 6 + ycos0) = (0,0)

xcos® —ysend =0
{ J & (x,y) = (0,0).

xsen® +ycos0 =0
Portanto, .4/ (T) ={(0,0)}.

Teorema 8.33 (Teorema do Nucleo e da Imagem) Sejam U eV es-
pagos vetoriais T : U — V uma transformacao linear. Suponha que U
tenha dimensdo finita. Temos

dimU = dim A4 (T) + dim T(U).

Prova: Seja p = dim A (T). Se p > 1, tome B; uma base de .4 (T)
formada pelos vetores uy, ..., u,. Pelo teorema do completamento, existem
vetores vy,...,vq € U tais que wy,...,u,, vi,...,vq formam uma base de
U. Se dim .4/(T) = 0, tomamos os vetores vy,...,v, de modo a formarem
uma base de U. Note que com esta notacdo temos dimU = p + . Resta
mostrar que dimT(U) = q e, para isto, mostraremos que T(v;),..., T(vq)
formam uma base de T(U).
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Se o T(vi) + -+ oqT(vq) =0 entdo T(ovy + -+ + aqvq) = 0, isto &,
vy + -+ aqvq € A(T). Desta forma, existem f3;,...,3, € R tais que
oVy +...+0(qvq = B]LL] + .-+ Bpup, iStO é,

B]LL]+"'+Bpup—OC1V1—"'—OCqVqZO.

Como uy,...,Up,Vi,...,vq formam uma base de U, segue-se que o; =
- =g = P1=---= Py =0e, portanto, T(v;),..., T(v,) sdo linearmente
independentes.

Mostremos que T(vi),...,T(vq) geram T(U). Seja v € T(U). Logo,
existe u € U tal que T(u) = v. Como wy,...,up,v,...,vq formam uma
base de U, existem o, ..., g, B1,...,Bp € R tais que

U =oquw + -+ Uy + Prvi + -+ Pgvq

e dai,
v=Tu)=Tlogus + -+ opUp + Brvi + - -+ Bqvq)
=oaT(w) +- -+ opT(up) + FiTvi) + - + B T(vg)
=B1T(v1) + -+ BqT(vq)y
jd que ug,...,u, € A(T). |

Corolario 8.34 Se U e V sdo espacos vetoriais de dimensdo finita
tais que dimU = dimV e se T: U — V € uma transformacgao linear
entdo as sequintes condigbes sdo equivalentes:

1. T € sobrejetora;
2. T € ingetora,
3. T é byetora,

4. T leva bases de U em bases de V, 1sto €, se u;,...,u, é uma base
de U entdo T(w),...,T(u,) € uma base de V.
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Prova: (1) = (2): Se T é sobrejetora entdo T(U) = V e pelo teorema
anterior, dimU = dim .4 (T) + dim V. Mas como dimU = dimV segue
que dim .4 (T) =0, isto é, 4 (T) ={0}. Pela proposicao[8.30, T é injetora.

(2) = (8): Se T é injetora entdo dim.#"(T) = 0. Pelo teorema
anterior segue-se que dimU = dim T(U). Como dimU = dimV segue-
se que T(U) é um subespaco de V com a mesma dimensdo de V. Logo,
T(U) =V, isto é, T é sobrejetora. Dessa forma, T é bijetora.

(3) = (4): Suponha que T seja bijetora. Considere uma base de U
formada por vetores uy,...,u,. Precisamos mostrar que T(uw),..., T(uy,)
formam uma base de V.

Se o T(w) + -+ T(un) = 0 entdo T(oyyuy + - - - + xpuy) = 0, isto
é, yu; + -+ + aqu, € A (T). Como T € injetora temos A (T) = {0} e,
consequentemente, oyu; + - - - + xpu, = 0. Como uy,...,u, formam uma
base de U temos oy = --- = «, = 0 e, portanto, T(u),..., T(u,) sdo
linearmente independentes.

Seja v € V. Como T é sobrejetora, existe u € U tal que v = T(u).
BEscrevendo u como oyuy + - - - + &, U, VEmMOSs que

v=T(qw + -+ aaun) = T(w) + -+ T(wn),

isto é, T(w;),..., T(u,) geram V. Observe que ja haviamos provado isto na
proposigéo [8.4

(4) = (1): Seja uy,...,u, uma base de U. Por hipétese, T(wy),...,
T(w,) formam uma base de V. Assim, dado v € V existem o,...,a, € R
taisquev = o T(u)+- - -+, T(un). Deste modo, v = T(ouy+- - -+ atnn),
isto é, T é sobrejetora. |

Ex. Resolvido 8.35 Mostre que toda transformacao linear bijetora
T:R? — R? leva retas em retas, isto é, a 1magem de uma reta por T
é uma reta.

Resolucao: Dada uma reta r no plano usaremos a equagdo vetorial para
representar seus pontos, isto €, um ponto P € r é da forma P, + AV, onde
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P, é um ponto sobre a reta, v é um vetor diregdo da retae A € R. A
imagem de r por T é T(r) = {T(P);P € r}. Assim, todo ponto em T(r) é
da forma T(P) = T(P,) + AT(V), A € R. Como T € injetora e v # 0 temos
que T(V) # 6, ou seja, T(r) é uma reta que passa por T(P,) e tem diregéo

T(V). O
Ex. Resolvido 8.36 Sejam a;,...,a, € R ndo todos nulos. Mostre
que o subespagco H = {(x1,...,%xn) € Ry aixg + -+ + anx, = 0} tem

dimensdo n — 1.

Resolugao: Note que H é o nitcleo da transformacgao linear T : R* — R
dada por T(xi,...,Xn) = a1X; + -+ + ayX,. Como nem todos os a; sdo
nulos, segue-se que T é ndo nula e pelo exercicio B.27, T é sobrejetora.
Deste modo, pelo teorema [8.33, temos

n=dmR"= dimH+ dimT(R") = dimH + 1,

ou seja, dimH =n—1. O
Ex. Resolvido 8.37 Sejam

(3

eT: M; - M; dada por T(X) = AX — XA. Encontre o nicleo e a
1magem de T.

Resolugao: Nicleo: X € A4(T) se e somente se AX = XA. Se denotar-

mos
a b
X =

vemos que X € 4 (T) se e somente se

-6
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at+2c b+2d _[a 2a+Db
c d ~\c 2c+d

isto é,

que equivale a

at+t2c=a
b+2d=2a-+b
@ &= c=0ea=4d.
c=c
d=2c+d

Portanto,

()

Dessa forma, o ntcleo de T é o subespago vetorial gerado pela base (note
que as matrizes sdo 1.i.) formada pelas matrizes

10 . 0 1
0 1 0 0/
Imagem de T: Temos que

se e somente se existir

tal que Y = AX — XA, isto é,

R O [ R
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_ at+2c b+2d _[a 2a+Db B 2c 2d—2a
N c d c 2¢c+d] \o0o -2
1 0 0 1
=2c (0 _]>+2(d—a) <O O)’

ou seja, a imagem de T é gerada pela base (note que as matrizes sdo L.i.)

formada pelas matrizes
1 0 . 0 1
0 —1 0 0)°

Uma outra maneira para encontrar uma base da imagem de T é fazer
uso da prova do teorema [8.33] Isto é, sabemos que

5) e o)

formam uma base do ntcleo de T e, como no referido teorema, a comple-
tamos até uma base de M, como, por exemplo,

10 01 00 . 00
0 1/’\0 0/)’\1 0 0 1
e, pelo mesmo teorema,
00 2 0 00 0 1
formam uma base da imagem de T. U

Definicao 8.38 Dizemos que T € .Z(U) é idempotente se T> =T.

Exemplo 8.39 [: U — U, a identidade de U €é idempotente.
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Exemplo 8.40 T:R? — R? dada por T(x,y) = (x,0) é idempotente.

Note que
T2 (x,y) = T(x,0) = (x,0) = T(x,y).

Proposigao 8.41 Mostre que se T € Z(U) € idempotente entdo
U=T(U) e A(T).
Prova: Dado u € U podemos escrever
u=Tu)+ (u—T(u)).

Claramente, T(u) e T(W e T(u—T(u)) = T(u)—=T*(u) = T(u)—=T(u) = 0.
Logo, U =T(U) 4+ A4 (T) e resta mostrarmos que a soma ¢ direta.

Seue T(U) NA(T) entdo existe v € U tal que w=T(v) e T(u) =0.
Porém, como T = T2, temos

u=TW)=T*Wv)=T(TW)) =T(u) =0,

ou seja, T(U) N A4(T) ={0}. 1

8.4 Isomorfismo e Automorfismo

Definicao 8.42 Dizemos que uma transformacgdo linear T: U — V €
1somorfismo quando ela for biyetora. No caso em que U =YV diremos
que T € um automorfismo.

Definicao 8.43 Dizemos que os espagos vetoriais U e V sdo 1somorfos
se existir um tsomorfismo T: U — V.

As seguintes transformagdes sdo exemplos de isomorfismos e, portanto,
os respectivos espagos vetoriais sdo isomorfos.



104 CAPITULO 8. TRANSFORMAGCOES LINEARES

1. T:U — U dada por T(u) = u.
2. T:R™ = 2, 1(R) dada por T(x1,...,Xn) = X1 + Xt 4 - - + x, "7,

3. T: Myxn — R™ que associa a cada matriz A = (ay) de Muyxn 0
seguinte elemento de R™

(an,...,am,...,am1,...,amn).

Ex. Resolvido 8.44 Verifique se T(x,y,z) = (x —y,x —z,z—y) € um
automorfismo de R.

Resolugao: Se T(x,y,z) = (0,0,0) entdo

x—y =0

x—z=0 <—x=y=2z

z—y =0
Logo, T n&o é injetora, pois T(1,1,1) = (0,0,0). Assim, T ndo é um
isomorfismo. O

Proposicao 8.45 Se T: U — V é um isomorfismo e U tem dimensado
finita entdo dimU = dim V.

Prova: Como T é injetora, .4 (T) = {0} e, portanto, dim .4 (T) = 0. Como
T é sobrejetora, T(U) = V. Segue do teorema do niicleo e da imagem B8.33]
que

dimU = dim A4(T) 4+ dim T(U) = dim V.

Corolario 8.46 Se T: U — V é um isomorfismo e V tem dimensao
finita entdo dimU = dim V.
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Prova: Note que T~' : V — U é um isomorfismo e dimV ¢ finita. Assim,
pela proposicao [8.45 temos que

dimU = dim V.
|
Proposicao 8.47 Sejam U e V espagos de dimensao n. Se uy,..., U,
€ Vi,..., vq formam bases de U e V, respectivamente, entdo
Taquw + -+ xqUn) =XVi 4+ +XqVny  Xiy..oy Xy € R
define um tsomorfismo entre U e V. Note que T(w;) =vj, j=1,...,n.

Prova: Primeiramente, note que T, de fato, define uma fungdo pois as
coordenadas de um vetor com relagdo a uma base sdo unicamente deter-
minadas por ele e pela base.

Verifiquemos que T é linear.

Dados wy,w; € U, podemos escrever

n n
wy = E Xiuy € w; = E Yil,
i=1 i=1

com xi, Yy € Ryi=1,...,n. Se A\;,A\; € R, temos

TAw +2Aw,) =T <Z(7\1Xi + 7\21Ji)ui> = Z(in + Ayi) v

i=1 i=1

n n

=MD xivit A )y =MT(wy) + AT (wy).

i=1 i=1
Sejaw =Y ', x;u; tal que T(w) = 0. Mas T(w) = xjvi+- - - +xyvn =0

e, portanto, x; = --- = x, = 0, ou seja, w = 0. Portanto, T é injetora e

pelo coroldrio segue-se que T é um isomorfismo. |
As 1ltimas proposigdes resultam no seguinte
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Corolario 8.48 Doz1s espacos vetoriais de dimensdo finita sGo isomor-
fos se e somente se tém a mesma dimensdo.

Combinando o corolédrio acima com a proposigao [8.45 vemos que dois
espagos de dimensdo finita sdo isomorfos se e somente se eles possuem a
mesma dimensao.

Corolario 8.49 Se U € um espaco vetorial de dimensdon eV é um
espaco vetorial de dimensdo m entdo £ (U,V) € isomorfo a M, xn.

Prova: Note que tanto .Z(U,V) como M, . tém a mesma dimensio:
mn. [

8.5 Matriz de uma Transformacgao Linear

8.5.1 Definicao e Exemplos

Sejam U e V espacgos vetoriais de dimensdo finita. Fixemos uma base B de

U formada por vetores uy,...,u, e uma base C de V formada por vetores
ViyeooyVim. Se T € Z(U,V) podemos escrever
T(Llj):a]]vl—’_"'—’_am]vm’ :1)---’11.

A matriz

ann a2 ... Qin

a dzp ... Qn

6 MTTI.XTl
AQnl Am2 ... Qmn

é chamada de matriz da transformagdo T com relagdo as bases Be Ce é
denotada por [T]gc. No caso em que U =V e B = C usaremos a notagéo
[Tlg.
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Ex. Resolvido 8.50 Encontre a matriz de T : R® — R? dada por
T(x,y,z) = (x +y,x —z) com relagdo ds bases candnicas de R> e R

Resolugao: Temos

T(0,1,0) = (1,0) = 1(1,0) +0(0,1) e
T(0,0,1) = (0,—1) = 0(1,0) — 1(0, 1).

1 1 0
[T]B,c=<1 0 _]>-

Ex. Resolvido 8.51 Encontre a matriz de T : R} — R? dada por
T(x,y,z) = (x+y,x—2z) com relagdo as bases B{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
de R3 e D ={(1,1),(0,1)} de R?

Assim,

0

Resolugao: Temos
T(1>050) = (L” = 1“)” +O(031)3

T(0,1,0) =(1,0) =1(1,1) —=1(0,1) e

T(0,0,1) = (0,—1) = 0(1,1) — 1(0, 1).

1 1 0
(Mlegp = <0 1 _1> .

Assim,
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Ex. 8.52 Sejam U e V espagos vetoriats com bases B ={uy,...,u,} e
C ={vi,..., v}, respectivamente. Fizeic{1,...,n} eje{l,...,m} e
defina Ty; € £ (U, V) como na prova do teorema[8.8, isto €, T € dada
por

T(xiw + - - - + xpUy) = X5, Xly..eyXn € R.

Note que

v; sei=k
Ti(w) = )
0sei#k

Ovi 4+ 0vj_g + v+ 0vj +---+0v, sSei=Kk
0 sei#k

Assim [Tlpgc =i = (519:;))3 onde

50 _ {1 se (,1) = (k1

0 caso contrdrio ,

ou seja, a matriz £ possui todos os coeficientes nulos com excegdo
daquele que ocupa a j-ésima linha e da i-ésima coluna cujo valor € 1.

8.5.2 Propriedades

Proposicao 8.53 Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita
com bases B e C, respectivamente. Se T,S € Z(U,V) e A,u € R entdo

AT 4 uSlg,c = AlTl,c + ulSls,c.

Prova: Colocando B = {w,...,un}, C = {vi,..., v}, [Tlgc = (ay) e
[S]B,C = (Bij) temos

(AT + 1) () = AT (1) + pS(u)

= Alojvi + -+ + XmjVm) + 1(B1jvi + -+ - 4 BmjVim)
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= (Aousj + uPrj)vi + - - + (Admj + HPBmj)Vim

e, desse modo,

Ao+ P 0 Aogn + U

AT + uSlgc = = A[T]g,c + u[Slg,c.

Aoy + HBm] “o Aonn + ”’an

Corolario 8.54 Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita
com bases B e C, respectivamente. Se T € £ (U, V) € a transformacgdo
nula entdo [Tlgc =0.

Proposicao 8.55 Se B e C sdo bases de um espacgo vetorial V de di-
mensdo finita e l € £ (V) € a identidade de V entdo [Ilgc = Mfé.

Prova: Sejam B ={uy,...,uy}, C ={vi,..., vy} e [Ilgc = (). Como
w = I(wy) = oqjv1 + - - + Apjvn
vé-se que (I c = ME. ]

Proposicao 8.56 Sejam U,V e W espacos vetoriats de dimensao fini-
ta. Segjam T € Z(U,V) e S € Z(V,W). Se B,C e D sdo bases de U,V
e W, respectivamente, entdo

[SoTlgp = [Slep(Tlsc.

Prova: Coloquemos B = {u,...,un}, C ={vi,...,vn}e D ={w,...,wy}.
Se [Tlg,c = (o) € [Slep = (Br) entdo

SoT(w) =S(T(y)) =S (Z ocijvi> = > oyS(w)
i=1 i=1
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m P P m
= Z K <Z Bkiwk> = Z <Z BkiO(dj) Wy.
i=1 k=1 k i—1

=1

Portanto,

[SoTlgp = (Z Bki(xij> = [Slcp(Tls,c.
i

Proposicao 8.57 Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita
com bases B e C, respectivamente. Se T € (U, V) possui inversa T~
entdo [T 'lcp = [Ty

Prova: Sejan = dimU = dim V. Temos
MeclT epg =ToT ee=cc =1
onde [, é a matriz identidade de ordem n. Analogamente,

T epMeec=[T"oTlgp = [lsp = In.

)

Portanto, [T ']cp = [T]ﬁ,]c- '

Proposicao 8.58 Seja V um espago de dimensdo finita. Se T € Z(V)
e B e C sdo bases de V entdo

[Tle,e = ME[TlgsM5.
Prova: Como [Ilgc = M& e [Ilcy = M§, temos

MEMlg sM§ = [lsc[Tspllce = MpclTles = [Tlec.

)
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Ex. Resolvido 8.59 Considere, B, a base de R* formada pelos vetores
(1,1) e (1,=1). Seja T € Z(R?) tal que

10
TB,B— (O 5)

Encontre [Tlcc, onde C € a base candnica de R’.

Resolugao: Como

1 1 1 1
(]»0) :_(1)])+_(]»_]) € (0)]) = 2(1)])_2(]»_]))

2 2
obtemos
L 1 1 1
Mp=|1 %] eMi=(Mg) =
7 T2 1T -1
Assim,
[Tlee = ME[TlgsM§ =
1 1 10 15 %1 _ 3 -2
1 —1 0 5 7 =3 -2 3
Note que

T(x,y) = T(x(1,0) +y(0,1)) =xT((1,0)) +yT((0, 1))
=x(3(1,0) = 2(0,1)) +y(—2(1,0) + 3(0, 1)) =
=x(3,-2) +y(—2,3) = (3x — 2y, 3y — 2x).
]

Proposicao 8.60 Sejam U e V espacgos vetoriais de dimensdo finita
com bases B e C, respectivamente. Se T € Z(W,V) e u € U entdo,

representando por T(u)c e ug as coordenadas dos vetores T(u) e u,
respectivamente, temos

T(u)e = [T]B,CUB-
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Prova: Coloque B = {uy,...,u,}, C={v,...,va}, [Tlgc = (o) €
(O8]
U =
aT'L
Temos

T(u) =T(law +- -+ anun) = aT(uy) + -+ an T(uy)

= (11(0611\)1 +---+ “m]vm) + e+ an(oﬁnvl +- (anvm)

= (o + -+ o)V + -+ (@1 + -+ - + A &mn ) Vi,

ou seja,
Qi+ -+ aQpn X o Kn aj
T(u)e = : = R : s
a7 &mi1 + -+ An Xmn Xm1 - Kmn an
isto é, T(U)C = [T]B)Cug. |

Proposicao 8.61 Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita
com bases B e C, respectivamente. Entdo T € Z(U,V) é um isomor-
fismo se e somente se [T]gc possui inversa.

Prova: Se T é um isomorfismo entdo pela proposigao [T]g,c possui
inversa dada por [T ']cg.

Reciprocamente, suponha que [T]gc possua inversa. Pelo coroldrio
[B.34], basta mostrar que T é injetora. Se T(u) = 0 entdo

up = [Tl T(wc = [Tl5 0 =0.

Como todas as coordenadas de u sdo iguais a zero, obtemos u = 0 e,
portanto, T é injetora. [ |
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Ex. Resolvido 8.62 Verifique se T: R? — 2(R) dada por T(a,b) =
a+ (a+b)x é um isomorfismo.

Resolucao: Consideremos as bases candnicas de R? e #;(R). Como T(1,0)
=T+xeT(0,1) =x, a matriz de T com relagdo a estas bases é dada por

()

Como a matriz acima possui inversa, segue-se que T é um isomorfismo. [J

8.6 Exercicios Resolvidos

Ex. Resolvido 8.63 Encontre uma base do nicleo e outra para a ima-
gem de T: P (R) — Z2(R) dada por T(p) =p’'+p".

Resolucao: Note que p(x) = ao + ajx + a;x*> € 4 (T) se e somente se
(a1 + 2a;x) + 2a; = 0, isto é, se e somente se a; = a, = 0. Desta forma,
p(x) € A(T) se e somente se p(x) = ao. Desta forma o polinémio 1 é uma
base de A(T).

Como 1,x,x* é uma base de #;(R) que completa a base de .4 (T),
vemos que pela demonstragio do teorema8.33, T(x) =1e T(x?) =2x+2
formam uma base da imagem de T. U

Ex. Resolvido 8.64 Encontre uma base do nicleo e outra da imagem
de T: M,(R) —» M3(R) dada por T(X) = AX+ X, onde

A:(; g).

Resolugao: Observe que se T(X) = (A+1)X, onde I é a matriz identidade
de ordem dois.
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(23

vemos que X € .4 (T) se e somente se

D69 6I6Y-6
R (VMRS et B ) B9 (i

Vé-se claramente que

2 0 0 -2
M‘_<1 o)eM2_<o 1)

formam uma base de 4 (T).

Se

A seguir, procuraremos matrizes Mz e My tais que My, ..., M, formem
uma base de M,(RR). Isto é, equivalente a encontrar M, e M3 tais que a
Unica solugdo de

OCM] + BMZ —|—'YM3—|—5M4 =0

seja a trivial.
Colocando

obtemos
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que equivale a equagao

—2 0 a x x 0
1 0 ¢ z Bl |0
0 2buylly] |0
0O 1 d t 5 0

que apresenta uma tnica solugdo se e somente se o determinante da matriz
de ordem quatro acima for diferente de zero. Como este determinante é

A=—(2c+a)2t+y)+ (2z+x)(2d + b),
vemos que A # 0 se e somente se
(2z+x)(2d+b) # (2c + a)(2t +y).

Dessa forma podemos tomar

w0 e (92

Segue da demonstracdo do teorema [8.33 que

1 =2 20 1 1 —6 2
formam uma base da imagem de T. OJ

Ex. Resolvido 8.65 Determinar uma transformagdo linear T : R —
R® cuja imagem seja gerada pelos vetores (1,2,0) e (1,1,1).

Resolucgao: Como (1,2,0) e (1,1,1) sdo linearmente independentes, o
subespago gerado por estes vetores tem dimensdo dois. Logo, a trans-
formagao procurada deverd ter necessariamente niicleo unidimensional.
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O que faremos é definir uma transformagdo tal que T(1,0,0) = (1,2,0),
T(0,1,0) =(1,1,1) e T(0,0,1) = (0,0,0), ou seja,

T(X)U)Z) = X“)Z»O) "‘U(L ]»1) = (X+y»2x+y)9)
assim definida, é linear e satisfaz a propriedade desejada. O

Ex. Resolvido 8.66 Determinar uma T € £ (Z;(R), #(R)) cujo ni-
cleo seja gerado pelos polinémios 1+x3 e 1 —x2.

Resolucao: Como dim &; = 4 e o subespago gerado por 14+x* e 1—x? tem
dimensdo dois, vemos que a imagem da transformagdo procurada devera
ter necessariamente dimensdo dois.

O primeiro passo é completar a sequéncia de vetores 1+x>e 1 —x? a
uma base de &;(RR). Para isto, basta acrescentarmos os polinémios 1 e x,
como se Vé:

1 +Bx+y(1+x3)+8(1—x) =a+vy+5+px—x* +vyx> =0

se e somentese x =3 =y =06 =0.

Assim, as imagens dos polindmios 1 e x, pela transformacdo procurada
precisam necessariamente ser linearmente independentes. Para isto, o que
faremos é definir T: 223 — 2, talque T(1) =1, T(x) =x, T(14+x*) =0e
T(1 —x%) =0.

Dado p(x) = ap + arx + a;x? + a3x?, reescrevemos p(x) = ao + a; —
az 4+ a;x + az(1 +x3) — ax(1 —x?) e colocamos

T(p(x)) =T(ap+ a; — a3 + arx + as(1 +x3) — ay(1 —x%%))

= (ap+ az—a3)l +arx = ap + a; — a3 + arx,

que é uma transformagéo linear cujo nticleo é gerado por 1+ x% e 1 —x2.
L]
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Ex. Resolvido 8.67 Considere T : #(R) — R dado por T(p(x)) =
f;p(x)dx. Encontre a matriz de T com relagdo as bases canédnicas de
@2([@) e R.

Resolugao: Temos

O

Ex. Resolvido 8.68 Seja T : I5(R) — H(R) dado por T(p(x)) =
p’(x). Encontre a matriz de T com relagdo as bases candnicas de
Z3(R) e 25 (R).

Resolugao: Temos
TN =0=0+0x+0x* T(x)=1=1+0x+0x?
T(x}) =2x=0+2x+0x%, T(x*) =3x* =0+ 0x + 3x?

e a matriz de T com relagdo as bases candnicas é dada por

0
0
0

S O =
o N O
w o o

O

Ex. Resolvido 8.69 Seja T : R?® — R? a transformacdo linear dada
por

T(xy,z) = (x+2z,y+z,x+y + 2z).
Encontre as matrizes de T com relagdo a base candénica, C, e com
relagcao a base B formada pelos vetores

u=(1,1,2),v=(-1,1,0),w=(—1,—-1,1).
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Resolugao: Com relagdo a base candnica e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) e
e; = (0,0,1), temos

T(e;) =T(1,0,0)=(1,0,1)= e + 0Oe; + e;3
T(e;) =T(0,1,0)=(0,1,1) = 0Oe; + e + e;3
T(eS):T(OaO>1 :(131>2): er + e + 2es
e, portanto,
1 0 1
Tle=1(0 1 1
11 2

T(w=T(1,1,2)=(3,3,6) =3u= 3u + 0v + Ow
Tv)=T(-1,1,0)=(-1,1,0)=v= O0u + v + Ow
Tw)=T(-1,-1,1)=(0,0,0) = Ou + 0Ov + Ow

e, portanto,

0

Ex. Resolvido 8.70 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita
e T uma transformagdo idempotente definida em U (Cf. [8.38). Sabe-
mos, pela proposi¢do[8.41), que U = A (T)&T(U). Seja B uma base de

U formada pelos vetores w,...,u,, que formam uma base de A4 (T),
juntamente com Vi,...,Vq, que formam uma base de T(U). Encontre
Tlg.

Resolugao: Como T(u;) = --- = T(u,) = 0, pois u; € A (T) e T(vj) =

ojV1 + - -+ XgiVgq, J& que T(v;) € T(U), vemos que [T]z tem a seguinte
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forma

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 X117 (04] q
0 0 g ®qq

8.7 Exercicios

Ex. 8.71 Verifique se as transformacdes abaizo sdo lineares.

1.

2.

7.

- 4 4 4 H4 4

R = R, T(x,y,z) =x+5y —z,(x,y,z) € R3.

R - R, T(x,y,z) =x+5y —z+1,(x,y,z) € R>.

R = R, T(x,y,z) = x>+ 5y — z, (x,y,z) € R3.

M — Magr, T(X) = AX+ X, X € M1 com A € M, fiza.
: Z0(R) = Zu(R), T(p) =p" + 9", p € Zu(R).

:M; = M, T(X) = AX, X € My, onde A € M, estd fizada.

: P(R) = P(R), T(p) =p+q, p € Z2(R) e qt) =P+ 1,t € R.

Ex. 8.72 Determinar o nicleo das transformacgdes lineares abaizo e
descreva-os geometricamente.

1. T:R? - R, T(x,y) =y + 2x, (x,y) € R%

2. T:R} =R, T(x,y,z) =z —2x, (x,y,z) € R3.

3. T:R? - R: T(x,y) = (2x+ 2y, x +y), (x,y) € R,
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4 TR = RE T(xy) = (x+y,x —y), (x,y) € R%
5 T:R - R T(xy,2z) = (z—x,z—2x,z— 3x), (x,y,z) € R>.

Ex. 8.73 Determinar bases para o nicleo e para a tmagem das trans-
formacgdes lineares abaizo.

1. T:R* - R T(x,y,2) = (x +y,2x +y,3x +y), (x,y,z) € R3.

2. T:R? =R, T(x,y) =y + 2x, (x,y) € R?.

3. TIMz—)Mz,T(X)ZAX,XEMz, onde A = (; i)
4. T: P(R) = A(R), T(p) =p', p € Z2(R).

5. T: 2 (R) —» P(R), T(p) =p' +p", p € Z(R).

6. T:M; — My, T(X) =AX+X, X € My, onde A = (; ;‘ )

Ex. 8.74 Seja T:R?® = R3 um operador linear tal que

T((1,0,0)) =(2,3,1), T((1,1,0))=(5,2,7),e T((1,1,1)) =(-2,0,7).
1. Encontre T((x,y,z)) para (x,y,z) € R3.
2. T é sobrejetora? Justifique sua resposta.
3. T é ingetora? Justifique sua resposta.
4. T € byetora? Justifique sua resposta.

Ex. 8.75 Seja T : 2;(R) — % (R) um operador linear tal que
(T () =T+1t, (Tlp))(t)=t+t* e (T(p))(t) =1+1t—2t%

onde pi(t) =t', i=0,1,2.
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1. Encontre T(p) para p € Z(R).
2. T € sobrejetora? Justifique sua resposta.
3. T é ingetora? Justifique sua resposta.

4. T € byetora? justifique sua resposta.

Ex. 8.76 Seja T: M, — M; um operador linear tal que

((52))=(23) ((52))=(53)
(a))=() o (67)-(2¢)

1. Encontre T(X) para X € M,.
2. T é sobrejetora? Justifique sua resposta.

3. T é ingetora? Justifique sua resposta.

4. T € byetora? Justifique sua resposta.

Ex. 8.77 Determinar um operador linear em R* cujo nicleo é gerado
pelos vetores (1,1,0,0), (0,0,1,0).

Ex. 8.78 Determinar um operador linear em R* cujo nicleo e a ima-
gem sejam gerados pelos vetores (1,1,0,0), (0,0,1,0).

Ex. 8.79 Determinar um operador linear em R3 cujo nicleo tem di-
mensao 1.

Ex. 8.80 Determinar um operador linear em R3 cujo nicleo é gerado
pelos vetores (1,1,0), (0,0,1) e a tmagem gerado pelo vetor (1,—1,1).
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Ex. 8.81 Determinar T € Z(R3,R?Y) tal que
T(R*) =1(2,2,3,2),(3,2,0,2)].
Ex. 8.82 Determinar uma transformacdo linear T:R> — R3 tal que
T(R%) =[(1,0,0),(0,1,0), (1,1, D] e A (T) = [(1,1,1,1,1),(1,1,1,1,0)].
Ex. 8.83 Determinar uma transformagdo linear T:R?> — R? tal que
T(1,0,0) =(1,2), T(0,1,0) =(3,4), T(0,0,1)=(0,0).

Ex. 8.84 Determinar uma transformagdo linear T : R> — R3 tal que
dim A4 (T) =2, dim T(R®) = 3.

Ex. 8.85 Determinar uma transformacdo linear T : R? — R? tal que
A(T) = 1(1,0,1)].

Ex. 8.86 Determinar uma transformacdo linear T : R* — R? tal que
JV(T) = T(R4) = [(1>05 1>0)> (O> 130) ”]

Ex. 8.87 Determinar uma transformagdo linear T : R? — R3 tal que
T(Rz) = [(13 1) 1 )) (1>23 O)]

Ex. 8.88 Determinar uma transformagdo linear T : R> — R? tal que
T(R*) = [(1,1,1)] e A(T) = [(1,1)].

Ex. 8.89 Verifique se os operadores lineares em R? abaizo sdo iso-
morfismos e em caso afirmativo determinar o isomorfismo inverso.

a’) T(X)U)Z) = (X—3y _2239 _4232)

b) T(x,y,z) = (X,X—y,2X+y —z)
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Ex. 8.90 Considere o operador linear em R3 tal que
T“)O»O):(])]»”» T(O»O)]):“)O»”» F(O»1)2):(O»0)4)

Pergunta-se: T é um isomorfismo? Em caso afirmativo, obtenha o
1somorfismo inverso.

Ex. 8.91 Verifique, em cada um dos itens abaizo, se 0s espagos ve-
toriais U e V sdo 1somorfos, justificando a resposta.

1. U=R* V={(x,y,z) e R®z=0}.
2. U= Mjys, V:{p € gzﬁl(R);p/(t) =0,Vte R}.

3. U=R} V={AcMyAt=A}.

4. Uz{( g 8);aER},V:{pEﬁg(R);p’(t):O,VteR}.

Ex. 8.92 Considere T : R? = R? dada por T(x,y) = (y,x), (x,y) € R,
Determine T"(x,y), onden € N e (x,y) € R%

Ex. 8.93 Mostre que T,R,S € Z(R?), dados por T(x,y) = (x,2y),
R(x,y) = (x,x + 1Y), S(x,y) = (0,x), (x,y) € R* formam um subcon-
Junto l.1. em Z(R?).

Ex. 8.94 Sejam U, V,W espacos vetoriais, T € Z(U,V) eS € L (V,W)
tais que A (T) ={0} e A (S) ={0}. Mostre que N (SoT)={0}.

Ex. 8.95 Determinar as matrizes das sequintes transformacoes line-
ares em relagdo as bases candnicas dos respectivos espagos vetoriais.

1. T:R* - R% T(x,y,2) = (x +vy,2), (x,y,2) € R3.

2. T:R* - R, T(x,y,z,t) = 2x +y — z + 3t, (x,y,2,t) € R%.
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3. T:R— R T(x) = (x,2x,3x), x € R.

w04 )

Determinar a matriz do operador linear T : M, — M, dado por T(X) =
MX —XM, X € M; em relagao a base candnica de M,.

Ex. 896 Considere

Ex. 8.97 Seja T : R? — R? operador linear cuja matriz em relagdo a

base B = {(1,0),(1,4)} € [T]g = ( ; : ) . Determinar a matriz de T

em relacdo & base candnica de RZ.

Ex. 8.98 Seja T: 2;(R) — R transformacgdo linear definida por

1
T(p) = J p(t) dt, p € 2 (R).
-1
Determine a matriz de T em relacdo as seguintes bases.
a)B={1,4,t’},C={1}. bB)B={1,1+t,1+t+t*}, C={-2}.

Ex. 8.99 Se a matriz de um operador linear T : R> — R3 em relacdo
a base canédnica é dada por

11

A= 01 0
0 1

eseS:R — R € dado por S = 1+ T + 2T?, determinar a matriz
de S em relagdo a base canédnica de R3. Encontre também S(x,y,z),
(x,y,z) € R,
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Ex. 8.100 Seja T: P (R) — 5 (R) o operador linear dado por
T(p(t)) =pt)—p(1) pt) € Z(R).
SeB={1,t—1,(t—1)*} e C={1,t,t*} encontrar [Tlgc, [Tlg e [Tlc.

Ex. 8.101 Seja B = {ey, ez, e3} uma base de um espago vetorial V. Se
T,S:V — V sdo operadores lineares em V tais que

T(e1) = 2e; — 3e; + €3 S(e;) = 3e; + 2e,
T(e)) = e+ e S(er) =e1—ex—e3
T(eg) =e+e3 5(63) =e;+e —2e;

Determine as sequintes matrizes [Tlg, [Slg, [SoTlg, [S*+1]g e [T>—S%g.

Ex. 8.102 Sejam U = R3 , V = R?, B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e
C ={(1,0), (0,1)} bases de U e V, respectivamente. Encontrar, em
cada um dos itens abaizo, T € Z(U,V) tal que [T]gc seja a matriz;

123 00 1 10 5 -3
“)<451> b)<o1o> C)<2—14>

Ex. 8.103 Sejam V espaco vetorial e T : V — V um operador linear
idempotente, isto é, T?> =T. Mostrar que V = 4 (T) @ T(V).

Ex. 8.104 Seja T:R3> — R3 0 operador linear dado por
T(xy,2) = B, x—y,2x+y+2),  (xy,z) eR’.

Mostre que (T?—1)o (T —3I) =0.
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Capitulo 9

Autovalores e Autovetores

9.1 Definicao, Exemplos e Propriedades

Considere um operador linear T € Z(V) e um subespago U C V. Se
a imagem de U por T for um subconjunto (na verdade é um subespago
vetorial) de U dizemos que U é um subespago invariante por T, isto é,
T(U) c U. Desta forma, a restricio de T ao subespago U, denotada por
Tu, pertence a .Z(U). Como veremos no préximo capitulo, isto facilitara
muitas vezes a compreensdao de como age um operador linear, pois, sem
duvida, é mais simples estuda-lo em subespagos de dimensdes mais baixas.

E 6bvio que os subespagos {0} e V sdo invariantes por qualquer T €
Z(V). Vejamos o que é preciso acontecer para que exista um subespaco
invariante de dimensdo um. Obviamente precisamos que V # {0}. Como
todo subespago de dimensdo um é gerado por um vetor ndo nulo, vemos
que U = [u] C V, u # 0 é invariante por T se e somente se para todo « € R
tivermos T(ou) € [u], ou seja, se existir B € R tal que T(oxu) = Bu, que
para o # 0 é equivalente a existir 3 tal que T(u) = (f/x)u, para algum
u # 0. Isto sugere a seguinte definicao:

Definicao 9.1 Sejam U um espago vetorial e T € £ (U). Dizemos que

127
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um vetor ndao nulo uw € U é um autovetor de T se existir A € R tal que
T(u) = Au.

Observagao 9.2 Se u # 0 € tal que T(u) = Au = pu entdo A = . De
fato, esta igualdade tmplica que (A — p)u =0, ou seja, A —u=0.

Defini¢ao 9.3 Sejam U um espaco vetorial, T € Z(U) e u um auto-
vetor de T. O numero A tal que T(u) = Au € chamado de autovalor de
T associado ao autovetor u.

Definicao 9.4 Sejam U um espaco vetorial, T € Z(U) e A um auto-
valor de T. Seja 1: U — U a identidade. O subespaco vetorial

VA ={ue U;T(u) =Aul = A4(T—AI)

é chamado de subespaco prdprio do autovalor A\. Se U tem dimensdo
finita, diremos que a dimensdo de V(A) é a multiplicidade geométrica
de A.

Observagao 9.5 Note que todo u € V(A), u# 0, é um autovetor de T
associado ao autovalor A.

Observacao 9.6 V(A) é um subespacgo invariante por T, isto €,
T(V(A)) C V(A).

Basta notar que se u € V(A) entdo T(u) =Au € V(A).

Ex. Resolvido 9.7 Seja T : R> — R? dada por T(x,y) = (y,4x). En-
contre os autovalores de T, os respectivos subespagcos proprios e a
multiplictdade geométrica de cada autovalor.
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Resolugao: A € R é um autovalor de T se e somente se existir (x,y) #
(0,0) tal que T(x,y) = A(x,y), ou seja, se e somente se existir (x,y) #
(0,0) tal que (y,4x) = (Ax,Ay). Isto equivale a que o sistema

y—Ax=0
4x —Ay =0

possua uma solugdo nao trivial. Isto acontece se e somente se o determi-

nante da matriz
A 1
4 —A

for igual a zero. Como este determinante é A?> — 4, vemos que os tinicos
autovalores de T sdo A\; = —2 e A, = 2. Temos

V(=2) = {(x,y) € R% (y,4x) = —2(x,y)}

={(xy) e RH=2x =y} = [(1,-2)].
Assim, a multiplicidade geométrica de —2 é um.
Também,

V(z) :{(X»y) € Rz; (9347() = 2(7(»9)} = {(X)y) € Rz;zx = y} = [(1»2)]

Assim, a multiplicidade geométrica de 2 é um.
Note que (1,—2) é um autovetor associado ao autovalor —2 e e (1,2) é
um autovetor associado ao autovalor 2. 0

Ex. Resolvido 9.8 Ainda com relagdo ao exercicio anterior, encon-
tre a matriz de T com relagdo a base (1,—2) e (1,2) formada pelos
autovetores de T.

Resolugao: Temos

T(],—Z) = (_2>4) = _2(1>_2)
T“,Z) = (234) = 0(1>_2)
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Logo, a matriz de T com relagdo a esta base é a matriz diagonal
-2 0
0 2)°

Ex. Resolvido 9.9 Faca o mesmo que se pede no ezercicio [9.7] para
a transformagdo T(x,y) = (—y, x).

0

Resolugao: A € R é um autovalor de T se e somente se existir (x,y)
(0,0) tal que T(x,y) = A(x,y), ou seja, se e somente se existir (x,y)
(0,0) tal que (—y,x) = (Ax, Ay). Isto equivale a que o sistema

”
-

Ax+y =0
x—Ay =20

possua uma solucdo ndo trivial. Isto acontece se e somente se o determi-

nante da matriz
A
1T —A

for igual a zero. Como este determinante é —A> — 1 < 0, vemos que néo
existem autovalores associados a transformacgdo T. OJ

Ex. Resolvido 9.10 Seja T : Z,(R) — Z.(R) dada por T(p(x)) =
p’(x). Verifique que O é o unico autovalor desta transformagdo. En-
contre V(0).

Resolucao: Note que A € R é um autovalor de T se e somente se existir
p(x) # 0 tal que p’(x) = Ap(x). Se A # 0 esta equagdo s6 é verdadeira
para o polindmio nulo, posto que para qualquer outro polinémio os graus
de p’(x) e Ap(x) sdo distintos. Desta forma, A # 0 nédo é autovalor de T.
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Agora, se A =0, entdo p’(x) = 0 apresenta como solugdo todos os po-
lindmios constantes. Logo, A = 0 é um autovalor associado, por exemplo,
ao autovetor p(x) = 1.

Quanto a V(0), basta ver que V(0) = A47(T) = [1], isto é, o subespago
gerado pelo polinémio 1. O

Ex. Resolvido 9.11 Seja T : R — R? dada por T(x,y,z) = (x,y,x).
Encontre os autovalores de T, os respectivos subespagos préprios e a
multiplictdade geométrica de cada autovalor.

Resolucao: Veja que A € R é um autovalor de T se e somente se existir
(x,y,z) # (0,0,0) tal que T(x,y,z) = A(x,y,z), isto é, se e somente se
existir (x,y,z) # (0,0,0) tal que (x,y,x) = (Ax,Ay,Az). Isto equivale a
que o sistema

(1—A)x=0
(1T—=A)y=0
Az—x=0

possua uma solugdo nao trivial. Isto acontece se e somente se o determi-
nante da matriz

T-A 0 0
0O 1—-A0
—1 0 A

for igual a zero. Como este determinante é A(1 —A)?, vemos que 0s 1inicos
autovaloresde T sdo Ay =0e Ay = 1.
Quanto aos subespagos préprios, temos

V(O) = {(X»y»z) € R3; (X»U»X) = (O»O) O)} = [(O»O) ])]

Assim, a multiplicidade geométrica de 0 é um.

V(” = {(X,y,l) € RS; (X)y)x) = (x,y,z)} :{(X»yyz) € R3;X = Z}
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- [(O>1)O)a (13())”]

Assim, a multiplicidade geométrica de 1 é dois.

Proposicao 9.12 Sejam U um espaco vetorial de dimensdo finita e

T em Z(U). Suponha que T possua autovetores u,...,w, associados
a autovalores Ay, ..., A, respectivamente. Se Ay # Aj, quando i # )
entdo uy,...,u, sdo linearmente independentes.

Prova: A prova serd por indugdo sobre o numero de autovalores. Se
1wy + Bru, = 0 entdo

T(B1w + Bowz) = B1T(wy) + B2T(uz) = BrAdur + B2Au, = 0.

Portanto, 32(A; —A;)u; =0 e, como u; # 0 e A; # Ay, resulta que 3, = 0.
Dai, f;u; = 0 e, como u; # 0, temos [3; = 0. Portanto, u; e u, sdo
linearmente independentes.

Suponhamos, como hipétese de indugdo, que n—1 autovetores de uma
transformacgdo linear associados a n—1 autovalores dois a dois distintos se-
jam linearmente independentes. Devemos mostrar que o mesmo resultado
vale para n autovetores associados a n autovalores dois a dois distintos.

Sejam entdo wy,...,u, autovetores associados aos autovalores A4, ...,
An, dois a dois distintos. Se wu;,...,u, ndo fossem linearmente indepen-
dentes, pelo menos um deles se escreveria como combinagdo linear dos
outros. Para simplificar a notagdo, suponhamos que

U = oUr + - 4 Ky (9.13)
entao
Tlw) =Tleoouy + -+ ) = oo T(w) + -+ - + o T(uy)

?\1u1 = OCz)\zuz +--- ocn7\nun, (9.14)
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De e resulta que
0=oca(Az—A)uz+ -+ (A — AUy
e pela hipétese de indugao,
(A —A) = = an(An — A1) =0,
mas como A; # Aj para j = 2,...,n, temos
o =-=ua, =0.

Assim, pela equagdo 0.13, w; = 0, o que é impossivel pois u; é um auto-
vetor. |

Proposicao 9.15 Sejam U um espaco vetorial de dimensdo finita e
T em Z(U). Suponha que T possua autovalores Aq,...,A,, distintos.
Entdo a soma dos subespagos proprios de T € direta, 1sto €, para cada
j=1,...,n, temos

VIA) N (VA + -+ V(A1) + V(Aa) + -+ V(AL)) = {0}

Prova: A prova serd por indugdo sobre o nimero de autovalores. Primei-

ramente, mostremos que V(A1) N V(A;) ={0}. Fixe v%”, .. .,vﬂi uma base

de V(A) e v1 - v% uma base de V(A;). Se u € V(A;) N V(A;) entdo

u= oc%”vg” ool = aﬁ”v%” + 4oV (9.16)

my mp " mp
Logo, T(u) é dado por
1 1 2 2
oGTO) e TR = g T ) + -+ 2D TOR)),
ou seja,

oc%”)nvg” +- 4 ocglp\]vﬂi = ocgz))\zvgz) +- 4 ocgﬁ)z?\zv](i)z. (9.17)
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Multiplicando a equagdo por A; e subtraindo-a de [0.17, obtemos
0(22) (7\2 — 7\1 )ng) + -+ 0(;21)2 (7\2 - 7\1 )\)g)z =0.
(2) (2)

Como v;”,...,vm, é uma base de V(A;), temos
0622)(7\2—7\1) == ch)z(xz—xﬂ =0
e, como A; # Ay, resulta que ocgz) == odf)z = 0. Segue-se de [0.16] que

u=20.

Suponhamos agora, por indugdo, que a soma de n— 1 espagos préprios
de T referentes a n—1 autovalores distintos seja direta. Precisamos mostrar
que este resultado é valido quando T apresenta n autovalores distintos.

Para cada j = 1,...,n selecione uma base B; de V(A;) constituida
por vetores que denotaremos por v%j),...,v@j. Note que cada v?) é um
autovetor associado ao autovalor A; e que m; é a multiplicidade geométrica
deste autovalor.

Se
ue VAN (VM) 4+ -+ V(A1) + VA1) + -+ V(AL)),

entdo
(3),,0)

(Mm,,m
1

T i) (g 1)

(
Vi
)
1 Mn M

(-1

ji—1

j—

Assim, T(u) é dado por

o TO) -+ o TOR) = o Tw) 4
+ o T + oI TOT ) 4 o T
isto é,

ocﬁ”?\jvgj) T a@j)\jvg)j _ ocﬁ”hvﬁ” T
- ._ i o
+ ol AV o T AT A (9.19)

m
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Multiplicando a equagdo por A; e subtraindo-a de 0.19], obtemos

1 1 i i
OC% )(7\] — }\j)\)g ) +--- 1+ (XLJH_]]) (7\]'_] — 7\]')\)(] ”"‘

mj_1

ocﬁ””(?\j“ — Aj)vgjﬂ) + -4 ocﬁ‘i(?\n — ?\j)viﬂi =0

Usando a nossa hipétese de indugdo e o fato que A; # A;, quando i # j,

obtemos o} = --- = «}, =0 paratodoi=1,...,j—1,j41,...,n. Disto
e da equacgdo resulta que u = 0. Como queriamos. 1

9.2 Polinomio Caracteristico

Definicao 9.20 Dada A € M, «,, definimos o polinémio caracteristico
de A como sendo o determinante

pa(A) = det (A — AT,

onde 1 é a matriz identidade de ordem n.

Definicao 9.21 Sejam A,B € M, . Dizemos que A e B sdo seme-
lhantes se existir M € M, tnvertivel tal que A = M~'BM.

Ex. Resolvido 9.22 Prove que se A é semelhante a B entdo B € se-
melhante a A.

Resolucao: Existe M € M, invertivel tal que A = M~'BM. Segue que
B = MAM™'. Tomando N = M™', obtemos B = N'AN, isto é, B é
semelhante a A. O

Proposicao 9.23 Se A,B € M, «n sdo matrizes semelhantes entdo
seus polinémzios caracteristicos sdo 1guais.
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Prova: Temos
pa(A) = det (A —AI) = det (M'BM — AM'IM)

= det (M (BM —AIM)) = det (M~ (B —AI)M)

= det M "det (B —AI)det M = det (B — AI) det M = pg(A).

det M

|

Lembre que se T € .Z(U), onde U é um espago vetorial de dimensédo
finita, e se B e C sdo bases de U entao

1

[Te = M[TlgM§ = [Mg]  [TlsM5.

Desta forma, p,(A) = pm(A), ou seja, o polinédmio caracteristico da
matriz de uma transformagdo linear independe da escolha da base. Po-
demos assim, sem causar ambiguidades, definir o polindmio caracteristico
do operador linear T como sendo

pr(A) =pmg (A),
onde B é uma base qualquer de U.
Ex. Resolvido 9.24 Seja T :R?* — R? dada por
T(x,y) = (ax + by, cx + dy).
Encontre pr(A).

Resolucao: Usaremos a base canénica, C, de R?. Como T(1,0) = (a,c) e
T(0,1) = (b,d), vemos que
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priN) = det (( 3)”@ ?)>

= det <a—7\ b )z)\z—(a+d)7\+ad—bc.

Assim,

c d—A
O

Proposicao 9.25 Sejam U um espaco vetorial de dimensdo finita e T
em Z(U). Entao, A é um autovalor de T se e somente se pr(A) = 0.
Em outras, palavras, os autovalores de T sdo as raizes reais de seu
polinémio caracteristico.

Prova: Fixe B uma base de U.

Suponha que A seja um autovalor de T. Entdo existe u # 0 tal que
T(u) = Au, ou seja, (T — AI)(u) = 0. Desta forma, vemos que a trans-
formagdo linear T — Al : U — U ndo € injetora e, consequentemente, ndo
é um isomorfismo. Disto resulta que [T — Allg ndo é invertivel, ou equiva-
lentemente, pr(A) = det [T — Allg = 0.

Reciprocamente, se pr(A) = 0 entdo a matriz [T — Allg tem determi-
nante nulo. Isto implica que a transformagdo T — AI : U — U ndo é
um isomorfismo e, portanto, ndo é injetora. Logo, existe u # 0 tal que
(T —AI)(u) = 0. Portanto, T(u) = Au, u # 0, isto é, A é um autovalor de
T. 1

Exercicio 9.26 Refaca os ezercicios resolvidos [9.7, [9.9, el9.11
tendo como base a proposi¢do anterior.

Definicao 9.27 Sejam U um espaco vetorial de dimensao finita e
T € Z(U). Se A é€ um autovalor de T, definimos a multiplictdade
algébrica de A como sendo a multiplictdade de A como raiz do po-
linémao caracteristico de T.
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Proposicao 9.28 Sejam U um espaco vetorial de dimensdo finita e
T em Z(U). Se A\, € um autovalor de T entdo a sua multiplictdade
geométrica nao excede a sua multiplictdade algébrica.

Prova: Seja n a dimensao de U. Denotemos por m e r as multiplicidades
algébrica e geométrica de A,, respectivamente.

Como dim V(A,) = 1, existem uy,...,u, € V(A,) linearmente indepen-
dentes. Completando estes vetores a uma base de U, vemos que a matriz
de T com relagdo a esta base é da forma

)\0 e 0
. Arx(n—r)
0 Ao
TXT
O(nfr) XT B (n—r)x(n—r)

nxn
vemos que o fator (A —A,)" aparece na fatoragido do polinémio pr(A). Por
outro lado, como a multiplicidade algébrica de A, é m, obtemos r < m. 1

Ex. Resolvido 9.29 Seja T :R?* — R? dada por
T(x,y) = (ax + by, cx + dy).

Analise quando esta transformacdo possui autovalores e o numero
deles.

Resolucao: Sabemos do exercicio resolvido que
pr(A) =A? — (a4 d)A + ad — be.

Pela proposigdo [0.25 temos que A é um autovalor de T se e somente se
pr(A) =0, isto é, se e somente se

M —(a+dA+ad—bc=0
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e esta equagio possui solugio (real) se e somente se (a+d)*—4(ad—bc) >
0. Quando (a + d)*> = 4(ad — bc) vemos que T apresenta somente um
autovalor, dado por (a + d)/2; quando (a + d)> —4(ad —bc) > 0, T
apresenta dois autovalores distintos dados por

a+d++/(a+d)?—4(ad —bc) . Ot d—+/(a+d)?—4(ad — be)
2 2

Ex. Resolvido 9.30 Sejam p(t) = ap+- -+ ant™ um polinémio e A €
M.,.. Defina p(A) = apln+- - -+ anA™, onde I,, é a matriz identidade de
ordem n. Mostre que se A é semelhante a B entdo p(A) é semelhante
a p(B).

Resolucao: Existe M € M,, invertivel tal que A = M~'BM. Desta forma,
A? = MT'BMM'BM = M 'B’M e, indutivamente, A} = M~ 'BIM,
jeN.

Assim,

p(A) = aln+ -+ anA™ = aM ', M + - + ayM 'B™M =
=M aoly -+ anB™M = M 'p(B)M.

O

Ex. Resolvido 9.31 Sejam p(t) = ap + -+ + ant™ um polinémio e
T e Z(U). Definimos p(T) = apl +--- + a,T™, onde I é a tdentidade
de U. Se B € uma base de U mostre que [p(T)lg = p([Tls).

Resolugao: Pelas proposigdes B.53 e [8.56] temos que

p(Mlg =Tlacl+ -+ anT™g = aollls + - - - + an[TIg = p([Tls).
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9.3 Exercicios

Ex. 9.32 Encontrar os autovalores e autovetores de T € £(V) nos
sequintes casos:

a) V=R T(x,y) = (x +y,x —y).
b) V:Rsr T(]»O)O) = (2»0)0); T(O»1)O) = (2»1)2); T(O)O»1) = (3)2»1)
3100
0 300 )
J— 4 _ < ~ 4
c) V=R"e[Tlg = 0040 |’ onde B € base candnica de R”.
00 0 3

Ex. 9.33

a) Seja A € M, uma matriz triangular, isto é, A = (ay) onde a; =0,
sempre que i > j (ou sempre que i < j). Qual o polinémio carac-
teristico de A ?

b) Sejam A,;B € M, matrizes triangulares com a mesma diagonal
principal. Eziste alguma relagdo entre seus polinémios caracteristi-
cos? Qual?

c) Mostre que se A é autovalor de T € £ (V) entdo A" é autovalor de
T".

d) Mostre que sep = p(t) é um polinémio e A é autovalor de T € £(V)
entdo p(A) € autovalor de p(T), onde p(T) = agl + ay T+ -+ + a,T",
comp(t) =ap+ art+---+ a,t™.



Capitulo 10

Diagonalizacao

10.1 Definicao e Caracterizacao

SEjam U um espago vetorial de dimenséo finita e T € Z(U). Dizemos
que T é diagonalizdvel se existir uma base de U formada por autovetores
de T.

Note que se T € Z(U) é diagonalizavel e se u;,...,u, formam uma
base B de U formada por autovetores de T associados, respectivamente,
aos autovalores Aj,...,A,, entdo a matriz de T com relagdo a esta base é

A0 oo 0

0 A -+ 0
[T]B - . . . . )

0 0 - Ay

ou seja, [T]g € uma matriz diagonal, isto é, uma matriz quadrada (a;;) tal
que ai =0 se i #j.

Reciprocamente, se existir uma base C ={vy,...,v,} de U com relagéo
a qual a matriz de T € .Z(U) é diagonal, isto é, todos os seus coeficientes

141
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fora da diagonal principal sdo nulos, entdo T é diagonalizdvel. De fato, se

w 0 -+ 0
0 w --- 0
Me=]|. >
0 0 - M

entdo, pela prépria definicio de matriz de uma transformacao linear, ve-
mos que T(vi) = wyvi,..., T(vh) = uyvn, ou seja, a base C é formada por
autovetores de T. Resumiremos este fato no seguinte

Teorema 10.1 Sejam U um espacgo vetorial de dimensdo finita e T €
Z(U). Entao T € diagonalizdvel se e somente se existir uma base de
U com relagao a qual a matriz de T € diagonal.

Note que se T € Z(U) é diagonalizavel entdo existe uma base B for-
mada por autovetores de T com relacdo a qual a matriz de T é diagonal.
Se C é uma outra base de U sabemos que [Tl = (ME&)'[TIcM2E. Esta
ultima igualdade nos sugere a seguinte

Definigao 10.2 Dizemos que uma matriz A € M, «n € diagonalizdvel
se existir M € My tnvertivel tal que M—'AM seja uma matriz dia-
gonal.

Proposicao 10.3 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita, T €
Z(U) e C uma base qualquer de U. Entdo T é diagonalizdvel se e
somente se a matriz [T]c for diagonalizdvel.

Prova: Ja vimos que se T for diagonalizdvel entdo [T]c é uma matriz
diagonalizavel.

Reciprocamente, suponha que [T]c seja diagonalizdvel. Assim, existe
M = (aij) € Muxn invertivel tal que M~'[T]cM é uma matriz diagonal.
Se uy,..., u, sdo os vetores da base C entdo, colocando v; = aju; +---+
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Qnjln, VEmMOS que Vi, ..., Vv, formam uma base B de U pois M ¢ invertivel.
Além do mais, M = M&. Deste modo,

[T = (M@) ' [TleM¢ = M [T]cM
é diagonal, isto é, T é diagonalizdvel. 1

Observacao 10.4 Note que pelo teorema acima, para verificar se um
operador é diagonalizdvel, basta verificar se a matriz de T com relagdo
a uma base qualquer de U € diagonalizdvel.

Suponha que A = (ai;) € M, «n seja diagonalizdvel. Vejamos como
podemos encontrar uma matriz M invertivel de modo que M~'AM seja
uma matriz diagonal. Considere T € .Z(R™) dado por

n n
T(X1yeeoyXn) = (Z Xy - - -»Z AnjX; ).
j=1 j=1

Se C é a base canénica de R™ entdo [T]c = A e pela proposigdo 10.3] T
é diagonalizdvel. Seja B uma base de R" formada por autovetores de T.
Lembrando que C é a base canénica, vemos que M = M2 é a matriz cuja
j-ésima coluna é formada pelas coordenadas do j-ésimo autovetor da base
B. Como [T]g é uma matriz diagonal e

[T = (M) '[TIcMg = M'AM
vemos que M resolve o nosso problema.

Observacao 10.5 Note que se T for diagonalizdvel, o seu polinémio
caracteristico é da forma

pr(A) = (A1 =A)--- (A —A),

onde os numeros reais Aj,...,A, sao todos os autovalores de T.
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Teorema 10.6 Sejam U um espaco vetorial de dimensao finita e T €
Z(U). Entdo, T é diagonalizdvel se e somente se os seus autovalores
Aly..., Ay forem tais que

U=VM)D--- V(AL

Prova: Se
U=VA)D---dV(A,)

entdo podemos formar uma base B de U formada por bases B; de V(A;),
j = 1,...,n. Como cada elemento de B; é um autovetor de T, segue pr
definigdo que T é diagonalizdvel.

Reciprocamente, se T for diagonalizdvel existe uma base B de U for-
mada por autovetores de T. Como cada autovetor estd associado a algum
autovalor de T, vemos que cada elemento de B estd contido em algum
V(A;). Desta forma, a soma de todos os subespagos préprios de T contém
B e, portanto, é o préprio U. Pelo teorema esta soma é direta, ou
seja,

U=VA)@---®V(AL).

Exemplo 10.7 As transformacdo do exercicio resolvido [9.7 € diago-
nalizdvel. Jd a transformagdo do[9.11] ndo € pois possur apenas dois
autoespacos cuja soma ndo é R3, isto é,

V(O) EBV(U — [(030>”> (1>03 1)] 7& R3'

Também nao € diagonalizdvel a transformagdo do exercicio resolvido
pois mao possut autovetores. Quanto a transformacdo do
vemos que também nao € diagonalizdvel se n > 1, pois todo autovetor
de T pertence a V(0), que € unidimensional, e dim &, (R) =n+1 > 2.
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Vejamos como é possivel decidir sobre a diagonalizacdo de um ope-
rador linear a partir das multiplicidades algébrica e geométrica de seus
autovalores.

Sejam U um espago vetorial de dimensdo me T € .Z(U).

Sejam Aq,...,A, os autovalores de T, dois a dois distintos. Assim, o
polindmio caracteristico de T é dado por

pr(A) = (A —=A)™ - (An = A)™q(A), (10.8)

onde m; é a multiplicidade algébrica de A; e q(A) € um polindmio que néo
tem raizes reais.

Se denotarmos por 1; a multiplicidade geométrica de A;, isto €, 1j € igual
a dim V() entdo, pelo teorema [10.6, T é diagonalizavel se e somente se
m =r1;+---+1,. Por este mesmo teorema, T é diagonalizdvel se e somente
se U possuir uma base formada pela reunido das bases dos espagos proprios
de T, visto que isto é equivalente a dizer que a soma destes subespagos é
direta. Por sua vez, a existéncia de uma tal base é equivalente que T
apresente uma matriz na forma

A - 0

0 --- A
n Tn XTh mxm
Desta forma, se T é diagonalizdvel entdo o seu polinémio caracteristico
é dado por

pr(A) = A —=A)" - (A = A), (10.9)

onde 1; € a multiplicidade geométrica de Aj, j = 1,...,n. Comparando
com 0.8 vemos que m; =715, j=1,...,n, qA)=Teri+---+1, =m.
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Reciprocamente, suponhaque my =15, j =1,...,ner+---+1, =m.
Como a multiplicidade algébrica de cada autovalor iguala a sua multipli-
cidade geométrica cada espago préprio V(A;) possui uma base B; com m;
elementos. Como my+:--4+m, =11+ --+1, = m segue de[10.8/que o grau
de q(A) é zero e que a reunido das bases B; forma uma base de U (lembre
que a soma de espagos proprios é direta) constituida por autovetores de
T. Assim, T é diagonalizdvel. Provamos assim, o seguinte

Teorema 10.10 Sejam U um espago vetorial de dimensao finita e
Te Z(U). Entdo T € diagonalizdvel se e somente se ambas condi¢des
forem verificadas

1. para cada autovalor de T as suas multiplicidades algébrica e
geométrica sao tguais,

2. a soma das multiplictdades geométricas de todos os autovalores
de T coincide com a dimensdo de U.

Corolario 10.11 Sejam U um espago vetorial de dimensaon e T €
Z(U). Se
pr(A) = (A —=A)--- (A —A),

onde Ai,..., Ay € R sao distintos entre si entdo T é diagonalizdvel.

Prova: Como os autovalores de T sdo dois a dois distintos, vé-se que as
raizes de pr(A), sdo todas simples, isto é, tém multiplicidade um. Desta
forma, se A é um autovalor de T entdo a sua multiplicidade algébrica é
um. Pela proposicdo [0.28] a multiplicidade geométrica de A é menor do
que ou igual a um. Como dim V(A) > 1, segue-se que a multiplicidade
geométrica de A é um, ou seja, igual a sua multiplicidade algébrica. |

Ex. Resolvido 10.12 Verifique se T : R® — R? dada por
T(x,y,z) = (x+2z,y+z,x+y + 2z)

é diagonalizdvel.
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Resolugao: Com relagdo a base candnica, a matriz de T é dada por

1
0
1

—_— O
N = =

Assim,
1T—A 0 1
pr(A) = det O T—-Ax 1
1 1 2—A

=(1=A(T=AN2=A)=1)+1(=(1T=A))
= (1=ANA>=3A\) =A(1 =N (A=3).

147

Desta forma, vemos que pt(A) apresenta todas as raizes reais e simples e,

pelo coroldrio [10.17] segue-se que T é diagonalizavel.

O

Ex. Resolvido 10.13 Encontre uma base de autovetores para o ope-
rador do exercicio anterior. Encontre também a matriz de T com

relagdao a esta base.

Resolugao: autovalor 0: Precisamos encontrar (x,y,z) ndo nulo tal que

T(x,y,z) = (0,0,0).

Temos

x+z=0

X=Yy=—z

y+z=0 — = x=Yy=—z
x+y+2z=0

x+y+2z=0

assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 0, o vetor

u=(1,1,-1).
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autovalor 1: Neste casos precisamos encontrar (x,y,z) ndo nulo tal
que T(x,y,z) = (x,y, z). Temos

X+z=x
z=0
ytz=y (:){ )
X —
x+y+2z=z

assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 1, o vetor
v=(1,-1,0).
autovalor 3: Agora precisamos encontrar (x,y,z) # (0,0,0) satisfa-

zendo
T(X) Y, Z) = (SX) 39) 3Z)

Temos
X +z=3x
y+z=23y = z=2x= 2y,
x+y+2z=3z

assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 3, o vetor
w=(1,1,2).

E claro que a matriz de T com relagio a base formada por u,v e w é
dada por

S O O
o = O
w o o

O

Ex. Resolvido 10.14 Seja T : R? — R? cuja matriz com relagdo a
alguma base é dada por
a b
A= .

Mostre que T diagonalizdvel.
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Resolucgao: O polindmio caracteristico de T é dado por
pr(A) =A% — (a4 c)A + ac — b2,

Vemos que pr(A) apresenta duas raizes reais simples, isto é, com multi-
plicidade um, se e somente se o discriminante (a + ¢)? — 4(ac — b?) for
positivo. Assim,

(a+c)?—4(ac—b*) =a’+c*—2ac+4b*> = (a—c)* +4b* >0

se e somente se a # c ou b # 0. Vemos assim que, se a # c ou b # 0 as
multiplicidades algébrica e geométrica de cada um dos autovalores de T
(as rafzes de pr(A)) coincidem e, portanto, T é diagonalizavel.

Se a =c e b =0 entdo vé-se claramente que T é diagonalizdvel pois,
neste caso, A é diagonal. O

Ex. Resolvido 10.15 Verifigue se T: Z;(R) — Z,(R) dado por
T(p(t)) =p"(t) —2p’(t) +p(t)
é diagonalizdvel.

Resolucao: A matriz de T com relagdo a base candnica é dada por

1 -2 2
A=[0o 1 —4
0 0 1

Assim, Pr(A) = (1 —A)3 e, desta forma, 1 é o tinico autovalor de T. Como
pelo teorema [10.10] T é diagonalizdvel se e somente se dim V(1) = 3,
vejamos qual é a dimensdo deste subespago préprio.

0o -2 2 X 0
p)=x+yt+zt?e V()= |0 0 —4 yl=1|{0
0O 0 0 z 0

=S y=z=0p(t)=x

Portanto, V(1) = [1] e T nédo é diagonalizdvel. O
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Ex. Resolvido 10.16 Verifique se T : R* = R* dada por
T(x,y,z,t) = (x+y,y,2z+ 1,2z + 1)
€ diagonalizdvel. Encontre também os espac¢os préprios de T.

Resolugao: A matriz de T com relagdo a base candnica é dada por

o ©C o ==
CcC C©C - —
NN O O
—_—— O O

e o0 seu polindémio caracteristico é

1

pr(A) = det = (1=M2=N(1 -7 -2)

o o o |
o
N
|
>
—_—

= (1=A?A2=3N) =AA=3)(1 =N~

() autovalor 0:

(X)U)Z)t) € V(O) — (X+y,y,2Z—|—t,2Z—|—t) = (O»O)O»O)

x+y=20
=0
— K

2z4+t=0

22+t=0
X:y =

S = (x,y,z,t) =2z(0,0,1,-2).

t=-22

Logo, V(0) = [(0,0,1,—2)].
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(1) autovalor 3:

(X,U,Z,t) € V(Q3) (x+y,y,22—|—t,22—|—t) = (3X>39>32>3t)

x+y =3x

= = (x,y,z,t) =2z(0,0,1,1).
22+t=32 t=2z
22+t =3t

Logo, V(3) = [(0,0,1,1)].
(12) autovalor 1:

X+y=x
y=y L -
— —=y=z=t=0& (x,y,z,t) =x(1,0,0,0).
22+t=12z
2z2+t=1t

Logo, V(1) = [(1,0,0,0)].
Como a multiplicidade algébrica do autovalor 1 é dois e a sua multi-
plicidade geométrica é um, vemos que T nao é diagonalizdvel. O

Ex. Resolvido 10.17 Ainda com relagdo ao operador do ezxercicio
anterior, encontre a matriz de T com relacdo a base B formada pelos
vetores

u= (030)13_2))\): (0)031)]))“}: (]»O)O»O) e p= (O)]»O)O)

Resolugao: J4 sabemos que T(u) = 0, T(v) = 3v e T(w) = w. Agora,
como
T(P) :T(O»1)O»O) = (]»1)030) =w-+p,
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vemos que
0000
0300
Te=10 01 1
0 0 01
[
Ex. Resolvido 10.18 Seja T € Z(U) um operador diagonalizdvel com
autovetores Aj,..., Ay, onde n = dimU. Dados xi,...,x, € R, denote
por D(xi,...,xn) = (ay5) a matriz diagonal tal que ay = X;.

Seja p(t) = ap + ait- -+ anpt™ um polinémio. Sejam B uma base
de autovalores de U tal que [T]g = D(Ay,...,An) e C uma base de U.
Mostre que [p(T)lc € semelhante a D(p(A1),...,P(An)).

Resolugao: Como [T]c = (MS)7'[T]gMS§ temos pelo exercicios resolvidos
9.30 e @.3T que [p(T)lc = (M§)'p(T)zM§. Mas

(Ml =lagl + a1 T+ -+ anT™p = aoln + a1[Tlg + - - - + an[TIF
=aD(1,...; 1)+ a1D(Ayy ..., An) + -+ anD(Aq, .. AT
=aqD(1,...; 1)+ a;D(Ayy ..., An) + -+ anD(ATY ..., ATY)
=D(ag,...,a0) + D(ajA1, ..., aiAy) + -+ D(amAly ...y anAY)
=D(ao+ oA+ -+ amAly ..., a0+ @Ay + - - -+ apAl)
=D(pM),..., P(Ad)).

Ex. Resolvido 10.19 Seja T € Z(U) um operador diagonalizdvel.
Mostre que pr(T) =0.

Resolugao: Seja B uma base de U tal que [T]lg = D(Ay,...,A,), onde
A1y ..., A, sdo os autovalores de T. Segue da resolugao do exercicio anterior
que

[pT(T)]B = D(pTO‘])» .. »P(An)) = D(O) .. )O) =0,
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pois pr(A;)) =0,j =1,...,n. Assim, pr(T) =0.
[

Observacao 10.20 Pode-se mostrar que mesmo que T € Z(U) ndo
seja diagonalizdvel vale pr(T) = 0.
10.2 Exercicios

Ex. 10.21 Determinar M € M,, se existir, de modo que M™'AM seja
uma matriz diagonal nos sequintes casos:

2 4 3 -2
“)A:<313> b)A:<z 1)

Ex. 10.22 Verificar, em cada um dos itens abaixo, se o operador
T € Z(R?) dado pela sua matriz com relagdo & base candnica é dia-

gonalizdvel.
1 2 =2 100
a)[Tle=1 2 1 =2 b)[Tlec=| m 2 0
2 2 3 n 0 2

Ex. 10.23 Verificar em cada um dos itens abaizo se o operador T €
Z(R*) dado pela sua matriz com relagdo a base candnica é diagona-

lizdvel.
1 -4 22 22 111
4 -1 22 22 L S R
Allle=1 3 2 1 4 OITe= "y 4 1
1

2 2 4 1
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Capitulo 11

Forma Canonica de Jordan

11.1 Introducao e Exemplos

Como vimos, nem todo operador linear é diagonalizdvel. No entanto, se
T € Z(U), onde U é um espago vetorial de dimensio finita, existe uma
base com relagdo a qual, a matriz de T é prézima de uma matriz diagonal.
A seguir daremos uma pequena descrigao de como é a forma desta matriz,
mas antes precisamos de algumas notagdes.

Seja pr(A) o polindémio caracteristico de T. A primeira observagédo a ser
feita é que pr(A) se fatora como

pr(A) = A1 =A™ - (An = A)™ (A = 00)® + BT - -+ (A — ou)® + B)P™

onde A, # Ag, € (o, Br) # (s, Bs) s€ T # s. Note que cada «, + if3; € uma
raiz complexa de pr(A). Note também que m; +---+my, +2p1+- - 2px =
dim U.

Se A € R é um autovalor de T, denotaremos por J(A;r) a matriz qua-
drada de ordem r com todos os elementos da diagonal principal iguais a
A e todos os elementos logo acima desta, iguais a 1, ou seja,

155
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AT O - 0

0 A1 0

JA;r)=10 0 A 0
000 - A

100 -0 010 0
010 0 0 0 1 0

=A[0 0 1 0 +10 00 0 =AI+ N,

000 - 1/ 000 - 0/

onde I é a matriz identidade de ordem r e

o100 --- 0
oo0o1 .- 0
N=|[0O0O0 --- 0
000 .-~ 0

TXT

Note que N' é a matriz nula, isto é, N é uma matriz nilpotente.
Se a+1f3 é uma raiz complexa de pr(A) e r é um nimero par, definimos

« B T 0 - 0 0
B a O 1 - 0 0
0 0 a« B -~ 0 0
Rlaypsr)=| 0 0 —f a - 0 0
00 0 0 - a P
0 0 0 0 - —p «

TXT

Se Bjy,..., By sdo matrizes quadradas, ndo necessariamente de ordens
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iguais, definimos diag (By,...,By) como sendo a matriz quadrada de or-
dem igual a soma das ordens de By, ..., By dada por

B, 0 --- 0

0 B, --- 0

: s .

0 0 --- By

por exemplo, se

iy (000
Bi=|0 2 1],B,=
00 2 0O 0 3 4
0O 0 -4 3
entao
210 0 0 0 O
021 0 0 0 O
002 0 0 0 O
diag (B1,B;) =10 0 0 3 4 1 0
000 —43 0 1
O00 0 0 3 4
O00 0 0 —4 3

Teorema 11.1 (Forma Canénica de Jordan) Seja U um espago ve-
torial de dimensdo finita. Seja T € Z(U) cujo polinémio carac-
teristico é dado por

pr(A) = A1 =A™ - (Ag = A)™ (A = 00)” + BT - - - (A — ou)® + B)P™

onde A; # Agy (&, Br) # (05, Bs) s€ T F# 5, € By > 0. Entdo existe uma
base de U com relagcdo a qual a matriz de T € da forma

J = diag (J1,...,Jpy Riy.. ., Ry), (11.2)
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onde Ji,..., J, sdo da forma J(A;7) para algum r € N e A € {Ar,..., Ay}
e Ri,...,Rq sdo da forma R(«x,B;s) para algum s € N e («,B) €

{((Xh B1)> D) (O(kv Bk)}

Observacgao 11.3 A matriz[11.2 ¢ inica a menos de permutagbes dos
seus blocos que compdem a sua diagonal.

Observacao 11.4 Se A é um autovalor de T entao a soma das ordens
dos blocos J(A;s) € igual & multiplictdade algébrica de A.

Observagao 11.5 Se « + i3 € uma raiz compleza de pr(A) entdo a
soma das ordens dos blocos R(«, 3;s) € igual ao dobro da multiplici-
dade da raiz o+ if.

Observacao 11.6 Se A é um autovalor de T com multiplicidade geo-
métrica v entdo existem r blocos J(A;s) associados ao autovalor A.

Observacao 11.7 Suponha que
pr(A) = (A =A™ - (A =AY

onde A # Aj, sei#j. Sem; também € multiplicidade geométrica de A
entao o teorema de Jordan diz stmplesmente que T € diagonalizdvel.

Observacao 11.8 O teorema de Jordan diz que a matriz de um opera-
dor T com relagdo a uma base arbitrdria é semelhante a uma matriz

da formalI1.2

Ex. Resolvido 11.9 Encontre as possiveis matrizes na forma cané-
nica de Jordan de um operador cujo polinémaio caracteristico é dado
por pr(A) = (2—=A)*(1 —A).
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Resolugao: Note que T apresenta apenas os autovalores 2 e 1.

Como as multiplicidades algébricas e geométrica do autovalor 1 sdo
iguais a um, vemos que o Unico bloco correspondente a este autovalor é
J(1;1) = (1).

Com relagdo ao autovalor 2, a sua multiplicidade algébrica é trés. Se
sua multiplicidade geométrica for trés entdao existem trés blocos associados
a este autovalor e todos eles sdo iguais a (2). Neste caso, a matriz da forma
candnica de Jordan para este operador é

S O O =
S O N O
o NN O O
N © O© O

Se a multiplicidade geométrica do autovalor 2 for dois, entdo existem
dois blocos correspondentes a este autovalor que sdo da forma

J(231) = (2) 1(2;2):<§ ;)

Assim, a matriz da forma canénica de Jordan para este operador é

o © o =
S o N O
o N = O
N © © O

Se a multiplicidade geométrica do autovalor 2 for um, entao existe um
bloco correspondente a este autovalor que é

J(2;3) =

o O DN
o N =
N — O
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Assim, a matriz da forma canénica de Jordan para este operador é
000

S O o =
S O
o N =
N = O

Ex. Resolvido 11.10 Encontre as possiveis matrizes na forma cané-
nica de Jordan de um operador cujo polinémaio caracteristico é dado
por pr(A) = (1 —A)2(4 + A2).

Utilizando a notagdo do teorema[11.1ltemos A\; =1, x =0 e = 2. Como
0-+12 tem multiplicidade um (como raiz de pt(A)), existe apenas um bloco

da forma
0 2
R(0,2;2) = (_2 O) .

Se a multiplicidade geométrica do autovalor 1 for dois entdo existem
apenas dois blocos associados a este autovalor e sdo iguais a (1). Neste
caso, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador é

10 0 0
01 0 O
00 0 2
00 —20

Se a multiplicidade geométrica do autovalor 1 for um entdo existe ape-
nas um bloco de ordem dois associado a este autovalor que é dado por

j(1;2) = (; })

Neste caso, a matriz da forma candénica de Jordan para este operador é

11 0 0
01 0 O
00 0 2
00 =20
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Ex. Resolvido 11.11 Encontre uma base de R* com relacdo a qual a
matriz da transformacgdo

T(x,y,z,t) = (2x+y+z+1t,2y—z—1t,3z—t,4t)
estd na forma candnica de Jordan.

Resolucgao: Com relagio a base candnica de R*, a matriz de T é dada por

3
0
O polinémio caracteristico de T é pr(A) = (3 —A)(4 — A)(2 — A)?. Desta
forma vemos que dimV(3) = dimV(4) = 1. E simples ver que

V(3) =1(0,1,-1,0)] e V(4)=1(0,0,1,—1)].

Vejamos qual a dimensdo de V(2). Temos que (x,y,z,t) € V(2) se e so-
mente se

1 -

o oo o
-+ N e R
|
o oo o

1
0
0 1

0O 0 2
ou seja, (x,y,z,t) = x(1,0,0,0). Assim, dimV(2) = 1 e T n&o é diago-
nalizdvel. Sendo assim, a matriz de T na forma candnica de Jordan é da
forma

S O O N
S O N =
S W o O
~ © © O
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Note que se pusermos u; = (1,0,0,0), u3 = (0,1,—1,0) e uy = (0,0, 1,—1)
entdo para que uy,u;,us, Uy seja a base procurada, o vetor u, deve satis-
fazer T(u,) = uy +2u,, ou seja, (T —2I)(uw,) = uy. Desta forma, colocando
u=(a,b,c,d), temos

01 1 1Y\ /a 1
o0 -1 —1|[v] [o
00 1 —1||c| o
00 0 2/ \d 0

cuja solugdo geral é da forma (a,1,0,0). Podemos tomar, por exemplo,
u; = (0,1,0,0) e isto nos fornecerd a base procurada.
11.2 Exercicios

Ex. 11.12 Se uma matriz de ordem 3 tem os autovalores 3, 3 e 3,
quatls sao as possiveis formas canénicas de Jordan dessa matriz?

Ex. 11.13 Se uma matriz de ordem 4 tem os autovalores 1, 2 e 3,
quatls sao as possiveis formas canénicas de Jordan dessa matriz?



Capitulo 12

Espacos Euclidianos

12.1 Produto Interno

Nos primeiros capitulos deste curso estudamos as propriedades mais
bdsicas de um espago vetorial. A introducgdo de conceitos como geradores
e base foram feitas a partir de combinagdes lineares que, por sua vez,
envolvem apenas a adigdo de vetores e a multiplicagdo por escalares, dois
objetos que estdo presentes na prépria definicdo do espago vetorial. Neste
capitulo veremos tipos especiais de espagos vetoriais que possuem uma
estrutura mais refinada que nos proporcionard desenvolver alguns aspectos
geométricos, como por exemplo, o dngulo ou a distancia entre dois vetores.
Veremos também que é possivel elaborar mais detalhes sobre operadores
lineares definidos em tais espagos vetoriais.

Definicao 12.1 Seja V um espaco vetorial. Um produto interno sobre
V € uma aplicagdo que a cada par (u,v) € V x V associa um niumero
real denotado por (u,v) satisfazendo as sequintes propriedades

(i) (u+v,w) = (u,w) + (v,w) para todo w,v,w €V,

(1) (ocu,v) = a{u,v) para todo u,veV e x € R;
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(v12) (u,v) = (v,u) para todo u,v €V,
(w) (u,u) >0 seu #0.

O espago vetorial V munido de um produto interno é chamado de
espacgo euclidiano.

Observacao 12.2 O produto interno também é chamado de produto
escalar.

Algumas propriedades seguem-se imediatamente.
Por exemplo, vemos que (0,u) = 0 para todo u € V| pois

(0,u) = (0 +0,u) = (0,u) + (0, u),

e o resultado segue por cancelamento.

Outra propriedade é que (u,v + aw) = (u,v) + «(u,w), para todo
u,v,w € Ve « € R. Basta combinar as propriedades (i), (ii) e (iii) acima.
Desta maneira, vemos que o produto interno é linear em cada varidvel.

A seguir apresentamos alguns exemplos de produto interno em vérios
espagos vetoriais. A verificagdo das propriedades (i) a (iv) é deixada como
exercicio.

Exemplo 12.3 Se x = (X1,...,%Xn), Yy = (Y1,...,Yn) € R* definimos
(%, Y) =x1y1 + -+ + XnYn (12.4)

Ex. Resolvido 12.5 Com relacao ao exzemplo anterior, calcule o pro-
duto interno entre os vetores (1,—1,1),(0,2,4) € R3.

Resolugao: Basta notar que

<(1>_1>”>(O>2)4)>:1 O+(—1)2+1 -4 =2,
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Ex. Resolvido 12.6 Com relagdo ao produto interno dado por[12.4,
calcule (u,v) onde u = (cos9, sen0) e v = (cos «, sen o).

Resolugao: Temos
(u,v) = ((cos 0, sen 0), (cos «, sen «))

= cosBOcosx + senOsen x = cos(0 — «).
O
H4 vérios outros tipos de produto interno no R™ além do apresentado
em [[2.4. Vejamos um exemplo no R3 :

Exemplo 12.7 Se (x,y,z), (x’,y’,z') € R?, definimos

xx' N %
<(X)9)Z)» (X/)UI)Z/» = 3 + y;j + a1

E fdcil verificar que a expressao acima define um produto interno em
R3.

Ex. Resolvido 12.8 Com rela¢cdo ao produto interno apresentado no
exemplo anterior, calcule ((1,—1,1),(0,2,4)).

Resolugao:
1.0 —-1-2 1-4 1
<(1)_1)]))(0)2»4)>— 2 + 3 —+ 4 —g.
O
Exemplo 12.9 Se f,g € C([a,b];R) defintmos
b
(f,9) :J f(x)g(x) dx, (12.10)

que € um produto interno.
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Ex. Resolvido 12.11 Com relagdo ao produto interno apresentado
no exemplo anterior, calcule o produto interno entre as fungcdes seno
e co-seno definidas no intervalo [0, 27].

Resolugao:

21t
= 0.
0

27t

sen 2x
(sen,cos) = senxcosx dx = >
0

Exemplo 12.12 Se A = (aij), B = (bij) € Mumxn definimos

m n

<A, B> = Z Z aijbi]-.

i=1 j=1

Ex. Resolvido 12.13 Com relagdo ao produto interno apresentado
no exemplo anterior, calcule o produto interno entre

(1) ()

(A,B)=1-(=2)+1-040-1+2-1=0.

Resolugao:

O

Exercicio 12.14 O traco de uma matriz quadrada A € a soma dos
elementos da diagonal da matriz e é denotado por tr A. Mostre que
se A,B € M,, entdo

(A,B) = tr(B'A)

define um produto interno em M,,.
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12.2 Norma

Definicao 12.15 Se V é um espac¢o euclidiano, definimos para cada
u €V o numero |[ul]| = v/{u,u). Este valor é chamado de norma de u.

Observacao 12.16 Note que € possivel extrair a raiz quadrada de
(u,u) pois este nuimero é ndo negativo.

Exemplo 12.17 Em R", com o produto interno dado por a
norma de x = (X1,..., Xn) € dada por

x|l = A/x3 + -+ x2.
Note que a norma de x representa o comprimento deste vetor.

Exemplo 12.18 Em C([a,b];R) com o produto interno definido por
[12.10, a norma de f € C([a,b];R) € dada por

b
I = j ()1 dx.

Proposicao 12.19 Seja V um espaco vetorial com um produto in-
terno. Temos

1. |locu|| = ||[ul] para todo w €V e todo x € R;

2. |[u|| > 0 para todo u €V,

3. |lul]] =0 se e somente se u=0;

4. [(w,v)] < ||ull|Iv|| para todo u,v € V (desigualdade de Cauchy-
Schwarz),

5. |lu+v|| < |lu||+ ||v|| para todo u,v € V (destgualdade triangular).
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Prova:

L locull = /o, oxu) = /o (u, w) = [axly/ (u, w) = [ox] [[ul].

2. Obvio pois a raiz quadrada é nio negativa.
3. Se u =0 entdo ||u| =+/(0,0) =0

Reciprocamente, se u # 0 entdo (u,u) >0 e [Ju|| = /(u,u) > 0.
4. Se v =0 entdo [(u,0)] =0 = ||ul| ||0]].

Suponha que v # 0. Para todo « € R, temos ||u + av||* > 0. Logo,

0< (w4 av,u+ av) = (u, 1) + 2(w, vy + (v, v

= [jul® + 20(u, v) + Iv|I? o

Assim,
A = 4(u, vy — 4P vI? <0,

ou seja, (u,v>2 < |[u|]*|[v|?. Extraindo a raiz quadrada, obtemos
{u, < [ vl

5. A seguir usaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz
e+ VP = (w4 vy +v) = [[ull> + [vI* + 2(u,v)

< Tl + full? 4 2[ullivll = Uil + 2.

Extraindo a raiz quadrada, segue o resultado desejado.

|
Observe que a desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada ao produto
interno do R™ dado por [12.4] nos diz que

(Y1 + -+ xqyn)* < 3+ + X5 (YT + - + Y3
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A mesma desigualdade aplicada ao produto interno em C([a,b,];R)
fornece

b 2 b b
<J f(x)g(x) dx) < J [f(x)]? de [g(x)]2 dx.

a a a

Proposicao 12.20 (Identidade do Paralelogramo) Sejam u e v wve-
tores de um espago euclidiano. Entao

4 vl + fha = VI = 20l + v][2).
Prova:
v+ u—v[* = (u+v,u+v) + w—v,u—v)
= (w,u) + (v, v) + 2(u,v) + (u, u) + (v, v) — 2(u,v)

— 201, 1) + 2(,v) = 2(Julf? + [,

|
A préxima proposi¢dao mostra como se pode obter o produto interno
entre dois vetores a partir das normas de suas soma e diferenca.

Proposicao 12.21 Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano. En-
tao
[+ V]2 = [lu—v||* = 4w, v).

Prova:

[uw+v[)P = lu—v|* = u+v,u+v) — (u—v,u—v)

= <u) LL> + <V)V> + 2<u» V> - <u) LL> - (V)V> + 2<u> V>

=4(u,v).
|

Ex. Resolvido 12.22 Calcule (u,v) sabendo-se que |[u+v| =1 e |lu—
v =1.
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Resolugao: Temos

1
() = 7 (V]2 = lu—v]?) = 0.

12.3 Distancia

Definicao 12.23 Num espago euclidiano V definimos a distancia en-
tre u,v € V como
d(u,v) = lu—v].

Resulta da proposicdo [12.19 que a distancia satisfaz as seguintes pro-
priedades.

Proposicao 12.24 Num espaco euclidiano V temos
1. d(u,v) > 0 para todo u,v €V;
2. d(u,v) =0 se e somente se u =v;
3. d(u,v) = d(v,u) para todo u,v €V,

4. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) para todo u,v,w € V.

Ex. Resolvido 12.25 Com relagdo ao produto interno[12.4 calcule a
distdncia entre os pontos u = (1,1,3,2) ev =(2,2,1,0) de R*.

Resolugao: Temos

du,v) =/ (1=22+(1 =22+ (3—-124+(2-02=V10
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Ex. Resolvido 12.26 Com relagdo ao produto interno calcule
a distdncia entre as fungdes sen e cos de C([0,27];R)

Resolugao: Temos

27T
d(sen,cos)? = J [senx — cos x]% dx
0

27

27t
=J [sen2x+coszx—2senxcosx]dx=J [1—2senxcosx|dx =
0

27
=x— senzx}o = 2m.

Portanto, d(sen,cos) = v2m. O

12.4 Angulo

Sejam V um espaco euclidiano e u,v € V ambos nado nulos. Pela desigual-
dade de Cauchy-Schwarz (veja proposigio [12.19)) temos

=l IvIF < (uyv) < JuflfIv]]
ou ainda,

(W, v)
— el vl

<.

Desta forma, existe um tnico nimero real 6 € [0, 7] tal que

(W)
el vl

cos0 =

Este numero 0 é chamado de angulo entre os vetores u e v.

Ex. Resolvido 12.27 Calcule o angulo entre as fung¢des seno e co-
seno definidas em [0,27] com o produto interno dado por[12.10.
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Resolucgao:

21
2 _
sen“x| =0.
0

27t

(sen,cos) =J senxcosx dx =
0

N =

Desta forma, o dngulo entre seno e co-seno € 7. U

Ex. Resolvido 12.28 Sabe-se que ||u|| = ||v| =1 e |[lu—v|| = 2. Calcule
o angulo entre u e v.

Resolugao: Como [ju—v|| = 2 entdo
4=u—v[*=u—v,u—v)
= [[ulf + [Vl = 2(u, v) = 2 = 2(u, v).
Assim, (u,v) =—1e

(u,v)

cos 0 = =
[l (vl

)

ou seja, 0 = .

12.5 Ortogonalidade

Definicao 12.29 Seja V um espaco euclidiano. Dizemos que u,v € V
sdo ortogonais se (u,v) =0 e, neste caso, denotaremos ulv.

Dizemos que um conjunto S = {uy,...,u,} C V € ortogonal se u; Ly,
quando i #j.

Dizemos que um conjunto ortogonal S = {uy,...,u,} C V € orto-
no-mal se |yl =1,j=1,...,n.

Dizemos que u € V é ortogonal a um subconjunto nao vazio S de
V se u for ortogonal a todos os elementos de S. Neste caso usaremos
a definigao ulS.
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Exemplo 12.30 S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R® é um conjunto or-
tonormal com relagdo ao produto interno dado por[12.4)

Observacao 12.31 Seu =0 ouv =0 entdo ulv. Seu#0ev #0
entdo ulv se e somente se o dngulo entre u ev € /2.

Observagao 12.32 Se S = {wy,...,u,} C V é um conjunto ortogonal
comw; #0,j=1,...,n entdo

ot Tl
a7 flun

é um conjunto ortonormal.

Proposigcao 12.33 Sejam V um espacgo euclidiano e S ={uy,...,u,} C
V um conjunto ortonormal. Entdo ui,...,u, sd@o linearmente inde-
pendentes.
Prova: Se

Uy + -+ xquy =0 (12.34)

entdo, fazendo o produto interno do vetor acima com wu, e lembrando que
(wi,w) = [lwl]* =1e (uj,wy) =0, se j =2,...,n, obtemos

o = o (W, Wy) + - -+ o (Un, W) = (0, w4) =0,
isto é, oy = 0, e [12.34! fica
Uy + - -+ oty = 0.

Tomando o produto interno do vetor acima com u,, obtemos, como acima,
que «; = 0. Repetindo o processo chegamos a conclusdo que a tnica
possibilidade para[12.34é «; = -- - = ;, = 0. |

Observacao 12.35 A proposi¢cao acima continua vdlida se S for ape-
nas um conjunto ortogonal com elementos ndo nulos.
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Definicao 12.36 Se V é um espacgo euclidiano de dimensao n e se
Uy, ..., U, formam um conjunto ortonormal, entdo diremos que estes
vetores formam uma base ortonormal de V.

Proposicao 12.37 Sejam V um espago euclidiano que possut uma
base ortonormal dada por uy,...,u,. Entdo, se u eV temos

uw = (u,upuy + - + (U, Up),.

Prova: Como uy,...,u, formam uma base de V, existem «;,...,x, € R
tais que
u=oqu + -+ Uy

Tomando o produto interno de u com u;, temos
(uywy) = o (u,wy) + - 4 ot (U, W) = o,

pois a base é ortonormal. O resultado segue tomando o produto interno
de u por u,,us, etc. [ |

Ex. Resolvido 12.38 Encontre as coordenadas de (1,1) € R?> com

relagdo a base formada por (?,4) e (%z)—g)_

Resolugao: Como a base em questdo é ortonormal, pela proposigao an-
terior, temos que

VI VI VIV Vi V2 VDoV

(1,1 = (0,10, 5 N D) 10,0, 0 - -
VIV VI V2
= VAR )+l -,

Desta forma as coordenadas de (1,1) com relagdo a base acima sio

()
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Proposigao 12.39 Sejam V um espago euclidiano e U = [uy,...,u,] o
subespago gerado por um conjunto ortonormal S = {u,...,u,}. Entdo,
para qualquer w € V o vetor dado por

V= () — e ()

€ ortogonal a todo w € U, sto é, vILU.
Além do mais, v =0 se e somente se u = (U, u;)U;+- - -+ (U, Un)Un,
1sto €, se e somente se u € [Wy,..., Uyl

Prova: Seja w € U. Podemos escrever w = Z]T‘:] oyuy. Precisamos mostrar
que (w,v) =0, isto &, (3 ', oguj,v) = 3 1 o5(w, v) = 0. Portanto, basta
verificar que (uj,v) = 0 para cada j =1,...,n. Como uy,...,u, formam
um conjunto ortonormal, temos

(W v) = (wj w = (U W) — - — (1, Un)Un)

= (W), 1) — (1, up) (g uy) — -+ = (U, Un) (W, Un)

= <u’j3u> - <u>u’j><uiauj> = <U«j,u> — (u,uj> =0

Proposicao 12.40 Sejam V um espago vetorial e U um subespago de
V. SeuelU eull entdo u=0.

Prova: Como u € U e u é ortogonal a todo vetor de U, devemos ter
[ull* = (u,u) =0, ou seja, u=0. |

Proposigao 12.41 Sejam S = {uwy,...,u,} e R ={vy,...,v,} conjuntos
ortonormais de um espaco euclidiano V tais que [S] = [R]. Entdo, para
u €'V, temos

(wyu)ug + -+ (wyugdhun = Wy vi)vp 4 - - 4 (W, v g,



176 CAPITULO 12. ESPACOS EUCLIDIANOS
Prova: Seja u € V. Coloque U = [R] = [S],

w=u—((Wu)u + -+ (W, uy)uy)

w=u— ((u,v)vi + -+ (u,vpy)v) .

Pela proposigdo [12.39], 1y, u, L U. Logo, para todo w € U, temos (u; —
u23W> = (u1,w> - <LL2’W> = 0) isto é) (LL] - ul)Lu
Note também que

W —u = <U,V1>V1 + -+ <uyvn>vn - (<u,u1)u1 T+t (u,un>un) e .
Segue da proposicio que u; —up = 0, isto é,

(wyu)uwy + - - -+ (U ug)uy = (W vy + - - -+ (U v v,

Definicao 12.42 Sejam S ={w,,...,u,} C V um conjunto ortonormal
de um espago euclidiano V e U = [u,...,u,]. Seu eV, o vetor

(wyup)ug + - -+ (U, un)uy
é chamado de projegdo ortogonal de u sobre o subespago U.

Observacao 12.43 Se v € V é um vetor nao nulo entdo S = {ﬁ} é
um conjunto ortonormal. Assim, se u € V, a projegcao ortogonal de u

sobre [S] nada mais € do que o vetor

vV (u,v)
w = = V.
Rl T = R

Neste caso, w é chamado de projeg¢do ortogonal de u sobre v.
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Ex. Resolvido 12.44 Com relagdo ao produto interno usual de R3,
verifique que os vetores w; = (%,—%,%) e u = (\%,\%,O) for-
mam um conjunto ortonormal e encontre a projecdo ortogonal de

u=(2,3,1) sobre o subespago gerado por u; e u,.
Resolugao: Claramente,

1 1
2—_ —

hual|* =

Também,
1 1 1 1 1

<u1,u2> = ﬁﬁ_ﬁﬁ +ﬁ0 —

Assim, a projecdo ortogonal de u = (2,3, 1) sobre [u;, u,] é

0.

w = (u,un)uy + (U, ux)uy

1 1T 1 1 1
:((2>3)1))(ﬁ>_ﬁ>%)>(ﬁ, 3’%

+((2

,
w
<
—
—
>
—
-
-
o
=
=
—

Ex. Resolvido 12.45 Considere %3(R) com o produto interno dado
por

1
®, ) zj p()q(x) dx.

0

Encontre a projecdo de p(x) =1+ x+ x> +x> sobre [q(x)] = [x* —x].
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Resolugao: Temos

! 1 7 3 251
e S e e
0 0 7 3 5 0

8

105’

~7

W] —
[S21[\S]

1
Pya) = (T +x+x+x°,x° —x) :J (1+x+x+x3)(x* —x) dx
0

1
:J (—x —x* +x° +x°) dx = —11/21.
0

Assim a projecdo ortogonal de p(x) sobre q(x) é
11 105 55,

~77 3 (X —x) = —=(x* —x).

r(x) = .

12.6 Processo de Gram-Schmidt

A demonstragdo do préximo teorema fornece um método para se conseguir
uma base ortonormal de um espaco euclidiano a partir de uma base dada.

Teorema 12.46 Todo espaco euclidiano de dimensdo finita possut u-
ma base ortonormal.

Prova: A prova é por indugao sobre a dimensdo do espago.
Seja V um espago euclidiano de dimensao finita. Se dimV = 1 entéo

existe v; € V, tal que V = [v;]. Como v; # 0, tomamos
A2

w=-—"7
" ]l

e, dessa forma, {u;} é um conjunto ortonormal e V = [w], ou seja, w,
forma uma base ortonormal de V.
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Se dimV = 2 entdo existem vy,v, € V tais que V = [v, v;]. Coloque
vl

Nosso trabalho se resume em encontrar um vetor ortogonal a w; e que

tenha norma 1. Primeiramente vamos encontrar um vetor ortogonal a wu;.

Ora, pela proposicdo [12.39, basta tomarmos u) = v, — (v2,u;)uy. Note

que u; # 0, pois v; e v, sdo linearmente independentes. Resta agora

normalizar u), isto é, definimos

W

!
u)

w3l

w =

e entdo
V1 V) — <V2> u1>u1

= — w =

[Vl [[v2 = vz, un)u |
formam uma base ortonormal de V.

Dado n € N, suponha que tenhamos provado o teorema para todos os
espagos euclidianos de dimensdo n — 1. Queremos provar que o mesmo é
verdade para todo espago euclidiano de dimensdo n.

Se dimV =n > 2 entdo existem vy,...,v, € V que formam uma base
de V. Note que U = [vy,...,v, 1] é um subespaco de V de dimensdon—1.
Desse modo, usando a nossa hipétese de indugdo, é possivel tomar uma
base ortonormal de U. Chamemos estes vetores da base ortonormal de U
por uj,...,u, 1. Como v, ¢ U entdo, pela proposicdo 12.39, o vetor

Uy

Uy = Vi — (Vi W)t — -+ — (Vi U 1)U
é ndo nulo e ortogonal a todos os elementos de U (portanto, ortogonal a
Uy ..., Uy_7). Para finalizar, tomamos como base de V os vetores
Ury ooy Up_1yUp
onde )
M V= () = (o
Tl ™ o — (o )ty — - — (Vi Ut )]
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Observacao 12.47 No caso de um espago euclidiano tridimensional,
se vi,Vvy, v3 formam uma base, entdo uma base ortonormal deste espa-
¢o pode ser dada pelos vetores

V1

w=-—"7
vl

V) — (vz,m)u]

w =
[v2 — (v2, wi)us ||

V3 — (v3, u)u — (v, W)Wy

Uz = .
Vs — (v, wi)uy — (v3, uz) |

Ex. Resolvido 12.48 Encontre uma base ortonormal de Z2;(R) mu-
nido do produto interno (p,q) = jgp(x)q(x) dx.

Resolugao: Usaremos o processo de Gram-Schmidt para construir uma
base ortonormal a partir da base formada pelos polindmios 1,x e x. Temos

1
|y1|yzzj 12dx =1
0

e colocamos py(x) = 1. Seguindo o processo, definimos

X — (x, 1)1

P20 = e

1 1
(x,1) :J xdx:% e Hx—(x,1>1|]2:J0(x—§)2dx:—.

Assim, p,(x) = V12(x — %) =/3(2x — 1). Por fim, colocamos

X = AT = (3 V3(2x— 1)V3E(2x — 1)
k2= 2, T = (2, V3(2x — 1))WV3(2x — 1)

p3(x)
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onde
1 1
<x2,1>=J xzdx:%, (xz,\/§(2x—1)>:f3J xZ(Zx—dezg
0 0
e
I — (2, 1)1 = (6, V3(2x — )VBx — )| = [l —x+ 2 =
_J1(X2_X+l)2dX_L
0 6 180°
Assim,

p3(x) = V180(x* — x + 1@) = V5(6x* —6x +1).

Desta forma, uma base ortonormal de £%,(RR) é dada por
pix) =1,  pax)=v32x—=1) e  p3(x) =V5(6x*—6x+1).
O
Ex. Resolvido 12.49 Encontre uma base ortonormal de
W ={(x,y,z) € R*x —2y =0}
Resolugao: Note que (x,y,z) € W se e somente se
(x,y,2z) = (2y,y,z) =y(2,1,0) +z(0,0,1).

Desta forma (2,1,0) e (0,0,1) formam uma base de W.

Tomaremos como u; = (0,0, 1), pois este vetor é unitdrio (tem norma

1). Pelo processo de Gram-Schmidt, u, é a projegdo ortogonal unitaria de
(2,1,0) sobre u,, isto é

(2»1)0)_<(2»1)O))(0)O»”>(0)O»” (2)]»0)

2 1
Y= 2,1,0=(2,1,0), 0,0, 100,01 12500~ Va8 v

0



182 CAPITULO 12. ESPACOS EUCLIDIANOS

Ex. Resolvido 12.50 Encontre uma base ortonormal de
W={(x,y,z,t) e Rhx +y+z+t=0}
Resolugao: Temos que (x,y,z,t) € W se somente se
(x,y,z,t) = (—y —z—t,y,zt)

:y(_1)1>030)+Z(_150>130)+t(_150>031)~
Como (—1,1,0,0), (—1,0,1,0) e (—1,0,0, 1) sdo linearmente independen-
tes, segue-se que formam uma base de W. Coloquemos
(—1,1,0,0) 1 1
(=100 5 v2' V2
1
(—1,0,1,0) = ((~1,0,1,0), (— ﬁﬁ,
1
||(_1)O»1)O)_<( 1 0)]»0)»( _2 V2
(=3-51,00 1
(=3, 31,0 V6

Uz = (_]»O)O»” - <(_1)O»0) 1))u1>u1 - <(_1»0)O»1)»u2>u2
’ H(_LO)O»” - <(_1)O»0) ]))u1>u1 - <(_1»0)O»”»u2>u2’|

onde

w =

w =

(—1,-1,2,0).

1 1 1

<(_]»O)O»1)»u1> = <(_1)O»0) ])) (_ﬁ» E)O»OD = —2
1 1

<(_1)O)0) 1))u2> - <(_1)0) 0)1))%(_1,—1,2)0)> = %'

Assim,
(_]»O)O»” - <(_1)O»0) 1))u1>u1 - <(_1»0)O»”»u2>u2
1 1 1

1 1
:_1>050>1 - T = ) )O>0 ==\
| Y AV ANV ARV
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1 1
- (_1)030)])+(§»_§)

—_—
—_—
—_—
—_—
—_—
—_—

0,0) + (

Desta forma,

12.7 Complemento Ortogonal

Definicao 12.51 Sejam V um espaco euclidiano e U um subespaco
vetorial de V. O complemento ortogonal de U é o conjunto

Ut ={veVv;{uv)=0, Yuecl}.
Proposicao 12.52 U+ é um subespaco vetorial de V.

Prova: Temos 0 € Ut pois (0,u) = 0 para todo u € U. Se vyw € Ut e
x € R, entdo para todo u € U, temos

v+ ow,u) = (v,u) + a(w,u) = 0.
Portanto, v + oaow € U+, |

Observacao 12.53 Se V tem dimensdo finita entdo u € Ut se e so-

mente se u é ortogonal a todos os vetores de uma base qualquer de
u.

Ex. Resolvido 12.54 Encontre U+ se U = {(x,y,z) € R}x—y—z = 0}.

Resolugao: Temos (x,y,z) € U se somente se (x,y,z) = (y + z,y,z) =
y(1,1,0) 4+2z(1,0,1). Vemos que (1,1,0) e (1,0, 1) formam uma base de L.
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Assim, (x,y,z) € Ut se somente se

((X,Ua2)>(1>1a0)>=0 € <(X>U>Z)a(130>”>:03

ou seja,

=0
{X+y <:(X)H)Z)ZXU»_L_U-
x+z=0

Assim,
ut =[(1,-1,-1).

O

Teorema 12.55 Sejam V um espaco euclidiano de dimensdo finita e
U um subespaco vetorial de V. Entdo V =U® U™,

Prova: Dado v € V, seja w a projegdo ortogonal de v sobre U. Temos
v = w+ (v —w) e pela proposigao 12.39, w € U e para todo u € U,
(v—w,u) =0, ou seja, v € U+ UL,

Agora, se u € UN Ut entdo (u,u) =0 e, portanto, u = 0. 1

12.8 Isometria

Definicao 12.56 Sejam U e V espacos euclidianos. Dizemos que T €
Z(U,V) é uma isometria se (T(wy), T(w,)) = (wy,uy) para todo wy,u, €
U.

Observacao 12.57 Note que os produtos internos acima, embora re-
presentados pelo mesmo simbolo, sao produtos internos de V e de U,
respectivamente.

Exemplo 12.58 (rotagao) T:R?* — R? dada por
T(x,y) = (xcos0 —ysenO,xsen O + ycos0)

€ uma 1sometria, onde 0 € R.
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De fato,
(T(x1,y1), T(x2,Y2))

= ((x1cos® —yy sen 0, x; sen 0 + y; cos 0),
y
(x2cos0 —y,sen 0, x, sen 6 + y, cos 0))

= x1X2(cos® 0 + sen?0) — y;x,(—cos O sen O + cos O sen )

—x1Y2(cos O sen® — cos Osen 0) + Y1y, (cos” 0 + sen?0)
=x1%2 +Y1y2 = ((x1, Y1), (x2,Y2))-

Teorema 12.59 Sejam W,V espagos euclidianos e T € Z(U,V). Sao
equivalentes:

1. T é uma 1sometria;
2. |T(w)| = |lul| para todo u € U;
3. [|[T(w) = TW)|| = |[u—v| para todo u,v € U;

4. Se {uy,...,u,} € U é ortonormal entdo {T(wy),..., T(u,)} € or-
tonormal em V.

Prova: (1 = 2) Como T é uma isometria temos que (T(u), T(v)) = (u,v)
para todo u,v € U. Em particular, tomando u = v, obtemos

ITR)[1? = (T(w), T(w) = (w,w) = [[ulf,

ou seja, [[T(u)l| = [juf.
(2 = 3) Para todo u,v € U, temos

IT(w) =T = ITlu=v)[ = [u—v|.
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(3 = 1) Note que
ITw) + T = [[Tw) = T(=v)[| = [[u = (V)] = [lu+V].

Pela proposicdo [12.21], temos

(T, TO) = FT() + )]~ [T(w) ~ T(w) )

1
= 2R+ 9] = = v]) = {u,v).

(1 = 4) Se {uy,...,u,} é um conjunto ortonormal de U entdo, como
T é uma isometria, temos

1, sei=j
0, seizj,

ou seja, {T(uw),..., T(w,)} é um conjunto ortonormal.

(4 = 1) Seja uy,...,u, uma base ortonormal de U. Por hipdtese,
T(w), ..., T(u,) formam um conjunto ortonormal. Dados u,v € U,
escrevemos

(Thw), T(w)) = (W, ;) = {

u=ou +---+ Xy

e
V=B + -+ Bty
e obtemos
(T, T = (Y aaTw), Y BTy = > > ouy(T(w), Tlwy))
i=1 j=1 i=1 j=1
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n
= E o B
i=1
Comparando as expressdes acima, concluimos que T é uma isometria. 1

Coroléario 12.60 Se T € Z(U,V) é uma isometria entdo T € injetora.

Prova: Basta ver que se T(u) = 0 entdo ||u|| = ||T(u)|| = 0, portanto,
u=0. [

Corolario 12.61 Se T € Z(U,V) é uma isometria e dimU = dimV
entao T € um i1somorfismo.

Prova: Como U e V tém a mesma dimensdo e T é injetora, segue-se que
T é uma bijecdo, isto é, um isomorfismo. [ |

Ex. Resolvido 12.62 Seja T € R? tal que a matriz de T com relacdo
a uma base ortonormal de R? é dada por

i)

Resolucao: Vejamos, se u,v é uma base ortonormal de R? e

a b
c d
€ a matriz de uma isometria S com relagdo a esta base entdo pelo teorema

anterior ||S(u)|] = ||S(v)|| = 1. Além do mais, (S(u),S(v)) = 0. Como
S(u) = au+cv e S(v) = bu+ dv, teriamos

T € uma 1sometria?

a?+ct=1
b?+d*=1
ab+cd=0
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Deste modo, T ndo pode se uma isometria pois, por exemplo, 12 + 22

ool

5#1.
Vejamos como fica a matriz de uma isometria T € .Z(U) com relagdo
a uma base ortogonal B = {u,...,u,}. Seja M = [T]g = (ay). Como
Tw) = ajjuy + -+ + Anjiln,
obtemos

1 sei=j
@i+ Qi = (T(w), Tw)) = (wywy) =85 =< Ty
0, sei#j
ou seja, as colunas da matriz M quando vistas como vetores do R™ sdo
ortonormais.
Vale observar também que

MtM = ((111(111' + -+ anianj) = In.

Uma matriz quadrada com a propriedade acima é chamada de matriz
ortogonal.

Exercicio 12.63 Sejam A,B € M,, tais que AB = 1,,. Mostre que BA =
I, e, portanto, B=A"".

Com base no exercicio acima, vemos que se M € M,, é uma matriz
ortogonal entdo MM = MM = I, e, portanto, M~' = M*. Observe que
a equagio MM' = I, nos diz que as linhas da matriz M quando vistas
como vetores do R™ sdo ortonormais.

Se M é ortogonal entdo

(det M)? = det M det M = det M'det M = det M'M =det I, =1,

isto é, |det M| = 1.
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12.9 Operador Autoadjunto

Definigao 12.64 Sejam U um espacgo euclidiano e T € £ (U). Dizemos
que T é um operador autoadjunto se (T(u),v) = (u,T(v)) para todo
u,v e U

Ex. Resolvido 12.65 Seja T € Z(R?) dado por T(x,y) = (ax+by, bx+
cy). Verifigue que T € um operador autoadjunto.

Resolugao: Temos
(T(x,y), (z,t)) = ((ax + by, bx + cy), (z,t)) = axz + byz + bxt + cyt.
Por outro lado,
((x,y), T(z,t)) = ((x,y), (az+ bt, bz + ct)) = axz + bxt + byz + cyt.
Comparando as express0es vemos que
(T(x,y), (2, 1)) = {(x, ), T(z, ).

O

Note que a matriz do operador do exemplo anterior com relagdo a base

candnica é uma matriz simétrica. Isto, como diz o préximo teorema, nao
¢ uma simples coincidéncia.

Teorema 12.66 Seja U um espacgo euclidiano de dimensdo finita. En-
tdo, um operador T € Z(U) € autoadjunto se e somente se a matriz
de T com relagdo a uma base ortonormal de U for simétrica.

Prova: Sejam {uy,...,u,} uma base ortonormal e A = (a;;) a matriz de
T com relagdo a esta base.
Temos

T(w) = anay + -+ - + Gnly, (12.67)
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paratodok=1,...,n.
Tomando o produto interno de[I2.67com k = i com o vetor u;, obtemos
(Tw), w) = an{uw, w) + - - + ani{un, 1) = aji. (12.68)
Por outro lado, tomando o produto interno de u; com T(u;) temos
(ui, T(w)) = apj(ug, wi) + - - - + apj (W, Un) = ajj. (12.69)

Suponha que T seja autoadjunto. Queremos mostrar que ay = aji.
Como T é autoadjunto, segue de e de que ai = Qj;.

Reciprocamente, suponha que a matriz (a;) de T com relagdo a uma
base ortonormal, uy,...,u, seja simétrica. Devemos mostrar que

(T(w),v) = (u, T(v)).

Note que se
u=ou +---+ Xqy

V=R +- -+ By,

entdo, como o produto interno é linear em cada varidvel e a base acima é
ortonormal, temos

(Tw),v) = (> aT(w), ) Bjw) =D > oifi(T(w),y)
i=1 j=1 i=1 j=1
e, analogamente,

<u> T(V)> = Z

i=1 j

o By (ui, T(wy)).
1

Desta forma, basta mostrar que (T(u;),w;) = (u;, T(w;)). Como (a;) é a

matriz de T com relagao a esta base, temos por [12.68] e [12.69 que
(Tlwi)y ) = (wi, Tl)),

como queriamos. [ |
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Teorema 12.70 Se T € £ (U) é um operador autoadjunto e se A e pn
sdo autovalores distintos de T entdo os autovetores correspondentes
sao ortogonais.

Prova: Sejam u e v autovetores correspondentes a A e 1 respectivamente.
Temos

A —w(u,v) = Ay, v) — (u, w) = (T(u),v) — (u, T(v)) =0

pois T é autoadjunto. Como A # u, segue-se que (u,v) = 0. 1

Finalizamos este capitulo com o seguinte resultado que provaremos
apenas no caso bidimensional. O caso unidimensional é trivial. Para a
prova no caso geral, indicamos a leitura do livro Algebra Linear, de Elon
L. Lima, Colegdo Matemadtica Universitaria L.

Teorema 12.71 Sejam U um espago euclidiano de dimensdo finita e
T € Z(U) um operador autoadjunto. FEntdo eriste uma base orto-
normal de U formada por autovetores de T. Note que todo operador
autoadjunto é diagonalizdvel.

Prova do caso bidimensional: Seja u,v uma base ortonormal de U.
Sabemos pelo teorema [12.66] que a matriz de T é simétrica, ou seja, da

forma
a b
A= .

Desta forma, o polindmio caracteristico de T é da forma
pr(A) =AM — (a4 c)A + ac — b
Como

(a+c)—4(ac—bH) =’ +c?—2ac+4b* = (a—c)?+4b* >0
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vemos que pr(A) sé apresenta raizes reais. Se a =c e b =0 entdo A = al
e a prépria base u,Vv serve para provar o teorema.

Agora, se a # c ou b # 0 entdo pr(A) possui duas raizes reais distin-
tas, isto é, T apresenta dois autovalores distintos. Pelo teorema 0s
autovetores correspondentes sdo ortogonais. Basta tomar como base dois
autovetores unitdrios correspondentes a cada um dos autovalores.

12.10 Exercicios

Ex. 12.72 Verifique, em cada um dos itens abaizo, se a aplicagdo ( , )
€ um produto interno no espago vetorial V.

1. V= Rz, u=(x,y1), w=(x,Y2) e (u,w) = 2x1%2 + 4y1ys.

2. V=2(R), p(t) = aqp+art+art’ +azt?, q(t) = by+bit+b,t?+bst?
e <p, C|> = aobo + (11b1 + (lzbz + (13b3.

3. V=M, A,Be M, e (A,B) = tr(A'B), onde tr(A) € o traco de
A.

4. VZRS, u=(x1,Yy1,z1), w=(x2,Y2,22) e (u,w) =x1% +Yiy.

5. V=R u=(x,ynz,t), w=(x3Yzz,t) e (W,w) = x;x, +
Y1yz + z1z; — tits.

Ex. 12.73 Para cada um dos itens abaizo determinar,
a) (u,v) b) [jull, |[v]] c) o dngulo entre u e v.
1. V=R3, com o produto interno usual, w= (1,2,1), v=(3,4,2).

2.V = P(R), com produto interno (p,q) = j;p(t)q(t) dt, u =
p(t) =1+t+4t%, v=q(t) =2+ 5t%.
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: 2
3. V.= M,;, com produto interno (A,B) =tr(A'B) , A = < 1 ),

4 12
8 —1
B_<4 3>.

Ex. 12.74 Em cada um dos itens abaizo determinar d(u,v).
1. V =R* com o produto interno usual, u = (1,1,1,1),v = (1,0, 2, 3).

2. V= P(R), com produto interno (p,q) = j; p(t)q(t) dt, u = 1+t,
v=3t+43t%

3. V. =Mj;, com produto interno (A,B) =tr(A'B) ,

1 2 3 1 2 1
u=1| 4 5 6 e v=| 0 0 1
1 11 2 2 2

Ex. 12.75 Verifigue se o subconjunto S do espago com produto in-
terno V é ortogonal.

1. V=R3, com o produto interno usual , S ={(0,1,1),(1,1,0)}.

2.V = P(R), com produto interno (p,q) = fép(t)q(t) dt , S =
{t,t?}.

3. V. =Mj;, com produto interno (A,B) = tr(A'B) ,

s={(s2)-(1):(20))

Ex. 12.76 Com relagdo ao ezxercicio anterior, quais conjuntos sao
ortonormais?
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Ex. 12.77 Determinar uma base ortonormal para cada um dos su-
bespacos vetoriais W do espaco com produto interno V abaizo, utili-
zando o processo de Gram-Schmadt.

1. V=R* com o produto interno usual ,
W = [(1) ]»O)O)) (0) ]»230)) (O» 033»4)]
2. V = Z(R), com produto interno (p,q) = fép(t)q(t) dt , W =
(1,1 +t,t7].

3. V. =Mj;, com produto interno (A,B) = tr(A'B) ,

10 0 1 00
Ex. 12.78 Determine m € R de modo que T : R> — R® dada por
T(x z)—(ix+L +mz —Lx+i —Lz —Lx—%Lz)
>1J> \/g \/gy b \/g \/gy \/g b \/z \/z

seja uma tsometria.

Ex. 12.79 Determinar uma isometria em Z,(R) cuja matriz em re-

lagao a base canébnica € (onde x,y,z € R devem ser

« of-

1
-
0
Y

N = o

determinados).

Ex. 12.80 Verifique se T: M, — M, dada por T(A) = A'Y, Ae M,, €
uma 1sometria.

Ex. 12.81 Mostre que o conjunto infinito

{1, cosx, cos 2x, cos 3x, ..., senx, sen 2x, sen 3x, ...}
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€ um conjunto ortogonal no espacgo das fungées continuas C([0, 27, R)
com relagdo ao produto interno (f,g) = fén f(x)g(x)dx.

A partir do conjunto acima encontre um conjunto ortonormal
deste espago. Conclua dai que C([0,27],R) tem dimensdo infinita.
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