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Chapter 1

Funcoes com Valores Vetoriais

Até aqui trabalhamos com fungoes f: R — R ou g : N — R (seqiiencias).
Estudaremos agora funcoes com valores vetorias. As mesmas sao tuteis para descrever
superficies e curvas espaciais. Sao também uteis para descrever o movimento de objetos no

espaco.

1.1 Definicoes - Propriedades

Definigao 1.1.1. F : I — R* | I C R, intervalo F(t) = (fi(t), f2(t), f3(t)) ou
F(t) = fi(t)7+ fo()7+ fs()k € dita uma fungdo com valores vetoriais.

Definigao 1.1.2. Se F(t) = (fi(t), f2(t), f3(t)) entao

lim F(£) = (lim fi(6), lim f(t), lim f(t)) -

t—a

Definigao 1.1.3. F' € dita continua em a se lim F(t) = F(a) .

t—a

F(t+h)— f(t)

Definicao 1.1.4. F tem derivada F'(t) se F'(t) = lim
o

Observe que

lim F(t+h)—f(t) _ (lim fi(t+h)— fi(t) lim fa(t+h)— fa(t) lim
- ; :

fs(t+h)—f3(t))
h

h—0 h—0 h h—0 h h—0

= (i), f2(t), f5(2)) -



Definigao 1.1.5. /ab F(t)dt = </ab fi(t)dt, /ab fo(t)dt, /ab fg(t)dt>
Oa[F@ﬁ:[%@ﬁfﬁ[h@ﬁiﬁ[ﬁwﬁ%.

Propriedades: Consideremos:
FG:1 — R?

pil = R
(i) (F+G)(t) = F'(t) + G'(1)
(i) (u- F)'(t) = p(t)F'(t) + p/' () F (1)
(iii) (FeG)(t)=F(t)-G'(t)+ F'(t) - G(t), onde e denota o produto escalar.
(iv) (F x G)'(t) = F'(t) x G'(t) + F'(t) x G(t) , onde x denota o produto vetorial.

Faremos a prova de (iii). As outras serao deixadas como exercicio.

Prova de (iii):
Seja F(t) = fit)T+ ()] + fs(DF e G(t) = gi(t)7+ g2 (6)]+ gs (D)

3

(FeG)t) =3 fit) - gilt)

(F.G)/(t) (Z fz gz > :Z fz gz =
= D () gt + £l - gilt =Z g+ filt) it) =

= F(t)eG'(t)+ F'(t) e G(t) .

Passaremos a nos utilizar de fungoes do tipo acima para estudar os movimentos no espago.

1.2 Movimentos no Espaco

Para descrever o movimento de uma particula no espaco precisamos explicar onde a

particula estd em cada instante de tempo ¢t de um certo intervalo. Assim, a cada ins-

tante ¢t mno intervalo considerado I, corresponde um ponto 7(t) e o movimento é descrito

por uma funcao v : I — R3.



Definicdo 1.2.1. Uma curva no R® é uma aplicacio continua v : I — R, onde I é um

intervalo da reta.

Y(t) = (m(t), 72(t), ().

z =n(t)
As equagoes : y = Y(t) sao chamadas equagoes paramétricas de - .
z = 3(t)

Como vimos, a fungao vetorial ~ tem derivada +/(t) em ¢ € I se

Lembre-se: ~'(t) = (v1(t), v5(t), v5(t)) .

Definicao 1.2.2. v : I — R3 uma curva. Traco de v é a imagem do intervalo I por .

v € dita diferencidvel de classe C" se 1, V2,73 o forem em I .

V({t+h) = ()
h

a zero, aproxima-se da dire¢ao que costumamos chamar a dire¢ao tangente a curva y em y(t) .

A figura a seguir mostra que o vetor tem a direcao que, conforme h tende



7 4 74
] o (tHh)—(t) ]
v(t) v(t) 7' ()
\ \ 'x
1
RGO 0™ (t+h) “'\
|
\ o
X y X y
///
v

(t+h) =7 ()
Ll | 0<h<1

A derivada «'(t) se existe e é diferente do vetor nulo é chamada o vetor tangente a vy

em 7y(t). Ele é usualmente representado com a origem em ~(¢), como na figura.
Exemplos:

1. v:[0,27] — R? definida por 7(t) = (cost, sen t).
Temos 7'(t) = (—sen t, cost).

Notemos que:

) 'Ol =1

(i) 7'(t) e~(t) =0

T
N

)
2. v: [0, g] — R y(t) = (cost, sen t, t).



-

~—

7(0

3. v:[0, 7] = R*; dada por v(t) = (cos2t, sen 2t).

N

Compare com o exemplo 1. Note que diferentes curvas podem ter o mesmo traco.

4. Curvas podem ser, em geral, muito arbitrarias. Por exemplo, existe uma curva continua,
a curva de Peano, cujo trago ¢ o quadrado [0,1] x [0,1] C R? (Para maiores detalhes

o leitor pode consultar o Livro de Elon Lages Lima, Elementos de Topologia Geral ,

pg. 252)

Muitas vezes chamamos o vetor v/(t) como o vetor velocidade. Isto tem sentido pois

estamos entendendo uma curva como o movimento de uma particula no espago. Esse movi-

r(t+h) =@
Id 7

para h pequeno, é a velocidade média de v no intervalo de t a t + h. Se 7'(t) existe, nao é

mento é descrito em fungao do tempo por (t). Observe que o nimero



dificil provar que

Iy (@) = 1im EED) =7
h—0 |h|

De fato: Notemos que

< H vt + }|L2l|_ 7Ol —’y'(t)H —0, com h—0.

Iyt +h) = (D)

7 ” = v @®|, com h—0.

Logo

(¥) Usamos a propriedade | ||| — [|7]| | < ||u — ]| .

Assim [|7/(¢)|| é um limite de velocidades médias sobre intervalos arbitrariamente pe-
quenos. Por esta razao ||7/(t)|| é chamado a velocidade de = mno ponto (t) e v'(t) é dito

o vetor velocidade de v no ponto y(t).

Definigao 1.2.3. Uma curva vy : I — R? € dita regular (ou suave) se for diferencidvel de

classe C' e se v'(t) = (v1(t), v5(t), v5()) # (0,0,0), Vi e I.

Definigao 1.2.4. v : [a,b] — R? € dita regular por partes (ou suave por partes ) se
existir uma parti¢ao finita de [a,b] em subintervalos tal que a restrigao de v a cada subin-
tervalo seja regular. ~y € dita fechada se ~y(a) = v(b). Se v € fechada e o seu trago nao se

intercepta em nenhum outro ponto entdo v é dita curva fechada simples.

v(a) = ~(b)
/ v(a) = v(b)
/
/41
Fechada nao Fechada
simples simples



Exemplos:

vi[=1,1] = R*, ~(@) = (3, ?).
y_t2 t3 2/3 __ 1.2/3

Assim o traco da curva estd contido no gréafico da funcio y = x%/3.

Notemos que v € C*®. Ainda v'(t) = (3%, 2t), te (—1,1).
v nao é regular, uma vez que v'(0) = (0,0).

v € regular por partes.

Obs. Note a diferenca entre traco de curva e graficode f: R — R.

2. v:R = R*, A(t)= (3 —4t, > —4).
v'(t) = (3t* — 4, 2t) # (0,0), VteER.
v e ™.
Assim 7 é regular.
Note: y(=2) =7(2) = (0,0)
Y(=2)= (8, —4) e 7/(2)=(8,4)

\\/




3. O gréfico de uma fungao continua y = f(z), a < x < b, pode ser parametrizado assim:

r=t

y = f(1)

t € a,b

-

/f\/

Um resultado que temos é o seguinte: uma curva regular (ou suave) nao tem bicos
(quinas).

De fato:

Uma curva regular é tal que o vetor tangente varia de maneira continua.

Em um bico (quina) a mudanga do vetor tangente sé pode ser continua se no bico ele for

nulo (contra a regularidade da curva).

A reciproca deste resultado nao é verdadeira. Para tanto consideremos o exemplo:
7R =R (1) = (8, 1%).

Neste caso v/(0) = (0,0) e assim v nao é regular mas o seu trago nao forma bico.

yl




Iremos agora fazer uma convencgao:
Seja v : [a,b] — R3.

Iremos denotar por —v a curva definida como:

—v :[a,b] = R®, —(t) = y(a+b—t).

v(b)

‘T/ [+

v(a)

Exercicios:

1. Mostre que se ||y(t)]| é constante entao «'(t) é ortogonal a ~(t), Vt € I.

Resolucao:
Temos (v ey)(t) =~(t) e v(t) = [y(®)[* = C .
Derivando obtemos (v e v)'(t) = 0.

Usando a propriedade da derivada do produto escalar obtemos:
(ye)(t) =27'(t) e ().

Logo ~/(t)e~(t) =0 .

Assim 7/(t) é ortogonal a y(t), Vtel.
Observe: Se ||y(t)]| é constante entdo a extremidade de 7(t) se desloca sobre uma
superficie esférica de centro na origem. O vetor tangente 7v'(t) é sempre ortogonal a

um raio da esfera.

10



2. A figura abaixo é descrita por um ponto P sobre uma circunferéncia de raio a que
rola sobre o eixo x. Esta curva é chamada cicléide. Determinar uma parametrizacao

dela.

Seja P(z,y).

C(at,a)

acost

P(z,y) Q(at,y)

O giro da circunferéncia implica que OB = arco BP = a.t.
Logo: +=0B—-AB=0B—PQ =at —asent=a(t—sent).
Também y = BC — QC =a — acost = a(l — cost).
Portanto a cicldide tem a representacao paramétrica:

x =a(t —sen t)

y = a(l — cost).

11



x d
Assim: — = a(1 — cost) e % _ gsen t, que sao fungoes continuas. Ainda, estas se

dt dt
anulam em t =2n7w, Vn € N. Logo a cicléide nao é suave.

Nota 1: Vamos registrar aqui algumas propriedades da cicléide. Para maiores detalhes o

leitor pode consultar o Livro Calculo com Geometria Analitica - Vol. 2 - Simmons - pg. 259.

yl

rAérea =3(wa?)
Nota 2: Vamos aqui também apresentar algumas curiosidades a respeito desta curva. O
leitor interessado em maiores detalhes pode consultar o Livro citado anteriormente na Nota

1, pg. 264.

Na situacao representada abaixo, consideremos o problema de deslizar arruela sob acao

da gravidade somente.

_» arame delgado
* (arbitrério)

Qual deve ser a forma do arame (trajetéria) que permita a arruela ir de A até B no menor
tempo possivel?

A resposta é uma cicldide (invertida) com A na origem.

Nao ¢ o segmento de reta.

(Menor tempo: braquistécrona)

12



A

=N

B - ponto mais baixo

Soltando-se a arruela em qualquer ponto entre A e B o tempo levado até chegar a B é o

mes1o.

(Tempos iguais: Tautdcrona)

Ambos problemas foram resolvidos no sec. XVII pelos Irmaos Bernouilli.

O comprimento de uma curva ¢é a distancia total percorrida pela particula médvel.
Prova-se que dada uma curva diferencidvel de classe C*, ~ : [a,b] — R?, seu comprimento
¢ dado por

b
() = / (6t

Vejamos uma interpretacgao:

7(b)
/"7_» 'VI(tZ)
t;
| | | | |
I T I 1 y(a)
a ‘—’Ai b

v/ (t:)]] - A; =~ comprimento do arco destacado, melhorando a aproximagao quando A; — 0.
Assim:

n b
() = Jim Sl = [ I @)
b=l a

Observagao: O Leitor interessado na deducao desta formula pode consultar, por exemplo,

o livro Advanced Calculus - Buck - pg. 321.

Exemplos:

13



1. v:[0,27] - R?*, ~(t) = (cost,0)
Yy
-1 1 x
O comprimento da curva é 4. Calcule pela definicao.
2. Calcular o comprimento da hélice circular y(t) = (cost, sen t), t € [0, 27]
2m 27
c(y) :/ Vsen2t + cos?t + 1 dt = / V2dt =227
0 0
3. Calcular o comprimento do grafico da fungao de classe C', f:[a,b] — R.
Podemos pensar na parametrizacao v : [a,b] — R%, ~(t) = (¢, f(¢)).
b
c(y) = / V14 [f'(t)]? dt - férmula jé deduzida anteriormente.
4. Definigao: Seja v : [a,b] — R3.  ~v(t) - vetor posigao.
v'(t) - vetor velocidade. " (t) - vetor aceleragao.
Consideremos a situacao:
ty
/
/
/
X
Conclua que v (t) aponta para o lado concavo de v, como ilustrado acima.
Exemplos:

14



1. Uma particula desloca-se num plano obedecendo a lei:
700,20 = R*, y(t) = (I — )i+t

Determine a velocidade e a aceleragao no instante t. Esboce a trajetoria e represente

geometricamente v'(1) e v”(1).

y'(t)= (2t - 1)+ 7] y
1
—9

') ! 7' (1) v(2)

v(1) = (0,1) ;?/

V(1) =7+ )
(1) |

Y1) =27 3
~(0) 2 !

2. Uma particula percorre uma circunferéncia com velocidade angular constante. Mostre
que a aceleragao é representada por um vetor de médulo constante, orientado para o
centro da circunferéncia (este vetor é chamado aceleragao centripeta).

Sem perda de generalidade, podemos supor:

<

f = angulo formado por

—).
OP no instante t.

A(a, o)

\

Temos: velocidade angular w = constante.

Assim: 0 =w-t.

x = acos (wt)
Logo:
= a sen (wt).

15



v(t) = acos(wt)r'+ a sen(wt)] .

v'(t) = —aw sen(wt)v’+ aw cos(wt)7 .
7"(t) = —aw? cos(wt)? — aw? cos(wt)7] .
Temos entao que:

IOl =aw® e 7"(t) = —w?1(t)

o que comprova que 7" (t) aponta para o centro da circunferéncia.
3. Consideremos o movimento dado por:

v(t) = acos(wt)T+ a sen(wt)T+ h k

4z
V(1)
’
| /0
ol S
/| - v
y y
/
/s
@ = wk - chamado velocidade angular de .
7 7 k
wx y(t) = 0 0 = —aw sen(wt)7+ aw cos(wt)j=~v'(t).

w
acos(wt) a sen(wt) k
Portanto: o vetor velocidade é o produto vetorial da velocidade angular @ pelo vetor
posigao y(t) .

4. Vamos agora examinar o comportamento de um projetil disparado por um canhao.

Introduzimos o sistema de coordenadas.

16



Vamos desprezar a resisténcia do ar, considerando apenas a forca da gravidade.
Seja ||vg|| = vo

- — — o o 2

g=—g7, onde gl =g=9,8m/s

Pela 2a. Lei de Newton (F = m @) temos:

ou

Integrando:

Temos que vy =~v'(0) =¢
Logo ~'(t) =t g+ o

Integrando novamente:

Ainda: 0=~(0)=d

1 1
Logo: ~(t) = §t2g+t170 = —§t2gf+t(ﬁgcosa7+ Vo sen «a J)

Temos entao as equagoes paramétricas:

xr = (vgcos a)t

(*) 1

y = —§t29+ (vo sen a)t
Eliminando ¢, temos:
y = 2_—92 2* + (tg a)r - o que mostra que a trajetéria é uma pardbola.
2vug cos® o

17



Alcance (ou ponto A):
Fazemos y = 0 em (%)

1
t(—§ gt +vpsen o) =0

2 vy sen «
t =0 - corresponde ao ponto ) ou t= . corresponde ao ponto A.

9
Substituindo na la. equagao de (*) obtemos:

2upsen & visen(2w)
. :

T = Vg COS

Em particular: alcance maximo se sen(2a) = 1 ou seja o = 45° .

Altura Maxima:

y = —tg+ vy sen a =0

vy sen «
9 2 2
} L. Vg Sen « UG sen” o
Assim a altura méxima ocorreem t = ——— €  hpax = o
g g

18



Chapter 2

Funcoes de Varias Variaveis

2.1 Nocoes Topoldgicas no R™

Consideremos P = (x1, 2, ...,x,) € R™.

Associamos ao ponto P um numero real chamado sua norma, definido por:

1P| = (22 + a2+ +a2)"

Se P € R?, entdo ||P|| = (27 + x%)lﬂ, que ¢ reconhecida com “distancia” do ponto P a
origem, ou seja, o comprimento do vetor associado a P.

Analogamente, para P € R, P cR3, etc...

Usamos agora a definicao de norma para definir distancia no R™. Dizemos que a distancia
entre os pontos P e @ é dada por ||P — Q| .

Se P=(z1,...,2,) € Q= (y1,-..,Yn), entao

d(P,Q) = |IP = QI = [(&1 —y1)? + (22 — 1)> + - + (20 — ya)?]/*

Observacao: Esta é a distancia euclidiana. Observamos que, além deste, ha outros conceitos

de distancia.

19



Ao espaco R™, com esta distancia, costumamos chamar de ESPACO FEUCLIDIANO.

Definicao 2.1.1. Chama-se bola aberta de centro Py € R" e raio § > 0, ao sequinte

conjunto:

B(Py,8) = {P € R"| d(P, ) < 6}

y A
Py—d [ Py \ Py+46

\

y

Chama-se bola fechada de centro Py € R" e raio 6 > 0 ao conjunto

B(Py,0) ={P € R" |d(P, ) <}
Chama-se esfera de centro Py € R" e raio § > 0, ao conjunto
S(Py, ) ={P e R" | d(P, Py) =0}

Observacao: Uma bola aberta de centro Py e raio 6 > 0 também serda chamada uma

vizinhanc¢a de raio & do ponto Py .
Notagao: Vi(R)
Dado um conjunto S C R™, qualquer, todo ponto do R” tem uma das propriedades:
(a) dizemos que P é ponto interior a S, se existe 6 > 0 tal que B(P,d) C S.

(b) dizemos que P é ponto exterior a S, se existe § > 0 tal que B(P,d) nao contém

qualquer elemento de S, isto é, B(P,0)N.S =0;

(c) dizemos que P é ponto fronteira de S, quando P nao é interior nem exterior a S,

isto é, V0 > 0, B(P,¢) contém pontos de S e pontos que nao sao de S'.

20



Exemplos:

(1) P éexterior a S y 4
@ ¢ interior a S

R é fronteira de S

P é ponto fronteira de S
@ ¢é ponto fronteira de S

R é ponto exterior a S

Definicao 2.1.2. Seja A C R". Dizemos que A € aberto, se todo ponto de A for interior
a A, istoé, YVPe A, 36>0 tal que B(P,0) C A.

Exemplos:

1. R™ é aberto no R"
2. A:{P€R2] I|P|| < 1}

SejaP0€A<:)>||P0||:T<1

1_
Consideremos B (PO, 5 T)

1—
Mostremos que B (Po, 5 r) CA

1—17r

PEB(PO, >: |P|| = [|[P—PFPo+ Rl <||P— Bl + Rl =
1—

21



3. Qualquer B(F,d) é um conjunto aberto no R™.

1. C={(w,y) €R?| [a| + |yl < 1}

C é aberto

5. CU{(0,1)} nao é aberto.

Observacgao: Dado um conjunto A C R", o conjunto dos pontos interiores a A é chamado
interior de A e é denotado por int A ou A.

Analogamente, ext A ou front A.
Definicao 2.1.3. Dado A C R"™, dizemos que P € um ponto de acumula¢cao de A, se
qualquer vizinhanga de P contém um ponto de A, diferente de P .
Exemplos:

1. Todo ponto P € R™ é ponto de acumulacao do R™.

22



2. Nenhum ponto P € R™ é ponto de acumulacao do conjunto ().

3 A= {(,y) | 2%+ < 1)

O conjunto dos pontos de acumulagao de A é: {(x,y) | 22 +¢y* < 1}
4. A={(z,y) |y >} U{(1,0)}

(1,0) € A mas nao é ponto de acumulagao de A.

(1,1) € A mas é ponto de acumulagao de A.

Conjunto dos pontos de acumulagao de A : {(z,y) |y > x}.

soa={(2.-1) Inen}

Observe que (0,0) € A e que (0,0) é o Gnico ponto de acumulagao de A.

Exercicio:

Mostre que se P é ponto de acumula¢ao de um conjunto A, entdo toda B(P,d) contém

infinitos pontos de A.

Conclua disto que um conjunto finito nao pode ter pontos de acumulagao.

Definicao 2.1.4. Dado um conjunto A C R", dizemos que P é um ponto isolado de A se

PeA e P nao ¢ ponto de acumulacao de A .

Exemplos:

1. Vide exemplo (4) da defini¢ao 3:
(1,0) é ponto isolado de A

(2,1) nao é ponto isolado de A (nao pertence a A).

23



2. Vide exemplo (3) da definigao 3:

O conjunto A nao tem pontos isolados.

Definicao 2.1.5. Um conjunto A € fechado se todo ponto de acumula¢do de A pertence

a A.

Exemplos:

—_

. R"™ é fechado

[\

. 0 é fechado
3. A={(z,y) € R* | 22 + y? < 1} ndo é fechado
4. Vide exemplo (4) da definigdo 3: A nao é fechado

5. Vide exemplo (5) da definigdo 3: A néo é fechado

Exercicios:

1. Prove que todo conjunto finito é fechado.

2. O conjunto {(z,y) € R? | z = y} ¢ fechado em R? ?

Observacao: Na linguagem comum as palavras aberto e fechado sao exclusivas e totali-

zantes. Tal fato nao ocorre aqui, como mostram os exemplos abaixo:

conjuntos aberto | fechado

{(z,y) | 2* +y* <1} | sim nao

conjunto finito nao sim

{L|neN} nao nao
n

R? sim sim

Teorema 2.1.6. Um conjunto € fechado se, e somente se, seu complementar é aberto.

24



Prova:

(—) Seja F' - conjunto fechado

VP e(CF < P¢F (fechado) = P nao é ponto de acumulacao de F' < 3§ > 0 tal que
B(P,§) C CF. Portanto CF é aberto.

(<) Seja CF - conjunto aberto

Consideremos P um ponto de acumulacao qualquer de F. Mostremos que P € F'.
Suponhamos que P ¢ F'= P € CF (aberto).

= 30 > 0 tal que B(P,0) C CF = P nao é ponto de acumulacdo de F' (contra hipdtese).
Logo P € F e assim F' é fechado.

Definicao 2.1.7. A C R™ ¢ dito limitado se existe 6 > 0 tal que A C B(0,0).

Exemplos:
1. Qualquer B(P,§) é um conjunto limitado
2. {(1,m) | m € N} ndo é limitado
3. {(sen x, cosx) | x € R} é limitado. Desenhe-o.

Vamos agora enunciar um dos resultados basicos do Célculo, que garante a existéncia de
pontos de acumulacao. Para a prova, o leitor pode consultar o livro: Advanced Calculus,

Buck, pg. 38.

Teorema 2.1.8 (Bolzano-Weierstrass). Todo subconjunto infinito e limitado do R™ tem pelo

menos um ponto de acumulacao.
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Definicao 2.1.9. Um conjunto A C R" se diz compacto quando é fechado e limitado.
Exemplos:

1. Todo conjunto finito é compacto

2. Toda bola fechada do R™ é compacta

3. [a,b] X [¢,d] C R? é compacto

Defini¢ao 2.1.10. Uma cole¢iao {Qy}aer de conjuntos abertos é chamada uma cobertura

aberta ou um recobrimento aberto do conjunto A C R" se A C U Q.
ael

Exemplos:
1. {B(0,n)},en cobertura aberta do R™
2. {B(P,1)}pegn cobertura aberta do R™
3. {B(P, 3)}pez» ndo é cobertura aberta do R™ mas ¢ de Z"

Definigao 2.1.11. Seja Q uma cobertura de A C R™. Uma subcolegao Q' de Q € dita uma

subcobertura de A relativamente a Q se Q' ainda é cobertura de A.

Observacao: Se o numero dos conjuntos na subcobertura é finito ela é dita subcobertura

finita.

Exemplo:

1. {B(0,n)},en cobertura do R™

{B(0,n)}necan subcobertura do R™ relativa a cobertura acima

Uma caracterizacao de grande valor tedrico dos conjuntos compactos (cuja prova pode

ser encontrada em Advanced Calculus, Buck, pg.39) é a seguinte:

Teorema 2.1.12 (Heine-Borel). Toda cobertura aberta de um conjunto compacto A C R™

admite uma subcobertura finita.

Exercicios:
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. Se A e B sao conjuntos fechados, mostre que AN B e AU B sao também fechados.

. Esboce os seguintes conjuntos:
A={(z,y) e R* | max{[z] [y|} <1}
B ={(x,y) eR* | [z| + [yl <1}

. Pense e veja se concorda:

(i) O conjunto {z € R | 0 <z < 1} é aberto;
(i) O conjunto {(z,0,0) € R* | 0 < x < 1} nao é aberto;

(iii) Qualquer plano néo é aberto no R?.
. Qual é a fronteira do conjunto
P={(z,y) eR* | 2,y €Q}
Observe que R? — P = {(z,y) € R* | (z,y) € P} nao é um conjunto aberto.

. Determine os pontos de acumulacao, a fronteira e o interior dos seguintes conjuntos:

(a) {(z,y) eR* | >0}

(b) {(z,y) €eR? | |z] = |y|}

(0) {(z,y) eR? | z,y € Z}

(d) R?

(e) {(z,y) | 2> —y* =1}

() {(L, L) | m,neN}. Esboce o conjunto.
(g) {(x,y,2) | 2% +9>+ 22> 4}

. Citar as propriedades que se aplicam a cada um dos conjuntos do exercicio anterior,

dentre as seguintes: aberto, fechado, limitado, finito.

1 o
. Seja S o conjunto de todos os pontos (x,y) tais que y = sen — e x > 0. Determine §'.
x

S é fechado? Determine front S .

. Considere S ={(z,y) | 2*4+y*=1 ou y=0 e 0<z <1} Determine S.
S é fechado?
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9. Justifique porque nao se pode aplicar o teorema de Heine-Borel aos seguintes conjuntos

e respectivos recobrimentos:

A =[a,b] % [¢,d] A=R? |A=V(0)CR?

{Sy}ye[cvd] {V5(0)}sen | {V2(0)}o<r<n
onde S, = [a,b] x {y}

10. Mostre que um ponto fronteira de S que nao esta em S ¢é um ponto de acumulacao

de S.

11. Determine um subconjunto do R? com exatamente trés pontos de acumulacao.

Sera possivel conseguir um subconjunto do R? com exatamente trés pontos interiores?

12. Prove que um conjunto A C R™ que nao tenha pontos de acumulacao nao tem pontos

interiores.

2.2 Funcoes - Limites - Continuidade

2.2.1 Definicao

Definigao 2.2.1. Seja A C R". Uma fungao f definida em A com wvalores em R € uma

correspondéncia que associa a cada ponto de A um e um $6 numero real.

Os pontos de A sao chamados variaveis independentes.

Notacao: f: ACR" - R.

O conjunto A é chamado dominio de f .

O conjunto B = {f(P) | P € A} é chamado imagem de f e denotado por Im(f).
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Observagao: Durante o curso de Célculo I estudamos fungoes f : I C R — R. Genera-
lizacoes deste conceito podem ser feitas das mais diversas maneiras. Por exemplo, f : [ C
R—R? g:ACR?—R, h:ACR?> - R?, (:ACR?—R3, etc.

Todos estes casos aparecerao durante o curso, mas em especial estaremos trabalhando com

f:ACR" — R, mais particularmente com f: A C R? - R.

Exemplos:

1. f:ACR}* =R

f(z,y, z) = altura em relagdo ao plano xy

A={(z,y,2) eR3 | 2> +y? + 22 =1}

2. P,:R"—=R

(x1,...,2,) = x; i-ésima projegao por exemplo,n =3 e i =2, (r,y,2) = y.
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Exercicio: Encontre o dominio da fungao dada por f(x,y) =
r—y

Encontre também os pontos (x,y) para os quais f(z,y) = 1.

Resolugao:
A expressao s6 faz sentido nos pontos (z,y) tais que z — y* > 0 ou seja x > 2.
Ainda: f(z,y) =1l y=\r -y =y =x—y* & r=2y>.

A seguir representamos o dominio de f e os pontos onde f(z,y) =1.

2

Observagao: Analogamente como feito para funcao h : R — R podemos definir, ponto a
ponto, a soma, o produto, a divisao de duas funcgoes f,g : A C R" — R. Por exemplo: a

funcao soma f + g é definida por: (f + g)(P) = f(P) +g(P), VP € A.

2.2.2 Graficos

Definigao 2.2.2. f : A C R* — R. Chama-se grdfico de f ao subconjunto do R™"!
definido por
Gr=A{(P, f(P))| P e A}.

Observacao: Como o grafico é um subconjunto do R"*! e no papel podemos representar
até o R? entao podemos desenhar o grafico de funcoes de no maximo duas varidveis, isto &,

n=2.

Exemplos:
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(1) f:ICR—R

(2) f:R*—=R
f(P) =2
Gy ={(2,9,2) / v,y € R}

3) f:R*=R
(z,y) =y
Gy={(z,y,y) / xz,y € R}
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4) f:ACR?—>R
(z,y) — 2%+ y?
A={(z,y) eR* /2 >0, y >0}
Gp=A{(z,y.2*+y?) /x>0, y>0}

5) fR*—=R
f(P) = distancia de P ao

ponto (0,0), ou seja,

flz,y) = Va2 +y?

4z
6) f:RZSR
(z,y) — 2 :
Gy = {(0.3,0%) | 2.y € B} )
X
Exercicios Y

1. Esboce o grifico de f: A C R*> — R tal que f(P) = distancia do ponto P ao ponto
(0,0) onde A = {(z,y) € R* | 2* +y* > 1}.
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2. Tente definir uma funcao f : R? — R cujo grafico seja uma “telha eternit” .

3. Esboce o grafico de f(z,y) = 2> + |y .

2.3 Curvas e Superficies de Nivel

Existe uma outra técnica grafica, 1util, para descrever o comportamento de uma funcgao
de duas varidveis. O método consiste em descobrir no plano zy os graficos das equacgoes
f(z,y) = k para diferentes valores de k. Os graficos obtidos desta maneira sdo chamados as
curvas de nivel da fungao f.

f:ACR* =R

Curva de nivel k: {(z,y) € A tal que f(z,y) =k}.

y
curva de A
nivel k
ou
., curva de nivel
flx,y) =k
Exemplos:

1. z = f(x,y) = altura em relacao ao nivel do mar (definida em uma pequena porgao

aproximadamente plana).
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Nossas curvas de nivel correspondem as linhas de contorno em uma mapa to-

pografico.

2. f:R? =R
fz,y) = 2%+

As curvas de nivel sao os graficos das equacoes z2 + % = k.

<

ﬁ
22

“y

3. f:DCR*>R
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1
f(fb’ay)—m

Curvas de nivel: 22 + ¢y = c.

)
&

4. 2 = f(z,y) = 22 — o
Curvas de nivel:
2 —yt=c
c=0=|z]=y|

¢ # 0 - hipérboles

\\ A

WA

Se f é uma funcao de trés variaveis z,y, z entao, por definicao, as superficies de

nivel de f s@o os graficos de f(x,y,z) = k, para diferentes valores de k .
f:ACR}*=R
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Superficies de nivel k : {(x,y,2) € A tal que f(z,y,2) =k} .
Em aplicagoes, por exemplo, se f(x,y,z) é a temperatura no ponto (z,y,z) entdao as
superficies de nivel sdo chamadas superficies isotermas. Se f(z,y, z) representa potencial

elas sao chamadas superficies equipotenciais.

sup. de nivel k;

///"

k1

ko

k3

Exemplos:

(1) f:R*=R
fle,y,2) =20+y+=z
superficies de nivel 2 W—
2r+y+z==k

planos paralelos
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(2) g:R*—>R
g9(z,y,2) = 2° +y* + 2°
superficies de nivel
24+ +22=k>0

Superficies esféricas de centro na origem

3) h:RP=R
h(x,y,z)zg

eil'
superficies de nivel

y = ke®

v

2.4 Funcoes Limitadas

Definicao 2.4.1. f: A C R" — R diz-se limitada em um conjunto B C A se existir uma
constante K € R tal que |f(P)| < K, VP € B.

Exemplos:

1. f:R? 2R
flzy) =2x+y
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B={(z,y) €R?|a® +¢* < ?}
f ¢é limitada em B; senao vejamos:

|f(z,y)| =22 +y| < 2]z + |y| < 2a+a=3a.

2. f:R2—{(0,0)} » R
1
f(z,y) = PO
f nao é limitada em R?.
Definicao 2.4.2. f: A C R" — R diz-se limitada em um ponto P, € A se existir 6 > 0
tal que f seja limitada em AN B(Py, ).

Exemplo:

fiR?2—{(0,0)} = R
1

[z, y) = 212

nao é limitada em
R? — {(0,0)} mas é limitada
em qualquer ponto de

R? —{(0,0)}.

Teorema 2.4.3. Se uma func¢ao € limitada em todos os pontos de um conjunto compacto C'

entao ela € limitada em C .
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Prova:

Para todo P € C existe B(P,0,) tal que
If(Q)|<K,, YVQeCnB(PJ,).

Como C' é compacto, pelo Teorema de Heine-Borel existe um nimero finito de bolas
abertas B(Py,0y,), ..., B(P,,0p,) que recobrem C'.

Temos as constantes K,,,..., K, .

Seja K = max{K,,,..., K, }.

Entao,

PeC«& 3P talque Pe B(P,d,) < |f(P)|<K, <K.

Portanto f ¢ limitada em C'.

Exercicios:

1. Determinar os dominios maximos de cada uma das fungoes abaixo, esbocando-os grafi-

camente:
x In(x — 2y)
fng b = —
(a) z=arc sengj_i_y (b) =z NS T
=1 —4 2_ 2 d = *
(¢) z=1In(36 —4x* — 9y°) (d) =z e

(e) z:\/xQ—yZ—i—\/xZ—i—yQ—l

2. Esboce o grafico de:
(a) flz,y) =2 +y* — /22 + 3
(b) g(z,y) = Seni , ©#0
3. Considere no R? o seguinte conjunto:
H={(zr,y) e R®|x<y<z+1}.

Considere ainda f : H — R dada por f(x,y) = 2? + y*. Observe que f é limitada em
todo ponto do conjunto H mas nao é limitada em H . Compare com o resultado dado

no Teorema 5.4.3.

4. Tragar curvas de nivel para as fungoes
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(a) f(z,y) =2y
(b) g(z,y) = cosz

5. Determinar as superficies de nivel das fungoes:

x2+y2

(a) flz,y,2)=
(b) g(x,y,2) =2+ 2y

6. Ache as curvas de nivel de f : R? — R definida por f(z,y) = sen(z — y). Esboce o
grafico de f.

2.5 Limites

Definigao 2.5.1. Escrevemos P}irrll) f(P) =L e dizemos que limite da fungdo f no ponto
— 10

Py € tgual a L quando:
(i) f: ACR" =R e Py é ponto de acumulagdo de A .

(i1) Correspondendo a cada € > 0 existe um 6 > 0 tal que

0<|[|P— P :d(P,P0)<5} = |f(P)—L|<e¢

Observacgao: Quando PHH}D f(P) = 0 diremos frequentemente que f é infinitésima no
— 10

ponto F .

Exemplos:
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1. f:RT—>R
(z,y) =@
f ¢ infinitésima no ponto (0,0)
De fato:
Sabemos que |z| = Va2 < /22 + 2
Dado € > 0 tomamos § < €.

Entao,

Vai+yP<d=|z|]<d<c¢

2fR2—>R A

y
flay) =2 +y? 9
lim z,y) =3
ety V) /
i
De fato: k | :
Sabemos que 2 X

lt+y? =3 =lz—2+y* =1 < |z —-2|+|y+ 1|y — 1

Entao, dado € > 0 tomamos § = min {1 , Z} :
Logo, |y +1] <3.
Teremos,

[(z—224+ (-1 < 6= a4+y* =3 <|z—2|+|y+1||ly—1| <6+36 =45 < 42 =
Propriedades:

1. Se f:R™ — R tem limite em um ponto P, entao este limite é tnico.

2. Se lim f(P) = Ly e lim g(P) = Ly entdo, lim (f+ g)(P) = L1+ Ly e

P—=Po P—Py P—Py

]}LH;O(fg)(P) = Li1L,
3. Se lim f(P)=L#0, entao, li =
- Se Jim f(P) = e LB T L
. ' B _o.o9P) M
Ainda se }}gr]l)og(P) = M , entao, Ph_{l}jo P L
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4. Se uma fungao tem limite em um ponto P, entao ela é limitada em Py, . (P, pertencente

ao dominio da fungao).
Observacgao: A reciproca nao vale. (Dé um contra exemplo).

5. O produto de um infinitésimo em um ponto por uma limitada no ponto é um infinitésimo

no ponto.

6. Teorema da Conservacao do Sinal:
Se Phnzl> f(P) = L # 0, entao existe B(F,d) na qual as imagens f(P) tém o mesmo
— 10

sinal de L (exceto, possivelmente, f(F)).

No caso de uma variavel vimos que existem somente duas “direcoes” através das quais o
ponto P pode se aproximar do ponto F,. Introduzimos entao as nogoes de limite a esquerda
e a direita. No caso de duas varidveis (ou mais) temos um ndmero infinito de “modos de
aproximacao”.

O caso geral é coberto pela seguinte defini¢ao:

Definigao 2.5.2. Sejam S um conjunto no qual f estd definida e Py um ponto de acumula¢ao
de S. Dizemos que f(P) converge para L conforme P aproxima-se de Po em S e
escrevemos

i 1(P) =1
PeS

se, e somente se, correspondendo a cada € > 0 existe um 6 > 0 tal que

PesS

— |f(P)—L| <=
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Observacao: Um importante caso especial é S

quando S é um segmento ou um arco de curva. AC R/n/
P,

0

Teorema 2.5.3. Se f(P) estd definida para todos pontos P em uma vizinhanga de Py , exceto,

possivelmente, em Py e th}p f(P) = L, entao o limite de f(P) existe para P aprozimando-
—Fo

se de Py em qualquer conjunto S que tenha Py como ponto de acumulagao e sempre tem o

mesmo valor L .

Prova:
Dados Fy e S nas condigoes.
Dadoe > 0.
Como Pli_I)I}lDO f(P) = L, sabemos que existe § > 0, tal que 0 < ||P=F|| <= |f(P)—-L| <e.
Isto ainda é verdadeiro se P € S'.

Assim segue que ]}LI%O f(P)=1L.

PesS

Observacgao:

Este teorema fornece um critério:

’Se os limites em dois caminhos diferentes sao diferentes entao o limite nao existe.

Exemplos:
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1. f:R2—R

1, paraxz #0
flz,y) = g 7

0, para x =0 e

S ={(z,y) eR? |y =0}

lim r,y)= lim 1=1
(z,y)—(0,0) f@:9) (2,y)—(0,0)
(CE,'y)eSl (-’E,'y)651

Sy ={(z,y) € R* | x = 0}

lim f(z,y)= lm 0=0

(z,9)—(0,0) (z,9)—(0,0)
(x,y)€S2 (z,y)€S2
Portanto, ndo existe  lim  f(z,y)
(2,y)—(0,0)

2. f:R*—{(0,0) = R

Ty
fxvy =
=
P ceixoy

— axy=0= f(P)=0
P ceixox

Logo f(P) converge para 0 conforme P aproxima-se de 0 através dos eixos coordenados.
E verdade que lim f(P) =07

P—0
P = (z,y)

el VR VAR s
|f(P)‘ - /—x2 +y2 - \/m S \/m — xQ +y2

Assim dado € > 0 podemos tomar § = ¢ e teremos

0<[[P-0||<d=¢ = |f(P)—-0|<e
Portanto, lim f(P)=0.
P—0

3. g:R*—{(0,0)} = R

LY

9(z,y) = m

g(P) = 0 quando P estd em um dos eixos coordenados, de modo que g(P) converge

para 0 quando P aproxima-se de 0 pelos eixos. Entretanto })in%) g(P) nao existe.
—

Seja S ={(z,y) €R* |z =y}
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o(P) = glr,2) = 5

) 1
lim g(P) = 570
Pes

Portanto, lim g(P) nao existe.
P—0

m
Observamos que g(z,mz) = T2 e que g(0,y) = 0 e assim o gréfico de g é con-
m

stituido por retas horizontais. Tente esboga-lo.

CF:R2—{(0,0)} - R

2
LY
F = -

(@) = — ww
Se P pertence a um dos eixos, F'(P) =0
Sobre a reta y = x:

F(P)=F(z,x) =

de modo que lim F(P)=0.
P]:(_x)oz)
De fato, F'(P) converge para 0 conforme P aproxima-se da origem ao longo de toda

x
1+ 22

reta passando pela origem.
Vejamos:
Seja y =mzx

F(P)=F(x,mx) =

m2x o
15 ige © assim }}L% F(P)=0.
y=mzx

Apesar disto, nao é verdade que }Dirrh F(P)=0.
%

Tomemos S = {(z,y) | y* = z}

1
F(P)=F(y*y) = 5
1
lim F(P) = —.
P—0 2
Pes

Y
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2.6 Continuidade

Definicao 2.6.1. Sejam f: A CR” - R, Py um ponto de acumulacdo de A com Py € A.

[ € dita continua em P, se PhH}D f(P) = f(F), ou seja:
—10

dado € >0, 30 > 0 tal que

|P— PRyl <9
PecA

= |f(P) = f(R)] <e.

Definicao 2.6.2. Uma funcao f € dita continua em um conjunto B quando for continua

em todo ponto de B .

Exemplos:

. f:RP>R  flr,y)=z+y
Seja (o, y0) € R?
Dado € >0
Queremos 6 > 0 tal que
(2 =) + (= 90)’] " <5 = o +y— (a0 +90)| <
mas
2 +y — (w0 + o) < |z —a0| + |y —yo| <5 +5=20

€
Basta tomar § = 3"

2. p1:R2—>R

p1<£ll',y) =T

py é continua no R?.

Olhe a ilustracao ao lado.

Qual o 0 apropriado?
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pi(xly‘--axn) = T;

p; ¢ continua no R™.

oy
L fay) =4 2P (z,y) # (0,0)
0, se (z,y) = (0,0)

f néao é continua em (0,0).

Propriedades:

1. A soma de m funcoes continuas em um ponto é uma funcao continua no ponto.

2. O produto de m fungoes continuas em um ponto é uma fungao continua no ponto.

Conseqiiéncia: Denotando x = (x1, 3, ..., x,), uma polinémial P(z) em z1,...,x, é

uma soma de parcelas do tipo:

¢ ¢ p a - constante
ary - xy’---x," onde

;e N, 1=1,...,n
que pode ser escrita como
a[py ()] - [pa(2))"
que é continua, como produto de fungoes continuas.

Logo, usando a propriedade (1), toda polinomial é continua.

3. Dada uma fungao continua e # 0 em um ponto, entao a reciproca é continua naquele

ponto.

4. Se uma fungao é continua e # 0 em um ponto, ela possui sinal constante em alguma

vizinhanca daquele ponto.

5. Se uma funcgao é continua em um conjunto compacto, entao ela ¢ limitada nesse con-

junto.
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De fato:

Como a funcao tem limite em todos os pontos do conjunto, ela é limitada em todos os

pontos do conjunto compacto. Pelo teorema 5.4.3 ela é limitada no conjunto.

Definicao 2.6.3. f: ACR"—-R, BCA.
Imagem do conjunto B pela funcao f € o conjunto f(B) ={f(P)/ P € B}.

Assim, por exemplo, a fungao f € dita limitada em B se f(B) é limitado.

Observagao: Com esta definigdo a propriedade (5) pode ser enunciada assim:

Se f é continua em K onde K é compacto entdao f(K) é limitado. Como f(K) C Re é

limitado, temos pelo axioma do sup, que existe L =sup f(K) e ¢ =inf f(K).

Teorema 2.6.4. Se uma funcgao é continua em um conjunto compacto entao existe um ponto

onde ela atinge seu extremo superior e um ponto onde ela atinge seu extremo inferior.

Prova:
Suponhamos que f nao assuma L = sup f(K).
Logo f(P)< L, YVPeK.
Seja g(P) = L — f(P) > 0, continua.

Assim, é continua no compacto K .

Entao

1
ggp)
= ¢é limitada em K = 4 H tal que
g(P) L —1f(P) X L
LogoL—f(P)>E:>L—ﬁ>f(P), VPeK.
Portanto, L nao é extremo superior (contra hipdtese).

Fica como exercicio a demonstracao para extremo inferior.

Definicao 2.6.5. Sejam f: ACR" - BCR e g: B—R. A fungcao composta de g

com f, indicada por go f é definida por

gof:ACR* — R
(go f)lp) = g(f(P))
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Teorema 2.6.6. Sejam f: ACR"—- BCR e ¢g:B — R tais que f seja continua em P,

e g continua em f(Py). Entao go f € continua em P, .

Prova:
Dado € >0.
Queremos 0 > 0 tal que
|P— Pyl <6
= [(go f)(P)—(go f)(R)| <e.
PeA
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Sabemos que existe d; = 01(e, f(F)) tal que
|2 = f(P)| < = lg(z) —g(f(Fo))l <e.
Como f é continua em P, sabemos que dado ; >0, 39, > 0 tal que
1P — Rl < 02
PeA

— [f(P) = f(Ro)| <01

Logo para
|1P = Bl <02 = [f(P) — f(F)| <1 = |g(f(P)) —g(f(F))| <e.

Portanto, go f ¢é continua em F,.

Exercicios:

1. Mostrar, pela definicdo, que lir% (2> 4+y* —4)=0.
T—

y—0
1, x>0
2. Seja a fungao f(z,y) =
-1, z<0.

Prove que a fungao tem limite igual a 1 nos pontos (g, o) com g > 0 e que tem limite

igual a —1 nos pontos (zg,yo) com xy < 0. Prove ainda que nao tem limite nos pontos

(0,90) -

3. Sejam A e B dois pontos no espaco e seja f(P) = ||P — A|| —||P— B||.
f € uma funcao limitada ?
Vocé pode mostrar que, para qualquer Py, Plin}J f(P)=f(Py)?
—Fto
4. Prove, usando a definicao de limite, que: lin% (2 + 2yx + %) = 9.
z—
y—2

5. Determinar o valor dos seguintes limites, quando existirem:
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2 .2
(a)  lim %
(z,9)—(0,0) 1+ 22 +y

1
lim (2% + y*) sen (—)
z—0

y—0 ry
. (1+y?*)senx
(e) }%Ié . (f)
Y
dr —y —3
(g) lim Y 7°%
=0 20 — by + 2z
Z—>O

I <

im ——

w 2 2
220 2ty
lim 22 sen (g)
r—4 x
Yy—T

. 1+x—y
li — 5
B P

6. Usando a definigao, prove que f(x,y) = xy + 6z é continua em:

(a)
(b)

(1,2)

(20, yo0)

7. Investigue a continuidade de cada uma das fungoes abaixo, no ponto (0,0):

€T
3 5 0
@) fly =] Beisy @ T
0 , 3x+5y=0
(@ + ) sen ——— | se (a,y) # (0,0)
(b) gla,y) = 1y

8. (a) Mostre que a fungdo f(z,y) =

, se (x,y) = (0,0)

22 —

(b) Mostre que f(x,y) ndo tem limite em (0, 0).

(c) Caso exista, determine o valor

lim
z—0
y—0

S T 9 T,y 07 0
z? + y? (@.y) # (0.0 6 limitada em R?.
0 , (z,y) =(0,0)
2?2 — o2
sen(x + y)m

9. Investigue a continuidade no ponto (0,0) da fungao abaixo:

r—Yy
x2 +1?
0 ,

Yy
flz,y) =

, (z,y) #(0,0)

(z,y) = (0,0)
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2.7 Derivadas Parciais e Funcoes Diferenciaveis

2.7.1 Derivadas Parciais

Seja z = f(z,y) definida em um conjunto aberto A e seja (xg,y9) € A. Entao para x
suficientemente préximo de xy todos os pontos (z, yo) estdo em A. Assim podemos considerar
z = f(x,yo) como uma funcdo de x, em um pequeno intervalo em torno de zy. A derivada
em zo desta funcao de x (se a derivada existir) é chamada derivada parcial de f em

ralagao a  no ponto (xg, ).

Notacoes:
af 4
fe(T0,%0) ; a—(l’oyyo); f1(xo, yo) ...... )
9 Yol — '
? T
ded \
220, Yo) ; ax(iﬁo,yo) : ‘
I -
Assim: Zo T

f(xo + Az, yo) — f(20, vo)
m )
Az—0 Az

Interpretacao Geométrica

Podemos interpretar geometricamente a derivada parcial como uma inclinagao. Conside-
ramos a sec¢ao da superficie z = f(z,y) pelo plano vertical y = yo. Neste plano a curva

z = f(x,yo) tem uma tangente com inclinacao f,(xo,yo) em xg.

o2



tg a = fo(wo, o) X

T

tg 8= fy(zo,%0)
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outras ilustracoes:

2= faoy)

foom &= f(.ilj, yO)

fa(wo,y0) = ‘% .

Considerando z como uma funcao de y, para z fixo, obtemos de maneira semelhante uma

0
outra derivada parcial f, = 8_f = fo =2z = 8—Z que também pode ser vista como uma
) Y
inclinacao.
Temos
. fl@o,yo + Ay) — f(xo, yo)
fy(x(%y()) - AIQI,IIEO Ay

Observacao: Para se achar as derivadas parciais de uma funcao dada por uma lei de
formacao podem-se aplicar as regras usuais para fungoes de uma variavel, tratando-se to-

das as variaveis independentes, exceto uma, como constantes.
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Exemplo: Se f(z,y) = 2%y + y cosx, determine f,(1,0) e f,(1,0).

Resolugao: Mantendo y constante e derivando em rela¢do a = obtemos f,(x,y) = 2zy —
y sen z e assim f,(1,0) = 0.

Mantendo z constante e derivando em relagao a y obtemos f,(z,y) = 2* + cosz e assim

£,(1,0) =2
Para o caso de n variaveis ¢, 3,..., x,:
Qual a derivada parcial no ponto (z9, 29, ..., 2%) relativamente a z; da fungao f(xy,...,2,)?
Fixando-se x9,x3,...,2, a nossa funcao fica sendo funcao de uma variavel z,
0 0
flxy, 29, ...,27).
Assim
0 0
8f( 20) df (x1,29,...,x,)
. =
8931 " dflfl z?
Exemplo: z = f(x1,x2,23) = 1 coszy + 23
fi(z1, w9, 23) = cosxa; fo(xy, x9,m3) = —x1 Sen xo; f3(r1, 29, 23) = 1 onde estamos usando

a notacao f; para :
6@-

2.7.2 Derivadas parciais de ordem superior

Se f ¢ uma funcao de duas varidveis z e y, entao f, e f, sao também fungoes de duas
varidveis. Se estas funcoes f, e f, estiverem definidas em um aberto A poderemos considerar
suas derivadas parciais (fz)s, (fo)y, (fy)z € (fy)y chamadas derivadas parciais de

segunda ordem de f, denotadas como segue:

(Fo)e = foo = fir = % (3_;;) _ %

Se estas derivadas parciais existirem em todos os pontos de um aberto A, poderemos falar

nas derivadas parciais de terceira ordem, e assim sucessivamente.
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De forma completamente andloga definimos as derivadas parciais de ordem superior para

funcao de trés ou mais variaveis.

Definicao 2.7.1. Seja f : A C R* = R, A aberto. f ¢ dita de classe C* (k > 1) em
B C A se as derivadas parciais até a ordem k existirem e forem continuas em todos os pontos

de B. f ¢é dita de classe C™ se f ¢ de classe C*, Vk > 1.

Notagao: f e CF ou fe(C>.

Exemplo 1: A funcdo z = f(x,y) = xy ¢é de classe C* ja que f.(z,y) = y; fy(z,y) = z;
fay(®,y) = fyz(z,y) =1 e todas as demais derivadas parciais de qualquer ordem sao nulas.

Como as fungoes acima e a funcao nula sao continuas temos que f € C*.
Exemplo 2: A fungao z = f(z,y) = x sen y + y* cos ¥ é de classe C™.

Observagao: Nestes dois exemplos notamos que fu,(z,y) = fy(x,y), isto é, a ordem de

derivagao nao influi no resultado, mas isto nem sempre é valido.

De fato:

Consideremos z = f(z,y) = = + |y

No entanto f,(0,0) nao existe e assim f,,(0,0) nao existe.

O préximo Teorema fornece condigoes sob as quais podemos afirmar que f, = fy»

Teorema 2.7.2 (Teorema de Schwarz ou Teorema de Clairaut). Seja z = f(z,y) tal que

Iy fu, fy € fuy sejam continuas em um conjunto aberto A. Seja Py = (xo,y0) € A. Entdo

Jye(Po) existe e fyu(Po) = fay (Fo)-

Prova:

Seja ¢(z) = f(x, yo+ k) — f(x,y0), onde k e yo sao fixados.

Para z suficientemente préximo de zy e k pequeno, ¢ é uma funcao da unica variavel x ,
diferencidvel no intervalo (xg, xo + h) e continua em [xg, xo + h|, h pequeno.

Para esta funcao aplicamos o Teorema do Valor Médio para fungoes de uma variavel, entre
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xo e xg + h, obtendo:
d(xg+ h) — ¢(xg) = h - ¢'(xg+ 61h) onde 0 <6 <1

Assim: ¢(xo + h) — ¢(x0) = h[fu(wo + 01h, yo + k) — fo(zo + O1h, Yol.
Agora para cada h aplicamos o Teorema do Valor Médio novamente para a segunda

variavel, obtendo:

¢(xg + h) — ¢(xo) = h - k [foy(xo + 01h , yo + O2k)]

onde também 0 < 0y < 1.

Relembrando o significado de ¢ podemos escrever:

f(zo+h,yo+ k)= flzo+h, yo)l=[f(x0, yo + k) = f(zo, o)] = hk foy(zo+01-h, yo+02-k)

Dividindo por k e fazendo k — 0 obtemos f,(zo+h, vo)— fy(zo, yo) = h fay(zo+01h, Yo),
desde que f, é continua.

Novamente usando a continuidade de f;, , dividimos por h e fazemos h — 0 e obtemos

fyac(x(]v Yo) = fxy('rOJ Y%o)

Observacao: Vejamos outro exemplo onde nao temos a igualdade f,, = fyz.
Consideremos:

22 — y?

fog) =1 Y e @700

0 se (2,y) = (0,0)

fzy(0> O) 7é fyx(07 0)
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De fato,

o) = sy S () £ 00
fy“@”ifﬁﬂ’%ﬂ-%? (2,9) # (0,0)
£0.0) = Jim f(A:v,O)A - f0.0) _,

£,(0,0) = lim, (0, Ay)A; f0.0) _

0.0) = Jim fx(O,Ay)A; f(0,0) _

f1e(0,0) = Jim. fy(Ax’O)A; 70.0) _4

Observacao: No exemplo anterior podemos observar que f, f, e f, sao continuas em todo
R?  Assim, pelo Teorema anterior f,, nao pode ser continua em (0,0), pois caso o fosse
f24(0,0) = f,2(0,0), o que ndo é o caso. Obtenha uma expressao para f,, e tente provar a

nao continuidade.

Exercicios:

T

1. Se f(x,y) = (r —y) sen(3z + 2y) calcule: (a) f, (0, g) ,(b) fy (07 g)

2. Calcule u, e u, quando:

(a) u = e sen(x + y) (b) u=1In(z* + y*) arcseny/1 — 2 — 32

3. Se
22y% 4 2y

flz,y) = Ty
0 para T = —y

para x # —y

(a) calcule f,(z,0) e f,(0,y);
(b) observe que f ndo é constante em nenhuma vizinhangade (0, 0).

4. Ache ﬁ (z,y) se f(z,y) =In(z +vy)

0x20y
0? 02
5. Mostre que —f + —f = ( esta satisfeita por:
ox?  0y?
(a) In(2? + y?) (b) a3 — 3zy?
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6. Mostre que a funcao definida por

1
r?sen— , x#0
flz) = x
0 , =20

¢ diferencidvel para todo x, mas nao é de classe C' em z = 0.

7. Calcule f,(1,2) onde f(z,y) = 2 4 sen (mx)[2? + sen (z + y) + €” cos? y].

Sugestao: Existe uma maneira muito facil de fazer isto.

8. Sejam g, h : R? — R, continuas. Defina f : R? — R por

f(x,y):/o g(t,O)dt—l—/Oyh(l,t)dt

(a) Mostre que f,(z,y) = g(z,0) eque f,(z,y)=h(1,y)

b) Ache uma funcdo f:R? = R tal que f (z,y) =z e f, (z,y) =y
x Y

2.7.3 Diferenciabilidade

Quando uma funcao de uma variavel é derivavel em um ponto, ela é também continua

neste ponto. Observe agora o que acontece com o exemplo abaixo:

Exemplo:

o= | Frp v @0 #00

0 , para (z,y)=(0,0)

Note que nao existe limite no ponto (0,0) (visto anteriormente), e assim, f nao é continua
em (0,0).

Mas f é derivavel em relagdo a z e a y em (0,0). De fato:

Fixando-se y = 0 = z = f(2,0) =0, e assim f,(0,0) =0.

Fixando-se x =0 = z = f(0,y) =0, e assim f,(0,0) =0.

Assim é possivel com a fungao tenha todas as derivadas parciais em um ponto e que nao
seja continua naquele ponto.

Vamos entao introduzir o conceito de diferenciabilidade, que vai garantir a continuidade

da funcao. Na realidade ele implicaréd que o grafico da fungao nao tem quinas, e em particular,

99



que nao tem saltos. Serd introduzido por analogia com o conceito de diferenciabilidade de

funcoes de uma variavel.
Para uma variavel:
y = f(z) é diferencidvel em z, se existe uma reta passando por (zg, f(xy)) de equagdo
Y = f(zo) + m(x — x0),

tal que a diferenga f(z) — Y seja um infinitésimo de ordem superior, em comparagao com

xr — xp, quando x — xg, isto é:

lim f(:z;)——Y:O
T—xo0 T — X
V1 y = f(x)
Y
\
\
f(on)* -
\ \
| | -
Zo xz X

y = f(z) é derivavel no ponto zg, se existe o seguinte limite:

o @) = flw)

T—x0 T — X
Mas ser derivével é equivalente a ser diferenciavel (para fungoes de uma variavel).
De fato:

— Suponhamos f derivavel em xy .

Entao existe lim M =m
T T — X

Consideremos a reta de equacao Y = f(xq) + m(x — xq)

i L=y [0S0 o)y (S S

r—x0 T — ,CL'O T—rT( €Tr — 330 T—rx0 Xr — ,CL'O

Portanto f ¢ diferenciavel em xy .

<= Suponhamos f diferenciavel em z .
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0 = Qi I® Y o S@) = flxo) —mz — o)

T—rXTQ T — a’,'o T—TQ xTr — I‘O

. (M _m> e J@) = f)

T — X9 T—To T — X

T—T0

Portanto f é derivavel em xg .

Assim, geometricamente, podemos tragar uma tangente ao grafico da fungao f pelo ponto

(w0, f(20)).

Exercicio Conceitual:

Seja f diferenciavel em xg. Seja Py = (zo,y0) onde yo = f(zo). Se P é um outro ponto
da curva C descrita por y = f(x) e B é o angulo entre o vetor P — P, e a reta tangente a C
em Fy, mostre que

6—-0 com P—F.

Reciprocamente, mostre que se  — 0, entao f é diferenciavel em F.

Nota: O exercicio acima mostra que em um sentido preciso o angulo entre a reta tangente

e a curva ¢é zero no ponto de tangéncia.

Para duas variaveis:

Diz-se que z = f(z,y) é diferenciavel num ponto (xg, yo), se existe um plano pelo ponto

(o, Yo, f(z0,y0)), de equagao:

/= f([Bo,y()) + A(l' - 1'0) + B(y - y()) )

61



tal que a diferenga f(x,y) — Z seja um infinitésimo de ordem superior, em comparagao com

a=+/(r —20)®+ (y — y0)? quando o — 0, isto é:

tim {8V =2 (+)
a—0 [0

Em notacao alternativa, tomando x = xo+h e y = yo+ k e chamando
E(h, k) = f(z,y) = Z = f(xo + h,yo + k) — [f(z0, y0) + Ah + Bk]

(x) pode ser reescrita como
lim E(h, k) =
(nk)=00) [|(h, )
Logo, f(xo+ h,yo + k) = f(zo,v0) + Ah + Bk + E(h, k).

Passando ao limite, com (h, k) — (0,0), obtemos:

()

lim f(zo + h,yo + k) = f(z0,v0)
h—0
k—0

Acabamos de provar que se f é diferenciavel em (z, yo), entao f é continua em (xg, yo).

Voltemos em (%), fazendo k =0

yl

Yolr —4——

Obtemos:
lim f(wo+h, yo) — f(zo,90) — Ah —0

h—0 ‘h‘

Mas isto equivale a:

lim flwo+h, yo) — f(zo,90) — Ah —0
h—0 h

ou
flxo+h, o) — f(zo,y0) _ 4l =0
h—0 h

62



ou

f(xo+h,yo) — f(z0,0)

h—0 h =4

ASSima fa:(lb?yO) =A.
Analogamente, f,(xo, o) = B.
Portanto: se f for diferencidvel num ponto (xg, 3o), entao f tem derivadas parciais nesse

ponto. Além disso, o plano de equacao

() Z = f(wo,y0) + fe(z0, y0)(® — x0) + fy (0, ¥0) (Y — Yo)

aproxima o gréafico de z = f(x,y) no seguinte sentido:

-7
a—0 o
ou, na notagao alternativa

im =
(h,k)—(0,0) ||(h, k)|

Este ¢ um modo de exprimir o fato de que o plano é tangente a superficie no ponto

(i[)o, Yo, f(l'o, yU))

= E(h.k)

Exemplos:

L z=g(x,y)=r+y
g ¢ diferenciavel em (g, o), V (zo,v0) € R?.
De fato:

Consideremos o plano

63



Z=xo+yo+1(x—20)+1(y—y)=x+vy

(6%

=0—>0 com a—0

2. z= f(x,y) =y
f ¢é diferencidvel em (zg,vo), V (zo,y0) € R?.
De fato:

Consideremos o plano

Z = xoyo + yo(r — 20) + 20 (y — Y0)

flay) =2 _zly—yw)—2ly—w) _  ([@-z)ly—w)

« Ve =202+ —v)?  V(x—x0)>+ (y—v0)?

com a — 0 (ja visto anteriormente).

3. pi(z,y) ==
p1 ¢ diferencidvel em (x9,%0), V (z0,v0) € R?.
De fato:
Consideremos o plano
Z=xo+l(x—x0) =2

pi(z,y) —Z
[0

=0—0 com o—0.

Observagao 1: Olhe detalhadamente os exemplos (1) e (3). Qual é o tipo de grafico destas

funcoes 7 Qual seria o plano esperado para resolver o problema da diferenciabilidade ?

Observacao 2: No caso de uma funcao f ser diferencidavel em um ponto, nés podemos
mostrar que em um sentido preciso o angulo entre o plano tangente e a superficie é zero no

ponto de tangéncia. ¢ uma generalizacao do exercicio conceitual dado anteriormente.

Propriedades:

1. A soma (também o produto) de duas fungoes diferencidveis em um ponto é uma fungao

diferenciavel no ponto.

2. Se uma fungao f(x,y) # 0 é diferencidvel em um ponto, entao a reciproca é diferenciavel

nesse ponto.
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3. Toda polinomial em duas varidveis P(x,y) = E a;jx'y’ ¢é diferencidvel, como soma e
4,3
produto de diferenciaveis.

Observagao 1: Ja vimos que toda funcao diferencidvel é continua, mas nem toda continua

¢é diferenciavel.

Exemplo:
z = f(z,y) = |z| + |y| é continua em (0, 0).
0
Fixando y = 0 = 2z = |z| = a—z (0,0) nao existe.
x

Sabemos que se z = f(x,y) é diferencidvel, entao ela tem derivadas parciais. Assim, z =

|z| + |y| nao é diferencidvel em (0, 0).

Observagao 2: Vimos que se z = f(z,y) é diferencidvel em (xo, yo), entao existem f,(zo, o)
e fy(xo,y0). No entanto, pode acontecer que existam f,(zo,v0) € f,(zo,%0) € f nao ser

diferencidvel em (zo, yo).

Exemplos:

Lo gy <] FEE o e @0 200

0 , para (z,y) = (0,0)
Ja fol visto anteriormente que f,(0,0) = f,(0,0) = 0. Ainda: f nao é continua (e

portanto nao ¢é diferenciavel) em (0, 0).

2. z=g(z,y) = /|yl

Observe que ¢,(0,0) = ¢,(0,0) =0 e que g ¢ continua em todo ponto do plano.

Ainda assim, g nao é diferenciavel na origem, pois:

E(h,k)  g(h k) —[g(0,0) +0-h+0-k  /|hk]

IR, B I(h, B VhZ + k2

nao tende a zero com (h, k) — (0,0) (observe o que acontece na diregdo h = k).

Tente esbocar o gréafico de g.

Algumas vezes ¢é dificil verificar diretamente a diferenciabilidade da fun¢ao. O préximo
teorema da uma condicao suficiente para que uma funcao f seja diferenciavel e é importante

dada a facilidade de verificagao de suas hipoteses.
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Teorema 2.7.3 (Critério de Diferenciabilidade). Se as derivadas parciais f, e f, existirem
em um conjunto aberto A contendo Py e forem continuas em Py, entao f serd diferencidvel

emPo.

Prova: Consideremos Py = (¢, o). Como A é aberto, para h e k suficientemente pequenos o
retangulo formado pelos 4 pontos: (xo, %o), (xo+Az, yo), (o, Yo+Ay) e (xo+Ax, yo+Ay)
esta contido em A.

Temos entdo que Af = f(P) — f(FRy) = f(zo+h, yo+ k) — f(zo,y0) = [f(wo+h, yo+
k) — f(zo+ . yo)l + [f(zo + 1, yo) — f (2o, yo)]-

Usando o Teorema do Valor Médio para funcoes de uma varidvel sobre cada uma das

diferencas acima, obtemos:

Af = fy(zo+h, ) k+ fo(z1,90) b

Por hipétese, f, e f, sao continuas em F, e assim

fac(xlayO) = fac(anyO) +771 € fy(ZL‘O + ha yl) = fy(x[),yo) +772

onde ambos 7, e 79 tendem a zero com ||(h, k)|| — 0.
Assim: Af = fo(wo,90) - h + fy(zo,y0) -k +m-h+n2- k.

Pela definicao de diferenciabilidade nés temos somente que mostrar:

nlh—l—ngk%o

Vh? + k2

mas
ni-h+ng-k
W‘ < (Jm] +n2|) = 0
conforme vVh2 + k2 = 0. O
Exemplo:

Seja z = f(x,y) = sen(xy)
fo(z,y) =y - cos(zy)
fy(x,y) =2 - cos(zy)
sao continuas em todo ponto (z,y) € R% Logo pelo teorema anterior, f(z,y) = sen(zy) é

diferencidvel em todo ponto (z,y) € R?.
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Observacao: Embora o teorema anterior pareca resolver todos os problemas no que se refere
a mostrar que uma funcgao ¢é diferenciavel, ha casos em que ele nao se aplica, ou seja: existem
funcgoes diferencidaveis em um ponto cujas derivadas parciais nao sao continuas neste ponto.

Neste caso a verificagao da diferenciabilidade deve ser feita pela definicao. Veja o exemplo a

seguir:
Exemplo:
Seja
(@ + ) sen () . () £ (0.0)
fla,y) = Ly
0 , (z,y)=1(0,0)

(a) Determine f, e f,;
(b) Mostre que f, e f, nao sao continuas em (0,0) ;

(c) Prove que f é diferencidvel em R?.

Resolucgao:
( 1 2 1
(a) fx(-’%]/) = J 20 sen (1'2 +y2> - (1‘2 —|—y2) £ Cos (x2—+y2) ) (IE,y) 7é (070)
L0 - (2,9) = (0,0)
' 1 2y 1
B = (x2+y2> T (m) ;@) £ (0,0
! . (#,9) = (0,0)

\

(b) 111% fu(t,t) e PH& fy(t,t) nao existem e portanto f, e f, nao sao continuas em (0, 0).
— —

(c) Para verificar que f é diferencidvel em (0,0) note que

E(h, k) 1 . E(h, k)
= /(h?+k2) - —— 1 =0
T~ VT )(h+k) Caue oo T R

A Diferencial

Seja f(z,y) diferencidvel em (g, 1) e consideremos a transformagao linear L : R? — R

dada por
L(h’ k) = fm(l'Ov yO)h + fy(x07y0>k .
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Voltando a condicao de diferenciabilidade notamos que
E(h7 k) = f(l'() + h7 Yo + k) - f(x()a yO) - [fx<$0, yO)h’ + fy(‘r07 Z/O)k] = Af - L(h7 k) )

onde Af = f(xo+h, yo+ k) — flzo,y0).-

Assim:
A= LK)
(hk)—(0,0)  |[(h, k)|

ou seja L(h,k) ~ Af, para |[[(h, k)| ~0.

=0

Chamamos a transformagao linear L de diferencial de f em (zg,yo).

Dizemos que L(h,k) = fu(xo,y0)h + fy(x0,y0)k é a diferencial de f em (xo,yo) relativa
aos acréscimos h e k.

Em notagao classica a diferencial de f em (z,y) relativa aos acréscimos dx e dy é

indicada por dz (ou df)
dz = fo(z,y)dr + f,(2,y)dy

Assim, para acréscimos pequenos,

Az ~dz.
Z - superf. z=f(z,y)
e e Az=Af
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, V4 ¢ dz=df
S /|
e plano tangente
(z0,y0 , f(%0,Y0)) /%
Yo _
/ / e / (zo+Az, yo+Ay,0)
// // //
0, / )
Z x
Af —df - : N
Chamando n = W, a condicao de diferenciabilidade pode ser reformulada como:

f é diferencidvel em (xq,yo) se, e somente se, Af = df +n-+vh?>+k?, onde n — 0 com
I(h, k)| = 0.
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Observagao 1: Em geral, Az # dz. Quando h = Az e k = Ay sdao pequenos, entao dz

constitui uma aproximacao de Az .

Observacao 2: Podemos dizer que a diferencial é uma funcao de quatro variaveis indepen-

dentes, a saber: as coordenadas = , y do ponto considerado e os acréscimos Az e Ay .

Exemplos:

1. Se z = f(x,y) = 32% — zy, calcule Az e dz se (z,y) muda de (1,2) para (1.01,1.98).
Temos:
dz = (6x — y)dz + (—x)dy
Substituindo z =1, y = 2, de = Ax = 0.01 e dy = Ay = —0.02, obtemos:
dz = (6—2)(0.01) + (—1)(—0.02) = 0.06
Calculando diretamente Az, terfamos:
Az = 0.0605 .

Assim, o erro envolvido é 0.0005.

2. O raio e a altura de uma caixa de forma cilindrica sao medidos como 3m e 8m re-
spectivamente, com um possivel erro de +£0.05m. Use diferenciais para calcular o erro

maximo no calculo do volume

V =nrh
dV = a—vdr+a—vdh:2ﬁ7’hdr+7rr2dh
or oh

Substituindo r = 3, h = 8, dr = dh = £0.05, temos:
dV = 487 (40.05) 4+ 97 (£0.05) = +£2.857 ~ +8.95m3> .

// //

Resultados andlogos valem para fungoes de n-varidveis (n > 2).

Por exemplo:

f é diferencidvel em um ponto Py = (a1, as,...,a,) em R" se

f(P) = f(Po) + Avhy + Ashg + -+ Ayhy + - /B2 4+ -+ h2 talque 7 —0
conforme ||P — Py|| = /h2 4+ -+ h2 — 0, onde P = (ay + hy, ag + ha, ..., an + hy).
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Neste caso: f.,(Py) = fi(Py) = A;, i=1,...,n.

Exercicios:
1. Justifique porque a fungao

3
flz,y) = xfjin . se (x,y) # (0,0)

0 , se (z,y) =(0,0)

nao ¢ diferenciavel na origem.

2. Calcular as diferenciais das funcoes dadas abaixo:
(a) z = e%y? (b) z=a2*/1+ zy?

3. As dimensoes de uma caixa retangular fechada sao medidas como sendo 3, 4 e 5 metros,

com um possivel erro de bem. Use diferenciais para aproximar o erro maximo no calculo

de :

(a) area da superficie da caixa;
(b) volume da caixa.
4. Seja f(z) diferencidavel com f(0) =0 e f(x) # 0 para x # 0, x € R.

M ara (z
Seja g(z,y) =4 @+ 2y P (z,y) # (0,0)

0 , para (z,y) = (0,0)
(i) Mostre que existe ¢,(0,0) e g,(0,0);

(ii) Mostre que g(x,y) nao é diferenciavel em (0, 0).

5. Seja f: R? — R tal que |f(z,y)] < 2% + >

Mostre que f ¢ diferencidvel em (0,0).

2.7.4 Regras da Cadeia

Muitas vezes a funcao z = f(z,y) é dada sob a forma de fun¢ado composta, em que os

argumentos x , y sao eles proprios funcgoes de t

r = ¢1(t) y = Pa(t).
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Entao, z = f(¢1(t), ¢2(t)) e podemos, portanto, falar em diferenciabilidade relativamente

at.

Teorema 2.7.4. Sejam ¢1(t) e ¢2(t) diferencidveis emty e z = f(x,y) diferencidvel no ponto

Py = (¢1(t0), p2(to)). Entdo z(t) = f(P1(t), pa(t)) € diferencidvel no ponto ty e ainda
EY O (05) (A | (0 (o
dt ), \ox)p \dt ), \oy)p \dt /),
Como z é diferenciavel em F,, temos em particular que:

Az:(%) -Ax+<%) Ay +an
Ox ) p, ) p,

onde n — 0 com a — 0 e a = /(Az)? + (Ay)? sendo que

Prova:

A.T = ¢1 (to + At) — ¢1 (to)
Ay = ¢o(to + At) — Pa(to) -

¢ (to + At)
P2(to)




Logo, para At # 0

(*) &— % %4_ % %i &2_}_
At \ox ), A \oy) A VA

Observemos que

lim & = % e lim % = %
A0 At \ dt o A0 At \ dt o

ainda:

At 0= [Az—0 e Ay —0]

pois ¢ e ¢9 sendo diferenciaveis em t; sao continuas em tg .

Passando ao limite a expressao (%) com At — 0, temos:

dz (0= doy 0z dps
(), = (52), (), (50), (%),

pois n = 0 com At — 0 e [(Az/At)? 4+ (Ay/At)?] = L € R com At — 0.

Exemplos:

r=sent
1. z= f(x,y) = e*¥ onde
Yy = cost

19 modo:
Ty = sen tg

Yo = COS Ty

dt

29 modo:

z (t) — esen tcost

dt

Ay
At

dz
( = 1y "% cos ty + xg e - —sen ty = "0 [0082 to — sen 2150] )
to

;

dz
( = *M0 10 (sen ¢ - —sen ty + costy costy) = et (Cos.2 to — sen? to) )
to

Observacao: Podemos pensar que a regra da cadeia seja dispensavel, ja que podemos
primeiro fazer as substituicoes e depois derivar. Na verdade, ainda continuamos fazendo

uso da regra da cadeia mesmo depois de fazermos as substituigoes.
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2. 2= f(z,y)=2>+y onde z=1¢3 y=1¢
dz
(a)to - 6t8 + 2t0

Observacgao: Vale um teorema andlogo para o caso de n varidveis.

Enunciado:
Sejam xz; = x;(t) i =1,...,n fungdes diferencidveis em to. Seja z = f(x1,...,2,)

diferencidavel em Py = (z1(to),...,zn(to)). Entao z(t) = f(xi(t),...,x,(t)) é difer-

dz) B “ (dz) (d:m)
(dt ) Z; dw; ), \dt ),

enciavel em ¢y e

Generalizagao:
Sejam z = f(z1,...,x,) onde
1 =x1(ty, ..., L)
Ty = Xp(ty, ..., ts)

Temos entao:

9z (0 0 _\ 92\ (975 0 0
(8@-)(tl""’tS)_Z((‘?mj)Po (ati)(tl’”"tS)'

onde Py = (z1 (19, ...,t%) ... 2, (19,...,12)).

Na pratica, costuma-se escrever:

Exemplo:

Tr=x(r,8)=7r+s
z = f(z,y) = e onde (r:5)

y=uy(r,s)=r—s

0: _0: 00 0 Oy _ s
or  Ox Or Oy o ©

0: _0: 0v 0: Oy _
ds Ox Os Oy 8s  ©
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Exercicio:

—2u—3
Seja z = f(x,y) = 20ty onde s
y— 2z y=u-+2v
Calcular:
of of *f *f *f

(a) o (b) o (c) ul (d) 902 (e) Juov

nopontou=2 e v=1.

Respostas:

) 7 (b)) 14  (c) 21 (d) 112 (e) —49

Observacgao: ¢ freqiiente encontrar-se z = f(x,y) com y = y(x). Neste caso, z = f(x,y(z)) =

z(z). Ainda

d:_0: do 0: dy
de  Or dx Oy dx

Portanto
dz 0z n 0z dy
dr  Ox Oy dx
y y =y(x)
X
Exercicios:

1. (a) Mostre que para uma fungao f(x,y) ter como curvas de nivel circunferéncias com
of _ of

centro na origem é necessario e suficiente que x vl Y EeE
Y x

Sugestao: as equagoes paramétricas da circunferéncia com centro na origem e
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ralo a Sao:
T =acost

Yy=asent

(b) Dé dois exemplos de fungoes diferencidveis na origem cujas curvas de nivel sejam

circunferéncias.

2. Seja f(x,y) = 2% + y*. Considere a curva y = ¢(x) = x3 e calcule:
0z dz
@ 2 ) L)

2.7.5 Gradiente - Curva de Nivel - Superficie de Nivel

Definigao 2.7.5. Seja z = f(x,y) com derivadas parciais no ponto P. Chamamos

gradiente de f no ponto P = (x,y) e indicamos por YV f(P) ao vetor:

0= (5), (@), 7

Se w= f(x,y,2) e P=(x,y,2) entao Vf(P):(g—j:) i+ (%) J+ <%> -k
P P P

Exemplos:

y

M/
N7

(1) fle.9) = 5+

1 - 1 ,-

Vf(xay):§$i+§y J
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(2) g0,9,2) = 50+ 47 + )

Vy(z,y,z) = rityj+zk

(3) h(z,y) = 2> —y*
V h(1,0) =27

Curva de Nivel por (1,0):

{(z,y) | 2*> —y* =1}

7 A

N

<

Vh(1,0)

Neste exemplo notamos que VA(1,0) é normal a curva de nivel de h que passa por (1,0).

O resultado a seguir mostra que este fato, sob certas condigoes, é geral:

Teorema 2.7.6. Seja z = f(x,y) diferencidvel em Py = (z0,y0) com Vf(Py) # 0. Entdo

Vf(Py) € normal a curva de nivel v que passa por Py (estamos supondo vy uma curva reqular

numa vizinhanga de Py ).

Prova:

Seja y(t) = (x(t),y(t)) a curva de nivel de f(z,y) tal que y(ty) = B.

Assim temos que

Como v e f sao diferencidveis, podemos usar a Regra da Cadeia para diferenciar ambos
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os membros de (%), obtendo:

of dx of dy\
2 (), +5m-(3), =0

A equacao anterior pode ser reescrita como
<Vf(R), 7(te)> = 0

Portanto, Vf(F) L +/'(t)
y A

Exercicio:

1. Achar um vetor normal & curva y = x + sen  no ponto x = 7/2.

1o modo: y
Definimos 14 7/2
F(z,y)=(zx+senz) —y

Vemos que a curva considerada

¢ uma curva de nivel da funcao

diferenciavel F'. Assim, para calcular

um vetor normal basta calculaerFF <g ,Wz + })

1:—.»—.»
52 5ot i—j

> 2 N ™
Portanto o vetor ¢ — j ¢ normal a curva y = x + sen x no ponto xr = 5"
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20 modo:

A equacao vetorial da curva é:

— —

() =zi+ (x +sen x)j

O vetor tangente é

T
no ponto r = 5 temos

Verifica-se que 77 = i— j é tal que
dr\ (m dr\ (m
TV > =0e=nL (<L (—) .
< (dx) (2) m= " (da:) 2
Exercicios:

1. Achar as equagoes

(a) da tangente
r =1—cost
(b) do plano normal a curva ¢ y = 3 + sen 2t no ponto t = g

z =1+ cos3t
Resposta: plano normal: 2 (x — g) —2(y—3)+3(z—1)=0.

2. Consideremos g e f tais que g(x,y) = ¥, f'(0) = (1,2) e f(0) = (1,—1). Calcular
F/(0), onde F(t) = g(f(t)).

3. Considere f(z,y) =zy+ 1.

(a) Desenhe as curvas de nivel f(z,y) =0, f(z,y) =1, f(z,y) = 2.
(b) Desenhe alguns vetores gradientes de f .
(¢) O que acontece com V f(0,0) e com a curva de nivel que passa por (0,0) 7

4. Em cada um dos casos abaixo, desenhe um numero suficiente de vetores para ilustrar

o campo gradiente de f:
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// //

Vamos agora generalizar o resultado visto na iltima secao, para funcoes de 3 variaveis.
Suponhamos que S seja uma superficie com equagao F'(z,y, z) = k, ou seja, uma superficie
de nivel da funcao F', e seja Py = (xo, Yo, 20) um ponto sobre S'.
Seja ainda y(t) = (z(t),y(t), 2(t)) uma curva arbitraria, contida na superficie S, tal que
V(to) = Fo.
Assim temos F(x(t),y(t), z(t)) =k  (x) .
Seja v e F' sao diferenciaveis, podemos usar a Regra da Cadeia para diferenciar ambos os
lados de (%), como se segue:
OF dx OF dy OF dz
9r At Toy &9 @t

de dy d
Como VF =< F,, Fy, F, > e +(t) = (d—f, d_?t/’ d_j) a equagao anterior pode ser

reescrita como

< VF,9(t) >=0

Em particular, quando t = t,, temos v(ty) = (2o, Yo, 20) € assim

< VF(zo, Yo, 20), 7 (to) > =0
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A equagao anterior nos diz que o vetor gradiente em Py, VF(xq, Yo, 20), ¢ normal ao
vetor v/(ty) de qualquer curva de nivel v em S que passe por F.

Se VF (0, Yo, z0) # 0 é natural definir o plano tangente & superficie de nivel F(z,y, z) =k
em Py = (z9,Y0,20) como o plano que passa por Fy e tem como vetor normal o vetor
V F (0, Yo, 20)-

Assim uma equacao do plano tangente seria:

(¥)  Ful(zo, Yo, 20)(x —x0) + Fy(zo, Yo, 20)(y — o) + Fy(x0, Yo, 20)(2 — 20) =0

Observagao: No caso especial em que S seja o grafico de z = f(x,y), com f diferencidvel

em (g, yp) podemos reescrever a equagao como
F(Z’,y,Z):f<ZL‘,y)—Z:0 €
entender S como uma superficie de nivel (com k£ = 0) de F'. Entao

Fio(zo, yo, 20) = folxo, yo)
Fy(l'm Yo , Zo) = fy(an ?Jo)
Fz(ajov Yo, ZO) =-1

Logo (x) se torna

fo(o, yo) (@ — x0) + fy(fo , %0)(y —vo) — (2 —2) =0

ou
z—20 = fo(wo, yo)(@ — z0) + fy(z0, Y0)(¥ — Wo)

Entao, nossa nova, mais geral, definicao do plano tangente é consistente com a definicao

que foi dada no caso de diferenciabilidade para fungoes de duas variaveis.

Exemplos:

1. Dada a superficie regular
S xPyz + 3y? = 222° — 8z,

encontrar:
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(a) Equacao do plano tangnete no ponto (1,2,-1).
(b) Equagao da normal & superficie no mesmo ponto.

(¢) Em que ponto a normal encontraaa o plano x + 3y — 2z = 10.

Resolucgao:

(a) Definimos

F(z,y,2) = 2%yz + 3y? — 2x2? + 8z - diferencidvel em todo R?
Notamos que S é superficie de nivel de F', pois F'(S) =0
VFE(1,2,—1) = —6i + 115 + 14k
Pelo resultado anterior VF'(1,2, —1) é normal a superficie S no ponto (1,2, —1),
e assim, a equacao do plano tangente ¢é

—6(z — 1)+ 11(y — 2) + 14(z + 1) = 0,

ou seja

6 — 11y — 142 +2=0.

(b) P —Py=1t(-6,11,14)
L

(x—1,y—2,2+1)=1t(—6,11,14) Pz(a:,?,
r=1-—6t

y=2+11t teR /

z=—1+14¢ B

(¢) Substituindo um ponto geral da reta que é da forma (1 — 6t, 2 + 11¢, —1 + 14¢)
na equagao do plano x + 3y — 2z = 10 temos
(1—6t) +3(2 + 11t) — 2(—1 + 14¢) = 10
t=—1

Portanto o ponto de encontro sera (7, —9, —15).

2. Dada a curva (z,y,2) = (ef, e7t, V/21).

Qual a equacao do plano normal a curva no ponto P, correspondente at =07
Resolugao:
P=(1,1,0)
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Plano normal a curva é o plano normal a tangente

7(t) = i+ e tf + 2tk
dr
dt
dr
dt
A equacao do plano normal serd do tipo

x—y+\/§z+d:0

mas deve passar pelo ponto (1,1,0)

(t) =ei—e ' +V2k

0)=1i—17+V2k =7

1-14+04+d=0<d=0

Portanto, plano normal: = —y++v22=0.

3. Dada a superficie 2 = 22 4 2xy + y3, determinar a reta normal no ponto (1,2, 13).
Resolucgao:

Definimos

F(x,y,2) = 2%+ 22y +y® — 2z - diferencidvel em R3

A superficie dada é uma superficie de nivel de F'.

VF(1,2,13) = (6,14, —1) é um vetor normal a superficie dada, no ponto (1,2, 13).

Equagao da reta normal

r =146\

y =2+ 14\

z=13 -\
Exercicios:
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1. Determinar a equagao do plano tangente & superficie z = 2? + y? no ponto (1,2, 5).

Resposta: 2z +4y —2—-5=0.

2. Determinar o plano tangente a z = /9 — 22 — y2 no ponto (1, 2,2).
Resposta: z+2y+22—-9=0.

3. Ache um vetor normal e o plano tangente ao grafico de f(x,y) = xy+ye® em (x,y) =

(1,1).

4. Ache os pontos do paraboléide z = 22 + y? — 1 nos quais a reta normal & superficie

coincide com a reta que liga a origem a estes pontos.

5. Dar a equacao do plano tangente & superficie regular S : 2 + 2y? + 322 = 36 no ponto

(1,2,3).
6. Ache a equagao do plano tangente & superficie z = 2% + 5xy — 23> no ponto (1,2, 3).

7. Ache o plano tangente e a reta normal ao hiperboléide de uma folha 2% 4 y? — 22 = 4

no ponto (2, —3,3).

8. (a) Encontre a equagao do plano tangente a superficie f(x,,y,2) =2 +y* — 22 =0
no ponto (1,1,v/2).
(b) Mostre que a superficie e o plano tém uma reta comum.

(¢) Qual é o angulo entre esta reta e o vetor Vf(1,1,1/2)?

2.7.6 Derivada Direcional

Definigao 2.7.7. Consideremos z = f(x,y) definida em um aberto do R? e seja = (vi, vy)
um vetor unitdrio (||U|| =1). A derivada direcional de f no ponto Py na dire¢io U € o

valor do limite:
hmf(Pothv)_f(Po)

t—0 t

, quando este limite existir.

Notacgao:

Dzf(Py) ou <g—§> (Po)
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Dg(Po):thé .
e

X
Exemplos:
1. Dada a funcao f(z,y) = x* — zy + 5y, calcular D(% _g)f(—l, 2).
Resolucao:
Verifica-se que (% , —g) H =1 by
f(P0+t17):...:13—%t—|—§t2 2

5 25 o
f(=1,2) =13 \?7

f(Po+t0) — f(P) 36

\
lim == |
t—0 t ) l
36 -1
Portanto, D(§ _z_;) f(=1,2) = ——
57 5 5

2. flx,y,2) = 2xy — 2°
Calcular a derivada direcional em (2, —1,1) na direcao v = (3,1, —1).

Observe que ||7]| = V11

it Lo
U= 757 = —F/—= 5 Ly T
7 Vil
. 5t?
f(Fo) = =5
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Exercicios:
1. Prove que D;f(a,b) = fi(a,b)
D;f(a,b) = fy(a,b)
Vejamos a resolucao de D;f(a,b)
i=(1,0)

sz(a’ b) — lim f[(a7b> + t(170)] B f(a’7 b) — lim f(a + t7b7>f - f(a7 b) _ fx(a’m

t—0 t t—0

2. Responda: se Dy f(Fy) =k entao D_z f(Py) ="

Teorema 2.7.8. Consideremos f : A C R? — R com A aberto e f diferencidvel em Py € A.

Para todo 0 € R? com ||v]| = 1, existe a Dy f(Fy) e ainda:
Dy f(R) = < Vf(R),7>

Prova:
Sejam U = (v1,v2) e Py= (x,yo) fixos.

Consideremos a fungao F(t) = f(xo+tvi, yo+tvs) onde t é tal que (xg+tvy, yo+tve) € A.

F pode ser vista como composta de funcoes e como tal ela é diferenciavel no pontot = 0.

Usando a Regra da Cadeia obtemos:

F/(O) = fx(x07y0)111 + fy(l'anD)UQ =< Vf(Po) , U >
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mas

F'(0) = lim ) = FO) _ . J@ottvr, yo +tva) = J(wo, 4o)

t—0 t t—0 t

= Dpf(R)

Assim

Dy f(R) = <V [f(P), v>

Observagao 1: Vemos que a derivada direcional Dy f (Py) é a projecao escalar do V f(Fp)

na diregao v.

yﬂ

Dy f(F)

|V f(Po)|l |U]| cos® =
= [[Vf(F)| cosO

)

><V

Observagao 2: O teorema afirma que se f é diferenciavel em um ponto F,, entao f tem
todas as derivadas direcionais em F,. E a reciproca, é verdadeira ?
Vejamos um exemplo em que f tem todas as derivadas direcionais em Fy, mas f nao é

diferenciavel em P, .

zly|
——— - (z,9) #(0,0)
fla,y)=q V22t
0 7 <I7y):<070)
Seja U = (v1,vy) com ||U]] =1.
. tvy |tv vy |V
Dy f(0,0) = lim iva] vl = vy ||

=0 £ /PO +08)  of + o
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Ainda se
Af = f(x,y) — f(0,0) =0+ a2+ 527

entao
x‘y’ rz— 0

:$2+92 y—0

Portanto f nao é diferencidvel em (0,0).

De maneira analoga define-se derivada direcional para fungoes de 3 ou mais

varidveis. Resultados andlogos aos anteriores permanecem validos.

Exercicios:

1. Supondo f diferenciavel, quando a derivada direcional é maxima e quando é minima?

Resolugao:

Admitamos Vf(Py) #0

Dy f(Ry) = IV S (B)| cost.

Logo, é méaxima quando cosf =1 <=0 =0.

Portanto Dy f(Fp) é maxima quando ¥ tem o mesmo sentido de V f(Fp).
¢ minima quando cosf = —1 <=0 =7.

Portanto Dy f(Fy) ¢ minima quando ¢ tem sentido oposto ao de V f(Fp).
2. Supondo f diferenciavel, quando a derivada direcional é nula?

Resolugao:

Dy f(Py) = ||Vf(R)]| cos® =0
Vf(P) =0 ou 0089:O<:>9:g
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V/(R)

Ilustracao para o caso f : R? -+ R

Portanto se Vf(Py) # 0 a derivada direcional é nula na direcio normal ao Vf(F),

logo, na direcao de uma curva ou de uma superficie, de nivel.

3. Seja w = f(x,y,2) = 2zy — 22.
Calcular a derivada direcional de w mno ponto Fy, = (2,—1,1), no sentido de

v=1(2,2,1).
Resolugao:

Observemos que f é diferencidvel em todo R? e que ||7]| = 3.

7= 0 —(2 2 1
Facamos u = 17”—(3,3,3)

V(P =—2i+4] — 2k

2
Daf(Po) = <V[f(R),d> =3
. 100zy
4. A temperatura num ponto (x,y) do plano é dada por T(z,y) = ol
T Yy

(a) Calcule a derivada direcional no ponto (2.1), no sentido que faz um angulo de 60°

com o semi-eixo positivo dos x .

y y
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(b) Em que diregao, a partir de (2.1), é méxima a derivada direcional ?

(¢) Qual o valor deste maximo ?

Resolucao:

1- 3 -
a) Consideremos @ = — 1 + £ | - vetor unitario na direcao de interesse
9 9 J C

VT(2,1) = ... = —12i 4+ 24]
oT ;
5-(21) =<VI(21),7>=—6+ 12V/3

(b) E méxima no sentido do gradiente, isto é, do vetor —127 + 24 J

(c) O méximo é o médulo do gradiente = 12+/5.

5. Achar a derivada direcional de F(z,y, 2) = z%yz> ao longo da curva

(7", 2sent+1,t— cost), no ponto Py, onde t = 0.

Resolucgao:

No instante ¢ = 0 o ponto P, correspondente é Py = (1,1,—1) .

Temos que VF(x,y,2) = (2zyz?®, 2223, 3x%y2?).

Assim VF(Py) = =27 —j + 3k

O vetor posi¢ao da curva é dado por 7(t) =e™* i+ (2sen t + 1);’—1— (t — cos t)/;

Logo, o vetor tangente a curva é:
dr
dt

Calculado no ponto correspondente a t = 0 temos —1 i+ 2;+ 1k.

e i+ 2costj+ (1+sen t)k

1
Seja U = %(—1, 2,1) - vetor unitario na diregao de interesse

Como F' é diferenciavel em Py, pelo Teorema 5.3.8 temos
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Exercicios:

1. Ache o valor absoluto da derivada direcional em (1,0,1) da funcao f(z,y, z) = 4xy+y?z

na diregao normal em (1,1,1) & superficie 2% + 2y + 2% = 4.

2. Se a temperatura em um ponto (z,y,z) de uma bola sélida de raio 3 centrada em
(0,0,0) é dada por T'(z,y, z) = yz + zx + xy ache a dire¢do, a partir de (1,1,2), na qual

a temperatura cresce mais rapidamente.

3. Sendo f diferenciavel em R?, qual o significado geométrico para o fato de Vf(z,y) = 0
(a) em um ponto;

(b) em todos os pontos.

1
4. Se f(z,y) = 2% —y?, calcule a derivada direcional de f na direcao (— —) no ponto

V5 V5
(1,1).

5. Se f(x,y) = e"¥, calcule a derivada direcional de f no ponto (1,1) na dire¢ao da curva

definida por g(t) = (t2,#3) em g¢(2) para t crescendo.

6. A temperatura num ponto (z,y) do plano xy é dada por T' = % .
Ty
(a) Calcule a derivada direcional no ponto (1,2) no sentido que faz um angulo de 45°

com o semi-eixo positivo dos x .
(b) No sentido de P para @ onde P = (z,y) e @ = (0,0), no ponto P.
3 3

27874
por equacao z = —x — 2y. Qual é a direcao em que vocé deve comecar a escorregar

7. Suponha que vocé esteja sentado no ponto (— ) de uma superficie que tem

para atingir o plano xy o mais depressa possivel 7

8. Seja f(x,y) = 22 +y2. Observe que V.f(0,0) = 0, o que deixa de indicar qual a direcao
em que temos o maximo crescimento de f(z,y) a partir de (0,0). Isto é razodvel 7 O

que acontece em uma vizinhanga de (0,0) ?

9. A intersegao do gréfico da fungao diferenciavel z = f(z,y) com o plano x = 1 é uma
reta. O gréfico, a seguir, representa curvas de nivel de f.

Calcule:
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(i) f(1,0)
(i) fy(1,0)
(iii) Dyf(1,0) onde ¥ =2i+2J

(iv) Levando em conta diregao, sentido e médulo, desenhe o vetor gradiente de f no

ponto (1,0).

{

/" Jow
/

2 (1,0) X

10. A intersecao do gréfico da fungao diferenciavel z = f(x,y) com o plano y = 1 é uma

reta.

O gréfico a seguir representa curvas de nivel de f. Calcule:
(a) fz(1,1)
(¢) Dgf(1,1) onde 7=2i—3j

(d) Levando em conta diregao, sentido e médulo, desenhe o vetor gradiente de f em

(1,1).
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LY
—— , (z,y) #(0,0)
11. Seja f(x,y) = Vvt +y?
0 , (z,y) = (0,0)

Mostre que f,(0,0) = f,(0,0) = 0 mas que o grafico de f nao tem plano tangente em
(0,0).

2

Ty
b xu 0, 0
12. Considere f(x,y) = 22 + ot (z,y) # (0,0)

0 ) (ZL’,y) = (070)

(a) Mostre que f tem derivada direcional, em qualquer dire¢ao, em (0, 0).
(b) Mostre que f nao ¢ diferencidvel em (0, 0).

.’L’S

2.2 0 LY 0,0
13. Seja f(l‘7y) — 3;2 + y? ( ) 7é ( )
0 , (z,y) = (0,0)

(a) Mostre que f nao ¢ diferencidvel em (0, 0).

(b) Considere 7 : (—1,1) — R? uma curva diferencidvel tal que v(0) = (0,0). Mostre

que fo~vy:(—1,1) — R é diferencidvel em todos os pontos de (—1,1).

(¢) Compare com o resultado enunciado na Regra da Cadeia.
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