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Capitulo 1

Desenho Geomeétrico

Ao longo deste capitulo trataremos de conceitos e problemas associados a Desenho Geométrico
no plano.

1.1 Construcoes Elementares

Citando a introdugdo do Livro Construgdes Geométricas do Prof. Eduardo Wagner (Proj.
IMPA /VITAE), as construges geométricas j4 haviam sido consideradas no século V a.C. .

A palavra ntimero era usada somente para os inteiros e uma fragdo (ou ntimero racional)
era vista como a razdo entre dois numeros inteiros.

A nogdo de numero real estava ainda longe de ser concebida.

Nos problemas, as grandezas que apareciam, em vez de serem associadas a nimeros, eram
vistas como medidas de segmentos de reta.

Com isto, muitos problemas poderiam ser resolvidos geometricamente (mesmo que ndo
se conhece o valor do mesmo do ponto de vista numérico), ou seja, resolver uma equagéo
poderia estar associada a idéia de construir a solugdo.

Como motivagdo o autor considera o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.1 Encontrar, geometricamente, uma solu¢do x, da equac¢do
ax=bc,

onde a,b,c sdo valores conhecidos (ou seja, medidas de segmentos de retas dados, com

a#0).

Resolugao:

Um modo como essa equagao poderia ser resolvida era encara-la da seguinte forma: tentar
encontrar, geometricamente, a altura, de comprimento x, de um retdngulo de base de com-
primento a que tivesse a mesma drea de um retdngulo com altura de comprimento b e base
de comprimento c.

Para tanto agia-se da seguinte forma:
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1°: Constroéi-se, geometricamente, o retdngulo JOBDA (veja figura abaixo), de tal modo

que:
OA=a e OB=b.

2°: Sobre o lado OA, encontra-se o ponto C, de tal modo que (veja figura abaixo):

OC =c.

Observemos que, caso ¢ > a, entfo o ponto C estard no prolongamento do lado OA .

3°: Traga-se, pelo ponto C, a reta paralela a reta que contém lado OB.

Esta reta encontrard a diagonal (ou o prolongamento da mesma) OD, do retdngulo
OOBDA, em um ponto que denotaremos por P e também encontrard o lado BD, do
retdngulo JOBDA, em um ponto que denotaremos por E (veja figura abaixo).

4. Traga-se, pelo ponto P, a reta paralela a reta que contém o lado OA.

Esta encontrara os lados OB e AD, do retdngulo JOADB, nos pontos que denotaremos
por X e Y, respectivamente (veja figura abaixo).
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5. A solucdo da nossa equagao serd

x = OX.

Para demonstrar isso observemos que:

1.

— —

Como, por construgao, as retas OA e XY, OB e CE, CE e AD sdo paralelas, segue que
os tridngulos AODA, AOBD sédo congruentes (caso LLL comum); os tridngulos AOPC,
AOXP sdo congruentes (caso LLL comum) e os tridngulos APDY, APED também s&o

congruentes (caso LLL comum).

Portanto, dois a dois, eles tém mesma darea.

Temos que
drea(AOBD) = drea(AODA)

drea(AOBD) = area(AOXP) + area((IXBEP) + drea(APED)

drea(AODA) = area(AOPC) + area(CJCPYA) + drea(APDY).

Sabemos que
drea(AOPC) = drea(AOXP) e
drea(APDY) = drea(APED).
Logo, de (1), (I=2), (I33), (CF) e (T3), segue que
drea(COXBEP) = drea(CJCPYA).
Logo os retangulos [IXBEP e JCPYA tém mesma area.
Temos também que
drea(JOBEC) = area(AOPC) + drea(AOXP) + drea(CIXBEP)
= 2 4rea(AOPC) + 4rea(IXBEP)
= 4rea(AOCP) + drea(CICPYA)

(=)

= area(JOXYA).

drea(AOCP) + drea(AOXP) + drea(CICPYA)

(1.1)

(1.2)
(1.3)

(1.4)
(1.5)

(1.6)
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Logo os retangulos [JOBEC e LJOXYA tém mesma 4rea, ou seja,

OC-OB=0OA-0X, istoé, bc=ax.
Assim encontramos, geometricamente, a solugdo x para nossa equagao!
1.1.1 Retas Perpendiculares

Definicao 1.1.1 Sejam r uma reta.
Uma reta perpendicular d reta r € uma reta que forma dngulo reto (isto €, igual a

s ‘
5 radianos) com a reta 1.

Com isto podemos resolver, geometricamente, o seguite problema:

Problema 1.1.1 Dados uma reta r e um ponto P encontrar, geometricamente, a reta
perpendicular a reta r, que contenha o ponto P.
Resolucgao:

1.0 caso: o ponto P nao pertence a reta r :

Como encontrar, geometricamente, a reta perpendicular a uma reta r, que contém o ponto
P, que ndo pertence aretar ?

Uma construgao possivel seria:
1. Centrando o compasso no ponto P, com uma abertura maior que a distancia do ponto P

a reta r, tracemos uma circunferéncia, que indicaremos por C;, que interceptard a reta
r em dois pontos, distintos, que denotaremos por A e B (ver figura abaixo);

2. Centrando o compasso no ponto A, com abertura AP, tracemos a circunferéncia, que
denotaremos por C, e centrando o compasso no ponto B, com abertura AP, tracemos
a circunferéncia, que denotaremos por Cs.

Com isto temos que as circunferéncias C; e C3 se interceptam em dois pontos, que
denotaremos por P e Q (ver figura abaixo);
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3. A reta que contém os pontos P e Q, é a reta perpendicular a reta r e que contém o
ponto P (ver figura abaixo).

Para mostrar que isto é de fato verdade, consideremos C, o ponto de interseccdo da reta
T com a reta que contém os pontos (distintos) P e Q.
Observemos que (veja figura abaixo):

APBQ = APQA (LLL comum,) logo, CPB =APC e

AAPC = ACPB (LAL comum,) logo, AC =CB e PCA = BCP. (1.7)
Como PCA+BCP=mn e P/C\AEB/C\P, segue que P/(izg (1.8)

Portanto a reta r e a reta que contém os pontosP e Q sdo perpendiculares, como queriamos
mostrar.

Observagao 1.1.1 Na verdade acabamos de provar que as diagonais do losango OAPBQ,
cruzam-se perpendicularmente.

De fato, pois, de ([B), seque que:
T — — — —
5 =PCA =BCP =ACQ = QCB,
e nos seus respectivos pontos médios, pots, de (1), seque que:

AC=CB e CP=QC.
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2.0 caso: O ponto P pertence a reta r:
Como encontrar, geometricamente, a reta perpendicular a uma reta r, que contém o ponto
P, que pertence a reta r ?

Uma construgdo possivel seria:
1. Centrando o compasso no ponto P, com umaabertura qualquer, tracemos uma cir-

cunferéncia, que denotaremos por C;, que interceptard a reta r em dois pontos, que
denotarems por A e B (ver fieura abaixo):

2. Centrando o compasso no ponto A, com abertura AB (poderiamos ter escolhido qual-
quer abertura maior que AP), tracemos a circunferéncia, que denotaremos por C,, e
centrando o compasso no ponto B, com abertura AB (ou a mesma escolhida anterior-
mente), tracemos uma circunferéncia, que denotaremos por Cs.

Com isto, teremos que as circunferéncia C; e C; se interceptardo em dois pontos, que
denotaremos por Q e R (ver a ficura abaixo):

3. A reta que contém os pontos P e Q é a reta perpendicular a reta r e que contém o ponto
P (veja figura abaixo).
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Para mostrarmos que isto é verdade, observemos que o quadrildtero QAQBR é um losango
(pois seus lados tém mesma medida que € igual ao raio da circunferéncia C, ou C; - ver figura
abaixo).

Logo, como vimos anteriormente, suas diagonais cruzam-se perpendicularmente, isto €, a
reta r e a reta que contém os pontos Q e R sdo perpendiculares e a segunda contém o ponto P
(que serd o ponto médio do segmento AB e do segmento m), completando a demonstragdo
da afirmacao.

1.1.2 Reta Mediatriz

Definicao 1.1.2 Sejam A e B sdo pontos distintos.
A reta mediatriz do segmento AB € o lugar geométrico dos pontos do plano que sdo
equidistantes do ponto A e do ponto B.

Com isto, podemos tratar do s
Problema 1.1.2 Encontrar, geometricamente, a mediatriz do segmento AB.

Resolucao:
Uma construgdo possivel seria:

1. Centrando o compasso no ponto A, com abertura AB, tracemos uma circunferéncia, que
denotaremos por C;, e centrando o compasso nos pontos B, com abertura AB (bastaria
. AB . o
ser maior que T)’ tracemos uma circunferéncia, que denotaremos por C,.

As circunferéncias C; e C, se interceptardo em dois pontos, que denotaremos por P e Q
(ver figura abaixo);

01
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2. Afirmamos que a reta que contém os pontos P e Q é a mediatriz do segmento AB (veja
a figura abaixo).

Mostremos que a afirmagao acima é verdadeira.

Para isto observemos que o quadrildtero QAPBQ é um losango (pois seus lados tém mesma
medida que é igual ao raio da circunferéncia C; ou C,, a saber AP - veja figura abaixo).

Logo, como vimos anteriormente, suas diagonais cruzam-se perpendicularmente nos seus
pontos médios, isto é, nos pontos P e Q estdo na mediatriz (veja a figura abaixo).

Falta mostrar que todo ponto da reta que contém os pontos P e Q, sdo equidistantes dos
pontos A e B.

Isso serd deixado como exercicio para o leitor (a seguir).

Exercicio 1.1.1 Mostrar a afirmag¢do acima.

1.2 Retas Paralelas

Problema 1.2.1 Encontrar, geometricamente, a reta paralela a reta r dada, que contém
o ponto P, que nao pertence a reta r.

Resolucao:

Daremos trés possibilidades para a construcao:
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1.2.1 1.a construcao da paralela

1. Centrando o compasso no ponto P, escolha uma abertura PA de tal modo que, a cir-
cunferéncia, que denotaremos por C;, obtida intercepte a reta r em um ponto, que
denotaremos por A (no caso de obter dois pontos, escolha um deles);

Gy

vA
2. Centrando o compasso no ponto A, com abertura PA, tracemos uma circunferéncia, que

denotaremos por C,, que intercepterd a reta r em um ponto B (na verdade obteremos
dois pontos, escolha um deles);

~

3. Centrando o compasso no ponto B, com a abertura PA, tracemos uma circunferéncia,
que denotaremos por C3, que intercepterd a circunferéncia C; em um ponto Q, que esta
no mesmo semi-plano determinado pela reta r e que contém o ponto P (na verdade
também interceptard a reta r no ponto A);
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4. Afirmamos que a reta que contém os pontos P e Q é uma reta paralela a reta r (e contém
o ponto P - veja a figura abaixo).

Mostremos que a afirmacdo acima é verdadeira.

Para isto, observemos que quadrildtero QPABQ é um losango (pois seus lados tém mesma
medida que € igual ao raio da circunferéncia - ver figura abaixo).

Logo, como vimos anteriormente, seus lados adjacentes sdo paralelos o que mostra que a
reta r e a reta que contém os pontos P e Q sdo paralelas.

Observacao 1.2.1 Uma outra demonstragdo seria:
Consideremos o ponto D, o outro ponto de intersec¢do da retar com a circunferéncia
C, (veja a figura abaizo).

Observemos que o tridngulo APAB é isdsceles (pois, os lados PA e AB tém mesma
medida e sdo iguats a medida do raio da circunferéncia C;).
Assim
BPA = ABP.

Os tridgngulos APAB e APBQ sdo congruentes (LLL comum), seque que

BPA = QPB. (1.9)
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Do triangulo APAB, temos que

B/PTA—kA/]ﬁ’—i—P/A\B:ﬂ e como B/P7\:/®, teremos:
2BPA 4+ PAB =m. (1.10)

Por outro lado,

DAP +PAB = e, de (1), teremos:
DAP =2BPA =) BPA + QPB = QPA.
Conclusao:
DAP = QPA.

Portanto a reta T e a reta que contém os pontos P e Q sdo paralelas (pois a reta que
contém os pontos A e P tem angulos alternos internos iguais com as retas que contém
os pontos Q e P e a reta que contém os pontos A e D).

1.2.2 2.a construcao da paralela

1. HEscolha um ponto O sobre a reta r, que ndo pertencga a reta perpendicular a reta r que
contém o ponto P (veja figura abaixo);

2. Centrando o compasso no ponto O, tracemos uma semi-circunferéncia, que denotaremos
por Ci, que contém o ponto P (ou seja seu raio serd OP) e estd contida no semi-plano
determinado pela reta r e que contém o ponto P.

Esta semi-circunferéncia interceptard a reta r em dois pontos, que denotaremos por A
e B (ver figura abaixo);
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3. Centrando o compasso no ponto B com abertura AP, tracemos uma circunferéncia,
que denotaremos por C;, que intercepterd a semi-circunferéncia C; em um ponto, que
denotaremos por Q (figura abaixo);

AR

4. A reta que contém os pontos P e Q é uma reta paralela a reta r (e que contém o ponto
P) (veja a figura abaixo).

P Q
Mostremos que a reta encontrada é a reta paralela a reta r que contém o ponto P.

Para isto, observemos que os tridngulos AOAP, AOQB e AOPQ sdo isésceles, logo deve-
remos ter (veja a figura abaixo):

OAP =APO, QBO=0QB e OPQ =PQO. (1.11)

A ° \ 8
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Além disso os tridngulos AOAP, AOQB séo congruentes (caso LLL), logo, deveremos ter:
POA = BOQ.
Do triangulo AOPQ temos
m=0PQ + QOP + PQO =" 20PQ + QOP.
~—~—

Mas
7= POA + QOP + BOQ = 2POA + QOP.

Logo
POA = OPQ,

mostrando que a reta r e a reta que contém os pontos P e Q sdo paralelas (sdo dngulos alternos

internos).
U

1.2.3 3.a construcgao da paralela

1. Tracemos a reta perpendicular, que denotaremos por s, a reta r que contém o ponto P
(como na segdo (I));

2. Tracemos a reta perpendicular, t, a reta s que contém o ponto P (como na segéo (IT0));

4. A reta t que contém os pontos P é a reta paralela a reta r (e contém o ponto P).

A figura abaixo ilustra a situacdo.

F

A demonstragdo, neste caso, é muito simples, visto que a reta t (que contém o ponto P)
e a reta r sdo perpendiculares a reta s, logo elas devem ser retas paralelas.

1.3 Bissetriz

Lembremos a:

Definicao 1.3.1 Se os pontos O, A e B ndo sdo colineares, a bissetriz do dngulo BOA
é o lugar geométrico dos pontos do plano que sdo equidistantes dos lados OA e OB do
angulo dado.
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1.3.1 Construcao da bissetriz

A questdo que colocamos é a seguinte: como tragar a reta bissetriz do angulo BOA?

Uma construgdo possivel seria:
1. Centrando o compasso no ponto O, com uma abertura qualquer, tracemos uma circun-

feréncia, que interceptara os lados OA e OB do 4ngulo em dois pontos, que denotaremos
por X e Y ( veja a figura abaixo);

2. Centrando o compasso nos pontos X e Y, com abertura do item acima, tracemos as
circunferéncias, que se interceptardo em um ponto, que denotaremos por C (e no ponto

O - veja a figura abal
/',

3. A semi-reta que contém os pontos O e C é a bissetriz do angulo BOA (veja a figura
abaixo).
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A seguir exibiremos a demonstracdo que a construgdo acima nos fornece, realmente, a
—
bissetriz do dngulo BOA.

Observemos que os tridngulos AOXC e AOCY sdo congruentes (LL L comum - veja a
figura abaixo) assim

COX = COY. (1.12)

Consideremos as retas perpendiculares aos lados OA = OX e OB = OY, que contém o
ponto C, que interceptardo estes mesmos lados em dois pontos, que denotaremos por D e E,
respectivamente (veja a figura abaixo).

Como os tridngulos AODC e AOCE sdo congruentes (L comum A (por (II2)) e A oposto
ao lado comum, que é reto), segue que

CD=CE

mostrando que o ponto C pertencerd a bissetriz do angulo BOA.
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Falta mostrar que todo ponto da semi-reta que contém o ponto O e o ponto C, é equidis-
tante dos lados OA e OB do angulo BOA.
Isso serd deixado como exercicio (a seguir) para o leitor.

— —
Exercicio 1.3.1 Mostre que a semi-reta OC € a bissetriz do angulo BOA .

1.4 Arco Capaz

Consideremos dois pontos, que denotaremos por A e B, distintos, pertencentes a uma cir-
cunferéncia, que denotaremos por C, cujo centro estd em um ponto, que indicaremos por
0.

Afirmamos que para todo ponto, que indicaremos por M, sobre um dos arcos da circun-
feréncia C (veja a figura abaixo), determinados pelos pontos A e B, o dngulo

0= AMB

serd constante.
De fato, observemos que (veja figura abaixo):

AOAM é um tridngulo isésceles, assim teremos: o = OAM = A/M\O; (1.13)
AAOB é um tridngulo isésceles, assim teremos: f = BAO = OBA; (1.14)
ABOM ¢é um tridngulo isdsceles, assim teremos: vy = MBO = OMB. (1.15)

Notemos também, que:

0 = AMO + OMB

D 1y, (1.16)

M
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Do tridngulo AAOB, segue que:

7 =BAO + AOB + OBA
=25 +A0B (1.17)

Do tridngulo AAMB, temos que:

=AMO+OMB =MBO+0OBA BAO+0AM
— — —

n= AMB + MBA + BAM

R E (wty) + v+ B+ (B )

=2[(x+7v)+ B
= 20+28. (1.18)

Comparando ([CI7) com ([IR), teremos:

28+ A0B = = 20 428,

ou seja,
20 = AOB,
0 que implicard
AOB
0= 5

ou seja, o angulo O serd constante, como queriamos demonstrar.
Com isto podemos introduzir A:

Definicao 1.4.1 O arco AIQ[B serd denominado arco capaz do angulo 0 = m, sobre
o0 segmento AB.

Observacao 1.4.1

1. Podemos concluir que um observador que anda sobre o arco, determinado pelos
pontos A e B, da circunferéncia C (o arco capaz) verd o segmento AB sempre sob
um mesmo dngulo (o dngulo 6).

2. Consideremos um ponto, que indicaremos por N, que pertence ao outro arco da
circunferéncia C, determinado pelos pontos A e B.

Entdo o dangulo BNA também serd constante e, além disso, serd igual a m—0
(veja a figura abaizo).
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De fato, sabemos que o dngulo AOB satisfaz:
AOB =26

e que o dangulo zﬁ\ﬁ, € 1gual ao suplementar do angulo AOB (por causa do arco

capaz AﬁB), ou seja,
2@227{—26, ou ainda , m:ﬂ—e,
como afirmamos.

3. Um caso particular, importante é quando o segmento AB é o diametro da circun-
feréncia.

Neste caso temos que teremos
— T
AMB = —
2 )
ou seja, o triadngulo AAMB é retangulo no vértice M.
Com 1sto acabamos de demonstrar que um triadngulo que tenha como um de seus
lados, o didmetro de uma circunferéncia e o outro vértice sobre um dos arcos
de uma sema-circunferéncia, deverd ser um tridngulo retdngulo e o dngulo reto

corresponderd ao oposto do lado que é o didmetro da circinferéncia (na figura

abaizo o dngulo m)
M

4. Devido ao fato actma, uma semi-circunferéncia serd chamada de arco capaz do an

s , . . L
gulo —, associada ao segmento que um didmetro da circunferéncia.

Nosso objetivo é construir, geometricamente, o arco capaz de um angulo dado.
Para isto precisamos saber como transportar, geometricamente, angulos.
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1.4.1 Transporte de angulos

Consideremos um angulo 0, com vértice em um ponto, que indicaremos por V, e dois pontos
distintos, que serdo indicados por Ae B .
Queremos encontrar um ponto, que indicaremos por X, de tal modo que (veja a figura

abaixo)
BAX=96.

Neste caso agiremos da seguinte forma:

1. Tragamos uma circunferéncia, que indicaremos por C, centrada um um ponto, que
indicaremos por V, com raio qualquer, que determinard dois pontos, que indicaremos
por P e Q, pertencentes aos lados do dngulo 0 ( veja a figura abaixo);

2. Tracamos uma circunferéncia, que indicaremos por C’, centrada no ponto A, com o
mesmo raio da circunferéncia C do item 1., que determinara um ponto, que indicaremos
por P’, sobre a semi-reta determinada pelos pontos A e B, que tem como extremo o
ponto A (veja a figura abaixo);
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3. Tracemos, pelo ponto B, uma circunferéncia centrada no ponto P’, com o raio igual a
PQ, que interceptard a circunferéncia C’ do item 2. em um ponto, que indicaremos por
Q’ (na verdade temos um outro ponto que poderia ser escolhido - veja a figura abaixo).

4. Com isto afirmamos que
P’AQ’=PVQ =90,

ou seja, transportamos, geometricamente, o angulo 0.

Para mostrar isto, observemos que, por construgio, os tridngulos APVQ e AP’AQ’ séo
conguentes (caso LLL), em particular, teremos

PAQ = PVQ,

com gqueriamos demonstrar.

1.4.2 Construcao do arco capaz

A seguir faremos a construgdo do arco capaz do angulo 9, associado ao segmento AB.

1. Suponhamos que um ponto, que indicaremos por X, seja de tal modo que

XAB = 0.

Notemos que estamos usamos o transporte do angulo 6 (veja a figura abaixo).
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2. Tracemos a mediatriz do segmento AB, que encontra o segmento AB no seu ponto
médio, que indicaremos por C (veja a figura abaixo).

N

A c B

3. Tracemos a reta perpendicular a reta que contém os pontos A e X, que contém o ponto
A.

Esta encontrard a mediatriz do item 2. em um ponto, que indicaremos por O(veja a
figura abaixo).
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4. O arco capaz do angulo 0, associado ao segmento AB, serd o arco da circunferéncia de
centro no ponto O e raio OA, situado no semi-plano oposto ao que contém ponto X,
relativamente a reta que contém os pontos A e B (isto é, « = 0 - veja figura abaixo).

Mostremos que realmente
x=0,

ou seja, o arco de circunferéncia obtido acima, é o arco capaz do angulo 0, associado ao
segmento AB.

Para isto, observemos que os tridngulos AAOC e ABCO sdo congruentes (caso LL L
comum - veja figura abaixo).

Logo
o 1 arco capag ————
AOC =COB, ouseja, AOC-= ZAOB =% AMB (1.19)
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Do triangulo AAOC temos que

e~ ——

+CAO +AOC

o
@
>

T =

CA=

—_—

+ CAO + AOC,

]

e
2

Nl A

isto é, .
AOC = 5= CAO. (1.20)

Relativamente ao ponto A, temos:
Tt — —
=5 + CAO + XAC

XAgzeg_’_C/A\O_’_e’ isto 6, g_@):e, (1.21)

Logo de (TZ0) e (20), segue que

Portanto,
— =
AMB = A0C =9,

ou seja, « =0,

ou ainda, o arco AMB serd arco capaz do angulo 0, associado ao segmento AB, como
queriamos demonstrar.

1.5 Divisao de um Segmento em Partes Iguais

Fixemos dois pontos distintos, que indicaremos por A e B.

Apresentaremos, a seguir, um método muito simples de dividir um segmento AB, em n
segmentos disjuntos de mesmo comprimento, para cada n € N fixado.

Para ilustrar, consideraremos o caso em que n =5, ou seja, dividiremos o segmento AB
em 5 segmentos disjuntos, justapostos, onde cada um desses segmentos tém o mesmo com-
primento.

Agimos da seguinte forma:.

1. Tracemos uma semireta qualquer com extremo no ponto A, distinta da semireta que

contém o ponto B (veja a figura abaixo);
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2. Sobre esta semireta construimos, com uso do compasso, 5 segmentos justapostos, de
mesmo comprimento (veja a figura abaixo), que denominaremos por:

AAT, AtAz, AZA3, A3As e A4As,

3. Tracemos as retas paralelas & reta que contém os pontos B e As, pelos pontos Aj, Az,
A3z e A4, que encontrardo o segmento de reta AB em quatro pontos, que indicaremos
por pontos Pi, Py, Ps3, P4, respectivamente (veja a figura abaixo);

SN
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4. Afirmamos que os segmentos AP;, P;P,, P,P;, P;P, e P4B tém mesmo comprimento e
assim dividem o segmento AB em 5 segmentos disjuntos, justapostos, todos com mesmo
comprimento.

Mostremos que isto realmente é verdade.

Para isto, observemos que os tridangulos AAP;A; e AAP,A; sdo semelhantes, pois, por
construgdo, a reta que contém os pontos P; e A; é paralela a reta que contém os pontos P, e
A, (caso AAA - veja a figura abaixo).

A Py P P3 Py B

Aq
Az
A3
Ay
As

Logo, pelo Teorema de Thales, temos que a razdo entre os comprimentos dos lados cor-
respondentes dos tridngulos acima, deverdo ser iguais, em particular, teremos:

APy AA AAZ=2AA AA; ]

APz AAZ 2AA; 2
ou seja, AP, =2AP, (1.22)

ﬁgura acima

ou ainda, PP, AP, — AP, "=V 2 AP, — AP, = AP,

portanto,
PP, = AP. (1.23)

De modo semelhante, temos que os tridngulos AAP;A; e AAP3A; sdo semelhantes, pois,
por construgdo, a reta que contém os pontos P; e A; é paralela a reta que contém os pontos
P; e A; (caso AAA - veja a figura acima).

Novamente, pelo Teorema de Thales, teremos que a razdo entre o comprimento dos lados
correspondentes dos tridngulos acima deverdo ser iguais, em particular, teremos:

APr  AA Ans3aa, AAL

APy AA; 3AA; 3
ou seja, AP; =3AP, (1.24)
(=

ﬁgura acima

ou ainda, P,P; AP; — AP, — PP, T2 3 AP, _ AP, — AP, = AP,

isto é,
P,P; = AP,
e assim por diante.

Com isto obtemos a divisdo do segmento AB em 5 segmentos disjuntos justapostos, sendo
que todos estes tém o mesmo comprimento.
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1.6 Tracado de Tangentes a uma Circunferéncia

1.6.1 Reta tangente a uma circunferéncia por um ponto da mesma
A primeira situagdo que consideraremos é de encontrar, geometricamente, a reta tangente a

uma circunferéncia, que indicaremos por C, de centro em um ponto, que denotaremos por O,
que contém um ponto, que chamaremos de P (sendo o ponto P distinto do ponto O - veja
figura abaixo). N

7 ™~

~

Para este fim agiremos da seguinte forma:

1. Tracemos uma circunferéncia, que indicaremos por C’, de centro no ponto P e raio PO,
que encontrard a reta que contém os pontos O e P em um ponto, que indicaremos por
Q’, diferente do ponto O (veja figura abaixo);

2. Tracemos a mediatriz do segmento OO’ (que, por construgdo, conterd o ponto P como
seu ponto médio - veja a figura abaixo);

3. Afirmamos que a reta mediatriz, obtida no item 2., é a reta tangente t a circunferéncia
C que contém o ponto P ( veja a figura abaixo).

Mostremos que isto é realmente verdade.
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Para isto, observemos que como a reta mediatriz, obtida no item 2,. acima é perpendicular
ao segmento OP (e contém o ponto P), segue que ela deverd ser, necessariamente, a reta
tangente a circunferéncia C que contém o ponto P (veja figura abaixo).

1.6.2 Reta tangente a uma circunferéncia por um ponto exterior a
mesma

A segunda situagdo que consideraremos é de encontrar, geometricamente, a reta tangente
a uma circunferéncia, que indicaremos por C de centro em um ponto, que chamaremos de
O, que contenha um ponto, que denotaremos por P, que estad cituado no exterior do circulo
determinado pela circunferéncia C (veja a figura abaixo).

Para este fim agiremos da seguinte forma:

1. Por meio da construgdo da mediatriz do segmento OP, encontremos o ponto médio, que
indicaremos por M, do segmento OP (veja figura abaixo);
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2. Tracemos a circunferéncia, que chamaremos de C’, de centro no ponto M e raio MO
(que é igual a MP).

Esta circunferéncia, interceptard a circunferéncia dada inicialmente, em um ponto, que
indicaremos por A (e um outro ponto, que chamaremos de B) (veja afigura abaixo);

c

3. Afirmamos que a reta, que chamaremos de t, que contém os pontos A e P, é uma reta
tangente a circunferéncia C no ponto A (veja a figura abaixo).

)
J

Notemos que teremos uma outra reta tangente a circunferéncia C, que serd a que contém
o ponto P e o ponto B (veja a figura abaixo).
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Mostremos que a afirmagdo acima é verdadeira, ou seja, o dngulo

oAP = T,

ou ainda, é um angulo reto. 2

De fato, pois ele é o angulo do arco capaz associado ao segmento PO, que é didmetro da
circunferéncia de centro no ponto M e raio igual a MP.

Logo (veja a figura abaixo) o angulo

Portanto a reta que contém os pontos P e A, é uma reta tangente a circunferéncia C, no
ponto A, pois o segmento OA, que é o raio da circunferéncia C, é perpendicular o segmento
AP.

De modo semelhante, podemos mostrar que a reta que contém os pontos B e P, também
serd uma reta tangente a circunferéncia C, no ponto B.

1.7 Exemplos
Lembremos que a expressdo lugar geométrico no plano, corresponde ao conjunto formado
pelos pontos do plano que satisfazem a uma determinada propriedade.

Por exemplo, a mediatriz é o lugar geométrico dos pontos do plano que sdo equidistantes
de dois pontos distintos fixados (veja a figura abaixo);
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De modo semelhante uma circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos do plano que
estdo a uma disténcia fixa de um ponto fixado (veja a figura abaixo).

Ao dizermos que uma figura geométrica £ é o lugar geométrico dos pontos que possuem
uma determinada propriedade P, queremos dizer que todos os pontos do conjunto F possuim
a propriedade P e nenhum ponto fora do conjunto F tem a propriedade P.

Nos dois exemplos acima, geometricamente, para a mediatriz de um segmento e a cir-
cunferéncia de centro em um ponto e raio fixados, temos que as figuras acima representam
os Unicos conjuntos dos pontos do plano geométrico, que satisfazem as correspondentes pro-
priedades que determinam a mediatriz de um segmento e a circunferéncia de centro em um
ponto e raio fixados, respectivamente.

A seguir consideraremos alguns outros exemplos relacionados com a situagdo acima.
Exemplo 1.7.1 Construir um tridngulo AABC conhecendo-se os lados ¢ = AB, a = BC
e o dngulo A= 0, geometricamente, como na figura abaizo.

[ a

>

Resolucao:

Temos vdrias possibilidade para a construgdo de um tridngulo AABC com as trés propri-
edades acima.

Vamos apresentar uma das possiveis construgdes:

1. Escolha uma reta e um ponto da mesma, que chamaremos de A (veja a figura abaixo);
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2. Tragando-se uma circunferéncia, de centro em A e raio ¢ = AB, obteremos, na inter-
seccdo desta circunferéncia com a reta um ponto, que denotaremos por B.

Notemos que teremos um outro ponto com a mesma propriedade aciam, que dard origem
a um outro tridngulo congruente ao que iremos construir (veja a figura abaixo).

3. Encontremos um ponto, que chamaremos de X, de tal modo que BAX =0 (transporte
do angulo A - veja afigura abaixo).

o

4. Tracemos a circunferéncia de centro no ponto B e raio igual a BC = a, que interceptara
a semireta que contém o ponto A (como extremo) e o ponto X, em um ponto, que
indicaremos por C (veja a figura abaixo);

@
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5. Os pontos A, B e C serdo os vértices do tridngulo procurado. (veja a figura abaixo);

C

Na verdade hd uma infinidade de tridngulos que podem ser construidos com as trés
propriedades acima.

Deixaremos como exercicio para o leitor a construcdo de outros casos.

Observacao 1.7.1

1. Observemos que, do ponto de vista analitico, se ficarmos a medida do dngulo
A e tivermos

csen(f) <a<c, (1.25)
entao teremos apenas duas solugoes para o nosso problema.

De fato, o valor
c sen(0),
deve ser menor valor minimo para o raio 4, para que a circunferéncia cen-

trada no ponto B, com esse raio, intercepte a reta que contém os pontos A e

X, pois sabemos que
BD BD
sen(0) = A= o logo BD =c sen(0),
onde D é o "pé” da altura do tridngulo AABC, relativamente ao lado AC.
Portanto, se satisfaz (ZH), poderemos construir dois tridngulos com as pro-

priedades requeridas (na figura abaizo, os tridngulos AABC e AABC’).
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2. Na situagao acima, se

a>c,
entdo a solugcdo serd unica, pois meste caso a circunferéncia centrada mo
ponto B e raio igual a a, s6 interceptard a semireta que contém o ponto A,
em um dnico ponto (veja a figura abaizo).
Assim, sé teremos o triangulo AABC como solugao para o problema.

C

\ec

A B

. As construgées acima mostram porque as trés propriedades do Exemplo ([CZ0),

ou seja, dados o angulo A, e os lados AB e BC, nao necessariamente impli-
cam em congruéncia de tridngulos, jd que os tridngulos AACB e AAC'B do
item 1. possuem as trés propriedades do Ezemplo (), mas nao sdo, ne-
cessariamente, congruentes.

. Acrescentando uma propriedade adicional as trés propriedades do Exemplo

(D) poderemos ter um movo caso de congruéncia, a saber:
Se dois tridngulos AABC e AA'B’C’ tem as sequintes propriedades:

A=A, AB=A'B, BC=B'C’ e BC>AB
entdo os triangulos sao, necessariamente, congruentes.
Para provar isto basta motar que, na Observag¢do acima item 2., que a cir-
cunferéncia centrada no ponto B e raio igual ao comprimento do segmento
de reta a =BC, sé encontra aquela semireta em um unico ponto, no caso o
ponto C.
Logo sé podemos construir um, e somente um, tridngulo (ou seja, um unico
tridngulo) com as propriedades requeridas do Exemplo (CZ), se fixarmos o
dngulo A e os lados a =BC e c = AB.

Exemplo 1.7.2 Construir um tridngulo AABC, conhecendo-se o lado a = BC, a altura

h., relativa ao lado a, e o dngulo A = 0.

\ 0

B

Resolugao:
Vamos a uma possivel construgao:
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1. Escolhamos uma semireta, com extremo no ponto B e encontremos, utilizando-se o

compasso para transportar a medida do segmento BC, um ponto sobre a mesma, que
indicaremos por C, de tal modo que (veja a figura abaixo)

B a c

. Encontremos uma reta, paralela a semireta obtida no item 1., que dista h, da mesma.

Podemos fazer isto construindo-se, por exemplo, a reta perpendicular, que chamaremos
de t, a semireta do item 1., que contém o ponto C e, com ajuda do compasso, encon-
tramos um ponto, que denotaremos por C’, sobre essa perpendicular, de tal modo que
(na verdade existem dois pontos sobre a perpendicular, que distam ha do ponto C)

CC' =h,.

Depois tragamos a reta perpendicular a reta t pelo ponto C’ (veja a figura abaixo).

=

~
N

3. Transportemos o angulo A, para o angulo E, de tal modo que um lado do angulo seja o

segmento BC e o outro esteja contido no semiplano determinado pela reta que contém
os pontos B e C e que ndo contenha o ponto C’ (veja a figura abaixo).

48
S

-
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4. Tracemos 0 arco capaz do angulo E associado ao no segmento BC, que interceptaré a
reta paralela do item 2. em um ponto, que chamaremos de A (e possivelmente em outro
ponto, que chamaremos de A’ - veja a figura abaixo).

5. O tridngulo AACB (evaj a figura abaixo) satisfaz as condigdes requeridas.

S

1. No Ezemplo () acima, fizado o lado BC e um dos semiplanos determinado
pela reta que contém os pontos B e C, temos somente duas solugbes possiveis, a
saber os triangulos AACB e AA'CB (como na figura actma).

Observacao 1.7.2

Vale observar que estes dotis tridngulos sdo congruentes (caso LAL).

Um € imagem do outro por uma reflexdo, em relagcdo a mediatriz do segmento
BC.

Por abuso de notagdo, diremos que a solugdo € unica (pois todas as solugbes sdo
congruentes duas a duas).

Na verdade poderemos ter até quatro solugées, todas congruentes duas a duas (na
figura abaizo temos os quatro tridngulos AACB, AA’CB, AA”CB e AA”'CB que sdo
conguentes).
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2. Do ponto de vista analitico, dependendo das escolhas dos valores de BC, h, e da
medida do dngulo A, podemos nao ter necessariamente solugdo para o problema.

Por exemplo, se hy for "muito grande”, a reta paralela a semireta que contém os
pontos B e C, que dista h, da mesma, nao winterceptard o arco capaz do dngulo A,
associado ao segmento de reta BC.

Nestes caso nao ezistird nenhum tridngulo com as propriedades requeridas pelo
Ezemplo (C2) (veja a figura abaizo).

>

Mais precisamente, temos o seguinte exercicio, cuja resolugdo deixaremos a cargo do leitor::

Exercicio 1.7.1 Se

nao ezistird tal triangulo.
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Antes de exibirmos o préximo exemplo iremos estabelecer as seguintes notagdes:
Definicao 1.7.1 Consideremos o triangulo AABC, onde sdo dados:
c=AB, b=AC e a=BC.
Denotemos por M é o ponto médio do lado BC.
A mediana relativa ao lado BC serd o segmento de reta AM.

Denotaremos o comprimento da mediana relativa ao lado BC por m, (veja figura
abaizo), isto €,

m, = AM.
Denotemos por D, o ponto de intersecgdo da reta perpendicular ao lado BC, que
contém o ponto A, com o segmento BC.
O segmento AD serd denominado altura do triangulo AABC relativamente ao lado
BC.
Denotaremos por ha, o comprimento da altura relativa ao lado BC (veja afigura

z

abaizo), isto €,

C

De modo semelhante denotaremos os comprimentos das medianas, relativas aos
lados AB e AC, por
mc e mb,

respectivamente, e os comprimentos das alturas, relativas aos lados AB e AC, por
hc € hb,
respectivamente.
Para o préximo exemplo precisaremos do seguinte resultado, cuja resolugdo serd deixada
como exercicio para o leitor:

Exercicio 1.7.2 Mostre que num tridngulo qualquer, as medianas interceptam-se em
um mesmo ponto (denominado baricentro do tridngulo) e além disso, dividem cada
uma delas na razdo 2:1, ou seja (veja a figura abaizo):

1
BM; = MMy = MouM = 3 BM. (1.26)
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c

Exemplo 1.7.3 Construir um triangulo AABC, dados segmentos, cujos comprimentos
sao das medianas, My, My e da altura hy, com na figura abaizo.
My My ha

Resolugao:
Para ajudar a entendermos o problema fagamos uma ilustragdo dos elementos dados pelo
problema na figura abaixo.

B

Do Exercicio ([C72) acima, temos num tridngulo qualquer, as medianas cortam-se em um
mesmo ponto e dividem cada uma delas na razdo 2: 1.
Como conhecemos

AM =mg,
podemos determinar o ponto G (baricentro do tridngulo AACB) sobre o semgmento AM,
pois ) )
AG=-AM=-m,.
3 3

Para isto agiremos da seguinte forma:
1. Escolhamos sobre uma reta, dois pontos, que denotaremos por A e D, tal que (veja a
figura abaixo)
AD =h,.
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2. Tracemos a reta t, perpendicular a reta que contém os pontos A e D, pelo ponto D
(veja a figura abaixo).

Observemos que os vértices B e C, do tridngulo procurado, deverdo pertencer a reta t,
obtida acima (pois o tridngulo deverd ter altura relativa ao lado BC igual a hq).

3. Como conhecemos
AM =mg,
utilizando o compasso, podemos encontrar um ponto M, sobre a reta t obtida no item
2. (este pode n&o ser unico - veja a figura abaixo).

t

4. Novamenteo, como
AM =mg,
podemos determinar o ponto G (intersecgdo das medianas) sobre o segmento AM, pois
2 2

AG=AM =" m,.
G 3 3m

Para isto precisamos dividir o segmento AM em trés partes iguais, ou seja, utilizaremos
o processo desenvolvido na secdo ([CH).
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’AAl —A1A; = AsA; ‘

Deste modo encontramos um ponto, que chamaremos de G, sobre o segmento AM (com
0 uso do compasso).

5. Sabemos que (veja a figura do inicio da resolugéo)

2 2

Por um processo andlogo ao do item 4. podemos encontrar o comprimento BG (veja a
figura abaixo).

BBy = BB, = B,Bj3
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6. O vértice B do tridngulo procurado, serd obtido da interseccdo da reta que contém os
pontos D e M (isto é, a reta t) com a circunferéncia, de centro no ponto G e raio igual a

GB = BG, obtido no item 5. acima (podemos ter dois pontos de intersecgdo, escolnamos
um deles - veja a figura abaixo).

7. O vértice C, do tridngulo procurado, estd sobre a reta que contém os pontos D e M, e
pode ser obtido usando-se o fato que BM = MC (pois o ponto M deverd ser o ponto
médio do segmento BC - veja a figura abaixo).

B

M

; ;
A ha D /
Observagao 1.7.3 Dd construg¢do acima podemos observar que o tridngulo obtido po-
derd nao ser unico.

As relagées entre os dados do Ezemplo ([CZ3), que tornam a construgdo possivel,
e/ou dnica, pode ser um ezercicio interessante, mas trabalhoso.
Dewzaremos os detalhes dessas questées como exercicio para o leitor.
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Exemplo 1.7.4 Dados uma circunferéncia, que indicaremos por C, de centro em um
ponto, que chamaremos de O e raio igual a r, um ponto, que denotaremos por P,
que pertence ao exterior da circunferéncia C, e um segmento de comprimento, que
indicaremos por a, tracar, pelo ponto P, um reta que determine na circunferéncia uma
corda de que tenha comprimento eratamente itgual ao do segmento a.

Resolucao:
Observemos que em uma dada circunferéncia, todas as cordas de mesmo comprimento, sdo
tangentes a uma outra circunferéncia de mesmo centro que a primeira (veja a figura abaixo).

Figura 1.1: AB=CD =EF

Mostremos que esta afirmacdo é verdadeira.

Para isto, notemos que, para quaisquer cordas AB e A’B’ de mesmo comprimento da
circunferéncia C, de centro no ponto O, os tridngulos AAOB e AA’B’O séo isdsceles e con-
gruentes pois os segmentos

OA, OB, OA’ e OB

sdo raios da circunferéncia C, e AB e A’B’ sdo os comprimentos das cordas AB e A’B’ (que
estamos supondo serem iguais, assim teremos o caso LLL de congruéncia).

A




1.7. EXEMPLOS 47

Logo as alturas dos tridngulos isésceles AAOB e AA’B’O, relativas ao lado AB, A'B/,
terdo mesmos comprimentos e se denotarmos "pé” destas alturas por M e M’, respectiva-
mente, entdo eles pertecerdo a uma mesma circunferéncia de centro no ponto O, mostrando
a afirmacdo (veja a figura abaixo).

Observemos que neste caso, os pontos
M e M,

serdo os pontos médios dos segmentos AB e A’B’, respectivamente.

De fato, pois os tridngulos AAOM e AOBM séo isésceles e congruentes (eles tém dois
lados de mesmo comprimento e dois dngulos iguais).

Notemos também que, se a reta que contém os pontos P e B é tal que o segmento AB tem
o mesmo comprimento do segmento a, é secante a circunferéncia C e o ponto M, é o ponto
médio do segmento AB, entdo o segmento OM deverd ser perpendicular ao segmento PB.

De fato, pois os tridngulos AAMO e AOMB sédo congruentes (pelo caso LLL), assim

A/M\O:O/M\B, mas A/M\O—FO/I\E:ﬂ,
implicando que (veja a figura abaixo)

AMB =

N A

. ( A 7 .
Assim o ponto M deverd pertencer ao arco capaz do angulo > associado ao segmento

PO.



48 CAPITULO 1. DESENHO GEOMETRICO

De fat i
e fato, pois .

E )
ou seja, este angulo devera estar inscrito na semi-circunferéncia, cujo didmentro é o segmento
PO (veja a figura abaixo).

PMO =

Podemos agora fazer a construgdo, como veremos a seguir:
1. Tragamos na circunferéncia C, uma corda AB qualquer, de comprimento igual ao do
segmento a (usamos o compasso para tanto - veja a figura abaixo).

B
P
A

2. A seguir tragamos uma circunferéncia, que indicaremos por C’ de centro no ponto O,
tangente & corda AB obtida no item 1. (veja a figura abaixo).

C
A
p
°
B
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3. Passemos agora a construir uma circunferéncia, que chamaremos de C ”, cujo didmentro
é o segmento PO, que interceptard a circunferéncia C no ponto M (e em outro ponto -
veja figura abaixo).

A

4. A reta que contém os nontos P e M é a reta nrocurada (veia a figura abaixo),

A

Observacao 1.7.4 Na resolu¢do do Ezemplo ("Z4) actma, encontramos dois lugares
geométricos interessantes, a saber:

1. O lugar geométrico das cordas de uma circunferéncia de centro no ponto O, que
possuem o mesmo comprimento, sGo os segmentos de reta que tem extremos na
circunferéncia dada e que sdo tangentes a uma circunferéncia de centro no ponto
O e tangente a uma das cordas de comprimento igual ao comprimento dado (veja
a figura abaizo).
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2. Na situagdo do Ezemplo (CZA) actma, o lugar geométrico dos pontos médios
das cordas da circunferéncia C, cujas retas contém o ponto P, estard contido na
circunferéncia de centro em um ponto, que denotaremos por O’, que € o ponto

médio do segmento PO, e raio > (veja a figura abaizo).

3. O ponto P, poderia ser dado mo interior da crcunferéncia de centro mo ponto O
dada inicialmente.

A andlise é semelhante a que tratamos acima e serd deizada como exercicio.

Exercicio 1.7.3 Faca o mesmo estudo que fizemos acima, para 0 caso em que 0 ponto
P, esteja no interior da circunferéncia C.

Observacao 1.7.5 Vale observar que o comprimento da corda AB nao pode ser qual-
quer.

Mais precisamente, a distdncia da corda AB até o centro O, da circunferéncia C
nao pode ser maior que a distancia do ponto P ao ponto O.

Por exemplo, na figura abaizo, nao existe nenhuma corda da circunferéncia C, que
tenha comprimento igual a AB, cuja reta que a contenha, passe pelo ponto P.

Tente fazer a construcao para este caso e verifique que nao serd possivel!
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_—

A

Exemplo 1.7.5 Dados uma circunferéncia, que indicaremos por C, uma reta, que de-
notaremos por r, e um ponto, que chamaremos de A, sobre a reta r, construir uma
circunferéncia, que indicaremos por C’, tangente, exteriormente, a circunferéncia C e
tangente a reta r, no ponto A.

Resolugao:
Suponhamos que o problema estd resolvido, ou seja, tenhamos obtido a figura abaixo.
Sejam C’ a circunferéncia procurada, de centro em um ponto, que indicaremos por O’,
e um ponto, que chamaremos de T, de tangéncia das circunferéncias C e C’ (veja a figura
abaixo).

A T

Sabemos que o segmento OO’ deverd contér o ponto T (pois as circunferéncias C e C’ sdo
tangentes no ponto T).

Além disso, o segmento O’A é perpendicular a reta r, pois a circunferéncia C’ é tangente
a reta r no ponto A.

Baseado nesses fatos agiremos da seguinte forma:
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1. Tracemos pelo ponto O, a reta perpendicular a reta r, que interceptara a circunferéncia
C em dois pontos, que indicaremos por N e S (veja a figura abaixo).

N

2. Tracemos o segmento AN, que interceptard a circunferéncia C em um ponto, que cha-
maremos de T (veja a figura abaixo).

N

3. Tracemos a perpendicular a reta r, que contém ponto A, que encontrard a reta, que
contém os pontos O e T, em um ponto, que denotaremos por O’ (veja a figura abaixo).

N
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Afirmamos que a circunferéncia procurada tem centro no ponto O’ e raio O’'A = O'T
(veja a figura abaixo).

Para provar isto observemos que:

i. Os angulos TON e ﬁ, sdo iguais pois sdo angulos alternos internos das retas paralelas
que contém os pontos N, O e os pontos O’, A, respectivamente (veja a figura abaixo).

ii. De modo andlogo, os angulos ONT e O’AT sdo iguais, pois também sdo alternos internos
das retas paralelas que contém os pontos N, O e os pontos O’, A, respectivamente (veja
a figura abaixo).
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iii. Logo, pelo caso AAA, segue os tridngulos ANTO e ATO’A sdo semelhantes.

iv. Da semelhancga acima, segue que

o'T OT OT=ON

= — 1 i : 'T=0'A.
OA = ON , istoé, O O

Assim, os pontos T e A pertencem a circunferéncia de centro no ponto O’ e raio O'T =
O’A.

. Além disso, a circunferéncia C’, de centro no ponto O’ e raio O’'T, serd tangente a reta

1, pois o segmento O’A é perpendicular & reta r, no ponto A, e também serd tangente a
circunferéncia C, pois o ponto T, ponto de interseccao das circunferéncias, estd sobre o
segmento de reta que une os centros, isto €, O e O’, das circunferéncias o que implicara
que elas sdo tangentes, completando a demonstracdo da afirmacgao.

Observacao 1.7.6

1. Vale observar que na situagdo acima, ou seja, se a reta r nao intercepta a cir-

cunferéncia C, o problema terd sempre solugdo para qualquer ponto A escolhido
sobre a reta r.

De fato, se o ponto A for, por exemplo, o "pé” da reta perpendicular a reta r
pelos pontos N e O, entdo o ponto O’ serd o ponto médio do segmento SA (veja
a figura abaizo).

Em qualquer outra posicdo que se encontre o ponto A, sobre a reta r, a construgcao
serd a que apresentamos anteriormente.

2. Se a reta r for secante a circunferéncia C e o ponto A for exterior a circunferéncia

C teremos quatro possiveis solugbes (veja a figura abaizo).
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Isto serd deizado como ezxercicio (a seguir) para o leitor.

3. O item 2. nos sugere um outro problema: construir uma circunferéncia C” que
seja tangente, interiormente a circunferéncia C, ou seja, a circunferéncia C esteja
contida no interior da circunferéncia C”, e também tangente da reta r no ponto A
(veja a figura abaizo).

aQ

A resolugdo serd deizada como ezercicio (a seguir) para o leitor.

4. Uma 4dltima possibilidade seria a circunferéncia C ser tangente d reta v (veja a
figura abaizo).

Q
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A situacao € semelhante aos casos anteriores e sua andlise serd deixada como
ezercicio (a seguir) para o leitor.

Exercicio 1.7.4 Fazer as construgées do item 2. da Observagdo (CZH) acima.

Exercicio 1.7.5 Fazer as construgées do item 3. da Observagdo (CZH) acima.
Sugestao: considere o ponto S no lugar do ponto N, na construcao feita anterior-
mente.

Exercicio 1.7.6 Fazer as construgées do item 4. da Observagdo ("ZH) acima.

Exemplo 1.7.6 Dado um tridngulo AABC, tracar uma reta paralela ao lado BC, que
deverd interceptar o lado AB em um ponto, que denotaremos por M, e o o lado AC em
um ponto, que chamaremos de N, de forma que

AN = MB.

Resolucao:
A situagdo que se apresenta € ilustrada na figura abaixo (onde a reta que contém os pontos
M e N é paralela a reta que contém os pontos B e C):

A

B C

Supondo que j& tenhamos feito a construgédo.

1. Encontremos um ponto, que chamaremos de D, de tal modo que a reta que contém os
pontos N e D, seja paralela a reta que contém os pontos M e B (veja a figura abaixo);

A
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2. O quadrildtero MNDB é um paralelogramo, pois os segmentos MN, BD e o segmentos
BM, DN séo paralelos, respectivamente.

Logo
AN =ND, pois ND = MB
e, por hipétese, (veja a figura acima)
MB = AN.

3. Logo o tridngulo AAND é isdsceles, pois (veja a figura abaixo)

NA =ND, e assim NDA = DAN.

A

B D C

4. Como a reta que contém os pontos N e D, e a reta que contém pontos A e B sdo
paralelas, temos que

NDA = BAD,
pois estes, sdo angulos alternos internos relativos a reta que contém os pontos A e D

—_—
Logo segue que a reta que contém os pontos A e D é a bissetriz do dngulo BAC.
Com isto podemos estamos prontos para fazer a construgdo, como veremos seguir:

i. Tracemos a bissetriz do angulo BAC, que interceptara o lado BC em um ponto, que
chamaremos de D (veja a figura abaixo);
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ii. Tracemos a reta paralela a reta que contém os pontos A e B, que contém o ponto D, que
interceptard o lado AC em um ponto, que denotaremos por N N (veja a figura abaixo);

iii. Tragando a reta paralela a reta que contém os pontos B e C, que cotém o ponto N,
obtemos um ponto, que indicaremos por M, na intersecgio da mesma com o lado AB,
terminando a construgdo (veja a figura abaixo).

Observemos que, os pontos M e N encontrados acima, satisfazem as propriedades reque-
ridas no exemplo.

De fato, pois como a reta que contém os pontos A e D é a bissetriz do angulo BAC, segue
que

—

NAD = MAD.
Além disso, a reta que contém os pontos N e D, é paralela a reta que contém os pontos
M e A, assim teremos e
NDA = MAD = NAD,
ou seja, o tridngulo AAND é um tridngulo isésceles.

Em particular,
AN =ND.

Como os segmentos BM, DN séo paralelos e os segmentos MN, BD também séo paralelos,
segue que o quadrildtero BMND é um paralelogramo, em particular

MB = DN = AN,
como pedido no exemplo.

A seguir exibiremos a resolugdo de vdrios exercicios utilizando as técnicas desenvolvidas
neste capiulo.
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1.8 Exercicios

Exercicio 1.8.1 Construir um quadrado JABCD conhecendo-se a sua diagonal AC.

Resolucgao:
Observemos a figura abaixo:

Sabemos que as digonais de um quadrado interceptam-se perpendicularmente, nos seus
pontos médios (pois é um caso particular de losango).

Logo, se denotarmos por E, o ponto médio do segmento AC, entdo os outros dois vértices,
que indicaremos por B e D, estardo na intersecgdo da circunferéncia de centro no ponto E e
raio AE = EC, com a reta mediatriz do segmento AC (que tem o ponto E como intersecgéo
com a reta que contém os pontos A e C - veja a figura acima).

mediatriz

Mostremos que isto é realmente verdade.
Para isto observemos que o tridngulo AAED sera isésceles, pois

EA =ED,

assim
EAD = ADE. (1.27)
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Mas, no tridngulo AAED, temos

7= DEA + EAD + ADE
P57 24 EAD + ADE

("?)§+2§\1\3,

ou seja, .
EAD = ADE = 1

Utilizando-se o mesmo raciocinio para o tridngulo AAEB segue que
ﬁﬁzﬁﬁ:;

Portanto x n om
BAD=EAD +BAE=— + - = —.
A AD + BA 1 + 17

De modo andlogo (utilizando-se os tridngulos AAEB, ABEC e ACED) podemos mostrar

que (serd deixado como exercicio para o leitor)

—

@\:[TC\B:ADC:%‘,

isto é, o quadrildtero ABCD é um paralelogramo.

Além disso, os tridngulos , AAEB, ABEC e ACED sdo tridngulos congruentes (caso LAL),
mostrando com isto que o quadrildtero ABCD é um quadrado.

Vamos obté-lo geometricamente.

1. Encontremos a mediatriz do segmento AC, que interceptard o segmento AC em um
ponto, que chamaremos de E (o ponto médio do segemnto AC - veja a figura abaixo);
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2. Tracemos a circunferéncia de centro no ponto E, de raio EA, que encontrard a mediatriz
obtida no item 1. em dois pontos, que denotaremos por B e D (veja a figura abaixo);

3. Os pontos A, B, C e D formam um quadrado, cuja diagonal é o segmento AC dado
(veja a figura abaixo).

‘‘‘‘‘‘‘

Exercicio 1.8.2 Construir um quadrado conhecendo-se os pontos médios de dois lados
adjacentes.

Resolugao:
Para ilustrar o problema consideremos a figura abaixo:

D C
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Suponhamos que sejam dados os pontos médios, que chamaremos de E e F, dos lados AB

e BC do quadrado JABCD, respectivamente.

1. Comegaremos tragando a mediatriz do segmento EF (veja a figura abaixo);

Observemos que os vértices B e D do quadrado LJABCD pertencem a esta mediatriz.
De fato, se indicarmos por G, o ponto da intersecgdo do segmento de reta BD com o
segmento de reta EF, entdo os tridngulos ABEG e AFBG serdo congruentes (caso LLL,
pois, por hipétese temos EB = FB, o segmento GB é um lado comum aos dois tridngulos
e o pontp G é ponto médio do segmento EF - veja a figura abaixo).
Em particular,

EGB = BGF (1.28)
e, no vértice G, temos que:

EGB + BGF = m, assim, (28) implicard EGB = BGF = %[ ,

mostrando que o segmento de reta BD é perpendicular ao segmento EF, ou seja, devera
estar contido na mediatriz do segmento EF.

. A semi-circunferéncia de centro no ponto G e raio igual a EG = GF, interceptard a

mediatriz do item 1. em um ponto, que chamaremos de B (na verdade encontra em
outro ponto que ndo serd usado - veja a figura abaixo);

O ponto B serd um dos vértices do quadrado JABCD (o angulo EBT = g, pois
o tridngulo AEBF estd inscrito na semi-circunferéncia de centro no ponto G e cujo
didmetro é o segemnto EF).
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3. A circunferéncia centrada no ponto F e raio BF encontraré a reta que contém os pontos
F e B em um ponto, que chamaremos de C (e no ponto B), que serd o outro vértice do
quadrado [JABCD (veja a figura abaixo);

4. Pelo ponto C, tracemos a reta perpendicular a reta que contém o segmento BC (vie a
afigura abaixo);

5. A mediatriz do segmento EF, encontrara a reta perpendicular obtida no item 4. em um
ponto, que chamaremos de D, que estard no mesmo semi-plano determinado pela reta
que passa pelos pontos B e C e contém o ponto E (veja a figura abaixo);

O ponto D é outro vértice do quadrado (JABCD, pois os segmentos BC e CD sédo
perpendiculares e

CD = BC,

por construgao.
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mediatriz

6. Pelo, ponto D, tracemos a reta perpendicular & reta que contém o segmento CD (veja
a figura abaixo).
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7. A circunferéncia de centro no ponto D e raio BC = CD, encontrara a reta perpendicular
obtida no item 6., em um ponto, que chamaremos de A, que estd no mesmo semi-plano

determinado pela reta que passa pelos pontos C e D, e contém o ponto E (veja a figura
abaixo).

O ponto A serd o tltimo vértice do quadrado (JABCD, pois os segmentos de reta AD
e DC sdo perpendiculares,

AB = AD = DC = BC,

portanto os lados do quadrildtero ABCD sédo, dois a dois, paralelos, de mesmo com-
primento e os pontos E e F sdo, por construcdo, os pontos médios dos lados AB e

BC, respectivamente, completando a construgio do quadrado (JABCD (veja a figura
abaixo).
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Exercicio 1.8.3 Dado um triangulo AABC construir uma circunferéncia circunscrita
a0 mesmo.

Resolucao:

Basta encontrar a intersecgio das mediatrizes dos lados AB e BC do tridngulo AABC
(que coincidird com a intersecgio da mediatriz do segmento AC como veremos na Observagio
(=) a seguir).

Mostremos que isto é realmente é verdade.
Para isto precisamos mostrar que

OA = OB = 0OC,

onde o ponto, que indicaremos por O, é o ponto de intersecdo das mediatriz relativas aos lados
do tridngulo AABC (as trés mediatrizes encontram-se em um tinico ponto como veremos na
Obeservgdo ([CE), a seguir).

Consideremos trés pontos, que indicaremos por D, E e F, os pontos médios dos lados
AB, BC e CD, respectivamente e denotemos por O, o ponto de intersegdo das mediatrizes,
relativas aos lados AB e BC (veja a figura abaixo).

C
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Pelo caso LAL comum, os tridngulos AAOD e ABDO sdo congruentes, pois

AD = DB, O/D7\:B/D\O:§.
Logo
AO =0B.

De modo anélogo, os tridngulos ABOE e ACEO sdo congruentes, pois

BE = EC, CTE\B:C/EB:;

Logo
OB =0C.
Logo podemos concluir que
OA=0B=0C.
Portanto o tridngulo AABC estara circunscrito na circunferéncia de centro no ponto O e
raio OA.
Geometricamente procedemos da seguinte forma:

1. Tracemos a mediatriz do lado AB do tridangulo AABC (veja a figura abaixo);

2. Observemos que a mediatriz do lado BC encontrard a mediatriz acima no ponto O (veja
a figura abaixo);




68 CAPITULO 1. DESENHO GEOMETRICO

3. A circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC terd centro no ponto O e raio OA
(veja a figura abaixo).

Observacao 1.8.1 Como consequéncia temos que o ponto de intersec¢cdo das mediatri-
zes, pelos lados AB e AC do tridngulo AABC, também serd o ponto O (veja a figura
abaizo).

De fato, pots os tridngulos AAFO e ACOF sdo congruentes (caso LLL comum), assim
AFO = OFC.

Mas .
AFO +OFC =m, logo AFO:OFCZZ,

mostrando que o ponto O, estd sobre a mediatriz, relativa ao lado AC do tridngulo
AABC.
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Exercicio 1.8.4 Dado o triangulo abaizo, construir uma circunferéncia inscrita ao
mesmo.

Resolucao: A i

Basta encontrar a intersecgdo das bissetrizes dos angulos CBA e BAC do tridangulo AABC
(que coincidird com a intersecgdo da bissetriz do d&ngulo ACB, como veremos na Observagdo
(C=2) a seguir). ¢

Denotemos por O, oAponto de interseccao das bissetrizes dos énguBlos do tridngulo AABC
(que estamos supondo que seja tinico, como serd visto na Observagdo ([B3) a seguir - veja
a figura acima).

Indicaremos por D, E e F, os pontos de intersecgio das perpendiculares aos lados AB, BC
e CD, respectivamente, que contém o ponto O (veja a figura acima).

Se mostrarmos que
OD = OE = OF,

entdo a circunferéncia centrada no ponto O e raio OD, estard inscrita no triangulo AABC,
pois serd tangente aos lados do tridngulo AABC, j& que
OEB = OFA = ODB = g
Para mostrar isto observemos que, pelo caso AAL comum, os tridngulos AOBD e AOEB

sdo congruentes, pois
BDO = OEB = ;

e 0 lado BO é comum aos tridngulos AOBD e AOEB.

Logo, em particular, segue que
OD =EO.
De modo anélogo os tridngulos AAOD e AAFO sdo congruentes, pois

ﬁz@zg

e o lado AO é comum aos tridngulos AAOD e AAFO.
Em particular, teremos
OD = OF.

Portanto

EO = OD = OF,
como queriamos mostrar.
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Para a construgdo geométrica temos:

1. Tracemos as bissetrizes dos angulos CBA e B/}E, gue se encontram em um ponto, que
chamaremos de O (veja a figura abaixo);

c

2. Encontremos a reta perpendicular ao segmento AB, que contém o ponto O.

Esta reta interceptara a reta que contém os pontos A e B em um ponto, que indicaremos
por D (veja a figura abaixo);

3. A circunferéncia de centro no ponto O e raio OD, é a circunferéncia inscrita no tridngulo
AABC (veja a figura abaixo).

Observacao 1.8.2 Afirmamos que o ponto de intersec¢do das bissetrizes dos angulos
BAC e ACB também serd o ponto O.

De fato, os triangulos ACOF e ACEO sdo congruentes, pois
o/F\ngzc/E\o, FO = EO,

e o segmento CO é comum aos tridngulos ACOF e ACEO.
Assim, seque que
FCO = OCE,
mostrando que a semi-reta que contém os pontos C e O, é bissetriz do angulo A/a3,
como queriamos demonstrar.
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Exercicio 1.8.5 Construir um trapézio ABCD, onde as bases maior e menor sao 0s
segmentos de reta AB = a e CD = b, respectivamente, e os outros dois lados sdo os
segmentos de reta CB =c e AD = d, todos dados na figura abaizo.

Resolugao:
Consideremos sobre uma reta r, dois pontos, que chamaremos de A e B de comprimento
AB (isto &, transportar o segmento AB).

D C

Sabemos que num trapézio ABCD, os lados AB e CD sédo paralelos.
Com isto podemos fazer a construgdo do mesmo, da seguinte forma:

1. Indiquemos por E, o ponto sobre o segmento AB, tal que AE = CD (ou seja, transportar
o segmento CD - veja a figura abaixo);

2. Denotemos por C, o ponto de interse¢do da circunferéncia centrada no ponto E e raio
d = AD, com a circunferéncia centrada no ponto B e raio ¢ = CB (na verdade temos
um outro ponto na intersegédo - veja a figura abaixo);

c
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3. Obtenha a reta paralela a reta que contém os pontos A e B, que contém o ponto C (veja
a figura abaixo);

4. Indiquemos por D, o ponto de intersecao da circunferéncia centrada no ponto A e raio
d = AD, com a a reta do item 3. acima (veja a figura abaixo);

N

5. Os vértices do trapézio procurado, serdo os pontos A, B, C e D (veja a figura abaixo).

D

De fato, observemos que na construgdo acima temos

AB=a,BC=c e AD=d.

Além disso, os segmentos AB e CD séo paralelos.
S6 falta mostrar que
CD=b.
Mas isso segue do fato que ADCE é um paralelogramo, pois o segmento AE é paralelo a
CD e segmento AD é paralelo a EC, por construcio, completando a resolugéo do exemplo.
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Exercicio 1.8.6 Construir um hexdgono regular ABCDEF, conhecendo-se o lado AB,
dado na figura abaixo.

Resolugao:

Para construi-lo basta lembrar que os dngulos internos de um hexdgono regular sao todos

.2 ~ : ,
iguais a —-, pois a soma dos dngulos internos do mesmo é 4 7t (por que?).

3

T
Além disso, lembremos que basta sabermos construir um angulo que tenha medida 3

radianos, ou seja, um tridngulo equildtero e assim teremos

27 T
— =1 —.

3 3
Para isto agimos da seguinte forma:

1. Fixemos uma semi-reta com extermidade em um ponto, que indicaremos por O.

2. Tracemos uma circunferéncia de centro no ponto O e raio qualquer, que encontrarad a
semi-reta do item 1. acima, em um ponto, que chamaremos de M (veja a figura abaixo);

"

\

M

3. Tracemos uma circunferéncia, de centro no ponto M e raio igual ao do item 2. acima,
que encontrard a circunferéncia item 2. acima, em um ponto, que denotaremos por N
(na verdade temos um outro ponto - veja a figura abaixo);

fal
A
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——— s
Com isto teremos que o angulo MON terd a medida 3 radianos, pois os pontos O, M
e N, serdo vértices de um tridngulo equildtero ja que

OM = ON = MN.

A construgdo do hexdgono basea-se, excencialmente, no transporte conveniente do angulo
—
MON obtido acima.

—_—
1. Transportemos o dngulo MON para o vértice B, mais precisamente, encontremos dois
pontos, que indicaremos por Y e X, sendo este ltimo sobre a semi-reta que contém os
pontos A e B, tais que (o ponto Y deverd ser obtido! - figura abaixo

XBY = MON.

2. Sobre o segemnto BY, do angulo XBY , encontre um ponto, que chamaremos de C, de
tal modo que (veja a figura abaixo)

BC=AB.
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3. Repita o processo acima no vértice C, ou seja, trocando-se o segmento AB, pelo seg-
mento BC, para encontrar um ponto, que chamaremos de D, (cuidado no transporte do
angulo 73—t; o ponto D deverd estar no semi-plano determinado pela reta que passa pelos
pontos B e C, que contém o ponto A - veja afigura abaixo).

Repetindo a construgdo acima nos outros vértices, obteremos o hexdgono regular, cujo
lado AB foi dado.

Observagao 1.8.3 Lembremos que a soma dos dngulos internos de um poligono convezro
de n-lados € dado por (n —2) .
A verificacao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Exercicio 1.8.7 Construir uma reta, perpendicular ao segmento de reta AB, que con-

tenha o ponto A, estando este em um ponto muito prézimo da borda do papel (veja a
figura abaizo).



76 CAPITULO 1. DESENHO GEOMETRICO

’ Borda do papel

3/

Resolucgao:
Neste caso podemos agir da seguinte forma:
1. Tracemos a reta perpendicular ao segmento AB, pelo ponto B.
Escolhamos um ponto, que indicaremos por C, da perpendicular obtida no item 1.
acima, diferente do ponto B (veja a figura abaixo);

Borda

2. Trasportemos o dngulo CBA = th, de tal sorte que, um lado do dngulo transportado seja

a semi-reta que tem extremidade no ponto A e que contém o ponto B (isso é possivel
sem ultrapassar a borda do papel - veja a figura abaixo);

c
Borda
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3. A reta que contém o outro lado do dngulo transportado (isto é, a reta que contém os
pontos A e D) serd a reta perpendicular ao segmento AB, que contém o ponto A.

Exercicio 1.8.8 Dadas uma circunferéncia, que chamaremos de C, de ratzo R > 0 e
uma reta r, construir uma circunferéncia, que chamaremos de C’, de raio a > 0 dado,
tangente a reta r e tangente, exteriormente, a circunferéncia C.

Resolucgao:
Um modo de encontrar geometricamente a circunferéncia C’ é a seguinte:
1. Denotemos por O, o ponto que é o centro da circunferéncia C.
Tracemos uma circunferéncia, que indicaremos por C”, de centro no ponto O e raio
(veja a figura abaixo)
R'=R+a.
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Observemos que todas as circunferéncia de raio igual a a, tangentes a circunferéncia C,
tém seus centros pertencentes a circunferéncia C” (no caso, as circunferéncias C;, para
i€{1,2,3,4} na figura abaixo sdo tangentes a circunferéncia C);

2. Encontremos uma reta paralela a reta r que dista a da mesma e estd nosemi-plano,
determinado pela reta r, que contém a circunferéncia C.

Observemos que para a circunferéncia C’, de raio a, ser tangente a reta r, ela devera
ter seu centro sobre a reta paralela obtida no item 1. acima (veja a figura abaixo);
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3. Na interseccdo da circunferéncia, C”, obtida no item 1., com a reta paralela obtida no
item 2. acima, obteremos um ponto, que indicaremos por O’ (teremos um outro ponto,
que indicaremos por O”), que serd o centro da circunferéncia C procurada, que pode
ser tragada, utlizando-se o raio a (veja a figura abaixo).

Exercicio 1.8.9 Dadas duas retas, que chamaremos de r e s, e uma circunferéncia, que
denotaremos por C, determinar, geometricamente, todos os pontos da circunferéncia C
que sao equidistantes da reta r e da reta s. Qual o nimero mdzimo de solugdes?

Resolugao:
Estudaremos, geometricament, todas as possibilidades, a saber:

I. As retas r e s sdo paralelas, distintas e a circunferéncia C estd contida em um dos semi-
planos determinados por uma das retas (digamos a reta r), que ndo contém a reta s
(veja a figura abaixo):
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Neste caso o lugar geométrico para o problema acima serd vazio, pois os pontos que
sdo equidistantes da circunferéncia C e da reta r, estardo a uma distdncia da reta s,
estritamente maior, que a distancia a reta r.

II. As retas r e s sdo paralelas, distintas e a circunferéncia C estd na ”faixa” delimitada
pelas duas retas (veja a figura abaixo):

Passemos a resolugao, geométrica, deste caso.

I1.1. Considere a reta perpendicular a reta r, que contém um ponto, que chamaremos
de A da reta r, que interceptard a reta s em um ponto, que denotaremos por B.

Notemos que esta reta serd perpendicular a reta s (veja a figura abaixo);

>

I1.2. Considere a mediatriz do segmento AB.

Lembremos que, esta mediatriz serd o lugar geométrico de todos os pontos que sdo
equidistantes das retas r e s (veja a figura abaixo);
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mediatriz

_m

A

I1.3. Portanto, cada ponto de interseccdo da reta mediatriz obtida no item 2. acima,
com a circunferéncia C, serd equidistante das retas r, s.
Neste caso, podemos ter as seguinte situagdes:
i. uma dunica solugdo, isto é um ponto, que chamaremos de P, no caso que a
mediatriz do item 2. acima seja tangente a circunferéncia C (veja a figura
abaixo):

mediatriz

m .

ii. duas solugdes distintas, isto é dois pontos distintos, que indicaremos por P e
Q, no caso que a mediatriz do item 2. acima, seja secante a circunferéncia C
(veja a figura abaixo):

mediatriz
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iii. ou nenhuma solugdo, isto é, conjunto vazio, caso a mediatriz do item 2. acima,
ndo intercepte a circunferéncia C (veja a figura abaixo):

ITI. Se as retas r e s forem concorrentes (ndo coincidentes), sabemos que o lugar geométrico
dos pontos equidistantes das mesmas serd a bissetriz dos angulos determinados pelas
mesmas (veja a figura abaixo).

c_—

Neste caso, geometricamente, podemos ter as seguinte situagdes:

(a) uma tnica solugdo, isto é um tnico ponto, que chamaremos de P, se a reta bissetriz
for uma reta tangente a circunferéncia C (veja a ficgura abaixo);
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(b) duas solugdes distintas, isto é, dois pontos, que denotaremos por P e Q, se a reta
bissetriz for secante a circunferéncia C (veja a figura abaixo);

(c) nenhuma solugéo, isto é, o conjunto vazio, se a reta bissetriz ndo interceptar a
circunferéncia C (veja a figura abaixo).

bissetriz

Observacao 1.8.4 No Ezercicio (CE9) acima, se as retas r e s forem concorrentes
e, por exemplo, a reta r € secante a circunferéncia C, entdo teremos apenas duas

possibilidades:

1. se a reta s coincide com a reta s, entdo o conjunto procurado é formado pelos
pontos de intersegdo da reta r com a circunferéncia C (que pode ser um unico
ponto se a reta r =s, for tangente a circunferéncia C, ou dois pontos distintos se
a a reta r =s for secante a circunferéncia C (veja as figuras abaizo);
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KA

2. se a reta s nao for coincidente com a reta s, entdo o lugar geométrico dependerd,
como em um caso anterior (caso III (b) do Ezercicio (IE1)) , se a circunferéncia
C wintercepta ou nao as retas bissetrizes dos dngulos determinados pelas retas con-
correntes r e s (podemos ter até 4 solugdes - veja a figura abaizo);

Exercicio 1.8.10 Dadas uma circunferéncia, que denotaremos por C e um reta, que
chamaremos de v, determinar um ponto, que indicaremos por P, pertencente a reta r,

de forma que as retas tangentes, que contém o ponto P, a circunferéncia C formem um
dngulo « dado.

C

Resolucao:
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I. Consideremos primeiramente o caso em que a reta r é tangente a circunferéncia C em
num ponto, que chamaremos de M (veja a figura abaixo).

M

Neste caso podemos obter, geometricamente, um ponto, que chamaremos de P, perten-
cente a reta r (exitird outro), de tal modo que (veja a figura abaixo)

— (X
PM = =.
OPM >
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Facamos o transporte do angulo

obtido no acima, de tal modo que, um dos lados do mesmo seja a semi-reta que tem
origem no ponto O e que contenha o ponto M, que encontrard a reta r no ponto P (veja
a figura abaixo);

Observemos que, do tridngulo retdngulo AOPM, segue que

PM = —.
O 2

Denotemos por M’, o ponto de tangéncia da outra reta tangente a circunferéncia C, que
contém o ponto P (veja a figura abaixo);

Observemos que

M7PO = OPM = &,
pois os tridngulos AOPM e AOM'P sdo congruentes (caso ALA).
Logo
— . ——— X
M/PM:M,PO:OPM:E—FE:O{,

como pedido no exercicio.
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II. Consideremos agora o caso em que a circunferéncia C e a reta r ndo se interceptam (veja
a figura abaixo).

I O

Neste caso, consideraremos uma reta, r’, paralela a reta r, que seja tangente a circun-
feréncia C.

Para obté-la, tragamos a reta perpendicular a reta r, que contém pelo ponto O, que
interceptard a circunferéncia C em um ponto, que chamaremos de T (veja a figura
abaixo).

/—\
= ()

A seguir, tracamos a reta tangente a circunferéncia C que contém o ponto T (veja a
figura abaixo).
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Agiremos como no item I, para obter um outro ponto, que chamaremos de P’, perten-
cente a reta r’, com a propriedade requerida (veja figura abaixo).

c

Consideremos uma circunferéncia, que indicaremos por C’, de centro no ponto O e raio
OP’, que interceptard a reta r, em um ponto, que indicaremos por P (e em um outro,
eventualmente - veja a figura abaixo).

c

Afirmamos que o ponto P tem a propriedade que queremos, ou seja, as semi-retas
tangentes a circunferéncia C, que contém o ponto P, formam dngulo de medida « (veja
a figura abaixo).
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Para isto basta mostrar que o angulo

SPR = «.
Notemos que, como
OPR = SPO,

pois a semi-reta que contém segmento de reta o PO é a bissetriz do 4ngulo SPR, e

e~ cx

PT ==
OPT=7,

pois a semi-reta que contém o segmento P’O é bissetriz do angulo «, segue que basta
mostrarmos que (veja a figura abaixo)

Para isto observemos que os tridngulos AOPR e AOP’'T sdo congruentes, pelo caso LLL.
De fato, pois

OP =0P’, OR=0T
e os segmentos PR e P'T correspondem a metade das cordas da circunferéncia C’, que

sdo tangentes a circunferéncia C nos pontosR e T.

Logo essas cordas terdo mesmo comprimento e seus pontos médios serdo os pontos R e
S, respectivamente, ou seja

PR=P'T.
Em particular, segue que
OPR = OP'T,

completando a prova deste caso.
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ITI. Consideremos o tltimo caso em que a reta r é secante a circunferéncia C.

Neste caso, agiremos de modo semelhante ao utilizado no item II. e serd deixado como
exercicio (a seguir) para o leitor.

Exercicio:
Fazer a construgdo para a situagdo III acima.

Exercicio 1.8.11 Construir uma reta tangente comum as circunferéncia C e C' dadas.

Resolucao:

Denotemos por C e C’ duas circunferéncias de centro em dois pontos, que indicaremos
por O e O’, com raios r e 1/, respectivamente.

Temos as seguintes possibilidades:

I. As circunferéncias sdo exteriores uma da outra (ou seja, distdncia entre os centros O e
Q’, é maior que a soma dos raios r e 1’ - veja a figura abaixo).

Dividiremos o estudo deste caso em duas situagdes:

e a outra serd

(a) Tratemos do caso que r =1'.

Neste caso, consideramos a reta perpendicular ao segmento OO’, que contém o
ponto O, que interceptard a circunferéncia C em um ponto, que chamaremos de P.

A reta perpendicular ao segmento OP, que contém o ponto P, é uma reta tangente
as circunferéncias C e C’ (veja a figura abaixo).

P
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De fato, o segmento O’P’ (que é o raio da circunferéncia C’) é perpendicular ao
segmento PP/, no ponto P/, que estd na circunferéncia C’ (lembremos que OP =
O’P").

Observemos que, neste caso, temos uma outra reta tangente as circunferéncias C e
C’ (veja a figura abaixo).

(b) Se r > 1/, agiremos da segunte forma:
Consideremos um segmento OP, que nos da o raio da circunferéncia C.
Encontremos um ponto, que chamaremos de R, sobre o segmento OP, de tal modo
que
PR =1’
e tracemos umaa circunferéncia, que denotaremos por C ”, de centro no ponto O e

raio o segmento OR, ou seja, o raio da circunferéncia C ” serd igual r — 1’ (veja a
figura abaixo).

C
¢
e ’

Encontremos a reta tangente a circunferéncia C ”, que contém o ponto O’, que tem
um ponto de tangéncia na circunferéncia C ”, que chamaremos de Q (na verdade
temos duas retas tangentes distintas - veja a figura abaixo).
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Consideremos a semi-reta, com extremidade no ponto O, que contém o ponto Q,
que interceptard a circunferéncia C em um ponto, que chamaremos de _S (veja a
figura abaixo).

Encontremos a reta, paralela & reta que contém os pontos Q e O’ que contém o
ponto S (veja a figura abaixo).

Esta reta, que chamaremos de t, serd, como mostraremos a seguir, a reta tangente
as circunferéncias C e C’, completando assim a construcio.
Observemos que, realmente, a reta t é tangente as circunferéncias C e C’.
De fato pois a reta que contém os pontos O’ e Q é uma reta tangente a circun-
feréncia C ”.
Logo

g0 -7

e como a reta t é uma reta paralela a reta que contém os pontos O’ e Q teremos:




1.8. EXERCICIOS 93

Denotemos por S’, o ponto da reta t, tal que o quadrilatero O’S’SQ seja um
paralelogramo.

Neste caso temos que
0O'S"=QS=RP =1/,

ou seja, o ponto S’ pertencerd 4 circunferéncia C’ (veja a figura abaixo).

ara finalizar, mostremos que a reta t é a reta tangente a circunferéncia C’ no
P finalizar, t ta t ta t t fi C’
ponto S’, ou seja, que o segmento de reta SS’ é perpendicular ao segmento O’S’.

Para verificar isto, observamos que os segmentos QS e O’S’ sio paralelos e que o
angulo S/’S\Q é um angulo reto, implicando que o dngulo 0’S’S também devera ser
um angulo reto.

Portanto os segmentos O’S’ e S’S sdo perpendiculares, pelo ponto S’, mostrando
que a reta que contém o segmento de reta SS’ (ou seja, areta t) é uma reta tangente
as circunferéncia C e C’, nos pontos S e S’, respectivamente, como queriamos
demonstrar.

II. As circunferéncias C e C’, sdo tangentes em um ponto.

Podemos ter situagdo de tangéncia entre as circunferéncias C e C’, e as duas serem
exteriores uma da outra (ou seja, a distancia entre os centros O e O’ é igual a soma dos
seus respectivos raios, isot é, igual a r + 1’ - veja a figura abaixo).
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Outra possibilidade, seria termos uma tangéncia entre as circunferéncias C e C’, e uma
delas ser interior a outra, por exemplo a circunferéncia C’ estd no interior da circun-
feréncia C, ou seja, a distdncia entre os centros O e O’ seria a diferenga os respectivos
raios, ou ainda, r — 1’ - veja a figura abaixo).

Em qualquer um dos casos acima, a reta tangente comum as duas circunferéncias C e
C’, serd a reta tangente a uma delas, no ponto de intersecgdo das mesmas (veja a figura
acima).

As circunferéncias C e C’ sdo secantes.

Neste caso agiremos de modo semelhante ao do item I acima.

Deixaremos os detalhes como exercicio (a seguir) para o leitor.

Exercicio:

Fazer a construgdo do item III acima.
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IV. Uma das circunferéncias C ou C’, estd no interior da outra.

Suponhamos, por exemplo, que a circunferéncia C contenha, no seu interior, a circun-
feréncia C'.

Neste caso ndo existird uma reta tangente comum a circunferéncias C e C’, pois toda
reta tangente a circunferéncia C ’ serd uma reta secante a circunferéncia C (veja a figura

abaixo).

Exercicio 1.8.12 Construir um tridngulo AABC, conhecendo-se o lado os lado BC = a,

0s angulos B=CBA e C = A/C\B, dados abaizo.

Resolucgao:
Um esbogo da situagdo do problema acima, é dado na figura abaixo:

A construcdo pode ser feita da seguinte maneira:
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1. Escolha um ponto, que chamaremos de B, sobre uma reta r, e encontremos um ponto,
que denotaremos por C, sobre a mesma, de tal modo que BC = a (transporte de um
segmento - veja a figura abaixo);

2. Encontremos um ponto, que denotaremos por X, tal que o angulo
CBX =8B,

~

ou seja, transportemos o dngulo « = B (veja a figura abaixo);

3. Encontremos um ponto, que chamaremso de Y, no mesmo semi-plano determinado pela
reta que contém o segmento BC e o ponto X, de tal modo que o angulo

YCB = C,

ou seja, transportamos o angulo 3 = C (veja a figura abaixo, a esquerda);

4. Na inteserccdo das semi-retas com extremidade nos pontos B e e no ponto C, que
contém os pontos X e Y, respectivamente, estard o outro vértice, que chamaremos de
A, do tridngulo AABC, terminando a construgdo (veja figura acima, a direita).
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Exercicio 1.8.13 Construir um tridngulo AABC, conhecendo-se os lados BC, AC, isto
é, a e b, respectivamente, e o comprimento h, da altura relativa ao lado BC.

ha

Resolugao:
Um esbogo da situagdo é dado pela figura abaixo:

1. Escolhamos um ponto, que chamaremos de B, sobre uma reta r e encontremos um
ponto, que indicaremos por C, sobre a mesma de tal modo que

BC=a,

ou sejatransportar o segmento de reta BC (veja a figura abaixo);

B c

2. Tracemos uma reta, que chamaremos de s, paralela a reta r, que dista h, da reta r (veja
a figura abaixo);

B c

3. Tracemos a circunferéncia de centro no ponto C e raio AC, que encontrard a reta s num
ponto, que serd o vértice A, do tridngulo AABC (veja a figura abaixo).



08 ETRICO

Observacao 1.8.5 Observemos que poderemos ter:

1. dois pontos, que indicaremos por A e A’, se
he <b,

ou seja, dois triangulos, AABC e AA’BC, com as propriedades requeridas (veja a
figura abaizo),

2. um unico ponto A, se

ou seja, um unico tridngulo AABC (que serd retdngulo no vértice C) com as
propriedades requeridas (veja a figura abaizo);

A
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3. mnenhum ponto se
h, > b,

ou seja, nenhum tridngulo AABC com as propriedades requeridas (veja a figura
abaizo).

Exercicio 1.8.14 Construir um tridngulo AABC, conhecendo-se os lados AC, AB, ou
seja, b e c e o comprimento h, da altura relativa ao lado BC.

Resolucgao:

Um esbogo da situagdo é dado pela figura abaixo:

C

Para tanto:

1. Escolhamos um ponto, que chamaremos de A, sobre uma reta r e encontremos um

ponto, que denotaremos por B, sobre a mesma de tal modo que AB = ¢ (veja a figura
abaixo);
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2. Tracemos a circunferéncia, que indicaremos por C, de centro no ponto A e raio h, (veja
a figura abaixo);

c

3. Encontremos a reta, que chamaremos de s, tangente a circunferéncia C, que contém o
ponto B (figura abaixo);

a

4. Tracemos a circunferéncia, que chamaremos por C’, de centro no ponto A e raio igual
b, com isto, o vértice C, do tridngulo AABC, estard na interseccao da reta s com a

circunferéncia C ' (pode existir um outro ponto), com isto obtemos o tridngulo AABC,
o tridngulo procurado (veja a figura abaixo).

=
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Observemos que, de fato, o tridngulo encontrado tem as propriedades requeridas pois, por

construcdo, temos que
AB=c e AC=b,

além disso o segmento BC é tangente a circunferéncia C, de centro no ponto A e raio igual a
hyg-

Assim, segue que a altura relativamente ao vértice A (ou ao lado W) serd igual a hy.

Exercicio 1.8.15 Construir um tridngulo AABC conhecendo-se os lados AC, AB, ou
seja, b e c, respectivamente, e a mediana m, relativa ao lado BC.

Resolugao:
Geometricamente temos a seguinte situagao:

1. Consideremos, sobre uma reta r, um ponto, que chamaremos de M e dois pontos, que
denotaremos por A e A’, de tal o ponto M seja o ponto médio do segmento AA’ (veja
a figura abaixo), isto é,
AM = A'M = mg;
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2. Tracemos as circunferéncias, C, e C. de centro em A e raios b e ¢, respectivamente.

De modo andlgo tracemos duas circunferéncias, que denotaremos por C; e C/, de centro

no ponto -

3. Na intersecgdo das circunferéncias Cy, e C/, obtemos o vértice C do tridngulo procurado,
e na intersecgdo das circunferéncias C. ea;, obtemos o vértice B do tridngulo procurado,
onde os pontos B e C sdo escolhidos nos semi-planos opostos, relativamente a reta r
(veja a fig

Observemos que o tridngulo AABC tem as propriedades requeridas pois, por construgao,
temos que

AC=b, AB=c e AM=m,.

Além disso, o ponto M é o ponto médio do segmento BC, pois o quadrildtero ACA'B §é
um paralelogramo, j& que os tridngulos AACA’ e AAA'B sdo congruentes (caso LLL) e assim
suas diagonais cruzam-se nos seus respectivos pontos médios.

Exercicio 1.8.16 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se o comprimento do lado
BC, isto é, que denotaremos por a, a medida do dngulo A e o comprimento da mediana
relativa ao lado BC, isto €, que indicaremos por M.

Resolucao:
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Exercicio 1.8.17 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se os comprimentos dos
lados BC, isto € a, AC, isto é, b e 0 a medida do dngulo A.
Resolucgao:
Exercicio 1.8.18 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se os comprimentos do
lado BC, a saber, a, a medida do dngulo A e o comprimento da mediana relativa ao
lado AC, isto é, My.
Resolucgao:

Geometricamente temos a seguinte situagdo:

Neste caso podemos agir da seguinte forma:
1. Sobre uma reta r, consideremos tré pontos, que chamaremos de B, C e C’, de tal modo

que o ponto B seja o ponto médio do segmento CC’ (veja a figura abaixo), isto é,

C'B=BC=aqa;

2. Construamos o arco capaz, que chamaremos de C;, do dngulo A associado ao segmento
BC (veja a figura abaixo):
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3. A circunferéncia, que chamaremos de C, de centro no ponto C’ e raio igual a 2my,
intercepta o arco capaz C; em um ponto, que chamaremos de A e assim obteremos o
tridangulo AABC com as propriedades requeridas (veja afigura abaixo).

Mostremos que o tridngulo acima AABC tém as propriedades requeridas.
Observemos que
BC=a e A

sdo os valores dados pelo Exercicio, por construgao.
Para completar, denotemos por M, um ponto sobre o segmento AC tal que (veja a figura
abaixo)
MBC = AC’B.

Logo os tridangulo AAC’C e AMBC s&o semelhantes (pois as retas que contém os pontos
M, B e os pontos A, C’, respectivamente, sdo paralelas), assim lados correspondentes guardam
uma mesma relagdo (Teorema de Tales).

Em particular:

MB BC a

1 MB 1
AC’ C'C 2a 2’

mas AC' = 2m,, logo: I =2

ou se€ja,
MB = My .
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Por outro lado,

MC BC 1 ) AC
A—C—Clc—z, ass1lm: MC—T,

ou seja, o ponto M é ponto médio do segmento AC, mostrando que o tridngulo AABC obtido

acima satisfaz as propriedades requeridas do Exercicio.

Exercicio 1.8.19 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se o comprimento do lado
BC, ou seja, a e os comprimentos das medianas, relativas aos lados AC e AB, respec-
tivamente, ou seja, My € M.

Resolugao:

Exercicio 1.8.20 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se o comprimento do lado
BC, isto é, a, e os comprimentos das alturas, relativas aos lados AC e AB, respectiva-
mente, ou seja, h, e he.

Resolucgao:

Exercicio 1.8.21 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se o comprimento da me-
diana relativa ao lado BC, isto é, m, e o comprimento das alturas relatiwas aos lados
BC e AC, respectivamente, ou seja, hq e hy.

Resolugao:

Exercicio 1.8.22 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se o comprimento da me-
diana relativa ao lado BC, isto é, mg, € 0o comprimento das alturas relativas aos lados
AC e AB, respectivamente, ou seja, hy e he.

Resolucao:
Geometricamente, temos a seguinte situagdo:

Passemos a construgéo:

1. Consideremos sobre uma reta, que chamaremos de r, dois pontos, que denotaremos por
A e M, de tal modo que (veja a figura abaixo)

AM = mg;
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N

2. Encontremos um ponto, que chamaremos de A’, sobre a reta r, de tal modo que

A'M =AM,

ou seja, o ponto A’ é o ponto simétrico do ponto A, em relagdo ao ponto M, sobre a
reta r (veja a figura abaixo);

NV

3. Consideremos duas circunferéncias, que chamaremos de C; e C;, de centros nos pontos
A e A’, e raio igual a hy, respectivamente (veja a figura abaixo);




1.8. EXERCICIOS 107

4. Tracemos duas semireta-retas, que chamaremos de 11 e 1, onde a semi-reta 11, serd
tangente a circunferéncia C, e terd extremo serd ponto A’ e, a semi-reta 1, serd tangente
a circunferéncia C;, e terd tem extremo no ponto A, de tal modo que as semi-retas r; e
T2, estejam em semi-planos opostos relativamente a reta r (veja a figura abaixo);

Sabemos que o vértice B, do tridngulo procurado, deverd estar sobre a reta 1 € o
vértice C, do tridngulo procurado, deverd estar sobre a reta r, pois, deste modo, a
altura relativamente ao lado AC terd comprimento hy e, além disso, deverdo estar sobre
um segmento que contenha o ponto M pois, deste modo, o ponto M serd ponto médio
do segmento BC.

5. Consideremos as circunferéncias, que chamaremos de C; e C4, de centros nos pontos A
e A’ cujo raio é igual a h,, respectivamente (veja a figura abaixo);

6. Tracemos duas semi-retas reta, que denotaremos por 13 € 14, de modo que a semi-reta
13 deverd ser tangente a circunferéncia C; e cuja extremidade é o ponto A’, e a semi-reta
14, deverd ser tangente a circunferéncia C4 e cuja extremidade serd o ponto A, de tal
modo que as semi-retas r; e 14, estejam em um mesmo semi-plano relativamente a reta
T € 0 mesmo ocorra com as semi-retas r; e 13 (veja a figura abaixo);

Sabemos que o vértice B, do tridngulo procurado, deverd estar sobre a semir-reta r3 e o
vértice C, do tridngulo procurado, deverd estar sobre a semi-reta r; pois, deste modo,
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a altura, relativamente ao lado AB, terd comprimento igual a h. e, sobre um segmento
que contenha o ponto M, pois deverd ser o ponto M o ponto médio do segmento BC.

7. Na interseccdo das retas 1y e 4 temos o vértice B e na intersecgdo das retas r; e r; temos
o vértice C;

O tridngulo AABC tem as propriedades pedidas.
De fato, o quadrildtero ACA'B é um paralelogramo, pois as semi-retas r; e 1, sdo paralelas,
assim como as semi-retas 13 e T4, por construcao.

Logo o ponto M serd o ponto médio do segmento BC e assim
AM =m,

serd o comprimento da mediana, relativamente ao lado BC.

Notemos que, por construgéo, a altura do tridangulo AABC, relativamente ao lado AC tera
comprimento igual a hy, pois as semi-retas r; e 1, sdo paralelas e distam hy, uma da outra, e a
altura, relativamente ao lado AB, terd comprimento igual a h, pois as semi-retas 3 e T4 830
paralelas e distam h. uma da outra, logo o tridngulo AABC terd as propriedades requeridas
pelo Exercicio.

A seguir temos uma figura que ilustra a construgdo do tridngulo procurado.
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Cs3

T T3

T2

T4

Cq

Exercicio 1.8.23 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se o comprimento do lado
BC, isto é a, a soma dos comprimentos dos lados AB e AC, isto é, s =b+c, e a altura
relativamente ao lado AC, ou seja hy.

Resolucgao:
Geometricamente temos a seguinte situagdo:

A

hy

s=b+c

Considermos a seguinte construgao:

1. Sobre uma reta, que chamaremos de r, escolhamos dois pontos, que indicaremos por
B e C, de tal modo que (veja a figura abaixo)

BC = q;
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2. Tracemos uma semi-circunferéncia, que chamaremos de C;, de centro no ponto B e raio
iguala a hy (veja a figura abaixo, a esquerda);

3. Pelo ponto C, tracemos a semi-reta, que chamaremos de 11, tangente a semi-circunferéncia
Ci, que estard contida no mesmo semi-plano desta semi-circunferéncia (veja a figura
acima, a direita);

4. Sobre a semi-reta r; considerarada acima, encontremos um ponto, que chamaremos de
A’ de modo que (veja a figura abaixo)

CA' =s;
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—_—
5. Trasportemos o dngulo BA’C para o vértice B, mais precisamente, encontremos um

ponto, que chamaremos de A, sobre a semi-reta r;, de tal modo (veja a figura abaixo)
que

—

ABA’ = A'C;

Com isto o tridngulo AA’AB serd isdsceles, ou seja,
AB = AA’
e o tridngulo procurado serd AABC (veja afigura acima).
De fato, o tridngulo AABC terd as propriedades requeridas pois, por construgdo,

BC = a,
a altura relativa ao lado AC é hy, (pois a semi-reta ; é tangente & circunferéncia C;) e
AC+ABMZY CA+AA =b+c=5.

Exercicio 1.8.24 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se o comprimento do lado
BC, isto é, a, a soma dos comprimentos dos lados AB e AC, isto é, s =c+b e o dngulo
A =BAC.
Resolucgao:
Geometricamente temos a seguinte situagdo:
C

s=b+c

Passemos a construgdo:

1. Consideremos sobre uma reta, que denotaremos por r, dois pontos, que indicaremos
por B e C, de tal modo que (veja a figura abaixo)

BC=a.
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2. Construamos o arco capaz, que indicaremos por C, do angulo A, associado ao segmento
BC (veja a figura abaixo):

B @ c

3. Consideremos uma circunferéncia, que chamaremos de C’, de centro no ponto C e raio
igual a s = b + ¢ (veja a figura abaixo);

I a : |

~

. A A .
4. Construamos o arco capaz, que indicaremos por C”, do dngulo 5 associado ao seg-

mento BC (veja a figura abaixo);
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5. Consideremos um ponto, que indicaremos por A’, obtido da intersecgdo do arco capaz

~ A . == . . A .
do angulo > associado ao segmento BC, isto é, C”, com a circunferéncia C’ (veja a
figura abaixo);

6. A reta que contém os pontos A’ e C, interceptard o arco capaz C em um ponto, que
chamaremos de A (veja a figura abaixo);
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O tridngulo AABC tém as propriedades requeridas pelo Exercicio (veja a figura abaixo).

)l
l a

B

c

Para mostrar isto, observemos que (veja a figura abaixo)
AAB=m—A.
Mas, por construgédo, temos que (veja a figura abaixo)

—

BA'A =

N )

)

Logo
ABA/ = 1 — [W\JF}TA\B}
A _
:ﬂ_{f[n_;q}
A
-2

— BAA,
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o que mostra que o tridngulo AA’AB é isdsceles, em particular, temos que

AB =A'A.
Portanto

BA+AC=A'A+AC=s,

ou seja, o tridngulo AABC tem as propriedades requeridas.

115

Exercicio 1.8.25 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se o comprimento do lado
BC, isto € a, o dngulo A e a diferenga dos comprimentos dos lados AC e AB, isto é,

s=b—c.
Resolugao:
Geometricamente temos a seguinte situagao:

C

Passemos a construgao:
1. Consideremos sobre uma reta, que chamaremos de r, dois pontos,

por B e C, de tal modo que (veja a figura abaixo)

BC =aq;

B [

gue indicaremos

2. Construamos o arco capaz, que denotaremos por C, do dngulo A, associado ao segmento

BC (veja a figura abaixo):

3. Tracemos uma circunferéncia, que chamaremos de C’, de centro no ponto C e raio

s =b —c (veja a figura abaixo);
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arco

B C

~

R T A ) — ,
4, Tracemos o arco capaz, C ”, do angulo — + — associado ao segmento BC que encontrara

a circunferéncia C ' no ponto D (figura abaixo);

arco

a
B
\ ’ C

5. A reta que passa pelos pontos C e D encontrard o arco capaz do angulo }A\, isto é, C, no
ponto A (figura abaixo);
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Afirmamos que o tridngulo AABC tem as propriedades requeridas pelo Exercicio.

Logo
ou seja, o tridngulo AABD ¢ isésceles.
Em particular, temos

AB =AD, assim, segue que, AC—AB=AC—-AD =DC=s,

concluindo a verificagdo.
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Exercicio 1.8.26 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se o perimetro AB+ BC +
CA =2p e as medidas dos dngulos B e C.

Resolucgao:

Exercicio 1.8.27 Construir um tridngulo AABC, conhecendo-se o perimetro AB+BC +
CA = 2p, a medida do dngulo A e o comprimento da altura relativa ao lado BC, isto &,
h.

Resolucgao:

Exercicio 1.8.28 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se o comprimento do lado
BC, isto é, a, o comprimento da altura relativa ao lado BC, isto €, ha, e a medida do

raito, que denotaremos por R, da circunferéncia circunscrita no mesmo.
Resolucgao:

Exercicio 1.8.29 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se os comprimentos da
altura relatwa ao lado BC, isto €, hy, da mediana relativa ao lado BC, isto €, m, e a
medida do rato, que chamaremos de R, da circunferéncia circunscrita no mesmo.

Resolucgao:

Exercicio 1.8.30 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se a medida do dngulo A,
o comprimento do lado AC, isto €, b, e a medida do raio, que chamaremos de r, da
circunferéncia inscrita no mesmo.

Resolucao:

Exercicio 1.8.31 Construir um triangulo AABC, conhecendo-se os comprimentos da
altura relativa ao lado BC, isto é, ha, da mediada relativa ao lado BC, isto é, m, e da
bissetriz do angulo A.

Resolucao:

Exercicio 1.8.32 Determinar o raio de uma circunferéncia circunscrita o tridngulo
AABC, cujo vértice C € inacessivel (veja a figura abaizo).
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Resolugao:

Neste caso agiremos da seguinte forma:
1. Encontremos a mediatriz do segmento AB (veja a figura abaixo);

mediatriz

2. Encontre um ponto, que denotaremos por X, pertencente a semi-reta que estd contida
na reta que contém os pontos A e C, cuja extremidade é ponto A, que ndo contém o
ponto C, e um ponto, que denotaremos por Y, no semi-plano determinado pela reta que
passa pelos pontos A e C, que contém o ponto B, de tal modo que o angulo YAX =B
(tranporte do angulo B- veja a figura abaixo);

mediatriz

Como conseqiiéncia temos que
BAY =C.

De fato, pois, por um lado, a soma dos angulo internos do tridangulo AABC é 7 e, por
outro lado,
A 4+ BAY 4+ YAX =m1=BAC+BAY +YAX, assim BAY=C.

A B

Deste modo obtivemos a medida do angulo Q
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3. Encontremos o centro, que indicaremos por O, do arco capaz, que denotaremos por
C, do angulo BAY = C, associado ao segmento AB (veja a figura abaixo);

O centro O, da circunferéncia que determina o arco capaz acima (obtido da intersecgdo
da mediatriz do segmento AB com a perpendicular a reta que contém os pontos A e Y,
pelo ponto A) serd o centro da circunferéncia circunscrita ao tridngulo AABC.

A demonstracao é imediata ja que o vértice deverd estar sobre o arco capaz C.

Exercicio 1.8.33 Tracar por um ponto, que chamaremos de P, uma reta que contenha
o ponto de intersegdo (inacessivel) das retasr e s.

Resolugao:
Exercicio 1.8.34 Construir um trapézio ABCD, conhecendo-se a soma das bases AB
e CD, isto é, AB+ CD =s, o comprimento das diagonais AC e BD, isto é, AC=p e

BD = q, respectivamente, e o comprimento do lado AD, ou seja, AD = a.

Resolucao:
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1. Consideremos sobre uma reta, que indicaremos por r, dois pontos, que chamaremos
de A e E, de tal modo (veja a figura abaixo) que

AE =s;

2. Consideremos um ponto, que chamaremos de C, que é interseccdo das circunferéncias
de centros nos pontos A e E e raios iguais a p e q, respectivamente (veja a figura abaixo);

3. Tracemos a reta, que chamaremos de s, paralela a reta r, que cotenha o ponto C (veja
a figura abaixo);

4, A circunferéncia de centro no ponto A e raio igual a a, encontrard a reta s em um
ponto, que chamaremos de D, e a circunferéncia de centro no ponto D e raio igual q,
encontrard a reta r em um ponto, que indicaremos por B (veja a figura abaixo);
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B

E

g
\\D .
o
P G
" — — — — e
/
a

O trapézio ABCD obtido acima é o procurado pois, por construgdo, temos:
AD =a, AC=p e BD=q.

Além disso temos que

CD = BE,

pois o quadrildtero BECD é um paralelogramo.
Assim

AB+CD =AB +BE =s.

Exercicio 1.8.35 Dados dois pontos, que indicaremos por A e B pertencentes a um
mesmo semi-plano determinado por uma reta, que chamaremos de r, determinar um

ponto, que denotaremos por P, pertencente a reta r, de forma que a soma PA+PB seja
a menor valor possivel.

Resolucao:

Observemos a figura:
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P3 P2 Py

1. Denotemos por B’, o ponto simétrico do ponto B, em relagdo a reta r, que pode ser
obtido tragando-se a perpendicular a reta r pelo ponto B, que encontrard a reta r em
um ponto, que chamaremos de C; assim podemos encontrar o ponto B’, pertencente
a sem-reta obtida da perpendicular com extremidade no ponto C, que ndo contém o
ponto B, de modo que CB’ = CB (veja figura abaixo);

o>

B

2. Tracemos o segmento AB’, que interceptard a reta r em um ponto, que chamaremos
de P (veja a figura abaixo):

B

T
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3. Afirmamos que o ponto P, tem a propriedade que a soma PA + PB serd a menor valor
da expressao AX + XB, para todo ponto, que indicaremos por X, pertencente a reta r
(veja a figura abaixo).

>

De fato, para qualquer ponto X pertencente a reta r, temos que a soma
AX+ XB > AP+ PB

pois os pontos A, P e B’ sdo colineares e se X # P, teremos que os pontos A, X e B’ ndo
serdo colineares, ou seja,

AX+ XB = AX+ XB’ > AP + PB’ = AP + PB,
mostrando que este valor é o menor possivel (veja a figura abaixo).

B

B’

Exercicio 1.8.36 Suponhamos que duas retas paralelas, que indicaremos porr e s, sao
as margens de um 10 e dois pontos, que chamaremos de A e B, representam duas
cidade em lados opostos da margem desse rio (veja figura abaizo).
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JE— B
Deseja-se construir uma ponte PQ (onde P € v e Q € s), perpendicular ds margens
do rio, de forma que construindo-se as estradas AP e BQ, o percurso total da cidade A
até a cidade B seja o menor possivel. Deteminar a posi¢do da ponte, isto €, a posi¢cdo

dos pontos P e Q.
Resolucgao:

Na verdade devemos determinar onde deverd ficar o ponto P, para que a soma

AP+ PQ + QB
seja o menor valor possivel, com os pontos P e Q, sobre as retas r e s, respectivamente.
Em geral, geometricamente, a situagdo serd a seguinte:

1. Encontremos a perpendicular a reta r (ou s) que contenha o ponto B, que encontrard
a reta s em um ponto, que chamaremos de C, e a reta r em um ponto, que indicaremos por
D (veja a figura aba’ 2
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2. Encontre um ponto, que indicaremos por E, pertencente ao segmento BD obtido no
item 1., de modo que BE = CD (veja a figura abaixo);

A
°

B

3. Tracemos o segmento de reta AE, que encontrard a reta r em um ponto, que indica-
remos por P (veja a figura abaixo);

B

4. A reta perpendicular a reta r (ou s) pelo ponto P, encontrard a reta s em um ponto,
que indicaremos por Q (veja a figura abaixo);

A
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5. A poligonal AP U PQ U QB, serd o caminho procurado (ou seja é o menor valor
procurado).

A demonstragdo desse fato é semelhante a do Exercigio 35. (se as retas r e s fossem
coincidentes seria exatamente o caso do Exercicio 35.) e serd deixada como exercicio.

Exercicio 1.8.37 Um navio N deseja atingir o porto, que chamaremos de P, da carta
ndutica mostrada na figura abaizo. Em derto instante, o capitao avista trés farois, que
indicaremos por A, B e C (ndo colineares) e mede os seguintes dngulos ANB e BNC.

Utilizando a Tégua e o compasso, determine a posi¢do do navio e sua distancia ao
porto. A escala da carta ndutica € 1:10.000.

Resolucao:
Vamos a resolugdo:
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1. Consideremos a semi-reta que contém o segmento AB, com extremidade no ponto A,
'_) —
denotada por AB, e a semi-reta que contém o segmento BC, com extremidade no ponto
—
B, denotada por BC (veja a figura abaixo);

2. Encontremos um ponto, que chamaremos de X, no semiplano determinado pela reta
—

AB que comtém o ponto P, de tal modo que (veja a figura abaixo)

XAB = «.

De modo semelhante, podemos encontrar um ponto, que denotaremos por Y, no semi-

—
plano determinado pela reta BC, que contém o ponto P, de tal modo que (veja a figura
abaixo)

—

YCB = .
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3. Tracemos o arco capaz dos angulos o = @(, relativamente ao segmento AB, e o arco
capaz do angulo § = BCY, relativamente ao segmento BC (veja a figura abaixo);

4. Na intersecdo dos arcos capazes encontra-se um ponto, que indicaremos por N, ou seja,
o ponto de localizagdo na carta ndutica do navio. O outro ponto de interseccdo das
duas circunferéncia é o ponto B (veja a figura baixo);
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5. Tendo a localizagdo do ponto, podemos utilizar uma régua enumerada para medir a
distancia do ponto N ao ponto P, que multiplicada por 10.000, nos dard a distancia real
do navio ao porto.

Exercicio 1.8.38 Construir um triangulo AABC, sabendo-se que o comprimento AB =
5.3cm, cos (A) = 0.6 e que o lado BC tenha o menor compreensivel possivel.

Resolugao:

Exercicio 1.8.39 Construir um retangulo, que denotaremos por ABCD, conhecendo-se
o comprimento de uma de suas diagonal, a saber, AC = d, e de seu semi-perimetro
seja dado, isto é, AB+ BC =p.

Resolucgao:
Suponhamos que o problema estd resolvido.

Observemos que se um ponto, que indicaremos por X, é um ponto de interseccdo da
circunferéncia de centro no ponto A e raio p, com a reta que contém os pontos A e B, entdo
o tridngulo AXBC serd isésceles, pois

AB+BC=p=AB+BX, logo BX=BC.

Assim
BCX = CXB.
Mas o angulo o ——
XBC =ABC = >

logo, da soma dos angulos internos do tridngulo ABCX ser igual a 7, segue que

— === T
BCX=CXB = —.
Portanto o ponto X estd na interseccdo da circunferéncia de centro no ponto A e raio
P, com o arco capaz do angulo %[, associado ao segmento AC, e assim podemos construir o
retdngulo pedido.
Vamos a construgdo geométrica:
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1. Dada uma reta, que chamaremos de r, e um ponto, que denotaremos por A, sobre a
mesma encontremos um ponto, que chamaremos de C, de tal modo que AC = d (veja
a figura abaixo);

2. Encontremos o ponto médio, que denotaremos por M, do segmento AC, e tracemos
uma circunferéncia de centro em um ponto, que chamaremos de M, que contenha os
pontos A e C (isto é, seu raio serd MA = MC), que serd indicada por C (veja a figura
abaixo);

N

3. Tracemos uma circunferéncia de centro no ponto A de raio igual a p, que serd indicada
por C' (veja a figura abaixo);

N

—

4. Encontremos um ponto, que chamaremos de Y, de modo que YCA =

&1 3

(veja a figura
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abaixo);

5. Tracemos o arco capaz do angulo acima sobre o segmento AC.

Este arco encontrard a circunferéncia C ' em um ponto, que indicaremos por X (podemos
ter outro ponto - veja a figura abaixo);

45°

6. O segmento de reta AX interceptard a circunferéncia C em um ponto, que chamaremos
de B.
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O ponto B é um dos vértice do retangulo procurado (veja a figura abaixo);

De fato, temos que o tridngulo AABC é um tridngulo retangulo, no angulo E, pois o ponto
B pertence a circunferéncia C (cuja hipotenusa é o segmento AC).
Como o tridangulo ABXC é isésceles.

Na verdade, temos que BXC = ; e como XBC = g, segue que XCB = g)e assim

BX =BC.

Assim, teremos

AB +BC = AB + BX =p,

pois os pontos A, B e X sdo colineares e
AX=p

serd o raio da circunferéncia C .

Os outros vértices podem ser obtidos, encontrando-se a intersecgdo das circunferéncias de
centros nos pontos A e C e raios iguais a BC e AB, respectivamente.

Observacao 1.8.6 Podemos obter uma soluc¢do algébrica para o problema acima, como
UETemos a Sequir:

Suponhamos que o retangulo ABCD tenha as propriedades requeridas.
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Sabemos que

AC=d, 2AB+2BC=2p e AB’=d’—-BC?, (1.29)
em particular, AB+BC =rp,
e assim, BC=p—AB
e, de (), teremos, AB*=d*— (p—AB)?,
ou seja, AB*=d’— (p’—2pAB+AB?),
p?—d

isto 6, AB’—pAB— 5 =0, (1.30)
7 12

Pi\/P2+4p d +4/3p2—2d2

ou ainda, AB = 2 :p P .

’ 2 2
Como
3p?—2d* > p?,
po1s

p=AB+BC>AC=d,

temos duas solugbes algébricas para o problema acima mas somente uma pode ser obtida

geometicamente, a saber,
+4/3p* —2d?
AB — p p

2 )
po1s
\/3p*—2d* >p. (1.31)

Algebricamente teremos:
x;=p—AB
pV3pi-2d
2
p—3p*—2d?

= > <0

serd a outra solu¢do da equagbes do segundo grau ([Z30) acima.
Tendo o valor de AB, podemos obter, geometricamente, o retdngulo com as propri-

edades requeridas, bastando para isto erecutar os itens abaizo:
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1. Encontremos sobre uma reta, que indicaremos por r, dois pontos, que chamare-
mos de A e B, tal que o segmento AB tenha comprimento iguala a AB, obtido em
(C=d) acima;

2. Tracemos, pelo ponto A, a circunferéncia, de centro mo ponto A e raio igual a
d = (AC),

—
3. A reta perpendicular a reta AB, que contém o ponto B, encontrard a circunferéncia
do item acima em um ponto, que indicaremos por C;

4. Tracemos as circunferéncia de centros nos pontos A e C e raios BC e AB, respec-
tivamente.

Na intersecgdo dessas duas circunferéncias (que estiverem mo mesmo semi-plano

—
determinado pela reta AB) encontraremos o outro vértice, que chamaremos de
D.

Como veremos no proximo capitulo, em algumas situagbes, as solugbes algébricas
podem ser mais simples de serem obtidas do que as solugdes geométricas (por meio de
regra e compasso, somente).

Exercicio 1.8.40 Dados, em posi¢ao, trés pontos, que indicaremos por A, B e P, e um
segmento CD, tracar, pelo ponto P, uma reta, que indicaremos por r, de modo que 0s
pontos A e B estejam num mesmo semi-plano determinado pela reta r e que a soma
das distdncias dos pontos A e B a reta r, sejam iguais a 2CD (veja a figura abaizo).

Resolucgao:

Exercicio 1.8.41 Dados, em posi¢cao, trés pontos, que indicaremos por A, B e P, e
um segmento CD, tracar, pelo ponto P, uma reta v, de modo que, os pontos A e B,
pertengcam a lados opostos dos semi-planos determinado pela reta r e cuja a soma das
distdncias dos pontos A e B d reta r sejam tguats a CD (veja a figura abaizo).
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Resolugao:

Exercicio 1.8.42 Resolva os problemas 40. e 41., substituindo a palavra ”"soma” por
"diferenca”nos respectivos exercicios.

Resolucao:
Exercicio 1.8.43 Dados duas circunferéncias, que indicaremos por C e C', um ponto,

que chamaremos de A, e a > 0, como na figura abaizo, tragar, pelo ponto A, uma reta
secante que contenha os pontos A, P C e Q € C’, de forma que tenhamos PQ = a.

Resolugao:
Exercicio 1.8.44 Utilizando a figura acima, encontrar dois pontos, que indicaremos
por P e Q, com P € C e Q € C’, tal que os pontos P, A e Q sejam colineares e o

segmento PQ tenha o maior comprimento possivel.

Resolucao:
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Exercicio 1.8.45 Utilizando a figura do Ezercicio 43. acima, encontrar dois pontos,
que wndicaremos por P e Q, com P € C e Q € C' tais que os pontos P, A e Q sejam
colineares e PA = AQ.

Resolugao:

Exercicio 1.8.46 Conhecemos de uma circunferéncia, que indicaremos por C, apenas
a parte que se vé na figura abaizo. Limitando-se ao espago disponivel, determine o raio
da circunferéncia C.

Resolucgao:

Exercicio 1.8.47 Construir um quadrado, conhecendo-se um ponto pertencente a cada
um dos lados do mesmo.

Resolucgao:

Exercicio 1.8.48 Consideremos quatro pontos, que indicaremos por A, B, C e D, dis-
tintos, sobre uma reta, que indicaremos porr, distribuidos sobre a mesma nessa ordem.
Tragar, pelos pontos A e B, duas retas paralelas e pelos, pontos C e D, outras duas retas
paralelas, de modo que as intersegdes dessas retas formem um quadrado.

Resolugao:

Exercicio 1.8.49 Consideremos dois pontos, que indicaremos por A e B, que pertecam
a um mesmo semi-plano determinado por uma reta, que chamaremos der. Determinar
um ponto, que denotaremos por P, pertencente a reta r, de modo que o angulo, formado
pela reta r e pelo segmento PB, seja igual ao dobro do o dngulo formado pela reta r e
pelo segmento PA.

Resolucgao:

Exercicio 1.8.50 Consideremos dois pontos, que chamaremos de A e B, que pertecam a
um mesmo semi-plano determinado por uma reta, que chamaremos de r. Determinar
um ponto, que denotaremos por P, pertencente a reta r, de modo que a medida do
angulo APB seja o maior valor possivel.

Resolucgao:
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Capitulo 2

Expressoes Algébricas

2.1 Introducao

Neste capitulo trataremos de problemas de construgdes geométricas, via resolugdo de equacgoes
algébricas e vice-versa.
Como motivagdo consideremos o seguinte problema:

Exemplo 2.1.1 Constriur um quadrado LJABCD, conhecendo-se a soma da diagonal
com um dos lados, por ezemplo, a soma AC + AB (veja a figura abaizo).

D C

Resolugao:
Suponhamos que
AB =a
(n&o conhecemos este comprimento) e denotemos a diagonal do quadrado por d (que também

ndo conhecemos).
Logo, como o tridngulo AABC (veja a figura acima) é um tridngulo retadngulo e isésceles,
do Teorema de Pitdgoras, segue que

d’> = AB? + BC?
CD:éB:a 2 az
assim, teremos: d = av?2. (2.1)

Assim
d+a:a\/§+a,

139
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por hipétese, é um valor conhecido, que indicaremos por s.
Portanto, devemos resolver a seguinte equagdo algébrica:

d+a=s

que, de (E0), tornar-se-d: a V2+a=s
S

ou se€ja, a:\/i+1’
ou ainda, a= s v2-1
’ V21 V21
(2
e
=s<\/§—1>,
istoé, a=s (\/2—1). (2.2)

Portanto temos uma férmula para encontrarmos o comprimento de um dos lados (e por-
tanto todos) do quadrado e podemos traga-lo geometricamente.
Deixaremos como exercicio para o leitor fazer o tragado.

Veremos, mais adiante, como essa solugdo pode ser construida geometricamente.

2.2 A 4.% Proporcional

Definicao 2.2.1 Sejam a, b e c o comprimento de trés segmentos.
Diremos que x € a 4.%, proporcional entre a, b e c se

a Cc
a_¢ 2.3
5= (2.3)

Observacao 2.2.1

1. A relagdo (E3) acima é equivalente a tgualdade

ax=bc (2.4)

que apareceu no Ezemplo (I3) no wnicto do curso, onde obtivemos a sua re-
solugdo geométrica, utilizando as ideias dos gregos.

2. Vamos obter x, geometricamente, de uma outra maneira, utilizando o Teorema de
Tales.

Para isto:

(a) Consideremos um dngulo qualquer (ndo raso, isto é, que ndo tenha medida
) com vértice em um ponto, que indicaremos por O (veja a figura abaizo).
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(b) Sobre um dos lados do dngulo do item acima, encontremos dots pontos, que
denotaremos por A e C, de tal modo que (veja a figura abaizo)

OA=a e AC=c. (2.5)

(c) Sobre o outro lado do dngulo considerado no item (a), encontremos um ponto,
que denotaremos por B, de modo modo que (veja a figura abaizo)

OB=b. (2.6)

—
(d) Tracemos, pelo ponto C, uma reta paralela & reta AB, que interceptard a
—

semi-reta OB em um ponto, que indicaremos por D (veja a figura abaizo).

A C

(e) Afirmamos que
x=BD, (2.7)

1sto €, a solugdo da 4.“ proporcional entre a, b e c, isto é, satisfaz a identidade
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Mostremos que 1sto realmente € verdade.

— —
Para 1sto, notemos que como as retas AB e CD sdo paralelas, os triangulos AOAB

e AOCD sdo semelhantes (caso AAA).

Logo, pelo Teorema de Tales, lados correspondentes guardam uma mesma pro-

por¢ao, por exemplo:

or _oc
OB OD’
. OA OA+AC
ou €% OB T OB+BD’
a a—+c

de (E3), (23 ), t ;o= =
que, de (Z5), (E8) ¢ (), teremos: & =1,
isto é, a(b+x)=b(a+c),

que implicard em (observemos que ab =ba)

ax=bc,

: a ¢
ou, equivalentemente: T
X

mostrando que (EZ0) € a 4.a proporcional entre a, b e c, isto €, satisfaz a identidade

Trataremos, a seguir, de vdrios exemplos que mostrardo como esta nogdo poderd ser util

em muitas construcdes geométricas.

Exemplo 2.2.1 Inscrever no triangulo AABC um quadrado, de modo que este quadrado

tenha um lado sobre o segmento BC.

Resolucgao:
Suponhamos que o problema foi resolvido (veja a figura abaixo).
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Observemos que o quadrado LIMNPQ estd inscrito no tridngulo AABC, e seu lado MN
est4 sobre o lado BC do tridngulo AABC.

Consideremos
a=BC

e denotemos o comprimento da altura do tridngulo AABC, relativamente ao lado BC por h,

isto é,

h=nh,.
Seja x o comprimento do lado do quadrado CIMNPQ, isto é, (veja a figura abaixo)

x=PQ =QM =NM = PN.

- a

Observemos que os tridangulos AAQP e AABC sdo semelhante , pois as retas PQ e CB sdo

paralelas (caso AAA).
Logo, do Teorema de Tales, elementos correspondentes aos tridngulos AAQP e AABC,
quardam uma mesma proporcdo, em particular, temos que:
h—x QP «x
"h  BC a’
assim, xh=ah—ax,
ouseja, ax+xh=ah,

ah
. 2.8
a+h (2:8)

isto é, x=
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Portanto temos uma férmula que nos déd o valor x em fungdo dos valores a e h.
Para construirmos o quadrado pedido, observemos que a relagdo (E2) pode ser reescrita

da seguinte forma:
ath h

)
a X

isto é, x é a 4.¢ proporcional entre a +h, a e h.

Logo podemos obter um segmento de comprimento x utilizando a: construgdo a seguir:

h a

Conhecido o valor x, gemometricamente, podemos tragar o quadrado pedido LIMNPQ),
da seguinte forma:
1. Tracemos a altura AD do tridngulo AABC, bastando para isto encontrar a reta perpen-

—
dicular a reta BC pelo ponto A (veja a figura abaixo);

2. Sobre o segmento AD, encontrar um ponto, que indicaremos por E, de modo que (veja
a figura abaixo)
DE =x;

— _ —_
3. A reta paralela a reta BC, que contém o ponto E, interceptard os segmentos AB e AC

em dois pontos, que indicaremos por Q e P, respectivamente (veja a figura abaixo);

—
4. Tragando-se as retas perpendiculares a reta QP pelos pontos Q e P obtermos, na inter-
—

secgdo com a reta BC, os outros dois vértices M e N, respectivamente (figura abaixo).

5. O quadrildtero MNPQ é um quadrado que estd inscrito no tridngulo AABC, cujo um
lado MN estd sobre o lado BC, como queriamos.

Deixaremos a verificagcao destes fatos como exercicio para o leitor.
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2.3 Sobre a Equacao x = v a? + b?

Observacao 2.3.1 Sejam a e b comprimentos de dois segmentos.

1. Entdo o numero real (maior que zero)
x =Va’+b?, (2.9)

pode ser interpretado, pelo Teorema de Pitdgoras, como sendo o comprimento da
hipotenusa de um tridngulo retdngulo, cujos catetos tém comprimentos a e b (veja
a figura abaizo).

2. De modo semelhante, o niumero real (maior que zero)
x =Vva*—b? (2.10)

pode ser interpretado, pelo Teorema de Pitdgoras, como o valor do comprimento de
um dos catetos de um triangulo retangulo, que tem hipotenusa com comprimento
a, e outro cateto com comprimento b (veja a figura abaizo).

3. Mais geralmente, expressées do tipo

\/azj:bzi—czi S : (2.11)

numero finito de parcelas

podem ser construidas, geometricamente, utilizando-se vdrias vezes os procedi-
mentos acima, ou seja, o Teorema de Pitdgoras, como veremos no exemplo a
sequir.
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Exemplo 2.3.1 Construir a diagonal de um paralelepipedo retdngulo, cujas dimensoes
das arestas sdo a, b e c.

Resolucao:
Sabemos que o comprimento diagonal de um paralelepipedo retangulo, cujos comprimen-
tos das arestas que o determinam sdo: a, b e c, serd dada por

x=Va +b*+c?, (2.12)

bastanto para tanto, aplicar o Teorema de Pitdgoras aos tridngulos retangulos AABC e AACD
(veja a figura abaixo).

VaZ + b3 +c?

Vva? + b2

Para a construgdo de um segmento com o comprimento dado por (E212), podemos agir da
seguinte forma:
Seja
m=1+va +b’. (2.13)

Deste modo, de (E13) e (E13), deveremos ter
x=vm'+c? (2.14)

e assim determinamos o comprimento da diagonal, geometricamente, utilizando-se duas vezes
o procedimento definido anteriormente, a saber:

1. Construimos o tridngulo retangulo de catetos com comprimentos a e b.

Logo, sua hipotenusa terd comprimento m, dado por (E213) (veja figura abaixo);

m=+VaZ+b2
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2. Depois construimos o tridngulo retangulo, com um cateto de comprimento c e o outro
cateto com comprimento m.

Assim, sua hipotenusa, terd comprimento

2083 2,42
Ve 4m?™ = e p Py,

como queriamos (veja a figura abaixo).

a

2.4 A Expressao ay/n, com n € N

Observacao 2.4.1

1. Dado a, o comprimento de um segmento, podemos construir segmentos cujos
comprimentos sao

a\/z, (1\/5, a\/l_l,...)aﬁ,...

por meio da sequinte construcdo:

Aq

De fato, aplicando-se o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo AOAA,
1s0sceles, cujos catetos tem comprimento igual a a, isto €,

OA = 0A; = a, (2.15)
sSegue que

AA{ = OA{ + OA?
()

= a’+a’=2a?,
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e assim teremos
AA; =aV2. (2.16)

Aplicando-se, novamente, o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo AAAA;,
cujos catetos tem comprimento 1guais a a, isto €,

AAL ) Vad e AA;=a, (2.17)
Seque que
AAY = AAPZ + AAS
=20+ 2 =32,
ou seja,
AA, = aV3.

Logo, por indugdo, podemos mostrar que:

AA; =aV2, AA,=aV3, AA;=aV4, AA;=aV5, -

Se n for muito grande podemos, algumas vezes, encontrar um caminho mais
rdpido para construir o segmento com comprimento igual a a/n .

Por exemplo, se queremos construir um segmento de comprimento igual a av/21,
podemos agir da seguinte forma:

(a) Construimos um tridngulo retdngulo, cujos catetos tém comprimentos 4a e
2 a, respectivamente.

Logo sua hipotenusa, pelo Teorema de Pitdgoras, terd comprimento igual a
aVv20 (veja a figura abaizo).

av20

2a

De fato, pois aplicando-se o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo retdangulo
AABC, obteremos

AC = VAB? + BC?

=V16a’> +4d’
=av?20,

com isto obtemos um segmento cujo comprimento € igual a a/20, a saber, o
segmento AC.
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(b) Em seguida construimos um tridngulo retdngulo, cujos catetos tém compri-
mentos 1guais a a\/20 e a, respectivamente.

Deste modo, sua hipotenusa, terd comprimento igual a av21 (veja a figura
abaizo).

2a

A B
4a

De fato, pois aplicando-se o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo retdangulo
AACD, obteremos

AD = VAC? + CD?
=v20a*+d’
=av21,

com isto obtemos um segmento de comprimento igual a a+/21, a saber, o
segmento AD.

Um outro de exemplo que podemos aplicar as idéias acima é dado pelo:

Exemplo 2.4.1 Construir um quadrado conhecendo-se a soma, que indicaremos por s,
do comprimento da diagonal com o comprimento de um dos lados do mesmo.

Resolucao:
Denotemos por a, o comprimento de um lado do quadrado procurado.
Sabemos, do Exemplo (1), que

a:s(\/i—1>:s\/§—s. (2.18)

Para obter, geometricamente, um segmento de reta cujo comprimento é dado por (EZ13),
construiremos um tridngulo retangulo isésceles, cujos comprimentos dos catetos sdo iguais a
S.

Deste modo temos que sua hipotenusa terd comprimento

sV2. (2.19)

Subtraindo-se s, do valor (ET9) acima, obteremos o valor a (veja (EZI8)), e portanto um
segmento de comprimento a (veja a figura abaixo).
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Com isto podemos construir nosso quadrado a partir desse lado de comprimento conhecido
(veja a figura abaixo).

2.5 A Média Geométrica

Definicao 2.5.1 Dados os numeros reais positivos a e b, defintmos média aritmética

entre a e b, indicada por my, como sendo:

m;(H—b
a — 2 .

De modo semelhante, definimos a média geométrica entre a e b, indicada por mg,
como sendo como:

(2.20)

my = Vab. (2.21)

Definimos a média Pitagorica entre a e b, indicada por m,, como sendo:

2 2
la+b
m, =4/ = ;L . (2.22)

1. A construgdo da média aritmética entre dois mumeros reais positivos a e b €
simples.

Observacgao 2.5.1

Para 1sto basta encontrar o ponto médio de um intervalo, cujo comprimento é
tgual a a+b (via mediatriz - veja a figura abaizo),
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a+b

<——— medzatriz de AC

Ou seja, AB, o comprimento do segmento AB, € igual a média aritmética de a e
b.

2. A construgdo da média geométrica aparece em um trigngulo retangulo.

Suponhamos que um tridngulo retangulo AABC tem um dos catetos de compri-
mento € tgual a b e a hipotenusa tem comprimento igual a a (veja a figura abaizo).

0

Se denotarmos por h, o comprimento da altura, relativa a hipotenusa AB, entdo
temos as seguintes relagbes, cuja verificagcdo serd deixada como exercicio para o

leitor:

h* =mn, (2.23)
b’ =am, (2.24)

onde
m=AD, n=DB
. . <—>
e denotamos por D, o ponto de intersecdo da reta perpendicular a reta AB, que
—

contém o ponto A, com a reta AB (veja a figura abaizo).

C

&
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Assim, (ZZZ3) nos diz que o comprimento da altura do tridngulo AABC, relati-
vamente ao lado AB (ou seja, a hipotenusa do mesmo, ou ainda, h) é a média
geométrica entre os comprimentos das projecoes ortogonais dos catetos sobre a
hipotenusa, isto é,

h=ymn. (2.25)

z

Por outro lado, (B2Z4) nos diz que o comprimento de um dos catetos é a média
geométrica do comprimento da sua projecdo ortogonal sobre a hipotenusa e do
comprimento da prépria hipotenusa, ou seja,

b=+am. (2.26)

A construgdo da média geométrica entre a e b, pode ser feita de vdrias maneiras diferentes.
Exibiremos trés modos distintos de fazé-la:

1.a construgao:

(a) Sobre uma reta, que indicaremos por r, obtenha trés pontos, que denotaremos
por A, B e C, tal modo que

AB=a e BC=b,

com o ponto B pertencente ao segmento AC (veja a figura abaixo);

(b) Construa uma semi-circunferéncia, de centro no ponto médio, que chamaremos

— C
de M, do segmento AC e raio igual a > (veja a figura abaixo);

(c) Encontre a reta perpendicular a reta r, que conténha o ponto B, que encontrard a
circunferéncia obtida no item (b) em um ponto, que denotaremos por D (veja a
figura abaixo);
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(d) Notemos que

BD = Vab,

ou seja, BD serd a média geométrica de a e b (veja a figura abaixo).

De fato pois, por contrugdo, o tridngulo AADC é um tridngulo retangulo, no vértice D.

Logo, do item 2. da Observagdo (E5T), segue que o comprimento da altura do tridngulo
AADC, que chamaremos de h, relativamente a hipotenusa AC, serd igual a a b, isto &,

BD=h=+ab,

ou seja, BD serd média geométrica de a e b (veja a figura abaixo).

2.a construgao:

Suponhamos que
a>b.
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(a) Encontremos sobre uma reta, que denotaremos por r, trés pontos, que chamare-
mos de A, B e C, de modo que

AC=a, AB=b,

com o ponto B pertencente ao segmento AC (veja a figura abaixo);

(b) Tracemos uma semi-circunferéncia, de centro no ponto médio, que denotaremos

— C
por M, do segmento AC e raio igula a - (veja a figura abaixo);

(c) Encontremos a reta perpendicular a reta r, que contenha o ponto B, que encontrara
a sem-circunferéncia acima em um ponto, que chamaremos de D (veja a figura
abaixo);

]
\o_

(d) Com isto teremos que

AD =Vab,

ou seja, a média geométrica entre a e b (veja a figura abaixo).



2.5. A MEDIA GEOMi’ , 155

)

De fato, do item 2. da Observagdo (ZZ2), teremos que
AD? =ab, istoé, AD=+Vab,

ou seja, AD serd média geométrica de a e b (veja a figura abaixo).

ITI. A terceira das construgdes, utilizard a nogdo de poténcia de um ponto relativamente a
uma circunferéncia, que serd introduzida a seguir.

Definicao 2.5.2 Dada uma circunferéncia, que indicaremos por C e um ponto, que
chamaremos de P, exterior a circunferéncia C, definimos a poténcia do ponto P, relati-
vamente a circunferéncia C, como sendo o comprimento do segmento PT, elevado ao
quadrado (isto é, PT?), onde o ponto T denota um ponto de tangéncia da reta tangente
a circunferéncia C, que contém o ponto P (veja a figura abaizo).
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O Teorema abaixo nos dd um outro modo de construir a média geométrica entre dos
nlimeros positivos, a saber:

Teorema 2.5.1 (Teorema da Secante-Tangente) Denotemos por P, um ponto exterior
— —

a uma circunferéncia, que indicaremos por C, PT e PAB as retas tangente e secante a

—
circunferéncia C, respectivamente (o ponto T é um ponto de tangéncia da reta PT com

a circunferéncia C, os pontos A e B pertencem a circunferéncia C e sobre a reta secante
- veja a figura abaizo).

Entao
PT? = PA - PB. (2.27)
T C
P
A
B
Demonstragao:

Suponhamos que a circunferéncia C tem centro em um ponto, que indicaremos por O e raio

OT, onde T denota o ponto de tangéncia da reta que contém o ponto P, com a circunferéncia
C (veja a figura abaixo).
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Consideremos um ponto, que indicaremos por A, pertencente a circunferéncia C e um
outro ponto, que chamaremos de B, obtido da intersecdo da reta que contém o segmento PA
com a circunferéncia C (veja a figura abaixo).

T

<
B
Com isto, em particular, obtemos os seguintes tridngulos (veja a figura abaixo)

APBT e APAT.

T

<
B
Afirmamos que os tridngulos APBT e APAT sdo semelhantes.
De fato, definamos os seguintes angulos:

o = PBT, (2.28)
B=BTP, (2.29)
vy = TPB, (2.30)
y =TAO, (2.31)
x = ATP, (2.32)
z = PAT. (2.33)

Como o tridngulo AOTA ¢ isésceles (pois OT = OA € o raio da circunferéncia), teremos:

OTA — TAD = y (2.34)
A/O\T arco_capaz 2@— ) P/B\T (E:E) 2. (2.35)

Assim, do tridngulo AOTA, segue que

AOT + OTA+TAO =m,

— o
=), 5TA-0 =

ouseja, 2a+2y=rm,

ou ainda, «+y= g (2.36)
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Observemos também que:

OTP = 5 (2.37)
logo, x+vy (F=3) & (=) ATP + T/A\O
=67

= ATP + OTA

— ot = %‘ . (2.38)
Das equagoes (E=38) e (E=38) acima, segue que

X =«, (2.39)
que, de (28) e (E22), € equivalente a: ATP = PBT. (2.40)

Por outro lado, do tridngulo APBT, segue que
PBT +BTP+TPB =mt
que, de (Z28), (E29) e (E20), é equivalente a: o+ pf+vy=m (2.41)

e do tridngulo APAT, segue que
PAT+&T/B+ LP/A/ =,

=), =@ 5,
ouseja, z+ X +Yy=m
(=3)
=«
ou ainda, z+at+y=m. (2.42)

Comparando (1) com (IZZ2), segue que
z=1, ou ainda, P/A\ngT\P,

o que implicard que os tridngulos APAT e APBT sdo semelhantes (caso AAA), como afirma-
mos.

B
A T T

Logo, pelo Teorema de Tales, elementos correspondentes dos dois tridngulos guardam uma
mesma proporgao, em particular, temos que a seguinte identidade:
PA  PT
PT ~ PB’
concluindo a demonstracdo do resultado.

isto 6, PA-PB=PT?,
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Observacao 2.5.2

1. Para obter, geometricamente, a média geométrica pelo terceiro modo, agiremos
da seguinte forma:

(a) Dados a e b, encontremos trés pontos, que indicaremos por A, B e P, per-
tencentes a uma semi-reta, que extremidade no ponto P, de modo que (veja
a figura abaizo)

PA=a e PB=b. (2.43)

(b) Encontremos uma circunferéncia, que indicaremos por C, que contenha o0s

pontos A e B. Notemos que seu centro estard na mediatriz do segmento AB
(veja a figura abaizo).

(¢) Encontremos um ponto, que chamaremos de T, de tangéncia da reta tangente
a circunferéncia C, que contém o ponto P (veja a figura abaizo);
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b

(d) Com isto temos que PT é a média geométrica de a e b.

De fato, do Teorema da Secante-Tangente, seque que
PT2=PA-PB, ouseja, PT=VPA-PB = Vab,

mostrando-se que PT é a média gemométrica entre a e b.
2. Se, na terceira construgdo, obtida acima, escolhermos uma outra circunferéncia,
que tndicaremos por C’, o ponto de tangéncia, que chamaremos de T’ ird mudar.

Porém o comprimento do segmento PT’ ndo se alterard, ou seja,

PT = PT'. (2.44)

3. Na verdade o que mostramos € que o lugar geométrico formado pelos pontos de
tangéncia das retas tangentes, que contenham o ponto P, as circunferéncias que
contenham os pontos A e B, pertencem a uma circunferéncia, de centro no ponto
P e raio igual a PT, onde o ponto T foi escolhido com anteriormente.

Isto segque do fato que PT é constante, a saber, (veja a figura abaizo)

PT =+vab.
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Exemplo 2.5.1 Encontrar, geometricamente, um segmento de comprimento x, de modo
que x seja uma solugdo da equagdo do 2.0 grau

X! —ax+b* =0, (2.45)
onde a e b sGo numeros reais, nao negativos fizrados.

Resolugao:
Observemos que, para a equagdo do 2.0 grau (EZ3) acima, ter solugdo real deveremos ter

A=(—a)—4-1-b*>0 ouseja, a>2b. (2.46)

Observemos que se
a=2b,

entdo, a equagdo do 2.0 grau (EZ3) acima, tornar-se-4
(x — b)z =0,

cuja unica solugdo serd
x=D>b.

Logo um segmento AB de comprimento b seré a solucio da equagéo do 2.0 grau (ZZ3).
A seguir consideraremos o caso

a>2b.
1. Solucgao:
Algebricamente sabemos que
«— a++va>—4b?
= 5 )

Observemos que
r=va—-4b’ < Val=a (2.47)

serd o comprimento de um cateto do tridngulo retdngulo AABC, cuja hipotenusa AB, tem
comprimento a e o outro cateto AC tem comprimento 2b (veja a figura abaixo).

aZ —4b2

B C
a

Logo a construgdo das solugdes da equagdo do 2.0 grau (E2Z5) poderd ser feita e serdo

.a—rT L a+4r
X1 = P e Xy = 2

que poderdo ser obtidas, geometricamente, de modo simples, como veremos a seguir.

(2.48)
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1. Construa um tridngulo retdngulo AABC, com angulo reto no vértice A, de tal modo

que
AB=2b e BC=a. (2.49)

Deste modo, pelo Teorema de Pitdgoras, teremos: (veja a figura abaixo)

AC = V/BC? — AB?
(ez) (2b) — a2 =) (2.50)

2. Pelo ponto médio, que indicaremos por P, do segmento BC, tracemos a reta paralela a
—

reta AB, que interceptard o segmento AC em um ponto, que denotaremos por Q (veja
a figura abaixo), ou seja,

a
=, 2.51
2 2 (2:51)

Observemos que os tridngulos ACBA e ACPQ sdo semelhantes (caso AAA).

Logo, pelo Teorema de Tales, os comprimentos de lados correspondentes quardam uma
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mesma proporgao, em particular:

=)
Q€ _ PC
AC ~ BC’
(=)
a
c >
ou seja, — = ;,
T a
isto é, .
QC = - (2.52)

—_ —
3. A circunferéncia, de centro no ponto C e raio QC, encontrard a reta BC em dois pontos,
que chamaremos de M e N (veja a figura abaixo).

Com isto teremos:

:QC
x1 = PM = PC — MC
=PC—QC

(=) e (=) @ T
- 2 2
_a—r
2

x; = PN =PC+ CN

— PC +QC
E=ne(@=) a T
- 22
_a+r
2

serdo as raizes da equagdo do 2.0 grau (EZ3) (veja a figura abaixo).

Nl=
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2.% Solugao:
Denotemos por x; e X, as solugdes da equagédo do 2.0 grau (EZH).
Entdo deveremos ter que a soma das raizes deverd ser a, isto é,

X1 +XxX2=a (2.53)
e o produto das raizes deverd ser b?, isto é,

X1 -X2 =b%, ouseja, X -x2=Db. (2.54)

Logo, devemos encontrar, geometricamente, dois segmentos de reta de modo que a soma
dos seus comprimentos dos mesmos seja igual a a e a média geométrica dos seus comprimentos
seja igual a b.

Para isto temos a seguinte constugdo:

1. Consideremos uma semi-circunferéncia de didmetro AB que tem comprimento a e um
—

reta, que indicaremos por r, paralela a reta AB, que dista b da mesma (veja a figura
abaixo);

2. A retar, obtida no item acima interceptard a semi-circunferéncia acima em um ponto,
que indicaremos por C (veja a figura abaixo);

3. A projegéo ortogonal do ponto C, sobre o segmento AB, nos fornecerd um ponto, que
chamaremos de P, de modo que

X1 = PA e X2 = PB (255)
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serdo as solugdes da equagdo do 2.0 grau (EZZ3) (veja a figura abaixo).

Para mostrar que a afirmacgdo é verdadeira basta observar que o tridngulo AABC é um
tridngulo retangulo no vértice C.

Logo do item 2. da Observagio (ZZ51), sabemos que o comprimento da altura CP, relativa
a hipotenusa AB, (isto ¢, CP = b) satisfaz

b2:X1'X2,

ou seja, obtivemos, geometricamente, as soluges da equagdo do 2.0 grau (EZH) (veja a figura
abaixo).

Exemplo 2.5.2 Dados dois pontos distintos, que indicaremos por A e B, pertencentes
a um mesmo semi-plano determinado por uma reta, que chamaremos de r, construair,
geometricamente, uma circunferéncia, que contenha os pontos A e B e seja tangente a
reta r.

Resolugao:

—
1.0 Caso: a reta AB é paralela a reta r.

Neste caso agiremos da seguinte forma:

(a) Consideramos a reta mediatriz do segmento AB, que interceptard a reta r em um
ponto, que indicaremos por C (veja a figura abaixo).
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(b) A circunferéncia procurada serd a que contém os pontos A, B e C.

Para tragd-la, bastard encontrar a mediatriz do segmento AC e na intersecgdo
da mesma com a mediatriz do segmento AB teremos o centro da circunferéncia
procurada, que denotaremos por O.

O raio serd igual a OC ou OA ou OB (veja figura abaixo).

™

.

—
2.0 Caso: A reta AB ndo é paralela a reta r (veja a figura abaixo).
Neste caso agiremos da seguinte forma:

(a) Como as retas r e a reta que contém pontos A e B ndo sdo paralelas, existird um
—
ponto, que indicaremos por P, que pertencerd a intercecao da reta AB com a reta

r (veja a figura abaixo).
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(b) Consideremos a semi-circunferéncia de centro no ponto médio, que indicaremos

_ PB
por M, do segmento PB (estamos supondo que PA < PB) e raio igual a > (veja
a figura abaixo).

—
(c) Denotemos por C o ponto da intersecgdo da reta perpendicular a reta AB, que
contém o ponto A, com a semi-circunferéncia obtida no item (b) acima (veja a
figura abaixo).

Do item 2. da Observagdo (E51), sabemos que
PC? = PA - PB,

pois o tridngulo APCB é um tridngulo retdngulo no vértice C.

Observemos que se denotarmos por T, o ponto de tangéncia da circunferéncia
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procurada com a reta r entdo, do Teorema da Secante-Tangente, segue que
PT? = PA - PB,
ou seja, PT é a média geométrica entre PA e PB, assim,

PT = PC.

(d) A circunferéncia de centro no ponto P e raio igual a PC, interceptard a reta r no
—

ponto T, que pertence ao semi-plano determinado pela reta PC que contém o ponto
A (veja a figura abaixo).

(e) A perpendicular & reta r, contendo o ponto T, interceptard a reta mediatriz do
segmento AB em ponto, que indicaremos por O (veja a figura abaixo).

Afirmamos que
OT =0A =0B.
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A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

P

(f) A circunferéncia procurada terd centro no ponto O e seu raio serd igual a OT ou
OA ou OB (veja a figura abaixo).

p

2.6 O Segmento Aureo

Consideremos um ponto, que chamaremos de C, sobre o segmento AB (excetuando-se os
extremos, isto €, C # A e C # B), de tal modo que a razdo entre os comprimentos dos
segmentos de menor comprimento pelo comprimento do outro (que tem maior comprimento)
seja igual a razdo entre o comprimento deste tultimo, pelo de comprimento total.

Para ilustrar, consideremos a relagao e a figura abaixo :

CB _AC

E — @ . (2.56)

Definicdo 2.6.1 Na situacdo acima, o segmento AC, serd dito segmento aureo do seg-
mento AB.
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Observacao 2.6.1

1. Com isto temos que segmento AC serd segmento dureo do segmento AB se, e

somente se,
CB AC

AC  AB
ou, equivalentemente, temonados-e

AB =a, (2.57)

se tiwvermos a sequinte identidade:
=)
=
AC?="AB -CB
—AB—AC
=a- CB

=~
=a-(AB —AC)

=a-(a—ACQC)
—a’—a-AC,
ou seja,
AC*+a-AC—a*=0, (2.58)

que € uma equagdo do 2.0 grau (na varidvel AC), cujas raizes sdo

Ny

X = 7 <0
e
. —a+Vad+4da o V51
X; = 5 =a 5 >0.

A raiz x; < 0 serd descartada (ndo representa um comprimento de um segmento),

AC=a \/52_ iy (2.59)

logo

1. Esse numero apararece em vdrias situagoes no desenvolvimento da Matemdtica,
por exemplo, ele € o comprimento do lado de um decdgono regular inscrito numa
circunferéncia de raio Q.

A demonstragcdo disso serd deixada como exercicio para o leitor.

—
2. Suponhamos que um ponto, que indicaremos por C’, pertencente a reta AB, € um

ponto exterior ao segmento AB, com a sequinte propriedade (veja a figura abaizo):
BC" AB
AB  AC'’

(2.60)
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Neste caso podemos introduzir a:

Definicdo 2.6.2 O segmento AC’ serd dito segmento dureo externo ao segmento AB.

Observacgao 2.6.2

1. Notemos que segmento AC’ € segmento dureo externo ao segmento AB se, e so-

mente se,
BC' AB
AB AC"’
ou, equivalentemente, tomando-se
AB =a, (2.61)
tivermos:
=AC’—AB
AC'. BC —AR @ ¢
ou ainda, a*=AC’-(AC'—AB)
= Ac - (AC - )
=AC?—a-AC’
ou seja,
AC”? —a-AC' —a*=0. (2.62)

A egquagdo acima € uma equagdo do 2.0 grau (na varidvel AC'), cujas raizes sao

. a—\/a2+4a2_ 1—5

X1 = 3 =a 5 <0
e
a+Vad+dad o 14+V5
Xy = = a >0
2 2
A raiz x; < 0 serd descartada (ndo representa um comprimento de um segmento),
logo
5+1
AC —a f; : (2.63)
2. Observemos que,
AC . AC! T (@) a\/§—1 ‘ a\/§+1
2 2
5—1
= (12 —4 = az
=) AB?, (2.64)

ou seja, a média geométrica entre AC e AC’ serd AB.
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3. Dado o segmento AB daremos, a sequir, um modo de obter, geometricamente, a
razdo durea do segmento AB.

(a) Para isto escolhemos um segmento AB, de modo que
AB=a (2.65)

—
tracemos a reta perpendicular a reta AB pelo ponto B (veja a figura abaizo);

perpendicular

(b) Encontramos um ponto, que denotaremos por O, pertencente & reta perpen-
dicular obtida item acima, de modo que

AB a
OB=—=—-.

2 2
Observemos que existem dois pontos que tem a mesma propriedade, escolha-
mos um deles (veja a figura abaizo).

(c) A circunferéncia de centro no ponto O e raio igual a interceptard a

_a
o 22
reta AO em dois pontos, que denotaremos por D e E (veja a figura abaizo);

(d) As circunferéncias de centro no ponto A e raios iguais a AD e AE, intercep-
tardo a semi-reta que tem extremidade mo ponto A e contém o ponto B, em
dots pontos, que chamaremos de C e C' (veja a figura abaizo);
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(e) Com isto teremos:

\/52_1 e AC/:a\/B2+1>

AC=a

isto €, AC e AC’ sdo segmentos dureo e dureo externos do segmento AB,
respectivamente.

De fato, para mostrar que isto é verdade, basta observar que, do Teorema da
Secante-Tangente, temos que

ABZ () 2

a
teor. da secante-tangente
= AD, - AE
—~—~
=AC =AC’

= AC-AC/,

pois o segmento AB é tangente a circunferéncia e o segmento AE é secante d
circunferéncia nos pontos D e E e AD = AC, AE = AC/, por construgcdo (veja a

figura abaizo).
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1
2.7 Os Numeros: o a’e a

Nesta segdo trataremos dos problemas relacionados a encontrar, geometricamente, segmentos
de comprimentos

fixado para a > 0.
Para isto precisaremos fixar um segmento com comprimento unitdrio.
Comecemos pela:

Observacao 2.7.1

1. Sejam a >b > 0.
Suponhamos que a e b s@o comprimentos de dois segmentos. Entdo segmentos
que tenham comprimento

a soma, a-+b, e adiferenca, a—b

podem ser obtidos, geometricamente, da seguinte maneira:

Escolhamos sobre uma reta, que indicaremos porr, dois pontos, que chamaremos
de A e B, de modo que
AB =a. (2.66)

A circunferéncia de centro no ponto B e raio b, interceptard a reta r em dois
pontos, que indicaremos por C e D, sendo o ponto C pertencente ao exterior do
segmento AB e o ponto D pertencente ao interior do segmento AB (veja a figura
abaizo).

Neste caso termeos
AD=a—-b e AC=a+b, (2.67)

como queriamos (veja a figura abaizo).
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2. Para cadan € N e a > 0 (comprimento de um segmento dado), podemos construir,
geometricamente, segmentos de comprimentos

n-a, e avn,

como vimos nas se¢bes ([T) e (EA).

3. Uma questdo interessante seria:

.. L, - . a
Dado b >0, como dar um significado geométrico para a expressdo b 2

Observemos que como estabelecemos um segmento como sendo a unidade de me-

z

dida do comprimento (isto €, associamos a esse segmento o mumero real 1, que
p . .~ a p .
serd seu comprimento) a erpressdo b poderd ser representada, geometricamente,
por um segmento, ou seja, poderemos construir um segmento cujo comprimento
a

seja —.
b
De fato, se definirmos a
X = —
b
poderemos reescrever a itdentidade acima da sequinte maneira:
a-1 . b 1
X =—" ou ainda, — = —,
b a x

e asstm x serd a quarta proporcional entre os segmentos de comprimento b, a e
o segmento unitdrio (veja a figura abaizo).

a
AB:b,BC:LAD:aentéo,DE:g
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Devido a isso, podemos introduzir a:

Definicao 2.7.1 Na situacao do item 3. da Observag¢do acima, estando estabelecido um
segmento unitdrio, diremos que a expressao

x = (2.68)

a
b

€ construtivel.

Observacao 2.7.2

1. Podemos utilizar as tdeias acima para fazer mesmo ocorre com as expressoes do
tipo: 1

—, a e Va,

para representar segmentos com os respectivos comprimentos acima, ou Sseja,
também sdo construtiveis.

2. A seguir daremos uma constru¢do alternativa de um segmento de comprimento
1

a
Lembremos que um modo de obté-lo seria tomando-se

a=1 e b=a

no item 3. da Observag¢do acima.
Um outro modo seria:

(a) Denotemos por A e C, dois pontos sobre uma reta, que chamaremos de r,
de modo que (veja a figura abaizo)

AC=a. (2.69)

(b) Encontremos o ponto médio, que chamaremos de O, do segmento AC e
tracemos a semi-circunferéncia, que indicaremos por C, de centro mo ponto
O e rato tgual a OA = OC (veja a figura abaizo).

(¢) Tracemos a circunferéncia de centro no ponto A e rato tgual a 1, que intercep-
tard a semi-circunferéncia C do item acima, em um ponto, que chamaremos
de D e a reta r em ponto, que denotaremos por B (veja a figura abaizo),

(d) A reta perpendicular a reta T, que contém o ponto D interceptard a reta r em
um ponto, que indicaremos por E (veja a figura abaizo),
(e) Com isto temos que o (veja a a figura abaizo)
1

AE = —.
a



) 1
2.7. OS NUMEROS: —, A2 E VA 177

1
AB = AD = 1,AC = a logo, AE = —
a

Para mostrar a afirmag¢do acima, observamos que o triangulo AADC € um triangulop
retangulo no vértice D.

Logo, do item 2. da Observagdo (ZZ21), teremos que

@zzég-AE, ou seja, 1=a-AE,

=1 —a

que implicard

1
AE = —,
a

como queriamos demonstrar.

3. Construgdo de um segmento de comprimento a’:

(a) Denotemos por O e A, dois pontos sobre uma reta, que chamaremos de r,
tais que

OA=1. (2.70)

(b) A semi-circunferéncia de centro no ponto O e rato tgual a a, interceptard
a reta perpendicular a reta r, que contém o ponto A, em um ponto, que
chamaremos de C e a reta r em um ponto, que denotaremos por B (veja a
figura abaizo), em particular, teremos

OC=a. (2.71)

—
(c) A reta perpendicular a reta OC, que contém o ponto C, interceptard a reta r
em um ponto, que denotaremos por D (veja a figura abaizo).
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(d) Com isto temos que (veja a figura abaizo)

OD = a’. (2.72)
C
a
.
o A B D
- 1 —>
- a >
- ‘az .
OA =1,0B =0C = a, logo, OD = a?

Para mostrar a afirmac¢do acima observamos que o triangulo AOCD é um triangulo
retdngulo no vértice C.

Logo, do item 2. da Observagdo (EZ271), teremos

Q/C_/zz%-OD, ou seja, a’*= 0D,

= =,
como queriamos demonstar.

4. Construcdo de um segmento de comprimento y/a:

(a) Denotemos por O, A e B, trés pontos sobre uma reta, que indicaremos por
T, de modo que
OA=1, OB=aqa, (2.73)

com o ponto A pertencente ao segmento OB (veja a figura abaizo).

(b) Tracemos uma semi-circunferéncia, que indicaremos por C, de centro no

ponto, que chamaremos de M, ponto médio do segmento OB, e raio igual a
OM = MB (veja a figura abaizo).

(c) A reta perpendicular & reta r, que contém o ponto A, interceptard a semi-
circunferéncia C, obtida no item acima, em um ponto, que denotaremos por
C (veja a figura abaizo).

(d) A circunferéncia de centro no ponto O e raio igual a OC, encontrard o seg-
mento OB em um ponto, que chamaremos de D (veja a figura abaizo).
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(e) Com isto temos que o (veja figura abaizo)

OD = Va. (2.74)

OA =1,0B = a, logo, OC = OD = a

z

Para mostrar que isto realmente ocorrerd, observamos que o triangulo AOCB é
um triangulo retdngulo no vértice C.

Logo, do item 2. da Observagdo (ZZ51), teremos

Osz%-\O/_B/Za, ou seja, OD =O0OC =+/a,

@@, @),

1

como queriamos demonstrar.

2.8 Exercicios

Para os exercicios que seguem vamos supor que esteja fixa uma unidade de comprimento, ou
seja, um segmento cujo comprimento é igual a 1.

Exercicio 2.8.1 Construir um segmento, cujo comprimento é dado por

;abc
~ de’

(2.75)
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Resolucao:

Observemos que
abc de ¢
X = —— se, e somente se, — = —, (2.76)
de ab x
ou seja, x serd a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos de, ab, c.

Portanto, para resolver o problema, basta construir segmentos de comprimentos
y=ab e z=de. (2.77)

Observemos que isto é equivalente a constuir segmentos de comprimentos b, a, y e e, d,

z, de modo que
1 a 1 d

respectivamente, ou seja, y e z deverdo ser as quarta proporcional dos segmentos de compri-
mentos 1, b, a e 1, e, d, respectivamente.

Deste modo podemos construir segmentos de comprimentos y e z e, com estes, construir-
mos um segmento de comprimento x.

Vamos agora obter, geometricamente, um segmento de comprimento x.

1. Obtenhamos um segmento de comprimento y, via (EZZ3), ou seja, a quarta proporcional
dos segmentos de comprimentos 1, b,a (veja a figura abaixo):

1 a
— = —, se, e somente se, y = ab
b oy

2. De modo semelhante obtemos um segmento de comprimento z, via (77), ou seja, a
quarta proporcional dos segmentos de comprimentos 1, e, d (veja a figura abaixo).

1 Al d B’

d
— = —, se, e somente se, z = de
e z
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3. Com os comprimentos y e z, dados por (ZZ3), podemos obter x, via (ZZ73), ou seja, a
quarta proporcional dos segmentos de comprimentos de, ab, c (veja a figura abaixo).

de Al c B

o'

ab

c”

[x]

de c abc
— = —, se, e somente se, x =
ab x de

Um outro modo de obtermos, geometricamente, um segmento de comprimento x é dado
pela figura abaixo:

ab e

e
Exercicio 2.8.2 Construir um segmento cujo comprimento € igual a
x =Va*+3b%, (2.79)

onde a e b sao comprimentos de segmentos dados.
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Resolucao:
Observemos que

x =V a +3b?

—\/d+ (\/§b>2. (2.80)

Notemos que sabermos construir um segmento cujo comprimento é igual a V/3b, podere-
mos construir x da seguinte forma:

1. Para a construgio de um segmento cujo comprimento é igual a v/3b, temos a figura
abaixo:

2. Para obter um segmento cujo comprimento é igual a x, isto é,

x =1/a’+ (\@b)z
=va+c?,

onde ¢ = v/3b foi obtido no item 1. acima, agiremos da seguinte forma:

(= ali 30

V3b

Ou de maneira direta temos, geometricamente:
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Exercicio 2.8.3 Construir um segmento de comprimento igual a
a

ﬁ»

onde a é o comprimento de um segmento dado e n € N.

X =

Resolucgao:
Uma possibilidade de obtermos, geometricamente, um segmento cujo comprimento é igual
a x, é a seguinte:

1. Obtenhamos, geometricamente,, um segmento cujo comprimento é igual a v/n (como
na Observagdo (Z73) item 4.):

-+ ] —>
- \/ﬁ >
n >
OA =1,0B =n, logo, OC = OD = yn
2. Observemos que
a n 1
X=—, se, e somente se, — = (2.81)
Vyn a x

ou seja, x é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos /1, a, 1.

Logo podemos obté-lo geometricamente, como na figura abaixo:
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VT 1 a
—— = —, se, e somente se, x = ——
a x v

Exercicio 2.8.4 Construir um segmento com comprimento /5.8 centimetros.

Resolugao:

1. Observemos que

58=6-0.2. (2.82)

2. Para obter um segmento cujo comprimento é igual a 0,2 ¢cm, podemos agir da seguinte

3.

forma:

Observemos que

2
x=02=— se, e somente se, 5 =

- , (2.83)

isto é, x é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos 10, 2, 1, que pode ser
obtida, geometricamente, da seguinte forma:

— = —, logo, x = —
X 1

Tendo um segmento cujo comprimento é igual a x = 0.2 cm podemos, geometricamente,
obter um segmento de comprimento 5.8 cm, da seguinte forma:
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AB =6cm, CB =0.2cm, entdo AC =5.8cm

4. Sabendo construir um segmento cujo comprimento é igual a 5.8 cm, podemos construir
um outro segmento cujo comprimento é igual a v/5.8 cm, como na Observagédo (E-72)
item 4. (veja a a figura abaixo).

-— ] —
- 5.8 >
’ OA =1, OB = 5.8, logo, OC = OD = /5.8

Exercicio 2.8.5 Construir um segmento cujo comprimento € igual a

(2.84)

onde a e b sao comprimentos de segmentos dados.
Resolucao:

1. Primeiramente construimos um segmento cujo comprimento é igual a a?, obtido na
Observagdo (E73) item 3. (veja a figura abaixo):
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OA =1, 0B =0C = a, logo, OD = a?

2. Observemos que

a’ b 1
—  se, e somentese, — =—,

a? X

X =

ou seja, x é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos b, a?, 1, assim
podemos executar a seguinte construgao:

b 1 a?
—5 = T see somente se, X = —
a X

: a’ -
Podemos obter um segmento de comprimento x = 5 em uma unica figura, podemos
agir da seguinte forma:
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Exercicio 2.8.6 Construir um segmento de comprimento cujo comprimento € igual a

. at+be

onde a, b, c e d sdo comprimentos de segmentos dados.
Resolugao:

1. Construimos um segmento de comprimento a?, como no Exercicio acima (veja a figura
abaixo):

- [a?] -

2. Para construir um segmento de comprimento cujo comprimento é igual a
y=bec,

basta observarmos que esta igualdade é equivalente a

ou seja, y é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos 1, b, c, assim pro-
ceder a seguinte construgdo:
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3. Podemos agora obter um segmento cujo comprimento é igual a a’ + bc, por meio da
seguinte construgdo:

&

4. Finalmente podemos construir

a’+bc
d
escrevendo a igualdade assim da seguinte forma:

d 1

a2+bc:X

X =

)

ou seja, x é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos d, a’ + bc, 1 e com
isto temos a seguinte construgao:

d 1

Exercicio 2.8.7 Construir um segmento cujo comprimento € igual a
L a+a’b
a4+’

onde a e b sGo comprimentos de segmentos dados.
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Resolugao:
Observemos que

a’+a’b

a’+b?

_ & a+b
a4+ b?’

a’ + b’ B a’

a+b  x

ou ainda, ,

isto é, x é a quarta proporcional dos segemtos a’ + b%, a + b, a’.
Com isto podemos obter, geometricamente, um segmento de comprimento x, da seguinte

forma:

1. Construimos segmentos de comprimentos a? e b?, como no Exercicio anterior (veja as
figuras abaixo):

-

~ ,

2. Podemos agora obter segmentos de comprimentos a? + b* e a + b, como mostram as

figuras abaixo:

(P
O

A
N

a+b\
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3. Como

a®+ a’b

P

é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos a’ + b?, a+ b, a? teremos,
geometricamente, a seguinte construcao:

a? + b2 a?

z

Exercicio 2.8.8 Resolver, geometricamente o sistema ndo linear (isto €, encontrar,
geometricamente, dois segmentos cujos sdo x e y que satisfacam o sistema)

XxX+y=a
2.85
{xy:bz ) ( )

onde a,b >0 sdo comprimentos de dois segmentos dados.

Resolucgao:

Precisamos encontrar segmentos de comprimentos x e y, de modo modo que a soma e a
média geométrica dos mesmos sejam a e b?, respectivamente.

Para isto:

1. Consideremos um dois pontos, que chamaremos de A e B, de modo AB = a, uma semi-
circunferéncia, que indicaremos por C, cujo didmetro tem comprimento AB e uma reta,
—

que denotaremos por t, paralela a reta AB e distando b da mesma, que interceptard a
semi-circunferécia C em um ponto, que denotaremos por C (veja a figura abaixo):

:
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—

2. Consideremos a reta, que denotaremos por s, perpendicular a reta AB, contendo o
—

ponto C, cuja intersecdo com a reta AB é um ponto, que chamaremos de D (veja a
figura abaixo):

3. Afirmamos que
x=AD e y=DB (2.86)

sdo as solugdes do sistema ndo linear (E==E5).

C

<]

De fato, como, por construgao, o tridangulo AACB é um tridngulo retangulo no vértice C
segue, do item 2. da Observagdo (EZ20), que

CD?=AD-DB
e, também da construcdo, temos que

AB =AD +DB.

Como
CD=b e AB=aqa,

segue, de (EE8), que
bP=xy e a=x+vy,

como queriamos mostrar.
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Observacao 2.8.1 Vale observar que o lugar geométrico dos pontos do plano que satis-
fazem a equacgado

X+y=a
€ uma reta e o lugar geométrico dos pontos do plano que satisfazem a equagao

xy = b?

€ uma hipérbole.

Logo resolver o sitema ndo linear (E23) €, geometricamente, encontrar a intersegdo
desses lugares geométricos, no caso, a interse¢cao da reta com a hipérbole

Notemos que poderemos ter até dois pontos de interseg¢do, ou seja, duas solugdes
distintas para o sistema ndo linear (EZ3) (figura abaizo).

Yy

A

Exercicio 2.8.9 Resolver, geometricamente, o sistema ndo linear (isto €, emcontrar,
geometricamente, dois segmentos cujos sdo x e y que satisfacam o sistema):

2.2 _ 2
{ oy =a (2.87)
x+y=>b

onde a,b >0 sdo comprimentos de segmentos dados.

Resolucgao:
Observemos que

X =yt =(x—y) (x+y).
Como
X+y= b )
logo o sistema ndo linear (EZ87) é equivalente ao seguite sistema linear:
X—y = @
b (2.88)
x+y=>b

Para obtermos segmentos cujos comprimentos x e y, solugdes do sistema linear (EZZ23),
agiremos da seguinte forma:
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1. Consideremos dois pontos, que indicaremos por A e B de modo que AB = b (veja a
figura abaixo);

2. Construir um segmento cujo comprimento é igual a a (como no item 3. da Observagio
(E2));

2
a
3. Obtenhamos um segmento de comprimento z = 3 ou seja,

b

1
az z’
isto é, z é a quarta proporcional dos segmentos de comprimentos b, a?, 1 (veja a figura
abaixo);

4. Sobre o segmento AB, encontremos um ponto, que indicaremos por C, de modo modo

que
o2
AC = R (2.89)
veja no item 3. da Observagdo (EZ71) como construir um segmento com esse compri-
mento).

5. Denotemos por D o ponto médio do segmento CB.

Afirmamos que
x=AD e y=DB, (2.90)

satisfazem ao sistema linear (ZE3) (veja a figura abaixo).
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) [x] Y

De fato, observemos que

AD +DB = AB

que, de (EZ90), e equivalente a:
x+y=b. (2.91)

Por outro lado, CD = DB, pois o ponto D é o ponto médio do segmento CB.
Logo

(=)

X—Yy AD — DB
=AD—-CD
70 2
—ac@ L
: a’
assim, x—y=-, (2.92)

isto é, (Z90) e (2) implicam que x e y dados por (Z90), satisfazem o sistema linear (ZZ3),
que é equivalente ao sistema n&o linear (E=27), como queriamos demonstrar.

Observacao 2.8.2 Observemos que o lugar geométrico dos pontos do plano que satis-
fazem a equacgado

x+y=">

€ uma reta e o lugar geométrico dos pontos do plano que satisfazem a equagdo

€ uma hipérbole.

Logo resolver o sistema mao linear (EB7) é equivalente a encontrar, geometrica-
mente, a wnterse¢do dos lugares geométricos, no caso, a intersecao da reta com a
hipérbole, que podem ter como solugbes até dois pontos (veja a figura abaizo).



2.8. EXERCICIOS 195

-~ x+y=">

Exercicio 2.8.10 Resolver, geometricamente, o sistema ndo linear (isto €, encontrar,
geometricamente, dois segmentos cujos sdo x e y que satisfacam o sistema)

{X2+y2:a2

2.
A (2.93)

onde a,b >0 sdo comprimentos de segmentos dados.

Resolucgao:
Temos a seguinte constucdo:

1. dois pontos, que indicaremos por A e B de modo que AB = a (veja a figura abaixo);

Construamos uma semi-circunferéncia, que denotaremos por C, que tenha como didmetro
o segmento AB (veja a figura abaixo);

2. Observemos que se um ponto, que indicaremos por C, é um ponto qualquer da semi-
circunferéncia C, entdo temos

AC*+ CB? = a?, (2.94)
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pois o segmento AB ¢ a hipotenusa do tridngulo retdngulo AABC (veja a figura abaixo).
Assim, definindo-se
x=AC e y=CB (2.95)
segue, de(Z) e (ZU3), que
X +yt=a’. (2.96)
Logo, se um ponto C pertence a semi-circunferéncia C, temos que x e y, dados por
(E@3), satisfazem a 1.a equagdo do sistema (Z=93) dado.

Por outro lado, se
h=AD (2.97)

é o comprimento da altura do um tridngulo AABC, relativamente ao lado AB, como
o ponto C pertence a semi-circunferéncia C segue que a area do tridngulo AABC sera
dada por:

a-h
. 2.98
: (2.98)
Mas a d4rea do tridngulo AABC também pode ser dada por:
AC-CB  x-y
2 2

bZ

= (2.99)

2
onde, usamos que x e y devem satisfazer a 2.a equagdo do sistema nio linear (E703).

Logo, de (E98) e (E@3) segue que deveremos ter:

a-h b’
isto é,
a_b
b h’

ou seja, h deve ser a 4.a proporcional dos segmentos de comprimentos a, b, b.

Geometricamente, temos:
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Deste modo obtemos um segmento de comprimento h.

—
4. Tracemos a reta paralela a reta AB, que dista h da mesma, que interceptard a semi-
circunferéncia C em um ponto, que indicaremos por C (veja a figura abaixo).

Deste modo teremos
x=AC e y=CB (2.101)

serdo solugbes do sistema ndo linear (ZZ3) dado.

De fato, pois

2 +y2 (o) AC? 1 CB? (E=3) a2

xy =VAC-cB b2,

como queriamos demonstrar.

Observacao 2.8.3 Observemos que o lugar geométrico dos pontos do plano que satis-
fazem a equacgdo

2yl =al
€ uma circunferéncia, de centro na origem O e raio igual a a e o o lugar geométrico
dos pontos do plano que satisfazem a equagdo

xy = b?
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€ uma hipérbole.

Logo, resolver o sistema mdo linear (EZ93) €, geometricamente, encontrar a in-
tersecao dos lugares geométricos acima, nmo caso, a interse¢cao da circunferéncia com
a hipérbole, que podem ocorrer em dois pontos.

Na verdade podem ser 4 pontos, mas como x,y > 0 teremos somente dois pontos
(veja a figura abaizo).

Exercicio 2.8.11 Resolver, geometricamente, o sistema (ndo-linear)
XxX—y=a
2.102
{ Xy = b2 ) ( )
onde a,b >0 sdo comprimentos de segmentos dados.
Resolugao:
Temos a seguinte construgao:
1. Consideremos em uma reta, que chamaremos de r, dois pontos, que indicaremos por
A e B, tais que (veja a figura abaixo)
AB =D. (2.103)

2. Considere uma reta, que chamaremos de s, perpendicular a reta r, que contenha o
ponto B (veja a figura abaixo);
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3. Obtenha um ponto, que indicaremos por C, pertecente a reta s, de modo que (veja a

figura abaixo)

BC=2

> (2.104)

4. Construa umaa circunferéncia, de centro no ponto C e raio igual a CA.

Denotemos por D e E, os pontos de intersecdo da circunferéncia do teim 4. com a reta
s (veja a figura abaixo);
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5. Deste modo afirmamos que
y=DB e x=BE (2.105)

sdo solugbes do sistema (ndo-linear) (E-T032) (veja a figura abaixo).

D B C E
-~ —_—
) ~

De fato, como o tridngulo AAED é um tridngulo retdngulo no vértice A segue, do item 2. da
Observagdo (&), que

nle

AB 2= DB - BE ,
~— =~ =~

(@) (=) (=)

b ="y = X
isto é,
b =xy.
Além disso, por construgdo (veja a figura acima), temos que
2(2B + B )= BB + JE.

3 T3) [aamuasz) [eamuen:
=), e, e 6=,

isto é,
a
2<y+z> =y+x, logo x—y=a,

mostrando que x e y, definidos em (EZTH), satisfazem o sistema (n&o-linear) (ZT1J).

Exercicio 2.8.12 Encontrar, geometricamente, uma solu¢cdo da equacdo
x*—ax—b*=0,

onde a,b >0 sao comprimentos de segmentos dados.

Resolucgao:
As solugdes algébricas sdo:

a+\/a2+4b2_a+\/a2—|—4bz . a—Va+4b® a Va+4b’
2 202 2

2

X]: XZ_ _ — —



2.8. EXERCICIOS 201

Observemos que
a—vVa+4b> <0, pois a<Vai+4b’ e a+Vat+4v*>0

logo encontraremos, geometricamente, somente a solugdo x;.

Para resolver o problema basta, essencialmente, construir um segmento de comprimento
r=Vva +4b%.

Para isto:

1. Consideremos o tridangulo AABC retangulo no vértice A, onde os catetos AB e AC tém
comprimentos a e 2b, repectivamente.

Logo a hipotenusa BC terd comprimento (veja a figura abaixo)

r=va +4b>.

r =V + 40|

2b

2. Considere os pontos médios, que indicaremos por D e E, dos segmentos BC e AC,
respectivamente (veja a figura abaixo);

_ —
3. A circunferéncia de centro no ponto B e raio BD, encontrard a reta AB num ponto,

que chamaremos de F, de tal modo que o ponto B pertencerd ao segmento AF (veja a
figura abaixo).

. ~ . . a , —
4. A circunferéncia de centro no ponto B e raio > encontrard a reta AB em um ponto, que

chamaremos de E, tal que o ponto E pertenca ao segmento AB (veja a figura abaixo).
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2b —_—

5. Deste modo, por construcdo, temos que
X1 = EF

serd uma solugdo procurada (veja a figura abaixo).

Nle




2.8. EXERCICIOS 203

Exercicio 2.8.13 Construir a solucdo da equagao
T 1
¢ a
onde a,b >0 sdo comprimentos de segmentos dados.
Resolucgao:
Temos a seguinte construgdo:

1. Consideremos um tridngulo retangulo AABC tal que seus catetos tém comprimentos

1 1
AB=—- e AC=—.
a b
1
A Observagdo (EZ72) item 2., nos diz como construir um segmento de comprimento p

(veja a figura abaixo).

xR =

1
que é o valor — procurado.
X

1
2. Se <= 1, entdo x = 1, ou seja, o comprimento de um segmento de comprimento 1,
satisfaz a equagdo dada;

1 . ~
3. Se — < 1, faremos a seguinte construcgdo: e
X

(a) Sobre uma reta r encontremos pontos, que chamaremos de O e B, tais que OB =1
(veja a figura abaixo);
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(b) Tracemos a circunferéncia, que denotaremos por C, de centro no ponto O e raio
OC =1 (veja a figura abaixo);

i
N

g 1
(c) Sobre a reta r, encontremos um ponto, que indicaremos por A, tal que OA = ~
e de modo que os pontos A e B, estdo sobre a mesma semi-reta determinada pela
reta r com extremo no ponto O.

— 1
Observemos que o ponto A pertence ao segmento OB, pois " < 1 (veja a figura
abaixo);

N

(d) A reta s perpendicular a reta r, pelo ponto A, encontrard a circunferéncia C em
um ponto, que chamaremos de C (na verdade em dois pontos, escolha um deles -
figura abaixo);
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0

(e) A circunferéncia de centro sobre a reta r, que contém os pontos O e C, encontrard
a semi-reta que estd contida na r, com extremidade no ponto O, em um ponto,

que chamaremos de D (veja a figura abaixo);

(f) Da Observagdo (E=73) item 2., segue que OD = x (veja afigura abaixo).

1
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1
4. Se " > 1, a construgdo é semelhante a do item 3. acima (veja a figura abaixo):

Exercicio 2.8.14 Construir a solugdo da equagdo
T 1 n 1
x a b’

onde a,b >0 sdo comprimentos de segmentos dados.
Resolucao:

Exercicio 2.8.15 Construir um tridngulo retdngulo, conhecendo-se a soma dos
comprimentos dos catetos da altura relativa a hipotenusa.

Resolucao:

Exercicio 2.8.16 Dados o centro e o raio de uma circunferéncia, que indicaremos
por C e um ponto, que chamaremos de P, que estd no exterior da mesma, pede-se
tracar, pelo ponto P, uma secante PAB, a circunferéncia C, de modo que o ponto
A, seja o ponto médio do segmento PB.

Resolucgao:

Exercicio 2.8.17 Construir um triangulo retangulo conhecendo-se o comprimento
da hipotenusa e a soma dos comprimentos dos catetos.

Resolucao:
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Exercicio 2.8.18 A média harménica de dois segmentos AB e CD, que tém com-
primentos a e b, respectivamente, é um segmento EF que tem comprimento h,
onde

B 2ab

h .
a+b

Construa, geometricamente, a média harménica dos segmentos AB e CD.
Resolucgao:

Exercicio 2.8.19 Um retangulo aureo é um retangulo em um lado é o segmento
dureo do outro lado adjacente. Construir um retdngulo dureo conhecendo-se o seu
perimetro.

Resolucao:

Exercicio 2.8.20 Inscrever em uma circunferéncia dada um retdngulo cujo perimetro
€ dado.

Resolucao:

Exercicio 2.8.21 Dadas uma circunferéncia, que chamaremos de C e uma reta,
que indicaremos por t, tangente a circunferéncia C, construir um quadrado que
tenha dois vértices sobre a circunferéncia C e os outros dois vértices sobre a reta

t.

Resolucao:

Exercicio 2.8.22 Construir um trapézio 1sésceles que estd circunscrito a uma cir-
cunferéncia, conhecendos suas bases.

Resolucao:

Exercicio 2.8.23 Dados os dois pontos distintos, que indicaremos por A e B,
pertencentes a reta, que chamaremos de r, construir duas circunferéncias, que
chamaremos de C e C’, que sdo tangentes entre si, de modo que a circunferéncia
C seja tangente a reta r no ponto B e o raio da circunferéncia C seja o dobro do
rato da circunferéncia C’.

Resolugao:
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Exercicio 2.8.24 O comprimento do lado de um decdgono inscrito em uma cir-
V51

cunferéncia de raio R serd R

Dada uma circunferéncia, que denotaremos por C, de centro no ponto, que cha-
maremos de O, e raio, que chamaremos de R, considere quatro pontos, que cha-
maremos de A, B, C e D, de modo que os segmentos AB e CD sdo dois didgmetros
da circunferéncia C, perpendiculares entre si. Denotemos por M, o ponto médio
do segmento OA. Chamemos de P, o ponto de intersecdo da circunferéncia de
centro mo ponto M e raio MC, com o segmento OA. Mostre que o segmento
OP ¢ o lado de um decdgono inscrito na circunferéncia C e construa o poligono
correspondente.

Resolucao:

Exercicio 2.8.25 O comprimento de um pentdgono regular inscrito em uma cir-
V10—-2+/5

—

Considerando-se a construgcdo descrita no Ezercicio 3.8.24 acima, mostre que o
segmento CP é o lado do pentdgomo regular inscrito nma circunferéncia acima e
construa o poligono correspondente.

cunferéncia de raito v é dado por r

Resolucao:

Exercicio 2.8.26 Construa um pentdgono regular conhecendo-se um dos seus la-
dos.

Resolucgao:

Exercicio 2.8.27 Construa um pentdgono regular conhecendo-se uma de suas di-
agonais.

Resolugao:

Exercicio 2.8.28 Dado um quadrado, construa um octégono regular cortando os
”cantos” desse quadrado.

Resolucao:

Exercicio 2.8.29 Dados dois pontos distintos, que chamaremos de A e B, perten-
centes a um mesmo semi-plano determinado por uma reta, que denotaremos por
T, determinar um ponto, que indicaremos por P, pertencente a reta r, de modo
que o angulo APB seja o0 maior possivel.



2.8. EXERCICIOS 209

Resolugao:

Exercicio 2.8.30 Dados dois pontos distintos, que chamaremos de A e B, e dois
segmentos, de comprimentos que serdo denotados por m e n, dividir harmonica-
mente o segmento AB na razdo E, ou seja, determinar dois pontos, que indi-
caremos por M e N, pertencente;ld reta que contém os pontos A e B, de modo

que
MA B NA ~m

MB NB n

Notemos que a circunferéncia, cujo comprimento do didmetro € igual a MN serd
. . A . s o -~ m
denominada circunferéncia de Apolonio do segmento AB, na razao —. Para todo
n

ponto, que chamaremos de P, pertencente a esta circunferéncia, teremos

PA_m

APM = MPB — =,
€ PB n

Resolucao:

Exercicio 2.8.31 Dados trés pontos distintos, que indicaremos por A, B e C,
nesta ordem, pertencentes a uma reta, que chamaremos de r, obter o lugar
geométrico dos pontos, que denotaremos por P, tais que

APB = BPC.
Resolucao:

Exercicio 2.8.32 Dados uma circunferéncia, que chamaremos de C e dois seg-
mentos, cujos comprimentos serao denotados por h e m, respectivamente, inscre-
ver na circunferéncia C, um trapézio cuja altura tem comprimento h e de modo
que a soma dos comprimentos das bases do mesmo, seja igual a m.

Resolugao:

Exercicio 2.8.33 Dados dois pontos distintos, que indicaremos por A e B, e um
segmento, cujo comprimento serd denotado por k, contruir o lugar geométrico dos
pontos, que indicaremos por P, tais que

PA?+ PB* = k’.

Resolugao:
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Exercicio 2.8.34 Construir um triangulo AABC conhencendo-se o comprimento
do lado BC, gque indicaremos por a, o comprimento da altura relativa ao lado BC,
que denotaremos por ha, e a soma dos quadrados dos comprimentos dos outros
dois lados, que denotaremos por k, ou seja,

AB* +AC? =X .
Resolucao:

Exercicio 2.8.35 Dados dois pontos distintos, que indicaremos por A e B, per-
tencentes a um mesmo semi-plano determinado por uma reta, que chamaremos
de 1, determinar um ponto, que indicaremos por P, pertencente a reta r, de modo
que a soma

PA? + PB?

seja o menor possivel.
Resolucgao:

Exercicio 2.8.36 Dados dos numeros reais maiores que zero, que indicaremos
por a e b, construir, geometricamente, um segmento cujo comprimento € igual a

Vat+ vt
Resolucao:

Exercicio 2.8.37 Dados dois segmentos de reta, cujos comprimentos serao de-
notados por a, e b, respectivamente, e um segmento de comprimento unitdrio,
construir um segmento cujo comprimento seja igual a ab.

Resolucao:

Exercicio 2.8.38 Dados um segmento de reta, cujo comprimento € igual a a, e
um segmento de comprimento unitdrio, construir um segmento cujo comprimento

€ igula a v/a.
Resolucgao:

Exercicio 2.8.39 Dados trés segmentos de reta, cujos comprimentos serdo deno-
tados por a, b ec e um segmento de comprimento unitdrio, construir um segmento
de comprimento cujo comprimento seja tgual a vVabc.

Resolugao:

Exercicio 2.8.40 Dado um segmento de reta, cujo comprimento serd denotado

por a, e um segmento de comprimento unitdrio, construir um segmento de reta
. . .. 2

cujo comprimento seja tgual a as.

Resolucao:



Capitulo 3

Areas de Poligonos

3.1 Equivaléncias

A seguir trataremos de vdrias questdes relacionadas com dreas de poligonos (convexos).

Na verdade relacionaremos a drea de um poligono, que indicaremos por P, com a?, onde
denotaremos por a, o comprimento de um segmento, mais precisamente, diremos, neste caso,
que a area de um poligono P, é equivalente a do quadrado, cujo lado é um segmento de
comprimento a.

A questdo, olhada sob esse ponto de vista, serd encontrar um processo que transforme,
sem alterar sua drea, um poligono dado em um quadrado.

Comecgaremos por uma situagdo mais simples, a saber:

3.1.1 Triangulos

Comecaremos pelo caso em que o poligono P é um tridngulo:

Consideremos uma tridngulo AABC dado.

Suponhamos que b = AB e denotemos a altura do mesmo, relativa ao lado AB, por h
(veja a figura abaixo).

A D B

- b -

Observemos que o tridngulo AABC é equivalente a um quadrado de lado de comprimento

a, entdo deveremos ter
“=3

211
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ou seja,
=14/=-h.
)
Portanto, o comprimento do lado do quadrado, equivalente ao tridngulo AABC, é a média

geométrica entre 5 e h.

A construgdo (ja feita anteriormente) é a seguinte:
Na figura abaixo, o tridngulo APQR é retdngulo no vértice R, com

b
e altura, relativamente ao lado PQ, dada por
RS =a.
Logo da, Observagdo (EZ20) item 2., teremos que
b-h
RS?=PS-SQ, ouseja, a’= 5

como queriamos.

b
P h s 7 Q
Com isto resolvemos o problema de construir um quadrado equivalente a um tridngulo
dado, conhecendo-se um lado e a altura, relativamente a esse lado, do tridngulo.

3.1.2 Quadrilateros

Passemos agora a tratar do caso em que o poligono P é um quadrildtero.

Observacao 3.1.1 Lembremos que num tridngulo AABC, cuja base AB estd fizada,
deslocando-se o vértice C, sobre uma reta paralela, distando a altura, relativamente
d base AB, sua drea ndo se alterard.

Na figura abaixo as retas s et sdo paralelas.

Neste caso, os tridngulos AABC e AABC’ tém mesma drea, pois eles tém mesma
altura h, relativamente ao lado AB (veja a figura abaizo).
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Numa primeira etapa ”transformaremos” nosso poligono P, que no caso é um qua-
drildtero, em um tridngulo equivalente ao mesmo.
Para exemplificar, consideremos o quadrildtero ABCD como na figura abaixo.

Tracemos pelo vértice C, uma reta paralela & diagonal BD, que encontrard o segmento
AB em um ponto, que chamaremos de C’ (veja a figura abaixo).

Com isto os tridngulos ACBD e AC'BD sédo equivalentes, ou seja,
drea (ADBC) = &rea (ADBC’) (3.1)

De fato, tém mesma darea, pois temos que o lado BD é comum a ambos, e tém a mesma
— —

altura, relativamente ao lado BD, pois as retas BD e CC’ sdo paralelas.
Como

drea (ABCD) = area (AABD) + drea (ABDC)
—_—

4rea(ADBC)

= 4rea (AABD) + area (ABDC’) ,

ou seja, o tridngulo AADC’ é equivalente ao quadrilatero ABCD.

Observacao 3.1.2
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1. Vale observar que podemos agir do mesmo se o quadrildtero nao for convezo.

Lembremos que um subconjunto R do plano é dito convexo se, dados dois pontos
do mesmo, o segmento de reta que une esses dois pontos, deverd estar inteira-
mente contido no subconjunto R.

Para ilustrar temos que o quadrildtero da figura abairo, que nao € convezo.
D

A B
Porém a construcao feita mo inicio desta secao pode ser realizada também neste
caso.
— .
De fato, a reta paralela a reta BD passando pelo vértice C, encontrard a reta
— —

AB em um ponto, que chamaremos de C’, e a reta AD em um ponto, que
denotaremos por D’ (veja a figura abaizo).

O triangulo AAC'D € equivalente ao quadrildtero ABCD, pois a soma das dreas
dos triangulos AC'CB e ACDD’ € tgual a drea do tridngulo AC'DD’ (veja figura
acima,).

De fato, se denotarmo por h, a altura do tridngulo AC'D’'D, relativamente ao
lado D'C’, entao teremos:

D'C-h CC’'-h

drea(ACDD’) + drea(AC'CB) = s+
D'C'-h
B 2

= drea(AC'DD’).
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3.1.3 Poligonos em geral

Para resolvermos o problema de ”transformar” um poligono P geral, em um quadrado equi-
valente mostraremos, primeiramente, como ”transformar” um poligono P de n-lados em um
poligono, que denotaremos por P’, que tem (n — 1)-lados, equivalente poligono P.

Dado um poligono de n-lados, que denotaremos por A;A;--- Ay, tracemos pelo vértice
—

Aj, uma reta paralela ao lado A;A,, que encontrara a reta A,,_jA, em um ponto, que
denotaremos por Ay’ (veja a figura abaixo).

Az

A3

An—2 An—1

Observemos que o poligono A;'A; - - - A, (que tem (n — 1)-lados) é equivalente ao poligono
AtA; - - A, (que tem n-lados).
De fato, na situagdo acima, se o poligono é convexo, os tridngulos

AAALAT e AAALA]

sdo equivalentes (pois tém ao lado A,A, em comum, e mesma altura, relativamente ao lado

[ — —
A,A., pois as retas A,A, e AjAy sdo paralelas).

Se o poligono P néo for convexo, agimos como no item 2. da Observagdo (ET2) acima e
poderemos concluir o mesmo.

Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.

Desta forma ”transformamos” um poligono P de n-lados em um poligono P’ de (n — 1)-
lados que é equivalente ao poligono P.

Repetindo o processo acima (por indugdo) podemos ”transformar” um poligono P, que
tém n-lados, em um tridngulo, equivalente ao poligono P e finalmente, este tltimo em um
quadrado equivalente ao memso (veja a segdo (BEZI)), ou seja, em um quadrado equivalenete
ao poligono P de n-lados, dado inicialmente.

3.2 Particoes do Plano

A seguir exibiremos alguns exemplos que tratardo do problema de dividir uma regido limitada
do plano em partes satisfazendo certas condigdes.



216 CAPITULO 3. AREAS DE POLIGONOS

Definigao 3.2.1 Diremos que as figuras planas F e F' sdo semelhantes, com razao de
semelhanga « > 0 , se existir uma aplicagdo o : F — F’ bijetora, que tem a seguinte

propriedade:
Para X,Y € F, considerando-se X' = o(X), Y =o(Y) € F' deveremos ter:

XY =a-XY.

Neste caso, diremos que aplicagdo o é uma semelhanga, de razao «, entre F e F’

e 0s pontos X e X' considerados acima, serdo ditos homdlogos.

Em vdrias situagdes que trataremos a seguir usaremos as seguintes propriedades bdsicas
da Geometria plana:

P1. Se dois tridngulos tém mesma altura, entdo a razdo entre suas respectivas areas é igual
a razdo entre os comprimentos das suas respectivas bases (relativas as alturas conside-

radas), isto é,
A AB

E ~ A'B”’
onde A e A’ denotam as 4reas dos tridngulos AABC e AA'B’C’, respectivamente (veja
a figura abaixo).

De fato,

AT AB R
2
AB

T AB

P2. A razdo entre as dreas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razdo de semelhanga
entre as mesmas.

2.1 Para o caso de tridngulos, temos que afirmagdo acima é vdlida.
De fato, sejam AABC e AA’B’C’ tridngulos semelhantes, ou seja, tém trés angulos
iguais, ou ainda,

—

A=A, B=B" e C=C'.
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Entdo, do Teorema de Tales, sabemos que correspondentes elementos dos tridngulos
guardam uma mesma proporgdo, por exemplo (veja a figura abaixo):

AB  h
*TAB n

(3.2)

Logo se A e A’ denotam as dreas dos respectivos tridngulos AABC e AA'B'C/,
teremos

AB-h
A 79
A~ A'B’-h
2
AB h

“AB W
—— ~~

(B=2) (=)
=« =«

:o()

como afirmamos inicialmente.

2.2 Para o caso de poligonos em geral, a afirmagdo acima também é valida.

De fato, pois podemos decompor os poligonos envolvidos em um ntmero finito
de tridngulos justapostos que serdo, dois a dois semelhantes, e aplicar o processo
acima em cada um dos pares de tridngulos semelhantes.

Se a razdo de semelhancga entre os dois poligonos é x, entdo a razdo de semelhancga
entre os correspondentes tridngulos da decomposigdo acima também serd «.

Logo, do item acima, a razdo entre as dreas dos correspondentes tridngulos seme-
lhantes na decomposigio acima serd «’.

Logo, somando-se as dreas dos tridngulos obtidos na decomposi¢do de cada um dos
poligonos, obteremos as areas dos respectivos poligonos, e assim obtemos a razao
o, entre as areas dos poligonos dados incialmente.
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Al
B

Para ilustrar, notemos que, na figura acima, teremos:

drea(ABCD)  é&rea(AABD) + drea(ABCD)
area(A'B’'C'D’)  A(A'B'D’) + drea(AB’C’'D’)
_ oférea(AA’B'D’) + o drea(AB'C'D’)
~ 4rea(AA'B'D’) + area(AB/C’D’)

= o,

2.3 Para circulos a situagdo é andloga.
A verificagdo deste caso serd deixada como exercicio para o leitor.
2.4 SituacOes mais gerais podem ser encontrada em Medida e Forma em Geometria -

Elon Lages Lima, IMPA /VITAE, Rio de Janeiro, 1991, pdgina 48, cuja verificagdo
serd deixada como exercicio para o leitor.

Exemplo 11.

Sejam m e n nlimeros reais positivos. Dado o tridngulo AABC encontrar um ponto, que

_ —
denotaremos por D, pertencente ao lado BC, de modo que a reta AD divida o tridngulo em
dois outros, a saber AADB e AACD, cujas dreas sejam proporcionais a m e n.

Resolucgao:
Suponhamos que o ponto D ja foi encontrado.
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Como os tridangulos AADB e AACD tém mesma altura, relativamente as bases BD e DC,
respectivamente (que serd igual a altura do AABC relativamente a base ﬁ), da Propriedade
P1. acima, segue que se a razdo entre as dreas dos tridngulos AADB e AADC sera

m  é4rea(ADB)
n  4rea(ACD)
Propriedade P1. @
B DC’
ou seja, a razao entre as respectivas bases deverd ser a mesma, a saber:

BD_m
DC n°’

Com isto podemos obter o ponto D, pertencente ao lado BC por meio da seguinte cons-
trucgao:

1. Consideremos uma semi-reta com extremos no ponto B e sobre esta reta, encontremos
dois pontos, que indicaremos por O e O’, tais que (veja a figura abaixo);

BO=m e OO =n. (3.3)

— —
2. Tracemos a reta paralela a reta O’C, pelo ponto O, que encontrard a semi-reta BC em

um ponto, que chamaremos de D (veja a figura abaixo);
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3. Como os tridngulos AOBD e AO’BC sdo semelhantes (caso AAA) segue que
BD BO mm

DC 00’ n°

4. Pela Propriedade P1, os tridngulos AABD e AADC resolvem o problema (veja figura
abaixo).
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Exemplo 12.

Dado um ponto, que denotaremos por P, pertencente ao lado AB, do tridangulo AABC, tragar
por esse ponto, uma reta que divida o tridngulo em duas partes equivalentes (ou seja, dois
poligonos que tenham a mesma &rea).

Resolucgao:
Temos a seguinte construgdo:

—

1. Tracemos pelo ponto A uma reta, paralela a reta PC, que encontrard a semi-reta lado
—
BC em um ponto, que denotaremos por A’ (veja a figura abaixo);

A

Notemos que os tridngulos APA’C e APAC sdo equivalentes pois tém mesma base, a
_ — —
saber, o segmento PC, e mesma altura, relativa a esse lado, pois as retas PC e AA’ séo

paralelas.

2. Denotemos por M o ponto médio do segmento BA'.

Afirmamos que a mediana PM do tridngulo APA’B, divide o mesmo em duas regices
que sdo equivalentes.

De fato, pois os tridngulos APMB e APA’M tém mesma altura, relativamente as bases
respectivas bases BM e MA’ que tém mesmo comprimento, pois o ponto M é ponto
médio do segmento BA’ (veja a figura abaixo), assim, teremos:

drea(APMB) = &rea(APA'M). (3.4)
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Logo o segmento PM também divide o tridangulo AABC em duas partes equivalentes.

De fato, pois:

drea(AACB) = area(APMB) + é&rea(PACM) . (3.5)
\%/_/

Mas:

drea(AACB) = é&rea(APA'B)
= drea(APMB) + éarea(APA'M) . (3.6)

~~

Logo, de (E3) e (EM), segue que

srea(PACM) = area(APA'M) 2 4rea(APMB).

Portanto
drea(AACB) = &rea(APMB) + &rea(PACM)

drea(APACM) = 4rea(PMB),

completando a resolugdo do exercicio.

Exemplo 13.

Dado o tridangulo AABC, tragar uma reta paralela ao lado BC, que divida o0 mesmo em duas
regides que sdo equivalentes (ou seja, dois poligonos que tém mesma area).

A
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Resolugao:
Suponhamos que a construgdo esteja pronta (veja figura abaixo).

1. Denotemos por M M e N os pontos pertencentes aos lados AB e AC, respectivamente, tais
que a reta MN é paralela a reta BC e o tridangulo AANM e o paralelogramo MNCB
sejam equivalentes (ou seja, a reta MN é a reta procurada - veja a figura abaixo).

A

—
2. Como os tridngulo AACB e AANM sdo semelhantes (pois a reta MN € paralela a reta
BC) segue, da Propriedade P2. acima, que

1_ érea(AANM) Propriedade P2. AM :
2 4rea(AACB) N AB )

Logo

AM = \/72 AB. (3.7)

Portanto basta encontrarmos, geometricamente, o ponto M pertencente ao segmento
AB com a propriedade (E2).

Para isto temos a seguinte construgao:

1. Tragemos uma semi-circunferéncia, de didmetro AB, ou seja, seu centro serd um ponto,

que chamaremos de O, o ponto médio do segmento AB e raio > (veja a figura abaixo);

A
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—
2. Pelo ponto O, tragamos uma reta perpendicular a reta AB, que interceptard a semi-
circunferéncia do item 1. acima, em ponto, que chamaremos de M’ (veja a figura
abaixo).

B C

Como AAOM' é um tridngulo retdngulo no vértice O, segue que

2
(AB)
AB
ou seja, AM' = —
V2
B v2
ou ainda, AM' = AB £
V2

3. Assim encontramos o ponto M, pertencente ao segmento AB, de tal modo que
AM = AM’

2
:\/T_AB.

Para isto basta tracarmos a circunferéncia de centro no ponto A e raio igual a AM’ =

V2

TAB’ que encontrard o segmento AB no ponto M (veja a figura abaixo);

A
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—
4. A reta procurara é a reta paralela a reta BC, que contém o ponto M (veja a figura
abaixo).

Exemplo 14.

Consideremos trés numeros reais positivos, que chamaremos de m, n e p. Dado o tridngulo
AABC, determinar um ponto, que chamaremos de P, pertencente ao seu interior, de tal modo
que as dreas dos tridngulos APAB, APBC e APAC sejam, respectivamente, proporcionais aos
segmentos de comprimentos m, n e p.

A

[ex]
@]

Resolucgao:
A situagdo geométrica é dada pela figura abaixo:

o«
(@]
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Queremos encontrar o ponto P pertencente ao interior do tridngulo AABC, de tal modo

que

_arealAartb) 1
drea(APAC) p’

drea(APAC)

area(APBA) m érea(APBA)_TLL . drea(APCB)
drea(APCB) n P

1. Primeiramente consideraremos o problema de encontrar dois pontos, que denotaremos
por D e E, pertencentes ao lado BC, de forma que os tridngulos AADB, AAED e AACE
tenham &reas, respectivamente, proporcionais a m, n e p, isto é (veja a figura abaixo):

n
drea(AACE) p~

drea(AADB) m drea(AADB) m . drea(AAED)
n’ 4rea(AACE) p

area(AAED)

Notemos que, da Propriedade P1., como os tridngulos AADB, AAED e AACE tém
mesma altura, que indicaremos por h, segue, das relagdes acima que:

BD BD DE
2" m 3t w5
DE .~ n’ EC _~—p EC . p
S n 2" 2"

se, e somente se @—m @—m e E—E

) ) DE_n) EC p EC p)

_ BD DE EC
ou ainda, — =—=—. (3.8)

m n P

Logo podemos obter os pontos D e E como indicado na figura abaixo:
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H

BF=m,FG=neGH=p

— —
Notemos que as retas FD, GE sdo paralelas a reta HC.

—

2. Para finalizar, tracemos pelos pontos D e E, retas paralelas as retas AB e AC, respec-
tivamente.

Denotemos por P, o ponto de intersegdo das retas acima (veja a figura abaixo).

3. Afirmamos que os tridngulos APBA, APCB e APAC tém as propriedades pedidas.

De fato, (veja a figura abaixo) os tridngulos AADB e AAPB tém mesma &rea, pois tém

mesma base AB e mesma altura relativamente & base AB, pois os pontos D e P pertencem a
—

uma mesma reta que é paralela a reta AB, ou seja,

area(AADB) = é&rea(AAPB). (3.9)
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Notemos também que os tridngulos AACE e AACP também tém mesma area, pois tém
mesma base AC e mesma altura, relativamente 2 base AC, pois os pontos E e P pertencem

—
a uma mesma reta que é paralela a reta AC, ou seja,

drea(AACE) = &drea(APAC). (3.10)

Mas,
area(AACB) = &area(AADB) + &rea(AAED) + éarea(AACE). (3.11)

Por outro lado,

drea(AACB) = &rea(AAPB) + &rea(APCB) + &rea(APAC)
E e E rea(AADB) + 4rea(APCB) + area(AACE).

Comparando a identidade acima com (BTT) obteremos:
drea(APCB) = &rea(AAED). (3.12)

Notemos que os tridngulos AADB e AAED tém mesma altura, relativamente as bases BD
e DE, respectivamente (veja a figura acima), assim:

—
a

drea(AAPB) &=
drea(APCB)

&m) area(AADB)
drea(AAED)

-h

N\“ I

|
O
s

-h

I
I oo}
Ig3w
213
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Notemos também que os tridngulos AAED e AACE tém mesma altura, relativamente as
bases DE e EC, respectivamente (veja a figura acima), assim:

&) area(AAED)
drea(AACE)

area(APCB) &m
drea(APAC)

(]

SIS
=

ENE:
=

m
-0

(

n
P
De modo semelhante (deixaremos como exercicio para o leitor) mostra-se que

drea(APBA) m
area(APAC) p

Portanto
area(APCB)

drea(APBA) m area(APBA)
n

m
area(APCB) area(APAC)  p © -

n
drea(APAC) p’

completando a resolugao.

Exemplo 15.

Consideremos dois niimeros reais positivos, que denotaremos por m e n. Dado uma circun-
feréncia, que indicaremos por C, tragar uma outra circunferéncia, que chamaremos de C’,
concéntrica a circunferéncia C, contida no interior da circunferéncia C, de modo que as areas
do circulo menor e da coroa determinada pelas circunferéncias sejam proporcionais ao m e

n.
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Resolucao:

Denotemos por r e O, o raio e o centro da circunferéncia C, respectivamente.

Queremos construir uma circunferéncia C’, de centro no ponto O e raio, que chamaremos
de 1/, de modo que a drea do circulo determinado pela circunferéncia C’ e a drea exterior a
circunferéncia C ’ e interior a circunferéncia C, sejam proporcionais a m e n, respectivamente
(veja a figura abaixo).

Observemos que deveremos ter:
drea(C) = édrea(C\C') + area(C’).

Notemos que, se encontrarmos r’, tal que

drea(C’)  m
drea(C) m+n’

entdo teremos
drea(C\C')  érea(C) — drea(C’)
area(C’) area(C’)
area(C)
area(C’)
m-+n

cujo inverso é 0 que queremos, ou seja, teremos:
drea(C’) m
drea(C\C’) n

Lembremos que, da Propriedade P2., teremos

area(C’) (1"’
drea(C) \r /)’
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ou seja, precisamos encontrar v’ > 0, de modo que

m  drea(C’) (r_’)z

m+n  érea(C)

ou seja, v’ > 0, deverda satisafazer a seguinte relagao:

— = (3.13)
Para isto agimos da seguinte forma:

1. Consideremos o segmento OA, onde A € C, e um ponto, que chamaremos de B,
pertencente ao segmento OA, de tal modo que

OB_m

BA n’
Para isto basta considerar, sobre uma semireta que tem origem no ponto O, diferente

<,
da semi-reta OA, dois pontos, que chamaremos de E e F, de modo que

OE=m e EF=n.

Na figura abaixo o segmento BE é paralelo ao segmento AF e assim obtemos o ponto B,
com a propriedade acima.

[OE=meEF=n|

2. Tragando-se a semi-circunferéncia, cujo didmetro é igual a OA (de centro no seu ponto
médio) e a reta perpendicular ao segmento OA, contendo o ponto B, encontraremos um
ponto, que indicaremos por D, na intersegdo das mesmas (veja a figura abaixo).
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[OE=meEF=n

3. Observemos que o tridangulo AODA é retdngulo no vértice D, logo

OD? =0B - OA. (3.14)

Da semelhanca dos tridngulos AOBE e AOAF (caso AAA) segue que

OB m
OA m+n’
mas
OA =7,
assim teremos:
OB = m T
m+n
Logo
op? = T
m+n
OD? m

, ouseja, 1’ =0D

ou ainda, — =
T m+mn

satisfaz a relagdo (BI3) e assim serd o raio da circunferéncia C ' procurada, completando
a resolugdo (veja a figura abaixo).
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[OE=meEF=n

3.3 Exercicios

Exercicio 3.3.1 Dado um tridngulo AABC, construir um tridngulo AA’B'C’ equivalente
ao triangulo AABC tal que

A=A e AB =AC.

Resolugao:
Suponhamos que o tridngulo AA’B’C’ estd construido.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que (veja figura abaixo)

A=A,
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A=A B/

o]

Denotemos por D, um ponto pertencente ao segmento AB, tal que (veja a figura abaixo)

AD =AC.

c’

>
Il
>
g
w
@

Observemos que os tridngulo AAC'B’ e AACD séo semelhantes, pois temos um angulo
comum, a saber, o dngulo /A\, AC = AD e AC’ = AB/, ou seja, os segmentos CD e C'B’ sdo
paralelos.

Logo, da Propriedade P2., segue-se que

(3.15)

area(AACD) [ AC\’
area(AAC'B’) \ AC’

Por outro lado, notemos que as alturas dos tridngulos AACD e AACB, relativamente as
bases AD e AB séo iguais e seu vlaor comum denotaremos por h (veja a figura acima).
Assim teremos

AD
srea(AACD) 5 "M ap_ac AC
: _ Sl (3.16)
area(AACB) AB AB

S "

Logo, de (BE13) e (EA), segue que
AC\* AC
(2e) =% (3.17)

ou seja, (AC’)?=AB-AC.
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Portanto os tridngulos AAC'B’ e AACB terdo mesma 4rea.

De fato, notemos que,

isto é,

area(AACD) prop. p2. [ AC\’

drea(AAC'B’) (ﬁ)

e AC

~ AB

em) édrea(AACD)
area(AABC)’

area(AAC'B’) = area(AABC).

—
Logo basta obter o ponto, que indicaremos por C’, pertencente a semi-reta AC, de tal

modo que

(AC')?=AB-AC.

Para isto lembremos que num tridngulo retdngulo temos (ver Observagdo (Z5T) item 2.)

h’=m-n,

ou seja, basta construimos um tridngulo retangulo de tal modo que a base oposta ao dngulo

reto tenha comprimento

AB +AC.

Com isso sua altura terd comprimento AC’ (veja a figura abaixo).

Logo teremos como construir o tridngulo AAB’C’ com as proprledades pedidas, bastanto,

para tanto, transportarmos o comprimento AC’, para o lado AC do angulo A.
O ponto B’ serd obtido da intersecdo da circunferéncia, de centro em A e raio AC’, com
—

a semi-reta AB (veja a figura abaixo).
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Exercicio 3.3.2 Construir um quadrado equivalente a um trapézio ADCB dado.

Resolugao:

Consideremos os tridngulo AADB e ABDC como na figura abaixo.

1. Podemos transformar cada um desses tridngulos em quadrados equivalentes, para isto
temos a figura abaixo:
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>
Nia

Com o segmento de comprimento a, obtido acima, podemos construir um quadrado
que é equivalente ao tridngulo AADB.

Lembremos que

Agindo do mesmo modo com o tridngulo ABDC obtemos o segmento de comprimento
b, com o qual podemos construir um quadrado que é equivalente ao tridngulo ABDC.

2. Logo o trapézio ADCB serd equivalente aos dois quadrados cujos lados tém comprimen-
tos a e b, obtidos acima, isto é, a drea do trapézio ADCB serd a? + b.

3. Podemos agora construir um quadrado de lado v/a® + b? (veja a figura abaixo);



238 CAPITULO 3. AREAS DE POLIGONOS

4. Assim o quadrado cujo lado tem comprimento \/a? + b? serd equivalente ao trapézio
ABCD, pois sua &rea serd igual a a’ + b?, como querfamos.

Exercicio 3.3.3 Construir um quadrado cuja drea seja a soma das dreas de dois outros
quadrados dados.

D> Ca

Aq B Ao By

Resolucao:
Podemos repetir as idéias usadas no Exercicio anterior.

Mas claramente, consideremos quatro pontos, que indicaremos por A, Az, B; e By, de
modo que

A]B]ZCL € AszZb.

Com isto podemos fazer a seguinte contrugdo:
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O quadrado construido acima, cujo lado tem comprimentos v/ a? + b?, terd drea igual a
a’ + b?, que é igual a soma das areas dos dois quadrados dados, com o queriamos.

Exercicio 3.3.4 Construir um tridngulo cuja drea seja a diferenca das dreas de dois
triangulos equildteros dados.

By

B>

Al Cq Az Ca

Resolucgao:

Como os tridngulos AA;B;C; e AA;,B,C; sdo equildteros, podemos obter dois pontos, que
indicaremos por B) e C}, pertencentes aos segmentos A1B; e A;C;, respectivamente, de modo
que os triéngulos_AATBﬁCﬁ e AA;B,C, sejam equivalentes (veja a figura abaixo).

B,y

A (o34 Cq

Com isto a diferenca das dreas dos dois tridngulos serd igual a drea do trapézio B;B;C;C;.
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Podemos entdo transformar o trapézio acima num tridngulo equivalente ao mesmo.
—

Para isto basta considerar a reta paralela a reta B;C;, que contém o ponto C_é
—
Esta reta interceptard a reta B;C; em um ponto, que chamaremos de C_ﬁ’ (veja figura

abaixo).

By ‘c, 7 ¢g/ g
O tridngulo AB;CYB) é equivalente ao trapézio B;C;C)B) e portanto sua 4rea é igual a
diferenga das areas dos triangulos AA;B;C; e AA;,B,C,, como queriamos mostrar.
Exercicio 3.3.5 Construir um triangulo equildtero equivalente a um triagngulo dado.
Resolucao:

Exercicio 3.3.6 Dado o tridngulo AABC, construir um tridngulo AA'B'C’, que seja
equivalente triangulo AABC, conhecendo-se dois lados do triangulo AA'B'C’.

Resolugao:

Exercicio 3.3.7 Dados uma quadrado e os comprimentos m e n de dois segmentos,
tracar por um dos vértices do quadrado, uma reta que divida a sua drea em partes
proporcionais a m e mn.

Resolucgao:

Exercicio 3.3.8 Inscrever em uma circunferéncia dada, um retadngulo equivalente a um
quadrado dado.

Resolugao:

Exercicio 3.3.9 Dado um tridngulo AABC, tracar um segmento DE, paralelo ao seg-

mento BC, de modo que a drea do tridngulo AADE seja 3 da drea do triangulo AABC.

Resolugao:

Exercicio 3.3.10 Determinar o ponto P, pertencente ao wnterior do triangulo AABC,
de modo que as dreas dos triangulos APAB, APBC e APCA sejam iguazis.

Resolucao:



3.3. EXERCICIOS 241

Exercicio 3.3.11 Denotemos por P wm ponto pertencente ao lado AB do tridngulo
AABC. Tragar pelo ponto P, duas retas, de modo que estas dividam o tridngulo AABC
em trés partes, que tenham dreas iguais.

Resolucao:

Exercicio 3.3.12 Denotemos por P um ponto pertencente ao lado AB de um quadrildtero
convero AABCD. Tracar pelo ponto P, uma reta que divida o quadrildtero em duas par-
tes equivalentes.

Resolugao:

Exercicio 3.3.13 Sejam r e s duas retas concorrentes contendo o ponto A e denotemos
por M um ponto que ndo pertence a nenhuma das duas retas acima. Encontrar um
ponto B, pertencente a reta r, e um ponto C, pertencente da reta s, de modo que o
segmento BC contenha o ponto M e a drea do tridngulo AABC seja a menor possivel.

Resolugao:
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Capitulo 4

Conceitos Basicos de Geometria
Descritiva

O objetivo destes préoximos capitulos é desenvolver aspectos bdsicos da Geometria Descritiva.
Utilizaremos a seguinte notagdo ao longo destes préximos capitulos:

Notacgao 4.0.1
1. Os pontos do espago serdao indicados por letras maiisculas: A,B,C,---.
2. As retas do espago serdo indicadas por letras minidculas: a, b,c,---

3. Os planos do espago serdao indicadas por letras gregas minusuclas: o, ,y,- -

4.1 Sistemas de Projecoes

Estudaremos dois tipos de sistemas de projegdes, a saber: o conico (utilizado em Perspectiva)
e o cilindrico (utilizado em Geometria Descritiva).

A seguir introduziremos esses dois sistemas e daremos algumas propriedades relacionadas
a cada um destes.

4.1.1 Sistema Coénico de Projecoes

Consideremos um plano « fixo no espaco, que denotaremos por plano das projecoes, e um
ponto O fixo, que ndo pertence ao plano «, que denotaremos por centro das projecoes.

Definicao 4.1.1 O ponto O e o plano « acima, definem o que chamaremos de sistema
conico de projegoes (veja a figura abaizo).

243
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Observacao 4.1.1 Dado um ponto A no espago, distinto do ponto O e ndo contido no
— —
plano «, tal que a reta OA ndo seja paralela ao plano «, entdo a reta OA interceptard

o « no ponto A’ (veja a figura abaizo).

Com isto podemos introduzir a:

—

Definicao 4.1.2 Na situacdo acima, a reta OA serd denominada reta projetante do

ponto A sobre o plano « e o ponto A’ serd dito projegao conica do ponto A sobre o
plano «.

Observacao 4.1.2 Notemos que a projecdo conica de um ponto, sobre um plano, nao
€ uma aplicac@o biunivoca (isto é, injetora) do conjunto A, formado pelos pontos do

—
espag¢o que sdo diferentes do ponto O, que ndo pertencem ao plano x, onde a reta OA
nao seja paralela ao plano «, no plano «.
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De fato, pois dado o ponto A € A, todos os pontos da reta (‘)—)A serdo levados, pela
projecdo cénica, no ponto A’, ou seja, a projecdo cénica nao é uma aplicagdo injetora.

Na figura abaizo as projeg¢des conicas dos pontos A, B e C, sobre o plano «, coinci-
dem com o ponto A'.

4.1.2 Sistema Cilindrico de Projecao

Consideremos um plano « fixo no espago € uma reta r, que néo seja paralela ao plano « (veja
a figura abaixo).

Dado um ponto A, a reta t, paralela a reta r, que contém o ponto A, interceptard o plano
« em um ponto, que denotaremos por A’ (veja a figura abaixo).
Com isto temos a

Definicao 4.1.3 O ponto A’ obtido acima, serd denominado projecgao cilindrica do ponto

A sobre o plano « (relativamente a reta r).
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A
r
t
A
\
\ \
\ \
\ \
\
\
\
\\

\

\
\

Observacao 4.1.3

1. Notemos que a projecao cilindrica de um ponto, sobre um plano, nao é uma

aplicagdo biunivoca (isto é ingetora) do conjunto B, formado pelos pontos do
espago.

De fato, pois dados pontos A € B e A’ € « como na figura acima, todos os
—

pontos da reta AA’ serdo levados, pela proje¢do cilindrica, no ponto A’, ou seja,

a projecao cilindrica, sobre o plano, nao € uma aplicacao injetora.

Na figura abaixo as projegdes cilindricas dos pontos A, B e C, sobre o plano «,
cotncidem com o ponto A’.

2. Se, na situacdo acima, a reta r € ortogonal ao plano «, diremos que a projecao
cilindrica sobre o plano o é uma projegao ortogonal sobre o plano « (relativa-
mente a reta r (veja a figura abaizo).
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A seguir exibiremos alguns resultados importantes relacionados a projecao cilindrica.

Nos resultados a seguir, consideraremos um plano « espago e uma reta r no espago fixados,
que de modo que a reta r ndo seja paralela ao plano «, fixados.

Comecaremos estudando a projegdo cilindrica de uma reta no espago, a saber:

Teorema 4.1.1

1. A projegdo cilindrica, sobre o plano « (relativamente d reta r) de uma reta t, que
€ paralela & reta r € um ponto (veja a figura abaizo).

A
t
r
A
\
\
\ \
\ \
a \ \
. \

Figura 4.1:

2. A projegdo cilindrica, sobre o plano « (relativamente d reta r) de uma reta t, que

ndo € paralela a reta r serd uma reta t’, que estard contida mo plano « (veja a
figura abaizo).

Demonstragao:

As demonstragdes destes resultados serdo deixadas como exercicio para o leitor.
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Figura 4.2:

Observacao 4.1.4
1. No item 1. do Teorema (EZIQ) acima, para obtermos o ponto que é a proje¢do

cilindrica, sobre o plano «, (relativamente d retar), da reta t, basta encontrarmos
um ponto,
(veja a Figura (E) acima).

que chamaremos de A’, que € a intersec¢do da reta t com o plano «

—
2. A reta t’ do item 2. do Teorema (EZI) acima, € a reta A’'B’, onde os pontos A’

e B’ sdo as projecées cilindricas, sobre o plano «, de dois pontos distintos, que
chamaremos de A e B, da reta t, respectivamente (veja a Figura (EZ2) acima).

Um outro resultado importante estd relacionado com as projegdes cilindricas, sobre o
plano « (relativamente a reta r), de retas paralelas no espago, a saber:

Teorema 4.1.2 Sejam t e s retas paralelas e distintas no espago.

Entao as projegdes cilindricas, sobre o plano « (relativamente a reta r), serdo de

um, e somente um, dos sequintes tipos:

1. duas retas t’ e s’ coincidentes, contidas no plano « (veja a figura (E3) abaizo),

Figura 4.3:



4.1. SISTEMAS DE PROJEGOES 249

2. duas retas t' e s’ paralelas, ndo coincidentes, contidas no plano « (veja a figura
(E3) abaizo),

Figura 4.4:

3. serdo dois pontos, que chamaremos de A’ e B/, distintos pertencentes ao plano «
(veja a figura (EH) abaizo),

ot

\ \

Figura 4.5:

Demonstragao:
As demonstragdes das propriedades acima serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

Observacao 4.1.5

1. O item 1. do Teorema (EI2) acima, ocorrerd quando o plano, que chamaremos
de B, determinado pelas retas t e s for paralelo a reta r (veja Figura (E3)).

2. Oitem 3. do Teorema (EI2) actma, ocorrerd quando as retast e s forem paralelas
a reta r (veja a Figura (EH) acima).
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Um outro resultado interessante é dado pelo:

Teorema 4.1.3 Se dois segmentos do espago sdo paralelos, mas ndo sdo paralelos a reta
T, entdo a razdo entre seus comprimentos e de suas respectivas projec¢des cilindricas
(relativamente a reta r) serdo tguais, isto €, (veja a figura (EB) abaizo).

AB A'B’
CD CC'D’’

B \

Figura 4.6:

Demonstracgao:

Consideremos primeiramente o caso em que os dois segmentos ndo estejam contidos em
uma mesma reta.

Observemos que, como os segmentos sdo AB, CD séo paralelos, do item 2. do Teorema
(1), segue que os segmentos A’B’, C'D’ também sio paralelos.

Com isto temos que os tridngulos AAB’A’ e ACD’C’ sdo semelhantes (caso AAA - verifi-
que!).

Logo, pelo Teorema de Tales, temos que lados correspondentes quardam uma mesma
proporgao, em particular,

AB’ CD’ A'B"  AB’

AB ~CD M e~ cpr (4-1)

De modo andlogo, mostra-se que os tridngulos AABB’ e ACDD’ também sdo semelhantes.
Logo, pelo Teorema de Tales, temso que lados correspondentes quardam uma mesma
proporgao, em particular,

AB CD ) AB AB’
AB/ = m, ou alnda, C_D = CD/ . (42)
De (ETD) e (E3), segue que
AB A'B’
CD (C'D”

como queriamos demonstrar.
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Deixaremos como exercicio para o leitor o caso em que os segmentos dados estdo sobre
uma mesma reta.
O
Temos também a:

Proposicao 4.1.1 Com as hipdteses do Teorema (EI3) acima, Seque que a projecdo
cilindrica (relativamente a reta r), do ponto médio, que denotaremos por M, do seg-
mento AB serd o ponto médio, que chamaremos de M’, do segmento A'B’ (veja a
figura (E20) abaizo).

Figura 4.7 A‘/M’ = BM'

Demonstracgao:

A conclusédo do resultado acima segue do fato que ABB’A’ é um trapézio, que tem como
bases os segmentos AA’ e BB/, pois a reta que contém os vértices A, A’ e e a reta que contém
os vértices B, B’, sdo retas paralelas a reta r.

Logo se o ponto M é ponto médio do segmento AB, temos que o segmento MM’ serd a
base média do trapézio ABB'A’.

Assim o ponto M’ deverd ser o ponto médio do segmento A’B’, como queriamos mostrar.

O

Observacao 4.1.6 De modo alternativo, poderiamos ter aplicado o Teorema (ET3)
acima, aos segmentos AM e MB para concluir que o ponto M’, a projecdo cilindrica
(relativamente d reta r) do ponto M, sobre o plano «, é o ponto médio do segmento
A'B’.

Um outro resultado importante é dado pelo:

Teorema 4.1.4 Uma regiao limitada F, contida num plano paralelo ao plano de projecéoes
«, terd projegdo cilindrica (relativamente d reta r) em Verdadeira Grandeza (que indi-
caremos por V.G.) com a regidgo F (veja a figura (ERB) abaizo).
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Figura 4.8: 3 || «

Demonstracgao:

A demonstracdo deste resultado tem inicio mostrando-se que a afirmacdo é verdadeira
para um poligono contido no plano (3, que € paralelo ao plano de projegdes «.

Mas se um poligono estd contido num plano {3, este é paralelo ao plano de projegdes
«, entdo a projegdo cilindrica (relativamente a reta r) deste poligono estard em Verdadeira
Grandeza (que indicaremos por V.G.) com o poligono original (veja a figura (E-9) abaixo).

Figura 4.9: B || «

Para completarmos a demonstragdo, consideramos uma regido limitada do plano 3, que
é paralelo ao plano de projegdes «, cuja fronteira seja uma curva que possa ser aproximada
por uma poligonal fechada, que formard um poligono cuja projegdo cilindricas, sobre o plano
« (relativamente a reta r), estard em V.G. com o respectivo poligono.

Deste modo pode-se mostrar, utilizando-se o processo de aproximagdo da fronteira da
regido por uma poligonal fechada, que a projegdo cilindrica (relativamente a reta r) da regido
limitada do plano [3 estard em V.G. com a mesma.

A demonstragdo no caso geral, em que a regido £ contida no plano 3 é qualquer, sera
omitida.

g
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Um outro resultado interessante é dado pelo:

Teorema 4.1.5 Qualquer regido plana contida em um plano B, que € paralelo d reta
T, tem sua projegdo cilindrica, sobre o plano « (relativamente d reta r), contida na
intersec¢do dos planos « e 3, isto €, contido em uma reta que estd contida no plano «
(veja a figura (EIO) abaizo).

anf

Figura 4.10: v ||

Demonstragao:
Este resultado é conseqiiéncia da demonstragdo do item 1. do Teorema (ET32).
Deixaremos a redagdo da mesma como exercicio para o leitor.

O

Defini¢ao 4.1.4 Na situagdo acima, a reta obtida da interseg¢do dos planos x e 3 serd
denomindada trago do plano 3 no plano «.

Para finalizar esta sub-se¢do temos o:

Teorema 4.1.6 Suponhamos que a reta r seja ortogonal ao plano x.

Consideremos duas retas t e s perpendiculares ou, mais geralmente ortogonais no
espago, de modo que a reta t seja paralela ao plano de projegbes «.

Entdo as projegdes cilindricas ortogonais, sobre o plano « (relativamente a reta r),
das retas t e s serdo perpendiculares entre si, 1sto €, as retast’ e s’ sdo perpendiculares
(veja a figura (EID) abaizo).

Demonstracgao:

A conclusdo do resultado, segue do fato que se considerarmos dois planos, que chamaremos
de 3 ey, que sdo ortogonais ao plano «, € que contém as retas t e s, respectivamente, entdo
as retas

t'=BfNa e s'=yNnu«
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Figura 4.11: v || B

serdo perpendiculares.

Deixaremos como exercicio para o leitor a demonstragdo deste fato.

Para finalizar observemos que as retas t’ e s’ sdo as projegbes cilindricas ortogonais,
sobre o plano « (relativamente a reta r), das retas t e s, respectivamente, completando a
demonstracao.

O

Observagao 4.1.7 As conclusées do Teorema (EL8) acima sé sao validas para projegides
cilindricas ortogonais, sobre o plano « (relativamente a reta r).

Dewxaremos como exercicio para o leitor encontrar exemplos de projecdes cilindricas
nao ortogonats, sobre o plano x (relattvamente d reta r), que nao satisfazem as con-
clusées do Teorema (ETH) acima.

Como conseqiiéncia do Teorema acima temos o:

Corolario 4.1.1 Sejam r uma reta ortogonal ao plano x e s e t retas no espaco.
Suponhamos que:

1. As retas s e t sdo ortogonais ou perpendiculares;

2. A reta s é paralela ou estd contida no plano x e a reta t ndo é perpendicular ao
plano «;

3. As projegbes ortogonais das retas s e t, no plano «, sdo perpendiculares.

Se valem duas das afirmagdes acima entao valerd a outra afirmacao restante.

Demonstragao:

A demonstracdo deste resulado serd deixado como exercicio para o leitor.
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Observacao 4.1.8

1. Se a projecao no plano «, nao for ortogonal ao plano «, isto €, se a reta r nao for
ortogonal ao plano «, a conclusdo do resultado acima nao serd verdadeira, como
mostra o exemplo abaizo.

Se @ entdo 9 pode ser diferente de .
B*3 2

2. Na verdade 1sto é uma consequéncia do fato que um dngulo, nao reto, sé se
projeta ortogonalmente em V.G. quando os seus dois lados sao paralelos ao plano
de projecdo « (veja a figura (E12) abaizo).

a

a,blla

Figura 4.12: v ||
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3. Jd para um dngulo reto, basta que um dos lados do angulo ser paralelo ao plano
de projecdo «, para que sua proje¢do ortogonal, no plano «, esteja em V.G. (isto
€, seja um dngulo reto - veja a figura (E13) abaizo).

blla eaﬂu

Figura 4.13: r ||

4.2 Método de Monge

Gaspar Monge (1746-1818) foi um matemadtico francés, um dos criadores da Geometria Des-
critiva e fundador da Escola Politécnica de Paris.

Como vimos nas segOes anteriores, o sistema de projegdo cilindrico, em um plano de
projegdes, nao nos fornece uma maneira biunivoca (isto é, injetora) de representarmos pontos
do espago.

O método que apresentaremos a seguir, que serd utilizado ao longo de todas estas notas,
nos fornecerd uma relagdo biunivoca (isto ¢, injetora) e sobrejetora de representarmos pontos
do espago em um sistema formado por dois planos ortogonais entre si.

O sistema que utilizaremos para projetar um ponto do espago nesses dois planos ortogonais
serad o sistema de projecdo cilindrica ortogonal em cada um dos planos ortogonais.

Definicao 4.2.1 Dados os dois planos ortogonais, chamaremos um deles de plano hori-
zontal, que serd denotado por PH, e o outro de plano vertical, que serd denotado por
PV (veja a figura abaizo).

A intersecao dos planos PH e PV serd uma reta que serd denominada de linha de ter
ra e indicada por LT (ou XY - veja figura figura abaizo).

Os planos PH e PV, dwidem o espago em quatro regides distintas e disjuntas, as
quais denominaremos de diedros , mais espectficamente, 1.°, 2.°, 3.° e 4.° diedros (veja
a figura abaizo).
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7 Observador
Plano Vertical (PV)

o ° Plano Horizontal (PH)
2. Diedro 1. Diedro

LT ou XY,

o
Diedro
3.0 Diedro 4

Denotemos por SPHA, denominado semi-plano horizontal anterior, o semi-plano
contido no plano horizontal PH que estd no 1.° (e 4.°) diedro (veja a figura abaizo).

Denotemos s por SPHP, denominado semi-plano horizontal posterior, o semi-plano
contido no plano horizontal PH que estd no 2.° (e 3.°) diedro (veja a figura abaizo).

Indicaremos por SPVS, denominado semi-plano vertical superior, ao semi-plano
contido no plano vertical PV que estd no 1.° (e 2.°) diedro (veja a figura abaizo).

Indicaremos por SPVI, denominado semi-plano vertical inferior, ao semi-plano con-
tido no plano vertical PV que estd no 3.° (e 4.°) diedro (veja a figura abaizo).

7 Observador
Plano Vertical (PV)

/|

2.° Diedro 1.° Diedro
SPVS

Plano Horizontal (PH)

LT ou XY,

SPHA

SPHP
[+

3 ° biedro 4_° Diedro
) SPVI
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Observacao 4.2.1 Nas consideragoes que serao feitas adiante vamos supor, exceto mengao
contrdria, que o observador estd situado mo 1.° diedro (veja a figura acima).
4.3 Exercicios

Fixemos um plano « e uma reta r, que ndo é paralela ao plano «, e consideremos o sistema
de projecdes cilindricas associado a estes.

Exercicio 4.3.1 Completar as frases abaizo:

1. Se uma reta t € paralela a reta r, entdo sua projegcdo cilindrica, sobre o plano «,
relativamente a reta r, serd

2. Se uma reta t € perpendicular ao plano «, entdo sua proje¢do cilindrica ortogonal,
sobre o plano «, relativamente a reta r, serd

3. Se dois segmentos de reta tém mesma direcdao e esta € diferente da direcdo da
reta v, entdo a razdo entre os seus comprimentos serd

4. Se um ponto divide um segmento numa razao dada, entdo a projegcdo cilindrica,
sobre o plano «, relativamente a reta r, deste ponto diwidird a proje¢cdo cilindrica,
sobre o plano «, relativamente a reta r, do segmento na razao.

5. Se uma regido pertence a um plano paralelo ao plano x, entdo a projegdo cilindrica,
sobre o plano «, relativamente a reta r, desta regido serd em V.G..

6. Se um ponto pertence a um plano paralelo a reta r, entdo a projecdo cilindrica,
sobre o plano «, relativamente a reta r, deste ponto pertencerd a

7. Se uma regido estd contida € ortogonal ao plano «, entdo a projegdo cilindrica da
regido, sobre o plano «, relativamente a reta r, serd uma _________ pertencente ao

8. Se a projecao ortogonal, sobre o plano «, de um segmento tem comprimento
menor que o comprimento do segmento dado, entdo o segmento ndgo é .

Exercicio 4.3.2 Encontrar a posi¢cao das regides, de modo que as projecoes ortogonais,
sobre o plano «, sejam as dadas em cada item abaizo:

1. a projecdo ortogonal de um gquadrado é um retdngulo (que ndo é um gquadrado).
2. a projecao ortogonal de um losango é um quadrado.
3. a projecao ortogonal de um pentdgono € um segmento de reta.

4. a projegdo ortogonal de um triangulo equildtero é um triGngulo isdésceles.
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Exercicio 4.3.3 Suponhamos que os planos « e 3 sao ortogonais e que a reta r ndo €
paralela aos planos « e f3.

Se duas retas tém projecoes cilindricas no plano, sobre o plano «, relativamente
a reta r, coincidentes e projegbes cilindricas mo plano 3 concorrentes que podemos
concluir a respeito das posigoes relativas das duas retas no espago?
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Capitulo 5
Estudo do Ponto - Epura de um Ponto

Comegaremos nossos estudos representando um ponto do espago pelo Método de Monge.
Ao longo deste capitulo vamos fixar dois planos ortogonais que denotaremos por PH e PV,
respectivamente (como no final do capitulo anterior).

Definicao 5.0.1 Seja A um ponto do espaco.

Projetando-se, ortogonalmente, o ponto A, no plano horizontal PH e no plano ver-
tical PV, obteremos as respectivas projegbes, que denotaremos por A; e A,.

O ponto Ay serd denominado de projecao horizontal do ponto A e o ponto A, serd

chamado de projegao vertical do ponto A (a figura abaizo ilustra o caso em que o
ponto A pertence ao 1.0 diedro).

O plano determinado pelos pontos A, A1 e A, serd denominado plano projetor do
ponto A (veja a figura abaizo).

Observemos que o plano projetor do ponto A € um plano ortogonal ao plano hori-
zontal PH e ao plano vertical PV (veja a figura abaizo).

Além disso, as intersegdes do plano projetor com os planos PH e PV sdo duas retas,

que contém os segmentos A1A, e A,A,, respectivamente, onde o ponto A, € o ponto de
intersecdo de cada uma dessas retas com a reta que é a interse¢do dos planos PH e
PV, que serd denominada linha de terra e denotada por LT (veja a figura abaizo).

1.° Diedro

Intersegao do plano projetor com PV A Plano Projetor

Cota do ponto A

LT

F ' SPHA

Intersegdo do plano projetor com PH

261
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O comprimento do segmento AA; (isto €, AA;, ou ainda, a distdncia do ponto
A ao plano PH) serd demominado cota do ponto A e o comprimento do segmento
AA; (isto é, AA,, ou ainda, a distdncia do ponto A ao plano PV) serd demominado
afastamento do ponto A (veja a figura actma).

Pelo método de Monge, um ponto A fica completamente determinado se conhecer-
mos os pontos Ay e A, (sua projecbes horizontal e vertical, ou ainda, sua cota e seu
afastamento, respectivamente).

Observacao 5.0.1

1. Observemos que, na situacdo acima, para qualquer ponto A do espac¢o, poderemos
obter suas projegées mo plano PH e no plano PV (isto é Ay e A,), e com isto
poderemos representar qualquer ponto do espago em termos de suas projegoes
ortogonais nos planos PH e PV.

Reciprocamente, se conhecemos as projegcées ortogonais de um ponto do espago
nos planos PH e PV, 1sto €, os pontos A1 e A,, respectivamente, poderemos obter
um, unico, ponto A do espago, que possua como proje¢cées horizontais e verticais
os pontos A1 e A,, respectivamente.

Para 1sto basta encontrar o ponto A que € a intersecdo das retas perpendiculares
aos planos PH e PV, que contém os pontos A; e A;, respectivamente, este serd o
ponto procurado (veja a figura abaizo).

O processo acima proposto por Monge é portanto biunivoco (isto €, injetor) e
sobrejetor.

SPVS

LT

F ! SPHA

2. Dados dois planos ortogonais, como no sistema de Monge acima, vamos deter-
manar um modo de representar um ponto do espag¢o em um unico plano, ou seja,
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desenvolveremos um método de representar um ponto do espago em um uUnico
plano.

Para 1sto consideremos, inicialmente, um ponto A do espacgo, que pertenca ao 1.°
diedro determinado pelos planos PH e PV.

Encontremos os pontos A1 e Ay, que denotam, respectivamente, as projegoes hori-
zontais e verticats do ponto A (ou seja, suas projegdes ortogonais nos planos PH
e PV, respectivamente).

Como o ponto A pertence ao 1.° diedro (relativamente aos planos PH e PV) temos
que o ponto A; pertencerd ao semi-plano SPHA e o ponto A, pertencerd ao semi-
plano SPVS (veja a figura abaizo).

1_0 Diedro

F SPHA
. . s
A seguir vamos rotocionar o plano PH de um dngulo de 3 em torno da reta LT,

no sentido hordrio.

A esse processo daremos o nome de rebater o plano PH, sobre o plano PV.

Logo a projeg¢do ortogonal do ponto A, ou seja, o ponto A, sobre o semi-plano
. . T
SPHA, efetuard uma rotagdo, no sentido hordrio, de um dngulo de 3 em torno

da reta LT e nos fornecerd um ponto, que denotaremos por A, pertencente ao
semi-plano SPVI, que continuaremos indicando por A; (veja a figura abaizo).
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Observador

1_° Diedro i

A A
2'. T !
|
SPVS \
|
|
|
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, !
|
|
N7 |
1 A1
1
|
LT . ;
| ! /
: ,
| | /
i : /
: ,
F | | /7 SPHA

Como observador estd colocado no 1.° diedro (relativamente aos planos PH e PV),
ele 1rd ver o plano PH coincidir com o plano PV e estard de frente para ambos,
ou seja, ele verd um unico plano (a saber, PH =PV - veja a figura abaizo).

PH=PV

Afastamento do ponto A

Cota do ponto A

Epura do ponto A

A esta representa¢cdo do ponto A daremos o nome de representagcao do ponto A
em épura (veja a figura acima).

3. A seguir consideraremos outras situagoes, a saber, quando o ponto A pertence aos
outros trés diedros (relativamente aos planos PH e PV).

O que faremos a segquir, é andlogo do que feito no caso do ponto A pertencer ao
1.° diedro.
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Suponhamos que o ponto A pertencga ao:

(a) 2.° diedro (relativamente aos planos PH e PV) :

Encontremos os pontos A1 e Az, projegcdes horizontais e verticais do ponto
A(ou seja, suas projegées ortogonais nos planos PH e PV, respectivamente).
Como o ponto A pertence ao 2.° diedro (relativamente aos planos PH e PV) ,
temos que a sua proje¢do ortogonal no plano PH (isto €, o ponto A;) deverd
pertencer ao semi-plano SPHP e sua outra projegcdo ortogonal mo plano PV
(isto é, o ponto A;) pertencerd ao semi-plano SPVS (veja a figura abaizo).

2,“ Diedro

SPHP LT

A seguir vamos rotocionar, no sentido hordrio, o plano PH de um dangulo de
s

5 em torno da reta LT, 1sto é, vamos rebater o plano PH sobre o plano PV.

Logo o ponto Ay (proje¢do ortogonal do ponto A sobre o plano PH), que per-

tence ao semi-plano SPHP, efetuard uma rotacgdo, no sentido hordrio, de um
T

angulo de 5 em torno da reta LT e nos fornecerd um ponto, que denotare-

mos por Ay, pertencente ao semi-plano SPVS que continuaremos indicando
por A (veja a figura abaizo).
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2_0 Diedro

SPHP LT

Como observador estd colocado mo 1.° diedro (relativamente aos planos PH
e PV) , ele verd o plano PH coincidir com o plano PV e estard de frente para

ambos, ou seja, ele verd um unico plano (a saber, PH = PV - veja a figura
abaizo).

PH=PV

>
N

A
\

\
A
Cota do ponto A ‘Afastamenlo do ponto

\

---e---e
>

P - - ————

LT

Epura do ponto A

(b) 3.° diedro (relativamente aos planos PH e PV) :

Encontremos os pontos A1 e Ay, as projegcoes horizontais e verticais do ponto
A (ou seja, suas proje¢ées ortogonais nos planos PH e PV), respectivamente.

Como o ponto A pertence ao 3.° diedro PHPV, temos que a sua proje¢ao
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ortogonal no plano PH (isto €, o ponto A;) pertencerd ao semi-plano SPHP
e sua proje¢do orotogonal no plano PV (isto €, o ponto A,) pertencerd ao
semi-plano SPVI (veja a figura abaizo).

SPHP

3.° Diedro

SPVI

A seguir vamos rotocionar, no sentido hordrio, o plano PH de um dangulo de

E;

z

em torno da reta LT, isto €, vamos rebater o plano PH sobre o plano PV.

Logo o ponto Ay (projegdo ortogonal do ponto A sobre o plano PH), que per-
tence ao semi-plano SPHP, efetuard uma rotag¢do, no sentido hordrio, de um

- T .
angulo de > em torno da reta LT e nos fornecerd um ponto, que chama-

remos de Ay, pertencente ao semi-plano SPVS, que continuaremos indicando
por A (veja a figura abaizo).

SPHP

3_° Diedro

SPVI
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Como observador estd colocado no 1.° diedro ele verd o plano PH coincidindo

com o plano PV e estard de frente para ambos, ou seja, ele verd um unico
plano (a saber, PH = PV) (figura abaizo).

PH=PV

\
\
“ Cota do ponto A
\
\
\

|
LT ®

Afastamento do ponto A

|

|

| \
Ae |

Epura do ponto A

(c) 4.° diedro (relativamente aos planos PH e PV) :

Encontremos os pontos Ay e A, suas projegcdes horizontais e verticais (ou seja,
suas projegées ortogonais do ponto A, nos planos PH e PV), respectivamente.
Como o ponto A pertence ao 4.° diedro (relativamente aos planos PH e
PV) , temos que a sua projegdo ortogonal no plano PH (isto €, o ponto A;)
pertencerd ao semi-plano SPHA e sua projeg¢do ortogonal no plano PV (isto
€, o ponto A,) pertencerd ao semi-plano SPVI (veja a figura abaizo).

SPHA

LT

4.° Diedro
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A seguar rotoctonamos, no sentido hordrio o plano PH, de um angulo de g,
em torno da reta LT, isto €, vamos rebater o plano PH sobre o plano PV.

Logo o ponto A; (a proje¢do ortogonal do ponto A sobre o plano PH), que
pertence ao segi-plcmo SPHA, efetuard uma rotagdo, no sentido hordrio, de
um angulo de E, em torno da reta LT, e nos fornecerd um ponto, que chama-
remos de Ay, pertencente ao semi-plano SPVI, que continuaremos indicando

por A; (veia a fiaura abaizo).

SPHA

AO‘ 7777777777777 T
| |
I ’\
I //\
| S
| ,
I 7 I
A, ¢ .
2@ - .
LT | A
I
| .
i —
A &--~

4.° Diedro
SPVI

Como observador estd colocado no 1.° diedro ele ird ver o plano PH coinci-
dindo com o plano PV e estard de frente para ambos, ou seja, ele verd um
inico plano (a saber, PH = PV) (figura abaizo).

PH=PV

LT

Afastamento do ponto A

Cota do ponto A A

Epura do ponto A
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Com 1sto podemos representar em épura qualquer ponto do espaco.
Observacao 5.0.2 Observemos que:

1. Se o ponto A estd mo 1.° diedro (relativamente aos planos PH e PV) entdo, para
sua representag¢do em épura, teremos que o ponto A, estard abaixo da linha de ter
ra LT e o ponto A, estard acima da linha de terra LT (vejam as figuras abaizo).

1.° Diedro

A, A
2 I -
. |
| i
! ! PH=PV
SPVS | |
I I
| 1 A,
20
: | | !
| | | \
I
= [ | ‘ |
Apg o bme e i ‘ Afastamento do ponto A
A
’ i
i
! \
LT i \
| A,
| LT LI Y
H ]
(:’ : SPHA
I
|
' Cota do ponto A
I
i
I
I
i
I
i
Ae

Epura do ponto A

2. Se o ponto A estd no 2.° diedro (relativamente aos planos PH e PV) entdo,
para sua representagdo em épura, teremos que os pontos A; e A, estardo ambos
acima da linha de terra LT (vejam as figuras abaizo).

2v° Diedro

PH=PV

: !
|

L]
I
I
|
® A |
i
I
I
I
i
I
|
I
I
I
o

‘AhﬁamemodODDMOA

v

Cota do ponto A

SPHP LT

Epura do ponto A
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3. Se o ponto A estd no 3.° diedro (relativamente aos planos PH e PV) entdo, para
sua representag¢do em épura, teremos que o ponto A; estard acima da linha de ter

ra LT e o ponto estard A, abaixo da linha de terra LT (vejam as figuras abaizo).

PH=PV

g

>
S

LT

SPHP

R e S Y )

v

SPVI

3_0 Diedro

]

Epura do ponto A

4
\
\

‘ Cota do ponto A

‘ Afastamento do ponto A
\
\

\
v

4. Finalmente, se o ponto A estd no 4.° diedro (relativamente aos planos PH e PV)
entdo, parasua representacdo em épura, teremos que os pontos A, e A, estardo

ambos abaixo da linha de terra LT (vejam as figuras abaizo).

SPHA

PH=PV

|
|
|
|
I
'
1 LT
'
|
|
|
|
T

Cota do ponto A A,

4_° Diedro

Epura do ponto A

Utilizaremos a seguinte notagdo ao longo destas notas:

Observacao 5.0.3

Afastamento do ponto A



272 CAPITULO 5. EPURA DE UM PONTO

1. Os pontos do espacgo serao indicados por letras maiusculas:

A,B,C, .

Suas projecoes serdo denotadas por:
(a) Projegdo ortogonal mo plano horizontal (isto €, no plano PH):
Ai,Bi,Cyyeee
(b) Projecao ortogonal no plano vertical (isto €, no plano PV) :
A;,By,Chyev
2. As retas do espago serdo indicadas por letras miniculas:

a,b,c, .

Suas projecdes serdo denotadas por:

z

(a) Projegdo ortogonal no plano horizontal (isto €, no plano PH):
aj,br,cryc .
(b) Projecao ortogonal no plano vertical (isto €, no plano PV):
a;,ba,coyc
3. Os planos do espago serdo indicadas por letras gregas minusculas:

“)B)Y)"'-

z

Seus tracos com os planos PH e PV (isto ¢, as intersecgées dos mesmos com os
planos PH e PV) serdo denotadas por:

(a) Trago com o plano horizontal (isto é, com o plano PH):

O‘]»B]»Y])"'

z

(b) Trago com o plano vertical (isto é, com o plano PV):
OCZ»BZ>‘Y2>"' .

4. Notemos que apds o rebatimento do plano PH sobre o plano PV (em torno da reta
LT) os pontos
Ao ) A] ) AZ
pertencerdo a uma mesma reta que serd perpendicular d reta LT (veja a figura

abaizo).
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PH=PV

10
I

Linha de

‘
1
A
0
LT .
|

Epura do ponto A

A esta reta daremos o nome de linha de chamada do ponto A e serd indicada
por LC, ou ainca, LCp, quando queremos nos referir a linha de chamada relativa
ao ponto A (veja a figura acima).

Em particular, o ponto A, serd a intersecdo da linha de chamada do ponto A com

a linha de terra LT, isto €,
A, € LCNLT.

5. Vale observar que para um ponto X ser dado ou obtido em épura € necessario e sufi-
ciente gque os pontos X; e X, (suas projegdes ortogonais nos planos PH e PV) es-
tejam em uma mesma reta perpendicular a linha de terra LT, ou seja, sobre uma
linha de chamada (veja a figura abaizo).

PH=PV PH=PV
*X, ® X,
i i

L L

|
|
.X, o X,

E um ponto do espago em épura N&o é um ponto do espago em épura

5.1 Exercicios

Nos exercicios abaixo estamos supondo que estejam fixados dois planos ortogonais no espago,que
serdo denotados por PH e PV.
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Exercicio 5.1.1 Em cada um dos itens abaizo, marcar a épura dos pontos localizados

no:

CAPITULO 5. EPURA DE UM PONTO

PH=PV

LT LT

PH=PV

PH=PV

PH=PV

No 1.° diedro No 2° diedro

No 3° diedro

No 4.° diedro

PH=PV

PH=PV

PH=PV

PH=PV

LT

LT

No SPHA No SPHP

No SPVS

No SPVI

Exercicio 5.1.2 Consideremos os sistema de coordenadas ortogonal dado abaixo.

Encontrar o sinal, positivo ou megativo, dos afastamentos e das cotas dos pontos

localizados em cada um dos itens do Exercicio anterior.

2.2 diedro

SPVS

1.2 diedro

SPHP

3.° diedro

LT

SPVI

SPHA

4.° diedro
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Exercicio 5.1.3 Suponhamos que o retdngulo A'B'C'D’, dado na figua abaizo, € a

proje¢cao ortogonal de um quadrado ABCD do espago.
Encontrar, geometricamente, o comprimento da diagonal do quadrado ABCD.

L

>

C

- — — — —/4

c

B 1
! &
/
I
I
I
I
I
I
I
&

=

Resolucgao:

Suponhamos que o retdngulo A’B’C'D’ estd contido no plano «, plano da projecdo orto-
gonal (veja a figura acima).

Sabemos, por hipétese, que os lados AB e AD do quadrado ABCD séo ortogonais, assim
como os lados A’B’ e A’D’ do retangulo A’B’C'D’ tambem s&o ortogonais.

— —

Logo as retas AB, AD serdo perpendiculares (isto é, vale (i) do Coroldrio (EZIT)) e suas
— —

projegbes ortogonais A’B’, A’'D’ também serdo perpendiculares (isto é, vale (iii) do Corolario
Entédo, do Corolario (ETT), deverd valer (ii), ou seja:

AB||A’B’ ou AD| A'D’.

Consideraremos o0 caso em que
AB || A'B’.

O outro caso é semelhante e serd deixado como exercicio para o leitor.
Como a projegdo é ortogonal e AB || A’B’, segue que (veja a figura abaixo):

A'B’ = AB.
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> q ————_______>_
.

Logo tendo-se o comprimento do lado AB do quadrado ABCD em V.G. (isto é, A'B’),
podemos obter um ponto, que chamaremos de E’, pertencente ao plano «, de modo que

(veja a figura abaixo):
A'E" LA'B" e A'E'=A'B'.

rLa

Logo o comprimento da diagonal do quadrado ABCD serd igual a A'E’ (veja a figura

acima).

Exercicio 5.1.4 Suponhamos que o losango A'B’C’'D’, dado na figua abaizo, € a projegdo
ortogonal de um quadrado ABCD do espaco.
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Encontrar, geometricamente, o comprimento de um dos lados do quadrado ABCD.

Resolucgao:

Sabemos que os segmentos AC e BD, as diagonais do losango, (veja a figura abaixo) sio
ortogonais, assim como os segmentos A’C’ e B’D’ sdo ortogonais, pois sio as digonais de um
quadrado (veja a figura abaixo).

gl
— —
Assim as retas AC, BD séo perpendiculares (isto é, vale (i) do Corolario (E1)) e suas
— —

projegbes ortogonais A’C’, B'D’ também sdo perpendiculares (isto é, vale (iii) do Corolario
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Ent&o, do Corolario (EZT), deverd valer (ii), ou seja:
AC| A’'C’ ou BD| B'D’.
Consideraremos o caso em que
AC | A7CT.

O outro caso é semelhante e serd deixado como exercicio para o leitor.
Como a projegdo é ortogonal e AC || A’C’ segue que (veja a figura acima)

A'C'=AC.

Tendo-se o comprimento da diagonal do quadrado ABCD, podemos obter o comprimento
do lado do mesmo, encontrando-se o ponto médio, que chamaremos de M, do segmento A’C’

e tragando-se uma semi-circunferéncia, que denotaremos por C, de centro no ponto M e raio
/C/

igual a

A mediatriz do segmento A’C’ encontrard a semi-circunferéncia C em um ponto, que
chamaremos de E’.

Com isto temos que o lado do quadrado ABCD terd comprimento igual a A’E’ (veja a
figura abaixo).

Exercicio 5.1.5 Representar, geometricamente na figura abaizo, os pontos A e B do
semi-plano SPHA, sabendo-se que o afastamento do ponto A € igual a 3cm, o afasta-
mento do ponto B € igual a 5cm e o comprimento do segmento AB € igual 6cm (isto
é, AB=6cm).
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SPVS

LT

SPHA
SPHP

SPVI

Exercicio 5.1.6 Representar, geometricamente na figura abaizo, um triangulo equildtero
que um tem lado de comprimento igual a S5cm, estd contido em PH, tem um wvértice

em LT e o lado oposto a este vértice € perpendicular a LT e estd situado d direita deste
vértice.

SPVS

LT

SPHA
SPHP

SPVI
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Exercicio 5.1.7 Representar, geometricamente na figura abaizo, um cubo que tem aresta
de comprimento itgual a 5cm, duas arestas em PV e as outras duas arestas em PH.

SPVS

LT
SPHA

SPHP
<]

SPVI




Capitulo 6

O Estudo da Reta - Epura de uma Reta

Neste capitulo estudaremos a representagdo de uma reta do espago em épura e algumas de
suas propriedades.

6.1 Determinacao de uma reta

Em Geometria de Posigdo dizemos que uma reta estd determinada em posicao quando os
elementos dados permitem encontrar uma unica reta que tenha os elementos dados, ou seja,
a reta existird e serd tnica com os elementos dados.

Em Geometria Descritiva dizemos que uma reta estd determinada geometricamente
quando os elementos, dados geometricamente em épura, permitem encontrar, geometrica-
mente, uma tnica reta no espago que tenha os elementos dados, ou seja, sua posigdo relativa

em épura.
Nas préximas segdes estaremos intereressado em determinar geometricamente uma reta
em épura.

6.2 Reta conhecendo-se dois pontos distintos da mesma

Sabemos que, em Geometria de Posicdo, uma reta fica determinada se forem conhecidos dois
pontos distintos da mesma.

Neste caso, em épura, serd necessdrio que tenhamos as projegdes ortogonais destes pontos
distintos no planos PH e PV.

Suponhamos que os pontos distintos A e B pertengam a reta r (veja a figura abaixo).

281
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SPVS

SPHA

SPHP r
.

SPVI

Logo podemos obter as projecdes ortogonais, que denotaremos por A;, A; e By, B, dos
pontos A e B, nos planos PH e PV, respectivamente (veja a figura abaixo).

PH

|
oA
b

LT

1"
éB

Com isto obtemos as retas, que denotaremos por r; e T3, que contém os pontos A
e By, que contém os pontos A; e B,, contidas nos planos PH e PV, respectivamente, que
serdo as projegdes ortogonais da reta r, que contém os pontos A e B, nos planos PH e PV,
respectivamente (veja a figura abaixo).
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PH

LT

PV

Rebatendo o plano PH sobre o plano PV (em torno da reta LT, no sentido horério) obtemos
a representacdo em épura da reta r (veja a figura abaxio).

PH

LT

PV
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Com isto obtemos a representacdo geométrica da reta r em épura exibida na figura abaixo:

PH=PV

Observacao 6.2.1

1. Lembremos que com a representacdo em épura da figura acima existe uma unica
reta T mo espago cuja representacdo em épura é dada por essa figura.

2. Podemos ter vdrias situacgoes interessantes, entre as quais destacamos as Sequin-
tes:

PH=PV

3. Nas figuras acima temos as sequintes situagoes:

(a) No caso da figura a esquerda, temos que os pontos A e B pertencem ao 1.°
diedro (relativamente aos planos PH e PV) .

(b) No caso da figura do centro, o ponto A pertence ao 3.° diedro (relativamente
aos planos PH e PV) e o ponto B pertence a linha de terra LT.

c) No caso da figura a direita, o ponto A pertence ao 3.° diedro (relativamente
g

aos planos PH e PV) e o ponto B pertence ao 1.° diedro (relativamente aos
planos PH e PV) .

Outros exemplos serdo considerados na prorima se¢ao.
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4. Se uma reta r intercepta o plano PH em ponto, que denotaremos por H, teremos,
nas figuras abaizo, 4 esquerda a situa¢cdo mo espag¢o e a4 direita a situacdo em
épura.

PV

LT

Logo para sabermos, em épura, se uma reta v intercepta o plano PH, basta verificar
se a reta 1;, intercepta a linha de terra LT, ou seja, se (veja figura d direita acima)

TzﬂLT#@.

Para obtermos, em épura, a projecao ortogonal do ponto H no plano PH (isto é,
o ponto H,;), basta encontrarmos a interseg¢do da reta perpendicular a LT, pelo
ponto Hy = H,, com a reta 11 (veja figura a direita acima,).

Neste caso o ponto de interse¢do da reta r com plano PH serd o ponto H = (H;, H;),

onde
H] =H e Hz = Ho .

5. Se uma reta r intercepta o plano PV em um ponto, que denotaremos por V,

teremos, nas figuras abaizro, a esquerda a situag¢do no espaco e a direita a situacdo
em épura.
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PV

LT

Logo para sabermos, em épura, se uma reta v intercepta o plano PV, basta ve-
rificarmos se a reta v, intercepta a linha de terra LT, ou seja, (aveja a figura a
direita acima) se

T NLT 7é @

Para obtermos, em épura, a proje¢do ortogonal do ponto V no plano PV (isto é, o
ponto V,), basta encontrarmos a intersegdo da reta perpendicular a LT, pelo ponto
Vi =V, com a reta 1, (veja figura a direita acima,).

Neste caso o ponto de interse¢do da reta r com plano PV serd o ponto V = (V;,V,),
onde

VzZV e V]:Vo.

Se uma reta r intercepta a linha de terra LT em um ponto, que indicaremos porV,
teremos, nas figuras abaizo, a esquerda a situag¢do no espago e a direita a situag¢ao

PH=PV

T
4

LT

7 V=V, =V, =Vt =H =H V,=V, =V =V=H=H H,=H
! o 1

PH

/ LT ry
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Logo para sabermos, em épura, se uma reta 1 intercepta a linha de terra LT,
basta verificar se as retas r1 e 13, interceptam a linha de terra LT em um mesmo
ponto,ou seja, (vejas as figuras acima)

T]ﬂT‘zﬁLT#@.

Neste caso o ponto de intersecdo da reta r com a linha de terra LT, serd o ponto
V = (V;, V,) onde (veja a figuras acima)

Vi=V,=V,=V=H=H;=H,=H,.

6.3 Exemplos Importantes de Retas - Retas Notaveis

A seguir exibiremos alguns exemplos importantes de retas no espago e suas respectivas re-
presentagdes em épura.
Tais retas serdo denominadas Retas Notaveis da Geometria Descritiva.

6.3.1 Reta Horizontal ou de Nivel

Definigao 6.3.1 Uma reta do espago serd dita reta horizontal (ou de nivel) se ela for
paralela ao plano PH, mas ndo for uma reta ortogonal ou paralela ao plano PV (veja a
figura abaizo).

LT

PV
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Observacao 6.3.1

1. Observemos que se a reta h € uma reta horizontal, entdo sua projegcao ortogonal
no plano PV serd uma reta (pois a reta h ndo € ortogonal ao plano PV) que serd
paralela d linha de terra (pois ela é paralela a PH) e sua projeg¢do ortogonal mo
plano PH ndo serd nem paralela, nem perpendicular a linha de terra (veja a figura
acima), ou seja,

hz H I_T, h] H/LT e h,] 7J/_I_T

Reciprocamente, se uma reta h € tal que sua projecdo ortogonal no plano PV é
paralela a linha de terra e sua projegcdo ortogonal no plano PH nao é nem paralela,
nem perpendicular a linha de terra entdo a reta h serd uma reta horizontal.

Com 1isto podemos concluir que:

uma reta h no espago é uma reta horizontal

se, e somente se,
hz || LT, h] H/LT e h] ,K LT.

2. Segue do item 1. acima que a representacdo, em épura, de uma reta horizontal h
serd dada pela figura abaizo e reciprocamente, uma reta no espaco que, em épura,
tem a representacdo dada pela figura abaizo serd uma reta horizontal no espacgo.

PH=PV

LT 0

>

3. Como conseqiiéncia temos:

(a) Se dois pontos, qip A B, pertencem a uma reta horizontal h, entdo o segmento
A1B; estard em V.G. com o segmento AB, ou seja,

A1B; =AB

pois AB || PH (veja a figura abaizo).
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

PH

LT

PV

Logo para conhecermos o comprimento de um segmento AB que estd contido
em uma reta horizontal, dada em épura, basta encontrarmos o comprimento

do segmento A1B;, ou seja, de sua proje¢cdo ortogonal mo plano PH (veja a
figura abaizo).

PH=PV

LT 0

AB,=AB

(b) Notemos que se denotarmos por © € R, o dngulo que a reta horizontal h
forma com o plano PV, entao este serd igual ao angulo que a sua projecao
ortogonal da reta h no plano PH forma com a linha de terra LT, isto é, que
a reta hy forma com a reta LT (veja figura abaizo).
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LT

PV

Logo para conhecermos a medida do angulo 9, que uma reta horizontal h faz
com o plano PV, basta encontrarmos dngulo que a reta hy faz com LT, ou

seja, que sua projeg¢do ortogonal no plano PH faz com a linha de terra LT
(veja a figura abaizo).

PH=PV

LT 0

(c) Se denotarmos por m, uma reta que ndo é perpendicular ao plano PH e for
ortogonal a uma reta horizontal h entdo, do Coroldrio (Z-1-1), seque que as
projecoes ortogonais das retas m e h no plano PH, serao perpendiculares, isto

z

e}
my 1 h])
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mas as proje¢coes ortogonais das retas m e h no plano PV ndo serdao, neces-
sariamente, perpendiculares (veja a figura abaizo), isto é,

mzlhz.

PV

Logo para verificarmos se uma reta m, em épura, € ortogonal a uma reta ho-
rizontal h, pelo Coroldrio (-1-1), € necessdrio e suficiente, que verifiguemos
se as retas m; e h; sdo perpendiculares (veja a figura abaizo).

PH=PV

LT
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6.3.2 Reta Frontal ou de Frente

Defini¢ao 6.3.2 Uma reta f do espago serd dita reta frontal (ou de frente) se ela for
paralela ao plano PV, mas ndo for uma reta ortogonal ou paralela ao plano PH (veja a
figura abaizo).

LT

Observacao 6.3.2

1. Observemos que se denotarmos por f € uma reta frontal, entdo sua projecdo or-
togonal no plano PH serd uma reta (pois a reta f ndo € ortogonal ao plano PH)
paralela a linha de terra (pois ela € paralela ao plano PV) e sua projegdo ortogonal
no plano PV, ndo serd enm paralela, nem perpendicular a linha de terra (veja a
figura acima), ou seja,

h] || LT, hz H/LT (< hz 7.1/_ LT.

Reciprocamente, se uma reta f do espacgo € tal que sua projegcdo ortogonal no plano
PH € paralela a linha de terra e sua proje¢cdao ortogonal no plano PV ndo € paralela
a linha de terra, entdo ela serd uma reta frontal.

Com 1isto podemos concluir que:

uma reta f no espago é uma reta frontal

se, e somente se,
h] || LT, hz H/LT e hz,l/_LT
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2. Segue do item 1. acima que a representacao, em épura, de uma reta frontal f serd

dada pela figura abaizo e reciprocamente, uma reta no espago que, em épura, tem
a representacdo dada pel~ Frrimn ~hrdma comd aina metqg frontal no espaco.

PH=PV

LT

3. Como consequéncia temos:

(a) Se denotarmos por A e B, dois pontos de uma reta fronal f, entdo o segmento
A,B, estard em V.G. com o segmento AB,ou seja,

A,B, = AB,
pois AB € paralelo PV (veja figura abaizo).

PV

PH

LT

Logo para conhecermos o comprimento de um segmento AB, que estd contido
em uma reta frontal, dada em épura, basta encontrarmos o comprimento do

segmento A,;B,, ou seja, sua projegcdo ortogonal no plano PV (veja a figura
abaizo).
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PH=PV

I
! |
LT ¢ o
Bo : : Ao
| 1
|
! I
! I
|
! |
|
o— o
B Ay

A282 =AB

(b) Notemos que dngulo © € R, que a reta frontal f forma com o plano PH, serd
igual ao dngulo que a sua projeg¢do ortogonal no plano PV, forma com a linha
de terra LT, isto €, que a reta h, forma com a reta LT (veja afigura abaizo).

LT

Logo para conhecermos a medida do angulo 0, que uma reta frontal f faz com
o plano PH, bastard encontrarmos angulo que a reta f; faz com a linha de
terra LT (veja a figura abaizo).



6.3. RETAS NOTAVEIS 295

(c) Se uma reta m (ndo perpendicular ao plano PV) for uma reta ortogonal a uma
reta frontal f entdo, pelo Coroldrio (Z-1-1), segue que as projegdes ortogonais
das retas m e f, no plano PV, serdo perpendiculares,isto é,

sz_hz,

mas as projegées ortogonais das retas m e h no plano PH ndo serdao, neces-

z

sariamente, perpendiculares (veja a figura abaizo), isto é,

TTL],Kh].

PV
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Logo para verificarmos se uma reta m, em épura, € ortogonal uma reta frontal
f, pelo Coroldrio ([-I11), € mecessdrio e suficiente, que verifiguemos se as
retas m, e h, sdo perpendiculares (veja a figura abaizo).

PH=PV

LT

6.3.3 Reta Fronto-Horizontal ou Paralela a LT

Definigao 6.3.3 Uma reta m do espago serd dita reta fronto-horizontal (ou paralela
a LT) se ela for paralela a linha de terra LT (veja a figura abaizo).

PV

LT
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Observacao 6.3.3

1. Observemos que se m € uma reta fronto-horizontal, entdo suas projecoes ortogo-
nais no plano PH e no plano PV, serdo duas retas paralelas a linha de terra LT
(veja a figura acima), ou seja,

mp,mp H LT.

Reciprocamente, se uma reta m do espacgo € tal que, suas proje¢des ortogonais no
plano PH e no plano PV sdo retas paralelas a linha de terra, entdo ela serd uma
reta fronto-horizontal.
Com 1sto podemos concluir que:
uma reta m no espaco € uma reta fronto-horizontal
se, e somente se,

my, My ‘| LT.

2. Segue do item 1. acima que, a representa¢cdo de uma reta fronto-horizontal m, em
épura, serd dada pela figura abaizo e reciprocamente, uma reta no espaco que, em
épura, tem a representa¢cdo dada pela figura abaizo serd uma reta fronto-horizontal
no espago.

PH=PV

m.

N
-- o>
N

LT

e -

m

> -

3. Se um segmento AB estd contido em wma reta fronto-horizontal m, entdo os
comprimentos das projegoes ortogonais nos planos PH e PV estardo em V.G., isto

z

ei
AiB; = AB = A;B,,

(veja a figura abaizo) pois o segmento de reta AB serd paralelo aos planos PH e
PV.
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PH=PV

BZ AZ
¢

1
|
1
I
I
I\
I
LT & Py
B 'A
i
1
|
I
|
|
I

o o

L —
B1 A1

A1B1 =AZBZ=AB

4. O angulo que uma reta fronto-horizontal m forma com o plano PH, ou com o
plano PV, serd igual a zero, pois ela € paralela a linha de terra LT, logo serd uma
reta paralela aos planos PH e PV (ver a figura da Defini¢do (E23) acima).

5. Além da situagdo da figura acima, podemos ter as sequinte situagcoes, em épura,
para uma reta fronto-horizontal m:

PH=PV

W
~

N

m

LT

- ——————-

- --—-----9 >

LT

PH=PV

A=A, B,

B

[}

My

PH=PV

LT

w
1]
@

my

®
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
B

1 Reta fronto-horizontal coincidente com LT
Reta fronto-horizontal contida no plano PV

Reta fronto-horizontal contida no plano PH

6.3.4 Reta Vertical

Definicao 6.3.4 Uma reta v do espago serd dita reta vertical se ela for perpendicular
ao plano PH (veja a figura abaizo).

Observacao 6.3.4

1. Observemos que se v denota uma reta vertical, entdo sua projegdo ortogonal no

plano PH serd um ponto, que indicaremos por H e, no plano PV, serd uma reta
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PV

B e B LT ® H=H =A =Y,

PH

LT

perpendicular a linha de terra LT (veja a figura acima), ou seja,

vi={H e v, LLT.

Reciprocamente, se uma reta v do espaco € tal, suas projecées ortogonais no plano
PH € um ponto e, no plano PV, € uma reta perpendicular a linha de terra LT, entdo
ela serd uma reta vertical.

Com 1sto podemos concluir que:

uma reta v no espaco é uma reta vertical
se, e somente se,
Vi = {H} e vy L LT.

2. Se um segmento AB estd contido em uma reta vertical v, entdo o comprimento
de sua projecdo ortogonal no plano PV estard em V.G., isto €,

AB = A,B,,

pois v L PH (veja afigura abaizo).
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PV

PH

A,B,=AB

3. Notemos que o angulo que uma reta vertical v forma com o plano PH, serd igual
ao dngulo que a projegdo ortogonal no plano PV da retav (isto é, que a retav,) faz

com o a linha de terra LT, ou seja, ; (veja a figura da Defini¢do (E24) acima).

De modo andlogo, o angulo que uma reta vertical v forma com o plano PV, serd
1gual zero, pois ela é perpendicular ao plano PH, logo serd uma reta paralela a PV
(veja figura da Defini¢do (EZ4) acima).

4. Das observacgcdes acima seque que, uma reta vertical v, em épura, pode ser re-
presentada na figura abaizo e, reciprocamente, uma reta no espago que tem sua
representacdo em épura dada pela figura abaizo, serd um reta vertical.

PH=PV A,

V2

LT 2




6.3. RETAS NOTAVEIS 301

6.3.5 Reta de Topo

Definicao 6.3.5 Uma reta t do espago serd dita reta de topo se ela for perpendicular
ao plano PV (veja a figura abaizo).

PV

-4

PH

LT

Observacao 6.3.5

1. Observemos que se t denota uma reta de topo, entdo sua projegcdo ortogonal no
plano PV serd um ponto, que indicaremos por V e, no plano PH, serd uma reta
perpendicular a linha de terra LT (veja a figura acima), ou seja,

va={V} e v LLT.

Reciprocamente, se uma reta t € tal qua, suas proje¢cées ortogonais no plano PV
é um ponto e, no plano PH, é uma reta perpendicular a linha de terra LT, entdo
ela serd uma reta de topo.

Com 1sto podemos concluir que:

uma reta t no espago € uma reta de topo

se, e somente se,
v, ={V} e vy LILT.

2. Se um segmento AB estd contido em uma reta de topo t, entdo o comprimento da
sua projec¢ao ortogonal no plano PH estard em V.G., isto €,

AB = A;B;

pois t L PV (veja a figura abaizo).
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PV

V=V2=A2=Bz=t2

-~y
-4

PH

LT

A1B1 =AB

3. Notemos que angulo que uma reta de topo t forma com o plano PV serd igual ao
dngulo que a proje¢do ortogonal no plano PH da reta t (isto é, que a reta t;) faz

com o a linha de terra LT, ou seja, g (veja a figura da Defini¢do (E23) acima).

De modo andlogo, o angulo que uma reta de topo t forma com o plano PH, serd
1gual a zero, pois ela é perpendicular ao plano PV, logo serd uma reta paralela a
PH (veja a figura da Defini¢do (E3H) acima).

4. Das observagbes acima segue que uma reta de topo t, em épura, pode ser re-
presentada pela figura abaizo e reciprocamente uma reta no espago que tem sua
representacao em épura dada pela figura abaizo serd um reta de topo.

PH=PV

LT _

® A
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6.3.6 Reta de Perfil

Definig¢ao 6.3.6 Uma reta p do espago serd dita reta de perfil se ela for ortogonal a
linha de terra LT (veja a figura abaizo).

PV

P2

Pq

PH

Observacao 6.3.6

1. Observemos que se p denota uma reta de perfil, entdo suas projeg¢bes ortogonal
no plano PV e no plano PV, serdo retas perpendiculares a linha de terra LT, ou
seja, (veja a figura actma)

Pi1,P2 L LT.

Reciprocamente, se uma reta p € tal que, suas projegdes ortogonais suas projegées
ortogonal no plano PV e no plano PV, sao retas perpendiculares a linha de terra
LT entdo ela serd uma reta de perfil.

Com 1sto podemos concluir que:

uma reta p no espago € uma reta de perfil
se, e somente se,
P1 =7P2 1 LT.

2. Se um segmento AB estd contido em uma reta de perfil p, entdo o comprimento
do rebatimento deste segmento, que estd contido no plano y, que contém a reta p
e é perpendicular ao plano PH, estard em V.G. no plano PV, ou seja,

AB = AB,

onde os pontos A e B sdo dados pela figura abaizo.
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9 S
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I . |
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Y

LT

3. Observemos que o plano v, dado pelo item 2. acima, serd ortogonal ao plano
PV (e ao ao plano PH), asstm o que fizemos no item 2. acima, foi rotacionar o

_ , T .

segmento AB (ou ainda, o plano y) de um dngulo 5 relatiwvamente ao plano v,
em torno da reta p, (que € a projegcdo ortogonal da reta p no plano PV).

O ponto A (respectivamente, o ponto B) obtido como no item 2. acima, serd deno-

minado rebatimento do ponto A (ou do ponto B, respectivamente) no plano
PV.

4. Notemos que o dngulo que uma reta de perfil p forma com o plano PH, serd igual
ao dngulo que a reta P (que contém os pontos A e B, isto é do rebatimento da
reta p em PV) faz com a linha de terra LT (veja a figura abaizo).

De modo andlogo, o angulo que uma reta de perfil p forma com o plano PV € igual
ao dngulo que a reta p faz com a reta p, (veja a figura abaizo).
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P2

V=V,

LT

305

5. Das observagbes acima segque que, uma reta de perfil p, em épura, pode ser repre-

sentada por:

LT

PH=PV

6. Observemos que uma reta de perfil p, terd sua épura bem determinada, a saber, as
reta p1 e p2 deverdo ser perpendiculares da linha de terra LT (veja a figura acima,).

Porém se sabemos que as projecées ortogonais pi e p, de uma reta p do espago sao
perpendiculares a linha de terra, isto nao determinard uma tnica reta de perfil p!

Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

6.3.7 Reta Qualquer

Definigao 6.3.7 Uma reta q do espago serd dita reta qualquer se ela ndo for uma reta
paralela, nem for uma reta ortogonal aos planos PH e PV e também nao € uma reta

ortogonal a linha de terra LT (veja a figura abaizo).
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PV

2
\ B V=V,

PH

LT

Observacao 6.3.7 Logo se encontrarmos dois pontos, que indicaremos por H e V, que

uma reta qualquer d, intercepta os planos PH e PV, respectivamente (veja a figura
acima) entdo, em épura, teremos:

LT

Reciprocamente, se conhecermos os pontos H e V, em épura, como na figura acima,
entdo podemos concluir que a reta q é uma reta qualquer.
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6.4 Pertinéncia de um Ponto a uma Reta

O objetivo do que vird a seguir é estudar questdes geométricas do ponto de vista das épuras
dos elementos envolvidos.

Observacao 6.4.1

1. Nosso primeiro problema serd dado, em épura, um ponto X e uma reta v do
espacgo, decidir se o ponto X pertence ou ndo a reta r, ou seja, dadas as projecoes
ortogonais do ponto X (isto é, X; € PH e X, € PV) e da reta r (isto é, 1 C PH
e 12 C PV) decidir se o ponto X pertence ou mao a reta v, do ponto de vista, das
épuras envolvidas.

2. Observemos que se um ponto X, pertence a uma reta r, entdo suas projegées
ortogonais nos planos PH e PV, devem pertecer as respectivas projegcées ortogonais
da reta r sobre os planos PH e PV, ou seja,

Xer, entdo, X5€m e X €. (6.1)

Além disso, os pontos X1, X; deverdo pertencer a uma mesma linha de chamada
(para que definam um ponto do espago).

As figuras abaizo tlustram a situagdo:

PV

PH

LT
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Logo, em épura, teremos:

LT

Xer = X €1, g X,€1,

3. Eziste um caso, em que a reciproca da afirma¢do (EJ) actma nao é vilida, a
saber, o caso em que a reta r é uma reta de perfil.

Neste caso, pode ocorrer de

Xier, X en mas X&r.

A figura abaizo ilustra a situagdo:

PV

PH

LT

X{€r1, %,€15 mas X¢r
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Neste caso, em épura teremos:

PH=PV

LT

Ou seja, neste caso, so estudando as épuras do ponto X e da reta r nao consegui-
remos saber se o ponto X pertencerd ou mdo a reta .

Para esta situagdo, (isto €, para sabermos se um ponto X pertencerd ou ndo a uma
reta r que € uma reta de perfil) precisaremos estudar os rebatimentos do ponto X

e da reta T, no plano PV (veja a figura abaizo).

PV

PH

LT




310 CAPITULO 6. EPURA DE UMA RETA

Neste caso, em épura, teremos:

PH=PV

LT

Xer & Xer

Logo, para o caso de uma reta perfil r, um ponto X do espago pertencerd a mesma
se, e somente se,
X1 Em s X2 €em

e o rebatimento do ponto X no plano PV (ou seja, Y) pertenga ao rebatimento da

reta r mo plano PV (isto €, T), ou seja:

Xer se, esomente, se Xier;, X €T e XeT.

Consideremos os exercicios resolvidos:

z

Exercicio 6.4.1 Obter, geometricamente, os tragos (isto €, a intersegdo) da reta r com
os planos PH e PV, nos seguintes casos:

PH=PVY PH=PV

1772 PH=PV

LT LT

LT
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7 PH=PV
. PH=PV PH=PV 2

LT .

LT LT

Resolucgao:
No caso 1.¢ figura, temos que a reta r é uma reta qualquer e assim para encontrarmos seu

trago com o plano PH, comegaremos por encontrar o ponto de intersegdo da reta r, com a
linha de terra LT, que chamaremos de H,.

Depois, notamos que a reta perpendicular & LT, que contém o ponto H;, encontrard a reta
T1 em um ponto, que chamaremos de H;.

Logo, o trago da reta r com plano PH serd o ponto (veja a figura abaixo)

H=(H;,H,).

PH=PV

LT

Para encontrarmos seu trago da reta r, com o plano PV, comegaremos por encontrar o
ponto de interse¢do da reta r; com a linha de terra LT, que chamaremos de V.

Com isto, notamos que a reta perpendicular a reta LT, contendo o ponto V;, encontrara
a reta r, em um ponto, que denotaremos por V,.

Logo, o trago da reta r, com plano PV, serd o ponto (veja a figura abaixo)

V=(Vi,Va).
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PH=PV

LT

Na 2.¢ figura, temos que a reta r tembém é uma reta qualquer, que intercepta a linha de
terra LT, pois as retas 1 e 1, interceptam LT em um mesmo ponto.
Assim para encontrarmos o trago da reta r, com o plano PH e com o plano PV, basta
encontrarmos o ponto de intersecdo da reta r;, ou da reta r;, com a linha de terra LT.
Logo, o trago da reta r, com plano PH e com o plano PV, serd o ponto (veja a figura
abaixo)
H=H,=H,=V; =V, =V, ouseja, H=V.

PH=PV

r,=r,

H =H,=V, =V,
LT

Na 3.¢ figura, temos que a reta r é uma reta frontal, e assim, a reta r ndo intercepta o
plano PV, pois ela é paralela ao plano PV e, no caso, ndo estd contida no mesmo.

Por outro lado, para encontrarmos o trago da reta r, com plano PH, basta encontrarmos
um ponto, que chamaremos de H,, onde a reta r; interceptara com a reta LT e encontrarmos
o ponto, que denotaremos por H;, de interse¢éo da reta perpendicular & reta LT, que contém
o ponto Hy, com a reta vy (veja a figura abaixo).

Com isto o traco da reta r, com o plano PH serd o ponto

H=(H;,H,).
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PH=PV

]

LT

T®---------I

N

N 4.¢ figura, temos que a reta r é uma reta vertical, e assim, a reta r ndo intercepta o
plano PV, pois ela é perpendicular ao plano PH, logo serd paralela ao plano PV e, no caso,

ndo estd contida no mesmo.
Por outro lado, para encontrarmos o trago da reta r, com plano PH, basta encontrarmos

o ponto, que denotaremos por H;, onde a reta r; interceptard o plano PH, ou seja, (veja a
figura abaixo)
H; =17, e assim teremos H =H;.
Com isto o trago da reta r, com o plano PH, serd o ponto H = H;.

Em particular, teremos
H, er,NLT.

PH=PV

® H=H, =r,

LT

Na 5.¢ figura, temos que a reta r é uma reta qualquer, que intercepta a linha de terra LT,

pois as retas r; e 1, interceptam LT em um mesmo ponto.
Assim para encontrarmos o trago da reta r, com o plano PH e com PV, bastard encon-

trarmos o ponto de intersecdo da reta T2, ou da reta r;, com a linha de terra LT.
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Logo, o trago da reta r com plano PH e com o plano PV, serd o ponto (veja a figura

abaixo)
H=H=H,=V;=V, =V, ouseja, H=V.

PH=PV

LT

Na 6.¢ figura temos que a reta r é uma reta de perfil.

Logo, para encontrarmos os pontos em que a mesma intercepta os planos PH e PV, preci-
saremos, antes de mais nada, encontrar o rebatimento, que denotaremos por 7, da reta r no
plano PV (veja a figura abaixo).

A intersecdo da reta T com a reta 1, nos fornecerd o trago da reta r com plano PV, ou
seja, V = V; serd o ponto de intersecdo da reta r, com a linha de terra LT e V; € LT N1
(veja a figura abaixo).

Denotemos por H, o ponto de intersecio da reta T com a linha de terra LT (veja a figura
abaixo).

O ponto H = H;, pertencente a reta 11, cujo rebatimento é o ponto H, ser4 o trago da reta
T com o plano PH e o ponto H; estard na intersecdo da reta r; com a linha de terra LT, em
particular, teremos V; = H, (veja a figura abaixo).

PH=PV

Il

T Y 271
|
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Exercicio 6.4.2 Cada uma das figuras abaizo nos fornece uma reta r, em épura, e a
proje¢do ortogonal no plano PH (ou seja P1) de um ponto P, que pertence a reta r.

Obter, geometricamente, a projeg¢do ortogonal mo plano PV (ou seja, P,) do ponto
P, em cada um dos itens abaizo.

PH=PV

P
1
/ A

Resolugao:

Para a figura a esquerda, a reta r € uma reta qualquer.

Neste caso basta encontrarmos o ponto P, obtido da interse¢do da reta perpendicular a
linha de terra LT, que contém o ponto P;, com a reta r, (veja a figura abaixo).

PH=PV

Para a figura a direita, a reta r é uma reta de perfil.
Neste caso, precisamos fazer o rebatimanto da reta r; (isto €, dos pontos A; e B;) no plano

PV (veja a figura abaixo).
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PH=PV

Assim o ponto
P =(P;,P,), pertencerd areta r se, e somente se, P €T.

Para encontrar o ponto P, basta determinarmos a intersegéo da reta perpendicular a linha
de terra LT, que contém o ponto P,, com a reta T (veja a figura abaixo).

PH=PV

Deste modo a projegdo ortogonal P, do ponto P € 7, no plano PV, serd obtida da intersecao
da reta perpendicular a reta 72, que contém o ponto P, com a reta 12 (veja a figura abaixo).

6.5 Posicao Relativa de Duas Retas

Observacao 6.5.1

1. Observemos que se um ponto X pertence a uma reta v e a uma reta s, entdo
as projegdes ortogonais do ponto X, mos planos PH e PV (isto é, X; € PH e
X, € PV) devem pertencer as correspondentes projegées ortogonais das retas r e
s, nos planos PH e PV (isto €, v1,s1 C PH e 5,5, C PV), ou seja:

XernsS, entdo Xierns; e X, Er,Ns;. (6.2)

2. Se as retas r e s nao sdo retas de perfil, a reciproca de (E3) é vdlida.
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PH=PV.

3. Se uma das retas for uma reta de perfil, poderemos ter uma situag¢do do tipo da
Observagao (Z-1) item 3. e assim nao determinariamos se as retas sGo ou nao
concorrentes.

Deizaremos como ezercicio para o leitor, encontrar duas retas r e s, sendo uma
delas uma reta de perfil, que nao sao concorrentes mas

Xierinsy, para i€{1,2}.

Com isto temos as seguintes situagdes para as posigdes relativas de duas retas dadas em
épura:

6.5.1 Retas Concorrentes

Lembremos que:

Definicao 6.5.1 Duas retas r e s sao concorrentes se elas possuem um unico ponto X

na intersecao das memas.

Observacao 6.5.2 Suponhamos que as retas r e s sdo dadas em épura.
Podemos ter as sequintes situagoes:

1. Uma situagdo em que as retas r e s sdo retas quaisquer, teriamos a segquinte

situagcdo geométrica:

Neste caso temos (veja a figura abaizo):

XernS se, e somente se, X;€riNs; e XyE€rNs;. (6.3)
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PH=PV

2. Se as retas e s estdo contidas num plano ortogonal ao plano PH entdo vale (E33).

Observemos que neste caso as projecoes ortogonais das retas r e s, no plano PH,
serdo coincidentes, isto €, 1 = s; (veja a figura abaizo).

LT

PH=PV

3. Se a reta r € uma reta qualquer e a reta s € uma reta vertical, entdo valerd (E3)

(veja a figura abaizo).

LT

PH=PV
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4. Se a reta s € uma reta qualquer e a retar € uma reta de perfil, teremos a sequinte
situacdo geométrica:

PH=PV

LT

HernPH ¢
VernPV

Logo, neste caso,

rNs={X] se, e somentese, X;er;Ns;, Xs€mNs, e XET.

5. Conclusao: se as retas r e s nao sao retas de perfil, entdo
rNs ={X}
se, e somente se, existem Unicos pontos
X1 ErinNs e XzETzﬂSz,
que pertencem a uma mesma linha de chamada.

6. Se somente uma das retas for uma reta de perfil, temos uma caracterizacao se-
melhante a dada pelo item 4. acima.

7. Se as duas retas sdo retas de perfil, teremos que fazer uma andlise semelhante a
que foi feita no item 4. acima, as quais deixaremos como exercicio para o leitor,
ou seja, precisaremos estudar o comportamento dos seus rebatimentos no plano
PV.

6.5.2 Retas Paralelas

Lembremos que:

Definicao 6.5.2 Duas retas r e s sao paralelas se elas tém a mesma direcGo e nao
possuem nenhum ponto em comum.
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Observacao 6.5.3

1. Se as retas r e s sao dadas em épura entdo, em geral, temos que se elas sao
paralelas entdo uma das situagoes abairo poderd ocorrer:

(a) 1| s1 e 12l s2 (veja a figura abaizo);

BN

PH=PV

LT

(b) m=s1 e 1] s; (veja a figura abaizo);

PH=PV

LT
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(c) 11| s1 e 12=s; (veja figura abaizo);

PH=PV

2 72

LT

S1

(d) v1 ] s1, m={X} e s,={Y2} (veja a figura abaizo).

PH=PV

B e ]
o

LT

(e) i ={Xi}, s1={M1} e 12 s: (veja a figura abaizo).

PH=PV

LT
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Com 1sto podemos concluir que se as retas r e s sao paralelas, entdo deveremos ter
que as projegbes ortogonais de mesmo indice (istoé, nos planos PH e PV) deverdo

ser paralelas, coincidentes ou pontuais.

Se as retas r e s nao sao retas de perfil valerd a reciproca, isto €,

T|s se esomentese, Ti|s; e 12 s2,
onde, no lado direito, podem ocorrer situagdes do tipo

T = 8§ ou T)=S).

4. Nao wvale a reciproca desse resultado para retas de perfil!

Dewzaremos a cargo do leitor encontrar um exemplo com retas de perfil, que te-
nham as propriedades actma (isto é, v1 || s1 e 12 || s2) mas nao sdo retas paralelas.

Observemos que se uma reta r € uma reta de perfil e a reta s € paralela a reta 1,
entdo a reta s devera ser uma reta de perfil.

Dewzaremos a cargo do leitor a prova desta propriedade.

Do item 4. acima, se as retas r e s sao retas de perfil, entao

T s se e somentese, TIS.

Para vermos que isto é realmente verdade, basta olharmos os rebatimentos das
retas r e s no plano PV, isto €, as retas T e s (veja a figura abaizo).

PH=PV
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6.5.3 Retas Reversas

Lembremos que:

Definicao 6.5.3 Duas retas r e s sGo ditas reversas se elas ndo tém a mesma dire¢ao
e ndo possuem nenhum ponto em comum.

Observacao 6.5.4

1. Se as retas r e s sao dadas em épura entdo, em geral, temos que se elas sdo
reversas entdo uma das situag¢oes abaizo poderd ocorrer:

(a) mNsi={Xi}ers | sy 12#s2 ou 11| s, 11 #s eraNsy ={Xz} (veja a
figura abaizo) .

PH=PV

LT

(b) i Nsy ={X3}, 12Ns2 ={Xa} e X1,X; ndo estdo na mesma linha de chamada
(veja a figura abaizo).

PH=PV

2. No item (b) actma, temos que

0=0 se, e somente se, as retasr e s sao concorrentes.
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6.6 Tracos de Retas nos Planos de Projecao PH e PV

Definicao 6.6.1 As intersecées de uma reta r com os planos de projecao PH ou PV,
serGo denominados de tracgos da reta r (caso existam), isto é, sdo os pontos, que

wndicaremos por H e V, onde a reta r interceptard os planos PH e PV (vejam as figuras
abaizo).

PV

PH=PV

LT

PH

LT

Observacao 6.6.1 Em geral temos a sequinte situagdo:

Se o ponto, que indicaremos por H, estd no trago da reta r com o plano PH, entao
a projecdo ortogonal, que indicaremos por H;, do ponto H, no plano PH, tem que
pertencer a proje¢do ortogonal, que chamaremos de 11, da reta v, no plano PH,

Além disso, a projecdo ortogonal, que indicaremos por Hp, do ponto H, no plano
PV, deverd pertencer a interse¢do da projecdo ortogonal, que chamaremos de 12, da
reta v, no plano PV, com linha de terra LT (veja a figura acima).

Além disso, os pontos H; e H, devardo estar na mesma linha de chamada LC.

De modo semelhante, se o ponto, que indicaremos por V, estd no tra¢o da reta r,
com o plano PV entdo a projecdo ortogonal, que indicaremos por V,, do ponto V, no
plano PV, tem que pertencer a projegdo ortogonal, que chamaremos de 1, da reta T,
no plano PV, e a projegao ortogonal Vi, do ponto V, no plano PH, deverd pertencer a
intersecdo da projegdo, que indicaremos por 11, da reta r, no plano PH, com linha de
terra LT (veja a figura acima).

Além disso, os pontos Vi e V, devardo estar na mesma linha de chamada LC.

Temos os seguintes exercicios resolvidos:

Exercicio 6.6.1 Dadas, em épura, as projegées ortogonais, que indicaremos por T1 €
T2, da reta r, nos planos PH e PV, respectivamente, determinar, geometricamente, os
tracos da reta r com os planos PH e PV nos sequinte casos:
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PH=PV PH=PV

PH=PV PH=PV

PH=PV PH=PV

LT

Resolugao:
Na 1.a linha a esquerda, basta encontrar o ponto

{Hz} =T N LT

e por este ponto, tracar uma reta perpendicular a reta LT, que encontrard a reta 1, no ponto
H;, e assim, obtemos o ponto H, o trago da reta r com o plano PH (veja a figura abaixo).
Para encontrar o trago da reta r com o plano PV, encontremos o ponto

{V]} =1N LT
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e por este tracemos a reta perpendicular & reta LT, que encontrard a reta v, no ponto V3, e
assim, obtemos o ponto V, o trago da reta r com o plano PV (veja a figura abaixo).

PH=PV

LT

Na 1.a linha a direita, temos que a reta r é concorrente com a linha de terra LT.
Logo basta encontrar o ponto de intersecdo da reta r com a linha de terra LT, que este
serd o trago da reta r com os planos PH e PV (veja a figura abaixo), isto é,

{H=H, =H2}=T1ﬂLT=T2ﬁLT={V1 :sz\/}.

PH=PV

H=H =H,=Vv=V, =V,
LT
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Na 2.a linha a esquerda, temos que a reta r é paralela, ndo contida, ao plano PV, pois
T || LT, ou seja, é uma reta frontal.

Logo, o trago da reta r com o plano PV é o conjunto vazio.

Para encontrar trago da reta r, com o plano PH, basta determinarmos o ponto, que
indicaremos por H,, de intersegdo da reta r;, com a linha de terra LT e tragarmos por este,
uma reta perpendicular a linha de terra LT, que interceptard a reta r;, no ponto Hj, e assim,
obtemos o ponto H, o trago da reta r com o plano PH (veja a figura abaixo).

PH=PV

- - ———————— ¢

LT

Na 2.a linha a direita, temos que a reta r é perpendicular ao plano PH, pois ry = {H;} e
T, L LT, ou seja, é uma reta vertical.

Logo, o trago da r com o plano PV serd o conjunto vazio.

Por outro lado, a projecdo ortogonal do trago da reta r, com o plano PH, serd igual a
{Hi}=m.

Tragando-se, por este ponto, uma reta perpendicular a linha de terra LT (que é a reta ;)
obteremos, na interse¢do com a linha de terra LT, o ponto H,, e assim, o ponto H, o trago da
reta r com o plano PH (veja a figura abaixo).

PH=PV




328 CAPITULO 6. EPURA DE UMA RETA

Na 3.a linha a esquerda, temos que a reta r é concorrente com a linha de terra LT.
Neste caso, basta encontrarmos o ponto de intersecdo da reta r com a linha de terra LT
que este serd o trago da reta r com os planos PH e PV (veja a figura abaixo), isto é,

{H:H1 :Hz}:ﬁmLT:T‘zﬂLT:{V]:VZZV}.

PH=PV

H=H, =H,=V, =V,F

<

LT

Na 3.a linha a direita, temos que a reta r é uma reta de perfil, logo precisamos estudar
seu rebatimento T no plano PV (veja a figura abaixo).

PH=PV

LT

~9 A,

A intersegdo da reta T com a reta 1, nos fornece o ponto V;, a saber, a projecdo ortogonal,
no plano PV, do ponto V, ou seja, do trago da reta r com o plano PV.
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A intersecdo da reta perpendicular a linha de terra LT, contendso o ponto V, (isto é, a
reta 1), com a linha de terra LT, nos fornece o ponto Vj, a saber, a projecdo ortogonal do
ponto V no plano PH.

Com isto obtemos o trago da reta r com o plano PV, isto é, o ponto V = (V;,V;) (veja a
figura abaixo).

*Vy  PH=PV

LT

Para encontrarmos o trago da reta r com o plano PH, comegamos localizando o ponto H,
de intersegdo da reta T (rebatimento da reta r no plano PV) com a linha de terra LT.

Encontramos o ponto H; € 1y, de tal modo que seu rebatimento no plano PV, seja o ponto
H.

Para finalizarmos, a interse¢do da reta perpendicular a linha de terra LT, contendo o ponto
H,; (isto é, a reta 1), com a linha de terra LT nos fornece o ponto H,, a saber, a projegéo
ortogonal do ponto H, no plano PV.

Assim obteremos os tragos da r com os planos PV e PH, isto é, (veja a figura abaixo)

V=(V;,V,) e H=(H;,Hy).

6.7 Exercicios

Exercicio 6.7.1 Em cada um dos itens abaizo,
(a) dizer se as retas T e s, dadas em épura, sdo paralelas, concorrentes ou reversas.

(b) encontrar seus tragos das retas v e s, com os planos PH, PV e a interse¢cdo com
LT.
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PH=PV
2752 PH=PV|

PH=PV PH=PV

D,

c,

c.

Exercicio 6.7.2 Determine os tragos, nos planos PH, PV e a intersecao com a reta LT,
de cada uma das retas notdveis.

Exercicio 6.7.3 Verifiqgue, em cada um dos itens abaizo, se o ponto P = (P;,P,), per-
tence a reta de perfil v, dados em épura por:

PH=PV| PH=PV|
PH=PV|

LT LT

LT
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Exercicio 6.7.4 Representar um triangulo AABC sabendo-se que:

1. o vértice A tem suas projecbes ortogonais pertencentes ao 1.0 diedro ( (relativa-
mente aos planos PH e PV) );

2. o vértice C pertence ao plano PV e estd a direita do ponto A,

— . . .,
3. o0 lado AC estd contido em uma reta horizontal, que faz dngulo de medida c com
o plano PV,

4. o0 lado AB estd contido em uma reta frontal e tem 3cm de comprimento;

5. o vértice B pertence ao plano PH e estd a esquerda do ponto A.

Exercicio 6.7.5 Em cada um dos casos abaizo, obter, em épura, a reta s que € stmétrica
da reta r, em relagdo a reta frontal f, dadas em épura.

PH=PV PH=PV

Exercicio 6.7.6 Obter, em épura, a reta perpendicular comum das duas retas reversas r
e s, dadas em épura abaizo e a distancia, em V.G., entre as retas r e s.

PH=PV

- — ————_
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Exercicio 6.7.7 Dados, em épura, o ponto P = (P;,P,) e a reta r = (r1,71;2), encontrar,
geometricamente, a reta t = (t,t;), que contém o ponto P e € perpendicular a reta 1,
em cada uma das figuras abaizo.

PH=PV PH=PV

LT LT

»
i ]

PH=PV

—
Exercicio 6.7.8 Dados, em épura, o ponto P = (P;,P,) e uma reta de perfil AB, obter
—
uma reta t, que contenha o ponto P e seja paralela a reta AB, em cada um dos casos
abaizo:

PH=PV

PH=PV
B2
AZ

LT

By
B,

— —
Exercicio 6.7.9 Verificar se as retas de perfiil AB e CD, dadas em épura, sdo coinci-

dentes, paralelas, concorrentes ou reversas, nos sequintes casos:
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LT

PH=PV

LT

PH=PV

333
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Capitulo 7

Estudo do Plano - Epura de um Plano

7.1 Descricao de um Plano

Observacao 7.1.1 Em Geometria de Posi¢cao, existem quatro modos diferentes de ca-
racterizarmos, geometricamente, um plano, a saber, um plano pode ser dado por:

1. trés pontos distintos ndo colineares (veja a figura abaizo),

2. uma reta e um ponto ndo pertence d esta reta (veja a figura abaizo),

3. duas retas paralelas e distintas (veja a figura abaizo),

335
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4. duas retas concorrentes (veja a figura abaizo).

Observemos que sabemos representar cada uma das situagdes acima, em épura,
e com isto podermos estudar planos, dados em épura, em cada uma das situagoes
apresentadas acima.

7.2 Planos Bissetores

Definicao 7.2.1 Em Geometria de Posi¢cdo, um plano serd dito plano bissetor se ele
divide um diedro D (relativamente aos planos PH e PV) , em dots outros subdiedros
de modo que, as distancias de cada ponto desse plano aos planos PH e PV sejam iguais
(veja a figura abaizo).

Plano bissetor de d e B

Figura 7.1: Plano bissetor
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Observacao 7.2.1
1. Lembremos que um diedro € caracterizado por dois semi-planos cuja intersecao €
uma reta.

Na figura (1) acima, os planos « e B se interceptam segundo a reta
i=anfp

e o plano m representa o plano bissetor de um dos diedros determinados pelos
planos x e B (veja a figura (CT) acima).

Vale observar que o angulo que o plano 1 faz com o plano « e com o plano  sdo
1guais (na figura (1) acima, sua medida €Y).

2. Na Geometria Descritiva um plano bissetor serd um plano que contém a linha de

terra LT e forma dangulo de medida g com os planos PH e PV.

3. Logo para cada diedro fizado (relativamente aos planos PH e PV) , existem,
exatamente, dois planos bissetores que serdao denominados Primeiro Bissetor e
Segun- do Bissetor, que podem ser caracterizados por:

(a) 1.° Bissetor: é o plano que contém a linha de terra LT e forma dngulo de
5 com os planos PH e PV e estd contido no 1.° e 3.° Diedros (veja a figura
abaizo - vista frontal).

(b) 2.° Bissetor: é o plano que contém a linha de terra LT e forma dngulo de
g com os planos PH e PV e estd contido no 2.° e 4.° Diedros (veja a figura

abaizo - vista frontal).

4. De modo semelhante definimos os semi-planos associados as planos bissetores
(veja a figura abaizo).

1. Semi-plano bissetor

1=

B

3.° Semi-plano bissetor
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7.2.1 Pertinéncia de um Ponto aos Planos Bissetores

Observacao 7.2.2

1. Ponto pertencente ao 1.° Bissetor:

Denotemos por A um ponto pertencente ao 1.0 Bissetor (vejam as figuras abaizo).

PV

1.° Diedro 1.° Semi-plano Bissetor

PH=PV

a4

LT

LT

> 1=
- - - — —

- - - - — - ———————————
>

Observemos que os pontos A1 e A,, serao simétricos em relagdo a linha de terra
LT, mais precisamente, temos que:

Um ponto A € 1.° Bissetor se, e somente se, 0s pontos A1 e A, serdo simétricos
em relagdo a linha de terra LT.

Em particular, estdo em semi-planos opostos, relativamente a LT. (7.1)

Isto decorre do fato que os triangulos AAATA, e AAAA, sdo triangulos congru-
entes (caso ALA), logo deveremos ter

AoA1 = AA,. (7.2)
Como
AJA, AJA, L LT,
segque, de (), que ([0) deverd ocorrer.

Reciprocamente, se os pontos Ay e A, sdo simétricos, em relagao a linha de terra
LT, entdo os tridngulos AAAA, e AAAA, sdo tridngulos congruentes (caso LL

L comum), pois
AAZ = A]Ao e AA] = Aon .

Assim o ponto A deverd pertencer ao plano 1.° Bissetor.

Neste caso, podemos ter as sequintes situagodes:
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(a) O ponto A pertence ao 1.° semi-plano bissetor, isto é, ao semi-plano do plano
1.° Bissetor que estd contido mo 1.° Diedro (relativamente aos planos PH e
PV) se, e somente se, temos a seguinte situagGo em épura (veja a figura d
direita):

PV

on:
1. Diedro 1.° Semi-plano Bissetor

PH=PV

3.° Diedro

(b) O ponto A pertence ao 3.° semi-plano bissetor, isto é, ao semi-plano do plano
1.° Bissetor que estd contido mo 3.° Diedro (relativamente aos planos PH e
PV) se, e somente se, temos a seguinte situagGo em épura (veja a figura d
direita):

PV

1_[J Diedro

PH=PV

PH

3vu Diedro

3_° Semi-plano Bissetor
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2. Ponto pertencente ao 2.° Bissetor:

Denotemos por A um ponto pertencente ao 2.0 Bissetor (vejam as figuras abaizo).

PV

2_° Semi-plano Bissetor

PH=PV

>
3

PH

- ——————————- -

LT

Observemos que os pontos A; e A, sdo coincidentes, mais precisamente, temos
que
A €2° Bissetor se, e somente se, A;=A;. (7.3)

Isto decorre do fato que os triangulos AAA1A, e AAAA, sao triaGngulos congru-
entes (caso ALA), logo deveremos ter

AA; = ALA,; . (7.4)

Como
AJAL AA, L LT,
segque, de ([[A), que (3) deverd ocorrer.

Reciprocamente, se
A=Ay,

entdo os tridngulos AAAIA, e AAA A, sdo tridngulos congruentes (caso LL L
comum), pois
AAZ = A]Ao e AA] = Aon .

Assim o ponto A deverd pertencer ao plano 2.° Bissetor.

Neste caso, podemos ter as sequintes situagoes:
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(a) O ponto A pertence ao 2.° semi-plano bissetor, isto é, ao semi-plano do plano
2.° Buissetor que estd contido mo 2.° Diedro (relativamente aos planos PH e
PV) se, e somente se, temos a seguinte situagGo em épura (veja a figura d
direita):

PV
2.° Diedro

z_° Semi-plano Bissetor

PH=PV

A=A

PH

- - —————-—————

LT

4_° Diedro

(b) O ponto A pertence ao 4.° semi-plano bissetor, isto €, ao semi-plano do plano
2.° Bussetor que estd contido mo 4.° Diedro (relativamente aos planos PH e
PV) se, e somente se, temos a seguinte situagGo em épura (veja a figura d
direita):

PV

z_u Diedro

PH=PV

PH

4_” Semi-plano Bissetor

4_° Diedro
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7.2.2 Traco de Retas nos Planos Bissetores

Dada uma reta r, baseado nos fatos da subsegdo anterior, podemos determinar o trago da
mesma em cada um planos bissetores.
Podemos ter duas situagdes, a saber:

1.
Xer Xier, Xpen
e , entdo, e
X € 1.° Bissetor X1, X, sdo simétricos em relagdo a LT
2.
Xer Xier, Xen
e , entdo, e
X € 2.° Bissetor X; =X,

Observacao 7.2.3

1. Se a retar nao for uma reta de perfil, valerao as respectivas reciproca das situagoes
actma, 1sto é,

(a)
X] (Sl
Xer
Xz SH )
e se, e somente se,
e
X € 1.° Bissetor - .
X1, X, s@o stmétricos em relagdo a LT
(b)
Xer Xierm X en
e se, e somente se, e
X € 2.° Bissetor X1 =X

2. Se a reta r for uma reta de perfil, as respectivas reciprocas das situagdes acima
poderdo nao ocorrer.

Dewzaremos a cargo do leitor encontrar ezemplos em que as respectivas reciprocas
sao falsas e encontrar condigdes necessdrias e suficientes para que caracterizemos
este caso.

Apliquemos isto ao

Exemplo 7.2.1 Encontrar os tragos da reta r, dada em épura na figura abaixo, com os
planos bissetores:



7.2. PLANOS BISSETORES 343

PH=PV

Resolugao:
Observemos que a reta r é uma reta qualquer (logo ndo é uma reta de perfil).
Logo para obtermos a interse¢do da reta r com o plano 1.° Bissetor, basta encontrarmos
um ponto X € 1, tal que
Xier e XyeTr,

sdo pontos simétricos em relagdo a LT (notemos que eles, necessariamente, pertenceréo a uma
mesma linha de chamada).
Para encontrar o ponto X = (X;,X;) (se existir) encontramos, primeiramente, o ponto
A — 0, de modo que
A, er,NLT.

Tracemos a reta t, simétrica da reta r,, relativamente a LT, contendo oponto A, (veja a
figura abaixo).

LT

PH=PV

A reta t interceptard a reta r; em um ponto, que chamaremos de X;.
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A reta perpendicular & LT, contendo o ponto X;, interceptard a reta r, em um ponto, que
denotaremos por X; (veja a figura abaixo).

LT

PH=PV

Afirmamos que o ponto
X = (X1,Xz)

é o trago da reta r com o plano 1.° Bissetor.
De fato, como
X;er;, je{l,2}, segueque Xer

e, além disso, X; e X, estdo em uma mesma linha de chamada (por construgéo).
Além disso,
X1 Xo = X2X,

pois a reta t é a reta simétrica da reta 1, em relagdo a reta LT.
Logo o ponto X; serd o ponto simétrico do ponto X;, em relacdo a LT, ou seja, o ponto X
pertencerd ao plano 1.° Bissetor.
Para obtermos a intersecao da reta r com o plano 2.° Bissetor, basta encontrarmos um
ponto
Y:(Y],Yz)ET, talque Yi=Y,.

Para determiniar o ponto Y = (Y3,Y;) (se existir), basta encontramos um ponto de in-
tersegdo das retas r; e 12 (veja a figura abaixo).
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PH=PV

7.3 'Traco de Planos

Definicao 7.3.1 Na Geometria Descritiva, dado um plano «, denominaremos a in-
terse¢cdo do plano «x com os planos PH e PV como sendo os tracos do plano « e serdo
wndicadas por x1 e Xy, respectivamente.

Observacao 7.3.1
1. Logo, dado um plano «, o trago do plano « com o plano PV (se nao for vazio),
serd uma reta, que denotaremos por v, que terd projecdo ortogonal horizontal
coincidindo com linha de terra LT, isto €, (veja a figura abaizo)

nm=LT e rv=nm.
De modo semelhante, o trago do plano x com o plano PH (se ndo for vazio), serd
uma reta, que chamaremos de s, que terd proje¢cdo ortogonal vertical coincidindo
com linha de terra LT, isto €, (veja a figura abaizo)

s;=LT e s =s.

PV ~ PV

PH PH
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2. Em épura, teremos que os tragcos do plano « serdao dados por:

PH=PV

LT

3. Em geral, um plano fica completamente determinado se conhecermos seu tragos
com os planos PH e PV.

A verificagcao deste fato serd deirada como ezxercicio para o leitor.

7.4 Planos Notaveis

Assim como no caso das retas no espago temos alguns planos que desempenham papéis
importantes no estudo de problemas da Geometria Descritiva.

A seguir introduziremos estes e daremos algumas propriedades associadas a cada um dos
mesmos.

7.4.1 Plano Horizontal ou de Nivel

Definicao 7.4.1 Um plano «, que € paralelo ou coincidente com plano PH, serd deno-
minado plano horizontal ou de nivel.

PH
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Observacao 7.4.1

1. Se x € um plano horizontal, entdao seu tragco com o plano PH serd vazio, excetuando-
se o caso em que o plano x for o plano PH.

2. Observemos que & é um plano horizontal se, e somente se, (veja a figura abaizo)

(0%) H LT.

PH=PV

3. Se « é um plano horizontal e

P=(P,P,),Q=(Q:,Q,) €x, entdo P,P,=0Q,Q,,

ou seja, todo ponto de um plano horizontal tem cota constante (veja a figura
abaizo).

PH=PV
PV

PH

P,Qea
LT

4. Qualquer regigo contida num plano horizontal terd sua proje¢cdo ortogonal no
plano PH em V.G. e sua projegcdo ortogonal no plano PV estard contida no trago
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do plano «, no plano PV, isto é, contida na reta oy (veja a figura abaizo).

PV

PH=PV

o
N

| PH

Py

|

|

| |

| |

r="r-——7°
|

\

|
|
|
|

LT PQ=P,Q,

7.4.2 Plano Frontal ou de Frente

Definicao 7.4.2 Um plano « que € paralelo ou coincidente com plano PV, serd deno-
minado plano frontal ou de frente.

PV

PH

LT

Observacao 7.4.2

1. Se « € um plano frontal, entdo seu tragco com o plano PV, serd vazio, excetuando-
se o caso em que o plano x for o plano PV.

2. Observemos que o € um plano frontal se, e somente se, (veja a figura abaizo)

(04] H LT.
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PH=PV

PV

PH

a,liLT

LT

3. Se « € um plano frontal e entdo

P=(P;,P,),Q=(Q;,Q:) € x, entdo PP, =0Q;Q,,

ou seja, todo ponto de um plano frontal tem afastamento constante (veja a figura
abaizo).

PH=PV

o
N

o
N

Py

PV

LT

QZ.——————————TQ

PH
Constante

Te-———————— - ———— -8

o

LT

4. Qualquer regido contida num plano frontal terd sua projeg¢do ortogonal no plano
PV em V.G. e sua projecao ortogonal no plano PH estard contida no trago do plano
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« no plano PH, isto €, contida na reta & (veja a figura abaizo).

PH=PV

PV

LT

PH

7.4.3 Plano Fronto-Horizontal ou Paralelo a Linha de Terra

Definicao 7.4.3 Um plano « que € paralelo a linha de terra LT, serd demominado
plano fronto-horizontal ou paralelo a LT.

M

4 PH
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Observacao 7.4.3

1. Observemos que um plano « é um plano fronto-horizontal se, e somente se, seus
tracos com os planos PH e PV sdo retas paralelas a linha de terra LT, isto €, (veja
a figura abaizo)

X1, 02 H LT.

PH=PV

2. Um plano x que contém a linha de terra LT e ndo é coincidente com os planos
PH e PV serd um plano fronto-horizontal (veja a figura abaizo).

PV

PH
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7.4.4 Plano Vertical

Definicao 7.4.4 Um plano x que € perpendicular ao plano PH e nao forma angulo reto
com o plano PV, serd denominado plano vertical.

PV

PH

Observacao 7.4.4

1. Observemos que um plano x é um plano vertical se, e somente se, seu traco com
o plano PV é perpendicular a linha de terra LT e seu tragco com o plano PH ndo é
uma reta perpendicular a linha de terra LT, isto €, (veja a figura abaizo)

(XzJ_LT e O(],.KLT.

PH=PV

PV

LT

PH

LT
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2. Se «x € um plano wvertical, entdo qualquer regido contida mo plano « terd sua
projecao ortogonal no plano PH contida no trago do plano « no plano PH, isto €,
contida na reta o (veja a figura abaizo).

PH=PV

PV

3. A medida do angulo, que denotaremos por 0, que o plano vertical x faz com o
plano PV, ¢é igual a medida do dngulo que o trago do plano &, com o plano PH,
faz com a linha de terra LT, isto €, que a reta &; faz com a reta LT (veja a figura
acima,).

7.4.5 Plano de Topo

Definicao 7.4.5 Um plano x que € perpendicular ao plano PV e nao forma angulo reto
com o plano PH, serd denominado plano de topo.

PV
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Observacao 7.4.5

1. Observemos que um plano x é um plano de topo se, e somente se, seu trago, com
o plano PH, € perpendicular a linha de terra LT e seu tragco, com o plano PV, nao
¢ uma reta perpendicular a linha de terra LT (veja a figura abaizo), isto €,

o« LLT e op LLT.

PH=PV

PV

LT

LT

2. Se &« é um plano de topo, entdo qualquer regido contida no plano « terd sua
projecao ortogonal no plano PV, contida no trago do plano «, no plano PV, isto

é, contida na reta &, (veja a figura abaizo).

PH=PV

PV

Q

3. A medida do dngulo, que denotaremos por 0, que o plano vertical x faz com o
plano PH € igual a medida do angulo que o trago do plano «, com o plano PV,
faz com a linha de terra LT, isto é, que a reta «; faz com a reta LT (veja a figura

acima,).
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7.4.6 Plano de Perfil

Definicao 7.4.6 Um plano x que € perpendicular a linha de terra LT serd denominado
plano de perfil.

PV

PH

LT

Observacao 7.4.6

1. Observemos que um plano x € um plano de perfil se, e somente se, seus tragos,
com o plano PH e com o plano PV, sdo perpendiculares a linha de terra LT (veja
a figura abaizo), isto €,
X1 L LT e (0.5) LLT.

PH=PV

LT .

1
|
I
I
1
1
PV I
I
I
1
1
|
I

PH
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2. Toda regido contida num plano de perfil x tem suas projecdes ortogonais mos
planos PH e PV, contidas nos tragos do plano « com os planos PH e PV, 1sto é,
contidas nas retas oy e &, respectivamente (veja a figura abaizo).

PH=PV

PV Q,

LT .

Q

7.4.7 Plano Qualquer

Definicao 7.4.7 Um plano « que nao € de nenhum dos tipos acima serd denominado
plano qualquer.

PV

PH,
T,=s,=LT

LT

Observacao 7.4.7

1. Observemos que um plano x é um plano qualquer se, e somente se, seus tragos
com o plano PH e com o plano PV, sdo retas concorrentes com a linha de terra
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LT e nenhuma delas serd perpendicular d linha de terra LT (veja a figura abaizo),
15to €,
i NoyNLT={P}, o L LT e o LLT.

PH=PV

LT

2. Se uma regido estd contida num plano x que € um plano qualquer, entdo suas
projecdes ortogonais nos planos PH e PV, ndo pertencerdo aos tragcos do plano x
com os planos PH e PV, respectivamente (veja a figura abaizo).

PH=PV

Q,

PV

a
L o
N

\ a

N

™

1{

PH,
Q
|
9

A seguir trataremos de questdes relacionadas com elementos do espago, dados em épura,
petencerem ou estarem contidos em um plano, também dado em épura.
Comegaremos trantando do problema:
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7.5 Reta Contida em um Plano

Lembremos que uma reta r estard contida num plano « se, e somente se, dois pontos distintos
da reta r pertencem ao plano «

Iniciamente, iremos dividir o estudo de saber se uma reta estd contida em um plano em
duas categorias de planos, por meio da propriedade:

(P) : Se uma regido F estd contida no plano «, entdo pelo menos umas das projegoes
ortogonais de £, nos planos PH ou PV (isto é, F; ou J3), deverd estar contida num dos
tragos do plano « com os planos PH ou PV (isto é, em «; ou «;), respectivamente, ou seja,

FiCoxy ou FC .

Exercicio 7.5.1 Planos horizontais, frontais, verticais, de topo, de perfil teém a pro-
priedade (P), isto €, planos que sdo ortogonais ao plano PH ou ao plano PV.

Planos que ndo sdo ortogonais ao plano PH ou ao plano PV, nao teém a propriedade
(P) (por exemplo, planos fronto-horizontais ou planos quaisquer).

A verificagcao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Com isto temos a seguinte classificacdo dos planos do espago:

Definicao 7.5.1
Grupo S: todos os planos que satisfazem a propriedade P.
Grupo N: todos os planos que nao satisfazem a propriedade P.

Como consequéncia imediata da Defini¢do (=) e do Exercicio (Z21) acima, temos o:

Exercicio 7.5.2 Planos que sdo ortogonais ao plano PH ou ao plano PV, pertencem ao
Grupo S.
Planos fronto-horizontais ou planos quaisquer pertencem ao Grupo N.

Observacao 7.5.1 Consideremos uma reta r e um plano «.
Para saber se reta r estd contida no plnao x dividiremos o problema em dois casos:

1. 1.0 caso: o plano x € um elemento do Grupo S.

Neste caso, basta verificar se a proje¢cdo ortogonal da reta r, no plano PH, ou
no plano PV, pertence a um dos tragos do «, no plano PH, ou no plano PV,
respectivamente, ou seja, € necessdrio e suficiente que
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Na figura abaizo, o plano « € um plano vertical e a reta v estd contida no plano
x.

LT

2. 2.0 caso: o0 plano x é um elemento do Grupo N.

Neste caso, como a r estd contida num plano «, seque que a reta r deverd ser
concorrente, paralela ou coincidente, com uma das retas do plano «.

Reciprocamente, se a reta r € concorrente com duas retas que estao contidas no
plano «, ou a reta r é paralela a uma reta contida no plano x e é concorrente a
uma retas que estd contida no plano «, entdo a reta r estard contida num plano
&.

Temos o seguinte exemplo importante:

Exercicio 7.5.3 Suponhamos que x e r uma reta dados em épura pela figura abaizo.

LT

Encontrar o ponto X € rN «, se existir.

Resolugao:
Observemos que o plano « é um plano vertical (ou seja, do Grupo S) e a reta r ndo é uma
reta de perfil.
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Assim temos que

X=(X;,X;) €Er se,esomentese, X;€m e X3€m (7.5)
e

X €« se, esomentese, Xj€ . (7.6)
Logo, de (II3) e (I4), segue que
Xerna se somentese, X;jermnNo e X; €Ty,

com os pontos X; e X; pertencentes a uma mesma linha de chamada LC.
Portanto, basta encontrar a intersegdo

Xit=rnoy

e, por esse ponto, tracar uma reta perpendicular a LT, que encontrard a reta v, em um ponto,
que denotaremos por X, (veja a figura abaixo).

Observacao 7.5.2 No espacgo teremos a sequinte configuragdo geométrica

PH
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Podemos aplicar esta técnica para o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 7.5.4 Suponhamos que « e r uma reta sGo dados, em épura, pelas figuras
abaizo.

PH=PV p—

Encontrar, em cada um dos casos, o ponto X € v N «.

Resolugao:

PH=PV

LT

A seguir faremos um estudo detalhado para saber quando um a reta r estd contida num
plano « dependendo de como o plano « é dado.

Observacgao 7.5.3

(a) Suponhamos que o plano « é dado por duas reta concorrentes, que denotaremos
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por m en (veja a figura abaizo).

Observemos que
AcrNm e Bernm

(veja a figura acima) se, e somente se,

Aer AiET .
{A , entdo, { , para i€ {1,2}
eEn i

rC«, ou seja,

Ber Biemn; .
, entao, , para i€ {1,2}
([ | Bem Biemy

logo, em épura, a reta v estard contida em x se, e somente se:

(ar) se o ponto A;, for o ponto de intersegcdo da reta v; com a reta my, e o ponto
Ay, for a intersecdo da reta v, com a reta m,, entdo os pontos Ay e A, deverdo
estar em uma mesma linha de chamada (na figura abaizo d esquerda A € rNm
e na figura abaizo d direira A ¢ rNm).

PH=PV
PH=PV

LT
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(az) de modo semelhante, se o ponto B; for o ponto de intersegcdo da reta v1 com
a reta ny, e o ponto B, for a interse¢do da reta r, com a reta n,, entdo os
pontos By e B, deverdo estar em uma mesma linha de chamada (na figura

abaizo d esquerda B € rNn e na figura abaizo a direira B € rNn).

PH=PV

LT

PH=PV

Conclusao: Logo, uma reta r estard contida no plano «, que € dado por duas reta

m e n concorrentes, se, e somente, de (a;) e (ay) actma, que
ArerinNmg N
os pontos A1 e A, pertecem a uma mesma linha de chamada LC,

BjErjﬂmj,

iefl, 2],

je{l,2)

e os pontos By e B, pertecem a uma mesma linha de chamada LC (veja a figura

abaizo).

LT

PH=PV
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