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Capitulo 1

Introducao

Estas notas tem com o objetivo ajudar os alunos a fixarem melhor o contetido desenvolvido na disci-
plina de Célculo I.

Ao longo do curso serdo introduzidos vdrios conceitos importantes que serdo tuteis em outras
disciplinas do curso de graduagdo (por exemplo: Fisica I, Fisica II entre outras).

1.1 Cometarios

Como disse Galileo Galilei (1564-1642): ”O Grande Livro da Natureza estd escrito em simbolos ma-
temdticos”.

O Célculo é uma parte da matemadtica cujo propdsito primario é estudar movimentos e mudancas
no comportamento das fungdes a valores reais.

Serd uma ferramenta indispensavel em quase todos os campos das ciéncias puras e aplicadas, por
exemplo, na Fisica, Quimica, Biologia entre outras.

Por quaisquer critérios que usem, os métodos e aplicagdes do Célculo constituem uma das grandes
realizagOes para as aplicagdes em problemas relacionados com nosso universo.

Entre os elementos de nosso estudos no curso de Calculo I estardo as fungdes, mais especificamente,
as funcdes, a valores reais, de uma varidvel real.

Falaremos sobre estas mais adiante.

O curso de Caélculo I é, em principio, dividido em duas partes principais, a saber: o Caélculo
Diferencial e o Célculo Integral.

Um problema bésico relacionado com o Céalculo Diferencial é o "problema da tangente”, isto &,
encontrar a inclinagdo da reta tangente a uma curva plana num ponto P dado da mesma.

Suponhamos que a curva em questdo seja a representacdo geométrica do grafico de uma fungéo
f:ICR—>R,comx, €leP = (xo,f(X0)).

A questdo tornar-se-4 encontrar a tangente do dngulo 0, onde o dngulo 0 é dado na figura abaixo.

7



8 CAPITULO 1. INTRODUGAO

Xo

Um problema basico relacionado com o Céalculo Integral é o ”"problema da area”, isto é, calcular
a area da regido plana R, limitada do plano xOvy, delimitada por uma curva, pelas retas verticais
X =a, x =b e pelo do eixo Ox.

Vamos supor que a curva em questdo seja a representacdo geométrica do grafico de uma funcgédo
f:[a,b] CR — R, onde f(x) > 0 para todo x € [a, b] (veja figura abaixo).

Para alguns tipos particulares de curvas sabemos responder as duas questdes acima, como por
exemplo, no caso da curva plana ser um segmento de reta contido no plano xOvy, dado pela equagéo

Yy—yYo=m(x—%0), x € [a,b]

(veja figura abaixo).

Y—Yo =m(x —xo)
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No caso acima, para obter a inclinagéo 0 da reta tangente ao gréfico da curva (que é um segmento
de reta!) num ponto do grafico da curva, que denotaremos por P = (x1, m(x1 —Xo)+Yo), basta lembrar
que

onde o dngulo 0 é dado pela figura abaixo.

Yy A

m(x1 —xo) + Yo

X1

De modo semelhante, para encontrarmos a drea A da regido plana limitada do plano xOvy, delimi-
tada pelo gréfico da curva acima (o segmento de reta), pelas retas verticais x = a, x = b e pelo eixo
Ox, basta verificarmos que a regido pode ser dividida em duas, que denotaremos por R; e R;, cujas
areas indicaremos por A; e A;, respectivamente.

Assim teremos que R; serd um retdngulo (que tem como base o intervalo [a,b] e altura m(a —
Xo) + Yo) € Ry serd um tridngulo, que tem como base o intervalo [a,b] e altura [m(b — x,) + Yol —
[m(a — %) + Yol = m(b — a) (veja figura abaixo).

Yy A

m(b—xo)+ Yol - - - - - -

m(a—xXo)+ Yol - -

Assim a drea A da regido R serd dada por:

(b—a)[m(b—a)]
5 .

Todavia, se a curva for mais ”complicada” a dificuldade serd grande para resolvermos os dois
problemas acima.

A=A1+A;=(b—a)m(a—x)+ Yol +

S0 para ilustrar, pense em tentar resolver os dois problemas acima para o caso em que a curva é
a representacdo geométrica do grdfico da fungdo

y =x2 xel0,2].

Tente encontrar a inclinagdo da reta tangente a representagdo geométrica do gréfico da funcéo
acima no ponto P = (1,1) e a area da regido limitada do plano xOvy, delimitada pelo gréfico da fungdo
acima, pelas retas verticais x = 0, x = 2 e pelo eixo Ox.
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Entre outros, nosso objetivo serad resolver os dois problemas acima.
Para tanto temos um longo caminho pela frente...
Comegaremos pelo Célculo Diferencial e depois trataremos do Célculo Integral.

Observagao 1.1.1
1. O modo como estudaremos o Cdlculo (Diferencial e Integral) for concebido por Isaac
Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).

O Cdlculo, na verdade, é produto de um longo processo evolutivo iniciado na Grécia
Antiga.

Uma das grandes contribuigées de Newton e Leibniz foi reconhecer a conerdo entre os dois
problemas actma colocados (da tangente e da drea).

Eles foram os primeiros a entender o significado do Teorema Fundamental do Cdlculo que,
de certo modo, relaciona o problema da tangente com o problema da drea, como veremos
ao longo do curso.

2. Na Roma Antiga, a palavra Calculus, significava pedra pequena ou seiro, utilizado para
contagem em j0gos.

3. Vale observar que para encontrarmos a inclinagdo da reta tangente poderiamos agir da
sequinte forma:

Escolha um mumero real positivo, que indicaremos por Ax > 0 (poderia ser megativo),
e considere a reta secante ao grdfico da curva (que vamos supor seja a Tepresentagdo
geométrica do grdfico de uma fungdo y = f(x), x € [a,b]) pelos pontos (veja figura abaizo)

P=(x,f(x1) e Pax=(x1+Ax,f(x;+ Ax)).

flxg +Ax)t - - - f N Pay = (X + Ax, f(xq + A))

X1 X1 + Ax

Com 1isto podemos encontrar o coeficiente angular, ma , da reta secante d representacdo
geométrica do grdfico da fungdo f passando pelos pontos (tente encontrar!)

P = (Xl ) f(X]) € Pax = (Xl + AX, f(X] + A))

Podemos agora pensar em diminuir o acréscimo Ax > 0 cada vez mais.

Provavelmente, quanto mais diminuirmos o acréscimo Ax > 0 mais prozimo my, ficard do
coefictente angular, que denotaremos por m, da reta tangente d representacdo geométrica
do grdfico da fungdo f no ponto P = (x1,f(x1).
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4. De modo semelhante, podemos pensar em tentar encontrar o valor da drea A da regido

plana R limitada, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo y = f(x),
x € [a,b], pelas retas verticais x = a, x = b e pelo eizo Ox, aprorimando o valor da mesma
por valores de dreas de regides planas que sabemos calcular, por exemplo, retangulos!

Para 1sso, dividimos o intervalo [a,b] em vdrios sub-intervalos, ndo justapostos, e assim
podemos dividir a regido inicial em sub-regibes cujas dreas serdo aprozimadas por dreas
de retdngulos (vide figura abaizo).

Com isto sabemos calcular a soma das dreas dos retdngulos, ue tém como bases os inter-
valos [aj_1, a;] e altura f(a;), para cada j €{1,2,---n}.

Asstm obtemos uma aproximagdo do valor da drea da regido incial.

Quanto mator for a divisdo do intervalo [a,b] mais prézimos ficard o valor da soma das
dreas dos retdngulos da drea da regido inicial.

A questdo que surge € quando paramos 0S Processos acima?

Devemos ficar o resto das nossas vidas diwvidindo, dividindo...sem nunca conseguir obter
o valor exato para os elementos que estamos interessados em encontrar?

Na verdade o0s dois processos dependem de um método de aprorimagdo.

Para ndo ficarmos o resto de nossas vidas fazendo aproximacdes, precisaremos desenvolver
uma teoria que possa mos ajudar a acelerar o processo.

Essa teoria é o que denominamos a Teoria dos Limites que serd estudada logo a sequir

e terd um papel fundamental no dois processos acima, entre outras aplicagdes.

Como o instrumento bdsico do Cdlculo sdo as fungbes, comecaremos nossos estudos por
elas.

Antes porém falaremos um pouco sobre os numeros reais e suas propriedades, cujos sub-
conjuntos serdo os dominios e contra-dominios das fungbes que consderaremos nesta dis-
ciplina.

As funcdes que serdo consideradas ao longo deste curso serdo, a valores reais, de uma
varidvel real.

Depois passaremos ao estudo da Teoria dos Limites que serd a base para tratarmos dos
dois problemas iniciais.
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Capitulo 2

Numeros Reais, Operacoes e
Propriedades

2.1 Os numeros reais

A introdugdo do conjunto dos nimeros reais pode ser feita baseando-se na existéncia dos nimeros
naturais, que denotaremos por N, a saber:

N £{0)1)2>3>"'}-
A partir deste podemos construir os nimeros inteiros Z, isto é,
Z :{ ne )*3)*2)*130)])2)3)' ' }

A seguir podemos considerar os nuimeros racionais, que denotaremos por Q, a saber:

)

Q= {p_ P,qE€”Z,qF# 0} = {nimeros cuja representacdo decimal é finita ou infinita e peridédica}.
Por 1ltimo introduzimos os nimeros irracionais, que denotaremos por I, a saber:
I = {ntimeros cuja representacio decimal é infinita e ndo periddica}.

Assim definimos o conjunto dos reais, R, como sendo

R=QUL

2.2 Adicao e multiplicacao no conjunto dos niimeros reais
Podemos definir duas operagdes no conjunto dos niimeros reais, a saber,

Definicao 2.2.1 uma denominada adigao de ntiimeros reais

+ RxR—R
(a,b) — a+b

que tem as seguintes propriedades:
A1l. Comutativa da Adigao:

a+b=b+a, paratodo a,beR;

13
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A2. Associativa da Adicao:

(a+b)+c=a+(b+c), paratodo a,b,c€R;

A3. Elemento Neutro da Adigao: existe um nimero real, 0 (dito niimero real zero), tal que

a+0=a, paratodo ac€R;

O numero real O serd dito elemento neutro da adigao de nimeros reais;

A4. Elemento Oposto da Adicao: dado um ntmero real, a, existe um nimero real, que sera
indicado por —a, tal que
a+(—a)=0.

O nimero real —a serd dito elemento oposto associado ao nimero real a.

Definicao 2.2.2 A segunda operagdo serd denominada multiplicagao de nimeros reais

RxR—R
(a,b) — a.b

que tem as seguintes propriedades:

M1. Comutativa da Multiplicacao:

a.b=">b.a, paratodo a,beR;

M2. Associativa da Multiplicagao:

(a.b).c = a.(b.c), paratodo a,b,ceR;

M3. Elemento Neutro da Multiplicagao: existe um nimero real, 1, tal que

a.l =a, paratodo aeR;

O nidmero real 1 serd dito elemento neutro da multiplicagao de nimeros reais;

M4. Elemento Inverso da Multiplicagao: dado um ntumero real, a, diferente de 0, existe um
nimero real, que serd indicado por a~', tal que

a. (a—‘) —1;

O niimero real a~! serd dito elemento inverso da multiplicagao associado ao nimero real a
(diferente de 0).

M5. Distributiva da Adicao pela Multiplicagao:

(a+b).c=a.c+b.c, paratodo a,b,ceR;

M6. Se a.b =0 se, e somente se, a =0 ou b =0.

Observagao 2.2.1
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1.

Para x,y € R, definiremos:
x—y=x+(—y).

2. Com as propriedades acima podemos obter outras propriedades que sao uteis nas operagdes

com numeros reais que podem ser encontradas na 0. lista exercicio e cuja resolugdo serd
deizada a cargo do leitor.

Nos casos em que formos simplificar erpressdes algébricas com numeros reais devemos
tomar muito cutdado para evitar erros do sequinte tipo:

2

SSXZH#O $ XZZXU g Xz—yzzxy_yz
(%)
= [xk+ylx—y=Kx-yly = x+y=y= x=0,

0 que € um absurdo pois x # 0.
Onde estd o erro?

O erro estd em (*), jd que nesta simplificacdo que fizemos, nGo levamos em conta que
como x =Yy, ou seja, x —y =0, e portanto ndo podemos fazer a simplificagGo (*).

Portanto todo cuidado € pouco na hora de fazermos simplificagdes.

2.3 Axiomas de ordem no conjunto dos niimeros reais

Para ordenarmos os elementos do conjunto dos nimeros reais precisaremos introduzir o seguinte

axioma:

Axioma 2.3.1 Eziste um subconjunto, ndo vazio, dos nimeros reais, que indicaremos por P,
que serd denominado conjunto dos niimeros reais positivos que tem as sequintes proprieda-

des:

P1

P2

P3

SeacR entdoouacP, ou—acP oua=0,
Se a,be P entdoa+beP;

Se a,b € P entdo a.be P .

Com isto podemos introduzir a seguinte definigdo:

Definicao 2.3.1 Diremos que um numero real a serd dito negativo se —a € P.

Observagao 2.3.1

1.

Vamos fizar que 0 = —0 ¢ P, ou seja 0 ndo é nem um numero real positivo, nem negativo.

2. Deste modo podemos dividir o conjunto dos numeros reais, excetuando-se o numero real

zero, em dois conjuntos disjuntos muito bem definidos, a saber, os conjuntos formados
pelos numeros reais positivos e 0s numeros reaits negativos.

Com isto temos as seguintes definigdes:

Definigcao 2.3.2 Sejam a,b € R.
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1. Diremos que o numero real a é menor que o numero real b, indicando por a < b, se
(b—a)eP;

2. Diremos que o numero Teal a € menor ou igual que o numero real b, indicando por a < b,
sea<boua=b;

3. Diremos que o numero real a é maior que o numero real b, indicando por a > b, se
(a—b)eP;

4. Diremos que o numero real a é maior ou igual que o numero real b, indicando por a > b,
sea>boua="b.

Podemos entdo obter o seguinte resultado:
Proposicao 2.3.1 Sejam a,b,c,d € R. Temos que:

1. a>0 se, e somente se, a € P ;

2. a<0 se, e somente se, (—a) € P;

3. Sea<beb<centdioa<c;

4. Sea<bentdoa+c<b+c,

5. Sea<bec<dentdifoat+c<b+d;
6. Sea<b ec>0 entdo a.c <b.c;

7. Sea<bec<O0 entdo a.c > b.c.

Demonstragao:
De 1.:
Da Definigdo (E23) item 3. temos que

a>0 se esomentese, (a—0)eP,

que é equivalente escrever a € P (pois a — 0 = a), como queriamos mostrar.
De 2.:
Da Definigdo (E32) item 1. temos que

a<0 se esomentese, 0—ac?P,

que é o mesmo que escrever —a € P (pois 0 — a = —a), como queriamos mostrar.
De 3.:
Da Definigdo (E3332) item 1., temos que

se a<b e b<c, entdio (b—a)eP e (c—Db)eP.
Do Axioma (E=0) item P2. segue que

(b—a)+(c—b)eP, istoé, (c—a)ecP.

=Cc—a
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Logo, da Definigdo (E=332) item 1., segue que
a<ec,

como queriamos mostrar.
De 4.:
Da Definigdo (E=23) item 1.,

se a<b entdo (b—a)eP.

Mas,

17

(b+c)—(a+c)=b—a, ouseja, (b+c)—(a+c)eP.

Logo, da Definigdo (E=332) item 1., segue que
a+c<b+c,

como queriamos mostrar.
De 5.:
Da Definigdo (E=23) item 1.,

se a<b entdo (b—a)eP.

De modo andélogo,

se c<d entdo (d—c)eP.

Do Axioma (E=T) item P2. segue que

(b—a)+(d—c)eP, istoé [(b+d) —(a+c)eP.

—(b+d)—(a+c)
Logo, da Definigdo (E32) item 1. segue que
a+c<b+d,

como queriamos mostrar.
De 6.:
Da Definigdo (E=23) item 1.,

se a<b entdio (b—a)eP, ese c>0 entdo

Do Axioma (E=20) item P3. segue que

=C

~

(c—0)eP.

(b—a).(lc—0)]eP, istoé, (c.b—c.a)eP.

| —7

=(b—a).c=c.b—c.a
Logo, da Definigdo (E23) item 1., segue que
c.a <c.b,

como queriamos mostrar.
De 7.:
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Da Definigdo (E2332) item 1.,
se a<b entdo (b—a)eP, ese c<O0 entdo —ceP.

Do Axioma (E=X) item P3. segue que

=b+(—a)
—~— = .
[ (b—a).(—c) JleP, istoé, (c.a—c.b)eP.
~—_———
=(—c¢).b+(—c¢).(—a)=c.a—c.b

Logo, da Definigdo (E33) item 1., segue que
c.b <c.q,

como queriamos mostrar.

Observagao 2.3.2

1. As propriedades 3., 4. e 5. valem se substituirmos o sinal < pelo sinal <.

O enunciados e as respectivas demonstragdes destes novos casos serdo deirados como
exercicio para o leitor.

2. As propriedades 6. e 7. valem se substituirmos o sinal < pelo < e o sinal > 0 pelo sinal
> 0, respectivamente.

O enunciados e as respectivas demonstracdes desses movos casos serdo deirados como
exercicio para o leitor.

3. Como as operagbes acima podemos colocar o conjunto dos numeros reais em ordem, 0uU
seja, podemos ordend-lo completamente.

Isto serd de grande valia na prézima se¢do.

2.4 A reta numerada

Observemos que o conjunto dos nimeros reais estd em correspondéncia bijetora (injetora e sobrejetora)
com os pontos de uma reta geométrica, isto é, a cada nimero real podemos fazer corresponder um
tnico ponto da reta e reciprocamente, a cada ponto da reta corresponderd um tnico nimero real.

Para vermos isto, fixemos uma reta r e um segmento, cujo comprimento serd nossa unidade de
comprimento u (que denominaremos apenas por unidade).

Sobre a reta r, que serd denominada eixo, fixemos um ponto O, que serd denominado origem.

Ao nimero real 0 associaremos o ponto O da reta fixado acima e reciprocamente.

Podemos supor, sem perda de generalidade que a reta estd na posigdo horizontal.

A seguir diremos como associar a cada numero real, um tnico ponto da reta r e reciprocamente.

Dado um nimero real a, diferente de 0, se ele for positivo, associaremos a este um ponto A sobre
a reta r, que dista a unidades da origem O (isto é, d(O,A) = a) e estd a direita da mesma (vide figura
abaixo).
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Se o numero real a for negativo, associaremos a este um ponto A sobre a reta r, que dista —a
unidades da origem O (isto é, d(O,A) = —a) e estd a esquerda da mesma (como a é negativo temos
que —a é positivo; vide figura abaixo).

Deste modo identificamos a cada nimero real a um ponto da reta r e reciprocamente, a cada
ponto da reta podemos associar um nimero real (por exemplo, se A é um ponto da reta r diferente
da origem, calculando-se a distdncia do mesmo & origem O, que indicaremos por d(O, A) e ele estiver
a direita da origem o nimero real serd a = d(O, A) e se estiver a esquerda da origem o nimero real
serd a = —d(0O,A)).

Notacdo 2.4.1 A reta assim obtida daremos o nome de reta numerada.

Observacgao 2.4.1 Dewvido 4 relagao bijetora acima obtida entre o conjunto dos numeros reais
e pontos da reta T, nos referiremos ao conjunto dos niumeros reaits como sendo & reta R (sem

Pl

nos preocupar com as diferencas entre ambos, isto €, pontos da reta e nimeros reais).

2.5 Intervalos da reta R

Introduziremos, a seguir, uma série de subconjuntos da reta R que serdo de grande importancia no
desenvolvimento dos préximos capitulos, a saber, os intervalos da reta.

Definicao 2.5.1 Sejam a,b € R com a < b.
Definimos:

1. o intervalo aberto de extremos nos pontos a e b, wndicado por (a,b), como sendo o
sequinte subconjunto da reta R:

(a,b)={xeR; a<x<bl

cuja representacdo geométrica é dada pela figura abaizo:

=]
(=2

2. o intervalo fechado de extremos nos pontos a e b, indicado por [a,b], como sendo o
sequinte subconjunto da reta R:

[a,b] ={x € R; a <x < b},
cuja representacdo geométrica é dada pela figura abaizo:

— AV
a b

3. o intervalo semi-aberto a direita de extremos nos pontos a e b (ou intervalo semi-
fechado a esquerda de nos pontos extremos a e b), indicado por [a,b), como sendo o
segquinte subconjunto da reta R:

[a,b) ={xeR; a<x<b},

cuja representacdo geométrica é dada pela figura abaizo:



20

CAPITULO 2. NUMEROS REAIS

=

4. ointervalo semi-aberto a esquerda de extremos nos pontos a e b (ou intervalo semi-

fechado a direita de extremos nos pontos a e b), indicado por (a,b], como sendo o
sequinte subconjunto da reta R:

(a,b] ={x e R; a<x<b},

cuja representagcdo geométrica € dada pela figura abaizo:

S \ 4
b

)

5. o wntervalo aberto
(—oo,b) ={x € R; x < b},

cuja representagcdo geométrica € dada pela figura abaizo:

6. o intervalo fechado
(—oo,b] ={x € R; x < b},

cuja representacdo geométrica € dada pela figura abaizo:

- @

7. o intervalo aberto
(a,00) ={x €R; x> a},

cuja representacdo geométrica € dada pela figura abaizo:

8. o intervalo fechado
[a,00) ={x € R ; x > a},

cuja representacdo geométrica é dada pela figura abaizo:

(X

9. o intervalo aberto
(_00) OO) = R)

cuja representacdo geométrica € dada pela figura abaizo:
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2.6 Moddulo ou valor absoluto de um niimero real
Podemos definir uma outra operagdo sobre os nimeros reais, a saber:

Definicao 2.6.1 Seja a € R.
Definimos o médulo ou valor absoluto do nimero real a, indicado por |a|, como sendo

. |la, sea>0
la] =
—a, sea<0

Exemplo 2.6.1 Temos que
5/=5 e |—m=m

Com isto temos as seguintes propriedades relacionadas ao médulo de nimeros reais:

Proposicao 2.6.1 Sejam a,b,c € R com a > 0.

Entdo:
1. |a] >0,
2. |—al=lal;

3. |a] < b se, e somente se, —b < a <b;

Vale o mesmo trocando-se o sinal < pelo sinal <;

4. lal > b se, e somente se, a >b ou a < —b;

Vale o mesmo trocando-se o sinal > pelo sinal > e o o sinal < pelo sinal <, respectivamente;
5 —lal<a<lal;
6. la+ bl < |a|+|bl;
7. la—=b| < lal + [bl;
8. |la| —[o[| <la—bl;
9. |a| = VaZ;

10. |a.b| =lal.|p|.

Demonstragao:
De 1.:
Observemos que
se a>0, entdo |qa Det. (E50) a>0.
Por outro lado,
se a<0, entdo Iq Det. (E53) —a > 0.

Logo, podemos concluir que

la| >0, paracada a€R,
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como queriamos mostrar.

De 2.:
Notemos que, da Proposigdo (E=3) item 7., segue que

se a>0, entdo —a=(—-1).a<0.

Logo
Def. (E&)
lal "= "a e |—d
isto é,
| —al =lal.

Por outro lado, também da Proposigdo (=) item 7., segue que
se a<0, entdlo —a=(—1).a>(-1).0=0.

Logo
Def. (ZED) Def. (&)
laj "= ""—a e [—da = —aqa,
isto é,
| —al =|dl.

Logo, podemos concluir que

la|=|—al, paracada ac€R,
como queriamos mostrar.
De 3.:
Suponhamos que
lal < b. (2.1)

(3
Se a>0, teremos a=|a < b,

logo
a<b. (2.2)
Como
b >0 segue, da Proposigdo (E3) item 7., que —b=(—1).b <0,
logo

(=)
a>0>—-b, segueque —b<a < b.

Por outro lado,

)

(=3
se a<0, teremos —a=]lal < b,

logo
—a<b

e, da Proposigédo (E=31) item 7., segue que

Prop. (E=X0) item 7.
a=(—1).(—a) > (—=1).b =—b.
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Como
a<0<b, segueque —b<a<hb,
mostrando que
se |aj<b, teremos —b<a<hb.
Suponhamos agora que
(6) (%)
—-b<a<bd
e mostremos que
la] < b.

Se a > 0, segue de (**), que

de (** e e,
laj=a < b, o0 queimplicard em |a|] < b.

Por outro lado, se a < 0, segue de (*) e da Proposigdo (E=30) item 7., que

de (*) e da Prop. (=) item 7.

la] =—a=(—1).a < (—=1).(=b) = —(—b) =D.

Logo
lal < b,

como queriamos mostrar.
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Vale o mesmo resultado, trocando-se o sinal < pelo sinal <, cuja verificagdo serd deixada como

exercicio para o leitor.

De 4.:
Suponhamos que
la] > b.

Notemos que,
(=) .
se a>0 teremos a=|al > b, ouseja, a>b.

Por outro lado,

(=) i
se a<0 teremos —a=|a] > b, ouseja, —a>b

e da Proposigdo (=) item 7. segue que

0= (—1).(a) (@) ea Prop.<(|Z3:I]) item 7. (—1).b = —b.

Logo, de (E3@) e (E@), segue
ou a>b, ou a<-—b.
Suponhamos agora que
(%) (+x)
b<a ou a< —b.

Notemos que, se a > 0, segue de (*), que

laj=a>b, ouseja, |al>Db.

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)
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Por outro lado, se a < 0, segue de (**) e da Proposi¢do (E=21) item 7., que
la| = —a=(-1).a > (—1).(—=b) = —(=b) = b.

Logo
la| >b, paracada a,be€R,

como queriamos mostrar.
Vale o mesmo trocando-se o sinal < pelo sinal < e o sinal > pelo sinal >, respectivamente, cuja
verificagdo serd deixada como exercicio para o leitor.

De 5.:
Observemos que se a > 0 entéo

laj=a<a, ousea, |a<a.

Por outro lado, se a < 0 entédo
la| = —a > —a.

Logo, da Proposigdo (E=3) item 7., segue que
—la] < a<lal, paracada ac€R.

De 6.:
Do item (5) temos que

—lal<a<lfal e —Ibl<b<Jbl
Da Proposigdo (E=30) item 5. segue que

—lal+ (=/bl) < a+b <fa]+b],
—_——

—(lal+/b])

ou seja,
—(lal+[b]) < a+b <lal+[bl.

Portanto, do item 3., podemos concluir que
la+ bl <l|a]+|bl, paracada a,b€eR,

como queriamos mostrar.

De 7.:
Do item 6. acima temos que

la—bl<lal+ |=b] =lal+]b],
—

do itém Z.Z‘b‘
para cada a,b € R, como queriamos mostrar.

De 8.:
Suponhamos que
lal > o] (2.7)
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Notememos que
do item 5.
lal=la+ 0 _|=la+(=b+b)=l(a=b)+b)| < la—bl+]b,
=b—b

ou seja,
lal = [b] < |a —b] (2.8)

Por outro lado,
(ramr ((==:))
Hal— b1 E 1al — o] < Ja—1b],

ou seja
lal —[bll < [a—bl.

De modo semelhante podemos mostrar que a desigualdade acima ocorre no caso de |a| < [b].
Para mostrar isto, basta trocar, na demonstragdo, acima a com b.
Deixaremos os detalhes deste caso como exercicio para o leitor.
Logo
llal —Jo[| < Ja — bl

para cada a,b € R, como queriamos mostrar.
De 9.:
Notemos que,
se a>0 teremos Val=a= lal.

Por outro lado

se a<0 teremos VaZ=—a=|al
ou seja,
Va2 = |dl,
para cada a € R, como queriamos mostrar.
De 10.:
Temos que

ja.b| "% J(ab)? = VaZb? = Val.Vb? B |l b|

para cada a,b € R, como queriamos mostrar.
O
A seguir consideraremos alguns exempos de equagdes e inequagdes envolvendo o médulo de nimeros
reais.
Comecaremos com um exemplo relacionado do uma equagéo envolvendo médulo de nimeros reais,
mais precisamente:

Exemplo 2.6.2 Encontre o conjunto solugdo da equagdo
x =5/ =7, (2.9)

1sto €, o conjunto, que denotaremos por S, formado por todos os numeros reais x que satisfazem
a equacao acima.

Resolucao:
Temos duas possibilidades:
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Se
x—5>0

entdo a equagdo que teremos que resolver serd
(=)
x—5 ="|x—5=7,

ou seja,

cuja solugdo serd

Observemos que x = 12 satisfaz a condigdo (E10), pois, 12—-5=7 > 0.

Logo x = 12 pertence ao conjunto solucido da equagéo, ou seja,

12e€ 8.

Por outro lado, se
x—5<0

entdo a equagdo que teremos que resolver serd
~(x—5) "= —5=7,

ou seja,

cija solugdo serd

Observemos que x = —2 satisfaz a condigdo (E712), pois, —2—5=—7 < 0.

Logo x = —2 pertence ao conjunto solugdo da equagio, ou seja,

—2€8.

Logo, de (E10) e (E13), segue que o conjunto solugdo da equagdo (E) serd

S ={-2,12).

A seguir temos os seguintes exercicios resolvidos:

Exercicio 2.6.1 Encontre o conjunto solug¢do da equac¢cdo

13x — 6] = |x + 8],

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

1sto €, o conjunto, que indicaremos por S, formado por todos 0s numeros reais X que satisfazem
a equac¢do acima.

Resolugao:
Temos as seguintes possibilidades:
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Se

3x—6>0, (2.15)

ou, equivalente, a

x> 2, (2.16)

entdo a equagdo que teremos que resolver serd

3x—6 =Y 3x — 6| = |x + 8,

ou seja, deveremos resolver a equacao

3x—6=x+8|. (2.17)

Para, esta equagéo, temos as seguinte duas possibilidades:

1.(a) Se

X+8>0 (2.18)

ou, equivalentemente, a
x> —8, (2.19)

entdo a equagdo (EI7), tornar-se-a
3x —6=|x+8§| (E:m)x—i—&
ou seja, deveremos resolver a equagdo
3x—6=x+8, istoé, 2x=14,

cuja solucdo serd
x=7.

Precisamos verificar se x = 7 satisfaz as condigdes (E-18) e ().

Como
3.7—6=152>0,

isto é, x = 7 satisfaz a condicdo (E13) e
7+8=15>0,

isto é, x = 7 satisfaz a condigdo (EI9), teremos que x = 7 pertencerd ao conjunto solugéo,
associado a equagdo do exemplo, isto é,

7¢eS. (2.20)
Por outro lado, se
x+8<0 (2.21)
ou, equivalentemente,
x < —8, (2.22)

entdo a equagdo que teremos que resolver serd

3x—6=x+8 ) _(x+8),
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ou seja, deveremos resolver a equagao
3x—6=—x—8, istoé, 4x=-2
cuja solugdo serd
x=-—:.
Observemos que as condigdes (E18) e (E=22) nos fornecem o conjunto vazio, pois

x>2 e x<-8.

Assim ndo existird solugdo que satisfaz a estas duas condigdes.

Logo ndo temos nenhuma equagdo para resolver e nenhuma nova solugdo ocorrerd neste
caso.

2. Por outro lado, se
3x—6<0 (2.23)

ou, equivalentemente,
x <2 (2.24)

entdo a equagdo que teremos que resolver serd
=
—3x—6) = 3x—6 = x + 8|,
ou seja, deveremos resolver a equagio

—3x+6=|x+8|.

Para isto temos as seguintes duas possibilidades:

2.(a) Se
X+8>0 (2.25)

ou, equivalentemente,
x> -8, (2.26)

entdo a equagdo que teremos que resolver serd
xt6=Ix+8 ) x1s,
ou seja, deveremos resolver a equagéo

—3x+6=x+8, istoé, 4x=-2,

cuja solugdo serd

. . T . .
Precisamos verificar se x = —3 satisfaz as condiges (=) e (E=23).

1 9
3. (—2> —6=—3<0,

Observemos que
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1
isto é,x = 3 satisfaz a condicdo (EZ23) e
1 15
——=+8=—2>0
2 + 2 =7
. . 1 . - 1 . .
isto é, x = -3 satisfaz a condigdo (E=ZH), teremos que x = -3 pertencerd ao conjunto
solugdo associado a equagdo (EI4), isto é,
1
—_€8. 2.27
> € (2.27)
Por outro lado, se
x+8<0 (2.28)
ou, equivalentemente,
x <=8, (2.29)

entdo a equagdo que teremos que resolver serd
x4 6=lx+8 = _(x+8),
ou seja, deveremos resolver a equagio
—3x+6=—x—8, istoé, 2x=14,

cuja solucdo serd
x=7.

Precisamos verificar se x = 7 satisfaz as condigbes (E224) e (Z=29).

Notemos que
—3.7+6=—-15<0,

isto é, x = —7 satisfaz a condigdo (E=24) e
—7—-8=-15<0,

isto é, x = 7 satisfaz a condigdo (EZ2), teremos que x = 7 pertencerd ao conjunto solugdo
associado a equagdo (E14), isto é,
7€S. (2.30)

Logo, de (E=0), (E227) e (E=20) o conjunto solugdo da equagdo acima serd

{7}

Observagao 2.6.1 Vale observar que no exemplo acima x =7 aparece duas vezes como solu¢do
das equacdes envolvidas na resolugdo do problema.

A seguir temos um exercicio com inequagdes envolvendo o moédulo de niimeros reais.

Exercicio 2.6.2 Encontre o conjunto solu¢do da inequagao

x+4] < 2x — 6, (2.31)

1sto €, o conjunto, que denotaremos por S, formado por todos os numeros reais x que satisfazem
a equagao acima.
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Resolugao:
Temos as seguintes possibilidades:

1. Se
X+4>0 (2.32)

ou, equivalentemente
x> —4 (2.33)

entdo a inequagdo que teremos que resolver sera
x+4 ) x 14 <2x — 6],
ou seja, deveremos resolver a inequagdo
x+4 <[2x — 6], (2.34)

se (EZ23) ocorrer.

Para isto temos as seguintes duas possibilidades:

1.(a) Se
2x—62>0 (2.35)

ou, equivalentemente
x>3 (2.36)

entdo a inequagdo que teremos que resolver sera
x+4 <2x — 6] =2x — 6,
ou seja, deveremos resolver a inequagio

x+4<2x—6, ouseja, deveremos ter, 10 <x. (2.37)

Precisamos atender as condicdes (E=33) e (E=28), além da condigdo (E231), ou seja, precisamos
fazer a interseccdo dos seguintes trés conjuntos:

S =[4,00), S =[3,00) e S3=[10,00).

Para isto vejamos o diagrama abaixo:

—4
(=3) ® w S
3
(e=m) L2 “ S,
10
(=7) TR m  S3

¥

81 NSNS =1[10,00)

e

Logo
[10,00) C S. (2.38)
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1.(b) Se
2x—6<0 (2.39)

ou,equivalentemente
x <3, (2.40)

entdo a inequagdo que teremos que resolver serd
x+4<2x—6 = _2x—6),
ou seja, deveremos resolver a inequagdo

: (2.41)

WI N

x+4 < —2x+6, ouseja, teremos x <

Precisamos atender as condigdes (E=33) e (Z-Z0), além da condigdo (EZT), ou seja precisamos
fazer a interseccdo dos seguintes trés conjuntos:

2
81 = [_4)OO)> 54 = (_00,3) e 85 = <—oo) 3:| .

Para isto vejamos o diagrama abaixo:

—4
(=) ® ‘ ‘ w5
‘ 3
(=m) ‘ ; - Sy
(=) 2 - 5
: 2
. 3
oA " > S1NS4NS5=[-4,3%]
Logo
2
~43| CS. (2.42)
2. Se
x+4<0 (2.43)

ou, equivalentemente,
X < —4, (2.44)

entdo a inequacdo que teremos que resolver serd
x4+ 4) ) 14/ < 12x 6],
ou seja, deveremos resolver a inequagado
—x—4 <[2x—6], (2.45)

se (EZ4) ocorrer.

Para isto temos duas possibilidades:
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2.(a) Se
2x—62>0 (2.46)
ou, equivalentemente
x>3 (2.47)
entdo a inequagdo que teremos que resolver

—x—4<2x—6, isto é, deveremos ter <x.

WI N

(2.48)

Precisamos atender as condigbes (ZZ4) e (E2Z17) além da condigdo (EZ3), ou seja precisamos
fazer a interseccdo dos seguintes trés conjuntos:

N

(_OO) _4)) SZ = [3300) € 83 = |:§)OO>

que nos da o conjunto vazio.

Para isto vejamos o diagrama abaixo

—4
(=za) ¥ A Sy
3
(=zm) L 2 » Sz
(=32) L a ol S3
3
.?
> S1NS;NS3 =0
2.(b) Se
2x—6<0 (2.49)
ou, equivalentemente
x <3, (2.50)
entdo a inequacdo que teremos que resolver serd

x—4<2x—6 "= _(2x—6),

ou seja, deveremos resolver a inequagdo

—x—4<—-2x+6, istoé, deveremos ter x < 10. (2.51)

Precisamos atender as condigdes (EZ4) e (E20), além da condigdo (E=T), ou seja precisamos
fazer a interseccdo dos seguintes trés conjuntos:

S] = (—OO,—4), 84 = (_0033) € 85 = (_OO) ]O)

Para isto vejamos o diagrama abaixo:
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(zzm) v - 5
: 3
(=3) - 54
‘ 10
(=) v > Ss
S1 NSy NS5 = (—o0,—4)
Logo
(—00,—4) C 8 (2.52)

Logo dos itens 1. e 2., isto é, de (E=38), (EZ2), (E32), segue que o conjunto solugdo asscociado a
inequagdo dada sera

2

] U [10,00) = (—oo, ﬂ U [10, 00).

S =(—o0,—4)U [—4, 3

2.7 Plano numérico R?

Nesta segdo relembraremos um outro conceito que serd de grande importancia no estudo dos capitulos
que virdo a seguir.

Definicao 2.7.1 Denotemos por R? o conjunto formado por todos os pares ordenados formados
por numeros reais, isto €,

R’=R xR ={(a,b); a,b e R},

que serd denominado plano numeérico.

Observagao 2.7.1 Assim como no caso do conjunto dos niumeros reais R, podemos identificar
o plano numérico R?> com o conjunto dos pontos de um plano geométrico.
Para 1sto escolhamos num plano uma reta horizontal, que denotaremos por eixo dos x’s ou

Ox e serd chamado de eixo das abscissas, e uma reta vertical, que denotaremos por eixo dos y’s
ou Oy e serd chamado de eixo das ordenadas, perpendiculares entre si.

O ponto de intersec¢do dessas duas retas serd indicado por O e denominado origem.

A cada par ordenado do plano numérico, (a,b) € R?, iremos associar um ponto do plano
geométrico que contém as duas retas actma da sequinte forma:

Fizemos uma unidade de comprimento u e encontremos sobre o eixo Ox, o Unico ponto, que
chamaremos de X, assoctado ao numero real a (como na segdo - veja a figura abaizo).

De modo andlogo, encontremos sobre o eizo Oy, o unico ponto, que chamaremos de Y,
associado ao numero real b (como na seg¢do - veja a figura abaizo).
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Tracemos pelos pontos X e Y retas paralelas aos eizos Oy e Ox, respectivamente.

O ponto P obtido da interseccdo das retas acima serd associado ao par ordenado (a,b) € R?
(veja a figura abaizo).

Deste modo podemos associar a cada par ordenado do plano numérico, um Unico ponto do
plano geométrico e reciprocamente, a cada ponto do plano geométrico (fizadas as duas retas
perpendiculares) temos assoctado um unico par ordenado de numeros reais (basta tragar as
retas perpendiculares aos eizos Ox e Oy, que contém o ponto do plano geométrico, encontrar
suas intersecgbes com os eizos Ox e Oy e encontrar os numeros reais que estdo associados a

cada um desses pontos sobre as retas Ox e Oy, respectivamente e, finalmente, construir o par
ordenado do plano numérico).

Em geral vamos identificar o plano geométrico com o plano numérico (sem mos esquecer,
quando mecessdrio, que na verdade sdo objetos diferentes).

Notacao 2.7.1 Utilizaremos as sequintes notagcdes para os elementos do plano geométrico acima
mencionado:
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Eizo das Ordenadas y

x \
Eizo das Abscissas

Origem

2.8 Grafico de um equacgao no plano R?

Lembremos que

Definicao 2.8.1 O grafico de uma equagao € o conjunto formado por todos os pontos do plano
numérico R?, cujas coordenadas dos mesmos satisfazem a equacdo dada.

Observacao 2.8.1 Podemos representar, geometricamente, o grdfico de uma equa¢do do plano
numérico R? no plano geométrico.
A sequir exibiremos um exemplo desta situagdo.

Exemplo 2.8.1 Consideremos a equagdo em R? dada por
y?— (xz—i—Zx) y+ 23 =0.

Represente geometricamente, no plano numérico, o grdfico da equagdo acima.
Resolucao:
Observemos que a equag¢do acima pode ser colocada na sequinte forma

(y—2x) (y—xz):O = y—-2x=0 ou y—x*=0.

=y2—(x2+2x) y+2x3

Logo o grdfico da equagdo dada serd o conjunto
{(x,y) eRz;y =2x ou y :xz}.
No plano geométrico, temos uma reta, a saber
y=2x, x€eR

e uma pardbola, a saber,

y:xz, x € R

e assim podemos representar a equagdo acima (que € dada no plano numérico), geometricamente
no plano geométrico.
A figura abaizo é a representacdo geométrica do grdfico da equagdo dada.
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=Y

2.9 Pontos de acumulacao de subconjuntos de R

A seguir introduziremos alguns conceitos que serdo fundamentais no estudo da Teoria de Limites que
serd tratada em um capitulo mais a frente.
Comecgaremos pela:

Definicao 2.9.1 Sejam a € R e § > 0 fizados.

1. Daremos o nome de vizinhanca de centro no ponto a e raio 9, que serd denotada por
Vs(a), ao intervalo aberto

Vs(a) =(a—0d,a+0).

2. Daremos o nome de vizinhanga &4 esquerda de centro no ponto a e raio 9, que serd de-
notada por Vs-(a), ao intervalo semi-aberto a esquerda

Vs-(a) = (a—3,d].

=Y
Y

3. Daremos o nome de vizinhancga a direita de centro no ponto a e raio , que serd de-
notada por Vs+(a), ao intervalo semin-aberto & direita

Vs+(a) = [a,a + ).

PN
@
a
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Exemplo 2.9.1 Sea=1 e d == entdo teremos que:

Vit = vy = (1-31+3) = (33):
Vs-a) =V, (1) = <1 —H - <H

Vs+(a)=V,+(1) = |:],] —i—;) = |:1,3> .

Com isto temos o seguinte conceito que serd de grande importancia no desenvolvimento da Teoria
dos Limites, a saber:

Definicao 2.9.2 Sejam A CR e x, € R.

Diremos que o ponto x, € ponto de acumulagao do conjunto A se, para cada 6 > 0, a
vizinhanga de centro mo ponto x, e raio 5, 1sto €, o conjunto Vs(x,), interceptar o conjunto A
em, pelo menos, um ponto diferente do ponto x, (caso x, pertenga ao conjunto A), isto €, para
cada & > 0 deveremos ter:

(Vs(xo) MA)\ {xo} # 0.

Ponto de A diferente do ponto xo

l

Xo — O Xo Xo + 8

Observacgao 2.9.1 Observemos que se o ponto x, € R é um ponto de acumula¢do do conjunto
A entdo qualquer vizinhang¢a do ponto x, possuird infinitos pontos distintos do conjunto A.

De fato, se tomarmos 6 = &; >0, da defini¢do do ponto x, € R ser um ponto de acumulagdo
do conjunto A, segue que podemos encontrar x1 € R tal que

x1 € (AN V61 (%0)) \ {Xo}.

X1 € A, X1 # Xo

S

Xo — 81 Xo Xo + 07

Como x1 # X, temos, tomando-se
0<62£|x1 —XO| < &

que, da definicdo do ponto x, € R ser um ponto de acumula¢do do conjunto A, segque que
podemos encontrar x; € R tal que

x2 € (AN Véz (%0)) \ {Xo}.

Xo — 82 Xo + 82

o>

Xo — 8 Xo Xo + 0

X2 € A, X2 # Xo
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Em particular, x; # x1 (pois se x; € V;,(xo) entdo [x; —Xol < 82 = [x1 — Xol, logo x # x1).
Como x; # X, temos que tomando-se

0<d; = [x2 — Xo| < 81, 02,

da definicGo do ponto x, € R ser um ponto de acumulacdo do conjunto A, seque que podemos

encontrar x3 € R
x3 € (AN Vég, (X0)) \ {Xo}

Em particular, x3 # X2 (pois se x3 € Vs,(xo) entdo [x3 —xo| < 83 = [x2 —Xol, logo x3 # x2, além
disso, X3 # X1 Pois [x3 — Xo| < 83 < X2 — Xo| < 82 = X1 — Xol, assim x3 # x1).
Prosseguindo o processo acima podemos obter uma colegcdo infinita de pontos distintos de
A, a saber
{X1>X2>X3)"'} CA

tal que todos esses pontos estdo na vizinhanga Vs(x,).
Exemplo 2.9.2

1. Consideremos A = (—1,2].
Afirmamos que todo ponto do conjunto A € ponto de acumulag¢do do conjunto A.

De fato, pois se xo € A e d > 0 entdo toda vizinhang¢a do ponto x, de raio b intercepta o
conjunto A em, pelo menos, um ponto, X1, diferente de x, (veja figura abaizo).

Xo — 0 Xo + 0

1 Xo 2

X1 € A diferente de xo

Observemos que —1 ¢ A mas também € ponto de acumulagdo do conjunto A, pois toda
vizinhanga do ponto —1 de raio O intercepta o conjunto A em, pelo menos, um ponto Xq,
diferente de —1 (veja figura abaizo).

q
X J

Pertence ao conjunto A e é diferente de —1

Conclusao: o conjunto formado por todos os pontos de acumulagdo do conjunto A serd o
intervalo fechado [—1,2].

2. Consideremos A = (—1,2] U{3}.

Do Ezemplo acima segue que todo ponto do conjunto [—1,2] serd ponto de acumulag¢do do
conjunto A.

Observemos que o ponto 3 nao € ponto de acumulagdo do conjunto A pois se considerarmos
5 =1, teremos que
Vi3)NAN{3}=0.

Logo o conjunto formado por todos os pontos de acumulagdo do conjunto A € o intervalo
fechado [—1,2] (isto €, é o mesmo do Ezemplo anterior).
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1
3. Consideremos A = {n M E N}.

Afirmamos que o unico ponto de acumulagdo do conjunto A € 0.
De fato, primeiro vejamos que 0 € ponto de acumulag¢do do conjunto A.

Para 1sto dado 6 > 0 observemos que toda vizinhanga do ponto O de raio & intercepta o
conjunto A em, pelo menos, um ponto diferente de x,, isto é, podemos encontrar n, € N
tal que

1
0< — <,
Mo

. 1 . . .
isto €, o numero real — pertence ao conjunto A e ao conjunto Vs5(0) e além disso €
n

diferente de 0, 'rnostmndoO que 0 € ponto de acumulag¢do do conjunto A.

Por outro lado dado qualquer nimero real x, # 0 entdo podemos mostrar que o ponto X,
nao poderd ser ponto de acumulag¢do do conjunto A (ele estard a uma distdncia positiva
do elemento do conjunto A mais prézimo dele).

A verificagcdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor.

Logo o conjunto formado por todos os pontos de acumula¢do do conjunto A é formado
por um dnico ponto, isto €, {0}.

_ s 1
b o 5 3 1

P .

Eziste ng € N tal que 11170 € ANVs(0)

Observagao 2.9.2

1. Exzistem subconjuntos infinitos de R que nenhum ponto é ponto de acumula¢do do mesmo.

Por ezemplo, se A = N entdo nenhum ponto da reta R serd de acumulagcdo do conjunto
A.

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

2. Exzistem subconjuntos préprios de R (isto €, que estGo contidos em R mas ndo sdo todo
R) tal que todo ponto R € ponto de acumulagdo do mesmo.
Por ezemplo, se A =Q entdo todo ponto da reta R serd de acumulagdo do conjunto A.

A verificagdo deste fato serd deizada como ezxercicio para o leitor.

2.10 Ordem de importancia dos resultados na Matematica

Na Matematica existem varios tipos de resultados que sdo, de certo modo, classificados de acordo com
sua importancia e/ou utilidade.

A seguir daremos um breve resumo de como alguns destes resultados podem ocorrer e suas im-
portancias dentro do assunto estudado.
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1. Axioma ou Postulado: sdo elementos da Matemadtica que sdo aceitos como verdadeiros (por
exemplo, na Geometria de Euclides, temos o primeiro Axioma ou Postulado que nos diz: ” Existe
ponto”);

2. Teorema: séo resultados da Matemdtica que sdo demonstrados a partir dos Axiomas (ou outros
resultados), por exemplo: Teorema de Pitdgoras;

3. Proposicao: sdo resultados da Matemadtica que sdo demonstrados a partir dos Axiomas e/ou
Teoremas que nédo sdo tdo importantes quanto os Teoremas;

4. Lema: sdo resultados da Matemadtica que sdo demonstrados a partir dos Axiomas e/ou Teoremas
e que serdo utilizados na demonstragdo de um Teorema e/ou Proposigéo;

5. Corolario: sdo resultados da Matematica que sdo demonstrados facilmente a partir dos Axio-
mas, Teoremas e/ou Proposigdes;

Notagao 2.10.1 Utilizaremos ao longo destas notas alguns simbolos os quais destacamos:

1. pontos do plano geométrico serdo indicados por letras maiusculas: A,B,C,---;

2. retas do plano geométrico serdo indicados por letras minusculas: a,b,c,---;

7

3. as letras gregas minusculas, o (leia-se: alfa), & (leta-se: delta), € (leia-se: episilon), y
(lera-se: gama), B (leia-se: beta), indicardo mumeros reais positivos que sGo pequenos;

A segdo a seguir foi omitida das aulas mas poderd ser estudada pelos alunos que tenham um
interesse em se aprofundar em alguns conceitos bdsicos importantes de Matemdtica.

2.11 Apéndice: supremo e infimo de subconjuntos da reta

A seguir introduziremos alguns conceitos que sdo importantes no aprofundamento no estudo dos
nimeros reais.
Comecgaremos pela:

Definicao 2.11.1 Seja A C R ndo vazio.
Diremos que o subconjunto A C R € limitado superiormente em R se ezistir um nidmero
real L tal que

a<Ll, paratodo ae€A.

No caso acima, o nimero real L serd dito limitante superior em R do subconjunto A.

Com isto temos a:

Proposicao 2.11.1 Se L é um limitante superior em R do subconjunto, ndo vazio, A da reta R
e L’ > L entdo L' também serd um limitante superior em R do subconjunto A.

Demonstracgao:
De fato, como L é um limitante superior em R do subconjunto A entdo a < L para todo a € A.
Logo

a<L<L'" paratodo acA,

isto é, a < L’ paratodo a € A, mostrando que L’ também é um limitante superior em R do subconjunto
A, como queriamos mostrar.
O
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Definigao 2.11.2 Diremos que o subconjunto A C R ¢ limitado inferiormente em R se existir
um numero real 1 tal que

a>1l, paratodo acA.

No caso acima, o numero real 1 serd dito limitante inferior em R do subconjunto A.

Com isto temos a:

Proposicao 2.11.2 Se 1l é um limitante inferior em R do subconjunto, ndo vazio, A da reta R
e l’ <1 entdo l' também serd um limitante inferior em R do subconjunto A.

Demonstragao:

De fato, como 1 é um limitante inferior em R do subconjunto A entdo a > | para todo a € A.
Logo
a>1>1 paratodo ac€A,

isto é, a > 1’ para todo a € A, mostrando que 1’ também é um limitante inferior em R do subconjunto
A, como queriamos mostrar.
O

Uma outro conceito importante é dado pela:

Definigao 2.11.3 Diremos que o subconjunto A C R ¢ limitado em R se ele for limitado supe-
riormente e inferiormente em R.

Consideremos os seguintes exemplos:
Exemplo 2.11.1

1. Seja A = (0,4] CR.

Entao L =4 é um limitante superior em R, pois se a € A entdo a<L=4,el=0 € um
limitante inferior em R do conjunto A, pois se a € A entdo a > L =0.

Portanto o conjunto A é limitado superiormente e inferiormente em R, ou seja, ele é
limitado em R.

1
2. SejaAi{n;neN}gR

oy . 1
Entdo L =1 ¢ um limitante superior em R, pois o <L=1, paratodoneN, el=0 ¢ um
limitante inferior em R do conjunto A, pois o >1=0, para todo n € N.

Portanto o conjunto A €é limitado superiormente e inferiormente em R, ou seja, ele é
limitado em R.

3. Seja A=QCR.

Entdo A nao ¢é limitado superiormente em R e também nao é limitado inferiormente em
R.

As verificargbes desses fatos serdo deiwradas como exercicio para o leitor.
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Observagao 2.11.1 No Ezemplo (EII1) item 1. temos que o conjunto A é limitado em R
(isto €, é limitado superiormente e inferiormente em R).

Observemos que podemos encontrar um menor limitante superior em R (que € 4) e um mator
limitante inferior em R (que € 0).

Daremos um nome ”especial” a cada um desses niumeros reais, a saber:

Definicao 2.11.4 Seja A C R, nao vazio, limitado superiormente em R.
Diremos que S € R é o supremo do conjunto A se:

S1: S é um limitante superior em R do conjunto A em R;

<

Sy: S é o menor numero real com a propriedade acima, isto é, é o menor limitante superior
em R do conjunto A, ou ainda, se S’ é um limitante superior em R do conjunto A entdo

S’ >S.

Neste caso denotaremos S, o supremo de A, por sup(A).
De modo andlogo temos a:

Definigao 2.11.5 Seja A C R, ndo vazio, limitado inferiormente em R.
Diremos que s € R € o infimo do conjunto A em R se:

s1: s € um limitante inferior em R do conjunto A;

sy: s € o marior numero real com a propriedade acima, isto €, € o maior limitante inferior
em R do conjunto A, ou ainda, se s’ é um limitante inferior em R do conjunto A entdo

s’ <s.

Neste caso denotaremos s, o infimo de A, por inf(A).
Observagao 2.11.2

1. Observemos que se o supremo (ou o infimo) de um conjunto A eziste ele serd unico.

A demostracdo desses fatos serdo deizadas como exercicio para o leitor.

2. Vale observar também que se o conjunto A € limitado em R entdo podemos pensar em
encontrar sup(A) e inf(A).

Na verdade o resultado a segquir garante, nestes casos, a eristéncia do supremo e do infimo
de tais subconjuntos de R.

Com isto temos o seguinte resultado cuja demonstragdo serd omitida.

Teorema 2.11.1
1. Todo subconjunto da reta R limitado superiormente em R possui supremo.

2. De modo semelhante, todo subconjunto da reta R limitado inferiormente em R possui
infimo.

3. Em particular, todo subconjunto da reta que é limitado em R possui supremo e infimo.
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Exemplo 2.11.2

1. Seja A = (0,4] C R.

Como conjunto A € limitado em R, seque do Teorema acima que o conjunto A admite
sup(A) e inf(A) em R.

Observemos que L =4 é o menor limitante superior do conjunto A em R (qualquer numero
real menor que 4 ndo serd limitante superior do conjunto A em R), isto €, sup(A) =4.

De modo semelhante, 1 = 0 é o mator limitante inferior do conjunto A em R (qualquer
numero real maior que 0 ndo serd limitante inferior do conjunto A em R ), isto €, inf(A) =
0.

Ndo é limitante superior de A

l
1=0 I L=4

Ndo € limitante inferior de A

3
¢
4

1
2. SejaAi{n;neN}gR

Como conjunto A €é limitado em R, seque do Teorema acima, que o conjunto A admite
supA e infA.

7

Observemos que L =1 é o menor limitante superior do conjunto A em R. pois qualquer
numero real menor que 4 ndo serd limitante superior do conjunto A em R, isto €, sup(A) =
1.

De modo semelhante, l =0 é o mazor limitante inferior do conjunto A em R, pois qualquer
numero real maior que 0 ndo serd limitante inferior do conjunto A em R, isto ¢, inf(A) = 0.

Ndo é limitante superior

1 l L=1
2

|

Néo ¢é limtante inferior

ENE

W=

Um resultado muito 1til no estudo do supremo e/ou do infimo de subconjuntos de R é dado pelo:
Teorema 2.11.2

1. Consideremos A C R ndo vazio e limitado superiormente em R.

Entdo S = sup(A) se, e somente se, as sequites condigbes estGo satisafeitas:

S; : S é um limitante supertor em R do conjunto A;

S; : Dado o numero real € > 0 podemos encontrar a € A tal que S —¢ < a.

Eziste a € A

O]

S ¢ limitante superior
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2. Consideremos A C R nago vazio e limitado inferiormente em R.

Entdo s =inf(A) se, e somente se, as sequites condi¢des estdo satisafeitas:

s] : s € um limitante inferior do conjunto A,

s} : Dado o numero real ¢ > 0 podemos encontrar a € A tal que a < s+ e.

Eziste a € A

s € limitante inferior s+ e

Demonstragao:
Mostraremos o item 1..

A verificacdo do item 2. serd deixada como exercicio para o leitor.

Mostremos primeiramente que se S = sup(A) entdo S| e S} serdo verdadeiras.

Como S = sup A temos que S é um limitante superior em R do conjunto A, isto é S; é verdadeira.

Dado ¢ > 0, temos que S — ¢ < S, logo S — € nédo podera ser limitante superior em R do conjunto
A (pois S é o menor limitante superior do conjunto A em R).

Assim, deve existir a € A tal que S — ¢ < a, isto ¢, S/ é verdadeira.

Mostremos agora que se S| e S} sdo verdadeiras entdo S = sup A.

Para isto observemos que de S; temos que S é um limitante superior em R do conjunto A.

Suponhamos que S’ < S e mostremos que S’ ndo pode ser limitante superior do conjunto A em R.

Para isto consideremos ¢ =S — S’ > 0.

De S/ segue que podemos encontrar a € A tal que S — ¢ < a, isto §,

a>S—e=S5S—-(S-S5) =95,

ou seja, S’ ndo é limitante superior do conjunto A em R.
Portanto S é o menor limitante superior do conjunto A em R, ou seja, S = sup(A), como queriamos
demonstrar.
O

Observacao 2.11.3 No Ezemplo (EZI11) item 1. temos que
sup(A)=4€A e inf(A)=0¢€A.

Quando o supremo (ou infimo) de um conjunto pertence ao mesmo daremos um mome
7especial”, a saber:

Definigao 2.11.6 Seja A C R ndo vazio, limitado superiormente em R.
Se S = sup(A) pertence ao conjunto A diremos que S é o méximo do conjunto A em R e
escreveremos max(A) =S, isto €,
max(A) = sup(A).

De modo andlogo temos: seja A C R ndo vazio, limitado inferiormente em R.
Se s = inf A pertence ao conjunto A diremos que s é o minimo do conjunto A em R e
escreveremos min(A) = s, sto €,
min(A) = inf(A).

Observacao 2.11.4 O Ezemplo (EZI11) item 1. temos que
sup(A)=4€A e inf(A)=0¢€A,

<

1sto é, o conjunto A tem mdzimo em R mas nao tem minimo em R.



Capitulo 3

Funcoes Reais de Uma Variavel Real

Neste capitulo trataremos de um dos elementos que serdo a base de todo o estudo que faremos mais
adiante, a saber, as fungdes reais de uma varidvel real, isto é f: A C R — R.

Relembraremos alguns conceitos importantes associados a estas e definiremos algumas novas funcdes
que serdo utilizados em algumas aplicagées num futuro préximo.

3.1 Definicoes e exemplos
Comecgaremos considerando um exemplo simples porém interessante.

Exercicio 3.1.1 Suponhamos que um homem estd num barco em um 170, 4 2 kms ao leste de
sua casa, que situa-se em uma das margens desse T10.

A margem € do ri0 € reta e vai do sentido norte-sul.

Ele deseja 1r a um armazém que fica a 3 kms ao sul de sua casa, na margem do ri0 que estd
a sua casa.

Sademos que ele pode remar a uma velocidade (constante) de % km/h e pode correr a uma
velocidade (constante) de 6 km/h.

Pergunta-se: quanto tempo ele levard para chegar ao armazém se ele remar diretamente até
um ponto Q (fizado) da margem que estd a x kms (fizado) ao sul de sua casa e correr pela
margem até o armazém?

Para ilustrar veja a figura abaizo:

Barco

Casa Q f Armazém

x kms

+—— 3kms ————>

Resolucgao:

45
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Primeiramente fixemos um sistema de coordenadas nos quais poderemos escrever equagdes que
descrevem o nosso problema.

Para facilitar escolheremos o eixo Oy como sendo a reta que une a casa e o barco (orientado no
sentido oeste-leste).

O eixo Ox corresponderd a reta determinada pela margem do rio (perpendicular a outra reta e
orientado no sentido norte-sul).

Deste modo a casa ficard na origem do sistema de coordenadas (cartesianas).

Veja figura abaixo:

eixo dos y’s

A

Barco
P =1(0,2)

Armazém

Casa

\ eixo dos x's

5 >

Q = (x,0) R=(3,0)

Denotemos por x a distdncia do ponto que ele vai chegar & margem (isto €, o ponto Q) a sua casa.

Sejam t; e t, os tempos que ele levard para ir do barco (ponto P) até o ponto da margem (ponto
Q) e desse ponto da margem (ponto Q) até o armazém (ponto R), respectivamente.

Queremos encontrar uma expressio para

t =1t + ty,

isto é, o tempo que o homem levard para percorrer a poligonal PQR.
Observemos que t; e t; (e portanto t) devem depender de x (isto é, do ponto Q), como ficard mais
claro a seguir.

2
Da Mecancia temos que (movimento retilineo uniforme cuja velocidade é dada por = km/h)

3
— 2
PQ — gt‘],
Logo -
P 3
t) = TQ - >PQ. (3.1)
3

Observemos que o tridngulo APOQ é retangulo logo
(PQ)* =22+,

ou seja,

PQ = /X2 +4. (3.2)

Logo substituindo (E32) em (E) obtemos
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De modo semelhante, temos que da Mecéncia temos que (movimento retilineo uniforme cuja velo-
cidade é dada por 6 km/h)

QR = 6t,.
Logo L
R
t) = % (3.4)
Mas
@ =3-x,

logo substituindo esse valor de QR em (EZ) obteremos

3—x
t) = = (3.5)

Portanto de (E33) e (BEX) segue que o tempo total para percorrer a poligonal PQR serd dado por:

3—x
6 Y

t=10x) = i) + o) = SV 14

que, como previmos, dependerd de x (ou seja, do ponto Q).
Observemos que para o problema devermos ter x € [0, 3].

Observagao 3.1.1

<

1. A questdo que poderiamos colocar € a seguinte: qual a posigdo do ponto Q para que o
tempo gasto para percorrer a poligonal PQR seja o menor possivel?

A resposta a este problema serd dada mais adiante (no Cdlculo Diferencial).
. . 20
Para os curiosos, o ponto Q deverd situar-se a S0 km ao sul da casa.

2. O problema acima nos motiva a estudar com mais detalhes um conceito que serd mosso
”companheiro” ao longo de todo o desenvolvimento do curso, a saber, as Fungées.

Sejam A, B C R néo vazios.

Definicao 3.1.1 Uma funcao defintda no conjunto A assumindo valores no conjunto B é uma
relagdo que associa a cada elemento x € A um, e somente um, elementoy € B que serd indicado
por f(x).

Denotaremos tal fungdo por:

f:A—=B ou A-5B.

Sex € A, o elementoy = f(x) € B serd dito valor da fungao f em x ou imagem do valor x

pela funcgao f.
O conjunto A serd dito dominio da fungao f e indicado por Dom(f).

O conjunto B serd dito contra-dominio da funcao f.
O conjunto formado por todos os elementos de B que sGo tmagem de valores da fungdo f
serd dito conjunto imagem da funcgao f e indicado por Im(f), isto €,

Im(f) ={y € B;y = f(x) para algum x € A}.

Definicao 3.1.2 Podemos interpretar a situagdo acima olhando o segquinte diagrama de Venn:
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Dominio de f

Cada x € A estd associado a um, e somente um ,y = f(x) € B Contra-dominio de

Consideremos alguns exemplos
Exemplo 3.1.1

1. Para o problema que iniciou este capitulo temos que a fungdo que descreve o problema é
a sequinte: t: A — B, onde A =1[0,3], B=1[0,00) e

.3 3—x
t(x):E x2+4 = x € A.

2. Um outro exemplo, f: R — R dada por
f(x) =x3, xeR.
Neste caso A =B =R.
3. Ou ainda, f:(0,00) — R dada por
f(x) =vx, x¢€(0,00).

Neste caso A = (0,0) e B=R.

4. OuT:R\{0} - R dada por

Neste caso A =R\ {0} e B=R.
Temos também a:

Definicao 3.1.3 Seja f: A — B uma fungdo dada.
Defintmos o grafico da fungao f, denotado por G(f), como sendo o conjunto dos pontos do

7

plano numérico R? que sdo da forma (x,f(x)) para x € A, isto é,

G(f) ={(x,f(x)); x € AJ.

Observagao 3.1.2 Tendo o grdfico da funcgcdo f podemos representd-lo geometricamente mno
plano geométrico (que é identificado com o plano numérico R*) como mostram os ezemplos
abaizo:

Exemplo 3.1.2
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1. Se a fungdo f:R — R é dada por

f(x) =x%, xeR

entdo o grdfico da funcdo f é dado por

G(f) ={(x,x*); x € R} C R?

cuja representacdGo geométrica serd dada pela figura abaizo.

Y

2. Se a fungdo f:[0,00) — R € dada por

f(x) =vx, x€R

entdo o grdfico da funcdo f é dado por

G(f) = {(X) \/;() ;X € [O)OO)} C Rz

cuja representagcdo geométrica serd dada pela figura abaizo.

3. Se a fungdo f:R\{0} - R € dada por

)=, xeR\(0)

entdo o grdfico da funcdo f é dado por

G(f)z{(x,l) ;xeR\{O}} CR?

cuja representacdo geométrica serd dada pela figura abaizo.

49



50 CAPITULO 3. FUNGCOES

®|=

3.2 Operacoes com funcgoes reais de uma variavel real
Podemos fazer as seguintes operacdes com funcgdes reais de uma varidvel real:

Definicao 3.2.1 Sejam f,g: A — R duas funcdes fungdes rears de uma varidvel real definidas
em um mesmo subconjunto A da reta R.
Com 1sto podemos definir as sequintes funcgdes:

1. @ adigao da funcdo f com a fun¢do g, indicada por f+ g, como sendo a funcdo real de
uma varidvel real f+g: A — R definida por

(f+gl(x) =f(x) +g(x), x€A;

2. a diferencga da funcgdo f pela fung¢do g, indicada por f — g, como sendo a fungdo real de
uma varidvel real f —g: A — R definida por

(f—glx) =f(x) —g(x), x€A;

3. a multiplicacao (ou produto) da funcdo f com a fung¢do g, indicada por f.g, como sendo
a funcdo real de uma varidvel real f.g: A — R definida por

(f.g)(x) = f(x).g(x), xe€A;

L. f
4. a divisao (ou quociente) da fungdo f com a fungdo g, indicada por 5 ou f/g, como sendo

f
a fungdo real de uma varidvel real 5 A\ {x € A; g(x) =0} = R definida por

(f> )= e AN [ gl = 0.
g g(x)

Observagao 3.2.1 Vale observar que todas as quatro funcdes acima estGo bem definidas nos
seus respectivos dominios.

Uma outra operagdo importante é definida na
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Definicao 3.2.2 Consideremos duas funcgdes reais de uma varidvel real f: A - R e g:B - R,
onde A,B C R sdo nao vazios.

Definimos a fungdo composta da funcdo f pela fung¢do g, indicada por fo g, como sendo a
sequinte fungdo real de uma varidvel real: fog:C — R definida por

C={xeB;g(x)eA}
(fog)(x) =f(g(x)), xeC.

Observagao 3.2.2 O diagrama de Venn abaizo ilustra a definigdo acima:

R

(fog)lx)="f(g(x))

Considereremos alguns exercicios:
Exercicio 3.2.1
1. Sejam f,g: R — R duas fungdes reais de uma varidvel real dadas por

fly)=lyl, yeR e gx)=8+1, xeR.

Entdo a fungdo composta fog:R — R estd bem definida e serd dada por
(fog)(x) =f(g(x)) =f(8x) =[8x+ 1|, x€R,

1sto é,
(fog)(x) =18x+1], x€R.

Observemos que podemos considerar a fung¢do composta gof: R — R gque serd dada por

(gof)ly) =g(f(y)) =gllyl) =8yl +1, yeR,

15to é,
(gof)(x) =8yl+1, yeR.

o

2. Sejam f:R\{0} > R e g:[0,00) — R duas fungdes reais de uma varidvel real dadas por

fly)==, yeR\{0} e g(x)=vx xel0,00).

<
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Entdo a fungdo composta fog: (0,00) — R estd bem definida e serd dada por

(Fo)tx) = flglx)) = f(vR) = =, x € (0,00),
1sto €,
(foglix) = 7=, xe(0,00)
Observemos que podemos considerar a fun¢do composta go f: (0,00) = R que serd dada
por
2 2
(goflly) =g(fly)) =g <> =1/= Y€ (0,00),
Yy Y
1sto €,
V2
(goflly) =—, ye(0,00).
g Y JU Yy

Observagao 3.2.3 Observemos que mos dois exemplo acima as fungdes (fog) e (gof) sdo
diferentes.

3.3 Exemplos importantes de fungoes reais de uma variavel real

A seguir exibiremos uma lista de exemplos importantes de fungdes a valores reais, de uma varidvel
real, que serdo utilizados ao longo de todo o desenvolvimento destas notas.
1. Funcao maior inteiro:

A funcéo f: R — R é dada por
f(x) =[kl, x€eR,

onde
x] =n, se xemn+1), para neZ

serd denominada fungao maior inteiro (menor que).

Observacao 3.3.1 Vale observar que dado um niumero real x sempre podemos encontrar
um nidmero interro n tal que
n<x<n+l.

Deste modo, a relagdo actma definide uma fungdo.

Em particular temos que:

[x] =0, se 0<x<1 (nestecason=0)
x=1, se 1<x<2 (nestecason=1)
x| =2, se 2<x<3 (nestecason=2),---

Segue, na figura abaixo, a representacido geométrica do grafico da fungdo maior inteiro:
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Observagao 3.3.2 O nome dado a fungdo acima €é por que ela associa a cada niumero

real X, o maior inteiro menor, do que o numero real x, ou ainda, Se 0 NUMETO X POS-

sue uma representagdo decimal entdo o numero real [x] nos fornece o numero inteiro da
representa¢cdo decimal do numero real X.

Por exemplo: se x = 3,141617 entdo [x] = 3.

2. Funcao constante:

Uma funcio serd denominada fungao constante se ela puder ser escrita da seguinte forma:

f: A CR — R dada por

onde C € R estd fixado.

flx) =C, x€A,

Exemplo 3.3.1 A funcdo f:R — R dada por

€ uma fungdo constante (no caso C

—2).

Observagao 3.3.3 A representa¢do geométrica do grdfico de uma fungdo constante é um
segmento (ou uma reta) horizontal (veja figura abaizo).

(x, f(x)) = (x,C)
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3. Funcao polinomial:

Uma fungdo serd denominada funcao polinomial se ela puder ser escrita da seguinte forma:

f: A CR — R dada por
f(x) = ao + a;x + axx?* + -+ anx™, x € A,

onde ay, a1,ay,---an, € Ren €N estdo fixos.

Exemplo 3.3.2 A fung¢do f: R — R dada por
f(x) =—3—-2x+x%, x€eR

¢ uma fungdo polinomial (no caso a, = —3,a1 =—2,a; =1).

Neste caso temos que a representagc@o geométrica do grdfico da fungdo f serd dado pela

figura abaizo.

(%, F(x)) = (x, =3 — 2x + x?)

Observacgao 3.3.4

1. Uma funcdo é uma funcdo polinomial se, e somente se, sua lei de associag¢do for dada

por um polindémsio.
2. Observemos que toda fung¢do constante é uma fungdo polinomzal.
Para ver isto, basta considerar a,=C eaq;=a =---=a, =0.

3. Se uma fung¢do polinomial p: R — R é dada por

p(x) =a,+a1x, x€R

(neste caso a; = a3--- = an, = 0) ela serd denominada fungao linear afim.

situacdo actma, se a, =0 ela serd dita linear.

4. Se uma fun¢cdo polinomial p: R — R é dada por
P(x) =a, +aix+ azxz, x €R

(neste caso a3 =ay--- = a, =0) ela serd denominada fungao quadratica.

5. Se uma fungdo polinomial p: R — R é dada por

P(x) =a+a;x+ ax’ + a3x3, x e R

(neste caso ay = as--- = an, =0) ela serd denominada fungao cuibica.

Na
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4. Funcao racional:

Uma fungdo serd denominada fungao racional se ela puder ser escrita com uma fungdo f: A C
R — R dada por

f(x) = ——=, xe€A={xeA:q(x)#0}, (3.6)
onde p e g sdo fungbes polinomiais.

Exemplo 3.3.3 A fungdo f: A =R\ {—1,3} = R dada por

LT =32 —10x8

fix) = —3—2x+x? xeA

€ uma funcgdo racional.

Para ver isto, basta considerar as fungdes polinomiais p,q: R — R dadas por
p(x):1—3x+x2—10x3 e q(x):—3—2x+x2, xeR
que sGo fungdes polinomiais.

Observagao 3.3.5 Vale observar que toda fun¢do polinomial € uma fungdo racitonal.

Para ver isto, basta, na erpressdo (BB), considerar a fungdo polinomial q : R — R dada
por q(x) =1, para todo x € R.
5. Funcao par:

Uma funcdo serd denominada funcao par se ela tem a seguinte propriedade: f: A CR — R e,
para cada x € A tal que —x € A, deveremos ter

Exemplo 3.3.4 A funcdo f: R — R dada por
flx)=xl, xeR

é uma fungdo par.

Resolucao:

De fato, pois
f(—x) =|—x|=x|=1(x), xeR.

A representacdGo geométrica do grdfico da funcdo f serd dado pela figura abaizo:
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Observagao 3.3.6 Vale observar que a representacdo geométrica do grdfico de uma fungdo
par serd simétrico em relagdo ao eizo dos Oy (como se o eixo Oy fosse um espelho).

. Funcao impar:

Uma fungédo serd denominada fungao impar se ela tem a seguinte propriedade: f: ACR — R
e, para cada x € A tal que —x € A, deveremos ter

é uma fung¢do tmpar.
Resolucao:

De fato, pois

Observacao 3.3.7 Vale observar que a representacdo geométrica do gréifico de uma fungao
impar é simétrico em relacdo a origem O = (0,0).

. Funcgao periédica:

Uma fungdo, ndo constante, serd denominada fungao periédica se ela tem a seguinte propri-
edade: f: A C R — R e podemos encontrar T > 0 de modo que, para cada x € A tal que
x+ T € A, deveremos ter

fix+T) = f(x). (3.7)

Exemplo 3.3.6 Seja f:R — R a funcdo dada por:

flx)=-1, se xe€[-1,0)

(x) =

1, se xe€l0,1)
2) =f(x), para cada xé€R.

f
f

=
+
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Observemos que a fungdo f é uma funcgdo periddica (basta, por ezemplo, considerar T = 2).

A representacdo geométrica do grdfico da funcdo f serd dado por:

(x, f(x)) = (x, 1)

Observagao 3.3.8

1. Notemos que se uma fung¢do é periddica deverd ezxistir um menor valor de T> 0 para
os quais (B_1) serd verdade.

A demonstracdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Este menor valor de T > 0 serd dito periodo fundamental da fungdo periddica f e,
neste caso, diremos que a fungdo f é T-periddica.

2. No Ezemplo (BZ8) acima, a fungdo f é 2-periddica.

3. Vale observar que a representagcdo geométrica do grdfico de uma fungdo periddica
repete-se indefintdamente, ou melhor, se conhecermos a representa¢cdo geométrica do
grdfico de uma fun¢do peridodica num intervalo de comprimento T entdo poderemos
encontrar a representacdo geométrica do grdfico da fungdo em todo o seu dominio.
Para este fim bastard transladar, d direira, ou d esquerda, a representagcdo geométrica
do grdfico da funcao f no intervalo de comprimento T dado inicialmente.

8. Funcao sobrejetora:

Uma fungdo serd denominada funcgao sobrejetora se o seu contra-dominio for igual ao seu
conjunto imagem, isto é, se f: A C R — B C R entéo

f(A) = B.

Exemplo 3.3.7 Seja f:R — [0,00) dada por

f(x) =x%, xeR.

Entdo a fungdo f serd uma fungdo sobrejetora, pois se y € [0,00) (contra-dominio) entdo
tomando-se

x=yyeR

temos que

f(x) = £ (V) = [WVyl* =yl =,



58 CAPITULO 3. FUNGCOES

mostrando que todo elemento do contra-dominio da fungdo f (que é [0,00)) é imagem de
algum elemento do dominio da fungdo (que € a reta R).

A representacdo geométrica do grdfico da funcdo f é dada pela figura abaizo:

Observagao 3.3.9

1. Do ponto de wista da representacdo geométrica do grdfico, uma funcdo é sobrejetora
se, e somente se, toda reta horizontal y = c que intercepta o contra-dominio da
funcgdo, interceptard a representacdo geométrica do grdafico da fungcdo em, pelo menos,
um ponto.

2. Todo cuidado na andlise da situagcdo acima!

Observemos que a fung¢do g: R — R dada por

nao ¢ sobrejetora, pois seu contra-dominio é a reta R e assim se tomarmos y < 0
(que estd mo contra-dominio) nao podemos encontrar x € R (dominio da fungdo) tal
que f(x) =y!

Na figura abaizo, uma reta horizontal que intercepta o eizo negativo de Oy, nao
interceptard a representacdo geométrica do grdfico da fungdo f .

y<o0

Observemos que a fungdo g acima € diferente da fungdo f do Ezemplo (E=Z1) acima.

9. Funcao injetora:
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Uma funcdo f: A CR — B C R serd denominada funcgao injetora se dados xj,x; € A,

X1 #£xp; entdo T(xq) # f(xz).

De modo equivalente, se f(x1) = f(x2), para x1,x; € A entdo, necessariamente, deveremos ter

X1 = X2.

Exemplo 3.3.8 Seja f:[0,00) — R dada por
f(x) =x*, xeR.
Entdo a fungdo f serd uma fung¢do injetora.

Resolucgao:
De fato, pois se
Xx1,X2 € [0,00), X7 #x2 teremos f(xq)= x% #* x% = f(x2).
De outro modo, se tivermos
2

x% =f(x1) =f(x2) = X%, entdo X12 =x5, mas Xx1,x2 €[0,00), logo x;=x2,

mostrando que f € uma funcdo injetora.

A representagdo geométrica do grdfico da func¢do f é dada pela figura abaizo:

Y

Observagao 3.3.10

1. Do ponto de vista da representacdo geométrica do grdfico, uma fungdo serd injetora
se, e somente se, toda reta horizontal y = c intercepta a representagcdo geométrica do
grdfico da fungdo em, no mdzrimo, um ponto.

2. Observemos que se a fungdo g:R — R € dada por

gix) =x* xeR
entdo a fungdo g nao serd uma fungdo injetora pois, por exemplo,

g(1) =1=g(-1).

Notemos que a funcdo g acima € diferente da funcdo f do Ezemplo (EZ3) acima.
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10. Funcao bijetora:

11.

Uma fungdo f : A C R — B C R serd denominada funcao bijetora se ela for uma fungio
sobrejetora e injetora.

Exemplo 3.3.9 Seja f: R\ {0} — R\ {0} dada por

f(x) = %, x € R\ {0}.

Entdo fungdo f serd uma fungdo biyjetora.
Resolucao:
A demonstragao deste fato serd deizada como exercicto para o leitor.

A representacdo geométrica do grdfico da funcdo f é dada pela figura abaizo:

\(x,f(xn = (x1)

Observacao 3.3.11 Do ponto de vista a representagdo geométrica do grdfico, uma fungdo
é byetora se, e somente se, toda reta horizontal y = c que intercepta o contra-dominio da
fungdo, interceptard a representacdo geométrica do grdfico da fungdo em um uUnico ponto.

Funcgao inversa associada a uma funcao:
Seja f: A CR — B C R uma fungdo dada.

Se existir uma fungdo g: B — A tal que

(fog)(y)

,=Y paracada y € B, (3.8)
(gof)(x) =x

, paracada x €A,

diremos que a fungdo f admite uma funcgao inversa.

Observacao 3.3.12 Se a funcdo f: A CR — B C R admsite uma funcdo inversa g: B — A
entdo a fungdo g serd a unica fungdo com as propriedades (EZ3) e ().

Deizarem a demonstragao deste fato como exercicio para o leitor.
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Definicao 3.3.1 Na situagdo da definigGo acima, a fungdo g serd dita fungao inversa
associada a funcao f e indicada por f~', isto €, tal funcdo terd as sequintes propriedades:

f1iB—A
(fof‘1) (y)=vy, paracada ye€B,

(1“1 o f) (x) =x, para cada x € A.

Observagao 3.3.13

1. A grosso modo, a fung¢do tnversa assoctada a uma func¢do desfaz o que a fungdo faz.

2. O diagrama de Venn abaizo tlustra a situagdo:

Exemplo 3.3.10 Seja f: R — R dada por

Entdo a fungao f admite uma funcdo inversa.
Resolucao:

De fato, se considerarmos a fung¢do g:R — R dada por

gly)=vy, yeR

entdo teremos:

para cada y € R.
Por outro lado,
(g0 N(x) = g(f(x) = g (x*) = V3 =x,
para cada x € R.
Logo podemos concluir que a fungdo f admite uma fungdo tnversa e que a fungdo 1nversa
associada a funcdo f serd a funcdo ' :R — R onde

y) =y, yek

A representacdo geométrica do grdfico da func¢do f é dada na figura abaizo:
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(v ') = (v, ¥9)

Observacao 3.3.14

1. Do ponto de vista do grdfico, uma funcdo admate fungdo tnversa se pudermos ”escre-
ver”, na equagdoy = f(x), a varidvel x em termos da varidvel y, ou seja, x = 1 (y).

2. Além disso, como f é uma fungdo, toda reta vertical que intercepta o dominio da
funcdo f deve interceptar a representagcdo geométrica do grdfico da mesma em um
unico ponto.
Para que a todo y do contra-dominio da fungdo f esteja associado um Unico x do
dominio da mesma (lembre-se que f~' deve ser funcdo!) podemos concluir que se f
admite fungdo inversa entdo ela deverd ser bijetora.

Na verdade os dois conceitos sGo equivalentes, isto €, temos o sequinte resultado:

Proposicao 3.3.1 Uma fungdo f: A C R — B C R admite funcdo inversa se, e somente
se, a fungao f é bijetora.

Demonstragao:

Suponhamos que f: A CR — B C R admite fungdo inversa.
Mostremos que f deve ser bijetora.

De fato, para cada y € B sabemos que f~'(y) = x € A e além disso,

) = (F'(w) = (Fo ") W) =y,

logo y deverd pertencer ao conjunto imagem da fungéo f , assim a fungdo f serd sobrejetora.

Por outro lado, se f(x1) = f(x2) entdo f~'(f(x1)) = ' (f(x2)), isto &,

xi = (o) () = () = 17 (10)) = (17 o f) (x2) =z

ou seja, x1 = x; mostando que a fungdo f serd injetora.
Portanto a funcio f é bijetora.

Suponhamos agora que a fungdo f: A C R — B C R é bijetora.
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Mostremos que a fungio f admite funcio inversa.

Para isto consideremos g : B — A dada por:

g(y) = x, (3.10)

onde y = f(x) para algum x € A .
Observemos que f sendo bijetora, serd sobrejetora logo exitird um x € A com a propriedade
(B1m); do fato que f é injetora tal x € A deverd ser tinico, deste modo a relagdo (BIO) define
uma funcao.
De (BETIDO) temos que

(fog)ly) =flgly)) =f(x) =y,
paratodoy € Be

(gof)(x) =g(f(x))) =gly) =x,

para todo x € A, mostrando que a fungdo f é uma fungdo que admite fungdo inversa.

Observagao 3.3.15

<

1. Tendo a representacdo geométrica do grdfico da funcdo f e sabendo-se que ela €
uma funcgdo bijetora, para tracarmos a representacdo geométrica do grdafico da fungdo
nversa da funcdo f bastard refletirmos a representagcdo geométrica do grdfico da
funcgdo f em torno da reta y = x.

A representagcdo geométrica do grdfico obtido serd a representagdo geométrica do
grdfico da fungdo tnversa da fungdo f (onde trocamos os nomes dos eizos, isto €, o
eizo horizontal serd o eixzo Oy e o eizo vertical serd o eizo Ox).

No exemplo acima temos a segquinte situacdGo geométrica:

(x, f(x))

[yl

2. Cuwidado para nao confundir a fungdo inversa, ', de uma funcdo dada f com o

inverso da fungdo f , isto €, A (caso ezxistam).
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12. Funcao limitada:

Uma fungdo f: A C R — R serd denominada fungao limitada (no conjunto A) se existirem
constantes M, m € R tais que

m<f(x) <M, x€A.

Observagao 3.3.16

1. Uma outra caracterizag@o equivalente a dada acima €é: a funcdo f serd uma func¢do
limitada (no conjunto A) se existir L > 0 tal que

If(x)| <L, para cada x € A.

A demonstrag¢do da equivaléncia desta caracterizacdo com a definicdo acima serd
deizada como exercicio para o leitor.

2. Geometricamente, uma funcdo serd limitada se a representag¢do geométrica do grdfico
da funcdo f estiver contido em uma faiza horizontal de largura finita.

Exemplo 3.3.11 A func¢do f: R — R dada por:

flx)=—1, se xe€[-1,0)
f(x) =
f

1, se xe€l[0,1)
2) =f(x), para cada x€R.

®
+

€ uma funcgdo limtada em R.
Resolucao:

De fato, se considerarmos M =1 e m = —1 teremos que

m=—-1<f(x)<1=M, para cada x¢cR.

A representacdo geométrica do gréafico da fungéo f é dada pela figura abaixo:

Outra classe que serd importante é dada pela:
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Definigcao 3.3.2 Sejam A C R, a € A.

Diremos que a fungdo f: A\ {a} —» R ¢ limitada no ponto x = a se pudermos encontrar
0>0eM,meR tal que

m<flx) <M

para cada x € A\ {a}, que satisfaz 0 < [x — a| < 5, ou seja, para

a—d<x<a+d, x€A e xFa

Observagao 3.3.17

1. A definig@o acima nos diz que uma funcgdo € limitada num ponto se ela for limitada
”perto” do ponto em questdo.

Vale observar que a fun¢do nao precisa, necessariamente, estar definida no ponto em
questao.

2. A definicdo acima nos diz que uma fungdo f é limitada no ponto x = a se, e somente
se, existir &6 > 0, de modo que a restri¢do da fun¢do f ao conjunto (a —&,a+ 0)\ {a},
seja uma fung¢do limitada no conjunto (a —6,a+ &)\ {a}.

3. Observemos que a definicGo acima € equivalente a Seguinte caracterizacd@o: uma
funcdo é limitada no ponto x = a se, e somente se, existirem L,4 > 0 tais que

f(x)] <L para 0<|x—a| <.
De fato, se existirem L,0 > 0 tais que
f(x)] <L para O0<|x—a|l<?

segque que
—L<f(x) <L para 0<|[x—a|<y,

e assim tomando-se m = —L e M =L teremos que
m<f(x) <M para 0<|x—al<b.

Por outro lado, se
m<f(x) <M para 0<|x—al<§,

tomando-se L = max{|M|,|m|} > 0 temos que

Assim se 0 < |x — a| < & teremos que

(E1) (BTm) i
—L < m<flx) < ML, 1stoég, |[f(x)| <L,

como queriamos mostrar.

Temos o
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Exercicio 3.3.1 A funcao f: R — R dada por
flx) =x2+2x, xeR

€ limitada em x = 1.

Resolucgao:

De fato, se tomarmos, 6 =1, M =2, m = 0 temos que
0=m<Af(x)<8

para cada
x € (1=56,1408)=1(0,2).

Neste caso, a fungdo estd definida no ponto x = 1.
A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo:

y:x2+2x

Observagao 3.3.18

1. Na verdade, no exzemplo acima, temos que a funcdo f serd limitada em x = a, para
cada a € R, ou seja, para cada x = a € R, ezxistirdo Ly, 64 > 0 tais que

[f(x)] <Ly para |x—al<dq.

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

2. Notemos que a fung¢do f do exemplo actima nao é limitada em R.

A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.
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13. Funcgao (estritamente) crescente

Diremos que uma fungdo f: A C R — R é crescente se para xi,x; € A tal que

x; <x; temhamos f(x;) < f(x2).

De modo andlogo, diremos que uma funcdo f: A C R — R é estritamente crescente se para
x1,%2 € A tal que

X] <x2 temhamos f(x1) < f(x2).

Observagao 3.3.19 Temos que toda fun¢do estritamente crescente também serd uma fungdo
crescente, mas a reciprova € falsa, isto €, nem toda fungdo crescente € estritamente cres-
cente (o ezemplo a sequir mostra 15s0).

Exemplo 3.3.12 A fung¢do mator inteiro (ver item () desta se¢Go) € crescente, mas nao
€ estritamente crescente.

Resolucgao:

A verificacdo destes fatos serdo deiradas como exercicio para o leitor.

Exemplo 3.3.13 Seja f: R — R dada por

flx) =x*+x—2, xeR.

Entdo a funcdo f é estritamente crescente.
Resolucao:
De fato, pois se x1,x2 € R e x1 < x; teremos que

X1<X2

<
f(x1) :X? +x1—2 < X§+X2—2 = f(x2),
mostrando que a afirmac¢do é verdadeira.

Observacgao 3.3.20 Vale observar que toda funcdo estritamente crescente serd uma fung¢a@o
injetora.

De fato, se

X, X2 EA e X1#£X2 entdoou X1 <xX2 ou X2 <Xi.
Assim, ou
f(x1) < f(xa) ou f(x) < f(x1)

e em qualquer dos casos acima, teremos

f(x1) # f(x2),

mostrando que a fungdo f € injetora.

O mesmo nao € vdlido para fungbes crescentes, isto €, eristem funcdes crescentes que nao
s@o wnjetoras.

Deszaremos como ezercicio para o leitor encontrar um exemplo que 1sto ocorre.
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Funcao (estritamente) decrescente

Diremos que uma fungdo f: A C R — R é decrescente se para x1,x; € A tal que

x; <x, temhamos f(x7) > f(x2).

De modo andlogo, diremos que uma fungdo f : A C R — R é estritamente decrescente se
para x1,x2 € A tal que

X1 < x2 temhamos f(xq) > f(x2).

Observacgao 3.3.21 Temos que toda funcdo estritamente decrescente também serd uma
funcdo decrescente, mas a reciprova € falsa, isto €, nem toda fungdo decrescente serd uma
funcdo estritamente decrescente.

Deizaremos como ecercicio para o leitor encontrar um exemplo que 1sto ocorre.

Exemplo 3.3.14 Seja f: (0,00) — R dada por

f(x) =—-, x¢€(0,00).

Entdo a fungdo f € estritamente decrescente em (0,00).
Resolucao:

De fato, pois se x1,x; € (0,00) e
xX] <xy teremos que f(x1)=— > — =1(x2),

mostrando que a afirmacgdo é verdadeira.

Observacao 3.3.22 Observemos que toda fungdo estritamente decrescente serd uma fung@o
injetora, pois se X1,x2 € A e

X1 £x2 entdo x3<x2 ou xp2<x1 eassim f(x;)>"f(x2) ou f(x2)>f(x1)

e em qualquer caso teremos f(x1) # f(x2) , mostrando que a fung¢do f serd injetora.

O mesmo nao ¢ vdlido para funcdes decrescentes, isto €, existem fungdes decrescentes que
nao sdo wnjetoras.

Deizaremos como ecercicio para o leitor encontrar um exemplo que 1sto ocorre.

Funcao Mondétona

Diremos que uma fungdo f : A C R — R é mondtona se ela for uma fungdo crescente ou
decrescente.

Exemplo 3.3.15 As fungdes do item () desta seg¢do e dos Exemplos (ZX13) e (B-3-14)
s@o fungbes monotonas.
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16. Funcgoes trigonométricas:
A seguir vamos relembrar como sdo definidas todas as fungdes trigométricas.

Comegaremos considerando um ponto P = (x,y) sobre uma circunferéncia de centro na origem
e raio 1.

Seja X o ponto de intersecgdo da circunferéncia acima com o semi-eixo positivo do eixo dos Ox.

Consideremos 0 € R o dngulo (mais precisamente, o comprimento arco de circunferéncia XP)
— —

que a semi-reta OP forma com a semi-reta OX, orientado no sentido anti-hordrio (vide figura
abaixo).

<

Com isto temos as :

16.1 A fungao cosseno

Definigao 3.3.3 Definimos o cosseno do arco (ou angulo) 0, indicado por cos(0),
como sendo o valor x (o primeiro elemento do par ordenado associado ao ponto P
fizado acima).

Observagao 3.3.23 Com isto podemos definir a funcao cosseno, indicada por

cos:R— R

dada por:
cos(0) =x, O€R,

onde x é o comprimento do segmento OA para cada

0 € [—%[—FZkT[, 72—T+2k7r}

ou menos o comprimento do segmento OA se

0 c [§+2ch, ?—I—Zkﬂ}, onde keZ.

T TU

Restringindo-se ao intervalo 6 € [—z, ﬂ temos a seguinte situagcdo geométrica:
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> =

P =(x,y)

Temos as seguintes propriedades basicas da fungdo cosseno, cujas demonstracdes serdo
deixadas como exercicio para o leitor:
Propriedades 3.3.1

1. a fungdo cosseno € uma func¢do 2m-periddica, 1sto €,
cos(0 + 2m) = cos(0), 0O R,
211. a funcgdo cosseno € uma func¢do limitada, mais especificamente, temos que
—T1<cos(0) <1, BeR.

112. Temos que

0<cos(0) <1 se 66[—%4—2]@[,%4—2@1}

3
—1<cos(6) <0 se ee[gum,ﬂum}, ke Z.

w. cos(0) =1 se, e somente se, 0 =2km, comk € Z;

v. cos(0) =—1 se, e somente se, 0= (2k+1)m, comk € Z;
T
2
vit. a fungdo cosseno é uma funcdo par, isto €,

vi. cos(0) =0 se, e somente se, O =—-+km, comkeZ

cos(—0) =cos(0), O eR; (3.13)

viit. A representacdo geométrica do grdfico da fungdo cosseno é dado pela figura
abaizo:
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16.2 A funcgao seno

Definicao 3.3.4 Definimos o seno do arco (ou angulo) 0, indicado por sen(0), como
sendo o valor y (o seqgundo elemento do par ordenado associado ao ponto P fizado
acima).

Observagao 3.3.24 Com isto podemos definir a funcgao seno, indicada por
sen: R — R

dada por:
sen(0) =y, 0 €R,

onde y € o comprimento do segmento OB se
0 € 2kmt, 2k + 1)}, keZ
ou menos o comprimento do segmento OB se
0el2k+1)m, 2(k+ Nnl, keZ.

No wntervalo 0 < 0 < 7 temos a sequinte situacdo geométrica:

Yy

sen(0)
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Temos as seguintes propriedades bdasicas da fungéo seno, cujas demonstragdes serdo deixadas
como exercicio para o leitor:

Propriedades 3.3.2

1. a fungao seno € uma fun¢do 2m-periddica,isto €,
sen(0 + 271) = sen(0), O € R;
1. a funcdo seno é uma func¢do limitada, mais especificamente,
—1<sen(0) <1, BOeR.
1.

0<sen(0) <1 se 0¢c[2km, 2k+ 1)m]

—1<sen(0) <0 se 0e€[2k+1),2(k+1)], keZ.

w. sen(0) =1 se, e somente se, 0= g + 2kt com k € Z;
3
v. sen(0) =—1 se, e somente se, 0= 77[ + 2kmt com k € Z;

vi. sen(0) =0 se, e somente se, 0 =km comk € Z;

vit. a fung¢do seno € uma funcdo impar, isto €,
sen(—0) = —sen(0), 0 €R; (3.14)

vit. A representacdo geométrica do grdfico da funcdo seno é dado pela figura abaizo:

A

(6, sen(0))

As fungdes cosseno e seno também possuem as seguintes propriedades, cujas demonstragdes
serdo deixadas como exercicio para o leitor:
Propriedades 3.3.3 Para todo 0,07,0; € R temos:
7.
cos’(0) + sen’(0) = 1; (3.15)
1.
cos(07 + 0,) = cos(07).cos(0;) — sen(0;).sen(0;); (3.16)
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11. Seque de (EI4) que

c0s(20) = cos?(0) — sen’(0)
cos(0 + 7t) = —cos(0)

cos (6 — TE[) = sen(0)

cos(01).cos(6;) = cos(07 — 6) + cos(07 + 0;)

2
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(3.17)
(3.18)

(3.19)

(3.20)

A penultima 1dentidade nos diz que podemos obter uma representacdGo geométrica

. ~ . s
do grdfico da fungGo seno (cosseno, respectivamente) transladando-se de = a

representag¢do geométrica grdfico da funcdo cosseno (seno, respectivamente) na
direg¢dGo horizontal no sentido positivo (no sentido megativo, respectivamente).

0.

sen(0; + 60,) = sen(07).cos(02) + cos(07).sen(07);

v. Seque de (ZZ1) que

sen(20) = 2sen(0).cos(0)
sen(0 + 7t) = —sen(0)
sen(0 + g) = cos(0)

sen(07).sen(0;) = cos(07 — 6;) — cos(0; + 6;)

2

(3.21)

(3.22)
(3.23)

(3.24)

(3.25)

Com as fungdes cosseno e seno podemos definir outras funcbes importantes, a saber: e

16.3 A funcao tangente

Definigao 3.3.5 Para 6 € R\ {%[ +km; ke Z}, definimos a tangente do arco (ou

angulo) 0, indicado por tg(0), como sendo:

Observagao 3.3.25

1. Na figura abaizo, os tridngulos AOAP e AOXT sdo semelhantes (caso AAA).
Logo lados correspondentes guardam a mesma propor¢do, em particular temos:

XT OoX — X.AP
_ = =, 1sto é, T=—n—.
OA

Como
OX=1, OA=cos(0) e AP=sen(0)

da relagdo acima segue que
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=4

sen(0)

K
a
a
’§I
>
x

Conclusao: do ponto de vista dd circunferéncia unitdria que utilizamos para de-
finir o cosseno e o seno de um arco 0 temos que a tangente do arco 0 correponde,
em mddulo, ao comprimento do segmento XT, onde T € o ponto de intersec¢do da
semi-reta OP com a reta perpendicular ao eizo Ox que passa pelo ponto X (veja

figura abaizo).

tg(0)

Ay

2. Podemos assim definir a fungao tangente, indicada por

tg:R\{g—I—kN;kEZ}HR

dada por:
sen(0)

tg(0) = cos(0)’

eeR\{§+kn;keZ}.

A seguir exibiremos algumas propriedades da fungdo tangente, cujas demonstragdes serdo

deixadas como exercicio para o leitor:

Propriedades 3.3.4 Sejam 0 € R\ {g ko ke Z}. Entéo:
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1. tg(0) =0 se, e somente se, 0 =km, k € Z,
1. tg(0) =1 se, e somente se, 0= ; +km, ke Z;

1. tg(0) =—1 se, e somente se, 0= —% +km, ke Z;

w. A fungdo tangente é uma fungdo m-periddica, isto €,

tg(0 + 1) = tg(6), 6 €R\ {%‘ Yk ke Z};
v. A fung¢do tangente é uma fung¢do impar, isto é€,

tg(—0) = —tg(8), BER\ {g ks ke Z}.

A representacdo geométrica do gréfico da fungdo tangente é dada pela figura abaixo:

A

© (0, tg(0))

w
N‘:
|
E|
|
N
oo}
BN

—27 — 3

16.4 A funcgao cotangente

Definicao 3.3.6 Para 6 € R\ {km; k € Z}, defintimos a cotangente do arco (ou
angulo) 0, indicado por cotg(0), como sendo:

cos(0)
sen(0)

cotg(0) =

Observagao 3.3.26

1. Na figura abaizo, os tridngulos AOBP e AOYT sdo semelhantes (caso AAA).
Logo lados correspondentes guardam a mesma propor¢do, por exemplo:

— OY.BP
, wstoé, Y[ =——.
OB

sl

=

Como
OY=1 OB=sen(0) e BP=cos(0)

da relagdo acima seque que

_cos(0)
= en(0) cotg(0).

3
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=4

sen(0)

cos(0)

G

Conclusao: do ponto de vista dd circunferéncia unitdria que utilizamos para defi-
nir 0 cosseno e o seno de um arco 0 temos que a cotangente do arco 0 correponde,
em mddulo, ao comprimento do segmento YT, onde T é o ponto de intersec¢cdo da

semi-reta OP com a reta perpendicular ao eizo Oy que passa pelo ponto Y (veja
figura abaizo).

cotg(0)

dhy

2. Podemos assim definir a fungao cotangente, indicada por

cotg: R\ {km; ke Z} - R

dada por:
cos(0)
sen(0)’

cotg(0) = 0 € R\ {km; k € Z}.

A seguir exibiremos algumas propriedades da fungdo cotangente cujas demonstragdes serdo
deixadas como exercicio para o leitor:

Propriedades 3.3.5 Sejam 6 € R\ {km; k € Z}. Entdo:
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2 7
.. s

1. cotg(0) =1 se, e somente se, 6= 1 +kmt, k € Z;

1. cotg(0) =0 se, e somente se, 0=k, keZ;

1. cotg(0) =—1 se, e somente se, 0= —% +km, ke Z;

w. A fungdo cotangente é uma fun¢do m-periédica, isto €,

cotg(0 + 1) = cotg(0), O € R\{km;keZ}
v. A fung¢do cotangente é uma fungdo impar, isto é,

cotg(—0) = —cotg(0), 0O R\ {km; ke Z}.

A representacdo geométrica do gréfico da fungdo cotangente é dada pela figura abaixo:

A

cotg(0)

‘ ..
\ﬂ _ o E m

(6, cotg(0))

3

5

N
MR
N

o —

Observagao 3.3.27

1. As fungdes tangente e cotangente se relactonam da seguinte forma:

tg (e+§) — —cotg(0), ©€R\{km;ke Z}.

A verificagcdo deste fato serd deizada como ezxercicio para o leitor.

2. Como consequéncia da identidade acima seque que a representagcdo geométrica
do grdfico da fung¢do cotangente (tangente, respectivamente) pode ser obtida da
representa¢do geométrica do grdfico da fungdo tangente (cotangente, respectiva-

mente) transladando-se este dltitmo de g na dire¢do horizontal em qualquer um
dos sentidos e refletindo-se em torno do eizo Ox.

16.5 A funcao secante

Defini¢ao 3.3.7 Para 6 € R\ {g + km; k€ Z}, definimos a secante do arco (ou

angulo) 0, indicado por sec(0), como sendo:

1
cos(0)’

sec(0) =

Observacgao 3.3.28
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1. Na figura abaizo, os tridngulos AOAP e AOXT sdo semelhantes (caso AAA).

>

Logo lados correspondentes guardam a mesma proporgdo, em particular:

<
i

= , istoé, OT= E)P.
OA

SIS
o
>

Como
OX=0P=1 e OA =cos(9)
da relagdo acima segue que

1
cos(0)

T=

= sec(0).

Conclusao: do ponto de vista dd circunferéncia unitdria que utilizamos para de-
finir o cosseno e o seno de um arco © temos que a secante do arco © correponde,
em mddulo, ao comprimento do segmento OT, onde T é o ponto de intersec¢do da
semi-reta OP com a reta perpendicular ao eizo Ox que passa pelo ponto X (veja
figura abaizo).

[

sec(0)

N
| A
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2. Podemos assim definir a funcao secante, indicada por

sec:R\{g—i—kn;keZ}ﬂR

dada por:

1
sec(e)icos(e), GER\{g—FkT[;kEZ}.

A seguir exibiremos algumas propriedades da funcdo secante cujas demonstragdes serdo
deixadaa como exercicio para o leitor:

Propriedades 3.3.6 Sejam 6 € R\ {;—T + km; k € Z}. Entdo:

1. 1 <|sec(0)|, para todo 0 € R\ {g + km; k € Z});
1. sec(0) =1 se, e somente se, 0 =2km, k€ Z;
1. sec(0) =—1 se, e somente se, 0= (2k+ 1)km, k € Z;

w. A fungao secante é uma fungao 2m-periddica, isto é,
sec(0 + 2m) = sec(0), B R\ {;—T +km; k € Z};
v. A func¢do secante é uma funcdo par, isto €,
sec(—0) = sec(B), O eR\ {%[ +km; k € Z}.

A representacdo geométrica do gréfico da fungéo secante é dada pela figura abaixo:

A

(0, sec(0))

16.6 A funcgao cossecante

Definigao 3.3.8 Para cada © € R\ {km; k € Z}, definimos a cossecante do arco
(ou angulo) 0, indicado por cossec(0), como sendo:

1
sen(0)’

cossec(0) =

Observagao 3.3.29
1. Na figura abaizo, os triéngulos AOBP e AOYT sdo semelhantes (caso AAA).
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=4

Logo lados correspondentes guardam a mesma propor¢do, em particlar:

Como
OY=0P=1 e OB=sen(0)

da relagdo acima segue que

1
sen(0)

T=

= cossec(0).

Conclusdo: do ponto de vista dd circunferéncia unitdria que utilizamos para defi-
nir 0 cosseno e o seno de um arco 0 temos que a cossecante do arco 0 correponde,
em mddulo, ao comprimento do segmento OT, onde T é o ponto de intersec¢do da

semi-reta OP com a reta perpendicular ao eizo Oy que passa pelo ponto Y (veja
figura abaizo).

[

cossec(0)

\9

X,
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2. Com 1sto podemos definir a funcao cossecante, indicada por

cossec: R\ {km; ke Z} - R

dada por:

cossec(0) = 0 € R\ {km; k € Z}.

1
en(0)’
A seguir exibiremos algumas propriedades da funcdo secante, cujas demonstracdes serdo
deixadas como exercicio para o leitor:

Propriedades 3.3.7 Sejam 6 € R\ {kn; k € Z}. Entdo:
1. 1 <|cossec(0)|, para todo 6 € R\ {kmt; k € Z});

1. cossec(0) =1 se, e somente se, 0= g +2km, k € Z;

3n
121. cossec(0) = —1 se, e somente se, O = 5 + 2kmt, k € Z;
w. A fungdo cossecante € uma func¢do 2m-periddica, isto €,
cossec(0 + 27t) = cossec(0), 0 € R\{km; ke Z}
v. A fung¢do cossecante é uma func¢do impar, isto é,

cossec(—0) = cossec(0), O e R\ {km; k € Z}.

Vl. SEC (6— g) = cossec(0) para todo 6 € R\ {{kn; k e Z}U {%[ +km; ke Z}}

A representacdo geométrica do gréfico da fungdo cossecante é dada pela figura abaixo:

(0, cossec(0))

cossec(0) -

As funcdes dos item (16.1) até (16.6) sdo denominadas fungoes trigonométricas.

Temos algumas propriedades que envolvem varias das fungdes trigonométricas, cujas demons-
tragdes serdo deixadas como exercicio para o leitor:

Propriedades 3.3.8

(a) SeeeR\{ngkn;keZ} entdo

tgz(e) +1 = sec?(0); (3.26)
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(b) Se ® € R\ {km; k € Z} entdo
cotg?(0) + 1 = cossec?(0); (3.27)

Observacgao 3.3.30 Um outro modo de ver, geometricamente, as fungdes trigométricas
actma defintdas € dado da seguinte forma: consideremos o ponto

Pe {(x,y) E]Rz;xz+y2:1}

com P # (0,1),(0,—1). p

Logo
OA =cos(0), B = sen(0), P=1.

Como os tridngulos AOAP e AOBP sdo semelhantes (caso AAA), seque que

PB OP ., . ——0p=1 AP ap-oc OC  sen(9)
— ==, 5toé, PB = — = — = )
AP OA OA A cos(0)
ou seja,
tg(0) = PB
Dessa semelhanga também segue que
OB OFP ) . ——o0p=1 |1 1
— = —, 1sto ¢, B = —= )
P OA OA  cos(0)

ou seja,
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De modo andlogo, como os tridngulos AOCP e AODP sdo semelhantes (caso AAA), seque

que o o L

PD P . ——o0p=1 CP cp—0oa OA  cos(0)

— == 1stoé, PD = — = — = )

CP OC C OC  sen(0)
ou seja,

cotg(0) = PD
Dessa semelhanga também segue que
OD OP ——op=1 1 1
P ocC OcC sen(0)

ou seja,

A seguir trataremos das

cossec(0) = O

17. Fungoes trigonométricas inversas:

Nesta segdo vamos restringir, de modo, conveniente, cada uma das fungles trigonométricas
exibidas na segdo anterior para que possamos obter suas correspondentes funcdes inversas.

Comecaremos pela:

17.1 A funcao arco-cosseno

Consideremos a fungéo

f: 00,7 — [-1,1]

dada por f(x)=cos(x), x € [0,ml,

cuja representacdo geométrica do seu grafico é dada pela figura abaixo:

(x, cos(x))

Nesta situagdo, podemos mostrar (serd deixado como exercicio para o leitor) que a fungdo
f é estritamente decrescente (logo serd uma fungdo injetora) e sobrejetora.

Portanto f é uma fungdo bijetora logo admite fungdo inversa f~' : [—1,1] — [0, 7.

Definicao 3.3.9 A funcdo inversa, f~', obtida acima serd denominada fungao arco-

cosseno e indicada por arccos

(ou cos™').
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A funcdo arco-cosseno tem as seguintes propriedades, cujas demonstragdes serdo deixadas
como exercicio para o leitor:
Propriedades 3.3.9

1. cos(arccos(y)) =y, seye[—1,1];

—_—

)
12. arccos(cos(x)) =x, sex € [0,7];

112. arccos(0) =

)

ST

w. arccos(1) =0,

v. arccos(—1) =7,

vi. arccos é uma funcgdo estritamente decrescente,

A representagdo geométrica do grafico da fungéo arccos é dada pela figura abaixo:

(y, arccos(y))

arccos(y)

Observacao 3.3.31 Poderiamos ter escolhido outras restrigdes da fun¢do cosseno, a
outros intervalos de R, para considerar sua func¢do inversa, por exemplo: intervalos
do tipo: [km, (k+ 1)7t], onde k € Z.

Para cada uma dessas escolhas teremos uma fungdo inversa diferente associadada a
escolha do dominio da restrigdo da fungdo cosseno que fizemos.

A funcao arco-seno

Consideremos a funcéo

cuja representagdo geométrica do seu grafico é dada pela figura abaixo:
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(x, sen(x))

MR e

Nesta situagdo, podemos mostrar (serd deixado como exercicio para o leitor) que a fungéo
f é estritamente crescente (logo serd uma fungdo injetora) e sobrejetora.
T 7'[]
27271

Definicdo 3.3.10 A funcdo inversa, ', obtida acima serd denominada fungao arco-

Portanto f é uma fungdo bijetora logo admite funcéo inversa 1 =11 — [

seno e indicada por arcsen (ou sen”).

A fungdo arco-seno tem as seguintes propriedades, cujas demonstragdes serdo deixadas como
exercicio para o leitor:

Propriedades 3.3.10

1. sen(arcsen(y)) =y, seye€[-1,1];
- T T
1. arcsen(sen(x)) =x, sexE¢€ [—2, ﬂ ;
121, arcsen(0) =0,

. v
w. arcsen(1) = —;

2

7-[ .

. 2, .
vi. arcsen € uma fun¢do estritamente crescente;

v. arcsen(—1) =

A representacdo geomética do grafico da funcfo arcsen é dada pela figura abaixo:

(y, arcsen(y))

arcsen(y)¢ - - - - -
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Observacao 3.3.32
1. Observemos que a fungao f € impar e sua fungdo inversa também é uma fungdo
impar.
2. Poderiamos ter escolhido como dominio da restricdo da funcdo semo outros in-
tervalos para considerar sua fun¢do inversa, por exemplo: intervalos do tipo:

U T
—5 4k 5 +k7r}, onde k € Z.
Para cada uma dessas escolhas teremos uma fung¢do inversa diferente associadada

d escolha da restricdo da funcdo seno que fizemos.

17.3 A funcao arco-tangente

Consideremos a fungio

T T . T T
f: <_§’ f) — R dada por f(x)= tg(x), xé€ (_E’ E) ,
cuja representagdo geométrica do grafico é dada pela figura abaixo:

Y

4

Nesta situagdo, podemos mostrar (serd deixado exercicio para o leitor) que a fungdo f é
estritamente crescente (logo serd uma funcéo injetora) e sobrejetora.

Portanto f é uma fungio bijetora logo admite funcio inversa f~' : R — (—g, TZ[)

Definicdo 3.3.11 A funcdo inversa, f~', obtida acima serd denominada fungio arco-
tangente e indicada por arctg (ou tg~').
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A funcdo arco-tangente tem as seguintes propriedades, cuja demonstracdes serdo deixadas
como exercicio para o leitor:

Propriedades 3.3.11

7.
7.
141.
0.
.

V1.

tg( arctg(y)) =y, sey c R;
arctg(tg(x)) = x, quad se x € (—T—I E);

2’2
arctg(0) =0,
T
1) =~—
arctg(1) 1
T
)=
arctg(—1) 1

arctg € uma funcdo estritamente crescente;

A representacio geométrica do gréfico da fungdo arctg é dada pela figura abaixo:

arctg(y) ¢ - - - - -

(y, arctg(y))

Observagao 3.3.33

1.

g

Observemos que a fungdo f é impar e sua fung¢do inversa também é uma funcdo
impar.

Poderiamos ter escolhido a restri¢cdo da fungdo tangente a outros intervalos para
considerar sua fungdo inversa, por ezemplo: intervalos do tipo: <_§ + km, n + k7r> ,
onde k € Z.

Para cada uma dessas escolhas teremos uma fung¢do inversa diferente associadada
a escolha restricdo da funcdo tangente que fizemos.

17.4 A funcgao arco-cotangente

Consideremos a fungéo

f:(0,m) - R dada por f(x)= cotg(x), x € (0,m),

cuja representagdo geométrica do grafico é dada pela figura abaixo:
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Nesta situagdo, podemos mostrar (serd deixado como exercicio para o leitor) que a fungdo
f é estritamente decrescente (logo serd uma fungdo injetora) e sobrejetora.

Portanto f é uma fungio bijetora logo admite fungio inversa f~' : R — (0, ).

Definicao 3.3.12 A funcdo inversa, f~', obtida acima serd denominada funcao arco-

cotangente e indicada por arccotg (ou cotg™').

A fungdo arco-cotangente tem as seguintes propriedades, cujas demonstragdes serdo deixa-
das como exercicio para o leitor:

Propriedades 3.3.12

7.
1.
211.
.
.

VL.

cotg(arccotg(y)) =y, seyeR;
arccotg( cotg(x)) =x, sex € (0,m),

arccotg(0) = Z[;
7
1) =—;
arccotg(1) 4;’
arccotg(—1) = Tﬂ;

arccotg € uma fungdo estritamente decrescente;

A representacdo geométrica do gréafico da fungdo arccotg é dada pela figura abaixo:

(y, arccotg(y))

arccotg(y)
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17.5

Observagao 3.3.34 Poderiamos ter escolhido a restricdo da funcdo cotangente a ou-
tros intervalos como dominio da func¢do f para considerar sua func¢dGo inversa, por
ezemplo: intervalos do tipo: (km, (k+ 1)7), onde k € Z.
Para cada uma dessas escolhas teremos uma fungdo inversa diferente associtadada d
escolha da restricdo da funcdo cotangente que fizemos.

A funcgao arco-secante
Consideremos a fungéo
T

f) U (g,n] — R\ (—1,1) dada por f(x)= sec(x), xe¢& [O, *) U (EJ{] )

cuja representagdo geométrica do grafico é dada pela figura abaixo:

f: [O,

NI

Y

©(x, sec(x))

sec(x)

=
7

Nesta situagdo, podemos mostrar (serd deixado como exercicio para o leitor) que a fungdo f
P : 3 Tt Tt z ~
é estritamente crescente em cada um dos intervalos [0, Z) e (E,T[} (logo serd uma fungéo
injetora) e sobrejetora.

Portanto f é uma fungdo bijetora logo admite fungdo inversa 1R\ (—=1,1) — {0, %[) U

(3]

Definicao 3.3.13 A funcdo inversa, ', obtida acima serd denominada fungio arco-
secante e indicada por arcsec (ou sec”').

A funcdo arco-secante tem as seguintes propriedades, cujas demonstragdes serdo deixadas
como exercicio para o leitor:
Propriedades 3.3.13

1. sec(arcsec(y)) =y, seyeR\(-1,1);

1. arcsec(sec(x)) =%, sex¢€ [0, g) U (g,ﬁ]);
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121, arcsec(1) =0,
w. arcsec(—1) =,

v. arcsec € uma fungdo estritamente crescente em cada um dos intervalos (—oo, —1]
e [1,00).

A representacdo geométrica do grafico da fungdo arcsec é dada pela figura abaixo:

T

(y, arcsec(y))

Observacao 3.3.35 Poderiamos ter escolhido a restri¢cdo da fung¢do secante a outros
subconjuntos do dominio da fungdo secante para considerar sua fung¢do inversa, por

T + krt, (k + 1)7[}, onde

ezemplo: retirando os intervalos do tipo: [kﬂ,%[—f—kn) U (2

k € Z.

Para cada uma dessas escolhas teremos uma func¢do tnversa diferente associtadada a
escolha da restrigdo da funcdo secante que fizemos.

A fungao arco-cossecante

Consideremos a fungéo

f: [—%,O) U (O, E} — R\ (=1,1) dada por f(x)= cossec(x), x€ [—Tt

N
o
~
C
—
p
N A
| S

cuja representagdo geométrica do grafico é dada pela figura abaixo:
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(x, cossec(x))

cossec(x)

Nesta situagdo, podemos mostrar (serd deixado como exercicio para o leitor) que a fungéo

T s
f é estritamente decrescente em cada um dis intervalos [_§’0> e (O, Z] (logo serd uma

funcéo injetora) e sobrejetora.

Portanto f é uma funcio bijetora logo admite fungio inversa £~ : R\ (—1,1) — {—g, 0) U
T
(0.3

Definicao 3.3.14 A funcdo inversa, f', obtida acima serd denominada fungao arco-
cossecante e indicada por arccossec (ou cossec”').

Logo a fungdo arco-cossecante tem as seguintes propriedades, cujas demonstracdes serdo
deixadas como exercicio para o leitor:
Propriedades 3.3.14

1. cossec(arccossec(y)) =y, sey € R\ (—1,1);

2. arccossec( cossec(x)) =x, sex € [—7—[ O) U (O, E};

2’ 2
T
112. arccossec(1) = —;
2]
: s
1. arccossec(—1) = ——=;
2}
V. arccossec € uma funcdo estritamente decrescente em cada um dos intervalos
(—oo,—1] e [1,00).

A representacdo geométrica do gréfico da fungdo arccossec é dada pela figura abaixo:
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s
2

arccossec(y)

(y, arccossec(y))

|
N

Observagao 3.3.36

1. Observemos que a fungdo f é uma func¢do ‘mpar e a fungdo f~' também é uma
fungéo impar.

2. Poderiamos ter escolhido a restricdo da funcdo cossecante a outros subconjuntos
do dominio da fung¢do cossecante para considerar sua funcdo tnversa, por exemplo:

—g +k7t,k7't> U (kﬂ,g bkt 1)7@, onde k € Z.
Para cada uma dessas escolhas teremos uma fungdo inversa diferente associadada

a escolha da restricdo da funcdo cossecantee que fizemos.

intervalos do tipo:

18. A funcao logaritmo natural

O que faremos a seguir sera refeito mais adiante, de um modo mais rigoroso, quando estudarmos
o Cdlculo Integral.

Por hora, o que faremos a seguir serd suficiente para introduzirmos outras funcdes muito impor-
tantes, a saber, a funcéo logarimo natural e a fungdo exponencial, entre outras.

Consideremos o grafico da fungéo f: (0,00) — R dada por

cuja representagdo geométrica do seu grafico é dada pela figura abaixo:
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Para cada x > 0 fixado, consideremos a regido plana limitada, que serd indicada por Ry, de-
limitada pela representacées geométricas do grafico da fungéo f, pelas retas t =1, t = x e do
eixo Ox (veja figura abaixo).

Indiquemos a 4rea da regido Ry por A.

Definicao 3.3.15 Para cada x > 0, defintmos o logaritmo natural de x, indicado por
In(x), como sendo:

Ay, se x>1,
In(x) =< —-A,, se O0<x<l1; ,
0, se x=1.

1sto €, In(x) serd igual ao valor da drea da regiGo Ry, para x > 1, serd menos o valor da
drea da regido Ry, para 0 <x <1, e igual a 0, se x =1 (veja figura abaizo).
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Deste modo podemos definir uma func¢do, denominada logaritmo natural, denotada por

In: (0,00) & R

cujo valor para cada x > 0 serd o logaritmo natural de x.
Temos as seguintes propriedades para a fungdo logaritmo natural:

Propriedades 3.3.15

(a) In(1) =0;
(b) a fungdo In € estritamente crescente (logo é uma funcgdo injetora);
(c) a fungdo In € sobrejetora (logo, do item 2., seque que ela serd bijetora);
(d) Se x,y € (0,00) entdo
In(x.y) = In(x) + In(y);

(e) Se x1,x2,--+ ,xn € (0,00) entdo
In(x1.x2 -+ xn) = In(x1) +In(x2) + - - - + In(xy);

(f) Sex € (0,00) en €N entdo
In (x") = n.ln(x);

(9) Se x € (0,00) entdo

(h) Se x,y € (0,00) entdo

Demonstragao:

Do item (a):

Segue da definigdo da fungdo logaritimo natural.
Do item (b):

Temos trés possibilidades:

Se

(i) 0 <x1 <x2<1entdoa Ay, >A, >0.
Como 0 < x1 < x2 < 1 temos que

In(x1) = —Ay, < —Ay, =1n(x2),

isto &, In(x7) < In(xy);

(ii) 0 < x7 <1 < x, entdo como 0 < x7 < 1 < x; temos que
In(x7) = —Ay, <0< Ay, =In(x2),

isto ¢, In(x71) < In(x2);
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(iif) T <x1 <xz entdo a Ay, < Ay,.
Como 1 < x7 < x, temos que

In(x1) = Ay, < A, =1In(x2),
isto ¢, In(x;) < In(xy),
logo podemos concluir que, independente do caso, se
0<x;<xy teremos In(xq) <In(xz),

0 que mostra que a fungéo é estritamente crescente.
Do item (c):

A demonstragdo da sobrejetividade da fungdo logaritimo serd omitida no momento. Serd feita
mais a frente, no desenvolvimento do curso.

Do item (d):

A demonstracio desse fato serd serd omitida no momento. Serd feita mais a frente, no desenvol-
vimento do curso.

Do item (e):

A demonstragdo desta identidade segue do item (d) e de utilizar indugdo matematica e os detalhes
serdo deixados como exercicio para o leitor.

Do item (f):

A demonstragdo desta identidade segue do item (e), bastando para isto considerar

X] =X2 = " Xp = X.

Do item (g):

Observemos que se x > 0 temos que

0=In(1) =1In @) In (Xl) tem () ) 4 1 (l) -

Da identidade acima podemos concluir que

In (1> = —In(x)
X

mostrando que a afirmagédo é verdadeira.
Do item (h):

Logo se x,y > 0 teremos:

In (X> =1In (X.1> tem (4) In(x) +In (]> ez (¢) In(x) —In(y),
Yy Yy Y

completando a demonstragio das afirmagdes.
0
A figura abaixo nos d4 uma representagdo geométrica do grafico da funcio logaritmo natural.

A construgdo do mesmo serd vista com detalhes mais adiante, no desenvolvimento do curso.
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19. A funcao logaritmo na base a

Podemos definir, a partir da funcfo logaritmo natural, outras fungdes logaritmas da seguinte
forma:

Definicao 3.3.16 Seja a >0, a # 1 fizado.

Dado x > 0, definimos o logaritmo na base a do valor x, indicado por log,(x), como
sendo:

log,(x) =

Com 1sto podemos definir a funcao logaritmo na base a, indicada por

log, : (0,00) — R,
cujo valor, para x > 0, serd log,(x).

A fungdo logaritmo na base a tem propriedades semelhantes as da fungdo logaritimo natural, a
saber:

Propriedades 3.3.16 Se a >0 e a # 1 temos que:

(a) log,(1) =0,
(b) a funcgdolog, € estritamente crescente se a > 1 e estritamente decrescente se 0 < a < 1
(logo, em gqualquer um dos casos, € uma func¢do injetora);

(c) a fungdo log, é sobrejetora (logo, do item 2., seque que ela serd bijetora);
(d) Se x,y € (0,00) entdo
log,(x.y) = log,(x) +1ogq(y);

(e) Se x1,x2, - ,xn € (0,00) entdo

loga(x1 X2 Xp) = loga(x1) + loga(XZ) +---+ loga(xn);
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(f) Sex € (0,00) en €N entdo

loga (Xn) =n. loga(x);

(g9) Se x € (0,00) entdo
1 o B
log, <) = —log,(x), isto é, log, (x ) = —log,(x);

(h) Se x,y € (0,00) entdo

log, (;) =log,(x) —log,(y).

Demonstracgao:

As demonstragbes serdo dos itens (a), (b), (e), (f), (g) e (h) deixadas como exercicio para o
leitor.

As demonstragdes serdo dos itens (c) e (d) serdo exibidas mais adiante, no desenvolvimento do
curso.

O

As figuras abaixo nos dizem como podem ser as representagdes geométricas dos graficos da fungéo
logaritmo na base a.

A construgdo dos mesmos serd vista, com detalhes, mais adiante, no desenvolvimento do curso.

log (x)
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logq (%)

20. A funcao exponencial

Do item (c) da Proposigdo (EZ1H)

temos que a fungdo f: (0,00) — R dada por

f(x) =In(x), x € (0,00)

é um funcio bijetora, logo admite fungdo inversa f~' : (0,00) — R.

Com isto temos a:

Definicdo 3.3.17 A funcdo inversa f~' : R — (0,00) associada a fun¢do f acima serd
denominada fungio exponencial e indicada por exp:R — (0,00) (oulIn~").

Da proposigdo (B=2TH) seguem as seguintes propriedades para a fungdo exponencial:

Propriedades 3.3.17

(a) exp(0) =1;

(b) a fungdo exp € estritamente crescente ;

(c) Sex,y € R entdo

(d) Se x1,%x2,--- ,Xxn € R entdo
exp(x1 +x2

(e) Sex R en €N entdo

(f) Se x € R entdo

1sto €,

exp(x +y) = exp(x).exp(y);

o4 xn) = exp(x7).exp(xz2).- - .exp(xn);

exp(nx) = [exp(x)]™;

1
exp(x)’

exp(—x) =

exp(—x) = [exp(x)];
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(g9) Se x,y € R entdo
exp(x)
exp(y)’

exp(x —y) =

Demonstragao:

As demonstragdes das propriedades acima seguem das propriedades da fungdo logaritmo natural
e serdo deixadas como exercicio para o leitor.

O

A figura abaixo nos diz como pode ser a representacdo geométrica do grafico da fungéo expo-
nencial.

A construgdo dos mesmos serd vista, com detalhes, mais adiante, no desenvolvimento do curso.

(v, exp(y))

exp(y)

21. A fungao potenciagao

Podemos definir outras fungdes do tipo exponenciais, a saber:

Definicao 3.3.18 Dado a >0 e x € R definimos a elevado a x, indicado por a*, como:

a*® = exp(xIn(a)l.

Asstm podemos definir a fungao potenciagao com base a (fixada) e expoente x, como
sendo a func¢do f: R — R dada por:

f(x) = explxIn(a)l, xe€R,
que serd denotada por a*, isto €,

a* = explxln(a)l, xeR.

De modo semelhante, dado c € R e x > 0, definirmos x elevado a c, indicado por x¢, como:

x¢ = explcln(x)], x € (0,00).
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Assim podemos definir a fungao potenciagdo com base x e expoente ¢ (fixado), como
sendo a funcgdo g: (0,00) — R dada por:

g(x) = explcln(x)], x € (0,00),
que serd denotada por x°, isto é,

x¢ = explcln(x)], x € (0,00).
Da Proposigdo (BEZ313) seguem as seguintes propriedades para das fungdes acima definidas:

Propriedades 3.3.18

(a) Para todo a >0 temos a® = 1;

(b) Se a>1 a fungdo

serd estritamente crescente.
Se0<a<1 a fungdo

serd estritamente decrescente.
Se c >0 a fungado

serd estritamente crescente.
Sec <0 a fungdo

serd estritamente decrescente;

(¢) Para todo a >0, se x,y € R temos que

a*tV = a*.aY;

(d) Para todo a >0 e x1,X2,--- ,Xn € R temos que

X

X1HX et Xn — X1 qX2 ... qXn.
. . . ;

a

(e) Para todo a >0, sex € R en € N entdo

(f) Se x € R entdo

a = 5,
1sto €,
- —1
a’=(a")";
(g9) Para todo a >0, se x,y € R entdo
aX
ay=—.
ay
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Demonstragao:
As demonstragdes das propriedades acima serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O
As representagdes geométricas dos graficos das funcdes definidas acima sdo dadas pelas figuras

abaixo.

X
A

,,,,,,,,, ay

Mais adiante mostraremos, precisamente, que estas figuras sdo as representacdes geométricas dos
graficos das fungdes acima.

Observacao 3.3.37 Se a > 0, vale observar que a fungéo g:R — (0,00) dada por
gly)=a¥, yeR
€ a fungdo 1nversa da fungdo associada a fungdo f: (0,00) — R dada por

f(x) = logg(x), x € (0,00).
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Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.
Com isto podemos introduzir:

Definicao 3.3.19 Definimos o nimero de Euler, indicado por e, como sendo

e = exp(1),
ou seja,
In(e) = 1.
Observagao 3.3.38 Com isto, da Definigdo (BE313), seque que

e* = exp(xIn(e)] (e exp(x), x€R.

Em particular, se a > 0 seque que
af =Xl xeR

e se c € R temos que

C

xC = exln(x)

, X € (0,00).

Com isto a Proposigdo (E3T3) pode ser reescrita da seguinte forma (cuja demonstragéo é ime-
diata e serd deixada como exercicio para o leitor) :

Propriedades 3.3.19

(a) e =1;
(b) a fungdo y = e* € estritamente crescente
(c) In(e¥) =y,seycR e e =x sex>0;

(d) Sex,y € R entdo
ety = e¥.eY;

(e) Se x1,x2,--- ,xn € R entdo

ex1+x2..~+xn — ex1 .eXZ. .. .e"";

(f) SexeR eneN entdo

(g) Se x € R entdo

_ 1
e x — g,
1sto €,
e X = (eX)—1 :
(h) Se x,y € R entdo
eX_y — ix
ey’
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A representacdo geométrica do gréfico da fungdo exponencial é dada pela figura abaixo:

Niumero de Euler

22. As funcoes hiperbdlicas:

Tendo definida a fungédo exponencial podemos definir as seguintes fungdes, denominadas fungoes
hiperbdlicas:

22.1 A funcgao cosseno-hiperbdlico

Definicao 3.3.20 Para cadax € R definimos o cosseno-hiperbdlico do ntiimero real x,
que serd indicado por cosh(x), como sendo:

. ef4+e™
cosh(x) = —5
Assim podemos definir a fun¢do, denominada fungao cosseno-hiperbdlico, da se-
guinte forma: cosh : R — R, onde

eX+e ™

cosh(x) = 5

, x€R.

A funcgdo cosseno-hiperbdlico tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.20
1. cosh(x) =1 se, e somente se, x =0;
1. cosh(x) > 1, para todo x € R;

1. O conjunto 1magem da fung@o cosseno-hiperbdlico é [1,00), isto €, Im(cosh) =
(1, 00).

w. A fungdo cosseno-hiperbdlico € uma funcgdo par, isto €,

cosh(—x) = cosh(x), x€R.
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Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representagdo geométrica do gréfico da fungdo cosseno-hiperbdlico é dada pela figura
abaixo.

(x, cosh(x))

cosh(x)

Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do conteido que a repre-
sentacdo geométrica do grafico da fungéo cosh é dada pela figura acima.

A funcgao seno-hiperbdlico

Defini¢ao 3.3.21 Para cada x € R definimos o seno-hiperbélico do ntimero real x,
que serd indicado por senh(x), como sendo:

X —X

senh(x) = %, x € R.
Com 1isto podemos definir uma func¢do, denominada fungao seno-hiperbdlico, da

seguinte forma: senh:R — R, onde

senh(x) = ———

A funcgdo seno-hiperbdlico tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.21

1. senh(x) =0 se, e somente se, x =0,
1. O conjunto 1magem da fung¢do seno-hiperbdlico é R, isto é, Im(senh) = R.

111. A funcdo seno-hiperbolico é uma funcdo impar,isto é€,
senh(—x) = —senh(x), x € R.

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representagdo geométrica do gréfico da funcdo seno-hiperbdlico é dada pela figura abaixo.
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22.3

(x, senh(x))

senh(x)t - - - - - -

Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do contetido que a repre-
sentacdo geométrica do gréafico da fungdo senh é dada pela figura acima.

A funcgao tangente-hiperbdlica

Definicao 3.3.22 Para cada x € R, definimos a tangente-hiperbdlica do nimero

real x, que serd indicado por tgh(x), como sendo:

senh(x) e*—e™®

= x € R.
cosh(x) eX+e’

tgh(x) =

Com 1sto podemos definir uma fung¢do, denominada fungao tangente-hiperbdlica,
da seguinte forma: tgh:R — R, onde

senh(x) e*—e™™

= R.
cosh(x) ex4e’ x €

tgh(x) =

A fungdo tangente-hiperbélica tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.22

1. tgh(x) =0 se, e somente se, x =0,

1. O conjunto imagem da fungdo tangente-hiperbdlica é (—1,1), isto €, Im(tgh) =
(—1,1).
121. A funcgdo tangente-hiperbdlica é uma fung¢do impar, isto é,

tgh(—x) = —tgh(x), x€R.

Demonstracao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representacdo geométrica do grafico da fungdo tangente-hiperbdlica é dada pela figura
abaixo.
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tgh(x)¢ - - - - - -

Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do contetido que a repre-
sentacdo geométrica do grafico da fungdo tgh é dada pela figura acima.

A funcgao cotangente-hiperbdlica

Definicao 3.3.23 Para cada x € R\{0} defintmos a cotangente-hiperbdlica do niimero

real x, que serd indicado por cotgh(x), como sendo:

cosh(x) e*+e™
teh(x) = =
cotgh(x) senh(x) ex—e’

x € R\ {0}

Com 1sto podemos definir uma fungdo, denominada funcao cotangente-hiperbdlica,
da sequinte forma: cotgh:R — R, onde

cosh(x) e*+e™
cotgh(x) = senh(x) eX—e

x € R\ {0}.

A fungdo cotangente-hiperbdlica tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.23
1. |cotgh(x)| > 1 para todo x € R\ {0};

1. O congunto tmagem da fungdo cotangente-hiperbdlica é R\[—1,1], isto €, Im(cotgh) =
R\ [—1,1].

111. A fun¢do cotangente-hiperbdlica é uma fungdo impar, isto €,
cotgh(—x) = —cotgh(x), x € R\{0}.

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representacdo geométrica do grafico da fungdo cotangente-hiperbélica é dada pela figura
abaixo.
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Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do contetddo que a repre-
sentacdo geométrica do gréfico da fungdo cotgh é dada pela figura acima.

22.5 A funcao secante-hiperbdlica

Definicao 3.3.24 Para cada x € R definimos a secante-hiperbdlica do ntimero real x,
que serd indicado por sech(x), como sendo:

1 2
h(x) = = R.
sech(x) cosh(x) ex+e*’ X<

Com 1sto podemos definir uma fungao, denominada fungao secante-hiperbdlica, da
sequinte forma: sech: R — R, onde

12
cosh(x) ex+ex’

sech(x) = x € R.

A fungdo secante-hiperbdlica tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.24

1. sech(x) =1 se, e somente se, x =0,
1. O conjunto imagem da fun¢do secante-hiperbdlica é (0, 1], isto ¢, Im(sech) = (0, 1].

121. A fun¢do secante-hiperbdlica é uma fungdo par,isto €,
sech(—x) = —sech(x), x€R.

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representagdo geométrica do grafico da funcdo secante-hiperbdlica é dada pela figura
abaixo.
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sech(x)

Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do contetido que a repre-
sentacdo geométrica do grafico da fungdo sech é dada pela figura acima.

22.6 A funcao cossecante-hiperbdlica

Definicao 3.3.25 Para cada x € R\{0} definimos a cossecante-hiperbélica do nimero

real x, que serd indicado por cossech(x), como sendo:

. 1 2
cossech(x) = senhi(x) s X € R\ {0}

Com 1isto podemos definir uma fungdo, denominada fungao cossecante-hiperbdlica,
da seguinte forma: cossech: R\ {0} — R, onde

1 2
cossech(x) = senh(x) s p— x € R\ {0}.

A fungdo cossecante-hiperbélicao tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.25

1. cossech(x) # 0 para todo x € R\ {0},

1. O conjunto imagem da fun¢do cossecante-hiperbdlica é R\{0}, isto €, Im( cossech) =
R\ {0}.
111. A funcdo cossecante-hiperbdlica € uma fung¢do impar, isto €,

cossech(—x) = —cossech(x), x € R.

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representacdo geométrica do grafico da fungdo cossecante-hiperbdlica é dada pela figura
abaixo.
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(x, cossech(x))

cossech(x)-

Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do contetido que a repre-
sentacdo geométrica do grafico da fungdo cossech é dada pela figura acima.

Temos as seguintes propriedades bésicas das fungdes hiperbélicas definidas acima

Propriedades 3.3.26 Para todo x € R, pertencente aos respectivos dominios das fungdes
abaizo, temos que:

(a) cosh?(x) — senh?(x) =1;

(b) cosh(x) + senh(x) = e*;

(c) tgh®(x)+ sech?(x) = 1;

(d) cotgh?(x) — cossech?(x) = 1.

Demonstragao:

Faremos a demonstragdo do item 1).
As demonstragdes dos outros itens serdo deixados como exercicio para o leitor.
Observemos que:

X —x72 X _ ,—x72
cosh?(x) — senh?(x) = [e —|—2e } _[e Ze ]

[elx 4 2eXe ™ & e*ZX] _ [eZX —e¥e X 4 e72x]
4

para todo x € R.

Observacao 3.3.39 Serd visto em outra disciplina (Equagdes Diferenciais Ordindrias)
que, dado a >0, a representagdo geométrica do grdfico da fungdo

. cosh(ax)
N a

f(x)

descreve a posicdo de equilibrio de um fio homogéneo com extremidades presas a uma
mesma altura, deizado sob a a¢do da for¢a da gravidade.

Tal curva é denominada de catendria.
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y (Xv coshc(lux))

23. As Funcgoes Hiperbdlicas Inversas:

A seguir trataremos de obter as fungfes inversas de cada uma das fungdes hiperbélicas definidas
no item anteior.

23.1 A funcao arco-cosseno-hiperbdélico

Consideremos a fungio f: [0,00) — [1,00) dada por
f(x) = cosh(x), x € [0,00).

Observemos que a fungdo f é estritamente crescente (logo a fungéo f serd injetora) e sobre-
jetora (isto é, Im(f) = [1,00)), ou seja, ela é um fungdo bijetora.
A representacdo geométrica do gréafico da fungéo f é dada pela figura abaixo.

(x, f(x))

Logo da Proposigdo (B=X1) segue que a fungdo f admite fungdo inversa, f~' : [1,00) —
[0, 00), com isto temos a:

Definigdo 3.3.26 A funcdo inversa f~' : [1,00) — [0,00) associada a funcdo f acima
obtida serd denominada fungao arco-cosseno-hiperbdlico e denotada por arccosh,
1sto €,

arccosh : [1,00) — [0, 00).
A fungdo arco-cosseno-hiperbélico tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.27
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1. cosh(arccosh(y)) =y, para cada y € [1,00);
12. arccosh(cosh(x)) = x, para cada x € [0, ),
121. arccosh(x) =0 se, e somente se, x =1;
1. arccosh(x) > 0, para cada x € [1,00);
v. O conjunto imagem da fung¢do arco-cosseno-hiperbélico € [0, 00), 2sto €, Im(arccosh) =
[0,00).

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.

O

A representagdo geométrica do grafico da fungdo arco-cosseno-hiperbélico é dada pela figura
abaixo,

x (y, arccosh(y))

arccosh(y)

Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do contetddo que a repre-
sentacdo geométrica do gréafico da fungdo arccosh é dada pela figura acima.

23.2 A funcao arco-seno-hiperbdlico

Consideremos a fungéo f: R — R dada por
f(x) = senh(x), x € R.
Observemos que a fungédo f é estritamente crescente (logo a fungéo f serd injetora) e sobre-

jetora (isto é, Im(f) = R), ou seja, €la é uma fungdo bijetora.
A representacdo geométrica do gréfico da fungéo f é dada pela figura abaixo.

Yy
A

(x, f(x))
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Logo da Proposicdo (BE=3) segue que a fungdo f admite fungdo inversa, f1:R >R, com
isto temos a:

Definicdo 3.3.27 A fungdo inversa f' : R — R associada a fungdo f acima obtida
serd denominada fungao arco-seno-hiperbdlico e denotada por arcsenh, isto €,

arcsenh : R — R.

A fungdo arco-seno-hiperbélico tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.28
1. senh(arcsenh(y)) =y, para cada y € R;
12. arcsenh(senh(x)) = x, para cada x € R;
121. arcsenh(x) =0 se, e somente se, x =0,
w. O conjunto imagem da fungdo arco-seno-hiperbélico é R, isto €, Im(arcsenh) = R.

v. A fungdo arco-seno-hiperbdlico é uma fungcdo impar, 1sto €,
arcsenh(—y) = —arcsenh(y), yeR.

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.

O
A representagdo geométrica do grafico da fungdo arco-seno-hiperbdlico é dada pela figura
abaixo.

(y, arcsenh(y))

arcsenh(y)t- - - - - - - -

Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do contelido que a repre-
sentacdo geométrica do gréafico da fungdo arcsenh é dada pela figura acima.

23.3 A funcao arco-tangente-hiperbdlica

Consideremos a fungdo f: R — (—1,1) dada por

senh(x)
f(x) = tgh(x) = ——— eR.
Observemos que a fungdo f é estritamente crescente (logo a fungdo f serd injetora) e sobre-
jetora (isto é, Im(f) = (—1,1)), ou seja, ela é uma funcdo bijetora.

A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo.
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Logo da Proposigdo (E=1) segue que a fungdo f admite fungéo inversa, f~': (—1,1) — R,
com isto temos a:

Definicao 3.3.28 A func¢do inversa f~' : (—=1,1) — R associada a fun¢do f acima
obtida serd denominada funcgao arco-tangente-hiperbdlica e denotada por arctgh,

1sto é,

arctgh: (—1,1) - R.

A fungdo arco-tangente-hiperbélica tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.29

1. tgh(arctgh(y)) =y, para caday € (—1,1);
1. arctgh(tgh(x)) = x, para cada x € R;
12, arctgh(x) =0 se, e somente se, x =0;

w. O conjunto tmagem da fungdo arco-tangente-hiperbdlica é R, isto é, Im(arctgh) =
R.
v. A fungdo arco-tangente-hiperbdlica é uma fungdo impar, isto €,

arctgh(—y) = —arctgh(y), ye (—1,1).

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representacdo geométrica do grafico da fungdo arco-tangente-hiperbdlica é dada pela
figura abaixo.
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(y, arctgh(y))

arctgh(y)t - - - - -

Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do contetido que a repre-
sentacdo geométrica do gréfico da fungdo arctgh é dada pela figura acima.

23.4 A funcgao arco-cotangente-hiperbdlica
Consideremos a fungdo f: R\ {0} —» R\ [—1, 1] dada por
cosh(x)

f(x) = cotgh(x) = senh(x)’ x € R\ {0}.

Observemos que a fungédo f é estritamente decrescente em cada um dos intervalos (—oo,0)
e (0,00) (logo a fungdo f serd injetora) e sobrejetora (isto é, Im(f) = R\ [—1,1]), ou seja,
ela é uma fungdo bijetora.

A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo.

(x, f(x))

Logo da Proposigdo (EZZ) segue que a fungdo f admite fungéo inversa, f~' : R\ [-1,1] —
R\ {0}, com isto temos a:
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Definicao 3.3.29 A funcdo inversa f~' : R\ [-1,1] — R\ {0} associada a fungdo f
acima obtida serd denominada fungao arco-cotangente-hiperbdlica e denotada por

arccotgh, isto é,
arccotgh : R\ [—1,1] — R\ {0}

A fungdo arco-cotangente-hiperbélica tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.30

1. cotgh(arccotgh(y)) =y, para cada y € R\ [-1,1];
1. arccotgh(cotgh(x)) = x, para cada x € R\ {0},
1. O conjunto imagem da fungdo arco-cotangente-hiperbdlica é R\{0}, isto é, Im(arccotgh) =
R\ {0}.

w. A fung¢do arco-cotangente-hiperbdlica é uma fung¢do impar, isto é,
arccotgh(—y) = —arccotgh(y), yeR\I[-1,1].

Demonstracgao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.

O
A representagdo geométrica do grafico da funcdo arco-cotangente-hiperbélica é dada pela
figura abaixo.

(y, arccotgh(y))

arccotgh(y)

Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do contetddo que a repre-
sentacdo geométrica do gréafico da fungdo arccotgh é dada pela figura acima.

23.5 A funcgao arco-secante-hiperbdlica

Consideremos a fungdo f : [0,00) — (0, 1] dada por

f(x) = sech(x) = x € [0, c0).

cosh(x)’

Observemos que a fungdo f é estritamente decrescente (logo a funcdo f serd injetora) e
sobrejetora (isto é, Im(f) = (0, 1]), ou seja, ela é uma funcdo bijetora.
A representacdo geométrica do grédfico da fungéo f é dada pela figura abaixo.
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Logo da Proposigdo (E0) segue que a fungdo f admite fungdo inversa, f~' : (0, 1] — [0, 00),
com isto temos a:

Definicdo 3.3.30 A funcdo inversa f~' : (0,1] — [0,00) associada a fung¢do f acima
obtida serd demominada fungao arco-secante-hiperbdlica e denotada por arcsech,
1sto €,

arcsech : (0, 1] — [0, co).

A fungdo arco-secante-hiperbdlica tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.31

1. sech(arcsech(y)) =y, para caday € [0,1);
1. arcsech(sech(x)) = x, para cada x € [0,00);
121. arcsech(x) =1 se, e somente se, x =0;

w. O conjunto imagem da fungdo arco-secante-hiperbdlica é [0, o), 1sto €, Im( arcsech) =
[0, c0).

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.

0

A representagdo geométrica do gréfico da fungdo arco-secante-hiperbdlica é dada pela figura
abaixo.
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23.6

(y, arcsech(y))

arcsech(y) ¢t - - - - - - -

Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do contetddo que a repre-
sentacdo geométrica do gréafico da fungdo arcsech é dada pela figura acima.

A funcao arco-cossecante-hiperbdlica
Consideremos a fungdo f: R\ {0} —» R\ {0} dada por

f(x) = cossech(x) = x € R\ {0}.

senh(x)’

Observemos que a fungio f é estritamente decrescente em cada um dos intervalos (—oo, 0)
e (0,00) (logo a funcéo f serd injetora) e sobrejetora (isto é, Im(f) = R\ {0}), ou seja, ela é
uma funcéo bijetora.

A representacdo geométrica do grédfico da fungéo f é dada pela figura abaixo.

Yy

Logo da Proposigdo (E=1) segue que a fungéo f admite fungdo inversa, f~' : R\{0} — R\{0},
com isto temos a:

Definicdo 3.3.31 A fungdo inversa f~' : R\ {0} — R\ {0} associada a fung¢do f
acima obtida serd demominada funcao arco-cossecante-hiperbdlica e denotada por
arccossech, isto é,

arccossech : R\ {0} — R\ {0}.
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A fungdo arco-cossecante-hiperbdlica tem as seguintes propriedades:

Propriedades 3.3.32

1. sech(arccossech(y)) =y, para cada y € R\ {0};
12. arccossech( cossech(x)) = x, para cada x € R\ {0},
121. O conjunto 1magem da fungdo arco-cossecante-hiperbdlico é R\{0}, isto é, Im(arccossech) =
R\ {0}.

w. A fung¢do arco-cossecante-hiperbélica é uma fungdo impar,isto €,
arccossech(—y) = —arccossech(y), y € R\{0}.

Demonstragao:
As demonstracdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.

0

A representacdo geométrica do grafico da fungdo arco-cossecante-hiperbélica é dada pela
figura abaixo.

(y, arccossech(y))

arccossech(y)

Serd mostrado, precisamente, mais adiante no desenvolvimento do contetido que a repre-
sentacdo geométrica do grafico da fungdo arccossech é dada pela figura acima.



Capitulo 4

Teoria dos Limites

4.1 Motivacao

A seguir tratarenos de um problema que colocamos no inicio destas notas.

Observagao 4.1.1

Encontrar a equac@o da reta tangente, que denotaremos por t, 4 representacdo geométrica
do grdfico da curva y = x> no ponto do grdfico (2,4).

Observemos que o ponto acima corresponde ao segquinte ponto do grdfico da fungdo f :
(x0,T(X0)), onde x, =2 e a fungdo f: R — R dada por

flx) =x%, xeR,

Notemos que basta encontrar o coeficiente angular, que denotaremos por my, da reta tangente
t.
De fato, pois neste caso a equagdo da reta t serd:

Y — Yo = My(X —Xo).

Mas yo, = f(xo) = x% e como x, = 2, teremos Yy, = 4 assim, se conhecermos o coeficiente

angular m¢ teremos que a equacdo da reta tangente d representagcdo geométrica do grdfico da
curva y = x> (ou a representacdo geométrica do grdfico da funcdo f ) no ponto (2,4) serd dada
por:

y—4=m(x—2).

119
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A questdo é como encontrar o coeficiente angular my?

Para 1sto, consideremos um outro ponto da representacdo geométrica do grdifico da curva
y = x> (ou da representagdo geométrica do grdfico da funcdo f ) diferente do ponto (2,4),
digamos (x1,Y1) # (2,4).

Como os pontos (x1,Y1) e (Xo,Yo) = (2,4) sdo diferentes seque que podemos encontrar a
equacdo da reta que contém esses dois pontos (que serd uma reta secante & representagdo
geométrica do grdfico da curva y = X%, ou 4 representacdo geométrica do grdfico da funcdo f
), ou ainda, podemos encontrar o coeficiente angular dessa reta, que indicaremos por ms (veja
figura abaizo).

<——— Reta secante

Sabemos que (ver figura acima)

BC 4-—x} (2—x1)24+x1) a2
_ = = = 2+X],
AB 2—xg 2—xq

ms = tg(el) =

ou seja, o coeficiente angular da reta secante & representagdo geométrica do grdfico da curva
y =x* (ou da funcdo f ), que passa pelos pontos (xo,Yo) = (2,4) e (x1,y1)(# (2,4)), serd dado
por:

ms =2+ xq.

Se fizermos o ponto A = (x1,f(x1)) = (x1,x%) "deslocar-se” sobre d representacdo geométrica
do grdfico da curva (ou sobre d representagdo geométrica do grdfico da fungdo f ) em diregdo
ao ponto C = (x0,Yo), 0 coeficiente angular da reta secante, isto €, ms, ird "aprorimar-se” do
coeficiente angular da reta tangente t, isto €, de m¢, ou seja:

se (xhxf) ~(2,4), teremos que Mg~ My,

ou ainda,
se x1~2, teremos Mg ~ My.

Mas quando x1 ~ 2, como ms =2 + X1, Seque que ms ~4, ou seja,
se x1~2, teremos my ~4.

Mostraremos neste capitulo que, realmente, m; = 4.
Deste modo o coefictente angular da reta tangente d representacdo geométrica do grdfico da
curvay = x> (ou a representacdo geométrica do grdfico da funcdo f) no ponto (2,4) serd m; = 4.
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Com isto, a equagdo da reta tangente ao grdfico da curvay = x* (ou do grdfico da fungdo f
) no ponto (2,4) serd:
y—4=4(x—2), istoé, y=4x—4.

Geometricamente teremos:

‘«———— Reta tangente no ponto (2,4)

O processo acima envolve uma situagdo extrema !
No problema acima, em nenhum momento, a reta secante serd a reta tangente.

<

Porém na ”situagdo extrema” (ou limite) ird tornar-se, isto é, quando o ponto x; estiver
arbitrariamente préoximo do ponto x, = 2.

4.2 Definicao de limite e exemplos

A teoria que comegaremos a estudar a seguir foi estruturada por Cauchy (1789-1857) e denominada

de Teoria dos Limites.
Antes de introduzir o conceito principal estudemos os casos geométricos abaixo:

Observacgao 4.2.1 Consideremos as fung¢des abaizo representadas pelas representagcdes geométricas

dos seus graficos:

1.0 Caso:

Neste caso a funcgdo fi estd defintda em x = a e valores "prdérimos” de x = a sdo levados,
pela fungdo 1, em wvalores ”"prézimos” do valor y = fi(a).

De qualquer modo, quando nos ”aprozimamos” do valor x = a, as imagens desses valores,
pela fungdo 1, ”aprorimam-se” do valor y = fi(a).
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2.0 Caso:

Neste caso a funcdo f; estd definida em x = a e valores "prozimos” de x = a sdo levados,
pela funcdo 2, em valores "préozimos” do valor y =L (que € diferente do valor y = f2(a)).

De qualquer modo, quando nos ”aprozimamos” do valor x = a, as imagens desses valores,
pela fungdo fy, ”aprorimam-se” do valory = L.

3.0 Caso:

Neste caso a funcdo f3 nao estd definitda em x = a e valores "prozimos” de x = a sdo
levados, pela fungdo f3, em valores "prézimos” do valory=1L .

De qualquer modo, quando nos ”aprozimamos” do valor x = a, as imagens desses valores,
pela fungdo f3, "aprorimam-se” do valory = L.

4.0 Caso:
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L

L

Neste caso a fungdo fs estd definida em x = a e valores "prorimos” de x = a, matiores que
a, sao levados, pela fungdo fi, em valores "prozimos” do valory = L e valores "préozimos”
de x = a, menores que a, sdo levados, pela funcdo 4, em valores ”prézimos” do valor

y =L,.
Notemos que, L1 # L;.
Neste caso, quando nos ”aprorimamos” do wvalor x = a, as imagens desses valores pela

funcdo f4 nao "aprorimam-se” de nenhum wvalor do eizo dos Oy.

5.0 Caso:

Neste caso a funcgdo fs5 nao estd definida em x = a e valores "prdérimos” de x = a, mazores
que a, sao levados, pela fung¢do fs5, em wvalores cada vez matores, ilimitamente, e valores
"préorimos” de x = a, menores que a, sao levados, pela fungdo f5, em walores cada vez
menores, ilimitadamente.

Neste caso, quando nos ”aprorimamos” do wvalor x = a, as imagens desses valores pela
fungdo f5 ndo ”aprorimam-se” de nenhum valor real sobre o eizo dos Oy (na verdade as
1magens crescem ou decrescem ilimitadamente).

6.0 Caso:
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iR

Neste caso a fungdo fg nao estd definida em x = a e valores "prdrimos” de x = a, maiores

ou menores que A, sao levados, pela funcdo fs, em valores que oscilam cada vez mais
bruscamente.

Neste caso, quando mos ”aprorimamos” do wvalor x = a, as imagens desses valores pela

fungdo fg nao ”aprozimam-se” de nenhum valor sobre do eizo dos Oy (na vedade oscilam
abruptamente).

O que faremos a sequir e em alguns dos prozimos capitulos é caracterizar, do ponto de vista
Matemdtico, esses comportamentos das funcdes acima perto do valor x = a.

Antes de introduzir o primeiro conceito que nos interessard, consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.2.1 Seja f:R — R dada por

1 1
D LS S LI
0, x=1

cuja representagcdo geométrica do grdfico é dada pela figura abaizo.

Yy
A
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Estudemos o comportamento da fungdo para valores prézimos do valor x = 1 e diferentes
do mesmo.

Resolucgao:

Fagamos duas tabelas formadas por valores préximos do valor x = 1, diferentes do mesmo.

Uma com duas colunas, sendo a primiera coluna formada pelos valores que sdo maiores que x =1 e
a outra coluna formada pelos respectivos valores das imagens pela fungdo. A outra tabela, do mesmo
tipo, com uma coluna com valores que sdo menores que x = 1 e a outra coluna formada dos respectivos
valores das imagens pela funcao f :

x> 1 f(x) x <1 f(x)
2 2+1=3 0 0+1=1
1.5 1.5+1=25 0.5 0.5+1=15
1.1 1.1+1=2.1 0.9 09+1=1.9
1.01 1.01 +1 =2.01 e 0.99 0.99+1=1.99
1.001 1.001 + 1 = 2.001 0.999 | 0.999+1=1.999
1.0001 | 1.0001 + 1 = 2.0001 0.9999 | 0.9999 + 1 = 1.9999
l 1 1 l
1 2 1 2

Logo, empiricamente, temos que:

1. Quando x "aproxima-se” do valor 1, por valores maiores que 1, suas imagens pela fungédo f
” aproximam-se” do valor 2;

2. Quando x ”"aproxima-se” do valor 1, por valores menores que 1, suas imagens pela fungéo f ,
” aproximam-se” do valor 2.

Conclusao: quando x "aproxima-se” do valor 1 (por valores maiores ou menores que 1) suas
respectivas imagens, pela funcdo f , ”aproximam-se” do valor 2.

A questdo que se coloca é: como caracterizar a nocdo de "estar préximo”?. Mais precisamente,
quando sabemos que um ponto estd préximo de outro?

Para isto usaremos os intervalos.

Observemos que para caracterizarmos que um ponto x estd a uma distdncia menor que 6 > 0 do
ponto 1, sobre o eixo Ox, basta escrevermos

x € (1—056,1+03).

Geometricamente temos:

Mas,
x € (1—58,140), éequivalente a, 1 —6 <x <148, que é equivalente a, —d<x—1<9,

ou ainda, equivalente a,
[x —1] < b.
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Ou seja, para escrevermos que o ntimero real x estd a uma distdncia menor que o ntimero real
positivo §, do numero real 1, basta escrevermos

[x —1] < b.

Por outro lado, se queremos dizer que o nimero real x nao é igual ao numero real 1 basta
€SCrevermos
0< x—1|.

Portanto para escrevermos que o niumero x estd a uma distdncia, menor do que o nimero real
positivo §, do nimero real 1 e é diferente deste, basta escrevermos

0<x—1<b.

De modo semelhante, para escrevermos que o niimero real f(x) estd a uma distdncia, menor que o
numero real positivo ¢, do ntiimero real 2 basta escrevermos

[f(x) — 2| < e.

Logo podemos caracterizar a propriedade acima da seguinte forma: podemos ficar tdo perto de
L = 2 quanto se queira, por valores da fungdo f , desde que, no dominio da fungdo f , estejamos
suficientemente préximos do valor x, = 1.

Com isto podemos caracterizar a nogdo observada nos exemplos acima da seguinte forma:

Definigcao 4.2.1 Sejam A C R, a € R um ponto de acumulacdo de A e f uma fun¢do, a valores
reais, definida em A, ezceto, eventualmente, em x = a (isto €, f: A\{a} — R).

Diremos que L € R € o limite da funcao f quando x aproxima-se de (ou tende &) x =a
se, e somente se:

Para cada numero real, que denotaremos por € > 0, fizado, porém arbitrdrio, conseguirmos
encontrar um outro numero real, que denotaremos por & > 0, de tal modo que, para cada x € A
que satisfaz

se 0<lx—al<b, deveremos ter |f(x)—L| <e. (4.1)
Neste caso escreveremos:
L = lim f(x).
X—a
Observagao 4.2.2
1. Se
L = lim f(x),
Xx—a

para cada € > 0 fizado, porém arbitrdrio, deveremos encontrar um outro numero real d > 0
que, em geral, poderd depender de ¢.

Por exzemplo, quanto menor for tomado o nuimero real ¢ > 0, em geral, menor serd o valor
do numero real & > 0 que precisaremos para que (1) ocorra na defini¢do (E=20).

2. De outro modo, a definicGo acima pode ser reescrita na sequinte forma abreviada:

L = lim f(x)

x—a

se, e somente se, dado o numero real ¢ > 0, podemos encontrar um outro numero real
& >0, de modo que, para cada x € A que satisfaz

O<x—al<b, deveremos ter |f(x) —L| < e.
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3. Do ponto de wista de defini¢cdo (E=Z1) podemos reescrevé-la da seguinte forma:

Dado um intervalo aberto contendo L (no caso da definigdo (E=Z0): o intervalo aberto
(L—e¢L+¢) (4.2)

deveremos poder encontrar um outro intervalo aberto contendo a (no caso da definigdo
(E=23): o intervalo aberto

(a—08,a+09) (4.3)
de tal que todo ponto pertencente ao segundo intervalo, (no caso a defincdo (E=ZT), o
intervalo (Z-3)), que pertenga ao dominio da fungdo, ezceto, eventualmente, o ponto a,

deverd ser levado, pela fungdo f , dentro do intervalo dado inicialmente (no caso da
definigdo (E=20), o intervalo (23)).

Geometricamente temos a seguinte situagdo:

4. Um outro modo de entender a situagdo apresentada na definigdo (E=Z1) seria, sequndo o
diagrama de Venn:

L+e

a+d

5. Na definigdo (EZZ), nao mencionamos nada sobre o valor da fungdo f no ponto a (veja
que consideramos somente os valores x tais que 0 <|x — a| < 8, em particular, x # a),
ou seja, a fungdo nao precisa, necessariamente, estar defintda no ponto a para podermos
pensar em estudar a ezxisténcia do limite da mesma no ponto a.
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Consideraremos a seguir dois exemplos:
Exemplo 4.2.2 Seja f: R — R dada por
f(x) =4x, x€R.

Mostre que existe o limite lin% f(x) e além disso
X—

lim f(x) = 8.

x—2

Resolugao:
Empiricamente temos as seguintes tabelas:

x>2 f(x) x <2 f(x)
3 43=12 1 41=14
2,5 4.2,5=10 1.5 4.1,5=6
2,1 42,1 =8,4 . 1.9 41,9=7,6
2,01 4.2,01 =8.04 1.99 41,99 =7,96
2,001 | 4.2,001 = 8,004 1.999 | 4.1,999 = 7,996
1 1 1 l
2 8 2 8

A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo:

Mostremos, matematicamente, que realmente, existe o limite lin% f(x) e além disso
X—

lim f(x) = 8.
x—2
Neste caso a =2 e L =38.
Para tanto, precisamos mostrar que para um dado niimero real positivo, escolhido arbitrariamente,
que denotaremos por ¢ (isto é, ¢ > 0), conseguiremos encontrar, explicitamente, um outro nimero
real positivo, que chamaremos de & (isto é, & > 0), de tal modo que, para os valores de x € R tais que

O<|x—_ 2 | <&, deveremoster |f(x)—_ 8 |<zg¢,
X~

=a =L
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isto é,
se 0<|x—2| <&, deveremoster [4x—8 < e.

Para isto, dado o nimero real ¢ > 0 fixo, porém arbitrario, escolhamos o nimero real

£
d=->0. 4.4
> (4.4)

Com isto, se x € R satisfaz
O<Ix—2l<5d (4.5)

entdo teremos
[F(x) — 8] = [4x — 8 = [4(x — 2)| = [4] [x—2| <45 = 45 =¢,
—~ —— 4

=4 (=)
<9

isto é,
se 0<|x—2|<b, teremos |f(x)—8 <e.

Com isto mostramos, matematicamente, que existe o limite lir% f(x) e além disso
X—.

lim f(x) = 8.

x—2

Observagao 4.2.3 Observemos que no eremplo acima temos

lim f(x) =8 = 4.2 = f(2).

x—2

Consideremos o:

Exemplo 4.2.3 Seja f: R — R dada por

Mostre que eziste o limite lim f(x) e além disso

x—3
lim f(x) = 9.
x—3
Resolucgao:
Empiricamente temos as tabelas:
x>3 f(x) x <3 f(x)
4 4 =16 2 2 =4
3,5 (3,5)2=12,25 2.5 (2,5)2 =6,25
3,1 (3,1)2 =9,61 . 2,9 (2,9)? = 8,41
3,01 (3,012 =9,0601 2.99 (2,99)% = 8,9401
3,001 | (3,001)2 = 9,006001 2.999 | (2,999)2 = 8,994001
1 1 l 1
3 9 3 9

A representacdo geométrica do gréfico da fungéo f é dada pela figura abaixo:
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Mostremos, matematicamente, que realmente, que existe o limite lim f(x) e além disso lin% f(x) =

x—3
9 (nestecaso a =3e L =9).

Para tanto, precisamos mostrar que para um dado niimero real positivo, escolhido arbitrariamente,
que denotaremos por g, conseguiremos encontrar, explicitamente, um outro nimero real positivo, que

chamaremos de 9, de tal modo que para os valores de x € R que satisfazem

O<|x—_ 3 |<b, teremos |f(x)—_ 9 |<e¢,
—— ~—~

=a =L

isto é, se x € R satisfaz
0<|x—3l<d, teremos ‘xz—‘?‘ < €.

Para isto, dado o ntimero real ¢ > 0 escolhamos o niimero real

5£—V36+24£_6>0.

Serd deixado como exercicio para o leitor verificar que
8 + 66 = ¢.

Com isto, se x € R satisfaz
O0<Ix—3|<b

entdo teremos

|f(x)—9\:(x2—9( —(x—3)(x+3) = x—3|lx+3| =[x —3||(x—3) + 6|

la+b|<|al+[b] 2 (=3)
Ix —=3|x—=3]+6x—3] |[[x—3]+6| <b(6+6)=0"+66 = ¢
—— [ N~——
(=) (=)
<6 < b

isto é, se x € R satisfaz
0<Ix—3l<d, teremos [f(x)—9 <eg,

Com isto mostramos, matematicamente, que existe o limite liné f(x) e além disso
X—

lim f(x) = 9.

x—3



4.2. DEFINICAO DE LIMITES 131

Observagao 4.2.4 Observemos que no eremplo acima temos

lim f(x) = 92 = f(3).
x—3
A seguir daremos um exercicio resolvido que aplica o conceito de limite introduzido acima em um
exemplo prédtico de controle de qualidade.

Exercicio 4.2.1 Pretende-se instalar em uma fdbrica de tubos de pldstico (onde cada tudo tem
a forma de um cilindro circular reto) um mecanismo que mos fornega um controle de precisdo
da drea transversal de cada tudo (que € a drea de um circulo) produzido, visto que este estd
diretamente relactonado com a vazdo do mesmo e portanto com a resisténcia e/ou durabilidade

do mesmo.

Resolugao:
O modo mais simples de fazermos isto seria medir medir o didmetro do tubo, dado por 2r, onde
r > 0 é o raio do tudo cilindrico e assim a drea transversal do mesmo, que indicaremos por A = A(r),
serd dada por
A(r) = mr.

A questdo é saber quanto podemos errar no didmetro do cilindro de modo que a drea da regido
transversal do cilindro varie entre, por exemplo, 4t —0.1 cm? e 47+ 0.1 cm? (o erro permitido na érea
serd de 0.1cm?)?

2r

E facil ver que o raio r deverd estar préximo de 2cm (pois A(2) = 4).

A questdo é saber quio préximo deveremos estar de r = 2, para que o valor A(r), varie entre
47— 0.1cm? e 4+ 0.1 cm??

Observemos que queremos encontrar um intervalo de variagdo de r (ou de 2r) de tal modo que
quando r estiver nesse intervalo, A(r) esteja no intervalo (47t — 0.1, 47t + 0.1).

Isto pode ser colocado da seguinte forma: queremos encontrar § > 0 de modo que

se re(2—98,2+6), tenhamos A(r)e (4m—0.1,41+0.1),

ou seja, o valor 0.1 fard o papel do nimero real € > 0 da definigdo de limites.
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\/16—1—&—4
sy T

2
Entédo (serd deixado como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato)

Escolhamos

> 0.

nd(0+4) =c¢. (4.8)
Assim se, r € R satisfaz

O<r—2/<? (4.9)
teremos

|A(r) —4m| = ‘T[TZ—47'[‘ :n‘r2—4) =mr—2[r+ 2| =mnir —2[|(r — 2) + 4]

[la+b|<]al+[bl] (3)
mlr—=2|[r—2|4+4] <d(6+4) = ¢=0.1.
S~ Y~

(=2) (=32)
< b < &

Observemos que

Jierde 4 14201y
5= 2” = 2” ~0.0079 (pois 7t ~ 3.1416).

Assim o didmetro pode variar entre 2 — 0.0158 cm e 2 4 0.0158 cm, para que a area da secdo reta do
tubo varie entre 47t — 0.1 cm? e 47 + 0.1 cm?.

Observagao 4.2.5 Na verdade estamos usando o fato que existe o limite lin%A(r) =41 e além
T—

disso
lim A(r) = 4m.

r—2

Serd deizado como ezercicio para o leitor mostrar, pela definicdo de limaite, que, de fato, isto é
verdade.

4.3 Limites laterais e exemplos

Observagao 4.3.1 Em vdrias situagdes estaremos interessados em estudar o limite de uma
funcdo em um wvalor, para valores maiores ou menores que o valor dado.

Por exemplo, se queremos conhecer uma certa medida & press@o zero entdo sé fard sentido
tomarmos medidas no laboratério para valores da pressGo maiores que zero.

Isto nos leva a estudar os denominados limites laterais de func¢des, cujas definigées serdo
introduzidas a Sequir.

Antes porém, consideraremos o sequinte eremplo:
Exemplo 4.3.1 Seja f:R — R a fun¢do dada por

Clx, se x>1
f(x) = , x€eR.

x*—1, se x<1

Encontrar o limate lin:]l f(x), se existir.
X—
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Resolucgao:
A representacdo geométrica do gréfico da fungédo f é dada pela figura abaixo:

Yy A
y = f(x)

x

T —
Logo podemos observar, empiricamente, que quando

x~1, x>1, teremos f(x)~1.
Por outro lado, quando

x~1, x<1, teremos f(x)~0.

Logo parece intuitivo que possamos concluir que nao existe ].iII?]l f(x).
X—

A verificagdo rigorosa deste fato serd obtida mais adiante.

Observagao 4.3.2

1. Na verdade podemos mostrar, no exemplo acima, que para todo numero real L € R temos
que lin% f(x) # L, ou seja, ndo existe o limite lin% f(x).
x= X—

A verificagcdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor.

2. Para que possamos estudar o comportamento de fungées do tipo acima precisamos saber
caracterizar o comportamento da mesma para pontos perto do valor x =1, comx>1 e o
comportamento da mesma para pontos perto do valor x =1, com x < 1, ou seja, se eziste
o "limite pela direita” de x =1 e/ou o ”"limite pela esquerda” de x =1 para a fungdo dada.

Estes serdo denominados limites laterais da funcdo f em x = 1 e, caso exristam, escre-
veremos

lim f(x)=1 e lim f(x)=0.

x—1+ x—1-

Mais precisamente, temos a

Definicao 4.3.1 Sejam A C R, a € R um ponto de acumulacdo de A e f: A\ {a} — R.

Diremos que L € R € o limite da funcao f, quando x tende a a, pela direita, denotando
por

L= lim f(x),

x—a't

se dado um numero real € > 0 fizado, porém arbitrdrio, podemos encontrar um outro nimero
real 6 > 0 de modo que, se x € A satisfaz

0<x—a<d, deveremos ter |[f(x)—L|<e.
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De modo andlogo, diremos que L € R é o limite da funcgao f, quando x tende a a, pela

esquerda, denotando por
L= lim f(x),

Xx—a-

se dado um numero ¢ > 0 fizado, porém arbitrdrio, podemos encontrar um outro numero real
5 >0 de modo que, se x € A satisfaz

—d<x—a<0, deveremos ter |f(x)—1L|<e.

a—0& x a
o

Consideremos alguns exemplos.
Exemplo 4.3.2 Seja f: R — R a fun¢do dada por

1, se x>0
flx) =<0, se x=0 , X€ER
-1, se x<0

denominada func¢do sinal de x.
Calular, caso existam, os sequintes limites laterais:

lim f(x) e lim f(x).

x—07+ x—0~
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Resolucgao:
A representacdo geométrica do gréfico da fungédo f é dado pela figura abaixo:

Y

Afirmamos que existe o limite lateral 1i1r(1)1+ f(x) e além disso
X—

lim f(x) =1,

x—0+

ou seja, segundo a definicdo de limites laterais temos que a =0e L =1.
De fato, dado o niimero real ¢ > 0 escolhamos o nimero real

0=1>0 (poderia ser qualquer nimero real maior que zero).
Logo se x € R satisfaz
O<x—0<b6=1, segueque O0<x<1

assim
se 0<x, teremos f

1£(x) — 1| emos {9=1 11y =0 <,

isto é, se x € R satisfaz
0<x—0<d, segueque [f(x)—1T1|<e,

ou seja, existe o limite lateral lim f(x) e além disso
x—0+

lim f(x) =1.

x—0+t

Geometricamente temos:

De modo anélogo afirmamos que existe o limite lateral 111(1)1 f(x) e além disso
xX—0™

lim f(x) = —1,

x—0~
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ou seja, segundo a definicdo de limites laterais temos que a =0e L = —1.
De fato, dado o ntimero real ¢ > 0 escolhamos o niimero real

5=1>0 (poderia ser qualquer nimero real maior que zero).
Logo se x € R satisfaz
—1=—-80<x—0<0, segueque —T1<x<0

assim
se x<0 ySegue que f(x)=—

[£(x) — (—1)| Yot+1=0<e,

isto é, se X € R satisfaz
se —0<x—0<0, segueque [f(x)—(—1)<e,

ou seja, existe o limite lateral lim f(x) e além disso

x—0~
lim f(x) =—1.
x—0~
Geometricamente temos:
Yy A
1
X O N
—_— x
—1=f(x)

Observagao 4.3.3 Para o ezemplo acima, afirmamos que nao eciste liné f(x).
X—

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.
Temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 4.3.1 Seja f:R — R a fungdo dada por

ou seja, a fun¢@o maior inteiro menor que X.
Mostrar que se n € Z estd fizado, entGo mostre que existem os limites laterais lim+ f(x),
X—mn

lim f(x) e além disso
X—n—

lim f(x)=n e lim f(x) =n—1.
x—n+t X—n—

Resolucgao:
A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dado pela figura abaixo:
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Afirmamos que existe o limite lateral lim+ f(x) e além disso
X—n

lim f(x) =n,
x—nt

ou seja, segundo a definigdo de limites laterais temos que a =ne L =n.
De fato, dado o niimero real ¢ > 0 escolhamos o nimero real
L] : , :
o= 3 >0 (poderia ser qualquer nimero real maior que zero e menor que um).
Observemos que se x € R satisfaz

1
O<x—m<bd==, segueque N<x<n+ =

2

N —

logo
() — 1 se n<x<n+%<n+1:, segue que f(x)=n monl=0<e
isto é, se x € R satisfaz
0<x—m<?d, segueque [f(x)—n|<e,

ou seja, existe o limite lateral lim f(x) e além disso
x—nt

lim f(x) =n.
x—nt

Geometricamente temos

> X

n+1
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Afirmamos que existe o limite lateral lim f(x) e além disso
X—n—

lim f(x)=n—1,
X—n—

ou seja, segundo a definigdo de limites laterais temos que a=nelL=n—1.
De fato, dado o nimero real ¢ > 0 escolhamos o nimero real

>0 (poderia ser qualquer nimero real maior que zero € menor que um).

Observemos que se x € R satisfaz

1
——=—-80<x—m<0, segue que n—§<x<n

logo
se n71<n7%<x<n, segue quef(x)=n—1

[f(x) = (n—1)] = (=1 —n+1)=0<eg,

isto é, se x € R satisfaz
—d<x—m<0, segueque [f(x)—(n—1)|<e¢,

ou seja, existe o limite lateral lim f(x) e além disso
X—n—

lim f(x)=n—1.
X—n—

Geometricamente temos

f(x)=mn—1+¢4- - - - - B —

Observagao 4.3.4 Para o ezemplo acima, afirmamos que nao existe o limite

lim f(x).

X—n

A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

A seguir exibimos outro exercicio resolvido.
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Exercicio 4.3.2 Seja f:R — R a funcao dada por

1
)= % XFL L er
3, se x=1

Calular, caso existam, os sequintes limites laterais

lim f(x) e lim f(x).

x—1+ x—1-

Resolugao:
A representacdo geométrica do gréfico da fungéo f é dado pela figura abaixo:

Afirmamos que existe o limite lateral 1i1¥1+ f(x) e além disso
X—

lim f(x) =1,

x—1+

ou seja, segundo a definicdo de limites laterais temos que a=1e L =1.
De fato, dado o nimero real ¢ > 0 escolhamos o niimero real

d=¢>0. (4.10)
Logo, se x € R satisfaz
O<x—1<?d (4.11)
segue que
- _ ()
|f(X) . ” se 1<x, ter;mos f(x)=x |X— ” X ;>O x—1'=5 (E:D]) ;.

isto é, se x € R satisfaz
0<x—1<0d, segueque [f(x)—1|<ce,

ou seja, existe o limite lateral 1i1¥1+ f(x) e além disso
X—

lim f(x)=1.

x—1+

Geometricamente temos
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Afirmamos que existe o limite lateral lir? f(x) e além disso
X— 1"

lim f(x) =1,

x—1-

ou seja, segundo a definigdo de limites laterais temos que a=1Te L =1.
De fato, dado ¢ > 0 seja

d=¢>0.
Logo, se x € R satisfaz
—o<x—1<0,
teremos
1 = - (3 _ (m
|f(X)_]|seX< ,segtiquef(x) X] |X—]|X;<O1—X < 6(: e,

isto é, se x € R satisfaz
—d<x—1<0, segueque [f(x)—1]<eE,

ou seja, existe o limite lateral lir? f(x) e além disso
X— 1

lim f(x)=1.

x—1-

Geometricamente temos:

Observacgao 4.3.5

(4.12)

(4.13)
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1. No Ezercicio acima temos que eziste o limite da funcdo f no ponto x =1 e

lim f(x) = 1.

x—1

A verificagcdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor.

2. Observemos que nos dois Exemplos anteriores existem os limites laterats, sdo diferentes
e nao ezxiste o limite das fungdes envolvidas no ponto em questao.

Jd no Ezercicio acima, os limites laterias além de eristirem, sdo iguais e a funcdo tem
limite no ponto em questdo e além disso o valor do limite da fungdo no ponto é igual ao
valor dos limites laterais da fungdo mo ponto em questdo.

Como veremos a seguir 1sto € um fato geral, a saber:

Proposicao 4.3.1 Sejam A C R, a € R um ponto de acumulag¢do de A e f: A\{a} > R uma
fungao.

Eziste o limite lim f(x) e
Xx—a

lim f(x) =L

X—a
se, e somente se, existem os limites laterais

lim f(x) e lim f(x)
x—at x—a~

e sao 1guais a L, isto €,
lim f(x) = lim f(x) =1L

x—a’t x—a~

Demonstragao:
Suponhamos que exista

lim f(x) =L € R.

Xx—a

Mostremos que existem os limites laterais

lim f(x) e lim f(x)
x—at x—a~

e sdo iguais a L.
Dado o niimero real ¢ > 0, como
lim f(x) =L,

x—a
podemos encontrar um outro nimero real & > 0 de modo que, se x € A satisfaz
O0<|x—al<d, teremos |[f(x)—L|<e.
ou seja, se x € A satisfaz
—d<x—a<0 ou 0<x—a<?d, teremos [f(x)—L|<e.

Em particular, se x € A satisfaz

0<x—a<b, teremos |f(x)—LI<e
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ou se x € A satisfaz
—d<x—a<0, teremos |f(x)—L|<e,

ou seja, existem os limites laterais

lim f(x) e lim f(x)
x—at x—a~

e sdo iguais a L.
Por outro lado, se existem os limites laterais

lim f(x) e lim f(x)
x—at x—a~

e sdo iguais a L entdo, dado ¢ > 0, poderemos encontrar dois niimeros reais, que indicaremos por
84+,0- > 0, de modo que

se 0<x—a<d,,x€A teremos [f(x)—1|<eg, (4.14)

se —d_<x—a<0,xe€A teremos [f(x)—L|<e. (4.15)

Escolhamos o nimero real
O =min{b,,5_} > 0.

Com isto temos que
0<d<d,, 0.

Portanto, se x € A satisfaz

0<x—a<d<d;, logo (EIA) implicard que |[f(x) —L| <.
0<|x—al<?d, teremos

—6_ <—-d<x—a<0, logo (EIH) implicard que [f(x)—L|<e¢,
isto é, se x € A satisfaz

O0<|x—al<d, segueque [f(x)—L|<e,

ou seja, existe o limite
lim f(x)

X—a
e seu valor serd [, como queriamos demonstrar.
O

Observagao 4.3.6 Com este resultado fica mais fdcil mostrar que nos dois primeiros ezemplos
acima os limites envolvidos nao ezxistem mos valores em questdo (pois os respectivos limites
laterais existem, mas sdo diferentes).

4.4 Propriedades de limites e exemplos

A seguir exibiremos algumas propriedades de limites que serdo titeis no cadlculo dos mesmos.
Comecgaremos pelo

Proposicao 4.4.1 (Unicidade do limite) Sejam A C R, a € R um ponto de acumulagdo de A e
f:A\{a} = R uma func¢do.
Se ezistir o limite
limf(x) =L

x—a

entdo L serd o unico com essa propriedade.
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Demonstracao:
Suponhamos que existe o limite liin f(x) e além disso
X—a
M = lim f(x).
X—a
Mostremos que
M=L.

Para isto, dado o nimero real ¢ > 0, como existe o limite

lim f(x) =L,

Xx—a

podemos encontrar um ntimero real §; > 0 de modo que, se x € A satisfaz

0<|x—al <&, teremos |f(x)—L|< % (4.16)
De modo semelhante, como existe o limite lim f(x) e além disso
XxX—a
lim f(x) = M,
Xx—a

podemos encontrar um nimero real §; > 0 de modo que, se x € A satisfaz

0<|x—al <6y, teremos |[f(x)—M|< % (4.17)

Logo, para cada x € A \ {a}, teremos

la+b[<|al+[b]

IL—M| =L+ [—f(x) +f(x)] =M =[[L—f(x)] + [f(x) =M] < [L—=Ffx)[+I[f(x) —M].

Escolhamos o nimero real
6= min{f)] y 52}.

Logo, se x € A satisfaz
O<|x—al<d<b1,0,

teremos, da desigualdade obtida acima, que

(IT8), (1)
L-=MI<L—F)I+If(x) =M <

para cada ¢ > 0, ou seja,
IL-M|<¢e

, para cada ¢ > 0, o que implicard em M = L, como queriamos mostrar.

Observacgao 4.4.1

1. No final da demonstragdo acima utilizamos o sequinte fato: um numero real € zero se, e
somente se, ele, em mddulo, é menor que qualquer niumero real maior que zero, isto €,

a=0 se, e somente se, |a|<b, paracada b >0.
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2. Vale um resultado andlogo ao da proposi¢do acima para limites laterais (isto é, se o
limaite lateral existe ele serd Uunico) cujo enunciado e a demonstragdo serdo deizados como
ezercicio para o leitor.

Outro resultado importante é:

Proposicao 4.4.2 Sejam A C R, a € R um ponto de acumulagdo de A e f: A\{a} = R uma
funcdo.
Se eziste o limaite
lim f(x)

Xx—a

entdo a fungdo f serd limitada no ponto x = a.

Demonstragao:
Como existe o limite lim f(x) e além disso
Xx—a
lim f(x) =1L,
Xx—a

dado o nimero real ¢ = 1, poderemos encontrar um outro nimero real 6 > 0 de modo que, se x € A
satisfaz
O<|x—al<d, teremos |[f(x)—Ll<e=1. (4.18)

Mas se x € A satisfaz 0 < |[x —al < & (isto é, x € (a — 8, a + 9) \ {a}), teremos

la|—[b[<|a—b| (Cmm) .
[f(x)| — IL| < If(x) —LI < 1, ouseja, [f(x)|<ILI+1,

mostrando que no conjunto AN (a—35,a+0)\{a} a fungdo f é limitada, ou seja, a fungdo f é limitada
no ponto x = a, como queriamos mostrar.
]

Observagao 4.4.2 Vale um resultado andlogo ao da proposi¢do acima para limites laterais.

Por exemplo, se o limite lateral pela direita exriste entdo a fungdo serd limitada, ¢ direita,
do valor em questdo, cujos enunciados e a demonstracdes serdGo deizados como exercicio para
o leitor.

Temos também

Proposigao 4.4.3 Sejam A C R, a € R um ponto de acumulagdo de A e f: A\{a} = R uma
funcdo.
Entao, existe o limite
limf(x) =L

Xx—a

se, e somente se, existe o limite
lim[f(x) — L] =0.
xXx—a
Demonstracgao:

Temos que existe o limite lim f(x) e além disso
Xx—a

limf(x) =L

Xx—a
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se, e somente se, dado o nimero real ¢ > 0, podemos encontrar um outro niimero real 4 > 0, de modo
que, se x € A satisfaz

0<|x—al<?b, teremos [f(x)—1L|<e¢

ou, equivalentemente,
I[f(x) = L] = 0| < ¢,

isto é, se x € A satisfaz
0<|x—al<d, segueque |[[f(x)—L]—0<e,

ou seja,
lim[f(x) — L] =0,

Xx—a

mostrando equivaléncia afirmada no resultado.
O

Observacao 4.4.3 Vale um resultado andlogo ao da proposigdo acima para limites laterais cujos
enunciados e as demonstragbes serdo deizados como exercicio para o leitor.

Os préximos resultados tratam do cdlculo de limites de algumas fungdes importantes.

Proposicao 4.4.4 Sejam a,b,m € R fizos.
Entao

lim[mx 4+ b] = ma+ b,

Xx—a

1sto €, se a fungdo f: R — R € dada por
f(x) =mx+b, xeR

entdo eriste o limaite 1i_1>n f(x) e além disso
X—a

lim f(x) = ma+b.

Xx—a

Demonstragao:

Consideremos primeiramente o caso que m = 0.
Neste caso, a representagdo geométrica do grafico da fungéo f serd dada pela figura abaixo:

S
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Neste caso temos, segundo a defini¢do de limite, que L = b.

Logo dado o numero real ¢ > 0 escolhamos o nimero real & = 1 (neste caso poderiamos ter
escolhido qualquer nimero real maior que zero).

Assim, se x € R satisfaz

0<|x—al <&, teremos |[f(x)—b|=]|(mx+Db)—Db| =0 < g,
isto €, se x € R satisfaz
O<|x—al<d, segueque |[f(x)—(ma+Db)l <e,
mostrando que

lim[mx+b]=ma+b, quando m=0.
Xx—a

Consideremos agora o caso que m # 0.
Neste caso, a representacido geométrica do grafico da fungéo f serd dada pela figura abaixo:

y = f(x)
Yy
ma+Tb ‘ -
—
. x

Neste caso temos, segundo a defini¢do de limite, que L = ma + b.
Logo dado o ntumero real ¢ > 0 escolhamos o nimero real

£
§=— >0. 4.19
m (4.19)

Se x € R satisfaz
O<|x—al < (4.20)

teremos:
[f(x) — (ma+b)| =|(mx +b) — (ma + b)| = |mx —ma| = /m(x — a)|

(=m)
=m|lx—al < |m|d

isto é, se x € R satisfaz
O0<|x—al<bd, segueque [f(x)—(ma+b) <e,

mostrando que
lim[mx 4+ b] = ma+ b,

Xx—a

como queriamos mostrar.



4.4. PROPRIEDADES DE LIMITES 147

Observagao 4.4.4 Em particular, na situagcdo acima, como f(a) = ma+ b, mostramos que

lim f(x) = f(a).

Xx—a

Como consequéncia imediata da Proposigdo acima, temos os seguintes resultados:

Corolario 4.4.1 Sejam a,b € R.
Entao

entdo
lim f(x)=Db
XxX—a
Demonstracao:
Basta tomar na Proposigdo acima m = 0.
O
Corolario 4.4.2 Temos
lim x = a,
Xx—a
1sto €, se a funcdo f: R — R ¢ dada por
flx) =x, xeR
entdo
lim f(x) = a
XxX—a
Demonstragao:
Basta tomar na Proposigdo acima m=1e b =0.
O

O resultado a seguir nos da condicdes suficientes para realizarmos as operagdes basicas com limites,
a saber:

Proposicao 4.4.5 Sejam A C R, a € R um ponto de acumulag¢do de A e f,g: A\{a} = R duas

funcdes.
Suponhamos que existam os limites lim f(x) e lim g(x) = M e além disso
Xx—a Xx—a
limf(x)=L e limg(x)=M.
Xx—a Xx—a
Entdo:

(a) existe o limate 1i_1>n [f 4+ gl(x) e além disso
X—a

lim[f + gl(x) =L+ M,
Xx—a
1sto é,
lim[f + g](x) = %13(11 f(x) 4+ lim g(x).

x—a x—a
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(b) exziste o limite liin [f.gl(x) e além disso
Xx—a

lim[f.g]l(x) = L.M,

1sto €,
lim[f.g](x) = {lim f(x)} . {lim g(x)] .

xX—a Xx—a Xx—a

f
(c) se M #0, existe o limite lim [} (x) e além disso

Xx—a 9
. f L
Jim, _g} =%
1sto €,
f' lim f(X)
. _ x—a
lim [ (x) = ———.
x—a | g | lim g(x)
Demonstragao:
Do item (a):

Dado o nimero real ¢ > 0, como existem os limites

limf(x) =L e limg(x)=M,

x—a x—a

podemos encontrar niimeros reais 61,0, > 0 de modo que, se x € A satisfaz
€
O<|x—al<dy, teremos |f(x)—1|< 7

e se x € A satisfaz

0<|x—al<by, teremos |g(x)—M|<§.

Considerarmos
8 = min{d;, 6,} > 0.

Notemos que se x € A satisfaz
O<|x—al<bd

segue que
0<|x—al<d<84; logo, de (EZT), teremos |[f(x) —L| < %’
O0<|x—al<d<6,, logo,de (E22), teremos [g(x) — M| < %
Assim, se x € A satisfaz
O<|x—al<bd
teremos
Ilf + gl(x) — (L+ M) = |(f(x) — L) + (g(x) — M)|
la+b|<|al+[b] (3), ([ @ ¢ ¢
< If(x) — LI+ lg(x) — M| < §+2 =&,

isto é, se x € A satisfaz

0<[x—al<d, teremos |[f+gl(x)—I[L+M] <e,

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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ou seja, existe o limite lim[f + g](x) e além disso
x—a

lim[f+ g](x) =L+ M.

x—a

Do item (b):
Dado o nimero real ¢ > 0, como existe o limite lim g(x), pela Proposigdo (EZ3), segue que a
Xx—a

fungdo g serd limitada no ponto x = q, isto €, podemos encontrar um nimero real &; >0 e K >0 de
modo que, se x € A satisfaz

0<|x—al <8, teremos [g(x)| <K. (4.25)
Além disso, como existem os limites
limf(x)=L e limg(x)=M,
Xx—a Xx—a

podemos encontrar nimeros reais 67,03 > 0 tais que, se x € A satisfaz

0<|x—al <8, teremos [f(x)—L|< i (4.26)
e se x € A satisfaz .
0<|x—al<d;, teremos M| < ———. 4.27
—al <83, teremos Iglx) ~ M| < 5 (4.27)
Escolhamos o nimero real
6= min{61,62, 53} > 0.
Logo, se x € A satisfaz
O<|x—al<b
teremos
0<|x—al<d<8, logo,de (E=Z3), teremos |g(x)| < K; (4.28)
0<|x—al<d<6,, logo,de (EZ3), teremos |[f(x) —L| < i; (4.29)
3
0 — 5§ <8 1 M| < ——— 4,
<I|x—al<d<83, logo,de (E=22), teremos  [g(x) | < I (4.30)

assim, se x € A satisfaz
O<|x—al<?d,

segue que

ja-+bl<lal+/bl
[f.gl(x) = LM| =[f(x).9(x) —L.g(x) + L.g(x) =LM| < [f(x).g(x) = L.g(x)| + [L.g(x) — LM|

= |[f(x) — LL.g(x)| + [LIg(x) — M]| = [f(x) — Lllg(x)| + [Lllg(x) — M|

O e mhr<l ¢ e,
2K° 2001+ 1] 2 2 7

isto é, se x € A satisfaz
0<|x—al<d, teremos |[f.gl(x)—I[L.M]|<e¢,
ou seja, existe o limite lim[f.g](x) e além disso
Xx—a

lim[f.g](x) = L.M.

Xx—a
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Se mostrarmos que
1
lim [} (x) = —
Xx—a g
utilizando-se o item (b), teremos que
| f . 1 item (b) . 1 L
i [g] 00 = e 00 =L -

Dado o nimero real € > 0, como existe o limite

lim g(x) = M,

x—a

podemos encontrar os niimeros reais 61,6, > 0 de modo que, se x € A satisfaz

M
0<|x—al<d;, teremos [g(x)|< u, (4.31)
MZ
0<[x—al<d;, teremos [g(x)—M|< el > | (4.32)
. - N M| .
(no caso acima, para obter (E=31)), tomamos da definigdo do limite 151}1 gx) =M, e = BN verifique!).
Logo
(=1 |M|
M| —1Ig(x)| <M —g(x)| =Ig(x) —M| < —-.
Assim, como M # 0, teremos
2
| X | > =
g(x) M
ou seja, se x € A satisfaz
O<|x—al<?d teremos 1 < 2z (4.33)
B lgtal ~ IMI” '

Vale observar que serd mostrado mais adiante (ver Teorema (EZZ)) que se M # 0, entdo g(x) # 0
em uma vizinhanga do ponto a, excetuando-se o ponto x = a.

Tomemos
8 = min{d;, 65} > 0.

Logo, se x € A satisfaz
O<|x—al<d, teremos O0<|x—al<b<d, 6,

assim

g M g(x).M lg(x)[.IM| IM[.IM|
= 2 M

ME 2 ©

isto é, se x € A satisfaz

1
0<|x—al<bd, teremos ’g(x) —‘ <e,
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1
ou seja, existe o limite lim {] (x) e além disso

xXx—a g
lim [1} (x) = l

X—a g

completando a demonstragdo da Proposicio.

Como consequéncia do resultado acima temos o

Coroléario 4.4.3 Com as hipéteses da Proposicdo acima temos que eziste o limite 1131 [f — gl(x)
X—a
e além disso
lim[f—g](x) =L—M,

x—a
ou seja,
lim[f — g](x) = lim f(x) — lim g(x).

Xx—a x—a Xx—a

Demonstragao:

Observemos que
[f—gl(x) ={f + [(=1).9l} (x), x€A\{a}

Logo, dos itens (a), (b) da Proposigdo acima e do Coroldrio (EZZ), segue que

item (a)

lim(f — g)(x) = im{f + [(~1).g}00) = lim f(x) + Hm((~1).g](x)
*2 tim 1(x) + [lim (—1)] - [tim 9] 25 fim 100 + (1), lim g(x)

= lim f(x) — lim g(x),
X—a Xx—a

como queriamos mostrar.
O

Observagao 4.4.5 Valem as mesmas propriedades dadas pela proposi¢do acima para limaites
laterass.

Dewzaremos como ezercicio para o leitor enuncid-las e demonstrd-las,
Podemos generalizar a Proposicdo acima, a saber:

Corolario 4.4.4 Sejam, n € N, A C R, a € R um ponto de acumulacdo de A e f1,--- ,fy :
A\{a} = R fungdes.
Suponhamos que existam os limites

lim f] (X) = L], Tty lim fn(X) = Ln.
x—a x—a

Entado:

(a) existe o limite o limaite liin [fi1 +---+fol(x) e além disso
X a

Um[f; + .-+ f](x) =L+ + Ly,

Xx—a
1sto é,
lim([f; + -+ fu](x) = lim f7(x) + - - - + lim f,(x).

Xx—a Xx—a Xx—a
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(b) existe o limite o limite lim[f;.--- .fu](x) e além disso
Xx—a

Xx—a
1sto €,
im [fy. - fl(x) = [Hm f1(x)] - [lim f(0)]
x—a x—a X—a
Demonstragao:
A demonstracdo é feita utilizando-se indugdo finita € a Proposigdo acima.
Do item (a):

A Proposigdo acima, item (a), garante que, para n = 2, a afirmacgéo é verdadeira.
Suponhamos que a afirmagdo é verdadeira para n = k e provemos que O mesmo OCOrrerd para
n=k+1.
Observemos que, pela hipétese de indugdo, temos que existe o limite
ii_I}}l[f] + -+ fid(x)

e além disso,
lim[fy + -+ fid(x) = Ly + - + Ly,

x—a

Logo, da Proposigdo acima item (a), segue que existird o limite

liné{[ﬁ + o i b (x)

X—

e além disso
linzl{[ﬁ + -+ il + e} (x) = [0y + -+ - 4+ Lid + Liar,

X—
ou seja, existird o limite
lim [fy + - - + fi + fr1l(x)

Xx—a
e teremos que
liml[fy + - -+ frql(x) =L + -+ + + Ly,

Xx—a
como queriamos mostrar.
Do item (b):
A Proposigdo acima, item (b), garante que, para n = 2, a afirmagdo é verdadeira.
Suponhamos que a afirmacdo é verdadeira para n = k e provemos que 0 mesmo OCOrrera para
n=k+1.
Observemos que, pela hipdtese de indugao, temos que existe o limite
lim([fq. - fiJ(x)
x—a

e além disso,
lim[fy. -+ fid(x) =Ly.- -+ Ly

Xx—a
Logo, da Proposicéo acima item (b), segue que existe o limite

Hm{[fy. - fi i1 H(x)

Xx—a

e além disso
Hm{[fy.- - il b(x) =[G L L,

Xx—a
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ou seja, existirda o limite

lim [f] R .fk.fk+1](x)
x—a

e teremos que

lim[ﬁ. s .fk+1](x) = I.]. s -I—kH)
x—a

completando a demonstracdo do resultado.
O

Observagao 4.4.6 Valem as mesmas propriedades obtidas pela proposi¢do acima para limaites
laterass.
Dewxaremos como ezxercicio para o leitor enuncid-las e demonstrd-las,

Uma consequéncia do Coroldrio acima é dado pelo:

Coroléario 4.4.5 Sejam, n € N, A C R, a € R um ponto de acumulagdo de A e f: A\{a} > R

fungaéo.
Suponhamos que exista o limite liin f(x) e
X—a
lim f(x) = L.
Xx—a
Entao existe o limate
lim [f(x)]"™
Xx—a

e além disso,
lim [f(x)]™ = L™,

X—a
15to é€,
n
lim f*(x) = [lim f(x)} .
Xx—a X—a
Demonstracao:
Basta definir f1,f,, -+, : A\ {a} — R dadas por

fi(x) = fa(x) =--- =fu(x) = f(x), x€A\{a}

e aplicar o Coroldrio acima, item (b).
U

Observagao 4.4.7 Valem as mesmas propriedades dadas pela proposi¢do acima para limaites
laterais.
Dewzaremos como ecercicio para o leitor enuncid-las e demonstrd-las,

A seguir exibiremos alguns outros resultados gerais de limites.
Comecaremos pela

Teorema 4.4.1 (Teorema da conservagdo do sinal) Sejam A C R, a € R um ponto de acu-
mulacdo de A e f: A\{a} = R func¢do.
Suponhamos que ezxista o limite

lim f(x) =L #0.

Xx—a

Entdo podemos encontrar & > 0 de modo que, para cada x € AN (a—06,a+ ) \{a} temos que
f(x) tem o mesmo sinal de L.
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Demonstragao:

Como existe o limite lim f(x) e além disso
Xx—a

lim f(x) =L #0,,

x—a

IL|

dado o nimero real ¢ = 5 > 0 (pois L # 0) podemos encontrar um outro nimero real 5 > 0 tal que,
se x € A satisfaz

L
0<[x—al<?d, teremos |f(x)—L|§s:%,
ou, equivalentemente,
L] IL|
*7 <f(X)*L< 7,
ou ainda,
IL| () 2) IL|
L——<f L+ —.
5 < (x) <L+ 3

Se L > 0 segue que |L| =L, logo, se x € A satisfaz
O0<|x—al<bd,

teremos, por (1), que

L L =i L]
Por outro lado, se L < 0 segue que |L| = —L, logo, se x € A satisfaz

O0<|x—al<b,

teremos, por (2), que
IL| —L=/L L L
f L+— = L--==-<0
(x) <L+ > 7=73 <0,
mostrando, em ambos os casos, que para x € AN (a—05,a+ 6)\{a} temos que o nimero real f(x) tem
o mesmo sinal de L, completando a demonstragdo do resultado.

0

Observagao 4.4.8 Valem as mesmas propriedades obtidas pelo teorema acima para limites la-
terais.
Dewzaremos como exercicio para o leitor enuncid-las e demonstrd-las,

Como consequéncia temos o

Corolario 4.4.6 Sejam A C R, a € R um ponto de acumulagdo de A e f: A\{a} = R fungdo
tal que
f(x) >0, para cada x € A\{a}

(respectivamente, f(x) <0, para x € A\ {a}).

Suponhamos que exista o limite lim f(x) e
Xx—a

lim f(x) = L.

Xx—a

Entdo teremos
L>0

(respectivamente, L < 0).
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Demonstracao:

Suponhamos que
f(x) >0 para xe A\{al (4.34)

Mostremos que L > 0.

Vamor supor, por absurdo, que L < 0.

Logo do Teorema da Conservagdo do Sinal (isto é, Teorema (EZ)) segue que podemos encontrar
um ntmero real 6 > 0 tal que

f(x) <0, para x€AN(a—>d,a+6)\{a}

o0 que contraria a hipétese (E=4).
Logo deveremos ter L > 0.
Serd deixado como exercicio para o leitor mostrar que se f(x) < 0, para x € A\{a}, entdo deveremos
ter L <0.
O
Temos também a

Teorema 4.4.2 (Teorema da comparagdo) Sejam A C R, a € R um ponto de acumulagdo de A
e f,g: A\{a} = R fungbes que satisfazem

f(x) < g(x), para cada x € A\{a}. (4.35)

Suponhamos que existam os limites lim f(x), lim g(x) e além disso
Xx—a Xx—a

limf(x)=L e limg(x)=M.

Xx—a xXx—a
Entdo
L <M,
15to é€,
lim f(x) < lim g(x).
X—a Xx—a
Demonstragao:

Suponhamos, por absurdo, que L > M, isto é,

lim f(x) > lim g(x),

x—a x—a

ou seja,
0 < lim f(x) — lim g(x) ™% &= ym1r(x) — g(x).

Xx—a x—a x—a

Logo,do Teorema da Convervagdo do Sinal (isto é, Teorema (EZ)), segue que podemos encontrar
um ntmero real 6 > 0, de modo que, se x € A satisfaz

O0<[x—al<d, teremos O0< f(x)—g(x), istoé, g(x) < f(x),

0 que contraria (EZ3).
Portanto L < M, ou ainda,
lim f(x) < lim g(x),

Xx—a Xx—a

completando a demonstracdo do resultado.
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Observagao 4.4.9 Valem as mesmas propriedades obtidas pelo teorema acima para limites la-

terais.
Deizaremos como exercicio para o leitor enuncid-las e demonstrd-las,

Outro resultado importante é o

Teorema 4.4.3 (Teorema do confronto ou do sanduiche) Sejam A C R, a € R um ponto de
acumulagdo de A e f,g,h: A\ {a} — R fungées que satisfazem

f(x) < g(x) < h(x), para cada x € A\{a}.

Suponhamos que existam os limites lim f(x), lim h(x) e além disso
Xx—a Xx—a

lim f(x) = lim h(x) = L.

Xx—a x—a

Entdo existird o limate lim g(x) e além disso
Xx—a

lim g(x) = L.
Demonstracgao:
Dado um ntimero real ¢ > 0, como existem os limites lim f(x), lim h(x) e
XxX—a X—a

lim f(x) = lim h(x) =L,

Xx—a Xx—a

podemos encontrar niimeros reais 81,6, > 0 de modo que, se x € A e

(3)
O0<|x—al<d;, teremos |[f(x)—L|<e ousea, —e<f(x)—L<eg,
(4)
O0<|x—al<bd;, teremos [h(x)—L|<e ouseja, —e<h(x)—L<e.
Escolhamos o nimero real
o= min{61 s 52} > 0.
Logo,se x € A e
0<|x—al <6, teremos:
O<Ix—al<d<81, (3)e(l)implicardo —e < f(x)—L<g(x)—1L, (4.36)
O0<Ix—al<d<8, (2)e(4)implicardio g(x)—L<h(x)—L<e. (4.37)
Logo (E=H) e (E=7) implicardo que, se x € A e
O<|x—al<b, teremos —e<g(x)—L<e, ouseja, |g(x)—Ll<e,

mostrando que o existe o limite 1i_r>n g(x) e além disso
X—a

lim g(x) =L,

Xx—a

completando a demonstragdo do resultado.
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Observagao 4.4.10 Valem as mesmas propriedades dadas obtidas pelo teorema acima para li-
mates laterais.
Deizaremos como ezxercicio para o leitor enuncid-las e demonstrd-las.

Para o préximo resultado é conveniente introduzirmos a seguinte definigéo:
Definicao 4.4.1 Sejam A C R, a € R um ponto de acumulagdo de A e f: A\{a} - R uma

fungao.
Diremos que a fung¢do f é um infinitésimo no ponto x = a se

lim f(x) = 0.

Xx—a

A seguir temos alguns exemplos de funcdes que sdo infinitésimos no ponto x = a.
Exercicio 4.4.1

1. Sef:R — R € a fun¢cdo dada por
flx) =x+1, x€eR
entdo a fungao f é um infinitésimo no ponto x = —1.
De fato, pois

im f(x) = lim (x+1) 7 @& %em (@) o x + lim 1 &7 @2 € @Y

x——1 x——1 x——1 x——1

—1+1=0.

2. Sef:R— R € a funcdo dada por
flx) =x>*—4, xeR

entdo a funcgdo f é um infinitésimo no ponto x =2 (e no ponto x = —2).

De fato, pois

lim x2 — lim 4 © ) EZ @23 22 _ 4,

lim f(x) = lim
x—2 x—2

x—2 x—2

(Xz _ 4) Prop. (L) item (a)

De modo semelhante temos que lim2 f(x) =0.
X——

A verificagcdo deste fato serd deizada como ezxercicio para o leitor.
Com isto temos a

Proposicao 4.4.6 Sejam A C R, a € R um ponto de acumulag¢do de A e f,g: A\{a} = R duas
fungdes.

Suponhamos que a fungao f € um infinitésimo no ponto x = a e a fungao g € limitada no
ponto x = a.

Entdo a fungdo f.g serd um infinitésimo no ponto x = a, ou seja,

lim (f.g)(x) = 0.

x—a
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Demonstragao:
Como a fungéo g é limitada no ponto x = a, existirdo nimeros reais 8, K > 0, de modo que, se
xX€EAe

0<|x—al<?d, teremos |[g(x) <K. (4.38)

Dado o ntimero real ¢ > 0, como a fungdo f é um infinitésimo no ponto x = a, segue podemos
encontrar um outro ndmero real §; > 0, de modo que,se x € A e

0<|x—al<b;, teremos |f(x)—0< % (4.39)

Consideremos
o= min{61 s 52} > 0.

Notemos que se x € A e
0<|x—al<b<by, 0,

teremos

(£=3) €
I(f.9)(x) =0l =[f(llgx)] < [f(x)[K < K=e¢,

isto é,sexec Ae
O0<|x—al<d, teremos |(f.g)(x)| <e¢,

mostrando que

lim (f.g)(x) =0,

x—a

ou seja, a fungdo f.g é um inifinitésimo no ponto x = a, como queriamos mostrar.

Observagao 4.4.11

1. Poderiamos ter utilizado o Teorema do Sanduiche para obter o resultado acima.

De fato, como a fungdo g € limitada em x = a, ezistirdo constantes 6,K > 0 tal que

lg(x)| <K, paracada x€(a—>56a+0)\{a}

Assim teremos
I(f.g)(x)| < K[f(x)], para cada x€ (a—056,a+0)\{al}
ou seja, para x € (a —d,a+ d) \{a} teremos

—Kf(x) < (f.g)(x) < Kf(x).

Notemos que
lim [—K f(x)] = lim[K f(x)] = 0.

x—a x—a

Logo, do Teorema do Sanduiche, seque que

lim (f.g)(x)] =0,

Xx—a

como queriamos demonstrar.
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2. Valem as mesmas propriedades obtidas pelo teorema acima para limites laterass.
Dewzaremos como ezxercicio para o leitor enuncid-las e demonstrd-las.
O resultado a seguir serd exibido sem demonstragéo.

Proposicao 4.4.7 Sejam, n € N, A CR, a € R um ponto de acumula¢do de A e f: A\{a} > R
fungdo tal que f(x) > 0, para cada x € A\ {a}.
Suponhamos que ezista o limite li_r>n f(x) e
X a
limf(x) =L

x—a

(o Coroldrio (F-Z2-4) vmplicard que L > 0).
Entdo existe o limate lim V/f(x) e além disso
Xx—a

lim y/f \f

x—a

fm /70 = i/t 1
Demonstragao:

Sua demonstragdo serd feita mais adiante.

15to é€,

O
A seguir aplicaremos as propriedades acima para o estudo de alguns limites de fungdes conhecidas.

Exemplo 4.4.1 Calcular, se ezxistir, o sequinte limite

lim <2x2 —4dx + 3) .

x—1

Resolugao:
Temos que

lim (sz —4x + 3) Cor. (£22) ttem (2) lim (2.x2) —lim (4.x) + lim 3 Cor. (£23) item (b)

x—1 x—1 x—1 x—1

- (lim 2> : <lim x) . <1im x> — <lim 4> : <1im x) + lim 3 07 () o () tem ()
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

=211-41+3=1,

logo existe o limite lin% (ZXZ —4x + 3) e além disso
X—

lim (2x2—4x+3> —1.

x—1

Observacao 4.4.12
1. No exemplo acima, se definirmos a fungdo f: R — R por
f(x) =2x* —4x+3, x€R,
entdo mostramos que

lim f(x) = f(1).

x—1
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2. Sep:R — R é uma fungdo polinomial e a € R entdo seque do Coroldrio ([-Z-4) que ezxiste

o ltmate lim p(x) e além disso
Xx—a
lim p(x) = p(a).
De fato, sabemos que
p(x)=ao+aix+---+apx™, x€eR

para ao,di, - - ,an € R fizados.

Assim existe o limite lim p(x) e além disso
Xx—a

lim p(x) = lim (ao +apx + ax? + -+ anx“>
Xx—a Xx—a

Coroldrio (ZZ3) i . . . .
oroldrio (L) stem (a) 1, a, + lim (ayx) + lim (azx2> + -+ lim (apx™)
Xx—a Xx—a Xx—a Xx—a

lim a, + (lim a1) . (lim x) + <lim az) . <lim xz)
Xx—a xXx—a Xx—a Xx—a Xx—a

4+ 4+ <1im an) . <1im x“)

Coroldrio (Z2) 1tem (b)

Xx—a Xx—a
Coroldri . . . . . 2
roldrio (@23 lim a, + <11m a1> . <11m x) + (11m a2> . <l1m x>
Xx—a Xx—a Xx—a Xx—a Xx—a
n
+ -+ <1im an) . (lim x)
Xx—a Xx—a

Coroldrios (Z1) e (CZ3
L23) )ao+a1.a+a2.a2---—|—an.a“

= p(a))
completando a demonstrag¢do da afirmacdo.

Se f: Dom(f) —» R é uma fungdo ractonal e a € Dom(f) entdo seque do Coroldrio (I-Z-4)
que
lim f(x) = f(a).

X—a

De fato, sabemos que
f(x) = ——=, x € Dom(f) ={x €R; q(x) #0}

onde p,q:R — R sdo fungdes polinomiazrs.

Assim, se a € Dom(f) temos que q(a) # 0 e assim, do item acima e da Proposi¢do (-Z-3)
item 3, seque que existe o limite li_I)n f(x) e
X—a

o

lim p(x)
lim f(x) = lim PO 92420 x5a" 7 _ pla)

x—a x—a q(x) il_l}l}l q(X) q(a)

I

|

I
-
=
2

Exemplo 4.4.2 Calcular, se existir, o sequinte limite

X3 X2
lim .
x—2 x+4
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Resolucgao:
Temos que
: 3 : 2
. x3 +x2 Prop. (EZ3) . x3 + x2 Prop. (EZH) item (c) )];I_)II%X T )ICI_)II%X
lim = lim ([ ——— = oL Xl
x=2\ x+4 x—=2 \ x+4 lim x + lim 4

x—2 x—2

2
limx | + (limx 3 2
Cor. (EZ3) item (b) x—2 x—2 Cor. (EZ) e (B23)) [2° +2° NG
N 1imx+lin}4 N 2+4 77
xX—

x—2

x3 +x2

logo existe o limite lim e além disso

x—2 x+4

Observagao 4.4.13 No exemplo acima, se definirmos a fungdo f: (0,00) — R por

ESE %
f(X) = x+4 y X€ (O»OO)>

lim f(x) = f(2).

x—2

entdo mostramos que

Exemplo 4.4.3 Calcular, se existir, o sequinte limite

lim =7
x—3 X—3'

Resolucgao:
Observemos que o limite do denominador é zero, isto é,

lim(x —3) =0.

x—3

Assim nao podemos aplicar a Proposigdo (EZH) item (c).
Para resolver este problema notamos que

2 :
- 9 - rop. 1tem (a
lim X7 iy XT3 8 g 3) PP ERD e @ s i 3
x=3 X—3  x=3 x—3 xX—3 xX—3 x—3
Cor. (Eﬂ:)e (2232)) 3+3—6,
: o X9
logo, existe o limite lim e além disso
x—3 X —3
2 _

lim X =7 —&.
x—=3 X —3

Observacao 4.4.14
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1. A propriedade que utilizamos mo eremplo actma €é que quando estamos calculando um
limite de uma fungdo em um certo ponto, nao interessa o0 que ocorre com a fungd@o mo
proprio ponto.

2. No ezemplo acima, se definirmos a fungdo f:R — R por

2

x-—9
fx)=d x—3° para cada X #3 . xeR

6, para x=3

entdo mostramos que lim f(x) = f(3).
x—3

3. Sea,beR, a expressdo (a+b) é denominada conjudada algébrica da ezxpressdo (a —b).

Exemplo 4.4.4 Calcular, se existir, o sequinte limite

—1
lim\/;

=1 x—1"~

Resolugao:
Observemos que o limite do denominador é zero, isto §é,
lim(x —1) =0.
x—1
Assim nao podemos aplicar a Proposigdo (EZH) item (c).
Para resolver este problema utilizaremos o conjugado algébrico da expresséo (\/i — 1), isto é, a
expressdo (y/x + 1), mais precisamente:

2
_ _ —12 _
lim VX1 VAR <ﬁ 1.\/’z+1>:11m (V) —lim !
x—=1 x—1 =1\ x—1 x+1 x—1 (X—])(ﬁ—l—]) x—1 (x—])(\/i+1)
Xil lim 1 Prop. (EZE) item (c) )1(1_1')1% ] Prop. (ué) item (a) iliﬂ 1
x—1 /X + 1 lim (vx+1) lim v/x + lim 1
x—1 x—1 x—1
im 1
Pro. (£27) lim Cor (@ e(@zm) 1 1
lim x + lim 1 Vitl 2
x—1 x—1
—1
logo existe o limite lim VX e além disso
x—1 X — 1
Cx—T1
>1<1irll x—1 2

Observacgao 4.4.15 No ezemplo acima, se definirmos a fungdo f:[0,00) — R por

UX— 1
x—1

f(x) = , x € 10,00),
1

2»

, para cada x #1

para x =1

entdo mostramos que lim f(x) = f(1).
x—1
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Exemplo 4.4.5 Mostre que que existe o limaite lin(l)[(x—Z) sen(x)] e além disso
X—

lim[(x — 2)sen(x)] = 0.

x—2
Resolucgao:
Consideremos as fungdes f, g : R — R dadas por
f(x) =x—2 e g(x)=sen(x), paracada x¢€R.

Observemos que a funcdo f é um infinitésimo em x = 2, pois

lim f(x) = lim(x — 2) = 0.

x—2 x—2

Além disso a fungdo g € uma fungdo limitada em R, pois
lg(x)| = |sen(x)| <1, paracada x € R,

em particular, ela serd uma fungéo limitada no ponto x = 2.
Logo, pela Proposigdo (EZH ), segue que a fungdo (f.g) serd um infinitésimo no ponto x = 2, isto
€,
lim[(x — 2) sen(x)] = lim(f.g)(x) = 0.

x—2 x—2

Exemplo 4.4.6 Mostre que existe o limaite lin(l) sen(x) e além disso
X—

lim sen(x) = 0.

x—0
Resolugao:
Como x — 0 podemos supor, sem perda de generalidade, que
c ( s 71)
XxXe(l—=,=]).
2’2

Observemos que se x € (—g, TE[) entdo (veja figura abaixo).

|sen(x]| < [x]. (4.40)

y
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T
Logo, dado o ntumero real ¢ > 0 (podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢ € (O, E))
escolhamos o niimero real
d=¢>0.

Assim, se x € R satisfaz

(E=m)
0<|x—0l<d, teremos |sen(x)—0=]|sen(x)] < [x|]<d=c¢,
~—— —
=Ix| =|sen(x)|
isto é, se x € R satisfaz
0<|x—0l<d, teremos |[sen(x)—0|< e,

ou seja, existe o limite liné sen(x) e além disso
X—

lim sen(x) = 0,
x—0

como queriamos mostrar.

Observagao 4.4.16 Observemos que se considerarmos a fung¢do f: R — R dada por
f(x) = sen(x), para cada x€R

entdo o Exzemplo actma garante que

lim f(x) = f(0).

x—0

Como consequéncia temos

Exemplo 4.4.7 Mostre que que existe o limate liII(l) [senz(x)} e além disso
X—

lim [senz(x)] =0.
x—0
Resolucgao:

Basta observar que

lim [senz(x)} = lim [sen(x).sen(x)]

Prop. (EZ3) item (b)
x—0 x—0 N

lim sen(x)] . [lim sen(x)]

x—0 x—0
Exemplé (z=Zm3) 0.0 =0,
ou seja,

lim [senz(x)] =0,

x—0

ou seja, existe o limite lin(l) [sen(x)z} e além disso
X—

lim [senz(x)] =0,

x—0

Com isto temos

Exemplo 4.4.8 Mostre que ezxiste o limite liII(l) cos(x) e além disso
X—

lim cos(x) = 1.
x—0
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Resolucgao:

)

0 <cos(x), ouseja, cos(x)=4/1— sen?(x). (4.41)

A

Como x — 0 podemos supor, sem perda de generalidade, que x € (— ), 0 que implicard em

N1 A
NI

(veja figura abaixo)

Logo

lim cos(x) = lim 1/1 — sen?(x) Prop. (122) \/lim {1 — senz(x)} Prop. (£2) item (a)
x—0 x—0 x—0

. . Exemplo (EZ3) .
)1(11% )lclr% sen<(x) /)lcln%) 0 ,

mostrando que existe o limite lin%) cos(x) e além disso que
X—

lim cos(x) =1,
x—0
como queriamos mostrar.
Observagao 4.4.17 Observemos que se considerarmos a func¢do f: R — R dada por
f(x) =cos(x), para cada x € R

entdo o Exemplo actma garante que

lim f(x) = f(0).

x—0

4.5 1.0 Limite Fundamental e exemplos

en(x)

e além disso

Teorema 4.5.1 (1.0 Limite Fundamental) Eziste o limite lin(l) 5
X—

. sen(x)
lim
x—0 X

=1. (4.42)
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Demonstragao:
Como x — 0, podemos supor, sem perda de generalidade, que x € (_TZ[’ ;) \ {0}.
Neste caso temos a seguinte desigualdade (veja figura abaixo):
T T
[sen(x)| < |x| <|tg(x)|, paracada x¢€ (_E’ z) \ {0}. (4.43)

Geometricamente temos:

tg(x)

sen(x) x

Notemos que se
T T
x€(=5,5)\ {0}, segueque [sen(x) > 0.

Logo, dividindo a expressdo (EZ3) por |sen(x)| (que é maior que zero) obteremos:

sen()| _ x| _lsen(x)| 1
|sen(x)| — |sen(x)| ~ |cos(x)| |sen(x)|’
ou seja,
[x| ( e 71)
— = 0}. 4.44
~ |sen(x)| ~ |cos(x)|’ para cada x € 2’2 \ 0} (4.44)
Lembremos que
1 1
se 0<a<b, entdo —>—.
a b
Utilizando este fato na desigualdade (EZ4) obteremos:
1> |se|1;(|x)| > |cos(x)], paracada x¢€ <_§’T§[) \{0}. (4.45)

Notemos também que se

sen(x)

T T
X € <_E’ §> \ {0}, teremos >0 e cos(x)>0,

Tt

. 6( Tt
0ls se X —_——
P 2°2

) \ {0}, teremos que sen(x) e x tém o mesmo sinal e cos(x) > 0.
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Logo (EZH) tornar-se-a

sen(x) T T
< < —y = . .
cos(x) < = 1, paracada x¢€ ( 2 2) \ {0} (4.46)
. . T T
Observemos que se definirmos as fungdes f,h : (—z, z) \ {0} = R por

f(x) =cos(x), h(x)=1, paracada x¢€ (—g, g) \ {0},

entdo, de (EZH), obteremos

fx) < sen(x)

IN

T T
™ h(x), paracada x¢€ <—§, f) \ {0}.
——

=g(x)
Mas como vimos anteriormente,

limh(x) =lim1=1 e limf(x)= limcos(x) Exemplo (£2°3) 1.

x—0 x—0 x—0 x—0

sen(x)

Logo segue, do Teorema do Sanduiche (isto é, Teorema (EZ3)), que existe o limite 1111(1) ™
X—

além disso
lim g(x) = lim f(x) =1,

x—0 x—0
isto é,
I sen(x) :
im =
x—0 X ’

como queriamos mostrar.
O
A seguir aplicaremos este fato para calcularmos alguns limites que nao sdo possiveis de calcular
com as propriedades bésicas desenvolvidas na segdo anterior.

Exemplo 4.5.1 Calcular, se existir, o sequite limaite

lim T80
x—0 X

Resolugao:
Observemos que nao podemos aplicar as propriedades bdsicas desenvolvidas na segdo anterior
(pois o limite do denominador é zero, ou seja, lir%x =0).
X—

Para tentar resolver vejamos que

. tglx) . [sen(x) 1] ) [sen(x) 1 } [ ) sen(x)} [ ) 1 ]
lim = lim —| = lim . = |lim . |lim =
X—0 X x—0 | cos(x) x X—0 x  cos(x) x—0 X x—0 cos(x)

. sen(x) )1(1_)1% ! 1.0 Lim. Fund. e Exemplo (EZ3)
= |lim .= = 1.1=1.
X—0 X lim cos(x)
x—0
Portanto existe o limite lim tg(x) e
x—0 X

fim 8% _ g,
x—0 X

Para o préximo exemplo precisaremos do seguinte resultado:
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Proposicao 4.5.1 Sejam A, B intervalos abertos de R, a € A, b€ B, g: A\{a} - B ef:B\{b}—

R funcgdes.
Suponhamos que existam os limites lim g(x), lim f(y) e
Xx—a y—)b

%E)rglg(x) =beB e jﬂf(y) =1L
Entdo existe o limite
lim (f o g)(x)

XxX—a

e além disso
lim(fog)(x) =L,

Xx—a
1sto é,
lim f[g(x)] = L.
Xx—a
Demonstragao:
Como existe o limite lim f(y) e
y—b
lim f(y) =L,
y—b

dado o nimero real € > 0, segue que podemos encontrar um nimero A > 0 de modo que

se 0<|y—Dbl<A, teremos |[f(y)—L|<e.

Por outro lado, como existe lim g(x) e
Xx—a

lim g(x) = b,

x—a

poderemos encontrar um outro nimero real & > 0 de modo que
se 0<|x—al<?d, teremos [g(x)—Db]<A.

Logo

se 0<|[x—a] <d, por (EZ3), teremos |g(x)—b| <A, e por (EZD), teremos
~—~
=y

isto é,
se 0<|x—al]<?d, teremosque |[(fog)(x)—L|<e,

mostrando que existe o limite liin flg(x)] e
X a

lim f[g(x)] =L,

Xx—a

completando a demonstragéo.

Observagao 4.5.1

1. Sequndo o diagrama de Venn teremos a sequinte situacdo:

(4.47)
(4.48)
g(x)] —f(b)| <,
=y
O
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x
A
y
a—3% b+ A L+e
flg(x)]
g(x)
a 9 f
- b L
a+ 9o L—e
b—-A

2. A Proposi¢cao acima nos diz como "mudar de varidveis” quando estamos calculando lima-
tes, mais precisamente:
) ) defini 2g(x), d , = b ..
lim (f o g)(x) — Lm f[g(x)] _se efinirmos y=g(x) quando x—a teremos y=g(x)— IIII%J f(y)
y—

Xx—a Xx—a

3. Podemos enunciar e demonstra um resultado semelhante ao da proposi¢cdo acima para

limates laterass.
Deizaremos a cargo do leitor a elaboracdo e demonstracGo dos mesmos.

Podemos agora utilizar o resultado acima para o

Exemplo 4.5.2 Calcular, se existir, o sequinte limite

lim sen(3x)
x—0 sen(8x)"

Demonstracao:
Observemos que nao podemos aplicar as propriedades basicas desenvolvidas na segdo anterior,

pois o limite do denominador é zero, pois liné sen(8x) = 0.
X—
Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

Para resolver isto vejamos que

3x.sen(3x) sen(3x) sen(3x)
sen(3x) x#0 .. 3x 13X T3¢ [ 3x , 3x
by sen(8x) 55 8x. sen(8x) T | 8x sen(8x) | lﬂ% 8 |- iﬁ% sen(8x)
8x 8x 8x
sen(3x) . sen(3x)
20y lim 3% | -3 B 4.49
N LIL% 8]’ o5 sen(8x) | ~ 8 |.. sen(8x) |’ (4.49)
_— lim
8x x—0  8x

Logo precisamos mostrar que existem e saber calcular os seguites limites:

. sen(3x) . sen(8x)
lim m .
x—0 3% x—0 8%

Para isto utilizaremos a Proposigdo acima.
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Consideremos as fungdes f: R \ {0} — R dada por

f(x) = sex;(y) , paracada ye€R\{0}

e g:R — R dada por
g(x) =3x, paracada x€R.

Aplicaremos a Proposigdo acima para as fungdes f e g.
Temos que

lim f(y) — lim Sen(y) l.o Liné Fund. 1

y—0 y—0 y
limg(x) =1lim3x=3.0=0
x—0 x—0
(ouseja, a =0, b=0e L =1 na Proposigdo acima) .
Logo a Proposigdo acima garante que

e .. sen[g(x)] .. sen(3x)
1= limflg()] = lim — 25— = im — —

De modo semelhante temos (mais diretamente utilizando a Observagdo acima item 2.):

lim sen(8x) _ { definindo-se Yy = 8x, _ lim sen(y) 1. Lim. Fund. |
x—0 8x

quando x — 0, teremos y=38x —0 } y—0 Yy
Logo pela Proposigdo acima segue que

sen(3x) (m=zm)

im 1T 3
x—0 sen(8x)

-T— 8-

3
8
A seguir temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 4.5.1 Calcular, se ezistir, o seqguinte limaite

.1 —cos(x)
lim ———.
x—0 X
Resolugao:
Observemos que nao podemos aplicar as propriedades bésicas desenvolvidas na secdo anterior
(pois o limite do denominador é zero).
Neste caso, como x — O podemos supor, sem perda de generalidade, que

1+ cos(x) # 0,

que é o conjugado algébrico da expressdo 1 — cos(x).

Logo
. 1—cos(x) Tteos(x)0 .. [1—cos(x) 1+ cos(x) . [1%2 —cos?(x) 1
lim ————— = lim . = lim .
X—0 x2 X—0 x2 1+ cos(x) X—0 x2 1+ cos(x)
T—cos?(x)=sen2(x) .. sen?(x) 1 ) sen(x) T 1
= lim . = lim L lim ———
x—0 | x% "1+ cos(x) x—0 | x x—0 1+ cos(x)
. sen(x) 2 )1(13(1)] l.o Lim. Fund. e Exemplo (EZ3) ., | 1
= |lim . = 14— ==
x—0 X 11113)[1 + cos(x)] 1+1 2
X—
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1 — cos(x)

Portanto, existe o limite lim 3 e além disso
X

x—0

m 1—cos(x) 1
x—0 Xz N 2
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Capitulo 5

Funcoes Continuas

5.1 Motivacao

Consideremos as fungdes f,g: R — R dadas por

x?, paracada x#0

fx) =x%  g(x) = , x€R,
1, para x=0

cujas representacées geométricas dos graficos sdo dadas pelas figuras abaixo:

Y

Observemos que
lim f(x) = lim x> = 0 = (0)

x—0 x—0
por outro lado,
lim g(x) = lin%)x2 =0#1=g(0).
X—

x—0
Assim podemos concluir que as duas funcdes tém o mesmo limite em x = 0 mas, no caso da fungao
f este limite é igual ao valor da fungéo no ponto x = 0, enquanto no caso da fungdo g isto néo ocorre
(pois o valor da fungdo g em x =0 € 1, isto € g(0) =1 # )1(1:1(1) g(x)).
Neste capitulo estaremos interessados em estudar as fungdes que tém o comportamento da funcao
f , isto é, o limite da fungdo f num ponto é igual ao valor da mesma naquele ponto.

173
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Observagao 5.1.1 Observemos que nos casos acima, a representa¢do geométrica do grdfico da
fungdo f serd uma ”curva continua” (podemos desenhd-lo sem tirar o ldpis do papel) enquanto
a representacdo geométrica do grdfico da fungdo g nao é uma ”curva continua” (ndo consegui-
remos desenhd-lo sem tirar o ldpis do papel).

Devido a esta propriedade diremos que a fungdo f € continua no ponto x =0 (e que a funcdo
g ndo € continua em x =0).

Mazs precisamente temos a:

5.2 Definicao de funcao continua e exemplos

Definigcao 5.2.1 Sejam A um intervalo aberto de R, ac A ef: A —R.
Diremos que a fungdo f é continua em x = a se

lim f(x) = f(a).

X—a
Observagao 5.2.1 Baseado na definicdo acima, as condigbes necessdrias e suficientes para que
uma funcdo f seja continua em um ponto x = a s@o:

1. a fungdo f deverd estar definida no ponto x = a, 1sto é, x = a deverd pertencer ao dominio
da funcgdo f ;

2. deverd ezxistir o limaite lim f(x);
Xx—a

8. e lim f(x) = f(a).

Xx—a

Definicao 5.2.2 Na situagdo da defini¢cdo actma, diremos que a fun¢do f é continua no conjunto
A se a fungdo f for continua em cada um dos pontos do conjunto A.

Temos também a:

Definicao 5.2.3 Na situag¢do da definigdo acima se a fungdo f ndo é continua em a € A entédo
diremos que a fung¢do f é descontinua no ponto x = a.

Exemplo 5.2.1 Consideremos f e g como no wnicio do capitulo.
Entdo a fungdo f serd continua em R e a fungdo g serd continua em R\{0} (ou seja, o tnico
ponto onde a fungdo g é descontinua serd x =0).

A verificagcdo destes fatos serdo deizados como exercicio para o leitor.

Observagao 5.2.2

1. Na situagdo da Definigdo (EZ), utilizando a definigdo de limite, temos que uma fungdo
f serd continua em x = a se, e somente se, dado um numero real ¢ > 0, podemos encontrar
outro numero real 8 > 0 de modo que se x € A satisfaz

x —al <6, teremos |f(x)—f(a)l < e.

2. Diferentemente com o que ocorre na definicdo de limite (veja Observagdo (F-Z3) item
2.), para a continuidade € importante levarmos em conta o valor da fung¢do mo ponto em
questao.
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3. Uma fungdo f serd descontinua em x = a se, pelo menos, uma das situagées abaizo ocorre:

(a) a funcdo f ndo estd definida no ponto x = a,

(b) ndo ezxiste o limate lim f(x);
x—a

(c) f estd definida em x = a, existe o limite liin f(x) mas
Xx—a

liiléf(x) £ f(a).

X

A seguir consideraremos alguns exemplos.

Exemplo 5.2.2 Seja f: R — R a fun¢do dada por

flx) = x, para cada x € (1,00)
X =
2—x*, para cada x € (—oo,1)

Entdo a fungdo f serd continua em R.

Resolugao:
De fato, se x € (1,00) temos que
f(x) =x

que é uma fungio continua em (1, 00) pois, para cada a € (1,00) teremos

lim f(x) = f(a).

Xx—a

A verificagdo deste fato serd deixado como exercicio para o leitor.
Logo podemos concluir que a fungéo f serd continua em (1, c0).
De modo semelhante, se x € (—oo, 1) temos que

f(x) =2—x2,
logo uma fungdo continua em (—oo, 1) pois, para cada a € (—oo, 1) teremos

lim f(x) = f(a).

Xx—a

A verificagdo deste fato serd deixado como exercicio para o leitor.
Logo podemos concluir que a fungdo f serd uma funcdo continua em (—oo, 1).

Logo para completar, precisamos estudar a continuidade da fungéo f em x = 1.

Observemos que f(1) =1e

. x>1, logo f(x)=x .. E: ici

lim f(x) = lim x =7°1;
x—1+ x—1+

. x<1, logo f(x)=2—x2 _. E ici
lim f(x) = lim (2 —x2> reEiee .
x—1- x—1-

Assim, da Proposigdo (E=3), como

lim f(x) = lim f(x) =1,

x—1- x—1+

segue que existird o limite lin% f(x) e
X—

limf(x) =1=1(1),

x—1

mostrando que a funcdo f é uma funcdo continua em x = 1 e concluindo que a fungdo f serd uma

fungdo continua em R.
A representacdo geométrica do gréfico da fungéo f é dada pela figura abaixo:
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A seguir temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 5.2.1 Seja f:R — R a fung¢ao dada por

1 se x#0

0, se x=0
Entdo a fungdo f serd continua em R\ {0} e é descontinua em x = 0.

Resolugao:
De fato, se x # 0 temos que

que é uma funcdo continua em R \ {0} pois, para cada a € R \ {0} teremos

lim f(x) = f(a).
Xx—a
A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Por outro lado a funcéo f serd descontinua em x = 0 pois nao existe
lim f(x) = lim —.
x—0 x—0 X

A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
A representacdo geométrica do grafico da fungdo f é dada pela figura abaixo:

Y hy=fx)
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Temos também o:

Exemplo 5.2.3 Seja f: R — R a fun¢do dada por
f(x) = sen(x), para cada x € R.

Entdo a fungao f serd continua em x = 0.

Resolucgao:
De fato, temos que
f(0) = sen(0) =0

e do Exemplo (EZ1) segue que

Exempl; (=Zm) 0—f

lim f(x) = lim sen(x) (0),

x—0 x—0

mostrando que a fungdo f é continua em x = 0.

Observacgao 5.2.3 Na verdade podemos mostrar que a funcdo f, do Ezemplo acima, é uma
funcdo continua em R.
De fato, mostremos que f é continua em cada a € R.

. T
Notemos que, como x — a podemos supor, sem perda de generalidade, que |x — al < 3

Assim teremos que (veja figura abaizo)

[f(x) —f(a)| = |sen(x) — sen(a)| < |x —al, para cadal |x—a|< g (5.1)

.Xal B
\ g
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Logo dado ¢ > 0 (podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 < € < g) escolhamos
d=¢>0. (5.2)
Assim |, se x € R satisfaz
Ix —al <& (5.3)
teremos =
B _ &=
)~ fla)l < k—al < 5= e,
mostrando que

lim f(x) = f(a),

x—a

1sto €, a fungao f € continua em a € R.
Como a € R € arbitrdrio, seque que a funcdo f serd continua em R.

Com isto temos o:
Exemplo 5.2.4 Seja f:R — R a fun¢do dada por
f(x) =cos(x), para cada x € R.
Entdo a funcdo f é continua em x = 0.

Resolucgao:
De fato, temos que
f(0) =cos(0) =1

e do Exemplo (EZ3) segue que

Exemplo (EZ3)

lim f(x) = lim cos(x) 1 =1(0),

x—0 x—0

mostrando que a fungédo f é continua em x = 0.
Como exercicio para o leitor temos o:

Exercicio 5.2.2 Seja f: R — R a fungao dada por

—Xx, para cada X € (—oo,—2]
f(x) =< 6—x*, para cada x € (—2,2)

x, para cada x € [2,00)
Mostre que a funcgdo f é continua em R.
Encontre a representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f .
5.3 Operacoes com funcoes continuas e exemplos
Temos a:

Proposicao 5.3.1 Sejam A intervalo aberto de R, ac A e f,g: A — R fungdes.
Suponhamos que as fungées f e g sao continuas em x = q.
Entédo:
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1. a fungdo (f+ g) serd continua em x = q;
2. a fungdo (f —g) serd continua em x = a;

3. a fungdo (f.g) serd continua em x = a;
f
4. se g(a) #0, a fungcdo 5 serd continua em x = a.

Demonstracao:

Como as fungdes f e g sdo continuas em x = a segue que

lim f(x) =f(a) e limg(x)=g(a). (5.4)

X—a Xx—a

Para o item 1.:
Da Proposigdo (EZ3) item (a), segue que

. Proposicao item (a) .. . {ow |
lim (f + g) (x) TP EF Fem (&) 0 £(x) + lim g(x) = f(a) + g(a) = (f + g)(a),
x—a x—a x—a
mostrando que a fungdo (f + g) é continua em x = a.
Para o item 2.:
Do Corolario (EZ3), segue que
. Corolério (EZ3) .. . (E3)
lim (f — g) (x) “*Z & 1im £(x) — lim g(x) = f(a) — gla) = (f— g)(a),

Xx—a Xx—a Xx—a

mostrando que a fungdo (f — g) é continua em x = a.
Para o item 3.:
Da Proposigdo (EZ3) item (b), segue que
lim (f.) (x) ToP°5% E Em ) i £(x). lim g(x) = f(a).g(a) = (f.g)(a),
Xx—a Xx—a X—a
mostrando que a fungdo (f.g) é continua em x = a.
Para o item 4.:
Como g(a) # 0, da Proposigdo (EZH) item (c), segue que

- . lim f(x)
. j Proposigéo (EZH) item (c) xq (&3) f(a) . i
){]i)I}l <g> (x) - limg(x)  g(a) \g (a),

x—a

£ T «
mostrando que a fungdo — é continua em x = a e completando a demonstragio.
g

Como consequéncia imediata da Proposigdo acima temos o:

Corolario 5.3.1 Sejam A intervalo aberto de R, a € e f,g: A — R funcdes.
Suponhamos que as fungbes f e g sdo continuas em A.
Entado:

1. a fungdo (f+ g) serd continua em A;
2. a fungdo (f —g) serd continua em A;

3. a fungdo (f.g) serd continua em A;
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f
4. se g(x) #0 para x € A, a fungdo 6 serd continua em A.

Demonstragao:

Basta aplicarmos a Proposigdo acima em cada um dos pontos do conjunto A.

O

A seguir exibiremos duas classes importantes formadas por fungdes continuas, a saber
Proposicao 5.3.2 Toda fung¢do polinomial € continua em R.
Demonstragao:

Se p: R — R é uma funcdo polinomial entdo existem n € Ne a,, -+ ,a, € R tais que

px) =ao+ arx+ apx* +--- + anx™, xeR.

Seja a € R.

Mostremos que a fungéo p € continua em x = a.

Para isto notemos que

. . Cor. (EZ3) it b
lim p(x) = lim [ao +ax+ax’ 4+ anx“] or. (E23) itens (a)  (b)
Xx—a Xx—a
2 n
= lim a, + lim ay. lim x + lim ay [lim x} + -+ lim a,. [lim x}
Xx—a XxX—a Xx—a Xx—a X—a Xx—a X—a
Cor. (EZT) e (EZ3
or- (D) e ( )ao+a1.a+a2a2+--~+an.a”:p(a),
mostrando que
lim p(x) = p(a),
ou seja, a fungdo p € uma fungéo continua em a € R, completando a demonstragio.
0

Proposicao 5.3.3 Toda funcdo racional € continua em seu dominio.

Demonstragao:
Se f: Dom(f) — R é uma funcéo racional entdo

fix) = 22X x € Dom(f) = {x € R; q(x) # 0}

onde e p, q sdo funcdes polinomiais.
Logo, das Proposiges (E22) e (EX3) item 4., segue que a funcéo f serd uma funcdo continua em
Dom(f), completando a demonstragéo.
]

Um outro resultado muito importante é dado pela:

Proposicao 5.3.4 Sejam A,B intervalos abertos de R, ac A, g:A—Bef:B—R.
Suponhamos que exista o limite lim g(x),
Xx—a

limg(x) =beB

Xx—a

e a funcdo f seja continua emy =b.
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Entdo existird o limate lim (f o g)(x) e além disso
Xx—a

15to é€,

Demonstragao:

lim (f o g)(x) = f(b),

Xx—a

lim f[g(x)] = f (lim g(x)) .

Xx—a Xx—a

Para mostrar que a afirmagdo é verdadeira, precisamos mostrar que dado um nimero real ¢ > 0,
podemos encontrar um outro nimero real & > 0 tal que

O0<[|x—al<d, teremos |[(fog)(x)—f(b)l<e.

Para isto, dado ¢ > 0, como a funcéo f é continua em b, segue que

lim f(y) = f(b),
y—b

ou seja, podemos encontrar um nimero real A > 0 tal que

Por outro lado, como

ly—bl <A, teremos |[f(y)—f(b)|l<e. (5.5)

lim g(x) = b,

x—a

podemos encontrar um nimero real 6 > 0 tal que

Logo

se 0<|x—al<b,

mostrando que

como queriamos demonstrar.

Observagao 5.3.1

1. O o diagrama de Venn

se 0<|x—al<d teremos [g(x)—Db|<A. (5.6)

por (E), teremos |g(x)—b| <A, e por (E3), teremos [f[g(x)] —f(b)| < ¢,

<~
=Y =Y

lim f[g(x)] = f(b),

x—a

abaizo lustra a situagcdo da proposicdo acima:

Yy

a—3 b+ A f(b) + ¢
flg(x)]
L7 9(x) e
g f
E—— b f(b)
a+38 f(b) — ¢
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2. Poderiamos ter utilizado a Proposigdo (Z-5-1) para obter o resultado acima.
De fato, temos que
limg(x)=b e limf(y) =1(b)(=1L)

x—a y—b

e assim, pela Proposi¢do citada, podemos concluir que

lim (f o g)(x) = f(b).

Xx—a
3. Sejamn e N e f:(0,00) =2 R a fungdo dada por

f(x) = Vx, para cada x € (0,00).

Mazs adiante (mo Ezercicio (EEE3) a seguir) mostraremos que a fungdo f € continua em

<

(0,00), isto €, para todo a € (0,00) temos

lim f(x) = f(a),

Xx—a

ou seja,
lim V/x = Va.
Xx—a \/> \/>

4. Segque da Observagdo acima, da Proposi¢do (P-3-4) e do fato que a fungdo seno é continua
em R, que a funcdo f: R — R dada por

f(x) =cos(x), para cada x€R

serd continua em R (lembremos que cos(x) = ++/1 — sen?(x), para cada x € R).

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.
Consideremos o:

Exemplo 5.3.1 Calcular, se existir, o sequinte limite:

x—0 X

) [x — sen(x)]
lim cos | ———| .
Resolugao:
Observemos que nenhuma das propriedades basicas de limites pode ser aplicada (verifique!).

Para resolver este problema, consideraremos a fungdo g : R \ {0} — R dada por

g(x) = %en(x) , paracada x¢&R\{0.
Observemos que
i . x— sen(x) . [x  sen(x)
limg(x) = lim ——— =lim |- —
x—0 x—0 X x—0 | X X
— lim 1 — lim sen(x) l.o Lin; Fund. 1—1=0 (: b)
x—0 x—0 X

Como vimos anteriormente, a funcio f: R — R dada por

f(y) =cos(y), paracada yeR
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é continua em y =0 (= b).
Assim, da Proposigdo (E234), segue que

mnwsr_““m”]=hmfmwﬂ””m§“EﬂH[mnmm]:ﬂmzm%w)zu
x—0 X x—0 x—0
ou seja,

. x — sen(x)

limcos | ——| = 1.

x—0 X

Como consequéncia da Proposi¢do acima temos também o:

Corolario 5.3.2 Sejam A, B intervalos abertos de R, ac€ A, g:A —-B ef:B—R.
Suponhamos que a fungdo g seja continua em x = a e a fungdo f seja continua emy = g(a).
Entdo a fungdo fo g serd continua em x = a.

Demonstragao:
Como a fungdo g € continua em x = a temos que

lim g(x) = g(a) (= b).

x—a

De modo andlogo, como f é continua em y = g(a) temos que

lim f(y) = f(b).
y—b

Logo, da Proposigdo (EZ34) segue que

lim f[g(x)] =f [lim g(x)] = flg(a)],

x—a x—a
ou seja,
lim (fog)(x) = (fog)(a),

Xx—a

mostrando que a fungdo f o g serd continua em x = a e completando a demonstragéo.

O
Como consquéncia temos o
Corolario 5.3.3 A composta de duas fungdes continuas serd uma fun¢do continua.
Demonstracgao:
E consequéncia do corolério acima.
O

5.4 Funcgoes continuas a direita e a esquerda de um ponto

Assim como no caso de limites laterais podemos, em principio, estudar a continuidade de uma fungéo
a direita e/ou a esquerda de um ponto de seu dominio, mais especificamente temos a:

Definicao 5.4.1 Sejam A intervalo de R, a€ A e f: A — R uma fungdo.
Diremos que a fungdo f é continua a direita de x = a se

lim f(x) =f(a).

x—at

De modo andlogo, diremos que a fungdo f é continua a esquerda de x = a se

lim f(x) =f(a).

Xx—a-
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Observagao 5.4.1 Na situagdo acima, f serd continua d direita (respectivamente, d esquerda)
em x = a se, e somente se,

1. existe f(a);

2. existe o limate lateral lim f(x) (respectivamente, lim f(x));
x—at x—a~

3. vale a igualdade:

lim f(x) =f(a) (respectivamente, lim f(x) = f(a)).

x—at X—a~
Com isto temos o seguinte exemplo:

Exemplo 5.4.1 Seja f: R — R a fun¢do dada por

L x, se x€0,00)
f(x) =
1, wpara cada x € (—o0,0)

Entdo a funcdo f é continua a direita de x =0 mas nao € continua d esquerda de x = 0.

Resolucgao:

Observemos que

lim f(x) x>0, logo flx)=x lim x =0 = 1(0),

x—0+t x—0+t

mostrando que a fungdo f é continua a direita de x = 0.

Por outro lado,

lim f(x) 08 ™= im 1 =1 20 = f(0),

x—0~ x—0~

mostrando que a fungdo f nao é continua a esquerda de x = 0.
A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo:

Yy
A

Observagao 5.4.2 Observemos que no Ezemplo acima a fungdo f é continua em R\ {0} mas
nao € continua em x = 0.
A verificagdo destes fatos serdo deizadas como eczercicio para o leitor.

Para nos ajudar a estudar a continuidade de funcdes cuja lei de associagdo seja dada por partes
(do tipo do Exemplo acima), temos o seguinte resultado:
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Proposicao 5.4.1 Sejam A intervalo aberto, a € A e f: A — R uma funcdo.
Entdo a fungdo f é continua em x = a se, e somente se, a funcdo f é continua 4 direita e &
esquerda de x = a.

Demonstragao:

Observemos que a fungéo f é continua em x = a se, e somente se,

lim f(x) = f(a),

Xx—a

que, pela Proposigdo (E=), € equivalente a

lim f(x) = lim f(x) = f(a),
x—at x—a~
ou seja, a fungdo f é continua a direita e a esquerda de x = a.
]

Observacao 5.4.3 Valem as propiedades bdsicas de continuidade para a continuidade 4 direita
e continutdade & esquerda.

Dewzaremos como ezxercicio para o leitor a elaboracdo e a demonstragcdo destes correspon-
dentes resultados.

Com isto podemos introduzir o seguinte conceito:

Definigao 5.4.2 Seja f:[a,b] —» R uma fungdo.
Diremos que a fung¢do f é continua em [a,b] se:

1. a fungdo f € continua em (a,b),;

2. a fungdo f € continua & esquerda do ponto b,

3. a fungdo f € continua d direita do ponto a.
Observagao 5.4.4

1. De modo semelhante podemos definir quando uma fungdo f:[a,b) — R (respectivamente,
f:(a,b] = R) € continua em [a,b) (respectivamente, (a,b]).

Deizaremos como ezercicio para o leitor o enunciado de tais definigdes.
2. Podemos, de modo andlogo, definir continuidade de fung¢des definidas em intervalos do
tipo (—oo,b] ou intervalos do tipo [a, o).

Dewzaremos como exercicio para o leitor o enunciado de tais definigdes.

3. Valem as propiedades bdsicas de continuidade para continuidade em intervalos dos tipos
acima.

Dewzaremos como ezercicio para o leitor a elaboracdo e a demonstracdo destes correspon-
dentes resultados.

Com isto temos o seguinte exemplo:
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Exercicio 5.4.1 Seja f:[—1,1] - R a fun¢do dada por
f(x) =v1—x%, para cada x € [-1,1].
Entdo a fungdo f € continua em [—1,1].

Resolucgao:
Observemos que a fungdo f é continua em (—1,1).
A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Além disso,

lim f(x)= lim 1—x2 P& \/ lim (1—x2) Brercicio 77 _ g — f(—1),

x——1F x——1+

mostrando que a fungédo f é continua a direita de x = —1 e

lim f(x) = lim V1—x2 "X [ iim (1 —xz) Brercicio T 7 _ 0 — £(1),

x—1- x—1- x—1-

mostrando que a fungdo f é continua a esquerda de x = 1.
Portanto a fungio f é continua em [—1, 1].
A representacgdo geométrica do gréfico da fungéo f é dado pela figura abaixo:

=Y

5.5 Propriedades de funcoes a valores reais, continuas definidas no
intervalo [a, b]

Comecgaremos pelo:

Teorema 5.5.1 (Teorema do anulamento) Seja f: [a,b] — R uma fung¢do continua em [a,b] tal
que
f(a).f(b) <O.

Entao existird, pelo menos um,

ce(a,b), de modo que f(c)=0.
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Demonstracao:
A demonstragdo é para os alunos que estudaram o apéndice do Capitulo 3.
Definamos

A ={x € la,b]; f(x) < 0} CR.

Observemos que A é um subconjunto nio vazio de R.

De fato, pois como f(a).f(b) < 0, deveremos ter ou f(a) < 0 e f(b) > 0, assim teremos a € A ou,
f(a) > 0 e f(b) < 0, e neste caso teremos b € A.

Além disso, A é limitado superiormente por b (pois A C [a, b]).

Logo deverd existir

c =sup(A).
Afirmamos que
f(c)=0
Suponhamos, por absurdo, que
f(c) # 0.

Com isto temos duas possibilidades:

1. Se f(c) < 0, pelo Teorema da Conservagdo do Sinal (isto é, Teorema (EZ1)) segue que existe
5 > 0 tal que
f(x) <0, paracada xe€ (c—2d,c+9d).

Logo
5
xoic—i—iE(c—é,c—i—é)

e assim teriamos
f(xo) <0, ou seja, Xo € A.

Mas

d
xo:c—|—§>c:sup(/\),

0 que é um absurdo, pois X, € A € X, > ¢ = sup(A).
Portanto deveremos ter f(c) < 0.

2. De modo semelhante, se f(c) > 0, pelo Teorema da Conservagdo do Sinal (isto é, Teorema
(EZD)) segue que existe 5 > 0 tal que

f(x) >0, paracada x € (c—d,c+9d).

Logo

d
X1 ic—ie (c—06,c+d)

e assim teremos f(x;) > 0, isto é,

)
x1:c—2<c:sup(/\) e f(xq) >0,

0 que é um absurdo, pois ¢ é o supremo de A.

Portanto dos itens acima podemos concluir que f(c) = 0, concluindo a demonstragio do resultado.
O
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Observagao 5.5.1

1. A hipdtese f(a).f(b) < 0 € equivalente a dizer que os numeros reais f(a) e f(b) tém sinais
opostos.

2. Do ponto de vista da representacdo geométrica do grdfico da fungao f poderemos ter a
sequinte situagdo para o resultado acima:

Podemos aplicar o Teorema do Anulamento ao seguinte exemplo:
Exemplo 5.5.1 A funcdo polinémial p: R — R dada por
px)=x>—2x*+x—1, para cada xeR

tem, pelo menos, um zero que pertence ao intervalo (0,2) (isto é, o polinémio correspondente
tem, pelo menos, uma raiz no intervalo aberto (0,2)).

Resolugao:
Para tanto, consideremos a fungéo f: [0,2] — R dada por

f(x) =x° — 27 x— 1, paracada x€[0,2].
Observemos que a fungéo f é continua em [0, 2] (pois é uma fungdo polinomial),

f0)=0>—2.024+0—1=—1

f2)=22-22242-1=1.

Assim
f(0).f(2) =—1 < 0.

Logo do Teorema do Anulamento (isto é, Teorema (EZ5T)), segue que existe
ce(0,2), demodoque f(c)=0,

ou seja, uma raiz do polinémio dado no intervalo (0,2), como afirmamos.
Um outro resultado importante é o
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Teorema 5.5.2 (Teorema de Bolzano-Weierstrass ou do valor intermedidrio) Seja g : [a,b] — R
uma fung¢do continua em [a,b].

Se K € R estd entre g(a) e g(b) entdo ezxiste

c€(a,b), de modo que ¢g(c)=K.

Demonstragao:

Suponhamos que
)
gla) < K < g(b). (5.7)
A demonstragdo do caso
g9(b) <K < g(a)
é semelhante e serd deixada como exercicio para o leitor.
Definamos a fungéo f: [a,b] — R dada por

f(x) =g(x)—K, x € la,bl.

Observemos que a fungéo f é uma fungdo continua em [a, b] (pois é diferenga das fungdes g, que
por hipétese é continua em [a, b], e da fungdo constante igual a K, que é continua em R, em particular,
em [a, b]).

Além disso, de (E77), temos que

Logo, segue do Teorema do anulamento (isto é, Teorema (EZ)), que existe
c€(a,b), demodoque f(c)=0,

ou seja,

como queriamos mostrar.
O

Observagao 5.5.2 O resultado acima nos diz que uma func¢do continua definida em um inter-
valo fechado e limitado assume todos os valores entre os valores da func¢do mos extremos do
intervalo, ou seja, a 1magem de um intervalo fechado e limitado por uma fun¢do continua a
valores reais contém um intervalo fechado e limitado.

Na verdade, podemos mostrar que a imagem de um intervalo fechado e limitado de R por
meto de uma funcdo continua serd um intervalo fechaco e limitado.

A demonstracad deste fatoserd omaitida.

Do ponto de vista da representagdo geométrica do grdfico da funcdo f podemos ter a sequinte
situagdo:
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Um outro resultado importante é dado pelo:

Teorema 5.5.3 (de Weierstrass) Seja f: [a,b] — R continua em [a,b].
Entdo existem so,to, € [a,b] tais que

f(so) < f(x) < f(to), x € [a,bl.

Demonstragao:
A demonstragdo serd omitida e podera ser encontrada no livro [?] pg.89 - Teorema 4.16.

g

Observagao 5.5.3 O resultado acima nos diz que toda funcdo a valores reais, continua definida
em um intervalor fechado e limitado assume os valores mdzimo e minimo globais, no intervalo
fechado e limitado.

Do ponto de vista da representacGo geométrica do grdfico da fungao f podemos ter a sequinte
situagdo:

Para finalizar temos a:

Proposicao 5.5.1 Seja f: [a,b] —» R uma fungdo continua em x, € [a,b] e estritamente cres-
cente em [a,b].
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Entdo a fungdo f , tomada sobre seu conjunto tmagem, admaitird fun¢do inversa,
' : [f(a), f(b)] — [a, b],

esta serd estritamente crescente em [f(a),f(b)] e além disso a fungdo f~' serd uma fungdo
continua em

Yo = f(xo) € [f(a), f(b)].

Demonstragao:
Observemos que como a fungdo f é estritamente crescente segue que f(a) < f(b).
Além disso temos que:

(i) A fungdo f: [a,b] — [f(a), f(b)] é injetora (ver Observagdo (E=220)) e, pelo Teorema (E22), ela
serd sobrejetora.

Portanto a fungdo f : [a,b] — [f(a), f(b)] é bijetora, assim existe a fungdo inversa associada a
fungdo f , isto é, a fungéo
1 [f(a), f(b)] — [a, bl.
(ii) A fungdo f~': [f(a),f(b)] — [a,b] é estritamente crescente em [f(a), f(b)].

De fato, se y1,y2 € [f(a), f(b)] com
Y1 <y2 (5.8)

entdo, pelo Teorema (E52), existirdo
X1,Xx2 € [a,b], demodoque f(x;)=y; e f(x2)=ya,
isto é,
xi=f"(y1) e x2=f"(y2).
Suponhamos, por absurdo, que x; < x;.

Como a fungdo f é estritamente crescente deveriamos ter

y1 = f(x1) > f(x2) = yo,

contrariando (E3).
Portanto deveremos ter

(Y1) =x1 > x2 =1 (y2).
Suponhamos, por absurdo, que x; = x;.
Com isto terfamos y; = f(x1) = f(x2) =y, contrariando (E3).
Portanto deveremos ter

(Y1) =x1 <x2=f"(y2),

mostrando que a fungdo ' : [f(a), f(b)] — [a,b] é é estritamente crescente em [f(a), f(b)].

(iii) A fungdo f~': [f(a), f(b)] — [a,b] é continua em y, = f(x,) € [f(a), f(b)].

Suponhamos que
Yo € (f(a), f(b)) (5.9)
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Observemos que neste caso deveremos ter x, € (a,b), pois a fungdo f~' é estritamente crescente
em [f(a), f(b)] assim, de (EX), segue que

f(a)] < ' (yo) < F'[F(b)],

isto é, a <x, < b.

Para mostrar a continuidade da fungdo f~' em y, precisamos mostrar que dado o ntimero real
¢ > 0, podemos encontrar um outro niimero real & > 0, de modo que

se [y—vyol <5, teremos |[f'(y)—f(yo)|<e.

Para tanto, dado o nimero real ¢ > 0, como X, € (a,b) e (a,b) é um intervalo aberto, podemos
encontrar um niumero real k > 1 tal que

£ € (a,b).

£
XO_‘_E)XO_k

Como

€ €
XO—E<XO<XO+E

e a funcdo f é estritamente crescente em [a, b], segue que

€ €
f(xo—i) < (xo) <f(xo—i—E>. (5.10)
=Yo
Consideremos ¢ ¢
1 :mm{yo—f(xo—i) ,f(xo—ki) —yo}.
Logo
6§f<x0+5>—yo e —62—[130—1“()(0—5)}. (5.11)
k k
Observemos que (E210) implica que & > 0.
Assim, se
[y —yol <9,
teremos
-0 <Yy —yYo <.

Logo, de (ECIW), segue que

13 I3
o=t (ro )] <ymvo < (xo ) —v
ou seja,
I3 13
f<X°_E) <y<f(xo+i>.
Como a fungdo inversa f~' é estritamente crescente em [f(a), f(b)] segue que

P (o— D) < < fr (o £))

£ £
:XO_E :xo_l,_E
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ou seja,
r<e € ] £ §<e
Xo— & < xO—E<f* (y)<x0+i < Xo + &

Mas x, = f~'(y,) assim teremos
Tl yo) —e < y) <f(yo)+e istoé, [F'(y)—F"(yo)|<e,
mostrando que f~' é continua em y, € (f(a), f(b)).
Suponhamos que y, = f(a).
Neste caso mostraremos que a fungdo f~' é continua & direita de y, = f(a).

Observemos que X, = a (pois a fungéo f~' é estritamente crescente em [f(a), f(b)]).

Dado o numero real ¢ > 0, como a < b, podermos encontra um outro nimero real k > 1 tal que

€
— <b.
a+ X
Como c
< —_
a<a+ K
e a funcdo f é estritamente crescente em [a, b], segue que
f(a) <f(a+%). (5.12)
Consideremos c
éif(a—l—E) ~f(a) > 0. (5.13)

Observemos que (E12) implica que o nimero real & > 0.
Se

0<y—"fla) <,
de (EC3), teremos

0<y—f(a)<f(a—|—§)—f(a},

ou seja,
f(a)<y<f(a+%>.

Como a fungdo inversa f~' é estritamente crescente em [f(a), f(b)] segue que

ﬂf/@l< Fy) < £ [f (a+%)},

=a

=a+y
ou seja,

a<f_1(y) <a+

&l m

Mas a = f~'(f(a)) assim segue que
1 (fla)) < f'(y) < f'(fla) +e istoe, |[f'(y)—Ff[fla)l| <e,

mostrando que a fungdo f~' é continua em y, = f(a).

De modo anélogo, mostra-se a continuidade & esquerda da fungéo f~' em f(b), que serd deixada
como exercicio para o leitor e com isto completamos a demonstragdo do resultado.
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g

Observagao 5.5.4

1. Temos um resultado andlogo a Proposi¢do acima trocando-se a hipdtese da funcgdo

f:la,b] = R ser continua em [a,b] ser estritamente crescente em [a,b] por ser uma fungdo
continua e estritamente decrescente em [a,b].

Neste caso, a fungdo inversa f~' : [f(b),f(a)] — [a,b] serd continua e estritamente decres-
cente em [f(b), f(a)].

A verificagcdo destes fatos serdo deizadas como exercicio para o leitor.
Temos um resultado semelhante & Proposi¢Go acima trocando-se o intervalo [a,b] por um

wntervalo limitado qualquer da reta R (isto €, do tipo: (a,b), [a,b) ou (a,b]) ou por um
wntervalo ndo limitado da reta R (isto €, do tipo: (a,00), [a,00), (—oo,b) ou (—oo,b]).
O enunciados e as demonstragdes sdo, essencialmente, os mesmos do Teorema acima e

asstm serdgo deirados, assim como suas demonstragbes, como exercicio para o leitor.

A Proposi¢do acima implica que se a fungdo f : [a,b] — R for estritamente crescente e
continua em [a,b] entdo a func¢do inversa associada a mesma, isto é, £~ : [f(a), f(b)] —
la,b] serd continua em [f(a),f(b)].

Vale 0 mesmo para o caso da fungao f ser estritamente decrescente ou para os outros tipos
de intervalos citados nos item 2. acima.

A verificagcdo destes fatos serdo deizadas como exercicio para o leitor.

Um exemplo importante para os quais podemos aplicar o resultado acima é:

Exemplo 5.5.2 Seja f: [_TZ[’ TZ{] — [=1,1] a func¢do dada por
f(x) = sen(x), para cada x € [—g, g} ,

cuja representagcdo geométrica do seu grdfico é dada pela figura abaizo:

y

(x, sen(x))
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. . .. _ T 7 3
Mostre que a fungdo f acima admate fungdo inversa, f 1. —1,1] — [_E’ ﬂ e esta serd uma
fungdo continua em [—1,1] .

Resolugao:
T 7'[]
. . . . 2’ 2 . .
Além disso a funcéo f é estritamente crescente (logo injetora) e sobrejetora.
Logo da Proposicdo (E22) segue que existe a fungdo inversa associada a fungéo f ,

Da Observagdo (E223) temos que a fungdo f é continua em [—

fﬁl:[—],]]%[ n "},

2’2
e esta serd estritamente crescente e continua em [—1,1].

Como vimos na subsegdo ([A)-1, a fungdo acima é a fungdo arco-seno, indicada por arcsen, cuja
representagdo geométrica do grafico é dada pela figura abaixo.

(y, arcsen(y))

arcsen(y)¢ - - - - -

Podemos aplicar a Proposigdo acima (mais precisamente, a Observagdo acima) também ao:

1
Exercicio 5.5.1 A fungdo f:[2,3] — [2, 1] dada por

f(x) = 1 , para cada x € [2,3],

. . 1
admate funcdo tnversa continua em [2, 1}

Resolucgao:

Observemos que a fungéo f é continua em (2, 3] (pois é uma fungdo racional e seu denominador
ndo se anula em [2, 3]).

Além disso, é uma fungdo estritamente decrescente em (2, 3], pois se x1,x;2 € [2,3] com

X] >x2, teremos x1—1>x%x—1>0

e portanto
1 1

= = f(x2).
X1—]<X2—] (XZ)
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Observemos também que

1 1 1
f2)=——==1 f3)=—s==
@ e f3)= 51—
1
e assim, da Observagdo (B=320), teremos que a fungdo f: [2,3] — [2, 1} serd sobrejetora (e portanto

bijetora).
Logo da Observagéo acima item 3., segue que existe a funcdo inversa associada a funcio f , isto §,

1
a fungdo ' : [2, 1] — [2, 3], e esta fungdo serd estritamente decrescente e continua em [2, 1].

Observagao 5.5.5 Vale observar que, no eremplo acima, podemos obter a fung¢do inversa ez-
plicitamente.
Para 1sto basta resolvermos a equagao

f(x) =y
em termos de x, isto €,

1
x—1

1 , 1
=f(x)=y se, e somente se, x—1= g ou, equivalentemente x=—+1,

1
ou ainda, a funcdo ' : [2, 1} — [2,3] serd dada por

1 1
f_](y)ig—H, para cada Y € [2,1],

1

que é uma fungdo continua em [2, 1} (pois é uma fungdo racional e seu denominador ndo se
1

anula em [2, 1] .)

Serd deixado como exercicio para o leitor verificar que a fungcdo acima € a funcgdo inversa
assoctada a funcdo f dada.

Podemos agora demonstrar a Observagdo (E=31) item 3. e com isto obter uma demonstragdo para
a Proposigdo (EZZ2) com o:

Exemplo 5.5.3 Sejam n € N e f: (0,00) — R uma fun¢do dada por
f(x) = ¥x, para cada x € (0,00).
Mostre que a funcdo f é continua em (0, c0).

Resolugao:
Observemos que a fungéo g: (0, 00) — R dada por

g(y) =y", paracada y € (0,00)

é uma funcdo continua em (0, 00), estritamente crescente em (0, 00) e sua imagem é (0, co).
Logo, considerada sobre a sua imagem, ela serd uma fungéo bijetora e, da Proposigdo (E51), segue
que a fungio inversa g~' : (0, 00) — (0, 00) existe e serd uma fungéo continua em (0, c0).
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Mas:
(fog)ly) = flg(y)] = Yy =y, paracada y e (0,00)

(gof)(x) = glf(x)] = [¥/x]" = x, paracada x € (0,00),

mostrando que f = g~.
Portanto podemos concluir que a fungdo f é uma fungio continua em (0,00), como haviamos
afirmado.

Observagao 5.5.6

< < <

1. Podemos mostrar que a funcdo f do Ezercicio acima € continua em [0,00), isto €, €

continua em (0,00), como mostra o Ezercicio acima, e tambem é
x = 0.

continua a direita de

A verificagcdo deste ultimo fato serd deizada como ezercicio para o leitor.

2. Sen e N € impar, a funcdo f do Ezercicio acima pode ser definida em R, isto €, podemos
definir a funcdo f: R — R dada por

f(x) = ¥x, para cada x € R.

Utilizando as mesmas idéias do Eremplo acima, podemos mostrar que a funcdo f é
continua em R.

A verificagdo deste fato serd deizada como ezxercicio para o leitor.

3. Lembrando uma vez mais, com o Ezemplo acima e a Proposi¢do (b-3.4) pode-se provar a

Proposigdo (-Z-1).

4. Podemos aplicar a Proposi¢do (B25) (ou a Observacdo (B-5-4)) para mostrar que ezistem
e sao continuas todas as fungdes tnversas assoctada as fungdes definidas no Capitulo 4
(ver se¢do (M), onde sdo definidas as fungdes arco-cosseno, arco-tangente, arco-secante,
arco-cossecante. )

A verificacdo destes fatos serdo deizadas como exercicio para o leitor.
5. A continuidade da fungdo logaritmo natural em (0,00) serd mostrada no prérimo capitulo.

6. Quando isto for feito, utilizando novamente a Proposigdo (E=21) (ou a Observagdo (P-5-4))
poderemos mostrar que as funcoes exponecial, seno-hiperbdlico, cosseno-hiperbdlico, tangente-
hiperbdlico, cotangente-hiperbdlico, secante-hiperbdlico, cossecante-hiperbdlico, arco-seno-
hiperbdlico, arco-cosseno-hiperbdlico, arco-tangente-hiperbdlico, arco-cotangente-hiperbdlico,
arco-secante-hiperbdlico e arco-cossecante-hiperbolico serdo continuas nos seus respectivos
dominios (ver as segbes 20, 21, 22 e 23 do Capitulo 4 onde sdo definidas as fungdes
citadas).

A verificacdo destes fatos serdo deizadas como exercicio para o leitor.
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Capitulo 6

Funcoes Diferenciaveis - A Derivada

6.1 Motivacao

A seguir consideraremos dois problemas que nos levardo a um mesmo conceito Matematico.

6.1.1 Velocidade instantanea

Consideremos uma particula movendo-se ao longo de uma reta, de um ponto A até um ponto B, cuja
posicdo é dada como uma fungdo do tempo, isto é, x = x(t), onde x(t) é a posigdo da particula no
instante t € [t,, t1], com x(t,) = A e x(t;) = B (na figura abaixo temos a representagido geométrica do
grafico da fungdo x = x(t)).

B =x(tq7)

Se ty, t3 € [to, t1], entdo a velocidade média da particula entre os instantes t = t, e t = t3, que
indicaremos por vy, ], serd dada por

x (t3) —x(t2)  Ax
Vita,t3] = T -t AL

onde denotaremos por
Ax =x(t3) —x(t2) e At=t3—t,.

Geometricamente, temos que a velocidade média vy, ¢, serd o coeficiente angular da reta que
contém os pontos (tz,x(t2)) e (t3,x(t3)), da representacdo geométrica do grafico da fungdo x = x(t)
(ou seja, tg(0) = vy, 1, - veja figura abaixo).

199
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to t2 3ty

Gostariamos de encontrar a velocidade no instante t = t,, denominada velocidade instantanea
da particula em t = t;.

Para isto, intuitivamente, deslocaremos o ponto (t3,x(t3)), sobre a representacdo geométrica do
gréfico de x = x(t), em diregdo ao ponto (tz,x(t2)), ou seja, faremos t3 aproximar-se de t;.

Deste modo as velocidades médias, em cada um dos intervalos [ty,t3] deverd, possivelmente,
aproximar-se da velocidade instanténea da particular no instante t = t;, que indicaremos por v(t,), ,
isto &,

. . x(t3) —x(t
v(ty) = lim v[ty, t3] = lim M
t3—=t2 t3—=t2 t3 — ‘tz

(6.1)

caso o limite exista.
Apliquemos as idéias acima ao:

Exemplo 6.1.1 Suponhamos que uma particula movimente-se em uma reta de acordo com a
equagdo da posigGo x (dada em metros) em relagdo ao tempo t (dado em segundos), dada por:

x(t) =2t2 —3t, te[0,00). (6.2)
Determinar a velocidade da particula no instante t = 2s.

Resolugao:
1.0 Modo:
A equagdo de um Movimento Retilineo Uniformemente Variado é dada por

a
x(t) = Xo + Vot + 70‘(2, t e [0,00),

onde X, é a posicédo inicial da particula (em metros), v, é a velocidade inicial da particula (em metros
por segundo) e a, é aceleragdo da particula (em metros por segundo ao quadrado).
Comparando esta equagdo com a equagdo (E22) obteremos

Xo=0m, vo=-3m/s e qg :4m/sz.
Mas sabemos, neste caso, que a velocidade instantdnea no instante t serd dada por:

v(t) =vo +ast=—-3+4t, tel[0,00).
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Assim a velocidade em t = 2's serd dada por:
v(2)=-3+42=5m/s,

isto é, a velocidade instantdnea no instante t = 2s serd v =5m/s.
2.0 Modo:
Aplicando (E), teremos

(th - 3t) - (2.22 - 3.2)

o x(t)—=x(2)
V(Z)_Pﬂ t—2 _P—% t—2
L 22 -3t—2 . (2t+1)(t—2) w2,
_&%ﬁ_%ﬁT _1133(%“)_5’

mostrando, por de um outro modo, que a velocidade instantanea no instante t =2s serd v =5m/s.

Observagao 6.1.1 Vale observar que, no Exemplo acima, o 1.0 Modo sé se aplica para o MRUV
(ou MRU) enguanto o 2.0 Modo (isto é, (E21)) aplica-se a todas as situagdes (desde que ezista
o limite em questdo).

6.1.2 Coeficiente angular da reta tangente

Consideremos uma fungéo f: A — R, onde A é um intervalo aberto de R e a € A.

Nosso problema é encontrar a equagdo da reta tangente a representagdo geométrica do grafico da
fungédo f no ponto P = (a, f(a)) (caso exista).

Observemos que a equagdo da tal reta serd do tipo

y—fla) =m,(x—a),

onde m, indicard o coeficiente angular da reta tangente procurada.

Logo basta encontrarmos o coeficiente angular, mp, da tal reta tangente.

Para isto observemos que se Q = (x,f(x)), x € A é um ponto do gréfico da fungdo f , diferente
do ponto P, entdo podemos obter a reta secante a representagdo geométrica do grafico da fungéo f
passando pelos pontos P e Q (veja figura abaixo).

Reta secante a representagfo geométrica do grafico de f

Af
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Sabemos que o coeficiente angular, que indicaremos por m,,, da reta secante a representagdo
geométrica do gréfico da fungdo f, que passa pelos pontos P e Q, é dado por:

f(x) —f(a) Af
m. = X7 RE

- ~—a "~ Ax (6.3)

onde indicaremos por:
Ax=x—a e Af=f(x)—"f(a).

Lembremos que
mPQ = tg(a)a

onde « € o dngulo entre as semiretas PR e 1;2) (veja figura acima).

Se o ponto Q aproximar-se do ponto P, sobre a representacdo geométrica do gréfico da funcao f,
isto €, se x aproximar-se de a, teremos que o coeficiente angular da reta secante, m,, provavelmente,
aproximar-se-4 do coeficiente angular da reta tangente procurada, isto é, de m,, ou seja:

m, = limm
P Xx—a PQ’

ou ainda, por (E3), teremos:
. f(x) —f(a)
m, = lim —————,
x—a X—da
se o limite existir.

Podemos aplicar estas idéias ao:

Exemplo 6.1.2 Encontre, se existir, a equa¢do da reta tangente ao grdfico da funcdo f: R — R
dada por
f(x) =x*—4x+3, para cada x € R,

no ponto (1,0).

Resolugao:
Observemos que o ponto (1,0) é um ponto do grédfico da fungéo f , pois

f(1)=1>—41+43=0.

Logo, para encontrar o coeficiente angular, m,, da reta tangente ao grafico da fungdo f no ponto
P = (1,0) basta encontrarmos o seguinte limite:

. f(x)—f(a) a=1.. f(x)—F(1) .. x*—4x+3-0
m, =lim —— = lim ———— =lim
x—a X—a x—1 X — x—1 x —1
—1 -3
i DO 3y = 2,
x—1 x — 1 x—1

Logo a equagdo da reta tangente a representacdo geométrica do grdfico da fungdo f no ponto
P = (1,0) serd dada por:

y—f(a) Z&/(X—\g_), ouseja, y=—-2(x—1).
=0 ) =1
A representagdo geométrica do grafico da fungdo f e da reta tangente procurada sdo dadas na figura
abaixo:
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y=-2(x—1)

6.2 A derivada de uma funcao real de uma variavel real

Observagao 6.2.1

1. Para encontrar a velocidade instantdnea no instante t = t, de uma particula movimentando-
se numa reta, onde sua posi¢do € dada pela fucdo x = x(t) precisamos estudar o limite

L ()~ x(ta)
m —.
t3—t; t3 — tZ

2. Para encontrar o coeficiente angular da reta tangente ao grdfico de uma funcgdo y = f(x)
no ponto (a,f(a)) precisamos estudar o limite

. f(x) —f(a)
lim —.

Xx—a xX—a

3. Observemos que os dois limites acima sdo do mesmo tipo (a saber, limite de um quociente
onde, no numerador temos a variac¢do da funcdo e no denominador a varia¢do da varidvel
independente).

Logo podemos cololocd-los dentro de um mesmo conceito, a saber:

Definigcao 6.2.1 Sejam A é um intervalo aberto de R, a€ A e f: A — R uma funcdo.
Diremos que a fung¢do f é diferencidvel em x = a se existir o limite

. f(x) —f(a)
lim —.

Xx—a X—a

Neste caso, o limite acima serd denominado derivada da funcao f em x = a e denotada
por f'(a), ou seja,

f’(a) = lim M.

x—a X—a
Observagao 6.2.2

1. Se a fungdo f é diferencidvel em a € A, também poderemos indicar a derwada da funcgdo
y =f(x) em x = a por:

df
dx

d
(a), ou fm(a), ou d—z(a), ou y'(a), ou Dyy(a),
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ou ainda,

dy

Af =f(x) —f(a), Ax=x—a (6.4)

2. Se indicarmos por

entdo, da Proposi¢do (ER) (ou a Observagdo (EET) item 2.), seque que

lim —— = lim — = lim .
x—a X—a Ax—0 Ax Ax—0 Ax

3. Nos Ezemplos acima, que motwaram a Defini¢do (E221), temos que

v(t) =x'(t2) e m,=f'(a).

4. O quociente
f(x) — f(xo) (=) AFf

X — Xo Ax
serd denominado razao incremental da fun¢do f , ou taxa de variacao média da fungao

f no intervalo [x,Xx,], se x <X, (ou em [xo,X], s€ X > X, ).

5. Neste caso, a deriwada f'(x,), se existir, serd denominada taxa de variagao instantanea

(em relagdo a x) da fungdo f, em x = X,.

Definigao 6.2.2 Se a fungdo f: A CR — R ¢é diferencidvel em cada um dos pontos de A entdo
diremos que a fungao f € diferenciavel no conjunto A.

Neste caso, podemos considerar a func¢do derivada da fungao f , que serd indicada por f’,
definida por:

f': A=R
x— fl(x)

A seguir consideraremos alguns exemplos.
Exemplo 6.2.1 Sejam f: R — R a fung¢do dada por
f(x) =2x, para x€R

ea=1.
Mostre que a funcgdo f € diferencidvel em x =1 e encontre a derwada da func¢do f em x =1,
isto €, T/(1).

Resolugao:
Observemos que para sabermos se a fungdo f é diferencidvel no ponto x = 1 basta verificarmos a

existéncia do limite lim M
x—a x —1

Para isto, notemos que
f(x) —f(1 2x — 2.1 2(x—1
fim (V=) X202 DA ) (6.5)
x—a x—1 x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
ou seja, a fungdo f é diferencidvel em x = 1.
Logo a derivada da fungdo f em x = 1 serd dada por
f(x) —f(1
/(1) = tim =T @y

x—a x—1
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Observagao 6.2.3 Observemos que, na verdade, a funcdo f, do Exzemplo acima, é diferencidvel
emR e
f'(x) =2, para cada x€R.
De fato, se a € R estd fizrado, mostremos que a fungdo f é diferencidvel no ponto x = a, ou
. . o f(x) —fla)
seja, existe do limite lim ——— .

Xx—a X—a
Para 1sto notemos que:

- 2x—2. 2x—
fim ) =l x—2a 20— a)e oy

x—a X—a x—a X—a x—a X—a x—a

mostrando que a fungdo f € diferencidvel em x = a, para cada a € R.
Além disso, a derwada da fungdo f em x = a serd dada por:

f’(a) =2, para cada acR.

Assim podemos obter a fungdo derivada da funcdo f , 1sto é, a funcdo f' : R — R que serd
dada por
f'(x) =2, para cada x€R.

As representagdes geométricas dos grdficos das funcées f e f’ sdo dadas pelas figuras abaizo:

y = f(x) y A

Um outro exemplo é:
Exemplo 6.2.2 Seja f: R — R a fun¢do dada por
f(x) = x|, para cada x € R.

Afirmamos que a fungdo f € diferencidvel em R\ {0}.
Além disso a funcgdo deriwada da funcdo f serd a funcdo f' : R\ {0} —» R dada por

iy )1, para x € (—0,00)
fi(x) =
—1, para x € (—o0,0)

Resolugao:
Mostremos que a fungio f é diferencidvel em (0, c0) e que

f'(a)=1, paracada ac (0,00).
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De fato, se a > 0 teremos:

. f(x)—f(a) ) )
lim ——— = =1lim — = lim
Xx—a X —qQa x—a X —Qa x—a X —Qa

Ix| —la| a>0 x| —a

Como x — a e a > 0 podemos supor, sem perda de generalidade, que x tem o mesmo sinal de a
isto é, x > 0, assim
x| —a x>0 X — a x#a ..

lim = lim = lim1=1,
x—a X —a x—aXxX—a x—a

mostrando que a fungdo f é diferencidvel em x = a, se a > 0 e, além disso,
f’(a) =1, paracada a € (0,00).
Mostremos que a fungéo f é diferencidvel em (—oo,0) e que
f’(a) =—1, paracada a € (—o0,0).
De fato, se a < 0 teremos:

. f(x) —f(a) x| —lal a<0 . IXI—(—=a) .. Kl+a
lim —— =lim— = lim —— = lim ——.
Xx—a X—a x—a X—a Xx—a X—a Xx—a X—a
Como x — a e a < 0 podemos supor, sem perda de generalidade, que x tem o mesmo sinal de a,

isto é, x < 0, assim

. Xl+ax<o, —x+a . —(x—a) x£d .
lim = lim =lim — =" lim—1=-1,
x—a X —a x—a X —a x—a X—a x—a

mostrando que a fungdo f serd diferencidvel em x = a, se a < 0 e, além disso,
f'(a) =—1, paracada a € (—o0,0).
As representagbes geométricas dos graficos das fungdes f e f’ sdo dadas pelas figuras abaixo:

Ry

Observagao 6.2.4

1. Observemos que a fungao f acima nao é diferencidvel em x = 0.

Afirmamos que nao ezxiste o limate
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De fato, se tentarmos calcular limite o acima, pela direita de x = 0, 1sto é, com x — 07,
poderemos supor, sem perda de generalidade, que x > 0, assim teremos que:

. f(x) —1f(0) R e
lim ———————=1lim —'= lim — & lim 1=1.
x—0t x—0 x—0t X x—0t X x—0+

Por outro lado, se tentarmos calcular limite o acima, pela esquerda de x =0, 1sto é, com
x — 07, poderemos supor, sem perda de generalidade, que x < O,

. f(x) —1(0) Xl x<o . =X xz0 .
lim ——————=1lim — = lim — & lim —1=-1.
x—0— x—0 x—0— X x—0— X x—0~

Logo, pela Proposi¢éo (-3-1), nao existird o limaite

L 0 —f(0)
x—0 x—0 ’

ou seja, a func¢ao f nao € diferencidvel em x = 0.

Definicao 6.2.3 Sejam f: A CR — R, A CR um wntervalo aberto e x, € A.
Diremos que a funcdo f € diferenciavel a direita em x, se ezistir o limaite lateral & direita:

. f(x) —f(xo)
lim —.

x—xg X —Xo

Neste caso denotaremos o limite acima por f! (x,), que serd dito derivada da funcao f a
direita de x,.

De modo semelhante, diremos que a fun¢do f é diferencidvel a esquerda em x, se ezxistir
o limate lateral ¢ esquerda:

i 100 = 1x0)
im —.
X—Xg X —Xo
Neste caso denotaremos o limite acima por f’ (x,), que serd dito derivada da funcao f a
esquerda de x,.

Com isto temos a:

Propriedades 6.2.1 Sejam A C R um intervalo aberto, xo €c A e f: A CR = R.
A funcgdo f € diferencidvel em x, se, e somente se, a fungdo f € diferencidvel ¢ direita e a
esquerda em X, e além disso as derwadas & direita e a esquerda em x, forem iguais, 1sto €,

ff&-(xo) = f/—(Xo)-

Neste caso teremos
f /(Xo) = f;(xo) = fi(xo)-

Demonstracao:
Segue como consequéncia da Proposigdo (EZ).

Consideremos o
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Exemplo 6.2.3 Seja a fungdo f: R — R dada por

flx) = {x2+x, para x € [0,00)

X, para X € (—o0,0)

A fungdo f € diferencidvel em x, = 0?2 Caso seja diferencidvel em x, = 0, encontre o valor
da derwada da funcdo f em x, =0, isto é, £'(0).

Resolugao:
Para estudar a diferenciabilidade da funcdo f em x = 0, utilizaremos a Proposicdo acima.
Observemos que

f(x) —1(0) x<0 ;. x—0 xz0

lim = lim = lim 1=1.
x—0~ x—0 x—0—-x — 0 x—0~

Logo a fungéo f é diferencidvel a esquerda de x, =0 e
fL0)=1.

Por outro lado, temos que:

f(x)—f x? +x) —0 1
i (=0 0 o (%) 20 et 1) g0 (x+1)=1.
x—0+ x—0 x—0+ x—0 x—0+ X x—0+
Logo a fungdo f é diferencidvel a direita de x, =0 e
f1(0)=1

Como

pela Proposigdo (E220), segue que a fungdo f serd diferencidvel em x, = 0 e além disso
f/(0) =fL(0)=f"(0)=1.
Observagao 6.2.5

1. Vale observar que a fungdo f do Ezemplo acima €é diferencidvel em R e além disso, a
fungdo derivada da fungdo f , isto é, a fungdo f':R — R serd dada por

, | 2x+1, para x € [0,00)
fi(x) =
1, para x € (—o0,0)
Deizaremos a verificacao deste fato como ezercicio para o leitor.

2. Notemos que a fungdo f € continua em R.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

3. As representagbes geométricas dos grdficos das funcgbes f e f' do Ezxemplo acima, sdo
dadas pelas figuras abaizo:
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«—— y =2x+1

<7y=x2+x

Y

Temos o seguinte exercicio resolvido:
Exercicio 6.2.1 Seja a fungdo f: R — R dada por

x+2, para x€ (—oo,—1)
f(x) =<x*, para xe€[-1,1]

2—x, para x€ (1,00)
A fungao f € diferencidvel em x, = 12 justifique sua resposta.

Resolucgao:
Para estudar a diferenciabilidade da fungéo f, utilizaremos a Proposigdo (E22T).
Observemos que se x, = 1 temos

f(X)—f(])_1<_X<1 X2 =1 (x+1D)(x—1) x4

lim lim =lm ———— =% lim(x+1)=2.
x—1- x—1 x—1— x — 1 x—1- x—1 x—1-

Logo a fungdo f é diferencidvel a esquerda de x, =1 €

fr (1) =2.
Temos também que
— f(1 2—x)—1 —(x—1
PRSI0 Rk 1 L) N C ) el R e el 2 O R
x—1+ x—1 x—1+ x—1 x—1+t  x— 1 x—1+
Logo a fungdo f é diferencidvel a direita de x, =1 e
i) =—1.
Como
£1(1) # £4(1),
pela Proposigdo (E22), segue que a fungdo f nao serd diferencidvel em x, = 1.
De modo semelhante temos, para x, = —1, que

. f(x) —f(—=1) x<—1 .. (x+2)—1 . X+ 1 x£-1 .
lim — "= lim ——— =1 = lim 1=1.
x—o—1— x—(—1) x——1— x+ 1 x——1-x+ 1 x——1—

209
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Logo a fungéo f é diferencidvel a esquerda de x, = —1 e
fl(=1)=1.

Temos também que

f(x) —f(=1) S1exa1 . X2 —1 o (x+FDx=1) x|
_— = = lim ———="="lim (x—1)=-2.
xo—1+t  x—(=1) x——1+ X+ 1 x——1+ x+1 x——1+
Logo a fungéo f é diferencidvel a direita de x, = —1 e
fi(=1)=-2
Como
fL(=1) #fL(=1),

pela Proposigdo (E221), segue que a fungdo f nao serd diferencidvel em x, = —1.

Observagao 6.2.6

1. A func¢do f do Ezercicio acima € diferencidvel em R\ {—1,1}.
Deizaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

Além disso temos que a funcdo derivada da funcgdo f , isto €, a funcdo f':R\{-1,1} = R,
serd dada por:

1, para x € (—oo0,—1)
f'(x) =< 2x, para xe€(=1,1) y  x €R\{-1,1}

—1, para x € (1,00)

2. Na figura abaizo temos as representagbes geométricas dos grdficos das funcdes f e f’':

Y

3. A fungao f acima € continua em R, em particualr, em x, = =1 mas nao é diferencidvel
nesses pontos.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.
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4. Observemos que a representacdo geométrica do grdfico da fungdo f tem ”bicos” nos pon-
tos (1,f(1)) = (1,1) e (—=1,f(—1)) = (=1,1) e assim nao existirdo as retas tangentes da
representacdGo geométrica do grdfico da funcdo f, em cada um desses pontos.

Com o conceito de derivada a direita e & esquerda podemos introduzir a:

Definicao 6.2.4 Seja f:[a,b] —» R uma fungdo.
Diremos que a func¢do f € diferencidavel em [a,b] se:

(1) a fungdo f € diferencidvel em (a,b);
(1) a funcdo f € diferencidvel ¢ esquerda de x = b,

(112) a fungdo f € diferencidvel a direita de x = a.

Neste caso definimos a fungao derivada de f , que serd indicada por ' : [a,b] — R, como

sendo
f'(a), para x=aq,

f'(x)=<f'(x), para x€(ab) , xE€labl
f’(b), para x=b

Observacgao 6.2.7 De modo semelhante podemos definir diferenciabilidade de uma fungdo de-

fintda nos sequinte intervalos:
(a,bl, [a,b), [a,c0) e (—oo,b].
A elaboragdo dessas defini¢cdes serd deirada como exercicio para o leitor.
A seguir temos o exercicio resolvido:

Exercicio 6.2.2 Consederemos a fungdo f:[1,5] = R dada por
f(x) =x*, para x€[1,5].

Mostre que a funcdo f é diferencidvel em [1,5] e que a func¢do derivada da funcdo f , f':
[1,5] — R serd dada por
f'(x) =2x, para x < [1,5].

Resolucgao:
De fato:

(i) a funcéo f é diferencidvel em (1,5), pois se x, € (1,5), temos que

. f(x) — f(xo) 1<x0<5 . XZ—X% . (x —%Xo) (X + Xo)
lim ——— =77 lim = lim
X—Xo X —Xo X—Xo X — Xg X—Xo X —Xo

xéco

=" lim (x +x0) = 2Xo,
X—Xo

mostrando que a fungéo f é diferencidvel em x, e além disso

f'(xo) = 2x0, Ppara x, € (1,5).
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(ii) f é diferencidvel 4 direita de x, = 1, pois:

)= (1) texes . X2 =12 (x—=1)(x+1)
lim —— 2 "= = lim — " "~
x—1t x—1 x—o1+ x—1 x—1t x — 1
2 lim (x+ 1) = 2,
x—1+

mostrando que a fungdo f é diferencidvel & direita em x, = 1 e além disso

(1) =2

(iii) a funcgéo f é diferencidvel & esquerda de x, = 5, pois:

. f(x) = F(5) 1ex<s .. X* =52 (x—=5)(x+5)
lim ———— =" lim = lim ——
x—5— x—5 x—5— X —Db x—5— x—5
2 lim (x +5) = 10,
x—5~

mostrando que a fungido f é diferencidvel 4 esquerda em x, =5 e além disso

£’ (5) =10.

Portanto a fungio f é diferencidvel em [1,5] e além disso a fungo f’: [1,5] — R serd dada por
f'(x) =2x, para xé€[1,5].

Observagao 6.2.8 No Ezemplo (E2Z3), temos que a fungdo f € diferencidvel em x, € R\ {0} e
€ continua em cada um desses pontos.

Notemos também que em X, a fungdo f é continua mas nao é diferencidvel nesse ponto.

Baseado nisto, perguntamos: serd que eziste algum relagdo entre diferenciabilidade e conti-
nuitdade de uma fungdo em um determinado ponto?

A resposta a esta questao é dado seguinte resultado:

Proposicao 6.2.1 Se uma fungdo € diferencidvel em um ponto entdo ela serd continua nesse
ponto, mais especificamente, sejam A C R um intervalo aberto, x, € A e a fungdo f:ACR —- R
que € diferencidvel em x, € A.

Entdo a funcgdo f serd continua em Xx,.

Demonstragao:
Como a fungdo f diferencidvel em x, € A temos que existe o limite:
f(x) —f
f'(xo) = lim fix) = flxo) (XO).
X—Xo X — Xo
Calculemos
f(x)—f
lim [f(x) — f(xo)] “2° lim [(x ). S = flxo) ("0)]
X—Xo X—Xo X —Xo

= [lim (x—xo)} {lim f(x)—f(xo)} =0.f"(x0) = 0.

X—Xo X—Xo X — Xo
Logo, da Proposigdo (EZ3), segue que

lim f(x) = f(x,),

X—Xo

mostrando que a fungdo f serd continua em x,, como queriamos demonstrar.
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Observagao 6.2.9

<

1. Nao wvale a reciproca do resultado acima, isto €, existem funcdes que sdo continuas em
um ponto, mas nao sao diferencidveis nesse ponto, como exemplo, a fungdo f: R — R
dada por

f(x) = x|, para cada x € R.

A fungdo f é continua em x, = 0 (deizaremos a verificagdo deste fato como ezxercicio para
o leitor) mas, como vimos na Observagdo (B-2-4) item 1., nao € diferencidvel em x, = 0.

f(x) — flxo)

2. Observemos que nmo Ezemplo considerado acima nao ezxiste o lhimite lim ,

. . . X=% X —Xg
quando x, =0, mas existem os limites laterais:

. f(x)—f(0) . f(x)—f(0)
lm —— =1 e lim ——

—
x—0+ x—0 x—0~ x—0

e tém valores distintos (ver Observagdo (-24) item 1.).

Neste caso diremos que a func¢do f € diferencidvel & direita e & esquerda mo ponto x, =0
ou, mais geralmente, temos a:

A seguir daremos um resultado relacionado com as operacdes bédsicas com fungdes diferencidveis,
a saber:

Proposicao 6.2.2 Sejam f,g: A — R duas fungdes, onde A C R é um intervalo aberto de R e
Xo € A.
Suponhamos que as fungées f e g sao diferencidveis em .
Entdo:
(1) a fungdo (f+ g) serd diferencidvel em x, e
(f+9) (xo) = f'(x0) + 9" (%),
(1) a fungdo (f —g) serd diferencidvel em x, e
(f—g) (xo) = '(%0) — g/ (%),

(112) a fungdo (f.g) serd diferencidvel em x, e

(f-g)/(Xo) =T /(Xo)-g(xo) +f(x0).9 /(Xo) )

(1) se g(xo) # 0, a fungdo g serd diferencidvel em x, e

g

<f> (xg) = f'(x0).9(x0) —f(zxo)-g "(%o) ‘
[g(x0)]

Demonstragao:
Do item (i):
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Como as fungdes f e g sdo diferencidveis em x, temos que:

(f+g)(x) — (f+ g)(x0) [f(x) — f(x0)] + [g(x) — g(%0)]

lim = lim
X—Xo X —Xo X—Xo X —Xo
i | T0) = F(xo) n g(x) — g(xo)
X—Xo X —Xo X —Xo
f —f -
= lim () (X0 + lim M =f'(x0) + 9’ (%0),
X—Xo X — Xo X—Xo X —Xo
=f'(xo) :gl(xo)

mostrando que a fungdo (f + g) é diferencidvel em x, € A e além disso
(f + 9)/(Xo) =f /(Xo) +9 ,(Xo)-

Do item (ii):

Como as fungdes f e g séo diferencidveis em x, temos que:

(f—g)(x) = (f — g)(x0) [f(x) — f(xo0)] — [g(x) — g(xo)]

lim = lim
X—Xo X — Xo X—Xo X —Xo
~ lim f(x) = flxo)  g(x) —g(xo)
X—Xo X —Xo X —Xo
f —f —
~ gim ) =) g 909 =90) _pr ),
X—Xo X — Xo X—Xo X —Xo
:f/(Xo] =g /(Xo]

mostrando que a fungdo (f — g) é diferencidvel em x, € A e além disso
(f— Q)I(Xo) =f'(x0) — 9 "(Xo)-

Do item (iii):
Como as fungdes f e g sdo diferencidveis em x, temos que:

(f.9)(x) — (f.g) (x0) f(x).g(x) — f(x0).g(x) + f(Xo).g(x) — f(x0)g(Xo)

lim = lim
X—Xo X —Xo X—Xo X — Xo

i 0 = (x0)1 -9 (x) + f(xo)- [g(x) — 9o )]

X—Xo X — XO

— lim [f(")_f(""),g(x) n f(xo)g(")—g(m]

X—Xo X —Xo X —Xo
= [ lim f(x)_f(XO)] [ lim g(x)] + [ lim f(xo)} [ lim 9(x) — g(xo) )
X—Xo X —Xo X—Xo X—Xo X—Xo X — Xo
(6.6)

Como a fungdo g é diferencidvel em x, € A segue, da Proposicdo (E22), que a fungdo g serd
continua em x,, ou seja,

lim g(x) = g(xo).

X—Xo

Além disso, temos que
lim f(xq) = f(xo).

X—Xo
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Aplicando-se estas informagdes, juntamente com o fato que as fungdo f e g sdo diferencidveis em
Xo, € as propriedades bésicas de limites, segue de (EH) que:

f. — (f. f(x)—f —
i (900 = (L0)0xa) _ o M0 —Tl) 00— glx)
X—Xo X — Xo X—Xo X — Xo X—Xo X—Xo X—Xo X — Xo
=f’(xo) =g(xo) =f(xo0) =g ’(x0)

=1'(x0).9(xo) + f(X0).g " (Xo),

mostrando que a fungdo (f.g) é diferencidvel em x, € A e além disso

(f-g)/(xo) =f ,(Xo)-g(xo) + f(x0).g /(Xo)-

Do item (iv):
Como a fungéo g é diferencidvel em x, segue, da Proposigdo (EZ3) que a fungéo g serd continua
em X,.
Como ¢(x,) # 0, do Teorema da Conservagdo do Sinal (isto é, Teorema (EZ1)) segue que existe
5 > 0 tal que
g(x) #0, paracada x € (xo—0,%Xo+9).

Como as fungdes f , g sdo diferencidveis em x, € g(x) # 0, para cada x € (xo — 8,%, + 0), segue
que:

f _(f f(x)  f(xo) g(xo).f(x) — f(xo0).g(x)
(%) (%o)
im N9 g i 9 9lxo) _ g(xo0)-g(x)
X—Xo X — XO X—Xo X — XO X—Xo X — XO
~ lim g(xo).f(x) — g(x0).f(x0) + g(x0)-f(x0) — f(X0).g(x)
X—Xo [g(x0)-g(x)].(x — o)
_ lim [f(x) — f(x0)]-g(x0) + f(x0).[g(x) — g(x0)]
X—Xo [g(%0).g(x)].(x — %)
i [0 g SOl
X—Xo X — Xo X —Xo g(x).g(x0)
= {[hm fix) f(XO)] [lim g(xo)]
X—Xo X — Xo X—Xo
lim 1}
O iy T

ﬁggwﬂIQQQUJ]

Como a fungdo g é diferencidvel em x, € A segue, da Proposigdo (EZ3), que a fungdo g serd
continua em x,, ou seja,

thgo g(x) = g(xo).

Além disso, como g(x,) # 0, segue que

1 1 1
lim = — . = )
=% g(x).g(xo)  lim g(x). im g(xo)  g*(xo)

Observemos também que

lim f(xo) = f(x,) e lim g(xo) = g(xo).

X—Xo X—Xo
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Aplicando-se estas informagdes e a diferencibilidade das fungdes f e g em x, a (E72), obteremos:

— ] (x) = =) (x0)

lim .| lim g(Xo)
X—Xo X — Xo X—Xo X — Xo X—Xo
=f/(xo) =g(xo)
=1
—
lim 1
X—Xo
+ | lim f(xo)| .| lim 9(x) = g(xo)
X—Xo X—Xo X — Xo)
=flxo) =9 (xo) lim g(x)| . | lim g(x,)
X—Xo X—Xo
=g(xo) =g(xo)
_ f "(%0).9(x0) — f(x0).9 ' (x0)
[9(x0)1 ’
N PR . L
mostrando que a fungédo 5 é diferencidvel em x, € A e além disso
" (x0)-g(xo) = F(%0)-9 " (x0)
. (Xo) - 2 )
g [g(xo)]
completando a demonstragdo do resultado.
O

A seguir exibiremos uma série de fungdes diferencidveis e suas respectivas derivadas.

6.3 Diferenciabilidade e a derivada de algumas fungoes importantes

Comecaremos pela
Proposigao 6.3.1 Consideremos a fung¢do f: R — R dada por
f(x) =C, para cada x € R,

onde C € R estd fizado.
Entédo a funcdo f serd diferencidvel em R e além disso, a funcdo deriwada f': R — R serd
dada por
f'(x) =0, para cada x € R.

Demonstragao:

De fato, se x, € R temos que:

= lim c-¢ 2 Lim 0=0,

X—Xo X —Xo X—Xo X — Xg X—Xo

mostrando que a fungdo f é diferencidvel em x, € R e além disso temos que
f'(xo) =0, paracada x, € R,

completando a demonstragdo do resultado.

A seguir temos o seguinte exercicio resolvido:
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Exercicio 6.3.1 Estudar a diferenciabilidade da fung¢do f: R — R é dada por
f(x) =m, para cada x € R.

Resolugao:
Da Proposigdo acima, segue que a funcio f é diferencidvel em R e além disso a funcdo derivada
f’:R — R serd dada por
f'(x) =0, para xcR.

Como consequéncia da Proposicdo acima e da Proposigdo (E223) temos o:

Corolario 6.3.1 Seja g: A — R um fungdo, A C R um intervalo aberto de R e x, € A.
Suponhamos que a fungdo g € diferencidvel em x, e que g(x,) # 0.

1 1
Entdo a funcgdo 6 serd diferencidvel em x, € A e além disso a funcdo derivada (g) em Xo

1 ' _ —g'(x0)
<9> o) = gt
Demonstragao:

Se considerarmos f: A — R dada por

serd dada por

f(x) =1, paracada x€ A,
segue da Proposicdo acima que a fungdo f serd diferencidvel em x, € A e além disso
f'(xo) = 0.

Como a fungéo g é deferenciavel em x, e g(x,) # O segue, da Proposi¢do (E22) item (iv), que a

1T f
fungéo 5 = 5 serd diferencidvel em x, € A e

l ' _ f ' . f'(x0).9(x0) — f(x0).9 " (%o) . 0.9(x0) — 1.9 "(%o) . —g'(%o)
(9) (X°)_< ) o) = [g(xo))? - [g(x,))2 T 9o’

como queriamos mostrar.

Para a estudar a diferenciabilidade de uma fungdo polinomial precisaremos da:

Proposicao 6.3.2 (Teorema do Binémio de Newton) Sejam a,b € R en € N.

Entdo
(a+b)" = Z < . ) a™ v,
N
onde
< n > . n
j (=)t
Demonstragao:

A demonstragdo é feita por indugdo sobre n € N e sua elaboracdo serd deixada como exercicio para
o leitor.
O
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Proposicao 6.3.3 Seja f: R — R dada por
f(x) =x", para cada x € R,

onden € N, n > 2 estd fizado.
Entdo a funcdo f é diferencidvel em R e além disso a funcdo derivada ' : R — R serd dada
por
f'(x) =nx™"', para cada x € R.
Demonstragao:
De fato, se x, € R temos que::

f(X) - f(Xo) AX=X—Xo ,X—Xo implicara que Ax—0

. . f(xo + AX) - f(Xo)
lim lim
X—Xo X — Xo Ax—0 Ax

5 (™ o

(xo + AX)™ — X{' Bindmio de Newton lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

—1
{XQ +nxXTAX + n(nz)xgz[Ax]z 4o [AXYTT 4 [Ax]“} —xy

— 1

Aiilo Ax

—1
T Ax + MXE*Z [AX]? + -+ + xo [AX]™T + [AX]™

= lim 2

AXS0 Ax

—1
A0 ym { ) P ZAX A+ - X [AX]T2 4 A }
Ax—0

Exeglcw X

- 0

mostrando que a fungdo f é diferencidvel em x, € R.
Além disso, da identidade acima, segue que
f'(xo) =nx2", paracada x, €R,

como queriamos mostrar.
A seguir temos o seguinte exercicio resolvido:
Exercicio 6.3.2 Estudar a diferenciabilidade da fungdo f: R — R é dada por
f(x) =x%, para cada x €R
e encontrar a fungdo derivada associada 4 mesma.

Resolugao:
Da Proposigdo acima (considerando-se n = 3), segue que a funcéo f serd diferencidvel em R e além
disso a funcgéo derivada f’ : R — R serd dada por

f/(x) =3x>"" =3x?, paracada xeR.

Observagao 6.3.1
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1. Utilizando a Proposi¢do (EZ3) e a Proposigdo acima podemos estudar a diferenciabilidade
para fungbes polinomiais e encontrar, explicitamente, as exrpressdes de suas, respectivas,
derwadas.

Maas especificamente se a fung¢do polinomial f: R — R é dada por
f(x) = ao + arx + arx®> + -+ a1 X" + anx", para cada x € R,

onden € N e ap,a1,---,an € R estdo fizados, entdo, pela Proposi¢do (EZ3) itens (1),
(11) e (u1), seque que a funcdo f serd diferencidvel em R (pois é a soma de produtos de
funcgées dos tipos dos exibidos na Proposi¢cdes acima, que sGo fungdes diferencidveis em
R).

Além disso temos:

d
f'(x) = i [ao +aix4+ axt 44 apxX™ T+ anx"}

d d d 5 d 11 d N
= dx[ao]+ dX[chH T [azx ] +- ™ [an_lx }‘F i [anx"]

=0+ {;X[cu].x—i- a1.di([x]} + {;X[az].xz + az.;x[xz]}

i n—1 i n—1 i n i n
+ —i—{dx[anﬂ.x + anf]'dx {x } + ix [an].x™ + an'dx x"]

={0.x+ a;.1}+ {O.x2 + (12.2X} 4+ {O.'x”f] + ap_1.(n — 1)x“72} + {O.X“ + an.nxnf]}
—a;4+2ax+ -+ (M —Dan_1x" 2 + nax™, (6.8)

ou seja, a funcdo f’ também serd uma funcdo polinomial, em particular, toda funcgdo
polinomzial serd diferencidvel em R.

2. Pela erpressdo (E3) actma, vemos que se a fung¢do polinomial f tem por sua erpressdo
um polinémio de grau n (isto é, a, # 0) entdo a fungdo derwada ', também serd uma
fungdo polinomial e terd por sua expressdo um polinédmio de grau igual a n — 1 (pois neste
caso temos que an # 0 e vemos na erpressGo (E8) que o grau do polinémio que define a
fungédo f’ serd (n—1)).

3. A Proposigdo (EZZ3) e a Observagdo acima garantem gque uma fungdo racional é dife-
rencidvel no seu dominio.

Mass especificamente, se a fungdo f: R — R € dada por
f(x) = ——, para cada x € R,

onde p,q : R — R sdo funcdes polinomiais entdo, pela Proposi¢cdo (EZ32) itens () e a
Observagao acima, seque que a fun¢do f serd diferencidvel no seu dominio, ou seja, em
Dom(f) ={x € R; q(x) # 0}

Isto decorre devido ao fato que a funcdo f é o quociente de fungdes polinomiais que, por
sua vez, sd@o diferencidveis em R.

Além disso temos

— : - , para cada x € Dom(f),
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em particular, a funcdo f’ também serd uma funcdo racional, com o mesmo dominio da
fungado f .

A seguir temos os seguintes exercicios resolvidos:

Exercicio 6.3.3 Estudar a diferenciabilidade das sequintes fungdes e encontrar, onde existir,
as suas respectivas fungdes derivadas:

1. f:R — R dada por
f(x) =4x> —2x+1, para cada x € R;

2. Seja f:R — R dada por

f(x) = (4x5 +3x3 — 1) . (sz —4x) , para cada X € R,

3. Seja f:R — R dada por

. 3x2 —x

f(x) = 21 para cada x € R.

Resolugao:

Do item 1.:

Temos que a fungdo f é uma fungdo polinomial, logo, pela Observacido acima item 1., serd uma
funcdo diferencidvel em R.

Além disso, para x € R temos, pela Observacdo acima item 1., que:

frx) = & [4x3—2x+1} — 4. [3x3*1]—2[x1*‘}+oz12x2—2.

T dx
Do item 2.:

Temos que a funcdo f é uma fungdo polinomial (pois é o produto de duas fungdes polinomiais).
Logo, pela Observacdo acima item 1., serd uma funcdo diferencidvel em todo R.

Além disso, para x € R temos, pela regra de derivacdo do produto e a Observacdo acima item 1.,

f'(x) = di {<4x5 +3x% — 1) . (2xz—4x>}

X

= dix [4x5 +3x° — 1] . (sz —4x> + <4x5 + 3% — 1) di;c [sz —44

= [4(57) +3. (3 7) — o] (2 —ax) + (9P 433 =1) 2 () x =4 (x7)]

_ [207(4 + %ﬂ . (2x2 - 4x) + (4x5 133 - 1) ax —4].

Do item 3.:

Temos que a fungdo f é uma fungdo racional, logo, pela Observagdo acima item 2., serd uma funcéao
diferencidvel em todo o seu dominio.

Observemos que como x + 1 # 0, para todo x € R, teremos que Dom(f) = R.
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Além disso, para x € R temos, pela regra de derivagdo do quociente e a Observagédo acima item 1.,
que:

B d% {SXZ—X} . <x2—|—1> - <3x2—x) .d% [x2+1}

f'(x) = 3
)
_ [3 (ZXZ_]) — 1.x1_1] .(xz + 1) — (3x2 —x) . [(Z.Xz_]) —i—O]
[x2—|—1]2
(6x—1).(x*+1) — (3x* —x) .2x
[x2+1r '

Temos a seguinte aplicacdo das técnicas acima:

Exercicio 6.3.4 Suponhamos que uma particula move-se ao longo de uma reta sequndo a se-
guinte lei: x: [0,00) — R dada por

x(t) =33 +4t> —t+1, para cada t € [0,00).
Pede-se:
1. encontrar a velocidade da particula no instante t =2s;
2. faga um esbogo da representa¢cdo geométrica do grdfico da velocidade x tempo;
3. a particula para em algum instante t > 0?2 em que instante?

Resolugao:

Sabemos que a fungdo x = x(t) é diferencidvel em [0, 00) (pois é uma fungdo polinomial, logo
diferencidvel).

Logo a velocidade em um instante t € [0, o) serd dada pela derivada da fungdo x = x(t) em relagio
at.

Da Observagdo (EZ31) segue que

, dr,s d ;s d d d
vit) =x /(1) = — |36 448 —t+1] = 3. |€] 44 [¢] - 2+ 01
— 3. [3#] F4.2t)—14+0=9%+8t—1, paracada tcR.

Do item 1.:
Logo a velocidade isntantdnea da particula no instante t = 2's serd dada por

v(2)=x'(2)=9.22+82—1=51m/s.

Do item 2.:
A representacdo geométrica do grafico da fungéo

v(t) =9t +8t—1, paracada teR,

é dada pela figura abaixo.
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—— v(t) = 9t + 8t — 1

o|—

Do item 3.:
) , 1 1 1\° 1
A particula para no instante t = 5 s pois, teremos que v o) = 9 5 + 8. o)~ 1=0.
6.4 Diferenciabilidade e derivadas das funcgoes trigonométricas

Nesta secdo trataremos da questdo da diferenciabilidade de todas as fungdes trigonométricas.

6.4.1 Funcao seno

Proposicao 6.4.1 A funcdo seno € diferencidvel em R, isto €, a funcdo f: R — R dada por
f(x) = sen(x), para cada x€R

€ diferencidvel em R e além disso a fungdo f': R — R serd dada por
f’(x) =cos(x), para cada x € R,

ou seja,

™ sen(x) =cos(x), para cada x € R.

Demonstragao:

De fato, para cada x, € R, temos que:

lim fx) — flxo) AX=X—X0, X IXo=Ax—0 f(xo + Ax) — f(xo) sen(x, + Ax) — sen(x,)

X—Xo X — Xq A1>1£>10 Ax - Alirilo Ax
_ lim [sen(xo).cos(Ax) + sen(Ax).cos(xo)] — sen(x,)
 Ax—0 Ax
. [cos(Ax) — 1] sen(Ax)
= A1>1<E>10 (Ax.sen(xo) + TX'COS(XO)

[ .. cos(Ax) —1 i . sen(Ax) i
~{am N Ly sntno o+ im0 {pm st} 09
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Observemos que

lim

cos(Ax) — 1 cos(Ax)+10 lm cos(Ax) — 1 cos(Ax) + 1
AX—0 Ax N AX—0

Ax “cos(Ax) + 1

. cos?(Ax) — 1 1
= lim .
Ax—0 Ax cos(Ax) + 1

cos?(Ax)—1=—sen?(Ax) .. < — senz (AX) 1 >

= 1 .
A5 Ax cos(Ax) + 1

= lim <_sen(Ax). sen(Ax).])

Ax—0 Ax cos(Ax) + 1
lim 1
Prop. (EZ3) . sen(Ax) . A0
= =— lim /1 Ax).
Am A Am sen(AX). e AN+ Tim 1
Ax—0 Ax—0
Teor. (E23), Exemplos (1), (£23) _10. 1 _0 (6.10)
141
Além disso, temos que:
lim sen(x,) = sen(x,) (6.11)
Ax—0
lim cos(xo) = cos(xo)- (6.12)
Ax—0

Logo substituindo (E0), (E1T) e (E12) em (EX) obteremos

f(x)—f
lim ) = fxo) =0.sen(x,) + 1.cos(xo) = cos(x,),
X—Xo X — Xo

mostrando que a fungdo f é diferencidvel em x, € R e que
f'(xo) = cos(x,), paracada x, € R,

completando a demonstracdo do resultado.
O

Observagao 6.4.1 A Proposi¢do acima nos mostra a importdncia do 1.0 Limite Fundamental,
a saber, para o estudo da diferenciabilidade da fung¢do seno.

6.4.2 Funcao cosseno

Proposicao 6.4.2 A funcdo cosseno € diferencidvel em R, isto €, a fungcdo f: R — R dada por
f(x) =cos(x), para cada x€R
¢ diferencidvel em R e além disso a funcdo f':R — R serd dada por:
f’(x) = —sen(x), para cada x € R,
ou seja,

T cos(x) = —sen(x), para cada x € R.
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Demonstragao:
De fato, para cada x, € R, temos que:
. F(x) — f(X0) AxEix—xo,x—xo=Ax—0 .. f(Xo + AX) — f(Xo) . cos(xe + Ax) — cos(x,)
lim — = lim = lim
X=X X — Xq Ax—0 Ax Ax—0 Ax
. [cos(xo) cos(Ax) — sen(x,) sen(Ax)] — cos(xo)
= lim
Ax—0 Ax
_ lim (cos(xy) [cos(Ax) —1] sen(xo) sen(Ax)
AX—0 ° Ax © Ax
. . cos(Ax) —1 ) . sen(Ax)
= {Alirfoms("o)} {Ali‘llom} - {Alirﬁo Sen("o)} {AlHoAX : (6.13)
Vimos na demonstragdo da Proposicdo acima que
. [cos(Ax) — 1] (Em)
1 _— = .14
A5 Ax 0, (6.14)
lim cos(xo) = cos(xo), (6.15)
Ax—0
lim sen(x,) = sen(xo). (6.16)
Ax—0
Logo substituindo (E14), (ET1H) e (E18) em (EI3) obteremos
f(x)—f
M = co8(x,).0 — sen(x,).1 = —sen(x,),

lim
X—Xo X — Xo
mostrando que a fungéo f é diferencidvel em x, € R e que

f'(xo) = —sen(x,), paracada x, €R,

completando a demonstragdo do resultado.

<

6.4.3 Funcao tangente
Proposicao 6.4.3 A func¢do tangente é diferencidvel em seu dominio, isto é, a fungdo

f:R\{(Zk—;”n;keZ}ﬁR

€ dada por
2k 41
f(x) = tg(x), para cada x € R\ {(—;)ﬁ, ke Z}
2k 4+ 1
€ uma func¢do diferencidvel em R\ # ik € Z}.
2k +1
Além disso a funcdo f': R\ {(—;)71’ k e Z} — R serd dada por
2k 41
f'(x) = sec’(x), para cada x € R\ {(42_)7{, ke Z} ,

ou seja,
d 2k + 1
tg(x) = sec’(x), para cada x € R\ {(—;—)n, ke Z} .

dx
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Demonstracao:
Como as fungdes cosseno e seno sdo diferencidveis em R e

2k + 1
cos(x) #0, para XER\{(kaL)n;kEZ}

2k +1
segue, da Proposi¢do (E2232) item (iv), que a funcdo f serd diferencidvel em R\ {(W[; ke Z} .

2
(2k+ 1)m

Além disso, para cada x € R\ { >

s ke Z}, teremos:

d T sen(x) [;x sen(x)} .cos(x) — sen(x). [(i( cos(x)}

Fix) = dx [cos(x)] - [cos(x)]?

Prop. (EZJ) e (23) cos(x).cos(x) — sen(x).[—sen(x)] cos?(x) + sen?(x)
B [cos(x)]? B [cos(x)]?

1
= Tcos = sec’(x),

completando a demonstracdo do resultado.

6.4.4 Funcao cotangente

Proposicao 6.4.4 A funcdo cotangente € diferencidvel em seu dominio, isto €, a fungdo
f:R\{km;keZ} >R
dada por
f(x) = cotg(x), x &€ R\{km;keZ}
¢ diferencidvel em R\ {kmt; k € Z}.
Além disso a fungdo ' : R\ {km; k € Z} - R serd dada por
f'(x) = —cossec’(x), x € R\ {km;k € Z},
ou seja,

d
™ cotg(x) = —cossec’(x), x € R\ {km; ke Z).

Demonstracao:
Como as as fungdes seno e cosseno sio diferencidveis em R e

cos(x) #0 paracada x € R\{km;k e Z},

segue, da Proposigdo (EZ3) item (iv), que a funcgéo f serd diferencidvel em R \ {k7t; k € Z}.
Além disso, se x € R\ {km; k € Z}, teremos:

[cos } [ o cos(x)] .sen(x) — cos(x). [(i( sen(x)}

sen(x [sen(x)]?
[Prop. (E23) e (523)) ] —sen(x).sen(x) —cos(x).cos(x) — [senz(x) + cosz(x)]

[sen(x)]2 B [sen(x)]2

:_LZ 2(

senP — cossec”(x),

completando a demonstracdo do resultado.
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6.4.5 Funcao secante

Proposicao 6.4.5 A funcdo secante € diferencidvel em seu dominio, isto €, a funcgdo

f:R\{(Zk—;”ﬂ;kEZ}HR

dada por

f(x) = sec(x), para cada x € R\ {(Zk;“”” ke Z}

(2k+1)m
2

Além disso, a funcdo f': R\ {

€ diferencidvel em R\ { ik € Z}.

(2k +1)m

5 ;keZ} — R serd dada por

2k + 1
f/(x) = sec(x).tg(x), para cada x € R\ {(;h k€ Z} ,
ou seja,

2
dix sec(x) = sec(x).tg(x), para cada x € R\ {(k—;—”rt, k € Z} .

Demonstragao:

Como a fungéo cosseno é diferencidvel em R e

2k + 1
cos(x) #0 para cada XER\{(k—;)ﬂ;kEZ},

2k +1
segue, do Coroldrio (E2), que a fungdo f é diferencidvel em R\ {(—;)71, k e Z}.

Além disso, para cada x € R\ {(Zk—;”ﬂ, k € Z}, teremos:
d
f(x) = d[ 1 ] __a[cos(x)] _ [=sen(x)] 1 sen(x)
T cos(x)|  [cos(x)]2  [cos(x)]2  cos(x) cos(x)
= sec(x).tg(x),

completando a demonstragdo do resultado.

6.4.6 Funcao cossecante

Pl

Proposigcao 6.4.6 A func¢do cossecante é diferencidvel em seu dominio, isto é, a funcdo
f:R\{km;keZ}—>R
dada por
f(x) = cossec(x), para cada x € R\{km;k e Z}
€ diferencidvel em R\ {kmt; k € Z}.
Além disso, a fungdo f': R\ {km; k € Z} — R serd dada por:
f’(x) = —cossec(x).cotg(x), para cada x € R\ {km;k € Z},
ou seja,

™ cossec(x) = —cossec(x).cotg(x), para cada x € R\ {km; k € Z}.
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Demonstracao:
Como a fungdo seno é diferencidvel em R e

sen(x) #0 paracada x € R\{km; k € Z}

segue, do Coroldrio (E22), que a funcéo f serd diferencidvel em R\ {km; k € Z}.
Além disso, para cada x € R\ {km; k € Z}, teremos:

d
£/ )_d[ 1 }__dx[sen(x)] ~ eos(¥)] 1 cos(x)
X ax sen(x)| sen?(x)  sen?(x) sen(x) sen(x)
= — cossec(x). cotg(x),

completando a demonstracdo do resultado.

6.5 Diferenciabilidade e derivada da funcao inversa

O resultado a seguir serd muito 1til para estudarmos a diferenciabilidade e encontrarmos uma expresséo
da derivada da funcgéo inversa (quando for possivel aplicé-lo).

Teorema 6.5.1 (da Derwada da Fungdo Inversa) Sejam A um intervalo aberto de R e x, € A.
Suponhamos que a fungdo f: A — R seja estritamente crescente (ou estritamente decrescente)
em A, diferencidvel em x, e

f'(x0) # 0.

Entdo a fun¢do inversa associada a fungdo f, 7' : f(A) — A, serd diferencidvel em y, = f(x,)

e além disso .
df~ 1
dy (Yo) = g7 - (6.17)

a(xo)

Demonstragao:

Do fato que a fungédo f é estritamente crescente (ou estritamente decrescente) segue que ela serd
uma funcio injetora em A.

Logo a fungdio f : A — f(A) serd uma funcio bijetora, portanto admite fungio inversa, ' : f(A) —
A.

Mostremos que a fungio f~' é diferencidvel em y, = f(x,) € f(A).

Para isto, observemos que, como a funcdo f é diferencidvel em x, € A, temos que

f'(xo) = lim M. (6.18)

X—Xo X — Xo

Em particular, da Proposicdo (E222), segue que a fungdo f serd continua em x, € A, isto §,

f(xo) = lim f(x). (6.19)

X—Xo

A Proposigdo (E51) garante que a fungéo inversa f~' serd continua em y, = f(x,).
Observemos também que

y = f(x) se, e somente se, x= ! (y). (6.20)
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Logo, da continuidade da fungéo f~' e de (E221), segue que
se y— Yo, entdo x=1(y) = '(yo) = xo.
Portanto, da Proposigdo (E21) (ou da Observagdo (E=T) item 2.), segue que

1Y) — F(Yo) x=F" W), xo=F " (Yo), y=F(x), Yo=F(yo)

lim Jo lim X7 %
Y—Yo Y — Yo N x—xo T(x) — (%)
o . 1 =B
e vy - ova S T
_ - (%o)
X — Xo dx

mostrando que a fungéo f~' é diferencidvel em y, = f(x,) e além disso

df—]( P

ay v T
?(Xo)
2.9

completando a demonstragdo do resultado.
O

Observagao 6.5.1 Em resumo, se as hipdteses do resultado acima estdo satisfeitas, temos que
a derwada da fungdo inversa é o inverso da derwada da fungdo (aplicadas nos correspondentes
pontos).

A seguir aplicaremos o resultado acima para estudar a diferenciabilidade de todas as fungdes
inversas das fungdes trigonométricas.
Comecgaremos pela:

6.5.1 Funcgao arco-seno

T T

Proposicao 6.5.1 Consideremos a fungdo f: <_§’ 5

) — (=1,1) dada por

f(x) = sen(x), para cada x € (—g g)

Y
Entdo a fungao f admite fun¢do inversa, =1 (=1,1) = <_§’
(=1,1).

Além disso, a funcgdo

s < 4 c <
§> , que serd diferencidvel em

—1

(=1,1) — <_T§[’ %[) serd dada por

af! 1
W(U) = 17—142) para cada y € (—1,1),
ou seja,
d 1
—arcsen(y) = —— ara cada e (—1,1). 6.21
iy Y — ? Y ) (6.21)
Demonstragao:

s oz . T T i
Observemos que a fungéo f é estritamente crescente em <_E’ E) e sobrejetora.

Logo admite fungdo inversa que, como vimos anteriormente, é denominada fungdo arco-seno e
indicada por arcsen (ou sen”').
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As representagdes geométricas dos graficos da fungio f e de sua funcgio inversa f~' sdo dadas pelas

figuras abaixo.
. o
. / (y, arcsen(y)) 3

arcsen(y)¢ - - - - -

Como a fungéo f é diferencidvel em <_§’ %[) e
f’(x) = cos(x) #0, paracada x € <_§’ TZ[) ,
segue, do Teorema da Derivada da Fungéo Inversa (isto é, Teorema (EZD)), que a fungdo f~' serd
diferencidvel em (—1,1).
T

Além disso, para cada y € (—1,1), existe um tnico x € (—g, 3

e assim teremos:

) de modo que y = f(x) = sen(x),

df! ) & 1 1 T
dy oo Lisenpey )
se XE(—%,%), teremos cos(x)_>0, logo cos(x):\/m 1
- N
sen(_x): 1
= 1 _yZ ,

concluindo a demonstragdo do resultado.
O

Observagao 6.5.2 Em resumo: a fun¢do arcsen: (—1,1) — (g, g) € diferencidvel em (—1,1) e
d
@ arcsen(y) = —=—=, para cada y € (—1,1). (6.22)

6.5.2 Funcao arco-coseno

Proposicao 6.5.2 Consideremos a fungdo f: (0,7) — (—1,1) dada por

f(x) =cos(x), para cada x € (0,7).
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Entdo a funcdo f admite fungdo inversa, f~' : (—1,1) — (0,7), que serd diferencidvel em

Além disso, a funcgdo

—1

:(—=1,1) = (0,7) serd dada por

af! —1
— () = —— ara cada e(—1,1)
dy y 1 _yz ) p y ) )
ou seja,
d 1
— = - d —1,1). 6.23
ay arccos(y) — , para cada y € (—1,1) (6.23)
Demonstragao:

Observemos que a fungido f é estritamente decrescente em (0, 7t) e sobrejetora.

Logo admite funcdo inversa que, como vimos anteriormente, é denominada funcdo arco-coseno e
indicada por arccos (ou cos™').

As representagdes geométricas dos graficos da fungdo f e de sua fungio inversa f~' sdo dadss pelas
figuras abaixo.

(x, cos(x))

(y, arccos(y))

X . arccos(y)

Como a funcgio f é diferencidvel em (0, 7) e
f’(x) = —sen(x) #0, paracada x & (0,7)

segue, do Teorema da Derivada da Fungéo Inversa (isto é, Teorema (EZ5D)), que a fungdo f~' serd
diferencidvel em (—1,1).

Além disso, para cada y € (—1, 1), existe um tnico x € (—m, 7t) de modo que y = f(x) = cos(x), e
assim teremos:

df! (y)(a:_m) T 1 1
dy ~odaf, . d - —sen(x)
o) gy leos(x]]
se x€(0,7), teremos sen(x)>_0, logo sen(x)=+/1—cos2(x) —1
B 1 — cos?(x)
cos(x)= —1
S (6.24)
1—y?

concluindo a demonstragdo do resultado.
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Observacgao 6.5.3 Em resumo: a fung¢do arccos: (—1,1) — (0,7) € diferencidvel em (—1,1) e

;yarccos(y) = /==, para cada y € (—1,1). (6.25)

6.5.3 Funcao arco-tangente

Proposicao 6.5.3 Consideremos a fung¢do f: <_§’ ;) — R dada por

f(x) = tg(x), para cada xé€ <_§’ %[) .

Entdo a fungdo f admite fungdo tnversa, 1R — <—§, %), que serd diferencidvel em R.

—1

Além disso, a fungdo ‘R — (—g, g) serd dada por

af! 1
ay (y) = Tyl para cada Y € R,
ou seja,
d 1
ay arctg(y) = Tyl para cada Yy € R. (6.26)
Demonstragao:

o , . T T . . ~
Observemos que a funcdo f é estritamente crescente em (—E, z) e sobrejetora, logo admite fungéo
inversa que, como vimos anteriormente, é denominada fungdo arco-tangente e indicada por arctg (ou
—1
tg™').

As representagdes geométricas dos graficos da fungio f e de sua fungéo inversa f~' sdo dadas pelas
figuras abaixo.
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} (x, tg(x))
/ arctg(y) ¢ - - - - - - -

(y, arctg(y))

Como a fungéo f é diferencidvel em <_§’ g) e

Prop.:(m)

f(x) sec’(x) #£0, paracada xE€ (—T[ ﬂ) ,

22
segue, do Teorema da Derivada da Fungdo Inversa, que a fungdo f~' serd diferencidvel em (—1,1).
T

2) de modo que y = f(x) =

. . L. T
Além disso, para cada y € R, segue que existe um tnico x € (—z,

tg(x), e assim teremos:

df! ) & 1 1 T
dy - df d sec?(x)
T lgx)]
secz(x):_tgz(X)Jr] 1
1+ tg?(x)
tg=y |
T4+y?’
concluindo a demonstragdo do resultado.
O
Observagao 6.5.4 Em resumo: a fungdo arctg:R — <—§, 72—T) € diferencidvel em R e
d 1
—arctg(y) = ——, para cada y € R. (6.27)

dy 1+y?’



6.5. DIFERENCIABILIDADE DA FUNGAO INVERSA 233

6.5.4 Funcao arco-cotangente
Proposicao 6.5.4 Consideremos a funcgdo f: (0,7) = R dada por
f(x) = cotg(x), para cada x € (0,7).
Entdo a fungao f admite funcgdo inversa, 1:R— (0,7), que serd diferencidvel em R.

—i
:R — (0,7) serd dada por

Além disso a fung¢do

ar! —1
E(H) = W) para cada Y € R,
ou seja,
d —
T arccotg(y) = T para cada Y € R. (6.28)
Demonstragao:

Observemos que a fungdo f é estritamente decrescente em (0, 7t) e sobrejetora, logo admite fungéo
inversa que, como vimos anteriormente, é denominada fungdo arco-cotangente e indicada por arccotg
(ou cotg™").

As representagdes geométricas dos graficos da fungio f e de sua funcio inversa f~' sdo dadas pelas

figuras abaixo.
Yy
A

(y, arccotg(y))

arccotg(y)

Como a fungéo f é diferencidvel em (0,71) e

f'(x)
segue, do Teorema da Derivada da Fungio Inversa, que a fungio f~' serd diferencidvel em (—1,1).
Além disso, para y € R, existe um tnico x € (0,7) de modo que y = f(x) = cotg(x), e assim
teremos:

Prop_(553) _ cossec’(x) #0, paracada x € (0,7),

df! w) & 1 1 _ 1
dy ~odf o d ~ —cossec?(x)
X (x) T [cotg(x)]
cossecz(x):_cotgz(x)+1 —1

1+ cotg?(x)
cotgg):y —1
1+y?’
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concluindo a demonstragido do resultado.

Observagao 6.5.5 Em resumo: a fung¢do arccotg:R — (0,71) é diferencidvel em R e

—1

= T para cada Yy € R. (6.29)

iarccot (y)
dy gy

6.5.5 Funcgao arco-secante
Proposigao 6.5.5 Consideremos a fungdo f: (O, g) U (g,n> — R\ [-1,1] dada por

f(x) = sec(x), para cada xE€ (O, g) U (g,n) .
Entao a funcdo f admate fungdo tnversa
1.\ [ n n
RN [1,1] = (0,2) U (2,7T>

que serd diferencidvel em R\ [—1,1].
—1

Além disso, a fungdo R\ [-1,1] — (O, E) U (g,ﬂ) serd dada por:

2

af!

1
(U) = )
dy lylvy? —1

para cada y € R\ [—1,1],

ou seja,

d
— arcsec( para cada y € R\ [—1,1]. (6.30)

1
Y= —re——,
dy ylvy? —1

Demonstracao:

o . . T T
Observemos que a fungdo f é estritamente crescente em cada um dos intervalos (O, Z)’ <§,7'[) e
sobrejetora, logo admite fungdo inversa que, como vimos anteriormente, é denominada fungéo arco-

secante e indicada por arcsec (ou sec™).

As representagdes geométricas dos graficos da fungio f e de sua fungio inversa f~' sido dadas pelas
figuras abaixo.
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o (x, sec(x))

sec(x)

SR
o
2
(3}
a
(]
(s}

(=4

Como a fungéo f é diferencidvel em (O, g) U (g,n) e

Prop. (BEZ3)

£/(x) TP L) sec(x)tg(x) £0, paracada x e (o, g) U (1‘ 7:),

2’

235

T

(y, arcsec(y))

segue, do Teorema da Derivada da Fungio Inversa que a fungdo f~' serd diferencidvel em R\ [—1,1].
Além disso, para cada y € R\ [-1,1], existe um tnico x € (0,%) U (5,7) de modo que y = f(x) =

sec(x), e assim teremos:

daf ! w) == 1 B 1
dy g(x) i[sec(x)] sec(x) tg(x)
X dx

Observemos que se

cos(x) >0, teremos cos(x) = 4/cos?(x).

Logo, quando cos(x) > 0 teremos:

cos(x).cos(x) = cos(x)y/cos?(x) |cos(x] Zeos(x) | cos(x)|y/cos?(x).

cos(x) <0 teremos cos(x) = —4/cos?(x).

Logo cos(x) < 0 teremos

Por outro lado, se

cos(x).cos(x) = — cos(x)4/cos?(x) |cosl)I=coslx

Logo de (E232) e (E233) segue que, independente do sinal de cos(x),w teremos:

cos(x).cos(x) = | cos(x)[4/cos?(x).

s T
Por outro lado, notemos que x € (O, E) U (2,70, teremos que sen(x) > 0.

) | cos(x)|4/cos?(x).

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)
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Logo
sen(x) = 4/1 —cos?(x), paracada x€ (O, g) U (%[,Tt) . (6.35)

Assim, para cada x € (O, Z[) U (

> , 7{) teremos:

N A

1 sen(x) (E=3) e (E33) 1 — cos?(x)

cos(x) " cos(x) | cos(x)]y/cos?(x)

1 1
~ Jcos(x)| m = |sec(x)|y/ sec’(x) — 1.

Para cada y € R\ [—1, 1], substituindo esta expressdo em (EZ31), obteremos

sec(x).tg(x) =

sec(x)=y 1

- |y| /7y2_1”

df! 1
a5 Y = fsect /5ot =1

concluindo a demonstragdo do resultado.

O

Observagao 6.5.6 Em resumo: a func¢do arcsec : R\ [—1,1] — (O, E) U (%[,TE) ¢ diferencidvel
em R\ [-1,1] e

d
— arcsec(y) = para cada Yy € R\ [—1,1]. (6.36)

dy

!
ylyvy2—1°

6.5.6 Funcao arco-cossecante

Proposicao 6.5.6 Consideremos a fungdo f: <_§’O) U (O, ) — R\ [-1,1] dada por

s
2
f(x) = cossec(x), para cada x € (—%,O) U (O, g) .

Entdo a funcdo f admaite funcdo inversa, 1R\ —1,1] — (_§’0> U (O, TZ[)’ que serd
diferencidvel em R\ [—1,1].
—1

Além disso, a fungdo RN\ [-1,1] — (—T—[ O) U <0, n

2 E) serd dada por:

af!

—1
(y) = )
dy lylvy? —1

para cada y € R\ [—1,1],

ou seja,

ddy arccossec(y) = para cada y € R\ [—T1,1]. (6.37)

1
ylvyr =1’

Demonstragao:

Observemos que a fungdo f é estritamente crescente em cada um dos intervalos <_§’ O), (0, TE[)
e sobrejetora, logo admite fungdo inversa que, como vimos anteriormente, é denominada fungdo arco-
cossecante e indicada por arccossec (ou cossec™').

As representagdes geométricas dos graficos da fungio f e de sua fungio inversa f~' sido dadas pelas

figuras abaixo.
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(x, cossec(x))

cossec(x)

V]

(y, arccossec(y))

arccossec(y)

I
N

Como funcéo f é diferencidvel em (—;,O) U (0, g) e

Prop. (EZ3 T us
f'(x) P (5 —cossec(x) cotg(x) #0, paracada x€ <—§,0> U (O, 2) ,

segue do Teorema da Derivada da Fungio Inversa que a fungio f~' é diferencidvel em R\ [—1,1].
Além disso, para cada y € R\ [—1,1], existe um tnico x € (—;,O) U (0,1[) de modo que

2
y = f(x) = cossec(x), e assim teremos:

af! e 1 1 1
Ty(y) = g(x) - i[cossec(x)] - — cossec(x) cotg(x) (6.38)
dx dx
Observemos que se
sen(x) >0, teremos sen(x) = /sen?(x).
Logo
sen(x).sen(x) = sen(x)4/ sen?(x) |sen(x)Zsen(x] |sen(x)|y/ sen?(x). (6.39)
Por outro lado, se
sen(x) <0, teremos sen(x) = —4/senZ(x).
Logo
sen(x).sen(x) = —sen(x)y/ sen2(x) V=" |sen(x)| 1/ sen(x). (6.40)
Logo, de (E33) e (EZ0), segue que
sen(x).sen(x) = |sen(x)| 1/ sen?(x). (6.41)
Por outro lado, notemos que x € (—g, O) U <0, g), segue que cos(x) > 0.



238 CAPITULO 6. FUNCOES DIFERENCIAVEIS

Logo
T
cos(x) =4/1— sen?(x), paracada x¢€ <_§’O) U (O,

Assim, para cada x € (—g,O) U (O, g), teremos:

) . (6.42)

NI

1 cos(x) (Emm) e (Em) 1 — sen?(x)
cossec(x).cotg(x) = =

sen(x) " sen(x) |sen(x)|/ sen?(x)

1 1
N —1= 2(x) — 1.
|sen(x)lm | cossec(x)[4/ cossec”(x)

Portanto, para cada y € R\ [—1, 1], substituindo a expressdo acima em (E=33), obteremos

4y - - I
dy 7'~ Jcossec(x)|y/ cossec?(x) — 1 T

concluindo a demonstragdo do resultado.

cossec(x)=y —1

g

,o) U (0, g) é diferencidvel

=

Observagao 6.5.7 Em resumo: a fung¢do arccossec : R\[—1,1] — (—
em R\ [-1,1] e

d
Iy arccossec(y) = para cada Yy € R\ [—T1,1]. (6.43)

—1
Yyl =1’
A seguir temos os seguintes exercicios resolvidos:
Exercicio 6.5.1 Calcular, se ezistir, a derivada f'(0) onde f: (—1,1) = R é a funcdo dada por
f(x) = 3arcsen(x) — 2arctg(x), para cada x € (—1,1).

Resolugao:

Observemos que a fungdo f é diferencidvel em (—1, 1), pois a fungdo arcsen é diferencidvel (—1,1)
e a fungdo arctg é diferencidvel em R.

Além disso, para cada x € (—1,1), das propriedades bdsicas de derivagédo, segue que

d d

/ _ v . — 3 _ 9

f'(x) = ™ [3arcsen(x) — 2arctg(x)] 3.dx[arcsen(x)] de[arctg(x)]
=3 1 —2. ] .
V1 —x2 14+ x2
Em particular, teremos
1 1
/ = —2 =1
o) =3 1—02 1402

Exercicio 6.5.2 Encontre, se ezxistir, a equag¢do da reta tangente a representa¢cdo geométrica
do grdfico da fungdo f do Ezercicio acima no ponto P, = (0,0).

Resolugao:
Observemos que o ponto (0,0) é um ponto do grafico da fungéo f pois

f(0) = 3arcsen(0) — 2arctg(0) = 3.0 —2.0 =0.
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Do Exercicio acima temos que a funcio f é diferencidvel em (—1, 1), em particular, serd diferencidvel
em x = 0.

Logo o coeficiente angular da equacdo da reta tangente a representacdo geométrica do grafico da
funcdo f no ponto (0,0) serd dado por

/ Exercicio acima
m, =f(0) = 1.

Portanto a equagdo da reta tangente a representacdo geométrica do grafico da fungdo f no ponto

(0,0) serd dada por:

y - f(XO) - T\nio/(x - \7(3/) IStO é, y = X.

6.6 Funcao logaritmo (natural)

Observagao 6.6.1 Para cada x € (0,00), defintmos o logaritmo natural de x (Segdo 18 do
Capitulo 4, pdgina 99) como sendo a drea da regido limitada, delimitada pelos grdficos da
funcgdo f: (0,00) — R dada por

f(X) = ) te (0,00),

pelas retas t =1, t =x e pelo eizo Ox se x € (1,00), menos o valor da drea se x € (0,1) e zero
sex =1 (veja a figura abaizo).

A fungdo logaritmo natural é denotada por In: (0,00) — R e definida como acima.
Com isto temos a:

Proposicao 6.6.1 A fung¢do In: (0,00) — R € diferencidvel em (0, 00).
Além disso a sua fung¢do derivada serd dada por:

d 1
aln(x) =3 para cada x € (0,00). (6.44)
Demonstragao:

Seja xo € (0,00) e mostremos que a fungdo y = In(x) é diferencidvel em x,.
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Lembremos que, da Proposi¢do (E221) (ou a Observagdo (E2) item 2.), segue:

. . In(xo + Ax) —In(x,)
lim lim .
X—Xo X — Xo Ax—0 Ax

].II(X) — ln(xo) Ax=X—Xo, COMO X—¥Xo, implicard em Ax—0

Mostraremos a existéncia dos limites:

. In(xe + Ax) —In(x,) . In(xe + Ax) —In(xo)
lim e lim

Ax—0F Ax Ax—0~ Ax

e a igualdade
In(xo + Ax) —1In(x,) lim In(x, + Ax) —In(x,)

1m
Ax—0t Ax Ax—0— Ax ’

e com isso a funcdo logaritmo natural serd diferencidvel em x, e aigualdade acima nos fornecerd o
valor da derivada da fungdo logaritmo em x,.
Observemos que

1. Se Ax > 0 teremos (veja figura abaixo):

1 1
<lIn(xo + Ax) —In(xe) < Ax —.

Ax
Xo + Ax T Xo

In(xo + Ax) —In(xo)

Xo +AX

Como Ax > 0, dividindo-se a desigualdade acima por Ax, obteremos

1 < In(x, + Ax) — In(x,) < l (6.45)
Xo + Ax Ax Xo
Notemos que
. 1 . 1 1
lim = lim —=—.
Ax—0+ Xo + AX  Ax—0+ X Xo
Logo, da desigualdade (EZH) e do Teorema do Confronto (ou Sanduiche), segue que:
Ax) — 1
lim In(x, + Ax) —In(x,) _1 (6.46)

Ax—0+ Ax Xo

2. Se Ax < 0 teremos (veja figura abaixo):

(—Ax) 1 <In(xo) — In(xo + Ax) < (—Ax) ] .
Xo Xo + Ax
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In(xo) — ln(xo + Ax)

t=1 X0 + Ax Xo
—Ax

Como Ax < 0, dividindo-se-se a desigualdade acima por —Ax, segue que
1 < In(x,) — In(x, + Ax) < 1

Xo —Ax = X + AX’
ou seja,
1 < In(x, + Ax) —In(x,) < 1 . (6.47)
X'0 AX Xo + AX
Notemos que
1
lim —=—= lim .
Ax—0~ Xg  Xo  Ax—0— Xo + Ax
Logo, da desigualdade (EZ1) e do Teorema do Confronto (ou Sanduiche), segue que:
1 Ax) —1 1
lim BefAX)ZInbo) 1 (6.48)
Ax—0~ Ax Xo
Logo, de (EZ3) e (EZ3) segue que
. In(xo + Ax) —In(x,) 1
lim = —,
Ax—0 Ax Xo
mostrando que fungdo logaritmo natural é diferencidvel em x, € (0,00) e além disso
d 1
ax In(x,) = X70)
completando a demonstragdo do resultado.
O

Observagao 6.6.2

1. Como a fungdo y = In(x) € diferencidvel em (0,00) seque, da Proposi¢cdo (E=Z3), que ela
serd uma fungdo continua em (0,00).

2. Notemos que se a >0, a funcdo log, : (0,00) — R dada por (ver se¢cdo 19 do Capitulo 4,
pdgina 102)

1
log,(x) = IEEZ)) , para cada x € (0,00)
serd diferencidvel em (0,00) e, das propriedades bdsicas de derivag@o, seque que:
d 1
aloga(x) = xIn@)’ para cada x € (0,00). (6.49)

A verificagdo destes fatos serd deizada como ezercicio para o leitor.
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6.7 Funcao exponencial
Temos a

Proposigao 6.7.1 A func¢do exp: R — (0,00) € diferencidvel em R.
Além disso, a sua func¢cdo derivada serd dada por:

d
@exp(y) = exp(y), para cada y € R. (6.50)
Demonstragao:

Como vimos anteriormente (veja secdo 20 do Capitulo 4, pdg. 104) a fungdo logaritmo natural,
In: (0,00) — R, é bijetora.

Logo admite funcdo inversa, que foi denominada funcio exponencial e denotada por

exp: R — (0, 00).

Como a fungdo y = In(x) é diferencidvel em (0, c0) e

d 1
—In(x)=—-#0, paracada x € (0,00)
dx X

segue, do Teorema da Derivada da Fungdo Inversa, que a funcdo inversa, x = exp(y), serd diferencidvel
em R.
Além disso, para cada y € R, teremos:

d exply)=ln~'(y) d [ m 1
dy exp(y) = = @ [ln (y)}

Portanto

d
@ exp(y) = exp(y), paracada ye€R,

completando a demonstragdo do resultado.

Observagao 6.7.1

1. Lembremos que
eV =exply), yeR

asstm, da Proposi¢cdo acima, seque que a func¢do, g:R — R dada por
gly) =eY, para cada y € R,

serd diferencidvel em R e além disso

d
I v =) eY, para cada y € R.

2. Com 1isto podemos concluir que a fungdo f:R — R dada por
f(x) =e*, para cada x€R,
€ uma funcdo diferencidvel em R, que tem a seguinte propriedade:

f'(x) =f(x), para cada x € R. (6.51)
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3. Pode-se mostrar (como veremos mais d frente) que uma fungdo que seja diferencidvel
em R e que satisfaz a equagdo (E21) (denominada Equagdo Diferencial Ordindria - serd
estudada na disciplina de Equagdes Diferenciais Ordindrias) deverd ser da sequinte forma:

f(x) =ce*, para cada x € R,

para alguma constante ¢ € R fizada.

4. Como a fungdo expomencial € diferencidvel em R seque, da Proposi¢do (E=Z3), que ela
serd uma fungdo continua em R.

6.8 Funcao potenciacao
Temos a:

Proposicao 6.8.1 Seja a € (0,00), a # 1.
Entdo a fungdo g:R — R dada por

gly)=a¥, paracada yeR

serd diferencidvel em R.

Além disso a sua deriwada serd dada por:
d
@ a¥ =In(a)a¥, para cada y<€R. (6.52)
Demonstragao:

Sabemos que, como a € (0,00), a # 1, a fungdo logaritmo na base a, log, : (0,00) — R, serd
bijetora e diferencidvel em (0, co).

Além disso

1

= X In(a) #0, paracada x € (0,00).

d
a loga (X)

Sua fungdo inversa serd ' : R — (0, 0o0) dada por
f'(y)=aY, paracada yeR.

Logo segue, do Teorema da Derivada da Fungdo Inversa, que a fungdo inversa f~' serd diferencidvel
em R.

Além disso, teremos

—1
d y_df () (ezm) 1 f(x)=loga(x) 1 () 1
dy dy 4 9 loga (x)] ]
dx dx L O8a x In(a)
—x1In(a) "= In(a) ¥, yeR),

ou seja, a fungdo potenciagdo com base a, é diferencidvel em R e além disso
d oy Yy
—aY=In(a)a¥, paracada yeR,
dy

como queriamos demonstrar.

]

Observagao 6.8.1 Em particular, seque, da Proposi¢Go (E223), que a fun¢do potenciacdo com
base a é uma funcdo continua em R, para cada a € (0,00) e a # 1.
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6.9 Regra da cadeia

O objetivo desta secdo serd mostrar que a composta de duas fungdes diferencidveis é uma fungédo

diferencidvel e exibir uma expressdo para a derivada da fungdo composta, mais precisamente:

Teorema 6.9.1 (da Regra da Cadeia) Sejam A,B C R intervalos abertos, f:A —B eg:B—R

fungdes diferencidveis em x, € A e Yo = f(xo) € B, respectivamente.
Entdo a fungdo composta gof: A — R serd diferencidvel em x,.
Além disso temos que:

ou, de modo abreviado:
[go ' (xo) = g /(Uo) f'(xo).

Demonstragao:
De fato, consideremos a funcdo h: B — R dada por

g(y) —g(yo) §
_— — se

Wy <! u—ue 9'(Yo), Y # Yo,
0, se y=yo

Observemos que

lim h(y) Y#Yo lim Q(U) - g(yo) g /(yo)
Y—Yo Y—Yo Y —Yo
_ g 90 —9lye) g’ (yo)
Y—Yo Y—Yo Y—Yo
=9 '(yo) =9'(Yo)

=9'(yo) —9'(yo) = 0 = h(yo),

ou seja, a fungdo h é continua em y = y,.
Além disso, se y # Yy, temos que

vAve [ 9(y) — g(yo)

h(y)ly —yo) "= [ =2 —g'(Yo) | (Y—Yo) = 9(y) — 9(Yo) — 9'(Yo) (y — yo),

Y—Yo
assim
9(y) —glyo) = [h(Y) +9'(yo)] (U—yo), se y#yo.

Em particular, se considerarmos y = f(x) e yo, = f(x,) em (E2H), teremos:
g(f(x)) — g(f(xo)) = {hIF()] + g (yo) } (F(x) — F(x0)).
Dividindo a expressdo acima por x — X, (estamos supondo que x # x,) obteremos

93] = 1 xal) _ 14 gy 10— x0),

X — Xo X — Xo

Como a fungéo f € diferencidvel em x, segue que a fungdo f serd continua em x,, assim

lim f(x) = f(xo),

X—Xo

(6.53)

(6.54)

(6.55)

(6.56)

(6.57)
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ou seja, se
X — X, segue que Yy = f(x)— f(xo) = Yo.

Assim, aplicando a Proposicdo (E21) (ou a Observagdo (E21) item 2.), obteremos:

lim h[f(x)] lim h(y) "= h(ye) = 0. (6.58)

X—Xo Y—Yo

como y=f(x), se x—x, , teremos y="f(x)—f(xo)=yo

Logo, fazendo x — x, em (E=1), obteremos

(gof)(x)—(gof)xo) glf(x)] — glf(xo)]

lim = lim
X—Xo X — Xo X—Xo X —Xo
E=2) .. f(x) —f(x
= tim { Wi + )] T}
X—Xo X — Xo

f
= lim h[f(x)] + lim g'(yo)| lim
X—Xo

X—Xo X—Xo X —Xo

=), =9’ (Yo) =f’(xo)

=[0+g'(Yo)lf '(x0) = g'(Yo) f'(%0),
mostrando que a fungdo g o f é diferencidvel em x, e que
[gofl’ (x0) = 9" (yo) f'(x0),

como queriamos mostrar.

Observagao 6.9.1

1. No Teorema acima, se a fungao f é diferencidvel em A e a fungao g em B entdo a fungdo
(gof) serd diferencidvel em A.

Além diss,0 a sua fungdo deriwada serd dada por (veja diagrama de Venn abaizo):

[gofl'(x) =g'[f(x)] f'(x), para cada x € A.

x /(%) 4800 () = g ' [F(x)1 F / (x)

glofl
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2. A Regra da Cadeia pode ser reescrita da sequinte forma: se as fungobes

y=yx) e z=z(y)

sdo diferencidvels em X, € Yo = Y(xo), respectivamente, entdo a func¢éo

Z(x) = (zoy)(x)
serd diferencidvel em x, e além disso
dx dy 9°’ dax
ou, equivalentemente,
DyZ(x0) = Dyz(yo) DXU(XO)-

O resultado actma pode ser estendido para um numero finito de compostas de funcgdes
diferencidvers.

Por exemplo, para o caso de considerarmos a composta de trés funcgdes diferencidveis
teremos a seguinte situagdo: se f: A — B, g:B — C e h:C — R sdo diferencidveis em

Xo EA, Yo="Ff(x0) €EB e z,=g(yo) €C,

respectivamente, entdo a fungGo hogof: A — R serd uma funcdo diferencidvel em x, € A

e além disso
d(hogof)

dx

dh dg df
= —(20) = (Yo) dx

(xo) dz dy

(Xo),

ou, de modo abreviado:
[hogofl'(xe) =h'(2z0) g (Yo) f'(X0) -

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Utilizando-se a Regra da Cadeia podemos reobter a derivada da fun¢do inversa de uma
funcdo que satisfaz as condi¢des do Teorema da Derwada da Funcdo Inversa, da sequinte
forma:

Suponhamos que as funcdes f: A — B e f~': B — A sdo diferencidveis em x, € Yo = f(Xo),
respectivamente.

Observemos que
(fofq) (y=vy, paracada y€B.

Diferenciando-se ambos os membros da 1gualdade acima, com relagdo ay, no pontoy = y,,
obteremos:

dy d (fo f71) Regra da Cadeia A [ __; df!
1=— =— 7 = —(f -
ay ) =g, o) A UL I
o=fT(yo) df df!
= 2 (o) (o) -

dx dy



6.9. REGRA DA CADEIA 247

. . df
Mas, pela hipétese do Teorema da Deriwada da Func¢do Inversa temos que a(xo) £ 0,
seque da identidade acima que:

df*1( - 1

dy Yol = df ’
T(XO)
X

como mostramos no Teorema da Derivada da Fung¢do Inversa.

Temos os seguintes resultados importantes que sdo conseqiiéncia da Regra da Cadeia:

Proposicao 6.9.1 Suponhamos que a fung¢do f: (—a,a) — R seja uma funcdo diferencidvel no
intervalo aberto (—a,a) e € uma fungdo par, isto €, f(—x) = f(x), para x € (—a, a).
Entdo a func¢do derivada f':(—a,a) — R serd uma funcdo impar em (—a,a), isto é,

f'(—x) =—f'(x), para cada x € (—a,a).
Demonstragao:
De fato, para cada x € (—a, a), da Regra da Cadeia, temos que
d Y d o
a[f(—x)] =T1'(—x) dx[ x] = —f'(—x). (6.59)
Por outro lado,
d fl—x)=f(x) d Y
I [f(—x)] = T [f(x)] =f"(x). (6.60)

Logo, de (E23) e (EE0), segue que
f'(—x) = —f'(x), paracada x€& (—a,a),

ou seja, a fungdo f’ é uma fungio impar em (—a, a), como queriamos demonstrar.
O
De modo semelhante temos a:

Proposicao 6.9.2 Suponhamos que f: (—a,a) = R seja uma funcdo diferencidvel no intervalo
aberto (—a,a) e € uma fun¢do impar, wsto €, f(—x) = —f(x), para x € (—a, a).
Entdo a funcdo derivada f':(—a,a) — R serd um funcdo par em (—a,a), ou seja,

f'(—x) =f'(x), para cada x € (—a,a).

Resolucgao:
De fato, para cada x € (—a, a), da Regra da Cadeia, temos que

d d

a[f(—x)] =f'(—x) a[—x] =—f'(—x). (6.61)
Por outro lado, 4 4
fx)=—tt) d
a[f(—x)] = dx[ f(x)] =—1"(x). (6.62)

Logo, de (EED) e (EE3), segue que
—f'(—x) = —f'(x), paracada x € (—a,a),

ou, equivalentemente,
f'(—x) =f'(x), paracada x¢€ (—a,a),

ou seja, a fungdo f’ é uma fungdo par em (—a, a), como queriamos demonstrar.

Para finalizar temos a:
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Proposigcao 6.9.3 Suponhamos que f: R — R seja uma fung¢do diferencidvel em R e T-periddica,
isto €, f(x +T) = f(x), para x € R.
Entdo a funcgdo derivada f':R — R serd um funcdo T-periddica em R, isto €,

f'(x+T)=f'(x), para cada x€<R.

Demonstracgao:
De fato, para cada x € R, da Regra da Cadeia, temos que

%[f(x—i—T)] =f'(x+T) ix[erT] =f'(x+T).I=Ff"(x+T). (6.63)
Por outro lado,
d foT)=f(x) d el
e+ = ()] = 7). (6.64)

Logo, de (EE3) e (EE4), segue que
f,(X+T):f/(X)) x € R,

ou seja, a funcdo f’ é uma funcio T-periddica em R, como queriamos demonstrar.

A seguir aplicaremos os resultados acima a vérios exemplos.

Exemplo 6.9.1 Encontrar o maior subconjunto de R onde a fungdo h: R — R dada por
2
h(x) = <3x2 —5x + 1) , para cada x€R

seja diferencidvel.
Além disso encontrar a ezpressdo da funcdo deriwada, h', onde existir, e de h/(x,), para
Xo = 1.

Resolugao:
Consideremos a fungio f: R — R dada por

f(x) =3x*—5x+1, paracada xe€R
e a fungdo g: R — R dada por
g(y) =y?, paracada ye€R.

Observemos que, para cada x € R, teremos

2
(90 F)0x) = glf(x)] = [Fx))? = (3x* = 5x + 1) = h(x),
isto é,
h=gof.
Como as fungdes f e g séo diferencidveis em R (sdo fungdes polinomiais) segue, da Regra da Cadeia,

que a fungdo h = g o f também serd diferencidvel em R.
Além disso, a fungdo derivada, h': R — R, serd dada por:

h(x) =lgofl'(x) = g TF(x)] £(x)

:2(3x2—5x—|—1> (6x —5), paracada x € R.

9'(y)=2y ef "(x)=6x—5 2 £(x)] [6x — 5]

Em particular,
W(1) =2 (31251 41) (61 -5) = 2.1 = 2.

A seguir temos os seguintes exercicios resolvidos:
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Exercicio 6.9.1 Encontrar o mator subconjunto de <—\/§, \/§> onde a fungdo h: (—\/f, \/§> —
R dada por
h(x) = 3sen’(x) + 4 tg (xz> , para cada X € <—\/§, \/f)

seja diferencidvel.
Além disso encontrar a erpressdo da funcdo derivada, h', onde ezistir, e h'(x,) para x, = 0.

Resolugao:

Consideremos as fungdes hy : R — R e h; : (—\/f, \/§> — R dadas por
. 2 . 2 Tt 7T
hy(x) = 3sen“(x), para cada x € R € hy(x) =41tg (x ) , paracadax € | — V7 )

Com isto temos que

h(x) =hy(x) + hy(x) paracada x¢€ <—\/§, \/§> .

Logo basta estudar a diferenciabilidade das func¢des h; e h; nos seus respectivos dominios.
Consideremos as fungdes f; : R — R dada por

fi(x) = sen(x), paracada x€R

e g1 : R — R dada por

g1(y) =3y?, paracada yeR.

Observemos que
(g1 0f1) (x) = gilf1(x)] = 3[f1(x)]? = 3 [sen(x)]* = hi(x), paracada x€R,
isto é,
hi(x) = (g1 of1)(x), paracada xé€R.

Como as fungdes f; e g7 sfo diferencidveis em R segue, da Regra da Cadeia, que a fungdo hy = gjofy
sera diferenciavel em R.
Além disso,

"(y)=6y e f1’(x)=cos
' (x) = [g1 0 11" (x) "= g [f1 (x)] 1/ () O W= oLy 0 =cest)

=6 sen(x) cos(x), paracada x € R.

[6f1(x)] [cos(x)]

Consideremos as fungdes f; : R — R dada por

fa(x) =x*, paracada x€R

€eqgn: (—g, g) — R dada por

. T 7T
g2(y) =4tgly), paracada ye€ (_§’§>'

Observemos que, para cada x € < \/> \/7 > teremos

(92 F2)(x) = galf2(x)] = 4tglf2(x)] = 4tg (x*) = ha(x),
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hy(x) = (g2 0 f2) (x) para cada xe( \[\/>>

Como as fungdes f; e g, sdo diferencidveis em R e em (— 2 2) respectivamente, segue, da Regra

da Cadeia, que a fungdo h, = gy o f; serd diferencidvel em <—\/§, \/f)

Além disso,

isto é,

ha'(x) = g2 0 £2] () = g2 IFa)] £ () 751 00 ey () 2

:4secz<x2) Zx:8x[sec(xz>]2> XG(TZ[ )

Logo a fungdo h = hy + h; serd diferencidvel em <—\/E, \/?>

Além disso a sua fungio derivada, h’: ( 72-[ 2) — R serd dada por:

N\?—l

h'(x) = hi(x) + hj(x) = 6 sen(x) cos(x) + 8x [sec <x2>r , paracada x¢€ <_§’ g) .

Em particular,
N\ 12
h'(0) = 6 sen(0) cos(0) + 8.0. [sec (o )} —0.

Temos também o:

Exercicio 6.9.2 Calcular, para cada um dos itens abaizo, a funcdo derivada h', onde existir,
e h/(xo) para o valor de x, dado.

1. h(x) = sen {cos2 {tg (xz —4x)}} e Xo =4.

T
2. h(x) = arcsen [cos2 (x3>} eXo=1i 5
Resolucgao:
Do item 1.:

Consideremos as fungdes a,c,d,e: R - R, b: <_§’ g) — R dadas por
a(x) =x*—4x, bly) = tgly), clz) =cos(z), d(t)=t’, e e(s)= sen(s),

onde x,z,t,s € Rey € <—§,§>
Observemos que

(eodocoboal(x)=el(docoboa)(x)] = sen{d[(coboa)(x)]}
:sen{ (boall } {COS bla(x))] }
(1} = sen {eos” [ tg (' -

= S€n {COS

isto é,
h=eodocoboa.
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Como as fungdes a, b, c, d e e sdo diferencidveis nos seus respectivos dominios segue, da Regra da
Cadeia, que a fungdo h =eodocoboa também serd diferencidvel no seu dominio.
Além disso sua funcdo derivada serd dada por:

h'’(x) =[leodocoboal(x)=e’[(docoboa)(x)]l.[docoboal(x)

e ’(s):_cos(s

=°%(5) cos{(docoboa)(x)h.d’[(coboa)x)l.lcoboal(x)

=2 g {cos2 [tg (xz — 4x)} } 2[(coboa)(x)c’[(boa)(x)][boal(x)

¢ /(Z):;Sen(z) cos {(:os2 [tg (xz — 4x>} } 2 [COS (tg (Xz - 4X))} [— sen (tg (Xz - 4"))} b'la(x)]a’(x)
b/ (y)=sec?(

zsec’ly) —cos {cos2 [tg (xz —4x)} } 2 [cos (tg (xz —4x>>} sen {tg (xz — 4x)] sec’[a(x)] a’(x)

Qb {Cosz [tg (Xz _ 4X>] } [Cos (tg(xz —4x>} sen [tg (xz —4x)} [sec (xz _4")}2'

[2x —4].
Com isto temos que

h'(xo) =h'(4)
= —2cos {cos2 [tg (42 — 4.4.4)} } [cos (tg (42 — 4.4))} sen [tg (42 — 4.4)} [sec (42 — 4.4)}2 .
.24 —4]
= —2cos {cos2 [tg(O)]} [cos(tg(0))] .sen[tg(O)].[sec(O)}zA

= —2cos {cosz[O]} [cos(0)] sen[0].[1]%.4
=0

=0.

Do item 2.:

Consideremos as fungdes a,b,c: R >R e d:(—1,1) —» R dadas por
a(x) =x%, b(y) =cos(y), c(z)=2z> e d(t)= arcsen(t),

onde x,y,z€ Rete (—1,1).
Observemos que se x € Dom/(h), segue que

(docoboa)(x) =d[(coboa)(x)]

= arcsen{c[b o a)(x)]} = arcsen{[b(a(x))]*} =

= arcsen {[cos(a(x))]z} = arcsen { [cos <x3)r} = h(x),
isto é,
h=docoboa.

Como as fungdes a,b,c e d sdo diferencidveis nos seus respectivos dominios segue, da Regra da
Cadeia, que a fungio h = d o c o b o a serd diferencidvel no seu dominio.
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Além disso sua funcio derivada serd dada por:

h'(x)=[docoboal’(x) =d’l[(coboa)(x)]lcoboal(x)

d'(t)=—=
R ! ¢'I(boa)(x)]b o al(x)

/T —lcobo ()
=22 1 2(b 0 ) (xJb (alx))a’(x)
\/1 — [cos <x3)]

b(y)=Zsealy) ! 2c0s () [—sen(a(x))l a’(x)

1 — [cos <x3)]4

0/ (x)=3x* 1 42 cos <x3) {— sen <x3)} 3x?

1= fes (<)

—6x2 cos (x%) sen (x*)

Logo

Podemos aplicar a Regra da Cadeia ao seguinte exemplo:

Exemplo 6.9.2 Encontrar, se existir, a equacdo da reta tangente d representacdo geométrica
do grdfico da func¢do h: R — R dada por

h(x) = sen (X3 + 2% +x+ g) , para cada x € R,

no ponto P, = (0,1).

Resolugao:
Notemos que o ponto (0,1) é um ponto do grafico da fungdo h, pois

h(0) = sen (03—1—2.02—%04—;) = sen (;—T) =1.
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Observemos que se a fungdo h for diferencidvel em x = O entdo a equacdo da reta tangente a
representagdo geométrica do grédfico da fungdo h no ponto (x0,Yo,) = (0,1) (onde yo = h(x,)) serd
dada por:

y—1=m, (x—0),
onde
m, =h'(x,) =h’(0).

Consideremos as fungdes f, g : R — R dadas por

fx) =3+ 22 +x+ &

7 paracada x€R e g(y) = sen(y), paracada yeR.

Observemos que
(gof)(x) =g(f(x)) = senlf(x)] = sen <x3 +2xF +x+ g) =h(x), paracada x€R,
isto é,
h=gof.
Como as fungdes f e g sdo diferencidveis em R segue, da Regra da Cadeia, que a fungdo h =gof

também serd diferencidvel em R.
Além disso sua funcdo derivada serd dada por:

'(x)

(E33)
9
<3x2 +4x + 1) , paracada xé€R.

"(y)=cos(y) e f’(x)=3xZ+4x
h'(x)=[gofl'(x) = g'[f(x)] 9/ (y)=cos(y) e f'(x)=3x"+4x+1

cos[f(x)] [3x2 + 4x + 1]
_ 3 2 T
= cos (x +2x° +x + 2)
Assim

m, =h'(0) = cos (03 F2.00 40+ 5) (3.02 4.0+ 1) — cos (f) 1=o0.

2 2
Portanto a equacdo da reta tangente a representacdo geométrica do gréfico da fungdo h no ponto
(0,1) sera

Po

y—1=0.(x—0) =0,
isto é,
y=1
(ou seja, uma reta é horizontal).
Observagao 6.9.2 Observemos que a fungdo h:R\{0} — R dada por
h(x) =In(x|]), para cada x € R\ {0},
¢ diferencidvel em R\ {0}.

Além disso, a fungdo derivada, h' : R\ {0} - R serd dada por

h'(x) = %, para cada x € R\ {0}

De fato, se
x € (0,00), seque que |x|=x, logo i[ln(lxl)] = i[ln(x)] _1
b bl g q - ) g dX - dX - x )
d d egra da Cadeia | 1
X € (—00,0), seque que |x|=-—x, logo —[n(|x|])] =—[n(—x)] Regra da Gad —.(=1)=-.
dx dx —X X
Portanto a fung¢do h serd diferencidvel em R\ {0} e
d 1
—_ = — R . .
x [n(|x])] L) para cada x € R\{0} (6.65)
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Para finalizar esta segdo temos mais dois exercicios resolvidos:
Exercicio 6.9.3 Consideremos a fungdo f: R — R dada por
. 42
f(x) =e™, para cada xé€R.

Mostre que a funcdo f serd diferencidvel em R.
Além disso, verifique a fungdo f': R — R serd dada por:

£/(x) = —2xe ™ , para cada x € R.

Resolugao:
A representagdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo:

y 4

Sejam f1,f; : R — R dadas por

2

fi(x) =—x" e fy(y)=eY,

onde x,y € R.
Entéo temos que

(f20f1)(x) = el = e = f(x), paracada xé€R,
isto é,
f="of.

As fungdes f; e f; sdo fungdes diferencidveis em R.
Logo, da Regra da Cadeia, a fungdo f = f; o f; também serd diferencidvel em R.
Além disso sua funcdo derivada serd dada por:

£/(x) = [f 0 1) (x) = £2' [, ()] 1/ () W)=t e =2 5 e , paracada x€eR,
como afirmamos acima.
Exercicio 6.9.4 Consideremos f: R\ {0} —» R\ {0} dada por

1
f(x) =e ¥, para cada x #0.

Entdo a fungdo f serd diferencidvel em R\ {0} e além disso a funcdo derivada da fungdo f ,
f’:R\{0} = R serd dada por

2 _1
f’(x):;e x12, para cada x # 0.
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Resolucgao:
Sejam f1 : R\ {0} - Re f; : R — R dadas por

1°1(X)£—l e fa(y) =eY,

X2
onde x € R\ {0} ey € R.
Entdo temos que

(fof))(x) =™ =¢ x]iz:f(x), para cada x € R\ {0},

isto é,
f="f,of.

As fungbes f; e f, sdo fungdes diferencidveis em R\ {0} e em R, respectivamente logo, da Regra da
Cadeia, a fungdo f = f; o f; também serd diferencidvel em R \ {0}.
Além disso sua funcdo derivada serd dada por:

f2/(y)=e¥ e 1’ (x)=F 2

f/(x) = [f20f1]'(x) = £2'[f1(x)] 1/ (x) = ;e_xiz , paracada x&R\{0},

como afimramos acima.
A representacdo geométrica do gréfico da fungdo f é dada pela figura abaixo:

Observagao 6.9.3 No Ezercicio acima se definirmos
f(0)=0

entdo pode-se mostrar que a funcdo f serd diferencidvel em R (ou seja, serd diferencidvel em
x =0) e que a fungdo derivada f': R — R serd dada por:

Isto serd mostrado mais adiante.

Podemos agora completar o estudo da diferenciabilidade de todas as fungdes bésicas apresentadas
no Capitulo 4.
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6.10 Funcao potenciacao utilizando a regra da cadeia

A seguir aplicaremos a Regra da Cadeia para reobter a derivada da fungdo potenciagdo (vista na
Proposigdo (E)) entre outras.

Observagao 6.10.1

1. Sejaa>0, a#1.

Um outro modo de estudarmos a difereciabilidade da fungdo h: R — R dada por
h(x) =a*, para cada x€R

€ lembrarmos que a func¢do potenciacdo com base a ¢ definida por:

a* = e parg cada x € R.

Assim se considerarmos as fungdes f,g: R — R dadas por
f(x) =x1n(a), paracada x€R e ¢(y)=eY, paracada yeR,

teremos que
(gof)(x) = el = e*nld) — h(x), para cada x € R,
ou seja,
h=gof.
Como as fungées f e g sdo diferencidveis em R seque, da Regra da Cadeia, que a fungdo
h =gof serd diferencidvel em R.

Além disso, para x € R, teremos

R P VN )
a[a]—[g fl'(x) " =

= ¥ In(a) = In(a) a*,

g '[f(x)]1 f'(x) = 7 ef™¥ In(a)

ou seja, a func¢do derivada serd dada por:

d

X
—a
dx

=In(a)a*, para cada x€R,

como foi obtido anteriormente na Proposi¢do (E=Z1), utilizando-se outro modo.

2. Sejac eR.
Lembremos que a fun¢do potenciagdo com expoente ¢ € a fungdo h: (0,00) — R dada por

x¢ = 2 para cada  x € (0, 00).

Assim se considerarmos as fungdes f: (0,00) 2 R e g: R — R dadas por
f(x) =cln(x), para cada x € (0,00) e gly) =eY, para cada ye<R,
segue que

(gof)(x) =glf(x)] = ef™ = eInX) —n(x), para cada x € (0,00),
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ou seja,

h=gof.
Como as fungées f e g sdo diferencidvels em seus respectivos dominios segue, pela Regra
da Cadeta, que a fungdo h = go f serd diferencidvel em (0,00).

Além disso, se x € (0,00) temos

d E "(y)=eY e f’(x)=ct 1
a[xc] _ [9 Of]/(x) (E) g ’[f(x)} f/(X) g’'(y)=e ; (x)=c ef(x).c-; —c ecln(x) .X_1 _ CXC_],
=x¢
ou seja, a funcado deriwada serd dada por:
axc =cx“", para cada x € (0,00), (6.66)

Conclusao: vale a mesma regra que valia quando c € {2,3,4,---}.
Podemos com isto considerar o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 6.10.1 Mostre que a func¢do h:[0,00) — R dada por

h(x) =\/x+Vx+1, para cada x € [0,00)

¢ diferencidvel em [0,00) e encontre a sua fun¢do derivada, h':[0,00) — R.

Resolugao:
Consideremos as fungdes f, g : [0,00) — R dadas por

f(x) =x++vVx+1, paracada x€[0,00) e g(y)= \/g:y%, para cada y € [0, 00).
Além disso, consideremos as fungdes t,s : R — R dadas por
t(x) =x, paracada x€eR e s(z)=z+1, paracada zeR.
Como as fungdes g, t e s sdo diferenciaveis em seus respectivos dominios segue, da Regra da Cadeia
e das operagOes elementares de diferenciagdo, que a fungdo t + (g o s) também serd diferencidvel em

[0, o).
Mas

[t+ (gos)l(x) =t(x) +gls(x)] =x+Vx+1=1(x), paracada x € [0,00),

ou seja, a fungdo f é diferencidvel em [0, co).
Além disso

(x)=1 e (EZZ es’(x)=1
f/(x):[t—i—(gos)]/(x):t/(x)—i—(gos)’(x)tU ]:(—)1+g'[s(x)]s’(x) _ s
1 1 1
:14_2 X_H]:]-f—z\/ﬁ, para cada x € [0,00). (6.67)

Como as funcgdes fungdes f e g sdo diferencidveis em seus respectivos dominios, pela Regra da

Cadeia, segue que a funcdo (g o f) serd diferencidvel em [0, c0).
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(gof)(x) = \/x—i—i Vx+1, paracada x € [0,00),

ou seja, a funcdo h serd diderencidvel em [0, co).
Além disso:

Mas

R/ = (gof)'(x) S gl £/ VT T E
= [ s = [+
_zm Zm _Zm zm )

ou seja, a funcdo derivada da fungio h, h': [0,00) — R, serd dada por

1

1
- [1—1—], para cada x € [0, c0).
2 X+ vx+1 2vx +1

6.11 Funcoes hiperbdlicas

Nesta segdo estudaremos a diferenciabilidade das fungdes hiperbdlicas.
Antes temos a seguinte observacdo que serd ttil no estudo das mesmas.

Observagao 6.11.1 Lembremos que se f: R — R € a func¢do dada por
f(x) =—x, para cada x € R.

entdo a fungdo f serd diferencidvel em R e além disso a fungdo deriwvada da fungdo f, isto €,
f':R — R, serd dada por:
f'(x) =—1, para cada x€R.

6.11.1 Funcgao seno-hiperbdlico

Proposicao 6.11.1 A funcdgo senh : R — R € diferencidvel em R e além disso a sua funcdo
derivada da funcdo, senh’ : R — R serd dada por:

senh’(x) = cosh(x), para cada, para cada x € R. (6.68)

Demonstragao:
De fato, da Observagdo (EZIT1) segue que

senh(x) = % [e" — ef("]} , X€ER.

Logo, da Observagdo (ETT1) e da Regra da Cadeia, segue que a fungdo senh é diferencidvel em R
e além disso

senh’(x) = d% {; [ex — ex]} fle)=—= % {; [ex _ ef(x)} }

1 4 ex—eX ¢ 3 Regra da Cadeia |
— _ {d[eX] . i [ef(x)]} ax € =€ :g 1 _ 2 |:€X . ef(x) ii(x)]

e* — ef(").(—n} = "~ [e*+e ] =cosh(x), paracada x€R,

como queriamos demonstrar.
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6.11.2 Funcao cosseno-hiperbdélico

Proposicao 6.11.2 A fungdo cosh : R — R ¢é diferencidvel em R e além disso a sua funcdo
deriwada da funcdo, cosh’ : R — R serd dada por:

cosh’(x) = senh(x), para cada xcR. (6.69)

Demonstracao:
De fato, da Observagdo (1) segue que

1
cosh(x) = 3 [e" + ef(")] , paracada x€R.

Logo, da Observagdo (EIT11) e da Regra da Cadeia, segue que a fungdo cosh é diferencidvel em R
e além disso

1 = 1
cosh’(x) = % {2 [e* + ex]} flx)=—x dix {2 [ex n ef(x)”
X

S d

_ 1 d d f(x) % eX=eX e a R_egra da Cadeia | X £(x) df

_Z{dx[e]—i_dx[e } = Ee—i—e a(x)
s. (BT 1 =

Obs. (EFH) 3 [e" + ef(").(—n} = 3 [e¥ —e™™] = senh(x), paracada x€R,

como queriamos demonstrar.

6.11.3 Funcgao tangente-hiperbdlica

Proposicao 6.11.3 A funcdo tgh : R — R ¢é diferencidvel em R e além disso a sua fungdo
derivada da func¢do, tgh’:R — R serd dada por:

tgh'(x) = sech’(x), para cada x € R. (6.70)

Demonstragao:
Das Proposigdes (EEI1), (EEI12), segue que a fungdo tgh serd diferencidvel em R (pois é quociente
de duas fungdes diferencidveis e cosh(x) # 0, para cada x € R) e além disso

sgh’(x) = d [senh(x)] _ senh’(x).cosh(x) — senh(x).cosh’(x).
dx | cosh(x) cosh?(x)
Prop. (ETI3) e (5213) cosh(x).cosh(x) — senh(x).senh(x)
B cosh?(x)
Prop. (€M) item (a) 1

= sech?(x aracada x€R
cosh2(x] (x), p ;

como queriamos demonstrar.

6.11.4 Funcgao cotangente-hiperbdlica

Proposicao 6.11.4 A fungdo cotgh : R\ {0} —» R ¢é diferencidvel em R\ {0} e além disso a sua
func¢do derivada da funcdo, cotgh’: R\ {0} — R serd dada por:

cotgh’(x) = —cossech?(x), para cada x € R\{0}. (6.71)
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Demonstragao:
Das Proposigdes (EEI11), (EE112), segue que a fungdo cotgh serd diferencidvel em R \ {0} (pois é
quociente de duas fungdes diferencidveis e senh(x) # 0, para cada x # 0) e além disso

cotgh’(x) = d [cosh(x)] _ cosh’(x).senh(x). — cosh(x).senh’(x)
dx | senh(x) senh?(x)
Prop. (ETIJ) e (51r3) senh(x).senh(x). — cosh(x).cosh(x)
B senh?(x)
Prop. (EXZ3) item (a)  —1

—— = —cossech?(x), paracada xeR\{0},
senh”(x)

como queriamos demonstrar.

6.11.5 Funcgao secante-hiperbdlica

Proposicao 6.11.5 A fung¢do sech : R — R é diferencidvel em R e além disso a sua fungdo
derivada da funcdo, sech’ : R — R serd dada por:

sech’(x) = —sech(x).tgh(x), para cada x € R. (6.72)

Demonstragao:
Das Proposigées (E111),(EIT2), segue que a fungdo sech serd diferencidvel em R (pois é quociente
de duas fungdes diferencidveis e cosh(x) # 0, para cada x € R) e além disso

sech’(x) = d { ! } _ 1’.cosh(x) — 1.cosh’(x).
dx | cosh(x) cosh?(x)
Prop. (ETT3) e (E773) —senh(x)
E ‘cosh?(x).
1 senh(x)

= ~osh(x) cosh(x) = —sech(x).tgh(x), paracada x€R,

como queriamos demonstrar.

6.11.6 Funcao cossecante-hiperbdélica

Proposicao 6.11.6 A funcdo cossech: R\ {0} —» R € diferencidvel em R\ {0} e além disso a sua
fungdo derivada da funcdo, cossech’ : R\ {0} — R serd dada por:

cossech’(x) = — cossech(x).cotgh(x), para cada x € R\ {0}. (6.73)

Demonstracao:
Das Proposigbes (EIT1), (EE112), segue que a fungdo cossech serd diferencidvel em R \ {0} (pois
é quociente de duas funcdes diferencidveis e senh(x) # 0, para cada x # 0) e além disso

cossech’(x) = 4 { ! ] _ 1.senh(x). — 1.senh’(x)
dx | senh(x) senh?(x)
Prop. (ET13) e (E73) — cosh(x)
N “senh?(x)
1 cosh(x)

= — senh(x) senh(x) = —cossech(x).cotgh(x), paracada x € R\{0},
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como queriamos demonstrar.

6.12 Funcoes hiperbdlicas inversas

Para estudar a diferenciabilidade das fungdes hiperbélicas inversas utilizaremos o Teorema da Derivada
Funcéo Inversa (isto é, o Teorema (E=)).

6.13 Funcao arco-cosseno-hiperbdlico

Proposicao 6.13.1 A fung¢do arccosh: (0,00) — (1,00) € diferencidvel em (0,00) e além disso a
sua funcdo derivada da fungdo, arccosh’:(1,00) — R serd dada por:

arccosh’(y) = ?, para cada Y € (1,00). (6.74)

Demonstragao:
Como vimos anteriormente (veja segdo 23-1 do Capitulo 4, pagina 116) a fungdo cosseno-hiperbdlico

cosh : (0,00) — (1, 00)

é bijetora.
Além disso, da Proposigdo (EZI13), segue que ela é diferencidvel em (0,00) e

cosh’(x) = senh(x) # 0, paracada x € (0,00).

Assim segue, do Teorema da Derivada da Funcdo Inversa (isto é, do Teorema (EE)), que a
fungdo inversa associada a funcdo cosh, isto é, a fungdo arccosh : (1,00) — (0, 00), serd diferencidvel
em (1,00).

Além disso, para cada y € (1,00), sabemos que existe um dnico x € (0, 00) tal que y = cosh(x), e
assim teremos:

d(L arccosh(y) y:ccih(x) 1 _ 1 senh(x)>0 se x>0, logo:senh(x):\/coshz(x]f1 1

4 [cosh(x)] senh(x) cosh?(x) — 1
dx
cosh(x)=y 1

= ? y

como queriamos demonstrar.

6.14 Funcao arco-seno-hiperbdlico

Proposicao 6.14.1 A fungdo arcsenh : R — R € diferencidvel em R e além disso a sua funcdo
deriwada da funcdo, arcsenh’:R — R serd dada por:

1
arcsenh’(y) = A para cada Yy € R. (6.75)
Y
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Demonstragao:
Como vimos anteriormente (veja a se¢do 23-2 do Capitulo 4 - pdg. 117) a fungdo seno-hiperbdlico

senh: R — R

é bijetora.
Além disso, da Proposicdo (ECTTT), segue que ela é diferencidvel em R e

senh’(x) = cosh(x) # 0, paracada x € R.

Assim segue, do Teorema da Derivada da Fungdo Inversa (isto é, o Teorema (E2)), que a fungéo
inversa associada a funcdo senh, isto é, a fungdo arcsenh : R — R, serd diferencidvel em R.
Além disso, se y € R, sabemos que existe um tnico x € R tal que y = senh(x) e assim teremos:

y:sgh(x) 1 1 cosh(x)>1>0, logo cish(x]:\/1+senh2(x) 1

()] ~ cosh(x)

d
@ [arcsenh(y)]

d
™ [senh 1+ senh?(x)

senh(x)=y 1
T+y2’

como queriamos demonstrar.

6.15 Funcao arco-tangente-hiperbdlico

Proposicao 6.15.1 A fung¢do arctgh: (—1,1) — R € diferencidvel em (—1,1) e além disso a sua
funcdo derivada da funcdo, arctgh’:(—1,1) — R serd dada por:

arctgh’(y) = para cada y € (—1,1). (6.76)

1—y?’

Demonstracao:

Como vimos anteriormente (veja a segdo 23-3 do Capitulo 4, pdgina 118) a fungdo tangente-
hiperbélico
tgh: R — (—1,1)

é bijetora.
Além disso, da Proposi¢do (EITT), segue que ela é diferencidvel em R e
tgh'(x) = sech’(x) #0, paracada xe€R.
Assim segue, do Teorema da Derivada da Fungdo Inversa (isto é, o Teorema (EZ21)), que a fungéo
inversa associada a fungdo tgh, isto é, a fungdo arctgh: (—1,1) — R, serd diferencidvel em (—1,1).

Além disso, se y € (—1,1), sabemos que existe um tnico x € R de modo que y = tgh(x), e assim
teremos:

i[arctgh(y)] y:téh(x) 1 _ 1 _ 1 _ 1
dy da [tgh(x)] sech?(x) 1 cosh?(x) — senh?(x)
dx cosh?(x) cosh?(x)
. 1 tgh(_x]: 1
C1—tgh’(x)  T—y?’

como queriamos demonstrar.
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6.16 Funcao arco-cotangente-hiperbdlico

Proposicao 6.16.1 A fung¢do arccotgh: R\ [—1,1] — R\ {0} € diferencidvel em R\ [—1,1] e além
disso a sua funcdo derwada da funcdo, arccotgh’: R\ [-1,1] — R serd dada por:

1
arccotgh’(y) = T para cada y € R\ [—1,1].
Demonstracao:
Como vimos anteriormente (veja a Segdo 23-4 do Capitulo 4, padgina 120) a fungdo cotangente-
hiperbélico

cotgh : R\ {0} = R\ [-1,1]

é bijetora.
Além disso, da Proposigdo (EZITT1), segue que ela é diferencidvel em R\ {0} e

cotgh’(x) = — cossec’h(x) #0, paracada x € R\{0k.

Assim segue, do Teorema da Derivada da Fungdo Inversa (isto é, o Teorema (E51)), que a fungédo
inversa associada a fungdo cotgh, isto é, a fungdo arccotgh: R\ [—1,1] — R\ {0}, serd diferencidvel
em R\ [—1,1].

Além disso, se y € R\ {0}, sabemos que existe um dnico x € R\ [—1, 1], de modo que y = cotgh(x),
e assim teremos:

d y=cotgh(x) 1 1 1 1
@[arccotgh(y)] B da [cotgh(x)] B — cossech?(x) T 1 T cosh?(x) — senh?(x)
dx senh?(x) senh?(x)
B 1 cotgh(x)=y T 1
_cotghz(x)—1 Ty -1 1=y

como queriamos demonstrar.
O

Observacgao 6.16.1 Observemos que a deriwada das fungbes arctgh e arccotgh teém a mesma

expressdo, a saber:
1

1—y?

O que as diferenciam sdo seus dominios, a saber, (—1,1) e R\ [—1,1], respectivamente.

6.17 Funcao arco-secante-hiperbdlico

Proposicao 6.17.1 A fungdo arcsech : (0,1) — (0,00) € diferencidvel em (0,1) e além disso a
sua funcdo derivada da func¢do, arcsech’: (0,1) — R serd dada por:

—1
arcsech’(y) = ———, para cada y € (0,1).

yvi—y
Demonstragao:
Como vimos anteriormente (veja segdo 23-5 do Capitulo 4, na pdg. 121) a fungdo secante-
hiperbélico

sech : (0,00) — (0,1)
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é bijetora.
Além disso, da Proposigdo (ECIT), segue que ela é diferencidvel em (0,00) e

sech’(x) = —sech(x).tgh(x) # 0, paracada x € (0,00).

Assim segue, do Teorema da Derivada da Fungdo Inversa (isto é, o Teorema (E21)), que a fungéo
inversa associada a fungdo sech, isto é, a fungdo arcsech: (0,1) — (0, o), serd diferencidvel em (0, 1).

Além disso, se y € (0,1), sabemos que existe um unico x € (0,00), de modo que y = sech(x), e
assim teremos:

i[alrcsech( j) Yok —1 _ —1 B 1
dy Y d [sech(x)] —sech(x).tgh(x) —1  senh(x)
dx cosh(x) cosh(x)
x>0 entéo_senh(x)>0 —1
1 cosh?(x) — 1
cosh(x)  cosh(x)
cosh()ﬂz1>0 —1 B -1
1 cosh’(x)—1 1. [ 1 =
cosh(x) cosh?(x
cosh(x) cosh?(x) (x)
_ —1 sech(x)=y —1
- - T )
sech(x)y/1 — sech?(x) yv1—y?

como queriamos demonstrar.

6.18 Funcao arco-cossecante-hiperbdlico

Proposigao 6.18.1 A fung¢do arccossech : R\ {0} — R\ {0} € diferencidvel em R\ {0} e além disso
a sua fun¢do derivada da fungdo, arccossech’: R\ {0} — R serd dada por:

arccossech’(y) para cada y € R\ {0}

9
iy’

Demonstracgao:

Como vimos anteriormente (ver a segdo 23-6 do Capitulo na pagina 123) a fungdo cossecante-
hiperbélico
cossech : R\ {0} — R\ {0}

é bijetora.
Além disso, da Proposi¢do (EIT1), temos que ela é diferencidavel em R \ {0} e

cossech’(x) = — cossech(x).cotgh(x) # 0, para x & R\{0}.

Assim segue, do Teorema da Derivada da Fungdo Inversa (isto €, o Teorema (EE)), que a fungdo
inversa associada a fungdo cossech, isto é, a fungdo arccossech : R\ {0} — R\ {0}, serd diferencidvel
em R\ {0}.
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Além disso, se y € R\ {0}, sabemos que existe um tinico x € R\ {0}, de modo que y = cossech(x),
€ assim teremos:
d y=cossech(x) 1 1 —1
el h = = =
dy [arccossech(y)] d — cossech(x). cotgh(x) 1 cosh(x)
— [cossech(x)]
dx senh(x) senh(x)

cosh()i21>0 —1
1 1+ senh?(x)
senh(x) senh(x)
senh? (x)=]| senE(x)\ senh?(x) —1 . —1
| L) i e
senn{x senh”(x
| senh(x)| senhz(x)
. —1 cossec&(x):y —1
- Y s weat )
|cossech(x)|\/cossechz(x) +1 lylvy? +1
como queriamos demonstrar.
O

6.19 Derivagao implicita
Observacgao 6.19.1

1. As fungbes consideradas até agora foram dadas explicitamente, ou seja, conhecemos a let
que nos fornece o valor da fungdo em cada ponto do seu dominio, erplicitamente.

2. Entretando em musitas situagbes poderemos ter fungdes para as quais nao conhecemos o
seu valor explicitamente por meio de uma ler stmples, que associa a cada valor da varidvel
independente um (Unico) valor da varidvel dependente (ou seja, da fungdo).

Por ezemplo, suponhamos que uma fungdo f: A — R € dada pela segquinte relagdo:

Para cada x € A temos que o valor f(x) deve satisfazer a seguite equagdo:

[F(x)]* — 4f(x)] = x> —x. (6.77)

Neste caso podemos nao ter, de modo ezplicito, y = f(x), para x € A, onde A é um
subconjunto de R.

3. Como serd visto no curso de Cdlculo II, podemos impor condigbées sobre a equagdo dada
de modo que possamos garantir que a equagdo defina uma fungdo y = f(x), para x € A.

Além disso, como serd wvisto mo curso de Cdlculo II, poderemos, sob certas condigdes,
garantir que a funcdo f seja diferencidvel em A sem que, necessariamente, conhecamos
sua ler de associag¢do, explicitamente.

4. Nosso problema aqui serd, supondo que uma equagdo envolvendo duas vdridveis (por ezem-
plo, x e y), defina uma fungdo de uma varidvel em relagdo a outra, por ezemplo, y = f(x),
para cada x € A, que seja diferencidvel em algum subconjunto de A C R, como encontrar

a sua derivada em um ponto de A, isto €, f'(x), para x € A?



266 CAPITULO 6. FUNCOES DIFERENCIAVEIS

Para ilustrar utilizaremos o Ezemplo (EZIQ) acima.

Suponhamos que a equagdo (B6-71) defina uma fungdo f: A — R que seja diferencidvel no
conjunto A, para algum A C R.

Utilizaremos a Regra da Cadeia para encontrar f'(x,), onde x, € A.

Para 1wsto, deriwvando-se a equagdo (6-71) em relagdo a x obteremos:

% {[f(x)]z —4[f(x)]} = % {x3 —x} . (6.78)
=3x2—x

Utilizando a Regra da Cadeia no lado esquerdo da identidade acima, obteremos:

2 Lo — 4t} = d% [160P} 4.2 110

Regra da Cadea

2F(x) f'(x) — 4f'(x)
= [2f(x) —4]f ' (x).

Substituindo em (-73), obteremos
2f(x) —4]f'(x) = 3x* — x,

ou seja, se f(x) # 2, teremos

3% —x
f/ =
) =S —a
ou ainda, se Yo = f(x,), seque que
3x2 —x
f/(xo) = 52—,
(%0) 2y, —4

5. Notemos que Yo, = f(x,) deverd ser diferente de 2 para que a expressdo acima faga sentido.

6. Vale observar que estamos supondo que a equagao acima define y como fungdo de x, ou
seja, y = f(x), para x € A, para algum A C R.

Nem sempre isso € verdade, ou seja, ezistem equagbes nas varidvels x, Y que nao definem
Yy como fungdo de x, nem x como fungdo dey.

Como por exzemplo a equagdo:
X +yr+1=0.

Na equacdo nao ezistem (x,y) € R? satisfazendo a equacdo !
A seguir aplicaremos as idéias acima ao seguinte exemplo:

Exemplo 6.19.1 Supondo que a equac¢do

xy+y?t=0 (6.79)
define y como fungdo de x (ou seja, y = y(x)) para x € A C R, de modo diferencidvel em A,
d d
encontrar —y(x) e —yﬂ), sabendo que y(1) = —1.
dx dx
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Resolucgao:

Notemos que, de fato,

ou seja, (x,y) = (1,—1) satisfaz a equagdo (EZA), pois
1 (=1) + (-1 =0.

Como estamos supondo que a fungdo y = y(x) é diferencidvel em A, derivando-se a equagdo (EZ7d)
em relacdo a x, obteremos:

é%ﬁUmmwﬁwzibw4+db%ﬂ
=0
— {(i( [x“} y(x) +x4.i[y(XJ]} + d% [yz(X)}

Regra da Cadeia 3 4 djy dﬁy
= {4x y(x) +x". ™ (x)} + 2y(x). T (x)

d
= ay(x) + [x' +2y00] ),
ou seja,
diy (X) _ _4X3 Yy (X)
dx 7 xt 4+ 2y(x)’
Portanto

dy,,,  —4B3y(1) yo=— —4.(-1)
= 14+ 2.y(1) T+2.(=1)

|
ha

Temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 6.19.1 Encontre a equacdo da reta tangente & representacdGo geométrica do grdfico
da equagdo

Xyt =9 (6.80)
no ponto ﬂ —3\—&
P 20 2 )
Resolucgao:
Observemos que a representagdo geométrica do grafico da equagdo acima é uma circunferéncia de
, , 3vV2 3V2) . o
centro na origem e raio 3 e que o ponto P = ST é um ponto do grafico da equagdo (veja

figura abaixo) pois,

() 8)
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Observemos que a equagéo acima define y como fungéo de x, ou seja, podemos obter y = y(x)

3v2

para x € A = (—3,3), e esta serd uma fungio diferencidvel em x, = —

Para mostrar isto, basta definir a fungdo y: (—3,3) — R dada por

y(x) = —v9—x?, paracada x € (—3,3)

e estudar a diferencibilidade da mesma no intervalo (—3,3).
Deixaremos esta verificagdo como exercicio para o leitor.
Logo a equagdo da reta tangente a representagdo geométrica do grafico da equagdo (E=20) no ponto
3vV2 3V2 .
——,——— | serd dada por
2 2
Y—Yo = y/(XO)(X —Xo),
onde

3V2 3V2
UOZU(XO):—T e XOZT.

Para calcular y’(x,) derivaremos, implicitamente, a equagdo (EZ=20) em relagdo a x, isto &,

do_4d [xz +y2} - [Xz} T [yz(x)] Regre d2 Cadee 4 2y (x). 52 (),

dx dx dx dx Tdx
=0
assim q 5
dy, . —2x = x B
™ (x) = ) - v para cada x € (—3,3).
Portanto
3v2 3V2
dj(x)_dl 3v2 _ 2 y(gzﬂ)_:_¥_ 2 _q
dx 7 dx \ 2 ) 3v2 32 o

. . A 7T .
ou seja, geometricamente, temos que a reta tangente forma angulo de 7 com o eixo Ox.
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Assim a equagdo da reta tangente a representacio geométrica do grafico da equagdo (E=0) no

3V2 32

ponto <2,—2> serd dada por:

ou seja,

Geometricamente temos

A seguir temos o seguinte exemplo aplicado:

Exemplo 6.19.2 Uma escada de 5m de altura estd apoiada em uma parede vertical.

Se a base da escada € deslocada da parede, ma dire¢do horizontal, a velocidade de 4m/s
pergunta-se, a que velocidade deslizard a parte superior da escada ao longo da parede vertical

quando a base da escada se encontra a 3m da parede?

Resolucgao:

Consideremos o sistema de coordenadas xOy de tal modo que o eixo Ox sera a reta horizontal, que
contém a base escada, o eixo Oy a reta vertical, que descreve a parede, onde a escada estd apoiada

(veja a figura abaixo).

escada

/




270 CAPITULO 6. FUNCOES DIFERENCIAVEIS

Consideremos ainda:

t: 0 n.o de segundos transcorridos apés a escada ter comecado a mover-se;
x: o n.o de metros da base da escada até a parede, no instante t seg;
Yy: o n.o de metros do topo da escada até o chédo, no instante tseg.

Geometricamente teremos:

4m/s

Denotemos por A, o ponto da base da escada que estd apoiado no ch@o no instante t seg e por B,
o ponto do topo da escada que estd apoiado na parede no instante t seg (veja a figura acima).

Temos que a distdncia da base da escada a parede é uma fungdo de t, isto é, x = x(t), assim como
a distancia do topo da escada ao chdo também é uma fungdo de t, ou seja, y = y(t).

Aplicando o Teorema da Pitdgoras ao tridngulo retdngulo AOAB obtemos

x* +y? = 5% = 25, (6.81)
ou seja, as fungdes x = x(t) e y = y(t) sdo dadas, implicitamente, pela equagdo (EXZT), ou seja,
x2(t) + yz(t) =25, paracada te[0,00). (6.82)

Suponhamos que a equagédo (EE1) nos fornega, implicitamente, x = x(t) e y = y(t), como fungdes
diferencidveis em relacdo a t, para t € (0, c0).
Derivando a equagdo (E22) em relagdo a t, para t € (0, 00), obteremos:

A5 d

a@ Regra da Cadeia dx d y
dt dt B
——

2x(1). 50 (1) + 2y(t). =2 (1)

X (t) +y(t) — o

ou seja,
) , paracada te (0,00). (6.83)

Sabemos que a escada é arrastada da parede a uma velocidade de 4 m/s, ou seja,
x'(t) =4m/s, paracada t € (0,00).
Além disso, para algum t, € (0,00), temos que

x(to) =3,
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e de (ET) (isto &, x*(to) + y*(to) = 25), segue que

U(to) =4.

Assim, de (E3), obteremos:

—34
y'(te) = - —3m/s,

isto €, o topo da escada desliza a velocidade de —3 m/s (o sinal negativo indicada que a o topo da
escada desliza no sentido do chdo).
Para finalizar este capitulo deixaremos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 6.19.2 Um tanque em forma de um cone circular reta invertido com altura 5m e
raio da base 1m é enchido de dgua a uma velocidade de 2m3/mim.

Pergunta-se: com que velocidade sobe o nivel da dgua quando temos uma camada de dgua
de 3m de profundidade?

Resolucgao:
Consideremos:

t: o n.o de segundos transcorridos apds o tanque comecar a encher;

h: 0 n.o de metros da camada de dgua transcorrido t min;

T: 0 n.o de metros do raio da circunferéncia da superficie da camada de 4gua transcorrido t min;
V: o n.o de metros ctibicos de dgua no tanque no instante t min.

Geometricamente temos:

2m3 /min

Observemos que a altura da camada de dgua serd uma fungio do tempo t, isto é, h = h(t), para
t € [0,00) e, de modo semelhante, o raio da superficie da camada de dgua também serd uma fungdo
do tempo t, isto é, r = r(t), para t € [0,00), e assim o volume da camada de dgua no tanque também
serd uma funcdo do tempo t, a saber, V = V(t), para t € [0, c0).

Sabemos que o volume de um cilindro circular reto cujo raio da base é r e altura é h é um tergo
da 4rea da base pela sua altura, isto §,

1
V = gT[Tzh,
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ou seja,
1

V(t):§7rr2(t) h(t), paracada te[0,00). (6.84)

Na figura abaixo temos que os tridngulos AABE e AACD sédo semelhantes (caso AAA).

Logo segue que

AB AC
BE CD
Mas
AB=h, BE=1, AC=5 e CD=1.
Assim, a relagdo (E2H), tornar-se-a:
h 5 . 1
T ou seja, r_gh.
Substituindo-se a expressdo acima em (E=4) obteremos:
V(t) = L lh(t) ’ h(t) = ln}ﬁ(t) (6.86)
3705 75 ' '

Supondo que a equagdo (E=EH) nos fornece o volume e a altura da camada de dgua em fungdo do
tempo t como fungdes diferencidveis em relagdo a t, para t € (0,00), derivando a equagdo (E=3) em
relagdo a t, obteremos:

aVv . i l 3 Regra diCadeial 2 @
FTRRARFT! [757Th (t)] - 75" [% O (t)]
— 1 2 /
= =R (R (E). (6.87)

Vale observar que queremos encontrar h'(t), quando h = 3 m (n&o sabemos que instante t corres-
ponde essa altura h(t) !).
Sabemos que

V/(t) =2m?/min, .

Logo, segue de (EX1), que
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Fazendo h = 3 obteremos =0

lh=3 = or’

ou seja, a velocidade com que a superficie da camada de dgua sobe quando a altura da camada de

h'(t)

dgua é 3m serd de 9—m/s.
T
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Capitulo 7

Maximos ou Minimos de Funcoes Reais
de Uma Variavel Real

7.1 DMotivacao

Dada uma fungdo f : A — R, onde A é um intervalo aberto de R, de tal modo que a fungdo f seja
diferencidvel em A, entdo a interpretagdo geométrica da funcdo derivada pode ser vista como a in-
clinagdo da reta tangente (mais especificamente, o coeficiente angular da reta tangente) a representagéo
geométrica do grafico de f em um ponto da representagdo geométrica do grafico da funcéo f.

Este fato nos ajudara a encontrar uma representagio geométrica do grafico da fungéo f; na verdade
a fungdo derivada f’ é a "fungdo delatora” (que, de certo modo, conta o comportamento da fungéo f),
como veremos neste capitulo.

7.2 Maximos ou minimos locais (ou relativos) de uma funcgao real
de uma variavel real

Comecaremos pela:

Definigao 7.2.1 Sejam A é um intervalo aberto de R, f: A - R e a € A.

Diremos qua a funcdo f tem um ponto de maximo local (ou relativo) em x = a se pode-

mos encontrar 6 > 0 tal que

f(x) < f(a), paracada x€ (a—5d,a+d)NA.

Neste caso f(a) serd dito valor do méaximo local da fungao f em x = a.

275
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Diremos qua a fungdo f tem um ponto de minimo local (ou relativo) em x = a se pode-

mos encontrar § > 0 tal que
fla) <f(x), paracada x€(b—205,a+38)NA.

Neste caso f(a) serd dito valor do minimo local (ou relativo) da fungao f em x = a

Se a funcdo f tem wm ponto de mdrimo ou minimo local (ou relativo) em x = a dire-
mos que a fungdo f tem um ponto de extremo local (ou relativo) em x = a e f(a) serd dito
valor do extremo local (ou relativo) da funcao f em x = a.

Observagao 7.2.1 Se a fungdo f tem um ponto de mdzimo local (minimo local, respectivamente)
em x = a, significa, empiricamente, que "perto” do ponto x = a, a fung¢do f nao assume valores
maztores (menores, respectivamente) que o valor f(a).

Consideremos o:

Exemplo 7.2.1 A funcdo f: R — R dada por

cos(x), se x¢€ (—g, g) )
f(x) = ;

X, Sse XE€ <—oo,—72—r> ou X € ( ,72—T>
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tem um ponto de mdzximo local em x =0 e um ponto de minimo local em x = g
Resolugao:
A representacdo geométrica do gréfico da fungdo f é dada pela figura abaixo:

« Yy =x

SR e e

temos que, se

segue que
f(x) = cos(x) < 1 =cos(0) = f(0),

mostrando que a fungdo f tem um ponto de méximo local em x = 0, cujo valor de méximo local em
x =0 serd
f(0) =cos(0) =1.

Por outro lado, se tomarmos, por exemplo,

s

5= 0
29

temos que, se
T T
x € (f—zs f+5> — (0, 7),

2 ' 2
segue que
s T
0= (3) =13
(x) > cos | 5 )

mostrando que a fungdo f tem um ponto de minimo localem x = %[, , cujo valor de miimo local em

T
x = serd

((3) e (5) -0

Temos também o seguinte exercicio, cuja resolugdo serd deixada a cargo do leitor.
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Exercicio 7.2.1 Consideremos f: R — R dada por

x+2, para xé€ (—o0,—1]
f(x) =< x*, para xe(—1,1)

1, para x€[l,00)

Afirmamos que a fungdo f tem um ponto de minimo local em x = 0, um ponto de mdzrimo
local em x = —1 e em todo ponto de x € [1, o).

Resolugao:
A representacdo geométrica do gréfico da fungéo f é dada pela figura abaixo.

y=x+2

Observagao 7.2.2 Observemos que no Ezercicio acima a fungdo f tem um ponto de minimo
relativo em x =0 e é diferencidvel em x = 0.
Além disso temos que

f(x) — f(0) —Z<x<Z x? — 0 x40

! _ . —_ . Z . —
f(o)_xlg(l) x—0 ili% x—0 >1<IE<1)X 0,
ou seja,
f'(0) =0

ou ainda, a reta tangente a representagdo geométrica do grdfico da fungdo f mo ponto (0,f(0))
€ da forma
y —f(0) = 0.(x —0),

1sto é€,
y=0
logo uma reta horizontal !
Isto ocorre em geral, como garante o sequinte resultado.

Teorema 7.2.1 Sejam A um wntervalo aberto de R, a € A e f: A — R uma fungdo que tem um
ponto de extremo local em x = a.
Se a funcgdo f € diferencidvel em x = a entdo deveremos ter

f’(a) =0.
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Demonstracao:
Suponhamos que a fungdo f tenha um ponto de maximo local em x = a.

A demonstragdo do caso em a fungdo f tem um ponto de minimo local em x = a é semelhante a

que apresentaremos e serd deixada como exercicio para o leitor.
Sabemos que a fungdo f é diferencidvel em x = a, logo existe
f(x) — f(a)

f'(a) = lim
x—a X —a

Como a fungdo f tem um ponto de méximo local em x = a deverd existir & > 0, que podemos

supor ser suficientemente pequeno para que (a —d,a+ 6) C A, tal que

f(x) < f(a), paracaca x¢€ (a—¥b,a+9),

que é equivalente a escrever

f(x) —f(a) <0, paracada x€ (a—d,a+?9).

Assim, se x € (a — 9, a), segue que

_ f(x)—f(a)<0 e x—a<0
flx) = f(a) A0 ex00 |
X—a

Logo, do Corolario (EZ1), segue que

f(x)—f
tim T =) (7.1)
x—a~ X—a
Por outro lado, se x € (a,a + ) segue que
_ f(x)—f(a)<0 e x—a>0
(x) — fl(a) Dex-az0
X—a
Logo, do Corolério (EZ1), segue que
f(x)—of
tim (=) g (7.2)
x—at X—a
Como a fungéo f é diferencidvel em x = a temos que
= f(x)—f f(x) —f(a) 2
0'< 1im =@ frgy =y I =F@T
x—a~ X—a x—a’t X—a
ou seja,
f'(a) =0
O

como queriamos mostrar.

Observagao 7.2.3
1. Nao wvale a rectproca do resultado acima, isto €, existem fungdbes diferencidvels em x = a
que satisfazem f'(a) = 0, mas que nao tem nem ponto de mdzimo, nem ponto de minimo

local em x = a.
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Por exzemplo, se considerarmos a fungdo f:R — R, dada por
f(x) =x>, para x€R,

teremos que a fungdo f € diferencidvel em x = 0 (na verdade €é diferencidvel em R) e
f/(0) =0 (pois f'(x) = 3x?, para cada x € R).

Mas a fun¢do f nao tem ponto de mdzimo, ou ponto de minimo local em x =0, pois

0<f(x), paracada xec[0,00) e f(x)<0, paracada x € (—o0,0].

A representacdo geométrica do grdfico da funcdo f é dada pela figura abaizo:

Conclusao: se a fungdo f é diferencidvel em x,, uma condi¢dGo necessaria para que ela

tenha um extremo local no ponto x, € que

f'(xo) =0.

Pode ocorrer da fungdo f ter um ponto de extremo local em x = a mas a fun¢do nao ser
diferencidvel em x = a, ou seja, ndo existir f'(a), como mostra o sequinte ezemplo:

Seja f: R — R dada por

f(x) = x|, para cada x€R.

Temos que a fungdo f tem um ponto de minimo local em x = 0, pois para qualger 6 > 0,
temos que

f(x) >0  para cada x € (—95,90).

Porém, como vimos anteriormente, a fungdo f nao €é diferencidvel em x = 0.

A representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f é dada pela figura abaizo:
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vy = x|

3. Conclusao: se uma funcgdo f tem um ponto de extremo local em um ponto x = a entdo ou
a fungao f ndo é diferencidvel em x = a ou a fungdo f é diferencidvel em x = a e neste
caso devermos ter f'(a) = 0.

4. Deste modo, as condigoes necessarias para que uma fungdo f tenha um ponto de extremo
local em um ponto x = a sdo:

f ndo € diferencidvel em x = a, ou, f é diferencidvel em x =a e f'(a) = 0.

Devido a esta 1ltima observagio, vamos introduzir a:

Definicao 7.2.2 Sejam A um wntervalo aberto de R, a € A e f: A — R uma fungdo.
Diremos que a fungdo f tem um ponto critico em x = a se uma das situagdes ocorrer:

(1) a fungdo f ndo é diferencidvel em x = a (ou seja, ndo existe f'(a));
(it) a fungdo f € diferencidvel em x =a e f'(a) =0.
Observagao 7.2.4

1. Se a fungao f tem um ponto de extremo local em x = a e for diferencidvel em x = a entdo,
seque do Teorema ([7.21), que f'(a) = 0, ou seja, a funcdo f terd um ponto critico em
X = a.

2. Os pontos criticos de uma fun¢do sdo os candidatos a pontos extremos locais da funcgdo.

Pode ocorrer de uma fungdo nao ter um extremo local em um ponto do seu dominio,

mesmo este ponto sendo um ponto critico da fungdo (como por ezemplo a fungdo f(x) = x3,

para x € R no ponto a=20).
Apliquemos isto ao:
Exemplo 7.2.2 Encontre todos os pontos criticos da fun¢do f: R — R dada por
f(x) = X3 +4x% , para cada X € R.

Resolucgao:
Os pontos criticos da funcéo ocorrerdo onde a fungio derivada se anula e onde a fungdo f nédo é
diferencidvel no seu dominio, que no caso é o R.
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Como
4 1 4 4
f'(x) = dix [x% —i—4x%] = dix [x%] —|—4.diX [xﬂ = gx%’1 +4.§x%’1 = gx% + gx’g
4 4 1
= fx_%(x+1) = L—t), para x € R\ {0},
3 3x3

teremos que os pontos criticos da funcdo f ocorrerdo quando:

(i) ndo existe f’(x), ou seja, o ponto x = 0 é um ponto critico da fungéo f ;

4(x+1)

(i) 0=f'(x) = s—, ou seja, o ponto x = —1.
3

3x

Portanto os tnicos pontos criticos da fungdo f sdo os pontos:

Conclusao: caso a funcdo f tenha pontos extremos locais eles s6 poderdo ocorrer em x = 0 ou em
x=—1.

7.3 Maximos ou minimos globais (ou absolutos) de fungoes reais de
uma variavel real

Observagao 7.3.1 Em wvdrios problemas que trataremos a sequir nao estaremos interessados,
wnictalmente, em encontrar os extremos locais (ou relativos) de uma fungdo mas sim o maior
(ou menor) valor da funcdo em todo o seu dominio (caso existam).

Para 1sto introduziremos a:

Defini¢ao 7.3.1 Seja f: Dom(f) C R — R uma funcdo.
Diremos que a fungdo f tem um ponto de maximo global (ou absoluto) em x = a €
Dom(f) se

f(x) <f(a), paratodo x € Dom(f).

Neste caso, f(a) serd dito valor méximo global (ou absoluto) da fungao f em Dom(f).
De modo semelhante, diremos que a fungdo f tem um ponto de minimo global (ou absoluto)

em x = a € Dom(f), se
f(a) <f(x), para todo x & Dom(f).

Neste caso, f(a) serd dito valor minimo global (ou absoluto) da fungao f em Dom(f).
Se a fungdo f tem um ponto de mdzimo global ou minimo global em x = a € Dom(f) diremos
que fungdo f tem um ponto de extremo global (ou absoluto) em x = a.

Temos o seguinte exemplo:
Exemplo 7.3.1 Consideremos a fungdo f:[—1,1] — R dada por
f(x) =4x—1, para cada x € [-1,1].

Entdo a funcdo f tem ponto de mdzimo global em [—1,1] no ponto x = 1, cujo valor do
mdzimo global em [—1,1] é 3 e tem ponto de minimo global em [—1,1] no ponto x = —1, cujo
valor do minimo global em [—1,1] serd —5.
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Resolucgao:
De fato, para cada x € [—1, 1], teremos

—1<x<1
flx) =4x—1 < 41-1=23=%(1),

ou seja, a fungdo f tem um ponto de maximo global em [—1, 1] no ponto x = 1, cujo valor do maximo
global em [—1,1] é 3.
De modo semelhante, ara cada x € [—1, 1], teremos

—1<x<1

flx)=4x—1 > 4.(-1)—1=-5="Ff(-1),

ou seja, a fungdo f tem um ponto de minimo global em [—1, 1] no ponto x = —1, cujo valor do minimo
global em [—1,1] é —5.
A representacdo geométrica do gréfico da fungédo f é dada pela figura abaixo:

Y 4

Temos também o seguinte exercicio resolvido:
Exercicio 7.3.1 Consideremos :(—4,1) — R dada por
f(x) =x*, para cada x € (—4,1).

Entdo a funcdo f nao tem ponto de mdximo global em (—4,1) mas tem ponto minimo global
em (—4,1), cujo valor do minimo global em (—4,1) ocorrerd no ponto x = 0, ou seja, serd
f(0) =0.

Resolugao:
De fato, ara cada x € (—4, 1), temos que

—4<x<1

flx)=x* > 0=1(0),

ou seja, a fungdo f tem um ponto minimo global em (—4,1) no ponto x = 0, cujo valor do minimo
global em (—4,1) sera f(0) = 0.

A fungdo f nao tem ponto mdaximo global em (—4,1).

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

A representacdo geométrica do gréfico da fungéo f é dada pela figura abaixo:
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O exemplo a seguir nos motivard para encontrar uma resultado importante para encontrarmos os
pontos de méximo e minimos globais de uma fungdo "bem comportada”, a saber:

Exemplo 7.3.2 Consideremos f:[—1,2] — R dada por
f(x) =2x*, para cada x € [—1,2].
Entdo a fungdo f tem pontos de mdzimo e minimo globais em [—1,2].

Resolugao:
A fungdo f tem ponto de minimo global em [—1,2] que ocorre no ponto x = 0.
De fato, pois, para cada x € [—1,2], teremos

—1<x<2

flx)=2x> > 0=f(0),

mostrando que a fungio f tem um ponto de minimo global em [—1,2] no ponto x = 0, cujo valor do
minimo global em [T, 2] serd
f(0) =0.
A fungdo f tem ponto de médximo global em [—1,2] que ocorre no ponto x = 2.
De fato, pois, para cada x € [—1, 2], teremos
—1<x<L2
flx)=2x2 < 222=8=1(2),

mostrando que a fungdo f tem um ponto médximo global em [—1,2] no ponto x = 2, cujo valor do
minimo global em [T, 2] serd
f(2) = 8.
A representagdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo:

Y
R




7.3. MAXIMOS OU MINIMOS GLOBAIS 285

Observagao 7.3.2 Observemos que no Ezemplo acima a fun¢do f tem mdzimo e minimo globais
no seu dominio.

Observemos também que, neste Exemplo, a fungdo f é continua no seu dominio e que seu
dominio é um intervalo fechado e limitado da reta.

Isto € consequéncia do Teorema de Weterstrass (isto é, Teorema (ECA23)), mais precisamente:

Teorema 7.3.1 Seja f:[a,b] —» R uma fun¢do continua em [a,b].
Entdo a fungdo f tem pontos de mdzimo e minimo globais em [a,b], isto €, existem so,t, €
la, b] tais que
f(so) < f(x) < f(to), para todo x € [a,b].

Observagao 7.3.3 Sabemos que uma condigao necessaria para que uma fungao f tenha um
valor extremo local em x = a é que este ponto seja um ponto critico da fung¢do f .

Com 1isto podemos determinar os pontos de extremos globais de uma fun¢do continua f
definida em um intervalo fechado e limitado [a,b], determinando os pontos criticos da fungdo
f que pertencem ao intervalo aberto (a,b) e assim, comparando-se com o0s valores da funcgdo
nesses pontos criticos da fungdo f em (a,b), com os valores da fungdo nos extremos do intervalo
[a,b] (isto é, emx =a ex=Db).

O maior desses valores serd o valor mdzimo global da fungdo f no intervalo [a,b] e menor
desses valores serd o valor minimo global da fungdo f no intervalo [a,b].

Isto € verdade pois, ou o mdzimo global (respectivamente, minimo global) da funcdo f em
[a, b] ocorrerd nos extremos do intervalo [a,b] (isto é, x = a ou x =b) ou ocorrerd em um ponto
de (a,b).

Neste ultimo caso, estes pontos dever@o ser pontos extremos locais da fung¢do f e portanto
um ponto critico da fungdo f em (a,b).

Conclusao: para encontrar os pontos de extremos globais de uma fungdo continua f definida
no intervalo fechado e limitado [a,b] agimos da sequinte forma:

(1) encontremos todos os pontos criticos da fungdo f em (a,b); que denotaremos por x1,X2,- -+ yXn €
(a,b);

(11) encontremos os valores f(a) e f(b);
(112) o valor mdzimo global da fungdo f em [a,b] serd:
max {f(x1), f(x2),- -+, f(xn), f(a), f(b)}
e o valor minimo global da funcgdo f em [a,b] serd:

min{f(x1 )) f(X2)> Ty f(xn)> f((l), f(b)}
Apliquemos as idéias acima ao seguinte exemplo:

1
Exemplo 7.3.3 Seja f: [—2 } — R dada por

'2
:
fix) =x*+x>—x+1, para cada x € [—2,2].

o ) . ) 1
Encontrar, se existirem, os pontos de extremos globais da fung¢do f no intervalo [—2, 2].
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Resolugao:

Observemos que a funcio f é diferencidvel em |—2 (pois é a restrigdo de uma fungéo polinomial

2
. 1

ao intervalo —2,5 ).

1
Em particular, ela serd uma funcdo continua em {—2, 2] .
Log,0 pelo Teorema ([3), segue que a fungdo f tem ponto de méximo e minimo globais em
1

[_z, 2}

Para encontré-los agiremos como na Observacdo acima.

: 1 .
Observemos que os pontos criticos da f em (—2, 7 ) ocorrerdo onde a funcio derivada se anula,

1
pois a funcdo é diferencidvel em (—2, 2), isto é:
! d 3 2 2 Exercicio
0=fx) = (x x —x+1) = 32 4 2x — 1 BRI (30 1y (x4 1),

. . . 1
ou seja, os Unicos pontos criticos da fungdo f em (—2, 5 ) séo:

x—l =—1
1—3 e Xy = .

Com isto temos que

xercicio 22 xercicio
f(xq) L > e f(—1) BRIt g,

Por outro lado temos que

Exercicio 1 Exercicio 7
fla) = f(—2) L 1 ¢ f(b)_f<2> e S

1
Logo o valor de maximo global da fungéo f em {—2, 2} serd:

max{f(x1), f(x2), f(a), f(b)} = max {f <1) F(—1), f(—2), f <]> } Bercicio ax {zz 2,1, 7}

3 2 27’ 8
=2="1(-1)
e o valor de minimo global da fungdo f em [—2, 2} sera:
. 1 1 Exercicio . 22 7
min{f(x1), f(x2), f(a), f(b)} = max {f <3> ,(=1),f(=2),f <2> } =" min {27,2, -1, 8}
=—1="1(-2).
Logo a fungdo f tem um ponto de maximo global em [—2, 2] no ponto x = —1, cujo valor é

f(—1)=2
. 1 . .
e um ponto de minimo global em |—2, 7 no ponto x = —2, cujo valor é

f(—=2) =—1.

A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo:



7.3. MAXIMOS OU MINIMOS GLOBAIS 287

maximo absoluto

inimo absoluto

g

A seguir aplicaremos a técnica acima para resolver o seguinte problema:

Exemplo 7.3.4 Um fabricante de cairzas de papeldo deseja construir caizas, sem tampa, com
uma folha quadrada de papeldo de 12cm de lado, cortando quadrados iguais dos quatro cantos
da folha e dobrandos-os para formar um paralelepipedo reto, com base retangular.

Pede-se encontrar o comprimento do lado dos quadrados que deve-se cortar para que o
volume da caiza obtida seja o mator possivel.

Resolucgao:
Sejam:
X : o n.o de centimetros no comprimento do lado do quadrado a ser cortado de cada um dos quatro

"cantos” da folha de papeldo;

V : o volume, em centimetros ciibicos, da caixa obtida quando cortamos os quatro quadrados de
lado x cm dos "cantos” da folha de papeldo.

Temos a seguinte configuracdo geométrica:

X cm x cm
B e
B e

Xcm.l ' ) lxcm

Xcml . . IXCm 12 —2x cm

-~
>
X cm X cm

As dimensdes da caixa construida quando cortamos um quadrados de cada um dos ”cantos” (com
lado de comprimento x cm) da caixa serdo (ver figura abaixo):

(12—2x) x (12—2x) xx (Lx CxA).
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12cm

X cm X cm

12 cm

Com isto temos que a fungdo que descreverd o volume da caixa obtida quando cortamos quadrados
dos cantos da folha de papeldo, com comprimento dos lados igual a x cm, serd dada por

V = V(x) = (12 — 2x)%.x X0 433 48x2 4 144,

além disso, para o problema, deveremos ter x € [0, 6].
Logo nosso problema é encontrar o valor maximo global da fungdo V : [0,6] — R dada por

V(x) = 4x> —48x* 4+ 144x, paracada x € [0,6].

Como a fungdo V é continua em [0, 6] (pois é a restrigdo de uma fungdo polonomial ao intervalo
[0, 6]) segue, pelo Teorema (3), que a fungdo V tem ponto de madximo global em [0, 6] (também
terd ponto de minimo global em [0, 6], mas este ndo interessa para o problema).

Para encontrar o valor mdximo global da funcdo V em [0, 6] agiremos como sugerido na Observagio
(=3):

(i) Encontremos os pontos criticos de V em (0, 6).

Para isto observemos que a fungéo V é diferencidvel em (0, 6) (pois é a restrigdo de uma funcéo
polonomial ao intervalo (0, 6)) logo seus pontos criticos ocorrerdo onde a fungdo derivada anular-
se, isto é,

_d
_X

Exegicio ]Z(X . 6)(7( - 2) , ou seja, X1 = 2 e X) = 6.

0=V'(x) (4x3 — 482 + 144x> —12x% — 96x + 144 = 12 <x2 — 8x + 12)

Logo o tnico ponto critico da fungdo V em (0, 6) serd

X1 = 2.

Além disso temos .
V(xp) = V(2) PR 128,
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(ii) Temos também que

V() =V(0)=0 e V(b)=V(6)=0.

(iii) Logo o valor méximo global da fungdo V em [0, 6] serd dada por:
max{V(x1), V(a), V(b)} = max{V(2), V(0), V(6)} = max{128,2, 0} = 128,

ou seja, a fungdo V em [0, 6] tem um ponto de maximo global em [0, 6] que ocorrerd em x =2 e
cujo valor serd V(2) = 128.

Conclusao: a caixa de volume méaximo serd obtida cortando-se um quadrado de lado 2cm de
cada ”canto” da folha de papeldo e com isto obteremos uma caixa de volume 128 cm?.

12cm

2 cm 2 em

Zcm| |2cm

. . 12 cm
: 2 C"\I
o 7777777777 o 8 cm
2 cm : 2 cm
‘ ) Y

2,cm 2cm

As dimensdes da caixa de volume méximo serdo: 8 x 8 x 2.

Uma outra aplicagdo é dada pelo seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 7.3.2 Encontrar as dimensdes de um cilindro circular reto de maior volume que pode
ser inscrito em um cone circular reto que tem como rato da base 5cm e altura de 12cm.

Resolugao:

Sejam
T : 0 n.o de centimetros do raio do cilindro inscrito;
h : o n.o de centimetros da altura do cilindro inscrito;

V : o n.o de centimetros cibicos do volume do cilindro inscrito.

Geometricamente temos:
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A ‘
B 2 em
hcm
A
B S —

5cm

As dimensdes do cilindro inscrito no cone circular reto sio:

r X h (raio do circulo base x altura),

€ assim seu volume serd dado por:
V =V(r,h) =’ h,

o que nos déa o volume do cilindro inscrito em termos do raio do cilindro da sua base e da altura do

mesmo.
Mas observemos que os tridngulo AABC e AADE sdo semelhantes (caso AAA) (veja figura abaixo).

A

Logo segue que:

=l
i

Mas

AD=12—-h, AB=12, DE=r e BC=5

assim teremos

12—h ) 60 —12r
7 — 5 ouseja, h = — (7.3)

Assim 60 —12 12
V =V(r) = mrth = mrl. (—5r> Bxercicio E7[(5 — ). (7.4)
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Vale observar que, para o problema, devemos ter r € [0, 5].

Logo nosso problema serd encontrar o méximo global (ou absoluto) da fungdo V : [0,5] — R dada
por ([A) no intervalo fechado e limitado [0, 5].

Como a fungdo V € continua em [0,5] (pois é a restricdo de uma fungdo polinomial ao intervalo
[0, 5]) segue, pelo Teorema ([Z=3T), que ela tem ponto de mdximo (e minimo) global em [0, 5].

Para encontréd-lo agiremos como anteriormente.

(i) Encontremos os pontos criticos da fungdo V em (0,5).

Como a fungdo V é diferencidvel em (0,5) (pois é a restricdo de uma fungdo polinomial ao
intervalo (0,5)), segue que os seus pontos criticos ocorrerdo onde a sua fungéo derivada for zero,
isto é,

12 12 12
0=V'(r)= % []571 (STZ —rz‘)] =57 (10r—3rz> = ﬁm‘(]O—Sr),

ou seja,

10
:O = — .
T ou 7T 3

Assim o 1inico ponto critico da funcdo V em (0,5) sera:

N—
=3

I C Exercicio OC
V < > "o '™

(ii) Temos que

(iii) Logo o valor méximo global da fungdo V em [0, 5] serd:

max{V(r;), V(a), V(b)} = max {48071, 0, 0} = ?7{.

Portanto o cilindro circular reto inscrito no cone circular reto dado que terd maior volume serd o

400 3 . n .
que tem 771 cm” de volume e suas dimensdes serao
T X h],

onde

10
n=-3 € por (3A), teremos h; =

60 —12r Exercicio

4.
5

Portanto, o cilindro circular reto inscrito no cone circular reto dado que terd maior volume, terd

. 10 , 3
como base um circulo de raio 3 cm e altura 4 cm e seu volume serd de —mwem”.

9



292 CAPITULO 7. MAXIMOS OU MINIMOS

7.4 Os Teoremas de Rolle e do Valor Médio
A seguir exibiremos alguns resultados que serdo importantes em vdrias situagdes que serdo estudadas
mais adiante.
Comecgaremos pelo:
Teorema 7.4.1 (de Rolle) Seja f: [a,b] = R uma funcdo continua em [a,b] e diferencidvel em

(a,b) tal que

Entdo existe, pelo menos, um c € (a,b) tal que
f'(c)=0.

Demonstragao:

Observemos que se
f(x) =0, paracada x € [a,b]

entdo sabemos que
f'(x) =0 paracada x € [a,b]

e assim tomamos ¢ qualquer ponto do intervalo [a, b] e teremos
f'(c) =0.
Logo podemos supor, sem perda de generalidade, que
f(xo) #0, paraalgum X, € (a,b).

Segue, do Teorema (=), que a fungdo f tem pontos de mdximo e minimo globais em [a, b].
Como

f(xo) # 0 = f(a) = f(b)

segue que o valor maximo global da funcdo f ou o valor minimo global da fungéo f é diferente de zero,
ou seja, um desse valores é diferente do valor da fungdo nos extremos do intervalo [a, b] (isto é, isto é
diferente de zero).

Suponhamos que a fungdo f tenha um valor de méximo global, maior que zero, em c € (a,b).

O caso em que a fungdo f tenha um valor de minimo global, menor que zero, em ¢ € (a,b)) serd
deixado como exercicio para o leitor.

Logo f terd um ponto de médximo global em ¢ € (a,b), logo este ponto deverd ser um méximo
local da fungéo e assim, pelo Teorema (Z20), segue que f’(c) = 0, como queriamos mostrar.

O

Como conseqiiéncia do Teorema acima temos o:

Teorema 7.4.2 Seja f: [a,b] —» R uma funcdo continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b) tal
que
f(a) = f(b). (7.5)

Entdo eziste c € (a,b) de modo que f'(c) =0.
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Demonstracao:
Se definirmos a fungdo h: [a,b] — R por

h(x) = f(x) — f(a), paracada x € [a,Db]

segue que a funcdo h serd continua em [a, b] (pois a fungdo f tem essa propriedade), serd diferencidvel
em (a,b) (pois a fungéo f tem essa propriedade).
Além disso teremos:

h(a) = fla)—f(a)=0 e h(b)="f(b)—fla) = o.

Logo aplicando-se o Teorema de Rolle a fungdo h podemos garantir que existe ¢ € (a,b) tal que
h'(c) =0.

Mas
Logo existe ¢ € (a,b) tal que

como queriamos mostrar.

Observagao 7.4.1 O Teorema de Rolle (ou seu Coroldrio), geometricamente, nos dd condigédes,
suficientes, para que a representacdo geométrica do grdfico da fungao f tenha, pelo menos, uma
reta tangente d representacdo geométrica do seu grdfico que seja uma reta horizontal, a saber,
a reta tangente & representacdo geométrica do grdfico da fungdo f que passa pelo ponto (c,f(c))
(veja figura abaizo).

a reta tangente d representagdo geométrica do grdfico da fungdo f no ponto (c, f(c)) é horizontal

{ y = f(x)

Aplicaremos o resultado acima ao seguinte exercicio resolvido:
Exercicio 7.4.1 Seja f:[0,3] —» R dada por
f(x) =3x>—9x, para cada x € [0,3].

Verifique se a fungdo f satisfaz as condigcbes do Teorema de Rolle e, se possivel, encontre uma
reta tangente d representa¢do geométrica do grdfico da fungdo f que seja uma reta horizontal.
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Resolugao:

Observemos que a fungdo f é continua em [0, 3] (pois ela é a restricdo de uma fungdo polinomial ao
intervalo [0, 3]), diferencidvel em (0,3) (pois ela é a restricdo de uma fungdo polinomial ao intervalo
[0, 3]) e além disso

Logo, pelo Teorema de Rolle, existe ¢ € (0, 3) tal que

f/(C) = O)

ou seja, a reta tangente a representagdo geométrica do gréfico da fungéo f no ponto (c, f(c)) serd uma
reta horizontal (a saber, y = f(c)), como afirmamos.

Observagao 7.4.2 No Ezemplo acima podemos encontrar, explicitamente, o ponto c € (0,3) tal
que
f'(c) =0.

Para isto basta, para cada x € (0,3), calcular a fung¢do derivada:

i) = & (3x3—9x) —2 9 =9(x—1)(x+1),
dx
e assim
0=f'(c)=9c—T1)(c+1), paraalgum cec (0,3),
o que nos fornecerd ¢ =1 (observemos que c = —1 ¢ (0,3)), ou seja, o ponto dado pelo Teorema

de Rolle serd o ponto c =1.
Um outro resultado importante é dado pelo:
Teorema 7.4.3 (Teorema do Valor Médio) Seja f: [a,b] — R uma fungdo continua em [a,b] e

diferencidvel em (a,b).
Entdo existe c € (a,b) tal que

Demonstragao:

Consideremos a fungdo F: [a,b] — R dada por

f(b) —f(a)

F(x) = flx) — =2 —

(x —a)—f(a), paracada x € [a,b].

Observemos que a funcdo f é continua em [a, b], é diferencidvel em (a, b).
De fato, pois a funcédo f e a fungdo h: (a,b) — R dada por

h(x) = w(x— a) —f(a), paracada x € (a,b)
tém essas propriedades.
Além disso temos que
Fla) = ()~ 201 ¢ —a) g0 =0
—a
F(b) = f(b) — "2V =MW, ) f(a) =0
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Logo podemos aplicar o Teorema de Rolle a fungdo F e concluir que existe ¢ € (a,b) tal que

F'(c)=0
Mas
Fo = [ - O ) )| = p - MO
- 0=F'(c)=f'(c) - f(bg:tl(a),
ou sefa,
#i(e)= B =Tla)

como queriamos mostrar.
O

Observagao 7.4.3 Observemos que o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (a,f(a))
e (b,f(b)) é dado por
f(b) —f(a)
b—a
Logo, geometricamente, o Teorema da Valor Médio, nos dd condigoes suficientes, para
que exista uma reta tangente d representacdo geométrica do grdfico da funcdo f em um ponto
(c,f(c)), que tenha o mesmo coeficiente angular da reta que passa pelos pontos (a,f(a)) e (b, f(b))
(veja figura abaizo), isto €,

Aplicaremos este resultado ao seguinte exercicio resolvido:
Exercicio 7.4.2 Consideremos f:[1,3] —» R dada por
f(x) =x>—5x*—3x, para cada x € [1,3].

Verifique que podemos aplicar o Teorema do Valor Médio e assim garantir a ezisténcia de
c € (1,3) tal que a reta tangente & representacdo geométrica do grdfico de f no ponto (c,f(c))
f(3) —f(1)

tenha coefictente angular dado por 3
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Resolugao:

Observemos que a funcdo f é uma fungdo continua em [1,3] e diferencidvel em (1,3) (pois é a
restrigdo de uma fungdo polinomial ao intervalo [, 3]).

Logo pelo Teorema do Valor Médio segue que existe ¢ € (1,3) tal que

£(3) — £(1)

/ —
file)=—F5——"

ou seja, a reta tangente a representagdo geométrica do grafico da fungdo f pelo ponto (c,f(c)) tem
f(3) — (1)

como coeficiente angular 3

, como foi pedido.

Observagao 7.4.4 No Ezercicio acima podemos encontrar, explicitamente, o valor c € (1,3).
Para 1sto basta observar que, para cada x € (1,3), a func¢do derivada é dada por:

fl(x) = a ( 3—5x2—3x) =3x? —10x — 3.
dx
Como (3)— (1)
- Ezercicio
——= 7 =""-10
3-1
segue gque
f(3) —f(1
—10 = (3)_]() =f'(c)=3c*—10c—3, para algum c < (1,3),
7 . . o . ~

0 que nos fornece ¢ = 3 (hd uma outra raiz do polinémio actma, a saber, c =1, mas esta ndo
pertence ao intervalo (1,3)), como afirmamos.

Uma conseqiiéncia importante do Teorema do Valor Médio é dado pelo:
Corolario 7.4.1 Seja f: (a,b) = R uma func¢do diferencidvel em (a,b) tal que
f'(x) =0 para cada x € (a,b).
Entdo podemos encontrar d € R, de modo que
f(x) =d, para cada x € (a,b)
ou seja, a fung¢do deverd ser constante mo intervalo (a,b).

Demonstragao:

Sejam x1,%2 € (a,b) tais que x1 < x2.
Mostraremos que
f(x1) = f(x2),

o que implicard que a fungéo f serd constante em (a,b) (e com isto tomamos d = f(x,), para algum
Xo € (a,b)).
Como a funcio f é diferencidvel em (a,b) e [x1,x2] C (a,b), segue que ela serd continua em [x1, x]
e diferencidvel em (xq,x7).
Logo do Teorema do Valor Médio segue que existe ¢ € (x1,x2) tal que
f(x2) — f(x1)

f'(c) = BT (7.6)
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Mas, por hipétese, temos que f’(c) = 0.
Logo, de (IA), e do fato que x; — x7 # 0, segue que

f(x2) —f(x1) =0,

ou seja,
f(x1) = f(x2),

completando a demonstracdo do resultado.

Observagao 7.4.5

1. O resultado acima nos diz que se uma fungao diferencidvel em um intervalo e tem deriwada
igual a zero nesse intervalo entdo ela deverd ser constante nesse intevalo.

2. A hipotese do dominio da funcdo f ser um intervalo € cructal, ou seja, se 0 dominio nao
for um intervalo o resultado pode ser falso, como mostra o sequinte exemplo:

Consideremos a fung¢do f: (—1,0) U (0,1) = R dada por

. |—=1, para xe€(—1,0)
f(x) =
1, para x€(0,1)

Entdo temos que a fungdo f é diferencidvel em (—1,0) U (0,1), além disso f'(x) =0, para
cada x € (—1,0) U (0,1), e a fung¢do f nao é uma funcdo constante em (—1,0) U (0, 1).

3. Podemos estender o resultado acitma da sequinte forma:
Sejam A C R ndo vazio e f: A — R diferencidvel em A tal que f'(x) =0 para cada x € A.

Entdo a fun¢do f serd constante em cada um dos subintervalos disjuntos contidos em A
(veja figura abaizo).

A =(aj,az)U (a3, aq) U (as,ae) U (ag,az)

ay as %e.

Tais fungdes serGo demominadas constante por partes (ou simples).
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7.5 Funcoes crescentes, estritamente crescentes, decrescentes ou es-
tritamente decrescentes

No Capitulo 4 (veja as segdes 13 e 14, nas paginas 73 e 74) introduzimos os conceitos de fungdes
crescentes, estritamente crescentes, decrescentes ou estritamente decrescentes ou, em geral, funcées
mondétonas.

Vejamos o que acontece no seguinte exemplo:
Exemplo 7.5.1 Seja f: (—m,n) — R dada por
f(x) =cos(x), para cada x € (—m, ).

Estude a monotonicidade da funcdo f.

Resolugao:

A representacdo geométrica do seu grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo:

= Y

Observemos que a fungdo f é estritamente crescente em (—7,0) e estritamente decrescente em
(0, ) (verifique !).
Além disso temos que a fungdo f é diferencidvel em (—m,7) e

f’(x) = —sen(x), paracada x € (—m,m).

Com isto temos que (a figura abaixo nos fornece a representagdo geométrica do grafico da fungdo
seno no intervalo (—m,m)):

se x € (—m0), segueque f’(x)=—sen(x)>0;

se x¢€ (0,7), segueque f’'(x)=—sen(x)<O.
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RN

f'(x) >0, para x¢€ (—m0), e afungdo f é estritamente crescente em (—m,0) ;

f'(x) <0, para x¢€ (0,m), e afungio f é estritamente decrescente em (0,7) .

Logo neste Exemplo temos uma relagdo entre o sinal da funcdo derivada em um intervalo e o
comportamente mondtono da fungéo nesse intervalo.
Como veremos a seguir isto ocorre em geral.

Teorema 7.5.1 Seja f:(a,b) > R uma fungdo diferencidvel em (a,b).
Se

(i) Se f'(x) >0, para cada x € (a,b), entdo a fungdo f serd crescente em (a,b).
(i1) Se f'(x) >0, para cada x € (a,b), entdo a funcdo f serd estritamente crescente em (a,b).
(i11) Se f'(x) <0, para cada x € (a,b), entdo a fungdo f serd decrescente em (a,b).

(iv) Se f'(x) < 0, para cada x € (a,b), entdo a fungdo f serd estritamente decrescente em
(a,b).

Demonstracao:

Faremos a demonstragdo para o item (i).

As demonstragées das outras situacdes sdo semelhantes e serdo deixadas como exercicio para o
leitor.

Sejam x1,x2 € (a,b) tais que x1 < x2.

Como a funcdo f é diferencidvel em (a,b) segue que ela serd continua em (a,b).

Logo teremos que a fungdo f serd continua em [xq,x;] e diferencidvel em (xj,x;).

Logo, do Teorema do Valor Médio, segue que existe ¢ € (x1,x2) tal que

Como, por hipétese, temos que f’(c) > 0, segue que

f(x2) — fx7)
X2 —Xq

0<
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que, juntamente com x; > x1, implicardo que
f(x2) —f(x1) =20,

mostrando que
f(XZ) > f(X]),

ou seja, a funcdo f é crescente em (a,b), como haviamos afirmado.

7.6 Teste da 1.a derivada para classificar extremos locais

Com resultado acima podemos obter um primeiro resultado importante para encontrar os pontos de
extremos locais de uma fungdo dada, a saber:

Teorema 7.6.1 (Teste da 1.a deriwada para extemos locais) Seja f : (a,b) — R uma funcgdo
continua em (a,b) e diferencidvel em (a,b) exceto, eventualmente, no ponto c € (a,b).
Se existir & > 0 tal que

(i) f'(x) > 0, para x € (c —d,c) e f'(x) <0, para x € (c,c + ) entdo a fungdo f tem um
mdzimo local em x =c¢;

(ir) f'(x) <0, parax € (c—6,c) ef’(x) >0, para x € (c,c+08) entdo a fungdo f tem um minimo
local em x = c.

Demonstracao:
Faremos a demonstragdo do item (i).
A demonstragdo do item (ii) é semelhante a do item (i) e serd deixada como exercicio para o leitor.
Como

f'(x) >0, paracada x¢€ (c—&,c),

segue do Teorema anterior, item (i), que a fungéo f serd crescente em (c — d,c), ou seja,
f(x) <f(c), paracada x€ (c—¥d,c). (7.7)
De modo andlogo, como
f’(x) <0, paracada x¢€ (c,c+35)
segue do Teorema anterior, item (iii), que a fungdo f é decrescente em (c,c + ), ou seja,
f(x) < f(c), paracada xe€ (c,c+9). (7.8)

Logo de (I7) e (1) segue que a fungdo f terd um mdaximo local em x = ¢, como queriamos
demonstrar.
O
Observagao 7.6.1

1. Resumando o resultado acima nos diz que:
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Sinal de £/ (x)

4 _
> # a fungdo f tem um ponto de mdzimo local em x = ¢
c
> :> ’ a fungdo f tem um ponto de minimo local em x = ¢
c
Geometricamente teremos:
’ a fungdo f tem um ponto de mdzimo local em x = ¢ a fungdo f tem um ponto de minimo local em x = ¢
y 4 Y 4

2. A sequir, utilizando os resultados desenvolvidos acima, daremos um método para deter-
minarmos os pontos de extremos locais de uma fungdo dada.

Agiremos da seguinte forma:

(1) encontrar todos os pontos criticos da funcdo f do seu dominio, isto €, os pontos do
dominio da fungdo onde ela ndo € diferencidvel e pontos onde a derivada € zero;

(2) aplicar o Teste da 1.a Derwada em cada um dos pontos criticos da fungdo f para
classificd-los do ponto de vista de pontos de extremos locais.

Faremos uso deste método no exemplo a seguir:
Exemplo 7.6.1 Encontrar todos os pontos de extremos locais da funcdo f: R — R dada por
fix) =x>—6x*+9x+1, para cada xeR.
Baseado nisto, obter uma representa¢cdo geométrica do grdfico da fungdo f .

Resolucao:
Observemos que a fungéo f é diferencidvel em R (pois é uma fungdo polinomial) e além disso temos

f’(x):% x> —6x*4+9x+1| =3x*—12x+9, paracada xecR.
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Logo os pontos criticos da fungéo f , se existirem, ocorrerdo onde
f'(x) =0, paracada x€cR,

ou seja,
0=F/(x) =3} —12x+9 =3 (x* —4x+3) PP 3 1)(x - 3).

Assim os tnicos pontos criticos da fungéo f sdo:
x1=1 e x»=3.

Apliquemos o Teste da 1.a Derivada para classificar cada um desses pontos criticos do ponto de
vista de extremos locais.

Para x; = 1:

Observemos que, para x < 1, teremos:

, x<1<3 logo x—1,x—3<0
f'x)=3(x—1)(x—3) >
————

<0 <0

Por outro lado, para 1 < x < 3, teremos:
, 1<x<3 logo x—1>0 e x—3<0
f'x)=3(x—1)(x—3 <
———
>0 <0

A figura abaixo caracteriza o sinal da fungdo f’ perto do ponto x = 1.

Sinal de f /(x)

x =1 x =3

Assim, do Teste da 1.a Derivada, segue que a fungdo f tem um ponto de maximo local em x = 1.
Para x; = 3:
Observemos que, para 1 < x < 3, teremos:

, 1<x<3 logo x—1>0 e x—3<0
f'x)=3(x—1)(x—3 <
—— —

>0 <0

Por outro lado, para 3 < x, teremos:
, 1<3<x logo x—1,x—3>0
f'ix)=3(x—1)(x—3) >
—— —
>0 >0

A figura abaixo caracteriza o sinal da fungdo f’ perto do ponto x = 3.

Sinal de f/(x)

Assim, do Teste da 1.a Derivada, segue que a funcdo f tem um ponto de minimo local em x = 3.
A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo:
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7.7 Derivadas de ordem superior para funcoes reais de uma variavel
real

Observacgao 7.7.1 Consideremos a fungdo f: R — R dada por
f(x) =cos(x), para cada x€R.

Sabemos que a funcgdo f € diferencidvel em R e além disso a funcdo derivada f':R — R é
dada por

d
f'(x) = e cos(x) = —sen(x), para cada €R.

Observemos que a funcdo f' é diferencidvel em R e sua funcdo derivada, (f’)' : R — R, serd
dada por

(f ')/ (x) = %[— sen(x)] = —cos(x), para cada €R.

Neste caso diremos que a fungdo f é duas-vezes diferencidvel em R e a fung¢do derivada da
funcdo f' serd dita derivada sequnda da funcgdo f e indicada por f”, isto é, " : R — R serd
dada por

f”(x) = —cos(x), para cada x€R.

Podemos também estudar a diferenciabilidade da funcdo f” e assim obter a derivada de
terceira ordem da fungdo f (indicada por £"') e assim por diante.
Em geral temos a:

Definicao 7.7.1 Sejam A um wntervalo de R, f: A — R uma fungdo diferencidvel em A e a € A.
Se a fungdo ' : A — R for diferencidvel em x = a diremos que a fungdo f é duas-vezes
diferenciavel em x = a.

Neste caso a derivada da func¢do f’ em x = a serd denominada derivada segunda da funcgao

f em x = a e indicada por:

dzy

T (@ ou D2y(a),

f"(a), ou f%(a), ou —=—(a), ou DZ3f(a), ou



304 CAPITULO 7. MAXIMOS OU MINIMOS

onde, nas duas ultimas notagdes, estamos supondo que y = f(x).

Se a funcdo f' : A — R for diferencidvel em A, diremos que a funcdo f é duas vezes
diferenciavel em A e com isto teremos definida a fungdo derivada segunda da funcao f , n-
dicada por " : A — R, que associa a cada x € A a derivada seqgunda da funcdo f em x, isto €,
x = £7(x).

Temos o seguinte exemplo:
Exemplo 7.7.1 A func¢do f: R — R dada por
f(x) = x>+ sen(x), para cada x € R

€ duas-vezes diferencidvel em R.
Além disso, a fungdo derivada sequnda, f” : R — R, serd dada por:

f”(x) =2 — sen(x), para cada x€R.

Resolugao:
De fato, a fungéo f é diferencidvel em R (pois é soma de fungdes diferencidveis em R) e além disso
f’:R — R serd dada por

d d d
f'(x) = < {x + sen(x)] I {x ] + I [sen(x)] = 2x +cos(x), paracada x € R,

que também é uma fungdo diferencidvel em R (pois é soma de fungbes diferencidveis em R).
Logo a funcdo f é duas vezes diferencidvel em R e além disso a funcdo derivada segunda da fungédo
f, isto é, f” : R — R, serd dada por:

f(x) = dix [3;:] (x) = dix [2x + cos(x)] = %[Zx] + dix[cos(x)} =2 —sen(x), paracada x€R,

completando a verificagdo da afirmagéo.
A seguir temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 7.7.1 Mostre que a fungdo f: (0,v/2) — R dada por
f(x) = arcsen (xz — 1) . x€(0,v2)

é duas-vezes diferencidvel em (0,v/2).
Além disso, a func¢do derivada sequnda, " :(0,v2) — R, serd dada por:

21— (2 1) a2 (¢-)

f7(x) = , para cada x € (0,V2).

Resolucgao:
A funcio f é diferencidvel em (0,v/2), pois é composta de fungdes diferencidveis nos seus corres-
pondentes dominios (verifique!).
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Além disso f’: (0,v/2) — R é dada por

, paracada x€ (0,V2).

f'(x) = dix [arcsen (xz -1 - (Xz - 1)2

Observemos que a funcio f’ também é uma fungio diferencidvel em (0,/2), pois é composta de
fungdes diferencidveis nos seus correspondentes dominios (verifique!).

Logo a fungdo f é duas vezes diferencidcel em (0, v/2).

Além disso a funcio derivada segunda da fungdo f, " : (0,v2) — R, serd dada por:

)] Regra da Cadeia e (E220) 2x

f(x) = d [

dx] 7 dx

df X7d 2x
dx

= , paracada xe (0,V2),

como afirmamos.
Podemos estender a definigdo acima, a saber:

Definicao 7.7.2 Sejam n € N, A um intervalo de R, f: A — R uma fungdo e a € A.

Se a fungdo f™1 : A — R é diferencidvel em x = a entdo diremos que a fungdo f €
n-vezes diferencidvel em x = a e a sua deriwwada em x = a (isto €, (f(“f”), (a)) serd denoms-
nada derivada de ordem n (ou derivada n-ésima) da fungao f em x = a e indicada por

arf ary
w(aL ou, D;rclf(a)) ou, W

onde nas duas dltimas estamos supondo que y = f(x).

f™(a), oy, (a), ou, Diy(a),

Observagao 7.7.2

1. Se a fungdo f for n-vezes diferencidvel em cada ponto de A diremos que a funcdo f €
n-vezes diferenciavel em A e neste caso podemos definir a fungao derivada n-ésima da
funcao f, que serd f™ : A = R que associa a cada x € A a derivada n-ésima da func¢do f
no ponto x, isto é, x — ™ (x).

2. Podemos encontrar na literatura outras notagcdes para a derivada de ordem n de uma
funcgdo f em x = a, como por exemlo:

d“y
(&) o P

onde y = f(x).
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3. Denotaremos por f©) : A = R a prépria fungdo, isto é:

O (x) = f(x) , para cada X E A.

4. Denotaremos por f1) : A = R a fung¢do derivada da fungdo f , isto é:
f(x)=f'(x), para cada x€ A,
se a funcdo f for diferencidvel em A.

5. Se x = x(t) decreve a posicGo de uma particula que move-se ao longo de uma reta no
instante t e esta fungdo x = x(t) for diferencidvel em t =t,, a sua velocidade instantidnea
no wnstante t = t, serd, como vimos anteriomente, a tara de variacdo instantdnea do
espaco em relag@o ao tempo no instante t =1t,, ou sejaq,

v(t,) = lim 77(“) —X{to)

/
=x'(t
t—to t—1, (to)

1sto €, serd dada pela deriwvada da fungdo x =x(t) em t =t,, 1sto é:

V(to) =X /(to)-

Como a aceleracdo instantdnea no instante t = t, é a tazxa de variagdo instantinea da
velocidade em relag@o ao tempo no instante t =t,, ou seja,

alty) = lim Y =Vt

/
=v'(t
B —— (to),

segue que, se a fungdo velocidade, v = v(t) é uma fungdo diferencidvel em t = t,, entdo
a aceleragao instantdnea da particular no instante t =t, serd dada pela pela derivada da
funcdov=v(t) em t =1t,, isto ¢,

a(ty) =v /(to) =X ”(to)>

asstm, a acelera¢cdo instantdnea da particula em t = t, é dada pela seqgunda deriwada da
funcdo x = x(t) no instante t = t,, se a fungdo x = x(t) for duas vezes diferencidvel em
t=t,.

Com as defini¢des acima podemos introduzir a:
Definigao 7.7.3 Sejam k €{0,1,2,---}, A € um wntervalo de R e f: A — R uma funcgdo.

Diremos que a fungdo f é de classe CX em A, se as fungbes f,f',---  f& : A — R sdo
continuas em A.

Neste caso escrevermos

f € C*(A; R).
Diremos que a funcdo f é de classe C*° em A, se para cada k € {0,1,,---} temos que a
funcgdo 9 : A = R é continua em A.
Neste caso escrevermos
fe C®(A; R).

Consideremos o seguinte exemplo:
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Exemplo 7.7.2 Seja f: R — R a fun¢do dada por
f(x) =x*—3x3+5x* —x—5, para cada x €R.

Mostre que, para cadan € N, a fungdo f é n-vezes diferencidvel em R (isto €, f € C*°(R; R)).
Além disso, para cada n € N, encontre a express@o da func¢go derivada de ordem n da funcgdo
f em um ponto qualquer de R.

Resolucgao:
Observemos que a fungédo f é diferencidvel em R (pois € uma fungdo polinomial).
Além disso a fungdo f’: R — R serd dada por:

d
f/(x) <x4—3x3+5xz—x—5> =43 —9x?> +10x—1, paracada xe€R.

T dx
Observemos que a fungdo f’ é diferencidvel em R (pois é uma fung8o polinomial).
Logo a fungdo f é duas vezes diferencidvel em R.

Além disso, temos que a funcdo f” : R — R serd dada por:

d [df d
dx

f7(x) = ™ (x) = — <4x3 —9x? +10x — 1) =12x* —18x+ 10, paracada xe€R.
Observemos que a fungdo f” é diferencidvel em R (pois é uma fungdo polinomial).

Logo a fungéo f é trés vezes diferencidvel em R.

Além disso, a funcio 3 : R — R serd dada por:

d [d*f d
) = — {M] () =4 (12x2—18x+10) — 24x—18, paracada x€R.

De modo semelhante, a fungéo ) ¢ diferencidvel em R (pois é uma fungio polinomial).
Logo a fungdo f é quatro vezes diferencidvel em R.
Além disso, segue que a fungéo f4 . R — R serd dada por:
d [d>f d
)= — |==|(x) = — (24x—18) =24, x€R.
dx | dx3

dx

Logo, a fungio f*) é diferencidvel em R (pois é uma fungéo polinomial).
Logo a fungéo f é cinco vezes diferencidvel em R.

Além disso, segue que a fungéo i3 : R — R serd dada por:

4
O (x) = % [‘;Xj:} (x) = d%[zzu =0, xeR.

Portanto, se n > 5 temos que a fungdo f™) serd diferencidvel em R (pois é a fungdo identicamente
nula).

Logo a fungdo f é n-vezes diferencidvel em R, para todo n € {0, 1, - -} (em particular, as derivadas
de qualquer ordem serdo fungdes continuas em R).

Além disso, para cada n € N, satisfazendo n > 5, teremos que a fungio f™*") : R — R serd dada
por:

f(x) =0, paracada x€R.

Observagao 7.7.3
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1. Como vimos anteriormente, se p : R — R é uma fungcdo polinomial entdo ela serd di-
ferencidvel em R e além disso a funcdo sua fungdo deriwada, p’ : R — R, também serd
uma fung¢do polinomial, cujo polinémio que a define terd grau um a menos que o grayu do
polinémio que define a fungdo p, ou seja, se o grau do polinémio que define a fungdo p €
n (isto é, grau(p) =n) entdo

grau(p’) =n—1,
ou ainda,
grau (p') = grau(p) — 1.

2. Com o item acima, temos que o Exemplo acima pode ser generalizado, a saber, sep:R —
R € uma fungdo polinomial entdo a fungdo p terd derivada de qualquer ordem em R (ou
seja, p € C*(R; R)).

Além disso, se o grau do polinémio que define a fungao polinomial p for n seque que
p™(x) =0, para cada x€R,
para m>n+1.

A seguir temos um exercicio resolvido relacionado com uma aplicagdo de derivadas de ordem
superior ao movimento de uma particula.

Exercicio 7.7.2 Suponhamos que uma particula move-se ao longo de uma reta sequndo a se-
guinte lei, x = x(t), dada em metros e t dado em segundos por:

x(t) =4—-3t+ %tz, para cada t € [0,00). (7.9)

Encontrar a velocidade e a aceleragdo (instantdneas) da particula no instante t = 2s.

Resolugao:
Fisicamente:
A equacdo acima descreve um movimento retilineo uniformemente acelerado, cuja equagdo geral é
da forma .
x(t) = %o + Vot + itz’ para cada t € [0, 00) (7.10)

e cuja velocidade no instante t é dada pela equagio:
v=v,+at, paracada te[0,00). (7.11)
Comparando (3) com (CId) obteremos
Xo=4m, vo=-3m/s e a=1 m/s%.
Substituindo em (IZTT) obtemos que
v(t) =—3+1t, paracada te[0,00).
Assim

v(2)=-3+2=1m/s,

a(t) =1m/s*, paracada te[0,00),



7.7. DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR 309

em particular a(2) = 1m/s?.

Matematicamente:

A fungdo x = x(t) tem derivada de qualquer ordem em R (pois é uma fungdo polinomial), assim
temos que a velocidade (instantdnea) da particula no instante t serd dada por:

d 1
vit) =x'(t) = P [4—3’(—1— th] =—3+t, paracada te€ [0,00).

Em particular, teremos
v(2)=-3+2=1m/s.
A aceleragdo (instantdnea) da particula no instante t serd dada por:
d
alt)=v/'(t) =x"(t) = a[—?ﬂ—t] =1, paracada te€[0,00),
assim
a(t)=1m/s*, paracada te [0,00),

em particular a(2) = 1m/s?.

Observacgao 7.7.4 O Ezemplo acima nos mostra que para um Movimento Retilineo Uniforme-
mente Acelerado tanto faz utilizar as equagdes da Fisica ou utilizar a diferenciabilidade de ordem
superior da fungdo x = x(t) (mais precisamente, a derivada de segunda ordem de x = x(t)).
Porém ezistem problemas Fisicos cuja a aceleracdo nao é constante.
Nestes casos o unico processo pelo qual podemos encontrar a velocidade ou a acelagdo ins-
tantdneas da particula em um certo instante serd utilizando a diferenciabilidade de ordem
supertor da fungdo x = x(t).

O préximo exemplo nos mostrard como encontrar derivadas de ordem superior de uma funcio
dada implicitamente por uma equagéo.

Exemplo 7.7.3 Suponhamos que a equac¢do
4x? +9y* =36 (7.12)

nos fornega y = f(x), onde a fungdo f seja duas-vezes diferencidvel em um intervalo aberto A
de R.
2 dZU

d
Encontre d—xg(x) para x € A e W(O)’ supondo que y(x) >0, para cada x € A.

Resolugao:

d . . . .
Para obter d—z(x), para cada x € A, basta derivarmos, implicitamente, a equagdo (CI2) em relagdo

a x, isto é:
aoe = fre o] o]« e

=0

Regra da Cadeia g +9.2y(x).y’'(x), paracada x€A,

ou seja, como Yy(x) > 0 para cada x € A, segue que:

8x 4x
/
= —— = — A.
Yy (x) 13 9y , paracada x¢€
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dZ
Para obter d—xlzj(x) para x € A, basta derivarmos, implicitamente, a equagido acima em relagdo a
X, a saber:
L x99 (x)) — . [y ()]
”(X):i _ Ax . dx XY= B Y :_4.9y(x)—4x.9y’(x)
Y ax | 9y(x) Oy 81y2(x)
4 _ !/
= —9W , paracada xé€A.

Em particular, teremos
—. (7.13)

Fazendo x = 0 em ([ZT3), obteremos:

y(0)>0
4.0 +94%(0) =36, ouseja, 9y*(0)=36, istoé, y*(0)=4, ouainda, y(0)=2,

Substituindo este valor em ([C13) obteremos:

Observacao 7.7.5 No Ezemplo acima poderiamos obter, ezplicitamente, y =y(x).
Para 1sto basta observar que se y(x) > 0 entdo, de ([713), teremos y: A = (—3,3) — R serd
dada por:
36— 4x2

y(x) = — —x%, para cada x € A.

Com 1sto podemos verificar que a fungao y = y(x) € duas-vezes diferencidvel em A (na
verdade, y € C*(A; R)).
Deizaremos como exercicio para o leitor a verificacdo destes fatos.

7.8 Teste da segunda derivada para funcgoes reais de uma variavel
real

Como motivagdo para o préximo resultado consideremos o seguinte exemplo:
Exemplo 7.8.1 Seja f: R — R a fun¢do dada por
f(x) =x>—12x+6, para cada x € R.
Encontrar todos os extremos locais da fungdo f .

Resolucgao:
Aplicaremos o Teste da 1.a Derivada a funcédo f .
Para isto precisamos, inicialmente, encontrar todos os pontos criticos da funcéio f.
Observemos que a funcdo f é diferencidvel em R, logo os seus pontos criticos ocorrerdo onde sua
fungéo derivada for nula, isto é:
f'(x) =0, para x€R,
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ou seja,

0=f'(x) = & <x3—12x+6> :3x2—1z:3(x2—4) —3(x—2)(x +2).

T dx

Logo os tnicos pontos criticos da fungdo f séo:
Xx1=—2 e x2=2.

Apliquemos o Teste da 1.a Derivada a cada um dos pontos criticos obtidos:
Para x; = —2:
Observemos que

1. para x < —2, teremos:

x<—2<2 entdo x+2,x—2<0

f'(x)=3(x—2)(x+2) > 0;

2. para —2 < x < 2, teremos:

—2<x<2 entdo x+2>0 e x—2<0
<

f'(x)=3(x—2)(x+2)

Na figura abaixo temos o sinal da fungio f’ perto do ponto x = —2:

Sinal de f/(x)

Logo, pelo Teste da 1. Derivada, segue que a fungéo f tem um ponto de méaximo local em x = —2.
Para x; = 2:
Observemos que

1. para —2 < x < 2, teremos:

—2<x<2 entdo x+2>0 e x—2<0
< 0;

2. para 2 < x, teremos:

—2<2<x entdo x+2,x—2>0
>

Na figura abaixo temos o sinal da fungio f’ perto do ponto x = 2:
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Sinal de f’(x)

Logo, pelo Teste da 1. Derivada, segue que a fungdo f tem um ponto minimo local em x = 2.
Resumindo, podemos construir s seguinte tabela:

sinal de f’(x) | propriedade da fungio f
x <=2 + crescente
x=-2 0 maximo local
—2<x<2 — decrescente
x=2 0 minimo local
2<x + crecente

Observemos que a fungdo f é duas-vezes diferencidvel em R (na verdade tem derivada de qualquer
ordem em R).

Além disso 4 rd

f " — | ==

) dx [dx

Em particular temos que:

_d o _
(x)] —a(3x —12)—67(, para x € R.

£1(=2)=6.(-2)=-12<0 e f"(2)=62=12>0.

Conclusao:
(1) no ponto critico x = —2, a fungdo f tem derivada segunda menor que zero (isto é, f”(—2) < 0)
e a fungdo tem um ponto de maximo local em x = —2;

(2) no ponto critico x = 2, a fungfo f tem derivada segunda maior que zero (isto é, f”(2) > 0) e a
fungdo tem um ponto de minimo local em x = 2.

Veremos, a seguir, que isto ocorre em geral, mais precisamente, temos o:

Teorema 7.8.1 (Teste da segunda derivada para extremos locais) Sejam A um intervalo aberto

de R, f: A — R uma fungdo diferencidvel em A, a € A um ponto critico da fungdo f (ou seja,

f’(a) =0) tal que existe f"(a) (ou seja, a fungdo f é duas-vezes diferencidvel em x = a).
Entao

(i) se f"(a) <0, entdo a fungdo f tem um ponto de mdzimo local em x = q;

(it) se f"(a) >0, entdo a fungdo f tem um ponto de minimo local em x = a.

Demonstracao:
Faremos a demonstragdo de (i).
A demonstragéo do item (ii) é semelhante a do item (i) e serd deixada como exercicio para o leitor.
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Por hipétese temos que
f”(a) < 0.
Logo, segue da definigdo da segunda derivada, que
f / _ f /
tim )= gy o,
x—a X —a
Mas f'(a) =0 (pois x = a é ponto critico da fungdo diferencidvel f ), assim
. f'(x)
lim
x—ax —a

< 0.

Do Teorema da Conservagdo do Sinal para limites (isto é, Teorema (EZ)) segue que podemos
encontrar & > 0, tal que

<0, para x€ (a—0d,a+0)\{a}
Logo se:

a) a— & < x < a, segue que

(a) g

£/ x<a= x—a<0
() <0 queimplicardem f'(x) > 0;

X—a
(b) a<x < a+), segue que

f/ x>a = x—a>0
) <0 queimplicara em f'(x) <O0.

X—a
Na figura abaixo temos o sinal da fungio f’ perto do ponto x = a:

Sinal de f’(x)

S >

a—3% X =a a+ 6

Logo, do Teste da 1.a Derivada, segue que a fungdo f tem um ponto de mdximo local em x = q,
como queriamos demonstrar.
O

Observagao 7.8.1 Com as hipdteses do Teorema acima satisfeitas, se

f’(a)=0
nao podemos concluir nada a respeito do ponto critico x = a da fungdo f, do ponto de vista de
extremos locais, como mostram os sequites exemplos:

1. Se a fungdo f: R — R é dada por

f(x) =x*, para cada x € R.

Entdo x =0 é o unico ponto critico da fungdo f (pois a fungdo f € diferencidvel em R e
f'(x) =0 se, e somente se, x =0) e o ponto x =0 nao € ponto de mdzimo ou de minimo
locats da fungdo f (veja figura abaizo).

Observemos que neste caso temos
f7(0)=0.
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Conclusdo: f”(0) = 0 mas a fungdo f nao tem ponto de mdzimo ou minimo locais em
x =0.

2. Por outro lado, se a fungdo f:R — R é dada por

f(x) =x*, para cada xe€R.

Entdo x = 0 € o dnico ponto critico da fungdo f (pois a fungdo f € diferencidvel em R e
f'(x) =0 se, e somente se, x =0) e o ponto x = 0 € ponto de minimo local da funcdo f
(veja a figura abaizo).

Observemos que neste caso também temos

f7(0) =0.

Conclusao: f”(0) =0 e a fung¢do f tem ponto de minimo local em x = 0.

Apliquemos o Teorema acima ao seguinte exemplo:
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Exemplo 7.8.2 Seja f: R — R dada por
4
f(x) =x* + §x3 —4x*, para cada x €R.

Encontre todos os extremos locais da funcdo f e obtenha uma representacdGo geométrica do
grdfico da mesma.

Resolucgao:

Observemos que a fungéo f tem derivada de qualquer ordem em R (pois é uma fungdo polinomial)
e assim podemos aplicar o Teste da 2.a Derivada a cada uma dos seus pontos criticos para tentar
classifica-los, do ponto de vista de extremos locais.

Com a funcdo f tem derivada de qualquer ordem em R seus pontos criticos sé ocorrerdo onde a
fungdo derivada for nula, isto é,

4 4

0=f'(x) = di;c ( e §x3 —4x2> =43 4 g.sz —4.2x =4 +4x? — 8x = 4x (xz—i-x—Z)
Bxerciclo py(x —1)(x +2), paracada x € R,

ou seja, os tUnicos pontos criticos da fungao f séo:

X]Z—Z, XzZO € ng].

Apliquemos o Teste da 2.a Derivada em cada um dos pontos criticos da funcdo f .
Para isto, vale observar que, para cada x € R, teremos

d [df d
" o ajart _ ¢ 3 2 _ 2 _ 9 2 _
£(x) = — [dx] () = o (4x +dx 8x) 4332 +42x—8=12x% + 8x — 8.
Para x; = —2:
Como
f7(=2) =12.(—=2)* +8.(-2) —8 =24 > 0,
segue, do Teste da 2.a Derivada, que a fungdo f tem um ponto de minimo local em x = —2, cujo valor
serd 1
f(—=2)=——.
(-2)=—5
Para x; = 0:
Como

£7(0) =12.0°+8.0—-8=—-8 <0,

segue, do Teste da 2.a Derivada, que a fungéo f terd um ponto de mdximo local em x = 0, cujo valor

sera
f(0)=0.

Para x3 = 1:
Como
£71)=12.(1)*+8.(1) =8 =12>0,

segue, do Teste da 2.a Derivada, que a fungdo f tem ponto de um minimo local em x = 1, cujo valor

sera p
f(1) =—=.
(1 =—3

A representacdo geométrica do gréfico da fungéo f serd dada pela figura abaixo:
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Temos também o seguinte exercicio resolvido:
Exercicio 7.8.1 Seja f: R — R dada por
f(x) = sen(x), para cada x€R.

Encontre todos os extremos locais da fungdo f e obtenha uma representacdo geométrica do
grdfico da mesma.

Resolucgao:

Observemos que a fungéo f tem derivada de qualquer oredm em R e assim podemos aplicar o Teste
da 2.a Derivada a cada uma dos seus pontos criticos para tentar classifici-los do ponto de vista de
extremos locais.

Com a funcdo f tem derivada de qualquer ordem em R seus pontos criticos s6 ocorrerdo onde a
fungéo derivada for nula, isto é,

0="F"(x) [sen(x)] = cos(x), paracada x <R,

Codx
ou seja, os Unicos pontos criticos da fungéo f sdo:

s
X = 5 + kmt, paracada ke Z.

Apliquemos o Teste da 2.a Derivada em cada um dos pontos criticos da fungédo f .
Para isto vale observar que
d [df d
f’(x)=— || (x) = —[cos(x)] = —sen(x), para xcR.
dx | dx

dx

Como

)

£ () = £ (5 F ke

)_ —1, se k é par ou zero,
2 e

se k é impar

segue, do Teste da 2.a Derivada que a fungdo f tem um ponto de méximo local em

T
=— 42k
X 3 + ZKTT
e a funcdo f tem um ponto de minimo local em
X = g + 2k + 1),

para k € Z.
A representacdo geométrica do grafico da fungéo f serd dada pela figura abaixo:
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Observacgao 7.8.2 Como a fungdo f € 2m-periddica bastaria ter aplicado o Teste da 2.a Derwada
nos pontos criticos que pertencem ao intervalo [—m, 7 e utilizar a periodicidade da mesma.

De modo semelhante temos o seguinte exercicio, cuja resolugio serd deixada para o leitor.

Exercicio 7.8.2 Seja f: R — R dada por
f(x) =cos(x), para x€R.

Mostre os pontos de mdzimo locais da fungdo f ocorrerdo nos pontos x = 2km, k € Z e os
pontos de minimo locais da fungdo f ocorrerdo nos pontos x = (2kmt+ 1)m, para cada k € Z.

A seguir consideraremos o seguinte problema aplicado:

Exemplo 7.8.3 Um tanque em forma de um paralelepipedo reto com base quadrada, sem tampa,
deve conter um volume de 125m?3.

O custo, por m?, para construir a base do tanque é de R$ 80,00 e para construir as laterais
do tanque serd de R$40,00.

Encontre as dimensdes do tanque para que o custo da construcdo do mesmo seja o menor
possivel.

Resolucgao:
Indiquemos por

x: o comprimento, em metros, do lado da base do tanque (que é um quadrado);
y: a medida, em metros, da altura do tanque;

Cp: o custo para construir a base do tanque;

Ci: o custo para construir as laterias do tanque;

Cr: o custo total para construir o tanque.

V: o volume, em metros ctibicos, do tanque.
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Yy metros

x metros

x metros

O volume do tanque, isto é, do paralelepipedo com base quadrada de lado x e altura y serd dado
por:

V =x%y
Sabemos que

125
V=125, istoé, x*y=125 ouseja, y= it (7.14)

Como a é4rea da base é dada por x> m? segue que
Cp = Cp(x) =80x*, parcada x € (0,00).
Além disso, a rea lateral do tanque serd 4x.y m?, assim
C, = Ci(x) =40.4xy = 160xy, paracada x,y €€ (0,00).
Portanto
Cr=Cp+ C,=80x>+160xy, paracada x,y e (0,00).
Assim, ([14), implicard

Cr =80%x>+ 160x% = 80x% + ZOXﬂ) para cada x € (0,00).
Precisamos encontrar o minimo global da fungdo Ct = Cy(x), para x € (0, c0).
Para isto encontremos, primeiramente, os pontos criticos da fungdo Cy = Cr(x) no intervalo
x € (0, 00).
Como a fungdo Ct tem derivada de qualquer ordem em (0, c0) (pois é soma de uma fungédo poli-
nomial com uma fungdo racional que sé se anula em x = 0) temos que os pontos criticos da fungdo Cy
86 ocorrerdo onde a sua derivada for zero, isto é,

0=Cr(x) = % (80x2 n ZOSOO> — 160x — 20}300 - L@ (x3 . 125) .

Como x € (0,00), a equagdo acima serd equivalente a,

160

7<x3—125):o isto 6, x3—125=0, ouseja, x3 =125, logo x=5.

>0
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Apliquemos o Teste da 2.a Derivada para classificar o ponto critico x =5 da funcio Cr.
Notemos que, para cada x € (0, c0), teremos:

' (x) d[wqw)d@wwgmw)ﬂw_pmmm:wwﬁmm’

T dx | dx T dx x? x3 x3
ou seja,
4
Ct"(5) =160 + 050300 =480 > 0.

Logo, do Teste da 2.a Derivada, segue que a fungdo Cy tem um ponto de minimo LOCAL em
x =5.

Para completar precisamos mostra que o ponto x = 5 é o ponto de minimo global da fungdo Ct
em (0, 00).

Para isto vejamos que

20000 Exercicio 160 3
o e S (¥ —125).

Ct'(x) = 160x —

Logo para:

160
0<x<5, teremos Ci(x)=— (x3 — 125) <0,
X

~ —
>0 <0

ou

160
5<x, teremos Ct'(x)=— <x3 — 125) > 0,
\X/%/—/
>0 >0

A figura abaixo nos diz como se comporta o sinal da fungio derivada Cy’ em (0, c0):

Sinal de C1’(x)

0 5 X

Portanto podemos concluir que a fungdo Cy é estritamente decrescente em (0,5) e estritamente
crescente em (5,00), ou seja, a fungdo Ct tem um, dnico, minimo global em x = 5.
Logo, fazendo x = 5 em ([CI4), segue que:

125
y _= 572 = 5.
Conclusao: as dimensdes do tanque para o custo de sua construcio seja o menor possivel serédo:
5x%x5x5,

ou seja, um cubo de aresta 5m.
Neste caso, o custo para a construgdo do mesmo sera:

20000
CT(S)::80524——f§——::6000,

ou seja, serdo gastos R$ 6000, 00 para a construgdo do mesmo.
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7.9 Concavidade do grafico de funcoes reais de uma variavel real

Observagao 7.9.1 Para ilustrar a defini¢do a sequir consideremos a fun¢do f : R — R cuja
representa¢cdo geométrica do grdfico é dada pela figura abaizo:

X1 X2 X3 x4 X5 x

Suponhamos que:
(1) a funcgdo f seja continua em [x1,xs];

(11) a fungdo f seja diferencidvel em (x1,xs);

7

(i11) eziste a 2.a derivada da fungdo f (isto é, f") em (x1,xs).
Observemos que na situagdo acima:

1. se um ponto P = (x,f(x)) move-se, sobre a representacdo geométrica do grdfico de f , do
ponto A = (x1,f(x1)) até o ponto B = (xz,f(x2)) (ou seja, quando x varia de x = X1 até
X =X2), a declividade da reta tangente a representagdo geométrica do grdfico da fungdo no
ponto P, varia de maior que zero para zero, ou seja, a funcdo derivada f’ serd decrescente
no wntervalo (x1,x2) (veja figura abaizo).

X1 x2




7.9. CONCAVIDADE 321

Observemos que em cada ponto P = (x,f(x)) do trecho AB da representagdo geométrica do
grédfico da funcdo f, a reta tangente a representacdo geométrica do grdfico da funcdo fica
acima da representagcdo geométrica do grdfico da propria funcdo, para pontos prdérimos
do ponto P, que pertencem a representagdo geométrica do grdfico da fungdo f (veja figura
abaizo).

2. De modo semelhante, se um ponto P = (x, f(x)) move-se, sobre da representacdo geométrica
do grdfico da fungdo f , do ponto B = (x2,f(x2)) até o ponto C = (x3,f(x3)) (ou seja, quando
x varia de x = X3 até x = x3), a declividade da reta tangente d representagdo geométrica
do grdfico da fun¢do no ponto P, varia de zero para um numero menor que zero, ou Seja,
a funcdo derivada f' serd decrescente no intervalo (x2,x3) (veja figura abaizo).

X
X1 X2 3 X

Observemos que em cada ponto P = (x,f(x)) do trecho BC, a reta tangente a repre-
sentagdo geométrica do grdfico da funcdo f fica acima da representacdo geométrica do
grdfico da propria fung¢do, para pontos prézimos do ponto P, que pertencem a representagdo
geométrica do grdfico da fungdo f (veja figura abaizo).
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X3 x

3. Dos itens 1. e 2. acima, podemos conluir que em cada ponto P = (x,f(x)) do trecho
AC da representacdo geométrica do grdfico da fun¢do f, a reta tangente a representagdo
geométrica do grdfico da funcdo, fica acima da representacGo geométrica do grdfico da
propria, para pontos prézimos do ponto P, que pertencem a representa¢cdo geométrica do
grdfico da fungdo f (veja figura abaizo).

X1 X3

Neste caso diremos que o grdfico da fungdo f € céncavo para baizo nos pontos do trecho

AC da representacdo geométrica do grdfico da funcgdo f .

4. Por outro lado, se um ponto P = (x,f(x)) move-se sobre a representagdGo geométrica do
grdfico da fungdo f do ponto C = (x3,f(x3)) até o ponto D = (x4,f(x4)) (ou seja, quando x
varia de X = X3 até x =x4), a declividade da reta tangente d representa¢do geométrica do
grdfico da fung¢do no ponto P, varia de um niumero menor que zero para zero, ou seja, a
fungdo derivada f' serd crescente no intervalo (x3,x4) (veja figura abaizo).
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Observemos que em cada ponto P = (x,f(x)) do trecho CD a reta tangente a representag@o
geométrica do grdfico da funcdo f fica abaizo da representacdo geométrica do grdfico
da propria fung¢do, para pontos préximos do ponto P, que pertencem a representacdo
geométrica do grdfico da fungdo f (veja figura abaizo).

x1 x2 x3 x4 x5

5. De modo semelhante, se um ponto P = (x,f(x)) move-se sobre a representacdo geométrica
do grdfico da fungdo f do ponto D = (x4,f(x4)) até o ponto E = (x5,f(x5)) (ou seja, quando
x varia de x = X4 até x = x5) a declividade da reta tangente d representacdo geométrica
do grdfico da fung¢do no ponto P varia de zero para um mimero maior que zero, ou seja,
a fungdo derivada f’ serd crescente no intervalo (x4,xs) (veja figura abaizo).
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x1 X2 x3 x4 x5

Observemos que em cada ponto P = (x,f(x)) do trecho DE da representacdo geométrica do
grafico da fungao f, a reta tangente da representacGo geométrica do grdfico da funcgdo, fica
abaizo 4 representacdGo geométrica do grdfico da propria fungdo, para pontos prorimos do
ponto P, pertecentes d representagdo geométrica do grdfico da fungdo f (veja figura abaizo).

X1 x2 x3 x4 xs5 x

6. Dos itens 4. e 5. acima, podemos conluir que em cada ponto P = (x,f(x)) do tre-
cho CE da representacdo geométrica do grdfico da funcdo f , a reta tangente 4 repre-
sentagcdo geométrica do grdfico da func¢do, fica abaizo da representacdo geométrica do
grdfico da prépria fungdo, para pontos prérimos do ponto P, que pertencem a representag¢do
geométrica do grdfico da fungdo f (veja figura abaizo).
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-

Neste caso diremos que o grdfico da funcdo f € concavo para cima nos pontos do trecho
CE da representagcdo geométrica do grafico da funcdo f .
7. No ponto C o grdfico da fung¢do f passa de céncavo para baizo para céncavo para cima.

Neste caso diremos que o grdfico da funcdo f tem um ponto de inflexdo no ponto C =
(x3,f(x3)) (veja figura abaizo).

X1 X2 X3 Xq X5 x

Basedado na Observagdo acima podemos introduzir a sequinte defini¢do:

Definigao 7.9.1 Sejam A um intervalo aberto de R, a € A ef: A — R uma fun¢do diferencidvel
em x = d.

Diremos que o grdfico da funcdo f € cOncavo para cima no ponto (a,f(a)) se podemos
encontrar 6 > 0, tal que os pontos da representagcdo geométrica do grdfico da funcdo f, isto é€,
(x,f(x)), para

x € (a—58,a+0)\{a},

ficam acima dos correspondentes pontos da reta tangente & representagcdo geométrica do grdfico
da fung¢do mo ponto (a,f(a)) (veja a figura abaizo).
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<«——— Reta tangente no ponto (a, f(a))

flx) ¢ - - - N
fla)p - - - - oo N

De modo semelhante, diremos que o grdfico da fungdo f é concavo para baixo no ponto
(a,f(a)) se podemos encontrar & > 0, tal que os pontos da representag¢do geométrica do grdfico
da funcdo f, 1sto €, (x,f(x)), para

x € (a—5&,a+0d)\{a},

ficam abaizo dos correspondentes pontos reta tangente G representacdo geométrica do grdfico
da fung¢do mo ponto (a,f(a)) (veja a figura abaizo).

Reta tangente no ponto (a, f(a))

)
|

o

=

=)

)

+

o

»

Diremos que o grdfico da fung¢do f tem um ponto de inflexao em (a,f(a)) se a representagcdo
geométrica do grdfico da funcdo f tiver uma reta tangente no ponto (a,f(a)) e se podemos
encontrar 6 > 0, tal que:

(1) para cada x € (a—90,a), a representagdo geométrica do grdfico da fungdo f é céncavo para
baizo nos pontos (x,f(x)) e para cada x € (a,a+0), a representacdo geométrica do grdfico
da fungdo f € céncavo para cima mos pontos (x,f(x)),

(1) ou, para cada x € (a —d,a), a representagdo geométrica do grdfico da fungdo f é céncavo
para cima nos pontos (x,f(x)) e para cada x € (a,a + ), a representagdo geométrica do
grdfico da funcdo f é céncavo para baizo nos pontos (x,f(x))
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Grdfico céncavo para baizo

Grdfico céncavo para baizo

Grdfico cdéncavo para cima

Grdfico céncquo para cima

a—%6 a a+d X

Observagao 7.9.2 A grosso modo, um ponto (a,f(a)) do grdfico da fun¢do f, serd um ponto
de inflexdo da representacdo geométrica do grdfico da mesma se a representacdo geométrica do
grdfico da fung¢do f muda de concavidade quando ”passa” pelo ponto (a,f(a)) (as figuras acima
tlustram estas situagdes).

Com isto temos o:

Exemplo 7.9.1 Seja f: R — R a fun¢do dada por

f(x) =x*, para cada x € R.

Estudar a concavidade do grdfico da funcgdo f .

Resolugao:
A funcéo f tem derivadas de todas as ordens em R (pois é uma fungédo polinomial).
Notemos que

f’(x) =3x*, paracada xéeR,

segue que a fungio derivada f’ serd decrescente para zero, no intervalo (—oo,0), o que implicard que
a representagdo geométrica do gréfico é céncavo para baixo nos pontos (x, f(x)) para x € (—o0,0).

Deixaremos com o exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

De modo semelhante, a fungio derivada f’ serd crescente, & partir do valor zero, no intervalo
(0,00), 0 que implicard que a representacdo geométrica do gréfico da fungdo f é céncavo para cima
nos pontos (x, f(x)), para cada x € (0, co).

Deixaremos com o exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Assim podemos concluir que o grafico da fungdo f terd um ponto de inflexdo no ponto (0,f(0)) =
(0,0) (pois o grafico da fungdo f tem uma mudanga de concavidade quando ”passa” pelo ponto
(0,£(0)) = (0,0)).

A figura abaixo nos dé a representagdo geométrica do grafico da fungéo f .



328

CAPITULO 7. MAXIMOS OU MINIMOS

Ponto de inflex8o do grafico da fung8o f

Gréfico da fungfo f céncavo para baixo

Observagao 7.9.3

1. Da Definigdo de ponto de winflexdo temos que o grdfico da fung¢dgo f tem um ponto de

inflexdo em (a,f(a)) se, e somente se, a representacdo geométrica do grdfico da fung¢do f
tiver uma mudanga de concavidade quando "passa” pelo ponto (a,f(a)) (ver figura acima).

. Observemos que se a func¢do f é duas-vezes diferencidvel em um intervalo contendo o ponto

X = da.

Entado:

(a) a representacdo geométrica do grdfico da fungdo f é céncavo para baizo no ponto
(a,f(a)) se, e somente se, podemos encontrar d > 0 tal que a funcdo derivada, f’, for
estritamente decrescente em (a—6,a+ 9d).

Mas 1isto, pelo Teorema ([7-5-1) item (d), é equivalente a dizer que a fungdo 2.a
derivada f”, é menor que zero no intervalo (a —&,a + d), ou seja,

f’(x) <0, para cada x € (a—05,a+3d).

(b) de modo semelhante, a representacdo geométrica do grdfico da funcgdo f é céncavo
para cima no ponto (a,f(a)) se, e somente se, podemos encontrar & > 0 tal que a
funcdo derivada, f', for estritamente crescente em (a —,a+ §).

Mas 1isto, pelo Teorema ([7-5-1) item (b), € equivalente a dizer que a fungdo 2.a

derivada, f”, é maior que zero mo intervalo (a —d,a+8), ou seja,

f’(x) >0, para cada x¢€ (a—358,a+3d).

3. Como consequéncia dos itens acima temos que se a fungdo f é duas vezes diferencidvel

em x = a e a representagdo geométrica do grdfico da fungao f tem um ponto de inflexdo
em (a,f(a)) e entdo deveremos ter
f"(a) =0,

ou seja, o ponto x = a deverd ser um ponto critico da func¢do derivada f’.

Pode ocorrer da representacdo geométrica do grdfico de uma fungdo f ter um ponto de
inflezdo em (a,f(a)) e a fungdo f nao ser duas vezes diferencidvel no ponto x = a, como
mostra o sequinte exemplo:
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Seja f: R — R a fung¢do dada por
f(x) = v/x, para cada x € R.

Observemos que a funcgo f nao é diferencidvel em x = 0.

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Portanto a funcdo f ndo serd duas vezes diferencidvel em x = 0.

Porém o ponto (0,f(0)) € um ponto de inflexdo do grdfico da funcdo f .
De fato, observemos que a funcdo f é duas vezes diferencidvel em R\ {0}.
A verificagcdo deste fato serd deizada como ezxercicio para o leitor.

Além disso temos que:
1

1
f'(x) = gx%_1 = §X_% , para cada x € R\{0}
e com isto teremos que
2 2
f7(x) = —§x7%*1 = —§x*% , para cada x € R\{0}.
Portanto:
(z) se

x <0, seque que f"(x) >0,

implicando que o grdfico da fungdo f serd céncavo para cima nos pontos (x,f(x)),
para cada x € (—o0,0).

(1) por outro lado, se
x>0, seque que f”(x) <0,

implicando que o grdfico da funcdo f serd céncavo para baizo nos pontos (x,f(x)),
para cada x € (0, 00).

Logo dos itens (1) e (11) podemos concluir que a representagdo geométrica do grdfico da
fungdo f tem um ponto de inflexdo no ponto (0,f(0)).

A figura abaizo nos dd a representacdo geométrica do grdfico da fungdo f .
Yy

Grdfico da fun¢do f cdncavo para baizo

<

Grdfico da fungdo f céncavo para cima
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Podemos resumir as observacdes acima nos seguintes resultados cujas demonstragdes seguem dos
correspondentes itens da Observagdo acima, isto é, para o estudo da concavidade do grafico de uma
fungdo temos o:

Teorema 7.9.1 Sejam A um intervalo aberto de R, f : A — R uma funcdo duas vezes dife-
rencidvel em A e a € A.
Se podemos encontrar & > 0, tal que

(1) para
x€(a—05,a+38), temos f"(x)<0,

entdo a representacdo geométrica do grdfico da funcdo f serd céncavo para baizo nos pontos
(x,f(x)) para x € (a —d,a + 5).

(11) para
x€(a—05,a+8), temos f'"(x)>0,

entdo a representacdo geométrica do grdfico da funcdo f serd céncavo para cima mos

pontos (x,f(x)) para x € (a—6,a+ 0).

Demonstragao:
Ver o item 2. da Observagdo acima.

Para o estudo dos pontos de inflexo do gréfico de uma fungdo temos o:

Teorema 7.9.2 Sejam A um intervalo aberto de R, a € A e f: A — R uma fungdo duas vezes
diferencidvel em A, exceto, eventualmente, em x = a.
Se podemos encontrar 6 > 0, tal que

(i) T"(x) <0, para cada x € (a—86,a) e f"(x) >0, parax € (a,a+5d),
ou
(i) £"(x) >0, para cada x € (a—58,a) e f"(x) <0, para cada x € (a,a+ ),

entdo a representacdo geométrica do grdfico da funcdo f tem um ponto de inflexdo no ponto

(a,f(a)).

Demonstragao:
Ver o item 2. da Observagdo acima.

O
Como conseqiiéncia das observagdes acima temos o seguinte resultado importante para o estudo
da concavidade do gréfico de uma fungéo:

Teorema 7.9.3 Sejam A um intervalo aberto de R, a € A e f: A — R uma fungdo duas vezes
diferencidvel em A.
Se o grdfico da fung¢do f tem um ponto de inflexdo no ponto (a,f(a)) entdo deveremos ter

f”(a) =0.

Observagao 7.9.4
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1. Seque, da Observagdo acima itens 3 e 4., que um ponto de inflexdo da representa¢do
geométrica do grdfico de uma funcdo f somente poderd ocorrer mos pontos criticos da
fungdo 1.a deriwvada, isto €, onde a funcdo 2.a derivada f” é zero ou onde a fungdo 1.a
derivada ndo for diferencidvel no dominio da mesma (isto €, onde a funcdo f” ndo eziste).

2. Baseado no item acima, para encontrarmos os pontos de inflexdGo da representagdo geométrica
do grdfico de uma funcgdo dada, procuraremos os pontos onde a 2.a derivada € zero e onde
a 2.a derivada ndo existe, ou seja, 0s pontos criticos da funcdo derivada f'.

A seguir aplicaremos, em cada desses pontos, os Teoremas ([I.91) e ([7-9-3) para tentar
classificar os mesmos do ponto de vista do estudo da concavidade e de ponto de inflexdo.

O
Aplicaremos essas técnicas ao seguinte exemplo:
Exemplo 7.9.2 Seja f: R — R a fun¢do dada por
f(x) =x* —x, para cada xc<R. (7.15)

Encontre os extremos locais, os pontos da representacdo geométrica do grdfico onde a con-
cavidade € voltada para cima, para baizo e os pontos de inflexdo do grdfico da fungdo f .

Baseado mas wnformagdes acima obtidas, faca um esbo¢o da representacdo geométrica do
grafico da fungdo f .

Resolugao:
Observemos que a fungdo f tem derivada de qualquer ordem (pois é uma funcdo polinomial).
Notemos também que

f'(x) =3x*—1, paracada xecR. (7.16)

Comecaremos encontrando os extremos locais da fungéo f .

Para isto encontremos os pontos criticos da fungéo f .

Como a funcdo f é diferencidvel em R segue que seus pontos criticos ocorrerdo onde a fungdo
derivada for zero, ou seja,

x €R taisque f'(x)=0.

Mas
iz s 1 . 3
0="~'(x) =) 3x> =1, o que implicard em x% = 3 ou seja, X = i\g,

isto é, os unicos pontos criticos da fungéo f serdo

X1 =—>5 € Xp=——>.

Como a fungdo f tem derivada de qualquer ordem em R (em particular, é duas vezes diferencidvel
em R), podemos tentar aplicar o Teste da 2.a Derivada para classificar os pontos criticos acima, do
ponto de vista de extremos locais.

Temos que:

f”(x) =6x, paracada xecR. (7.17)
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(i) Como

pelo Teste da 2.a Derivada (isto é, Teorema (ZZ) item (ii)) segue que a fungéo f tem um ponto
- V3
de minimo local em x = 3
(ii) Como
£7(x) =" (—‘f) = —6\3[3 <0,

pelo Teste da 2.a Derivada (isto é, Teorema (IZET) item (i)) segue que a fungdo f tem um ponto

de maximo local em x = —

s

e com isto encontramos todos os pontos de extremos locais da funcdo f .

Encontremos os pontos de inflexdo do gréfico da fungéo f .

Para isto, encontremos os pontos criticos da fungdo 1.a derivada, isto é, da fungio f’.

Como a fungdo f tem derivada de qualquer ordem em R (em particular, é duas vezes diferencidvel
em R) segue que os pontos criticos da fungfo 1.a derivada (isto é, da fung8o f’) sé ocorrerdo onde a
fungdo 2.a derivada (isto é, a fungdo f ") for zero, ou seja,

(=2

0=f"(x) = 6x, ousea, x=0.

Logo s6 existe um candidato a ponto de inflex80 a representagdo geométrica do grafico da fungédo
f, a saber, o ponto:

(0,£(0)) = (0,0).

Observemos que:

(i) para
x <0, teremos f”(x)=6x<0.

Logo, pelo Teorema (1) item (i), segue que a representagdo geométrica do grafico da fungéo
f tem concavidade voltada para baixo nos pontos (x, f(x)), para x < 0;

(ii) para
x>0, teremos f”(x)=6x>0.

Logo, pelo Teorema () item (ii), segue que a representagdo geométrica do gréfico da funcéo
f tem concavidade voltada para cima nos pontos (x, f(x)), se x > 0.

Portanto, pelo Teorema (ICI3), segue que a representacdo geométrica do grafico da fungdo f tem
um ponto de inflexdo no ponto (0, f(0)) = (0,0).
Com estas informagdes podemos construir a seguinte tabela:
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sinal de f’ | sinal de f” f(x)
x < 3 + — crescente e grafico concavo para baixo
=—3 0 — méximo local e grafico cdncavo para baixo
3 <x<0 — + decrescente e grédfico concavo para abaixo
x=0 — 0 decrescente e ponto de inflexdo
0<x< 3 — + decrescente e grafico concavo para cima
X = 3 0 + minimo local e gréfico cdncavo para cima
3 <x + + crescente e grafico concavo para cima

333

Baseado na tabela acima podemos fazer um esbogo da representacdo geométrica do grafico da

funcéo f , que é dado pela figura abaixo:
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Maéximo local

Grafico cdéncavo para baixo —_ - - - - f (7

\

-1 V3 : 1
3 ‘

4

= Y

Ponto de inflexdo

™~

Grafico céncavo para cima

ICORER ‘

Minimo local

A seguir temos os seguintes exercicios resolvidos:

Exercicio 7.9.1 Seja f:R — R uma funcdo dada por
f(x) =cos(x), para cada x€R.

Encontre os pontos onde o grdfico da funcdo f € céncavo para baizo, céncavo para cima e
0s pontos de inflexdo do mesmo.

Resolucgao:
Observemos que a fungéo f tem derivada de qualquer ordem em R.
Logo os pontos de inflexdo do grafico da fungéo f sé poderdo ocorrer onde a fungéo 2.a derivada é
zero, isto é,
f”(x) =0, paracada xcR.

Notemos que

f’(x) = —sen(x), paracada xcR,

assim, segue que,

f”(x) = —cos(x), paracada x€R.
Logo
T
0=f"(x) = —cos(x) se, esomente se, x = 3 +km, paracada k€Z.
= - 3 ¥
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Assim os pontos criticos da fungio f’ serdo:

T
Xzz—i-kﬂ, paracada ke Z.

Estudemos o sinal da fungio 2.a derivada f ” ao passar por cada um dos pontos criticos da fungéo
1.a derivada f’.
Observemos que:

(i) parax € (—g, g), teremos:

—Z<x<F = cos(x)>0

f”(x) = —cos(x) < 0.

Logo, do Teorema (1) segue que a representacdo geométrica do grafico da fungdo f serd

. T T
cdncavo para baixo nos pontos (x,f(x)), para cada x € (_E’ E);

(ii) para x € (th, 3;), teremos:

F<x< 37“ = cos(x)<0

f”(x) = —cos(x) > 0.

Logo, do Teorema () segue que a representacdo geométrica do gréafico da funcgéo f é concavo

. 3
para cima nos pontos (x, f(x)), para cada x € (7;, 271) .

3
(iii) para x € (;,2n>, teremos:

37”<x<27'[ = cos(x)>0
f”(x) = —cos(x) < 0.

Sinal da fungdo f’’

37
2 2m

[NE]
N3

Logo, do Teorema () segue que a representacdo geométrica do grafico da fungéo f é concavo

. 3
para baixo nos pontos (x,f(x)), para x € ;,27t> .

Portanto, do Teorema () e dos itens acima, podemos concluir que a representagdo geométrica
do grafico da fungdo f tem pontos de inflexdo nos pontos

T /T T 3m 3n 3n
ff<f>>:<—0> ZE(Z=) )= (20]).
(z’ 2 27 ¢\ 2"\ 2 2
Utilizando o fato que a fungio f é 27-peridédica podemos concluir que o grafico da fungdo f é
céncavo para baixo nos pontos (x, f(x)), para

X € (—72—T+2k7r,§+2k7t), para cada k€ 7Z,
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e o gréfico da fungdo f é concavo para cima nos pontos (x, f(x)), para

3
x€<ﬂ+2k7r 7T+2k7r>, paracada keZ.

2 ’ 2

Assim o grafico da fungdo f tem pontos de inflexdo nos pontos

2 2

(E—i—kn, f(E—l—krc)) = (g—i—kn,O) , paracada keZ.

Assim, com as informagdes acima e utilizando o Exercicio (C82) (que nos fornece os pontos de
mdximo e minimo locais da fungédo f ), podemos obter a representagdo geométrica do gréfico da fungéo

f, que serd dada pela figura abaixo:

(N

De modo andlogo podemos aplicar as técnicas desenvolvidas neste Capitulo para o tratar o:

Exercicio 7.9.2 Seja f: R — R a fung¢ao dada por

f(x) = (1—2x)3

)

para cada x € R.

Determinar os pontos da representagao geométrica do grdafico da fung¢do f que teém conca-
vidade para cima, para baizo e os pontos de inflexGo do mesmo.

Resolugao:

Observemos que a fungdo f tem derivada de qualquer ordem (pois ela é composta de fungdes que

tém essa propriedade, verifique!).

Logo os pontos de inflexdo do gréfico da fungéo f deverdo ocorrer onde a fungdo 2.a derivada (isto

é, da fungdo ") for zero, ou seja,

x € R,
Mas
f /(X) Regra d; Cadeia
assim segue que
f ”(X) Regra d; Cadeia
Logo

0=f"(x)=24(1—2x) =12 <] —x> , ou seja,

tal que

3(1—2x)2.(=2) = —6(1 — 2x)?,

—6.2.(1—2x).(=2) = 24(1 — 2x),

f”(x)=0.

paracada x € R,

para cada x € R.

1
X ==,

2 2
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. . . . . . x ) 1
ou seja, o unico ponto critico da fungéo 1.a derivada (isto €, da fungdo f’) é o ponto x; = —.
Observemos que

. 1 «
(i) para x < =, entdo

Logo, do Teorema ([Z20), segue que a representagdo geométrica do grafico da fungdo f é cdncavo

. 1
para cima nos pontos (x,f(x)), para x € | —oo, 7

. 1
(ii) por outro lado, para x > 7 teremos

Logo, do Teorema (), segue que a representagdo geométrica do grafico da fungdo f é concavo
1
para baixo nos pontos (x, f(x)), para x € 2 oo).

Portanto, pelo Teorema (IC23) e dos itens (i) e (ii) acima, podemos concluir que o grafico da
fungdo f tem um ponto de inflexdo no ponto

21(2) =)

1
f/(x) = —6 (1 —2x)? R\ < =
(x) \%( x)* <0, paracada x¢€ \{2},
< >0

Como

segue, pelo Teorema (ZE), que a funcdo f é estritamente decrescente em R assim podemos montar
a seguinte tabela:

sinal de f’(x) | sinal de f” f(x)
1 . . . .
x < 3 — + estritamente decrescente e grafico concavo para cima
1 ‘ . x
X = 7 0 0 grafico tem um ponto de inflexio
1 . . R :
3 <X — — estritamente decrescente e grafico concavo para abaixo

Baseado nestes dados podemos fazer um esbogo da representacdo geométrica do grafico da fungdo
f dada pela figura abaixo:
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y=(-2x)?

£

N|=

Observagao 7.9.5

1. Com as técnicas desenvolvidas na teoria de extremos locais (isto €, Testes da 1.a e da 2.a
Derwada) e do estudo da concavidade do grdfico de fungdes podemos obter a representagdo
geométrica do grdfico de funcgdes polinomais e, mais geralmente, da funcdo seno, cosseno,
arco-seno, arco-cosseno, cosseno-hiperbdlico, seno-hiperbdlico, arco-cosseno-hiperbdlico,
arco-seno-hiperbdlico e funcdes compostas envolvendo as mesmas.

Deizaremos como ezercicio para o leitor o estudo e a obtengdo das representagbes geométricas
dos grdficos das fungbes acima utilizando as ferramentas desenvolvidas neste capitulo.

2. Para obtermos as representagdes geométricas dos grdficos das outras funcdes bdsicas que
apareceram no Capitulo 3 precisaremos das técnicas que serdo desenvolvidas no proximo
capitulo, a saber, a introducdo das retas assintotas horizontais e verticiais d representagdo
geométrica do grdfico de uma funcdo.



Capitulo 8

Limites no Infinito ou Infinito de
funcoes reais de uma varavel real

Comecaremos trantando os denominados limites no infinito.

8.1 Motivacao e definicoes de limites no infinito

Observacgao 8.1.1 Consideremos a fungdo f: R — R dada por

f(x) = !

:W, para cada X € R.

Observemos que fazendo a varidvel x assumir valores, positivos, ”cada vez maiores”, temos
que os respectivos valores da fungdo nestes pontos (isto €, f(x)) irdo ”aprorimar-se” de zero.
Para ilustrar isto, vejamos a sequinte tabela abaizo:

X f(x)
1
=1
0 1+02
1 1 _1
1+12 2
1 1
2 1+22 75
1 1
1 — =
0 1+10¢2 101
1 1
100 141002 100001
1 1
00 0

339
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Neste caso, diremos que f(x) tende a zero, quando x tende a co.

De modo semelhante, fazendo a varidvel x assumir valores, negativos, ”cada vez menores”,

temos que os respectivos valores da funcgdo nestes pontos, isto €, f(x), irdo ”aprozimar-se” de
zero.

Para ilustrar 1sto, vejamos a sequinte tabela abaizo:

X f(x)
1
0 1T+02 ]
» 1T
1+ (=12 2
1 1
) —
1+ (=22 5
1 1
-1 -
0 14+ (=10)2 101
1 1
—1 _
037 (—100)2 ~ 100001
l l
—00 0

Neste caso, diremos que T(x) tende a zero, quando x tende a —oo.
A representacdo geométrica do grdfico da funcgdo f é dada pela figura abaizo.

Yy 4

T a2

Dewzaremos como exercicio para o leitor classicar 0s pontos criticos e estudar a concavidade
do grdfico da func¢do f acima.

De modo mais preciso temos a:
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Definigao 8.1.1 Sejam f:(a,00) >R e L € R.
Diremos que o limite de f(x) quando x tende a co é L, denotando por

lim f(x) =1L

X—00

se dado ¢ > 0, podermos encontrar K >0, com K > a, de modo que
se x>K, teremos |f(x)—1L|<ce.

Observagao 8.1.2

1. A Definigdo acima nos diz que
lim f(x) =1,

X—00

se, e somente se, f(x) fica tdo perto de L quanto se queira, desde que x seja, suficiente-
mente, grande.

2. Na situag¢do da Definicdo acima diremos que f(x) tende a L, quando x tende a co.

3. Do ponto de wista da representacdo geométrica do grdfico da funcdo f temos a seguinte
figura:

De modo semelhante temos a:

Definicao 8.1.2 Sejam f:(—oco,b) = R e M € R.
Diremos que o limite de f(x) quando x tende a —oco é M, denotando por

lim f(x) =M,

X——00

se dado ¢ > 0, podermos encontrar K >0, com —K < b, de modo
se x<—K, teremos |f(x)—M|<ce.
Observagao 8.1.3

1. A Definigdo acima nos diz que
lim f(x) =M,

X——00
se, e somente se, f(x) fica tdo perto de M quanto se queira, desde que x seja negativo e,
em mddulo, suficientemente grande.
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2. Na situacdo da Definicdo acima diremos que f(x) tende a M, quando x tende a —oo.

3. Do ponto de vista da representacdGo geométrica do grdfico da fungao f temos a seguinte
figura:

4. Os limites acima serdo denominados limites no infinito da fung¢do f dada.

Consideraremos a seguir o seguinte exemplo:
Exemplo 8.1.1 Seja f: R\ {0} = R a fung¢do dada por
1
f(x) = 2 para cada x € R\{0}.

Mostre que
lim f(x) =0 e lim f(x)=0,

X—00 X——00
ou seja,
. o]
lim — = lim - =0.
X—0o0 X X——00 X
Resolugao:

Mostremos que

lim — =0.
X—oo X

Para isto, dado ¢ > 0, escolhamos K € R de modo que

1
K> o> 0. (8.1)
Logo,
f(x)=1,120 | 1 1 x>k>0 1 (ED)
se x>K, segueque [f(x)—L| g R [ = €,
X X K
ou seja,
lim — =0
X—00 X
Mostremos
lim — =0
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Para isto, dado ¢ > 0, escolhamos K € R de modo que

K> % > 0. (8.2)
Logo
se x<—K, segueque |[f(x)—1L| = % o =0 _LX 7X><K>O % (E<]) g,
ou seja,
lim — =0.

X——00 X

Do ponto de vista da representagdo geométrica do grafico da funcéo f temos a seguinte figura:

Y

\J ( -

8.2 Propriedades de limites no infinito
Valem as propriedades usuais de limites para limites em oo ou —oo, mais precisamte temos a:

Proposicao 8.2.1 (Unicidade do limite em oo ou em —oo)

(1) Seja f:(a,00) = R uma funcgdo.
Se existir o limite lim f(x) e
X—00
lim f(x) =1L,
X—00

entao L € R serd o 1dnico nimero real com essa propriedade.

(11) Seja g: (—o0,b) = R uma fungdo.
Se existir o limite lim g(x) e
X——00
lim g(x) =M,

X——00

entdo M € R serd o 1unico niumero real com essa propriedade.

Demonstragao:
Faremos a demonstragdo do item (i).
A demonstragdo do item (ii) serd deixada como exercicio para o leitor.
Suponhamos que

L' = lim f(x).

X—00
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Mostremos que

L'=L.
Para isto, dado ¢ > 0, como
lim f(x) =L,
X—00
deverd existir Ky > 0, com K; > q, tal que
se x>K;, teremos |[f(x)—1L|< % (8.3)
De modo semelhante, como
lim f(x) =1/,
X—00
deverd existir K; > 0, com K, > a, tal que
se x>K, teremos [f(x)—L'|< % (8.4)
Logo
IL—L'| =L+ [=f(x) + f(x)] = L'l = [[L — f(x)] 4 [f(x) — L'} < [L — f(x)| + [f(x) — L'l
para cada x € (a, o).
Em particular, se
x > K = max{Ki, K} (8.5)
teremos que
E3),(E3),(EQ)
LUl < L=+ L1 S =,
para todo ¢ > 0, o que implicard em L’ = L, como queriamos demonstrar.
O

Outro resultado importante é dado pela:

Proposigao 8.2.2

(1) Seja f:(a,00) — R uma fungdo.

Se existe o limite ILm f(x), entdo podemos encontrar K > 0, com K > a, tal que a restri¢cdo
X—00

<

da fungdo f ao intervalo (K,o00) serd uma fungdo é limitada em (K, o0), isto €, podemos
encontrar M > 0, tal que

If(x)] <M, para cada x € (K,00).
(1) Seja g: (—o0,b) — R uma fungdo.

Se existe o limite lim g(x), entdo podemos encontrar K > 0, com —K < b, tal que a
X——00

restrigdo da fungdo g ao intervalo (—oo,—K) serd uma fungdo € limitada em (—oo,—K),
isto €, existe M > 0 tal que

lg(x)| <M, para cada x € (—oo,—K).
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Demonstracao:
Faremos a demonstragdo do item (i).
A demonstragdo do item (ii) serd deixada como exercicio para o leitor.
Como existe o limite lim f(x) e
X—00

lim f(x) =1L,

X—00

dado ¢ = 1, podemos encontrar K > 0, com K > a, tal que
se x>K, teremos |f(x)—Ll<e=1. (8.6)

Logo se x > K teremos:

(E3)
If(x)] —|L| <I|f(x) —L] < 1, implicando em |f(x)| < |L|+1,

ou seja, a restricdo da fungdo f ao intervalo (K, oco) serd uma fungdo é limitada (basta definir M =
IL| + 1), como queriamos demonstrar.
[l

Temos também a:

Proposicao 8.2.3

(1) Seja f:(a,o0) = R uma funcgdo.
Existe o limate lim f(x) e
X—00
lim f(x) =L
X—00

se, e somente se, existe o lim [f(x) — L] e
X—0o0

lim [f(x) — L] =0.

X—00
(1) Seja g: (—o0,b) = R uma fungdo.
Eziste o limite lim g(x) e
X——00
lim g(x) =M
X——00

se, e somente se, existe o limite lim [g(x) —M] e
X——00

lim [g(x) —M]=0.
X——00
Demonstracgao:
Faremos a demonstragdo do item (i).
A demonstragdo do item (ii) serd deixada como exercicio para o leitor.
Temos que existe o limite X11_}1{.1o f(x) e

lim f(x) =1L

X—00
se, e somente se, dado ¢ > 0, podemoe encontrar K > 0, com K > a, tal que

se x>K, teremos |f(x)—L|<e¢

ou, equivalentemente,
[lf(x) —LI =0l <,
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ou ainda, existe o lim [f(x) — L] e
X—00

mostrando equivaléncia.

Temos o seguinte exemplo:
Exemplo 8.2.1 Sejam Ce R e f: R — R fun¢do dada por
f(x) =C, para cada x€R.

Entdo, eristem os limite lim f(x), lim f(x) e além disso
X—00 X——00

lim f(x) = lim f(x)=C.
X—00 X——00
Resolugao:
Faremos a demonstragdo do caso x — oo.
A demonstracdo do caso x — —oo serd deixada como exercicio para o leitor.
Observemos que, dado € > 0, consideremos

K=1.
Com isto,
se x>K=1 segueque [f(x)—C|=|C—C|=0<c¢,
mostrando que

lim f(x) =C,

X—00

como afirmamos.

O resultado a seguir serd de muita utilidade no cédlculo de limites no infinito.

Proposigao 8.2.4 Sejam f,g: (a,00) —» R duas fungées.
Suponhamos que existam os limites lim f(x), lim g(x) e além disso
X—00 X—00

lim f(x) =L e lim g(x) =M.

X—00 X—00

Entado:
(a) ezistird o limite lim [f + gl(x) e além disso
X—00

lim [f+gl(x) =L+ M,
X—00
1sto €,
lim [f + g](x) = lim f(x)+ lim g(x).

X—00 X—00 X—00

(b) existird o limate lim [f.gl(x) e além disso
X—00

Xli_)IELo[f.g] (x) = LM,
1sto €,
lim [f.g](x) = lim f(x). lim g(x).

X—00 X—00 X—00
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f
(c) se M #0, existird o limite lim <> (x) e além disso

X—00 g
f L
XILIEO[E](X) =M
1sto é,
£ lim f(x)
lim () (x) = =22
x—00 \ g Jim g(x)
Demonstragao:
Do item (a):
Dado ¢ > 0, como existem os limites lim f(x), lim g(x), e além disso

X—00 X—00

lim f(x) =L e lim g(x)=M,

X—00 X—00

podemos encontrar K;,K; > 0, com K;, K; > a, tais que

se x>Kj, teremos |f(x)—L|< % , (8.7)
¢ €
se x>K;, teremos |[g(x)—M|< 7 (8.8)
Logo se considerarmos
K= maX{K1,K2} >0
teremos que, para x > K, entéo
x>K>Ky, de (E7), segue que |f(x) —L| < % (8.9)
x>K>K,, de (BR), segue que [g(x)—M|< E, (8.10)
assim, se x > K, segue que
IIf + gl(x) — (L+M)| = [(f(x) = L) + (g(x) — M)
(BE9),Em) ¢ ¢
S —Li+lg) =M < S +5=¢,

isto é, existe o limite lim [f + g](x) e além disso
X—00

lim [f+gl(x) =L+ M,

X—00

completando a demonstragdo do item (a).

Do item (b):

Dado ¢ > 0, como existe o limite XILIEO g(x), pela Proposigdo (EZZ2 ) item (i), podemos encontrar
Ky >0, com Ky > a, e C >0 tal que

se x>K;, teremos |[g(x)]<C. (8.11)
Além disso, como existem os limites lim f(x) =L e lim g(x) = M, podemos encontrar K,,K; > 0
X—00 X—00
(e Kq,Kz > a) tais que
se x> K, teremos |f(x)—1L|< i, (8.12)

2C
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€
K M < . 1
se x>Kj, teremos |g(x) | < SIS (8.13)
Seja
K= maX{K1,K2, K3, (1} >0.
Se x > K teremos:
x >K>XK;, de (BEID), teremos |g(x)| < C; (8.14)
x > K >K,, de (ET3), teremos |f(x)—L|< %; (8.15)
€
K> K -M —_ 1
x > K > K3, de (EX3), teremos [g(x) | < SIS (8.16)

Logo se x > K entdo x > Kj, x > K; e x > K3, assim teremos:

|[f.gl(x) — L.M| = [f(x).g(x) — L.g(x) + L.g(x) — LM| < [f(x).g(x) — L.g(x)[ + [L.g(x) — LM|

— 1(x) — Lllgt)] + [Llg(x) — M| 2 E ey
- 9 9 2C 200+ 1]
\L‘\Ll1<1 € &
< 2 + E =&,
mostrando que
lim [f.g](x) = LM,
X—00

completando a demonstragdo do item (b).
Do item (c):

1
Se mostrarmos que existe o limite lim <> (x) e além disso
X—00 9

: 1 1
i (5) 09 =3¢
utilizando-se o item (b), teremos que
. f L 1 item (b)), 1 L
Jim () 00 = im (1) 00 "= =
completando a demonstragdo do item (c).

1
Mostremos que existe o limite lim <) (x) e além disso
X—00 g

. 1 1
tim () 0=
Para isto, dado ¢ > 0, como existe o limite ILm g(x) e
X—00
lim g(x) =M,
X—00

segue que podemos encontrar K, K; > 0, com Kj,K; > a, tais que
se x>Kj, teremos |g(x)—M|< —, (8.17)

(8.18)

se x>K,;, teremos |[g(x)—M|<
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M
(para obter (BET7) tomamos, na Definigdo de limite em oo, € = |2|).
Logo, se x > K; teremos:
lal—[b|<|a—bl| ED) M| .
MI—lgtx)l = IM—g(x][=lglx) =M| < —=, ou seja,

Logo, como M # 0, teremos que

2
|9(X)|>M, para x> Ky,
ou seja,
se x> K; teremos ] < -
1 rem =
lgx)l ~ IM]”

M|

IM[—lg(x)| < —-.

2

349

(8.19)

Vale observar que serd mostrado mais adiante (veja Teorema (EZZ)) que se M # 0, entdo teremos

g(x) # 0, para x suficientemente grande.
Consideremos

K= maX{K1,K2, (1} >0.

Logo se x > K teremos x > K; e x > K3, assim:

1 T |[M—g(x)
()=~ o

9t M M

~——
(eT3) ,
< ™M

2 M) B

M2 2 ’

mostrando que

. 1 1
tim () 0= 5

e completando a demonstracdo da Proposigao.

Como consequéncia do resultado acima temos o:

(5=<|=) eIM|2

2

1 g =M 2 fgx)—M]

M|

Corolario 8.2.1 Com as hipétese da Proposi¢cao acima temos que existe o limite ILm [f — gl(x)
X o0

e além disso
lim [f —gl(x) =L—M,

X—00
ou seja,

lim [f — g](x) = lim f(x)— lim g(x).

X—00 X—00 X—00

Demonstragao:

Observemos que

[f —gl(x) ={f+[(—1).gl}(x), paracada x € (a,o00).
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Logo dos itens (a), (b) da Proposigdo acima e do Exemplo (EZ20) acima segue que

lim [f — gl(x) = Lim {f + [(—1).gT}(x) 7% *“22 ¥ (&) yn £(x) + Tim [(—1).g](x)
X—00 X—00 X—00 X—00
Prop. acima item (b) lim f(x) + lim (—1). lim g(x)
X— 00 X—00 X—00
Brxemplo (520 4im f(x) + (—1). lim g(x)
X—00 X— 00

= lim f(x)— lim g(x),
X—00 X—00

como queriamos demonstrar.

Observagao 8.2.1

1. Valem os resultados andlogos & Proposi¢do (B-24) e ao Coroldrio (EZZ) para o limite

em —oo (isto é, para o caso x — —o0).

Deizaremos como ezercicio para o leitor os respectivos enuciados e as demonstragdes.

Podemos estender os resultados acima para um numero finito de funcdes que tenham
limite em oo (ou em —o0).

Deizaremos como ezercicio para o leitor os respectivos enuciados e as demonstragdes.

Como consequéncia do item acima, temos que se, n € N, f: (a,00) = R € uma fung¢do tal
que eriste o limite lim f(x) e
X—00
lim f(x) =L

X—00

entdo ezxistird o limite lim [f(x)]" e além disso
X—00

lim [f(x)]" =L",

X—00
1sto €,

Jim, ((9) = | im0

Vale um resultado andlogo ao citado no item acima para limites em —oo (isto €, para o
€aso x — —o0).

Deizaremos como ezercicio para o leitor os respectivos enuciados e as demonstragdes.

A seguir exibiremos alguns resultados gerais relacionados com limites no infinito que serdo impor-

tantes.

Teorema 8.2.1 (Teorema da conservag¢do do sinal para limites no infinito) Seja f: (a,00) — R
funcgado.

Suponhamos que exista o limite lim f(x) e

X—00

lim f(x) =L #0.

X—00

Entdo, podemos encontrar K > 0, de modo que para todo x > K, teremos que f(x) terd o

mesmo sinal de L (mats precisamente, se L > 0, teremos f(x) > 0, para x > K e se L < 0,
teremos f(x) <0, para x > K).
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Demonstracao:
De fato, como existe o limite lim f(x) e
X—00
lim f(x) =L #0,
X—00
L
dado ¢ = % > 0 (pois L # 0), poderemos encontrar K > 0, com K > a, tal que
4
se x>K, segueque |[f(x)—L<e= >
ou, equivalentemente,
IL| L
—7 <f(X)—L< 7,
ou ainda,
L] (1) (2) IL|

Notemos que se L > 0 entédo |[L| = L.
Neste caso, para x > K teremos, da desigualdade (1), que
L] L L
f L- = =L—===>0.
(x) > > 5=5 >
Por outro lado, se L < 0, entdo |L| = —L.
Neste caso, para x > K teremos, dad esigualdade (2), que
L] L L
f L+ = =L—===<0
(x) <L+ > 5 =3 <0,
mostrando, em ambos os casos, que para x > K temos que f(x) tem o mesmo sinal de L, como

queriamos demonstrar.
O

Observagao 8.2.2 Vale um resultado andlogo do citado mo item acima para limites em —oo
(1sto €, para o caso x — —o0).
Dewzaremos como exercicio para o leitor o respectivo enuciado e demonstragdo.

Como consequéncia temos o:

Coroldrio 8.2.2 Seja f: (a,00) = R fungdo.

1. Suponhamos que
f(x) >0, para x€ (a,0),

e que existe o limite lim f(x) e
X—0o0

lim f(x)=1L.

X—00

Entao
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2. Suponhamos que
f(x) <0, para x € (a,o0),

e que existe o limite lim f(x) e
X—00

lim f(x)=1L.
X—00
Entao
L<O.

Demonstragao:
Faremos a demonstragdo do item 1..
A demonstracdo do item 2. é semelhante e serd deixada como exercicio para o leitor.
Suponhamos que

f(x) >0, para xE€ (a,00). (8.20)

Mostremos que
L>0.

Vamor supor, por absurdo, que L < 0.
Logo, do Teorema acima, podemos encontrar K > 0, com K > a, de modo que

f(x) <0, para x>K.

o que contraria a hipétese (E=20), completando a demonstragéo.
O

Observagao 8.2.3 Vale um resultado andlogo do citado mo item acima para limites em —oo
(isto €, para o caso x — —0).
Deizaremos como exercicio para o leitor o respectivo enuciado e demonstrag¢ado.

Temos também a

Teorema 8.2.2 (Teorema da comparag¢do para limites no wnfinito) Sejam f,g : (a,00) — R
funcgdées que satisfazem
f(x) < g(x), para cada x € (a,oc0). (8.21)

Suponhamos que existem os limites lim f(x), lim g(x) e além disso
X—00 X—00

lim f(x) =L e lim g(x) =M.

X—00 X—00
Entdo
L<M,
1sto €,
lim f(x) < lim g(x).
X—00 X—00
Demonstracgao:

Suponhamos, por absurdo, que L > M, isto é,

lim f(x) > lim g(x),

X—00 X—00
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ou seja,

0 < lim f(x) — lim g(x) =2 & Lim [f(x) — g(x)].

X—00 X—00 X—00

Logo, do Teorema da Convervagdo do Sinal para Limites no Infinito (isto é, Teorema (E=XT)),
podemos encontrar K > 0, com K > a, de modo que

se x>K, teremos 0 < f(x)—g(x),

o que contraria (E=2T).
Portanto L < M, ou ainda,
lim f(x) < lim g(x),

X—00 X—00

completando a demonstragéo.
O

Observagao 8.2.4 Vale um resultado andlogo ao Teorema acima para limites em —oo (isto €,
para o0 caso X — —oo).
Dewxaremos como ecxercicio para o leitor o respectivo enuciado e a demonstracgdo.

Outro resultado importante é o

Teorema 8.2.3 (Teorema do confronto ou sanduiche para limites mo infinito) Sejam f,g,h :
(a,00) — R fungées que satisfazem

f(x) < g(x) < h(x), para cada xE€ (a,00).

Suponhamos que ezistem os limtes lim f(x), lim h(x) e que
X—00 X—00

lim f(x) = lim h(x) = L.

X—00 X—00

Entdo existe o limite lim g(x) e além disso
X—00

lim g(x) = L.

X—00

Demonstragao:

Dado ¢ > 0, como existem os limites lim f(x), lim h(x) e
X—00 X—00

lim f(x) = lim h(x) =1L,

X— 00 X—00
podemos encontrar K;,K; > 0, com K;, K; > a, tais que

3)

se x>Kj, teremos |[f(x)—L|<e, ouseja, —e<f(x)—L<eg,
4
se x>K;, teremos |h(x)—L|<e ouseja —e<h(x)—L<e.

Seja
K = maX{K1,K2} > 0.
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Logo

se x> K teremos:

o de (3) de (1)
x > K> Ky, logo (3)e(1)implicardfo —e¢ < f(x)—L < g(x)—1L, (8.22)
L de (2) de (4)
x > K> K,, logo (2)e (4) implicardo g(x)—L < h(x)—L < e. (8.23)
Logo (E222) e (BE=23) implicardo que
para x> K, teremos —e<g(x)—L<e¢, ouseja, [g(x)—L<eg,
mostrando que existe o limite lim g(x) e além disso
X—00
lim g(x) =1L,
X—00
como queriamos mostrar.
]

Observagao 8.2.5 Vale um resultado andlogo do citado mo item acima para limites em —oo
(isto €, para o caso x — —).
Deiwzaremos como exercicio para o leitor o respectivo enuciado e a demonstragdo.

Para o préximo resultado serd conveniente introduzirmos a seguinte definigao:

Definig¢ao 8.2.1 Seja f: (a,00) — R funcdo.
Diremos que a funcgdo f é um infinitésimo em oo se

lim f(x) = 0.

X—00

De modo semelhante, se g : (—oo,b) — R é uma fungdo, diremos que a fungdo g € um
infinitésimo em —oo se

lim g(x)=0.

X——00

Um exemplo de uma fungdo com as propriedades acima é dado pelo:

Exemplo 8.2.2 Seja f: R\ {0} = R dada por
1
f(x) = 2 para cada x € R\ {0}
Entdo a funcdo f é um infinitésimo em oo e também € um infinitésimo em —oo.

Resolugao:

De fato, pois
l Exemplo (ET)

lim f(x) = lim 0
X—00 X—00 X

1
lim f(x) = lim - PR )
X—3—00 X——00 X

0.

Com a definigdo acima temos o seguinte resultado:
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Proposicao 8.2.5 Sejam f,g: (a,00) — R fungées.

Suponhamos que a funcdo f € um infinitésimo mo ponto co e a fungdo g € limitada em
(a,00).

Entdo a fungdo f.g é um infinitésimo em oo, ou Seja,

lim (f.g)(x) = 0.

X—00

Demonstragao:

Como a fungdo g é limitada em (a, o), podemos encontrar C > 0, tal que
se x € (a,o0), teremos |[g(x)| <C. (8.24)

Dado ¢ > 0, como a fungdo f é um infinitésimo em oo, podemos encontrar K > 0, com K > a, tal
que

se x>K, teremos |f(x)—0]< % (8.25)

Logo, para x > K, teremos:

(E=3) (B3
I(fg)(x) =0l =I[f(x) g(x)I = [f(x)[lg(x)] < [f(x)|[C < < C=g,

) €
C
mostrando que

lim (fg)(x) =0,

X—00

ou seja, a fungfo f.g é um inifinitésimo em oo, como queriamos mostrar.

Observagao 8.2.6

1. Poderiamos ter utilizado o Teorema do Sanduiche para limites no infinito para obter o
resultado acima.

De fato, como a fungdo g € limitada em (a,oc0), podemos encontrar C >0, tal que

lg(x)] < C, para xE€ (a,oc0).

Logo
((f.9)(x)| < CIf(x)|, para cada x € (a,00),

ou seja, para cada x € (a,00), teremos:

— CIf(x)I < (f.g)(x) < CIf(x)I. (8.26)
Como X1i_>1101O f(x) =0, teremos:
XILIEO[—C [f(x)[]] = Xli_>1¥)1o[C If(x)]] =0. (8.27)

Logo, de (EZ2@), (E21) e do Teorema do Sanduiche para limites no infinito, seque que

lim (f.g)(x)] =0,

X—00

como queriamos demonstrar.
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2. Vale um resultado andlogo do citado no item acima para limites em —oo (isto €, para o
caso x — —oo).

Dewzaremos como exercicio para o leitor o respectivo enuciado e demonstrag¢do.

Exemplo 8.2.3 Em cada um dos itens abaizo, calcular os limites no infinito, se existirem,
Justificando a resposta:

. 4x—-3
= XILHOIO 2x —5
2. lim 22
X—00 X
3 fim S0
X——00 X
Resolugao:
Do item 1.:

Observemos que:

4x — 3 4x 3 4 3
dx —3 xz0 .. X v XX x
an;o2x—5 _XLIEOZX*S_X].];}ngozl_§_X1Lr§oz_§
X X X X
1 1
lim [4 -3 } lim [4] — lim [3] lim { ]
_ x—00 X] x>0 X—00 x—00 | X
- 17 1
lim [2 -5 } lim [2] — lim [5] lim [ ]
X—00 X X—00 X—00 x—00 | X
Exemplo (ET) 4—-3.0 )
o 2-50

Do item 2. e 3.:
Como a fungdo f: R — R dada por

f(x) = sen(x), paracada x€R
é limitada em R, pois

[f(x)] =|sen(x)| <1, paracada x€R,
e a funcdo g: R\ {0} — R dada por

1
g(x) = 2 para cada x € R\ {0}

€ um infinitésimo em oo e também é um infinitésimo em —oo, pois (veja o Exemplo (EZTT))

1
Iim — =0 e lim - =0.
X—00 X X——00 X

. f
Logo, da Proposigdo acima, segue que a fungéo ()

) serd um infinitésimo em oo e em —oo, isto &,
g(x

sen(x) ~ lim sen(x) 0

X—00 X X——00 X

Um outro resultado importante é dado pela:
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Proposicao 8.2.6 (Mudanga de varidveis em limites no infinito) Sejam B um intervalo aberto
deR,beB, f:B\{b} =R eg:(a,00) — B fungdes tais que:

(1) eziste o limite lim f(y) e

y—b
lim f(y) =L;
y—b
(1) existe o limate X1i_>1101o g(x) e
lim g(x) =b.
X—00

Entdo existe o limite lim (fo g)(x) e além disso
X—00

lim (fog)(x) = lim f(y) = L.

X—00 y—b

Geometricamente temos:

Demonstracao:
Dado ¢ > 0, como existe o limite 1in}13 fly) e
y—
lim f(y) =1L,
y—b
podemos encontrar A > 0 tal que
se 0<|y—Dbl<A, yeB\{b}, teremos |[f(y)—L|<e. (8.28)
Por outro lado, como existe o limite lim g(x) e
X—00
lim g(x) = b,
X—00

podemos encontrar K > 0, com K > a, de modo que

se x>K, teremos [g(x)—b|<A. (8.29)
Logo
se x> K, por (BEZ3), temos |g(x)—b] <A, por (EZR), temos |[f[g(x)] —L|< e,
=y =y

mostrando que

completando a demonstracéo.
O diagrama abaixo ilustra a situacéo:
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b+ A L+e

g

Observagao 8.2.7 1. O resultado acima nos diz como fazer uma mudanga de varidveis em
limites no infinito como mostra a situagdo a seguir:

< y=g(x) >
= b
lim f[g(x)] T = g gix) = lim f(y) = L.

X—00 y—b
2. Vale um resultado andlogo do citado no item acima para limites em —oco (isto €, para o
caso x — —o0).

Deizaremos a cargo do leitor o enuciado e a demonstragdo do mesmo.

Como conseqiiéncia temos o

Corolario 8.2.3 Sejam b € A, A um wntervalo aberto de R, f: A — R uma fungdo continua em
beg:(a00) — B uma funcdo tal que existe o limite lim g(x) e
X—00

lim g(x) =b.

X—00

Entdo existe o lymate lim (fog)(x) e
X—00

lim (f o g)(x) = f(b).

X—00

Demonstragao:
Como a fungéo f é continua em x = b segue que

lim f(y) = f(b).
y—b

Logo, da Proposigdo acima, segue que existe o limite lim (f o g)(x) e além disso
X—00

lim (f o g)(x) = lim f(y) = f(b),

X—00 y—b

como queriamos demonstrar.

Observagao 8.2.8
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1. O resultado acima nos diz que se a fung¢do f for continua em b = lim g(x) entdo
X—00

lim f[g(x)] =f | lim g(x)} .

X—00 |:X—)OO

2. Vale um resultado andlogo do citado no item acima para limites em —oo (isto €, para o
caso x — —oo).

Deizaremos a cargo do leitor o enuciado e a demonstragdo do mesmo.
Como conseqiiéncia do resultado acima temos o:

Corolério 8.2.4 Sejamn €N e g: (a,00) — [0,00) fungdo.
Suponhamos que exista o limite lim g(x) e
X—00

lim g(x) =L (que, pelo Coroldrio (BE=Z3), seque que L > 0).

X—00

Entdo existe o limite lim /g(x) e além disso
X—00

lim /g \F

X—00

15to é€,
lim {/g(x) = p/lim
X—00 X‘)OOg
Demonstragao:

Sabemos que a fungdo f: [0,00) — R dada por
x) = ¥/x, paracada x>0,
é continua em [0, co).
Logo, do Corolério acima, segue

lim « Q(X) = lim (fo g)(x) — lim f[g(x)] Coroléri:o (E3) ; [

X—00 X—00 X—00

ou ainda,

lim \/g \/11m g(x

X—00 X—00

como queriamos demonstrar.
O

Observacao 8.2.9 Vale um resultado andlogo do citado mo item acima para limites em —oo
(1sto €, para o caso x — —o0).
Dewxaremos a cargo do leitor o enuciado e a demonstragdo do mesmo.

A seguir consideraremos alguns exemplos:

Exemplo 8.2.4 Em cada um dos itens abaizo, calcular os limites no infinito, se existirem,
Justificando a resposta:

1. lim ﬁ
T xS0 ’/4X2+] ’
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2. lim cos X+
. lim —_ .
X300 x24+2x—5

Resolugao:
Do item 1.:
3x—2 3x—2 ) 1
3 —2 A0 . x x<0sVREeex < 32
lim —— = lim = = lim ————= lim ————>—
x——00 \/4x2 + 1 Xx——00 1/4x2 + 1 Xx—=—00 1/4x2 + 1 X——00 4x2 1+ 1
X —Vx? B x2
. 1 . 1
lim [3—2- lim (3] — lim [2] lim |-
_ x—>—00 X X—— oo X——00 x——o00 | X
I 1 ) 1
B XJ’I_nOO X1~1>moo + XEIPOO |:X2:|
Exemplo (ET) 3-20 3 2
A+ o2 VA 2'
Do item 2.:
2—+V24 2424
Sejam f:R - Reg:R\ 2\/>, +2 — R funcgbes dadas por:
—_— ——
=1-v6  =1+v6
f(y) =cos(y), para yeR e g(x)ii para XGR\{1—\/31+\/3}.
’ x2+2x—5"’ ’
Observemos que:
x+5 l n 5
lim g(x )—hm&wéO lim 7cizzlim X x?
X—00 x—)oox2+2x—5 x—)oox +2x—5 x—)oo]_’_g_i
X2 x X2
1 1 1
lim |-+ i lim |—-| + lim [5] lim |—
. x—o0 [ X xz . x—o0 | X X—00 X—00 Xz
oL 2 5] . . [ . [
lim [T+ -—— lim [1] + lim [2] lim — lim [5] lim |—
X—00 X x2 X—00 X—00 x—o0 | x X—00 x—00 | x2
Xemplo 5.0
Exemplo (E13) 0+ —0 (= b)

1+2.0-5.0

lim f(y) = lim cos(y) =1 (=L).
y—0 y—0
Logo, do Corolério (EZ23), segue que

. x+5 o Corolario (E23) .. . .
X11—>nc'>lo CcOos (Xz—i—ZX—S) = X]-l)nolo(f o g)(X) — 5{% f(y) - 1:515% COS(‘J) =1 .

Observagao 8.2.10

1. Podemos fazer o Ezemplo acima item 2. mais diretamente utilizando a Observagdo (B-2-1)
item 1. (mudanga de varidveis em limites no infinito):
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Como vimos acima

i X+5 0
m ——— —=
x—00 X2 4+ 2x — 5

asstm

lim cos
X— 00

Uingf%
Cxgs )\ X oo Y= o0 lim cos(y) — cos(0) — 1
2+ 2x—5 - o o

y—0
2. Suponhamos que p,q:R — R sdo fungbes polinomiais tais que

grau(p) < grau(q).

Para calcularmos o limite no nfinito da fungdo racional f = P (o numerador tem grau

menor ou tgual ao grau do denominador), basta dividirmos o numerador e o denominador
por x8auld) isto ¢

p(x)
lim L(x) = lim xeraula)
X—00 q(x) X—00 q(X)
x grau(q)

e utilizarmos as propriedades bdsicas de limites no infinito e o fato que 11_>m = 0.
X o0

Apliquemos a Observagdo acima item 2. ao seguinte exercicio resolvido:

Exemplo 8.2.5 Calcular o limite no infinito, s existir, justificando a resposta:

lim 225
x—00 Hx4 +3x3 +x°

Resolucgao:

Observemos que o grau do polinémio do denominador da fungéo racional definida pelo limite acima
é 4 e este é maior que o grau do polindmio do numerador (que é 2).

Logo

3x2—2x+5
i 3x*—2x+5 &
im-———" " — lim ——%
x—00 5x4 4+ 3x3 +x  x—oo 5xt 4+ 33 + x

x4
1 1 1
3 —2— 45—
— lim x2 x3 + x4 Exegicio 0
X300 T 1 ’

543-+
X X

8.3 Assintota horizontal da representacao geométrica do grafico de
uma funcao real de uma variavel real

Sabendo estudar limites no infinito podemos introduzir a seguinte nogéo:
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Definicao 8.3.1 Sejam f:R - R e L € R.

CAPITULO 8. LIMITES NO INFINITO E INFINITOS

Diremos que a reta Yy = L € uma reta assintota horizontal & representagao geométrica

do grafico da fungao f se uma das situagées ocorrer:

(1)

lim f(x) =1L,
X—00
ou
()
lim f(x) =L.
X——00

Observagao 8.3.1 Empiricamente, sey = L € uma assintota horizontal da representagcdo geomeé-
trica do grdfico de uma funcao fentdo, geometricamente, significa que os pontos do grdfico da

<

funcgdo, isto é

(x,f(x)), aprozimam-se dos pontos (x,L) (uma reta horizontal) quando x tende a

00, ou quando x tende a —oo, dependendo se ocorrer o item (i), ou o item (11), respectivamente

(as figuras abaizo ilustram as situagdes acima).
Yy

Com isto podemos resolver o:

Exemplo 8.3.1 Seja f: R — R dada por
1

R

fx) = —— ara cada x € R.
Encontre, se existirem, as retas assintotas horizontais da representagdo geométrica do grdfico
da fungao f.
Resolucgao:

Para isto basta calcularmos, se existirem, os limites

lim f(x) e lim f(x).
X—00 X——00
Observemos que, se x > 0, segue que
h(x) =0 < f(x) =~ < & = g(x)
X)) = X = —_— = .
- T+ =2~ 9
Como
lim h(x) = lim 0=0 e lim g(x) = lim — = <1im -
X—00 X—00 X—00 X—00 X X—00 X

1><' 1
lim —
X—0o0 X

>:0.0:O
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segue, do Teorema do Confronto para Limites no Infinito, que

lim f(x) = lim 0.

X—00 xoo0 14+ x2

Logo a reta
y=0

serd uma reta assintota horizontal do gréfico da fungdo f (quando x — o0).
De modo semelhante mostra-se que

xggloo fix) = XEIEIOO 1+ %2 -

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo a reta
y=0

serd uma reta assintota horizontal do gréfico da funcdo f (quando x — —o0).

Com isto, e com as técnicas desenvolvidas no capitulo anterior, podemos tracar o grafico da fungédo
f, que é ilustrado na figura abaixo.

Serd deixado como exercicio para o leitor aplicar as técnicas desenvolvidas anteriormente para
obter os pontos extremos locais e o estudo da concavidade da representagdo geométrica do grédfico da
funcgéo f)

Ponto de maximo local (que serd global)
Y

A

Ponto de inflexfo

Ponto de inflexdo

&

8.4 Motivacao e definicoes de limites infinitos

Nesta secdo trataremos dos denominados limites infinitos.
Para motivar, consideremos f: R \ {0} — R dada por

1
f(x) = 2 para cada x € R\ {0}.
Observemos que quando a varidvel x aproxima-se de x = 0 os valores da fungdo f (isto é, f(x))
crescem, ilimitamente.
A tabela abaixo exemplifica essa situagéo:
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X f(x)
1
1 1
- —4
2
2 ()
1 1
- -9
2
3 (3)
1 1
— =100
2
101 (5)
1 1
10
l l
ot 00

CAPITULO 8. LIMITES NO INFINITO E INFINITOS

X f(x)
1
T
1 1
__ —4
2
G
1 1
__ - —9
2
3 (—3)
1 1
10
1 1
100
l l
0~ o0

Neste caso diremos que f(x) tende a oo quando x tende a zero.
Do ponto de vista da representacdo geométrica do grafico da funcio f temos a seguinte situagéo:

Mais especificamente temos a:

=Y

Definigao 8.4.1 Sejam A € um intervalo aberto de R, a € A e f: A\{a} = R uma fun¢do.
Diremos que o limite de f(x), quando x tende a a, é oo, denotando por

lim f(x) = oo,
Xx—a
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se dado C > 0, podemos encontrar & > 0 tal que
se 0<[|x—al<d,x€A, teremos f(x)>C.

De modo semelhante, diremos que o limite de f(x), quando x tende a a, é —oco, denotando

por
lim f(x) = —oo0,
Xx—a

se dado C > 0, podemos encontrar 6 > 0 tal que
se O0<lx—dal<b,xe€A, teremos f(x)<—C.

Observacgao 8.4.1

1. A definicdo acima nos diz que

lim f(x) = oo,
Xx—a

se, e somente se, f(x) fica tdo grande quanto se queira, desde que x esteja suficientemente
prozimo de a.

De modo andlogo temos uma caracterizacao para

lim f(x) = —o0.
X—a

2. Na definicdo acima, diremos que f(x) tende a oo (respectivamente, —c0), quando x tende

a a.

3. Nas situagdes acima as representacdes dos graficos das fungdes envolvidas, perto do ponto
X = a poderd nos fornecer as seguites figuras:

PR




366 CAPITULO 8. LIMITES NO INFINITO E INFINITOS

4. Podemos ter outros casos de limites infinitos, como ilustram as figuras abaizo:

(a) lim f(x) =L e lim f(x) =00 (1) ou lim f(x)=Le lim f(x)=—oc0 (2):
x—a~ x—at x—a~ x—at
lm ()= Le fim f(x) =0 (1) lim () =Le lim f(x)= oo (2)‘
Yy Yy
A A
X:‘(l
. y = f(x)

a

(b) lim f(x) =L e lim f(x) =00 (8) ou lim f(x) =L e lim f(x) =—o0 (4):
x—at x—a~ x—at x—a~
lim f(x)=Le limif(x):—oo (4)‘
lim f(x)=Le lim f(x 700(5’)‘ v
X:‘Cl
y y = f(x)
/]
L ,,,,,,,,,,,,
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(c) lim+ f(x) =00 e lim f(x) =—o0 (5) ou lim f(x)=—c0 e lim+ f(x) =00 (6):

x—a x—a~ x—at Xx—a

lim f(x) =0 e lim f(x) = o0 (5)‘ lim £ = o e lim f(x) = oo (5)‘
y 4 j y A
X X
\\/ y = f(x)
X =a x=a
5. Além destes temos os casos
lim f(x) =00, lim f(x) =—o00
X—00 X—00
e
lim f(x) = oo, lim f(x) = —oo.
X——00 X——00

A seguir introduziremos as definigdes para cada uma das situagdes acima descritas pelas corres-
pondentes figuras acima.

Comegaremos pelos limites laterais infinitos, a saber:

Definicao 8.4.2 Sejam A é um intervalo aberto de R, a € A e f: A\{a} — R uma func¢do.
Diremos que o limite de f(x) quando x tende a a, pela direita de a, é co, denotando por

lim f(x) = o0,
x—a’t

se dado C > 0, podemos encontrar 6 > 0 tal que

se 0<x—a<d,xeA, teremos f(x)>C.

De modo semelhante, diremos que o limite de f(x) quando x tende a a, pela direita a, é —oo,
denotando por

lim f(x) = —o0,
x—at

se dado C > 0, podemos encontrar & > 0 tal que

se 0<x—a<d,xeA, teremos f(x)<—C.
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Diremos que o limite de f(x) quando x tende a a, pela esquerda de a, é co, denotando

por

lim f(x) = oo,
Xx—a

se dado C > 0, podemos encontrar & > 0 tal que

se —d<x—a<0,xeA, termos f(x)>C.

De modo semelhante, diremos que o limite de f(x) quando x tende a a, pela esquerda de a,
é —o0, denotando por

lim f(x) = —o0,
Xx—a

se dado C > 0, podemos encontrar & > 0 tal que

se —bd<x—a<0,xe€A, teremos f(x)<—C.

Observagao 8.4.2

1. Observemos que na definigdo de limite infinito pela direita (respectivamente, pela es-
querda) a fungdo pode estar definida somente para valores maiores (respectivamente, me-

<

nores) que a, isto é, consideraremos somente x > a (respectivamente, x < a).

2. As definigdes actma caracterizam os comportamentos das fungdes (1), (2), (3), (4), (5)
e (6), das figuras acima.

E finalmente para limites infinitos no infinito temos a:

Definicao 8.4.3 Seja f: (a,00) — R uma fungdo.
Diremos que o limite de f(x) quando x tende a oo é co, denotando por

lim f(x) = o0,
X—00
se dado C > 0, podemos encontrar K >0, com K > a, tal que

se x>K, teremos f(x)>C.

De modo semelhante, diremos que o limite de f(x) quando x tende a co é —oc0, denotando

por
lim f(x) = —o0,
X—00
se dado C > 0, podemos encontrar K > 0, como K > qa, tal que

se x>K, teremos f(x)<—C.
Temos também a:

Definicao 8.4.4 Seja f:(—oo,b) = R uma funcgdo.
Diremos que o limite de f(x) quando x tende a —oco é 0o, denotando por

lim f(x) = o0,
X——00

se dado C > 0, podemos encontrar K > 0, com —K < b, tal que

se x<—K, teremos f(x)>C.
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De modo semelhante, diremos que o limite de f(x) quando x tende a —oco é —o0, deno-
tando por

lim f(x) =—o0,
X——00

se dado C > 0, podemos encontrar K >0, com —K < b, tal que
se x<—K, teremos f(x)<—C.
A seguir consideraremos alguns exemplos:

Exemplo 8.4.1 Consideremos f: R\ {0} - R a fun¢do dada por

1
f(x)ig, para cada x € R\ {0}.

Mostre que

lim f(x) =c0 e lim f(x) = —oo0.
x—07+ x—0~

Resolucgao:
Mostraremos, primeiramente, que

lim f(x) = co.
x—0t+

De fato, dado C > 0, consideremos 6 € R como sendo

1
ob=—.
C
Assim teremos que
1
-=C. 8.30
. (8.30)
Logo,
1o 5 1 (=
se 0<x—0<0d, teremos f(x)= " BS 5 = C,
mostrando, pela definigdo, que
lim f(x) = oo.
x—0+
De modo semelhante temos que
lim f(x) = —c0.
x—0~
De fato, dado C > 0, consideremos 6 € R como sendo
1
o=—.
C
Assim teremos que
1
-=C. 8.31
. (8.31)
Logo,
1 —s<x<0 1 (&=
se —d<x—0<0, teremos f(x)= < Ea 5 (:)—C,
mostrando, pela definigdo, que
lim f(x) = —oo.

x—0~

O resultado a seguir pode ser muito 1itil no estudo de limites infinitos.
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Proposicao 8.4.1 Sejam b € R, A um intervalo aberto de R, a € A e f,g: A\{a} = R fungdes.

1. Se eziste o limite lim f(x) e além disso
Xx—a

1
lim f(x) =0, f(x)#0, para x #A\{a}, entdo lim =0
x—a x—a |f(x)]

2. Se ezistem os limites lim f(x), lim g(x) e além disso
Xx—a X—a

fx)
g(x)

limf(x)=b#0 e limg(x)=0, g(x)#0, parax# A\{a}, entdo lim =

Xx—a Xx—a x—a

3. Se

lim f(x) = o0
Xx—a

. . 1 )
entdo existe o limite lim —— e além disso
Xx—a

f(x)
1
o g =0
4. Se
lim f(x) = —oco0, entdo lim — =0.
X—a x—a f(x)

5. Se existe o limite lim f(x) e além disso
Xx—a

limf(x)=beR e limg(x) =00

Xx—a Xx—a

f
entdo eriste o limaite lim ﬁ e além disso
x—a g(x)

L fx)
o =%

6. Se existe o limitelim f(x) e além disso
XxX—a

limf(x)=beR e limg(x)=—00

Xx—a x—a

(x)

. . o, .. f )
entdo eriste o limite lim —— e além disso

x—a g(x)
f
lim ﬁ =0.
x—a g(x)
Demonstragao:
Del.:
Dado C > 0, se tomarmos
1
£ = 6 > O,
como existe o limite lim f(x) e
Xx—a
lim f(x) =0,
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segue que podemos encontrar 6 > 0 tal que se

1
O<|x—al<d, teremos O <|f(x)] < o (8.32)
ou seja, se
O0<|x—al<b, teremos (83) C
’ If(x)] ’
mostrando que lim 1
.
R ATE]
De 2.:
b
Dado ¢ = % > 0 (pois b # 0), como existe o limite lim f(x) e
Xx—a
lim f(x) = b,
X—a

segue que podemos encontrar &; > 0 tal que, se

b
O0<|x—al<by, teremos |[f(x)—Db|l<e= >
implicando que
b
bl — £(x)| < If(x) — bl < =,
e com isto obteremos, para
bl
O0<|x—al<b;, teremos 53 < |f(x)]. (8.33)
Dado C > 0, se tomarmos
. bl
"= — >0
R TCR
como existe o limite lim g(x) e
Xx—a
lim g(x) =0,
X—a
segue que podemos encontrar &, > 0 tal que, se
, 2
0<|x—al<d;, teremos |[g(x)|<e’ = ol (8.34)

Portanto, se tomarmos
o= min{61,62} > 0,

segue que se
O<|x—al<d segueque O0<|x—al<d e O0<|x—al<d;

0 que implicard que

f(x)

mostrando que, lim
1 g(x)

Xx—a
De 3.:
Dado ¢ > 0, se tomarmos

= Q.
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como lim f(x) = oo, segue que podemos encontrar 6 > 0 tal que, se

Xx—a
1
O0<|x—al<d, teremos f(x)>C= o (8.35)
ou se€ja, se
1 1 |fx>0 1 (E=3) 1
O<lx—al<d, t — 0= = — < ==
Ix — a , teremos ‘f(x) ‘ ’f(x) ) C g,
1

trand lim — =0.
mostrando que lim )

De 4.:

Dado ¢ > 0, se tomarmos

1
C=->0,
13
como liin f(x) = —o0, segue que podemos encontrar & > 0 tal que, se
X—a
1
0<|x—al<6, teremos f(x)<—C= o (8.36)
ou seja, se
1 |fx<0 1 (E3) 1
O<[x—al<o, t =|—) = < — =
|x — al , teremos ‘f( ] ’ 'f(x) T C €,
) 1
mostrando que lim —— = 0.
x—a f(x)
De 5.:

Se b = 0 teremos

Como
lim g(x) =
Xx—a
segue, do item 3. acima, que
lim —— =0
x—a g(x)

Logo, das propriedades bésicas de limite temos que

o fx) LI L D
hm S A [f(x)'g(x)] Dﬂf(x)}'&%g(x)} 0.0=0.

Se b # 0, dado ¢ > 0, se tomarmos

bl
[ -
&= >0
(pois b # 0), como existe o limite li_r>n f(x) e
Xx—a
lim f(x) = b,
Xx—a

segue que podemos encontrar §; > 0 tal que se

N o

0<|x—al<&, teremos |[f(x)—bl<e =
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implicando que

#0)] = [b] < [£(x) — b] < 2,

e com isto obteremos, se

b
O<|x—al< by, teremos [f(x)|< % (8.37)
Se tomarmos o)
C=—>0
2e ’
como
lim g(x) = o0,
x—a
segue que podemos gencontrar §; > 0 tal que, se
L
0<|x—al<d;, terermos g(x)>C= 7 (8.38)

Portanto, se tomarmos
o= min{61 y 52} >0

segue que, se

F0)I go>0 [f(x)] (E), (653) [b] 1
lg(x)l g(x) 27 [b|

O0<x—al<6<61,0,, teremos

=0.

mostrando que lim
g(x

x—a
De 6.:
A demonstragdo do caso b = 0 é semelhante a correspondente do item 5. acima e a sua redagio
serd deixada como exercicio para o leitor.
Se b #0, dado ¢ > 0, se tomarmos

b
gl = % >0,
(pois b # 0), como existe o limite lim f(x) e
X—a
lim f(x) = b,
Xx—a

segue que podemos encontrar §; > 0 tal que, se

b
0<|x—al <&, teremos [f(x)—bl<e = bL
implicando que
bl
[f(x)[ = o] < [f(x) — bl < =,
e com isto obteremos, se
b
O0<lx—al <6y, teremos [f(x)]< % (8.39)
Se tomarmos o)
C=—>0
2
como
lim g(x) = —o0,

Xx—a
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segue que podemos encontrar §, > 0 tal que, se

b
O0<[x—al<d;, entdo g(x)<—-C= —|2€|.
Observemos que se
0<|x—al <by,,
teremos
R b . 1 2
gx) < —C= 5 <0 istoé, —g(x)> 7 >0 ou ainda, — < E = ol (8.40)
2e

Portanto, se tomarmos
d = min{d1,0,} > 0,
segue que, se

If(x)] gt<o [f(x)| [(E=3), (E)] [b] 2e
lg(x]] —g(x) 2 7[b|

0<|x—al<b<b,06,, teremos

=0.

mostrando que lim
g(x

Xx—a

Observagao 8.4.3

1. Vale a Proposi¢do acima substituindo-se x — a pelos limites laterais (isto é, x — at ou

<

x — a~ ) ou ainda pelos limites no infinito (isto €, x — co ou x — —o0).
Os enunciados e as demonstragdes destes resultado serdo deirxadas como exercicio para o

lestor.

2. Em geral, nao podemos retirar os mdédulos nos itens 1. e 2. da Proposi¢do acima, sem
que estudemos, cuidadosamente, o sinal da fun¢do dentro do mddulo, como mostra o

seguinte ezemplo:

Seja f: R — R dada por
f(x) =x, para cada x€R.

Sabemos que

limf(x) =limx =0
x—0 x—0

mas nao existe o limite
1 1
lim — = lim —,
x—=0 f(x)  x—=0x

pois (ver Exemplo (BZ1)):

1
Iim —=Ilim — =00 e lim —— = lim — =—oc0.

) 1
x—0+ f(X) x—0+ X x—0~ f(X) x—0~ ;

3. Observemos que, da Proposicdo acima item 1., seque que:

1

1 —_— =
x—0 |X|

lim —— = 00.
x—0 [f(x)]



8.4. LIMITES INFINITOS 375

4. A Proposi¢cdo acima nos diz, empricamente, que se a 20 e b € R entdo

b b
‘E’ =00, —=0 e —=0
0 00 —00
Apliquemos o resultado acima para o
Exemplo 8.4.2 Mostre que
1
im = 0.
x—1t X — 1

Resolugao:
Consideremos a fungdo f: (1,00) — R dada por

f(x) =x—1, paracada x € (1,00).

Temos que
lim f(x) = lim (x —1) =0.

x—1+ x—1+

Logo da Proposigdo acima item 1. (na verdade da versdo para limites laterais dado pela Observagéo
(BZ3) item 1.) segue que

o= lm ' — fm et
x—1+ |f(X)| x—1+ \X— 1| xo1+x—1"

como queriamos mostrar.
A seguir daremos mais algumas propriedades de limites infinitos, a saber:

Proposicao 8.4.2 Sejam b € R, A um intervalo aberto de R, a € A e f,g: A\{a} > R fungdes.

1. Se existe o limite lim f(x) e além disso
X—a

limf(x)=beR e limg(x)=0c0, entdo lim(f+g)(x)=o0.

x—a Xx—a x—a

2. Se eriste o limite lim f(x) e além disso
Xx—a

limf(x)=beR e limg(x)=—0c0, entdo lim(f+g)(x)=—00.

Xx—a Xx—a x—a

3. Se
limf(x) =00 e limg(x) =00, entdo lm(f+ g)(x)=oc.
Xx—a Xx—a x—a
4. Se
lim f(x) =—oc0 e limg(x)=-—c0, entdo lim(f+g)(x)=—c0.
Xx—a Xx—a XxX—a

5. Se existe o limite lim f(x) e além disso
Xx—a

limf(x)=b>0 e limg(x)=o00 entdo lim(f.g)(x)=o00.
Xx—a Xx—a x—a

6. Se existe o limite lim f(x) e além disso
Xx—a

limf(x)=b<0 e limg(x)=o00, entdo lim(f.g)(x)=—o0.

x—a Xx—a Xx—a
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7. Se existe o limite lim f(x) e além disso
Xx—a

limf(x) =b>0 e limg(x)=—-—oc0, entdo lim(f.g)(x)=—oc0.
Xx—a Xx—a Xx—a

8. Se existe o limite lim f(x) e além disso
Xx—a

limf(x)=b<0 e limg(x)=-—o00, entdo lim(f.g)(x)=o00.
XxX—a Xx—a Xx—a

9. Se
limf(x) =00 e limg(x) =00, entdo lim(f.g)(x)=o00.
Xx—a X—a Xx—a
10. Se
lim f(x) =oc0 e limg(x)=—0c0 entdo lim(f.g)(x)=—o0.
XxX—a Xx—a Xx—a
11. Se
lim f(x) =—oc0 e limg(x) =—0c0 entdo lim(f.g)(x)=o0.
Xx—a Xx—a x—a
Demonstragao:
De 1.:
Dado C > 0, como existe o limite lim f(x) e
X—a
lim f(x) =b € R,
Xx—a
tomando-se
e = M >0
2
existird &; > 0 tal que se
_|bl
O<|x—al< &y, teremos |f(x)—bl<e= 5
Mas
Des. triangular bl
bl — [f(x)] < [f(x) —bl < 53
entdo, se
bl bl
0<|x—al<by, teremos [f(x)| > |bl— 5 =5 (8.41)
Como lim g(x) = oo, existird 0, > 0 tal que se
X—a
0<|x—al<d;, teremos g(x)>C. (8.42)
Logo tomando-se
5 = min{4;,6,} > 0,
temos que, se
(), (Em) [b|

O<|x—al<b<08,0,, segueque f(x)+ g(x) > ?—FCZC,

mostrando que lim (f + g)(x) = oo.
Xx—a
De 2.:
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Dado C > 0, como existe o limite lim f(x) e
Xx—a

lim f(x) = b € R,

Xx—a

tomando-se
e=1,

existird &; > 0 tal que se
O0<|x—al <8, teremos |[f(x)—Dbl<e=1.

Mas

If(x)] —|b] < |f(x) —bl <1, entdo,se O0<|x—al<d;, teremos |f(x)] <]|bl+1T.

Como lim g(x) = —oo, dado
Xx—a

C'=C+[bl+1>0,
existird 6, > 0 tal que se
0<|x—al<¥8, teremos g(x)<C =—(C+[bl+1).

Logo, tomando-se
0 = min{d1,8,} > 0,
temos que se

(E), (E3)
O<|x—al<d<81,02, teremos f(x)+ g(x)

mostrando que lim (f + g)(x) = —oo.
Xx—a
De 3.:
Dado C > 0, como lim f(x) = oo, tomando-se
Xx—a
C
[ —_
C'= 5 >0,

existird &; > 0 tal que se

C
0<|x—al <&, teremos f(x)>C'= >

C
Como 1i_1>n g(x) = o0, dado C" = 5> 0, existird 5, > 0 tal que se
X—a

C
0<|x—al<¥b;, teremos g(x)>C"= 7

Logo, tomando-se
o= min{51,6z} >0,

temos que se
O<[|x—al<d<81,0,, teremos f(x)+ g(x)

mostrando que lim (f 4 g)(x) = oo.
Xx—a

(Ibl+1) = (C+ bl +1) = —C,

377

(8.43)

(8.44)

(8.45)

(8.46)
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De 4.:
Dado C > 0, como lim f(x) = —oo, tomando-se
Xx—a
C
C, — i > O,
existird &; > 0 tal que se
, C
0<|x—al<6y, teremos f(x)<—C'= 5 (8.47)
Como lim g(x) = o0, dado
Xx—a C
c"= 5> 0,
existird &, > 0 tal que se
" C
0<|x—al<bd,;, teremos ¢g(x)<—-C"= 7 (8.48)
Logo, tomando-se
& = min{d1,8,} > 0,
temos que se
Em),Em C  C
O0<[x—al<d<81,6,, teremos f(x)+ g(x) _Z_ZZ_C’
mostrando que lim (f + g)(x) = —oo.
Xx—a
De 5.:
Dado C > 0, como existe o limite lim f(x) e
Xx—a
lim f(x) =b >0
Xx—a
e b > 0, tomando-se
€= b >0
=5 ,
existird 87 > 0 tal que se
b
0<|x—al<?by, teremos |f(x)—Dbl<e=~=.
Mas b
bl —[f(x)] < [f(x) —bl < 5
—~—
=b
Logo, se
b b
0<|x—al<by, teremos [f(x)]>b— 5 =5 (8.49)
Comob>0ce 11_1)11 g(x) = oo existird 5, > 0 tal que se
X—a
2C
O0<|x—al<d;, teremos g(x)> 5 (8.50)

Logo, tomando-se
d = min{d1,8,} >0
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temos que se
O<[x—al<d<8,02, segueque f(x).g(x) > —.— =C,

mostrando que lim (f.g)(x) = oo.

X—a
De 6.:
Dado C > 0, como existe o limite lim f(x) e
X—a
lim f(x) =b <0,
Xx—a
tomando-se
ILI
te=72 75

existird &; > 0 tal que se

b
0<[x—al<d;, segueque [f(x)—bl<e= %
Mas )
bl = [f(x)] < [b—f(x)| = [f(x) —b| < 5
Logo, se
b
O0<I|x—al <6y, teremos [f(x)|> %

Como b < 0, do Teorema da Conservagdo do Sinal para Limites, podemos supor que f(x) < 0,
para 0 < [x — a| < &1, assim, se

b b
0<|x—al<d;, teremos f(x)< —|2|, ou seja, —f(x)> |2| >0 (8.51)
Como lim g(x) = —oco existird 6, > 0 tal que se
Xx—a
K . 2C
0<|x—al<?d, segueque g(x)< o <0, ouseja, —g(x)> ol > 0. (8.52)

Logo tomando-se
0 = min{d1,8,} > 0,

temos que se
O<|x—al<bd<8,0,, teremos f(x).g(x) —.— =C,

mostrando que lim (f.g)(x) = oo.
Xx—a

De 7.:
Dado C > 0, como existe o limite lim f(x) e
Xx—a
lim f(x) =b >0,
Xx—a
tomando-se
€= b

2>0,
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existird 87 > 0 tal que se

b
0<|x—al<d;, segueque |f(x)—b|<s=§
Mas .

[f(x)| — o] < [f(x) —b| < 3

LOgO para
O X—a 5 t b b b>0 b
<| |< 1y €remos ||(X)|<|b|_u_ | ‘ [ >] .

Como b > 0 segue, do Teorema da Conservagio do Sinal para Limites, que podemos supor f(x) > 0,
para 0 < |x — a| < 07, assim se

b
0<|x—al<d, segueque 0<f(x)< 5 (8.53)
Como lim g(x) = —oo existird 6, > 0 tal que se
Xx—a
2C
0<|x—al<bd;, teremos ¢g(x)< % (8.54)

Logo tomando-se
d = min{d,8,} > 0,

temos que se

(EX),(E33) b 2C
O<|x—al<d<81,02, segueque f(x).g(x) < 5 (—) =—C,

b
mostrando que lim (f.g)(x) = —oo.
Xx—a
De 8.:
Dado C > 0, como existe o limite lim f(x) e
X—a
lim f(x) =b <0,
Xx—a
tomando-se
€= M >0
2 )
existird 87 > 0 tal que se
_|bl
O0<|x—al<d, teremos |f(x)—bl<e= 5
Mas b|
bl —[f(x)| < [f(x) = bl < 5
Logo, para
Ibl  |bl
0<|x—al<b&;, teremos [f(x)]>|b]— 5 =5

Como b < 0 segue, do Teorema da Conservagio do Sinal para Limites, que podemos supor f(x) < 0,
para 0 < |x — al < 87, assim se
bl |b|

O<|x—al <&y, segueque f(x)< — 5 ou seja, — f(x)> 53 > 0. (8.55)
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Como lim g(x) = —oo existird 6, > 0 tal que se
Xx—a

2C 2C
0<|x—al<d;, teremos g(x)< ol ou seja, —g(x)> ol > 0. (8.56)

Logo tomando-se
5 = min{&;, 62} > 0,

temos que se
O<[x—al<d<81,02, teremos f(x).g(x) > —.— =C,

mostrando que lim (f.g)(x) = oo.
Xx—a

De 9.:
Dado C > 0, como lim f(x) = oo, tomando-se
Xx—a
C'=vC>0,
existird &; > 0 tal que se
0<|x—al<8&, teremos f(x)>C’=+/C. (8.57)
Como lim g(x) = oo, dado
Xx—a
C"=vC>0,
existird &, > 0 tal que se
0<|x—al <8, teremos g(x)>C”=+C. (8.58)

Logo tomando-se
6= min{61 y 52} >0

temos que se

(E52), (BE53)
O<lx—al<d<81,0,, segueque f(x).g(x) VC./C=C,
mostrando que lim (f.g)(x) = oo.
Xx—a
De 10.:
Dado C > 0, como 1i_r>n f(x) = oo, tomando-se
C'=vC>0,
existird &; > 0 tal que se
0<|x—al<®&;, teremos f(x)>C'=+vC>0. (8.59)
Como lim g(x) = —o0, dado
Xx—a
C”"=vC>0,

existird &, > 0 tal que se

0<|x—al<6,, segueque g(x)<—C"=—-/C<0 (8.60)



382 CAPITULO 8. LIMITES NO INFINITO E INFINITOS

Logo, tomando-se
0= min{61,6z} >0,

temos que se

(E23), (BEZD)
O<[x—al<d<081,6,, teremos f(x).g(x) Vv C (—\FC) =—C,
mostrando que lim (f.g)(x) = —oo.
Xx—a
De 11.:
Dado C > 0, como lim f(x) = —o0, tomando-se
Xx—a
C'=vVC>0
existird &7 > 0 tal que se
0<[x—al<®&, teremos f(x)<—C'=—VC ousea, —f(x)>C' =vC. (8.61)
Como lim g(x) = —o0, dado
x—a
C"=vC>0,

existird d; > 0 tal que se
0<|x—a] <8, segueque g(x)<—C”"=—V/C ouseja, —g(x)>—-C"=—VC. (8.62)

Logo, tomando-se
& = min{61,6,} >0

temos que se
O<|x—al<d<81,02, teremos f(x).g(x)=[—f(x)].[—g(x)]

mostrando que lim (f.g)(x) = oo.
Xx—a

Observagao 8.4.4

1. Valem as versdes andlogas da Proposi¢do acima para limites laterais (isto €, x — at ou

<

x — a~ ) e para limites no infinito (isto é, x — o0 ou x — —0).

Deizaremos como ezxercicio para o leitor os enunciados e as correspondentes demons-
tracdes destes resultados.

2. A Proposi¢cao acima nos diz, empiricamente, que se

beR, ae(0,00), e cé€(—00,0)
entao

b + 0o = o0, b—o00=—00, 00 + 00 = 00, —00 — 00 = —00,
a.0o = 00, a.(—oo) = —o0, €.00 = —00, c.(—o0) = o0,

00.00 = 00, 00.(—00) = —0 (—00).(—0o0) = 0.
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3. Vale observar que, nas situagées acima, nao aparecem as exrpressoes do tipo:

0 00 00
0 = T T, 0.00, 0.(—00) . (8.63)

Em principio, esperariamos que o resultado destas expressdes fossem bem determinados,
mas 1sto pode nao ocorrer, como mostram os exemplos a sequir:

(a) Suponhamos que f,g: R\ {0} = R as fung¢ées dadas por:

2
=) g(X)i—;, para cada x € R\ {0}.

2
Pode-se mostrar que
limf(x) =00 e limg(x)=—o0.
x—0 x—0

A verificacdo destes fatos serdo deixadas como exercico para o leitor.
Observemos que

-+ 9100 = i (13— ) = i (—55) "= o0
Neste caso teriamos uma expressdo do tipo:
00 — 00 = —00.
(b) Um outro ezemplo seria, sejam f,g: (0,00) — R as fungées dadas por:
f(x) =x, g(x)=—=, paracada x € (0,00).

Pode-se mostrar que
lim f(x) =0 e lim g(x)=oo.

x—0+ x—0+
A verificagdo destes fatos serdo deiradas como exercico para o leitor.
Observemos que

1 1 zercicio
lim (f.g)(x) = lim <XX3> — lim — e o

x—0+ x—0+

Neste caso teriamos uma expressdo do tipo:
0.00 = o0.

4. Podemos obter outros exemplos para os quais os limites em questdo podem nos levar a
expressdes do tipo:
o—w=00, ocw—o0=0, 0.00=—00,
ou ainda, podemo ocorrer outros valores nas erpressées acima

Dewzaremos como exercicio para o leitor a obtengdo de tais exemplos.

5. Limaites que nos levam a expressdes do tipo:

0 00 00

6 ) g ) — 00 ) 00— O0, 0.00 ) O(—OO),
entre outros, serdo demominados formas indeterminadas e serdo tratados ma prérima
se¢ao.
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Como aplicagido da Proposi¢do acima temos o:

Exemplo 8.4.3 Mostre que
x+1

e =12~
Resolugao:
Consideremos f: R — R e g: R\ {1} — R as funcdes dadas por:
1
f(x) =x+1, paracada xR e g¢g(x)= o1 para cada x € R\ {1}.
Deste modo temos que
limf(x) =lim(x+1) =2 > 0.

x—1 x—1

Como

lim(x —1)2 =0
x—1

segue, da Proposigdo (EZ) item 1. que

I I R 1 lim g(x)
oo_xliﬂm - Xﬂm—){lﬁﬁgx.

Logo, da Proposicdo (BEZ2) item 5., segue que

x+1

como queriamos mostrar.
Para finalizar temos a:

Proposicao 8.4.3 (Mudanc¢a de varidveis para limites infinitos) Sejam A um intervalo aberto
deR, a€A, f:(byoo) 2R eg:A\{a} > R fungdes e L € R.

Suponhamos que lim g(x) = co e eziste o limite lim f(y) e
x—a Yy—oo

lim f(y)=L.

yYy—oo

Entdo o limite lim (f o g)(x) existird e além disso lim(fo g)(x) =L, ou seja,
x—a x—a

lim f[g(x)] = lim f(y).

x—a y—o0o
Demonstragao:
Dado ¢ > 0, como existe o limite lim f(y) e além disso
y—oo
yILrEo f(y) =1L
existird K > 0 tal que se
y > K, teremos |[f(y)—1L|<e. (8.64)

Mas

lim g(x) = 00,
Xx—a
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logo existe & > 0 tal que se
0<|x—al<?d, teremos g(x)>K. (8.65)

Logo, se
0<|x—al<d, de(BEED),segue que g(x) > K, ede (BEA) teremos |[fl[g(x)]—L|< ¢,

completando a demonstracéo.

Observacgao 8.4.5

1. Geometricamente temos:

2. O resultado actma nos diz como fazer uma mudanga de varidvers em limites no infinito,

a saber:
< y=g(x) >
lim f[g(x)] xTae = y:= glx) = oo lim f(y) =L.

x—a Yy—o0
3. O resultado acima é vdlido substituindo-se o limite quando x — a pelos limites laterias
(isto é, para x — at ou para x — a~) e para limites no infinito (isto é, para x — oo ou
para X — —o0).
Os enunciados e as demonstragdes dos mesmos serdo deirados como ecercicio para O
leitor.

Exemplo 8.4.4 Encontre, se existir, o valor do sequinte limite:

_a
lime *2.

x—0
Resolucgao:

Consideremos as fungdes g : R \ {0} — R dada por

g(x) = —, paracada x e R\{0}
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e f: R — R dada por
f(x)=e Y, paracada yeR.

Observemos que

lim e — lim f[g(x)].

x—0 x—0
Mas
. . 1 Exercicio . . —y . 1 Exercicio
limg(x)=lim 5 "="0c0 e limf(y)=lim e VY= lim —""=""0.
x—0 x—0 X y—0 yYy—o0 y—oo ey

Entdo, da Proposi¢do acima, segue que

1
i X7 pu— 1 1 f— 1 _y f—
lime lim [g(x)] 513% f(y) yll_)ngo e 0,

Proposigdo (EZ3)

ou seja,

1
lime 2 =0.

x—0

Observagao 8.4.6 Poderiamos ter aplicado mais diretamente, a Proposi¢cGo acima, a saber:
1 E’a:egz’cio 0.

_ 1
(ER N,
x—=0 = y=5 200
= EANET lim eV = lim —

x—0 y—o0 y—oo ey

8.5 Assintotas verticais da representacao geométrica do grafico de
uma funcao real de uma variavel real

Observagao 8.5.1 Consideremos a fungdo f: (1,00) — R dada por

f(x) = , para cada x € (1,00).

Neste caso observamos que quando x tende a 1, pela direita de 1 (isto é, x — 1) os pontos
do grdfico da fungdo, isto é (x,f(x)), aprozimar-se-do dos pontos da forma (1,f(x)) (ou seja, da

reta vertical x = 1; veja a figura abaizo).

y 4

= Y
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Neste caso diremos que a reta x = 1 € uma reta assintota vertical da representacdo geométrica
do grdfico da fungdo f .

Em geral temos a:

Definicao 8.5.1 Sejam A um wntervalo aberto de R, a€ A e f: A\{a} - R uma funcgdo.

7

Diremos que a reta x = a é uma reta assintota vertical da representagao geométrica
da representacao geométrica do grafico da funcao f se uma das situagdes abaizo ocorrer:

1. lim f(x) =00 ;
x—at

2. lim f(x) =—o00 ;

x—at

3. lim f(x) =00,

X—a—
4. lim f(x) =—o0 .

X—a—

Observagao 8.5.2 Geometricamente temos as sequinte situagdes:

1. Caso que: 11mf o (1) ou 11mf ) =—o0 (2):

lim f(x) = o0 (1) y lim f(x) = —c0 (2)

2. Caso que: lim f(x)=Le lim_ f(x) =00 (3) ou lim f(x)=Le lim f(x) = —o0 (4):

X—a— x—at X—a Xx—a



388 CAPITULO 8. LIMITES NO INFINITO E INFINITOS

lim f(x)=Le lim f(x)=oo (3) lim f(x)=Le lim f(x)=—oco (4)‘
x—a x—a x—a— x—a+
Yy Yy
A 'y
X =a

\_
Y

<

lim f(x) =—oc0 e lim f(x)=L (6):

3. Caso que: lim f(x) =00 e lim f(x)=L (5) ou
x—a~ x—a’t x—a~ x—at
XET— f(x) =—oc0 e xET* f(x) =L (6)
lim f(x) =oc0e lim f(x)=1L (5) Yy
x—a x—a+ y
X =a
y =f(x)

=

lim f(x) = —c0 e lim f(x) =00 (7) ou lim f(x) = o0 ou lim f(x) = —o0
+ x—a~ x—at

Xx—a- x—a

4. Caso que:
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(8):

lim f(x) =—occ e lim f(x)=o0 (7) lim f(x)=oc0e lim f(x)= —oo (8)
x—a~— x—at x—a x—at

J
:

Com isto podemos resolver o:

Exemplo 8.5.1 Consideremos a fungdo f: R\ [-1,1] - R dada por

f(x) = ———, paracada x€R\I[-1,1].
x2 —1

Encontre as retas assintotas horizontais e verticais (se existirem) d representagcdo geométrica
do grdfico da fungdo f .

Resolucgao:

Retas assintotas horizontais:




390 CAPITULO 8. LIMITES NO INFINITO E INFINITOS

Para isto basta calcularmos os limites no infinito da fungéo f , isto é,

X
. o X x#0 . x
Jim (x) = lim_ N Jm 24
X
x>0 = x=VxZ .. 1 . 1
= Iim —— = lim
X—00 Xz —1 X—00 : 1
x2 X2
lim [1]
_ X—00 — 1)
. ) 1
lim [1] — lim =
X—00 Xx—00 | X
0
X
. o X xA0 . X
xgr—noo f(x) 7xgr—noo x2 —1 o xgl;noo \/27_1
X
x<0=x=—VxZ .. . —
= m - Jim
_ x*—1 1— lz
x2 X
lim [1]
_ X——00 -1

Assintotas verticais:
Para isto basta encontrarmos (se possivel) pontos onde o limite da fungéo f da co ou —oo.
Afirmamos que

lim f(x) =00 (8.66)

x—1+

lim f(x) = —o0. (8.67)
x——1-

De fato, como
im x=1#0 e lim Vx*—1 =90,
x—1t x—1t

segue, da Proposigdo (EZ) item 2. que

. X x>1=x>0,Vx2—1>0 .. X
oo = lim |—— = lim ——,
x—1+ xZ —1 x—1+ /%2 — 1
mostrando (EZA).
Por outro lado, como
lim x=—1#0 e lim Vx2—1"=7"°0,

x——1- x——1-
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segue, da Proposigdo (BEZ1) item 2. que

o= lim | | ¥RV X i
x——1—|+/x2 — 1 x——17 1/x2 — 1 x——1— XZ_]’

mostrando (ET1).
Logo as assintotas verticais a representagdo geométrica do grafico da funcgéo f serdo:

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que a fungdo nfo tem mdximo, nem minimo
locais, sua concavidade é voltada para cima nos pontos (x, f(x)) para x € (1,00) e voltada para baixo
nos pontos (x, f(x)) para x € (—oo,—1).

Com isto temos o seguinte esbogo da representagdo geométrica do gréfico da fungéo f:

x =—1 v

Y=—Te e L

A seguir temos o seguinte exercicio resolvido:
s

Tt
Exercicio 8.5.1 Sej f:(——
XerciCclo eja 2, 2

) \ {0} = R dada por

T T
f(x) = cossec(x), para cada x € (—z, z) .
Encontre as retas assintotas verticais a representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f .
Resolucgao:
] T T
Consideremos g : (_f’ z) — R dada por
T T
g(x) = sen(x), paracada xé€ (—z, §> .

Observemos que

lim g(x) = lim sen(x) = 0.
x—0 x—0
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Logo, da Proposigdo (BEZ) item 1., segue que

. 1 0<x<Z=g(x)=sen(x)>0 _, ;
lim <x<F = g{x)=sen(x)> im = lim COSSBC(X)- (868)
B Tgbo o0k senfx) ok

Logo podemos concluir que a reta x = 0 serd uma assintota vertical da representagdo geométrica
do grafico da fungfo f (no caso, quando x — 0T).

De modo semelhante temos:
1 —ZF<x<0=> g(x)=sen(x)<0 1

= li = lim —=—1i . 8.69
T2 gl 2B e Ty cossec) (8.69)

Logo podemos concluir que, novamente, a reta x = O serd uma assintota vertical da representagdo
geométrica do grafico da fungdo f (no caso, quando x — 07).
De (ETH) e (EEY) teremos que

lim cossec(x) =oco e lim cossec(x) = —oco.
x—0+ x—0~

Deixaremos como exercicio para o leitor o estudo dos extremos locais e da concavidade da repre-
sentacdo geométrica do gréafico da fungéo f
A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo:

Y

N

Observacao 8.5.3 Se considerarmos a fungdo f: R\ {km; k € Z} — R dada por
f(x) = cossec(x), x € R\{km;k e Z}

podemos mostrar que as retas assintotas verticais da representacdo geométrica do grdfico da
funcdo f serdo as retas verticais:

x =km, para cada k€ Z.

Na verdade, pode-se mostrar que para k € Z temos:

lim cossec(x) =occ e lim cossec(x) = —oo
x—2kmt+ x—2kmm—
e
lim cossec(x) = —oco e lim cossec(x) = oco.

x—(2k+1)t+ x—(2k+1)m—
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A verificacdo destes fatos serdo deizadas como exercicio para o leitor.

Como a funcgdo f é 2m-periddica seque que a representacdo geométrica do grdfico ndo possuird
retas assintotas horizontais.

Dewzaremos como ezercicio para o leitor o estudo dos extremos locais e da concavidade da
representacdo geométrica do grdfico do funcgdo f.

A representagcdo geométrica do grdfico da funcdo f é dada pela figura abaizo:

(0, cossec(0))

\

cossec(0) ¢ - \ - - - - - -

8.6 Tracado da representacao geométrica dos graficos de funcoes
reais de uma variavel real

A seguir daremos um processo para tracarmos o grafico de uma fungéo real de uma varidvel real:
Dada uma fungdo f: A — R agiremos da seguinte forma:

1.° Pontos criticos da fungdo f (candidatos a extremos locais):

Encontremos todos os pontos criticos das funcdes f, isto é, os pontos de A onde f néo é diferen-
cidvel e onde a funcio derivada f’ se anula.

Entre eles estardo todos os valores de maximo e/ou minimo locais da funcéo f.

Para classificad-los utilizaremos o Teste da 1.a derivada ou o Tese da 2.a derivada.

2.° Méaximos e/ou minimos locais da fungéo f (classificagdo dos pontos criticos da fungdo):

Aplicar o Teste da 1.a Derivada, ou o Teste da 2.a Derivada se a fungdo for duas-vezes dife-
rencidvel nos pontos criticos obtidos acima, para classificar cada um dos pontos criticos obtidos
no 1.° item, do ponto de vista de serem mdaximos ou minimo locais da fungéo f ;

Com isto determinamos os conjuntos onde a fungéo f é (estritamente) crescente ou (estritamente)
decrescente.

3.° Pontos criticos da fungio f’ (candidatos a pontos de inflex80):

Encontremos todos os pontos criticos das fungdes f’, isto é, os pontos de A onde f’ ndo é
diferencidvel ou onde a fungio derivada segunda f” se anula.

Entre eles estardo os pontos onde a representacdo geométrica do grafico da fungéo f podera ter
pontos de inflexdo.
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4.° Sinal de f” (estudo da concavidade):

Estudando o sinal da fungio f” ao ”"passar” pelos pontos criticos da fungdo f’ obtidos no
item 3.° (quando houver mudanca de sinal na fungéo f”), encontraremos os pontos de inflexdo
da representacdo geométrica do grafico da funcdo f e os conjuntos formado pelos pontos da
representagdo geométrica do grafico da fungdo f onde o grafico é cdncavo para baixo ou céncavo
para cima;

5.9 Assintotas horizontais:

Se

lim f(x) =LeR e lim f(x)=MEeR,

X—00 X——00

entdo as retas
y=L e y=M

serdo retas assintotas horizontais da representagdo geométrica do grafico da funcéo f ;

6.° Assintotas verticais:

Nos valores a € R tais que

lim f(x) =+c0 ou lim f(x) = £oc0,
x—at x—a~
teremos que a reta
X=a

serd uma reta assintota vertical da representacdo geométrica do grafico da fungéo f ;

Com os dados acima poderemos construir um esbogo da representagdo geométrica do grafico da
fungéo f .
Para ilustrar consideremos o:

Exemplo 8.6.1 Seja f:R — R dada por
f(x) =x>—3x*+3, para cada x€R.

Baseado no método acima obter um esbogo da representacdo geométrica do grdfico da fungdo
f.

Resolugao:

Pontos criticos da fungdo f (candidatos a extremos locais):

Observemos que a fungdo f tem derivada de qualquer ordem em R (pois é uma fungéo polinomial),
em particular, é diferencidvel em R, assim os pontos criticos da mesma s6é ocorrerdo nos pontos x € R

tais que
f'(x)=0.

Mas
0="f'(x) =3x>—6x =3x(x—2), paracada x€R

logo os tinicos pontos criticos da fungdo f sdo:
x1=0 e x;=2.

Maximos ou minimos locais da fungédo f (classificagdo dos pontos criticos da fungédo):
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Como a fungéo f é duas-vezes diferencidvel em R podemos aplicar o Teste da 2.a Derivada a cada
um dos pontos criticos acima, para classifica-los do ponto de vista de serem méaximo ou minimo locais.
Mas
f’(x)=6x—6, xcR, paracada

assim
f'x1)=f"(0)=—6<0 e f"’'(x)=f"(2)=62—-6=6>0.

Logo, do Teste da 2.a Derivada, segue que a funcdo f tem um ponto méximo local em
x =0, cujovaloré f(0)=3,
e um ponto minimo local em
x=2 cujovaloré f(2)=-1.
Em particular, sabemos que o gréfico da fungéo f serd estritamente crescente em
(—00,0] U [2,0)

e estritamente decrescente em
[0, 2].

Para isto basta estudar o sinal da fungio derivada f’ em cada um desses intervalos, que sera deixado
como exercicio para o leitor.

Pontos criticos da fungdo f’ (candidatos a pontos de inflex&o):

Como observado acima, a fungdo f tem derivada de qualquer ordem em R, assim os pontos criticos
da fungio f’ ocorrerdo nos pontos x € R tais que

f7(x) =0,

a saber:
O=f"(x)=6x—6=6(x—1),
ou seja,
X3 = 1
é o tinico ponto critico da fungio f’.
Sinal da fungdo f” (estudo da concacidade):
Observemos que se

x <1, temosque f”(x)=6(x—1)<0,

ou seja, a representacdo geométrica do gréafico da fungdo f é cdncavo para baixo nos pontos
(x,f(x)) paracada x € (—o0,1).

Por outro lado, se
x>1, temosque f”(x)=6(x—1)>0,

ou seja, a representacdo geométrica do grafico da fungdo f é cdncavo para cima nos pontos
(x,f(x)), paracada x¢& (1,00).
Portanto a representagdo geométrica do grafico da funcdo f tem um ponto de inflexdo no ponto

(1, £(1) = (1,1).
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Assintotas horizontais da representacido geométrica do gréfico da funcgéo f:

Temos que
- 3_3x2+3 3 3 .
lim f(X) = lim <X3 —3X2 + 3) OO:oo! lim (X;(—i_ X3> — lim |:<] 24 2) X3:| Exeglcw .
X0 x—00 X—00 X X—00 X X
€
3 2 X3 _ 3X2 +3 3 3 3 3| Exercicio

lim f(x) = lim (X —3x —1—3) = lim (3x > = lim [(1 ——+ 2> X } el _ o,
X——00 X——00 X——00 X X——00 X X

mostrando que a representagao geométrica do grafico da fungdo f ndo possui retas assintotas horizon-
tais.

Assintotas verticais da representagdo geométrica do grafico da fungéo f:

Como a fungdo é continua em R segue que para todo a € R temos

lim f(x) = f(a) € R,
X—a
mostrando que a representagdo geométrica do gréfico da fungdo f nédo possui retas assintotas verticais.
Com isto podemos obter um esbogo da representagdo geométrica do grafico da funcdo f que é dada
pela figura abaixo:

<Y

Temos também os seguintes exercicios resolvidos::
Exercicio 8.6.1 Seja f: R — R dada por
f(x) = e , para cada x € R.
Baseado no método acima obter um esbogo da representag¢do geométrica do grdfico da fungdo

Resolugao:
Pontos criticos da funcao f:
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Observemos que a fungéo f tem derivada de qualquer ordem em R (pois é composta das fungdes
x — —x% e y — eY que sdo diferencisveis em R), em particular é diferencidvel em R, assim os pontos
criticos da mesma sé ocorrerdo nos pontos x € R tais que

f'(x)=0.

Mas

d _ 2] Regra da Cadeia _,2
—[e"] gra 2 e ¥ (—2x),
X

0=1'(x) =
(x) =2
logo o tinico ponto critico da fungéo f é:
X1 =0.

Maéaximos ou minimos locais da fungao f:

Como a fungdo f é duas-vezes diferencidvel em R podemos aplicar o Teste da 2.a Derivada no
ponto critico acima para classificd-lo do ponto de vista de ser maximo ou minimo local.

Mas

1
f7(x) d {—2xe_xz} — 2e ¥ _2xe . (—2x) =4de ¥ <x2 — > , paracada x€R,

T dx 2

f’(x1)=1"(0)=-2<0.

Logo, do Teste da 2.a Derivada, segue que a fungdo f tem um ponto de maximo local em
x;1 =0, cujovaloré f(0)=1.

Em particular, sabemos que o grafico da funcéo f serd estritamente crescente em (—oo, 0] e estrita-
mente decrescente em [0, co) (para isto basta estudar o sinal da fungéo derivada f’ em cada um desses
intervalos).

Pontos criticos da fungéo f':

Como observado acima, a fungdo f tem derivada de qualquer ordem em R, assim os pontos criticos
da fungio f’ ocorrerdo nos pontos x € R tais que

f7(x) =0,
a saber:
Y/ e 2_1 — Ap—X* Q _\/Z
0="1"(x) =4e (x 2)—46 (x—l— 2><x 5 |
ou seja,
i=—Y2 o =2
L) )

sdo os tnicos pontos criticos da fungdo f .
Sinal da fungdo f” - estudo da concacidade da representagdo geométrica do gréfico da fungéo f:
Observemos que se

2)(-7)
X7

2
x<—\2[, temos que £7(x) = de ™ <x+2 >0

ou seja, a representacdo geométrica do gréafico da fungéo f é cdncavo para cima nos pontos
V2 )

(x,f(x)), paracada x€ (—oo,—z
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Por outro lado, se

2 2 2
—\2[<x<\2f, temos que f”(x):4exz<x+\[> <x—

ou seja, a representacdo geométrica do gréfico da fungdo f é concavo para baixo nos pontos

ﬁﬁ)

(x,f(x)), paracada xe€ (—2,2

Portanto a representacdo geométrica do grafico da fungdo f tem um ponto de inflexdo no ponto
va [ VAV [ vE
2’ 2 n 2’ '

V2 <x, temosque f”(x)=4e™ <x+ ﬁ) (x— ﬁ) -

[STE

Se

2 2

ou seja, a representacdo geométrica do gréfico é cdncavo para cima para
V2
X € 7, 0.9]
Portanto a representacdo geométrica do grafico da funcéo f tem um ponto de inflexdo em

(2:(%)) (),

Assintotas horizontais da representacido geométrica do gréfico da fungéo f:
Temos que

N|=

. . 2 . 1 Prop. (EZ) item 3.
lim f(x) = lim e = lim — =) 0
X—00 X—00 Xx—o0 eX
e
. . —x2 . 1 Prop. (EZ) item 3.
lim f(x)= lim e = lim — == 0
X——00 X——00 x——o00 eX
mostrando que a reta
‘y =

é uma reta assintota horizontal da representagdo geométrica do grafico da fungéo f .
Assintotas verticais da representagdo geométrica do grafico da fungéo f:
Como a fungdo é continua em R segue que para todo a € R temos

lim f(x) =f(a) e R,
XxX—a
mostrando que da representagdo geométrica do grafico da funcéo f ndo possui retas assintotas verticais.
Com isto podemos obter a representagdo geométrica do gréfico da funcdo f , dada pela figura
abaixo:
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2
wo

Para finalizar temos o:

Exercicio 8.6.2 Considere f: R\ {g +km; k € Z} — R a func¢do dada por

f(x) = tg(x), para cada xeR\{%—i—Kn:keZ} .

Baseado no método acima obter um esbogo da representacdo geométrica do grdfico da fungdo
f.

Resolucgao:
Como a fungdo f é m-periddica basta sabermos tragar a representagdo geométrico dao grafico da

. T
mesma no intervalo (_E’ f)'
Pontos criticos de f:

Observemos que a fungio f tem derivada de qualquer ordem em (—g, g), em particular, é dife-

.. T T . - , - Tt .
rencidvel em <_§’ E)’ assim os pontos criticos da mesma s6 ocorrerdo nos pontos x € (_Z’ z), tais
que

f'(x)=0.

Mas -
f'(x) = tg'(x) = sec’(x) >0, paracada xe <_E’§> ,
T T
logo a fungdo f ndo tem ponto critico em <—§,§> e além disso serd estritamente crescente em

(-3:3)
2°2) . :
M4dximos ou minimos locais:
Como a fungdo f ndo tem pontos criticos segue que nédo terd pontos de maximo ou minimo locais

&)

Pontos criticos da fungéo f':

T 7T

Como observado acima, a fungdo f tem derivada de qualquer ordem em (_Z’ §>’ assim os pontos

o - u T T )
criticos da fungéo f’ ocorrerdo nos pontso x € (—E, E) tais que

f”(x) =0,
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a saber: q
0=f"(x) = — {secz(x)} Regra da Cadela 2sec(x) [sec(x) tg(x)] =2 sex;(x) ,
dx cos3(x)
ou seja,
X1 = 0

é o tinico ponto critico da fungio f’.

Sinal da fungio f” - estudo da concacidade do gréfico da fungio f:

Observemos que se

T (x)<0, cos(x)>0
—— <x<0, temosque f"(x) :2&()() e 0,

2 cos3(x)

ou seja, a representacdo geométrica do gréfico da fungdo f é concavo para baixo nos pontos
T
(x,f(x)) paracada xe€ (—5,0) .

Por outro lado, se

s sen(x (x)>0, cos(x)>0
0<x< =, temosque f"(x)= ZA s 0,
2 cos3(x)

ou seja, a representacdo geométrica do gréfico da fungdo f é concavo para cima nos pontos
(x,f(x)) quad para cada x € (O, Tz[) .
Portanto a representacdo geométrica do grafico da fungdo f tem um ponto de inflexdo no ponto
(0,f(0) = (0,0).

Assintotas horizontais da representacdo geométrica do grafico da fungdo f:
Como a fungéo f é periddica segue que néo existem

lim f(x) e lim f(x),
X—00 X——00

ou seja, a representacdo geométrica do gréfico da fungdo f ndo tem retas assintotas horizontais.
Assintotas verticais da representagdo geométrica do grafico da fungéo f:
Observemos que

sen(x) (EZD) abaixo

lim f(x)= lim = —00
x——27" x——Z7" cos(x)
e
lim f(X) — 1 sen(x) (M):abaixo
x— 2" x—%~ €os(x)
De fato, como
lim sen(x)=-1 e lim cos(x) =0
x——Zt x——Z7t
segue, pela Proposicdo (BEZ) item 2., que
sen(x)

+| cos(x)

7T
x——75

Mas se
T
—§<X<O,
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temos que sen(x) < 0 e cos(x) > 0, assim

sen(x)| _ sen(x)
cos(x)|  cos(x)’
logo:
lim sen(x) =— sen(x) = —00. (8.70)
x5+ cos(x) x——2Z+ | cos(x)

De modo semelhante, como

lim sen(x)=1 e lim cos(x) =0
x—5" x—=5"

segue, pela Proposi¢do (BEZ) item 2., que

. sen(x)
lim
x—2% | cos(x)
Mas se
0<x< n
2
temos que sen(x) > 0 e cos(x) > 0, assim
sen(x)|  sen(x)
cos(x)| cos(x)’
logo:
lim sen(x) _ sen(x) (8.71)
x—2- cos(x)  x57 | cos(x)
Logo, podemos concluir que as retas
e T o
T2 ¢ T2

sdo retas assintotas verticais da representacdo geométrica do grafico da fungéo f .
Com isto podemos obter a representagdo geométrica do grafico da fungédo f dada pela figura abaixo:

Y

NE}
]
Y

ks
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Observagao 8.6.1 Deizaremos como exercicio para o leitor a obtengdo dos esbogos das repre-
sentagcdes geométricas dos grdficos das fungdes definidas no Capitulo 3 por meio do método
apresentado acima.

8.7 Formas indeterminadas associadas a fungoes reais de uma variavel
real - Regra de L’Hospital

O objetivo central desta segdo é encontrar, quando possivel, uma forma mais simples de estudarmos
limites que nos fornecem expressdes formais do tipo:

0 00 00 —00

0’ o’ -’ 00

entre outros, que serdo denominados de formas indeterminadas (veja a definigdo a seguir).
Para tanto precisaremos do seguinte resultado:

Teorema 8.7.1 (Teorema do valor médio generalizado ou dos acréscimos finitos de Cauchy)
Sejam f,g:[a,b] = R fungdes continuas em [a,b] e diferencidveis em (a,b).
Entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f'(c)lg(b) — g(a)] = g '(c)[f(b) — f(a)]. (8.72)

Demonstragao:
Consideremos a fungdo h: [a,b] — R dada por

fix) glx) 1
hix) =1 f(a) gla) 1
f(b) g(b) 1

= f(x)[g(a) — g(b)] — g(x)[f(a) — f(b)] + [f(a)g(b) — f(b)g(a)], paracada x € [a,b].

Com isto temos que a fungdo h é continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b) (pois as fungdes f e
g tém essas propriedades).
Além disso temos:

fla) g(a) 1
h(a) =| f(a) g(a) 1
f(b) g(b) 1

= f(a)lg(a) —g(b)] —g(a)[f(a) — f(b)] + [f(a)g(b) — f(b)g(a)] =0,
f(b) g(b) 1
h(b) = | f(a) g(a) 1
f(b) g(b) 1

= f(b)lg(a) — g(b)] — g(b)[f(a) — f(b)] + [f(a)g(b) — f(b)g(a)] = 0.

Logo, do Teorema de Rolle (Teorema ([ZZ)), segue que existe ¢ € (a,b) tal que

Mas
h'(x) = f'(x)[g(a) — g(b)] — g '(x)[f(a) — f(b)], paracada x € (a,b),
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logo

ou seja,

completando a demonstracéo.

O
Observagao 8.7.1
1. Observemos que, nas condi¢des do Teorema acima, se
g'lc)#0 e gla)#g(b),
entdo a identidade (B-73) €, equivalente, a
f'(c) _ fla)—f(b)
g’lc) gla)—g(b)
2. Nas condi¢ées do Teorema acima, se considerarmos ¢ :[a,b] — R dada por
g(x) =x, para cada x € [a,b],
entdo teremos
£/(c)lb— al "L (c)lg(b) — gla)] "= g1 (e)i(b) (@) TE £(b) — f(a),
ou seja,
f(b) —f(a)
f'(c) = ————
(c) b—a
que € a conclusGo do Teorema do Valor Médio (ver o Teorema ([72-3)).
3. Nosso objetiwvo a sequir €, supondo que
limf(x)=L e limf(x)=M,
Xx—a Xx—a
onde
aeR, ou a=—o0, ou a=ox
e
L ,M €{0,—o0, 0}
gostariamos de calcular, se existirem, os seguintes limites:
. T(x) ) . . (x)
lim —— | lim[f(x) g(x)] , lm[f(x)+g(x)], lim f(x)?",
x—a g(x) x—a x—a x—a
que dao origem as sequintes expressées formaas:
0 o0 —x 00 —00
1’ = = ' oo _OO,Ooo,O.(—oo),oo—oo,OO,Ooo, 1° ) o0 . (8.73)

Tais limites, poderdo existir ou ndo, dependendo das fungdes envolvidas.
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4. Também poderemos ter expressdes formais para os limites acima, quando estamos cal-
culando limites laterais (isto é, quando x — at ou quando x — a~) ou para limites no
mnfinito (isto €, quando x — oo ou quando X — —00).

Definicao 8.7.1 As ezxpressées que aparecem em (B_73) serdo denominadas formas indetermi-
nadas.

O wvalor do limite de uma forma indeterminada, se existire, serd denominado valor da forma
indeterminada.

Com isto temos o:

Exercicio 8.7.1 Seja f: R\ {3} = R a fun¢do é dada por

x2—9

=S,

para cada x € R\ {3}.

Encontre, se existir, o sequinte limite lir% f(x).
X—

Demonstragao:

. . . .0
Notemos que 1111% f(x) é uma forma indeterminada do tipo o pois
X—

lim (xz—‘?) =0=1lim(x—3).

x—3 x—3
Para calcular seu valor, observamos que

2

_9 _
lim £(x) = lim 7 — fim X=X B 3 =6,
x—3 x—3 X —3 x—3 x—3 x—3

ou seja, o valor da forma indeterminada lir% f(x) é 6.
X—

A seguir exibiremos varios resultados relacionados com as formas indeterminadas de (EZ73).
Todos estes resultados serdo denominados de Regras de L’Hospital.
Comecgaremos pela:

0
8.7.1 Forma indeterminada do tipo -.

0 .
Teorema 8.7.2 (Caso o com a varidvel tendendo a um numero real a) Sejam A um

intervalo aberto de R, a € A, f,g: A — R func¢des continuas em A e diferencidveis em A \{a} e
satisfazendo:

() fla) =g(a) =0,
(1) g(x) #0, para cada x € A\{a} ,

(111) g'(x) #0, para cada x € A\ {a},

f/
(1) eziste o limite lim ,(X)
x—a g’(x)

()
x—a g’(x)

=LeR.
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.y o f . . f .
Entdo existird o limite lim ﬁ e além disso lim ﬂ =1, 1sto €,
x—a g(x) x—a g(x)
fx) L f(x)
lim — =11
x—a g(x) x—ag’(x)
Demonstragao:
Mostraremos que o limite pela direita, lim existe e que
x—at g(X)
fx) _
x—at g(x)
O caso .
lim ) g
x—a~ g(X)
é andlogo e sua demonstragdo serd deixada como exercicio para o leitor.
Sex € Aex>a, como
fla)=g(a)=0 e g(x)#0, paracada x¢€ A\{a},
temos que
f(x) _ f(x) —f(a)
glx) glx)—gla)
Do Teorema (BEZT) (na verdade da Observagdo (BEZZ) item 1.) segue que existe
c=c(x) € (a,x) (8.74)

tal que

f(X) — f(a) Teor. (EZT) f ,(C)

o) 9 —gl@  g'e) (8.75)
Como c € (a,x),temos que se

x — at, segue de (E@), que c —a’. (8.76)

Assim passando o limite, quando x tende a a, na expressdo (EZZ3) obteremos:
f /

i f(x) . f(x) —f(a) E@ EmD (c)
im —~ | _

xoat glx) Nyt g(x) —g(a) == g'lc)
. o T o
ou seja, o limite lim —— existe e além disso
x—a g(x)
f(x)
x—at g(X) -

completando a demonstracdo do Teorema.
O
Observacao 8.7.2 Poderiamos enunciar e provar um resultado andlogo ao Teorema acima para

limites laterais (isto é, para x — a® ou para x — a” ).

Deizaremos como ezxercicio para o leitor a elaboracdo e demonstragdo dos mesmos.
Observemos que a demonstragcdo que eribimos acima trata do limite lateral pela direita de
x = a e for deixado como exercicio para o leitor, o limite lateral pela esquerda de x = a.
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Apliquemos o resultado acima ao:

Exemplo 8.7.1 Calcular, se existir, o limite

lim =7
m
x—3 X —3

Resolugao:

Como vimos anteriomente (Exemplo (EZZ)), o limite acima é uma forma indeterminada do tipo
0

Neste caso as fungdes envolvidas sdo f,g: R — R dadas por
flx) =x>—9 e g(x) =x—3, paracada x€R,
que satisfazem as condicdes do Teorema acima, pois sdo fungdes diferenciaveis,
f(3)=9g(3)=0, g(x)#0, para x#3, ¢g'(x)=1#0, paracada x€R

e existe o limite

f/ "(x)=2x,g’ (x)= 2
lim L0 =g =eR o 2x (8.77)

x—3 g (X) x—3 1

. e e f(X) o
Logo podemos concluir que existird o limite lim —— e além disso
x—3 g(x)
f f’
fim 1) _ gy £ &=

x=3g(x)  x=39g’(x)

e XE—9 o
ou seja, o limite lim existe e além disso
x—3 X —3
. x*=9
lim =6,
x—3 X —3
x? —
ou seja, o valor da forma indeterminada 1in§ é 6.
x—3 X —

Eventualmente teremos que aplicar 0 Teorema acima um numero finito de vezes para podermos
concluir algo sobre a existéncia e o valor do limite estudado, como mostra o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 8.7.2 Calcular, se existir, o limaite

(e —1)°

lim >

x—0 X
Resolucgao:

0
Observemos que o limite acima é uma forma indeterminada do tipo 0 (verifique!).
Neste caso as fungdes envolvidas sdo f,g: R — R dadas por

f(x)=(e—1)% e g(x)=x*, paracada xeR,

que satisfazem as condigdes do Teorema acima (verifique!).
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Logo podemos concluir que

f(x) . F(x) fr0=3e1)%er g ()=2x . 3(e* —1)%e*

x50 g(x) x50 g/(x) b M

(8.78)

0
Observemos que este tltimo limite também é uma forma indeterminada do tipo 0 (verifique!).
Para tentar calculéd-lo, consideraremos as fungdes f1, g7 : R — R dadas por

f1(x) =3(e*—1)%¢* e gj(x)=2x, paracada x€R,

que satisfazem as condigGes do Teorema acima (verifique!).
Logo podemos concluir que

. filx) . fi(x)
lim = lim
x—0 g1(X x—0 91/()()
2 2
1/ (x)=[6(eX—1)2e*]eX+3(eX—1)%eX, g1/ (x)=2 ,xER __ |:6 (e¥—T)"e*| e +3(eX—1)"¢
= lim
x—0 2
Exegicio 9 —0. (879)
2
. o (e =1 s
Assim, de (BEZ73) e (BEZ™), segue que o limite 111% —a existe e além disso
X—
X _ 3
im &1 .
x—0 X

Temos também o:
0 .
Teorema 8.7.3 (Caso g com a varidvel tendendo a c0) Sejam f,g : (b,c0) — R func¢des
diferencidveis em (b, c0) satisfazendo:
(z) xll)rgof(x) = Xli)n;o g(x)=0,

(11) g(x) # 0, para cada x € (b,00) ,

(i11) g'(x) #0, para cada x € (b,00) ,

!/
(112) existe o limite lim ,(X)
x—o0 g’(x)

-+

e

. f(x)
lim

=L.
x—00 g’(x)

.. o . f . . f .
Entdo existird o limite lim ﬁ e além disso lim (—X) =1, 1sto €,
x—00 g(x) x—00 g(x)

im 1) _ gy £
X— 00 g(x) x—00 g "(x) )

Demonstracao:
Observemos que se h: (0,00) — R é a fungdo dada por

1
h(t) = O para cada t € (0,00).
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Entéo, da Proposicdo (EZ3) (Mudanga de Varidveis para Limites no Infinito, com a fungdo h no
lugar da fungéo g), segue que:

1 d 1
— |f( -
. f(X) ,X—>00 entdo t—07" li (t) Teor. (EZ3), verifique as hipéteses! . dt |: <t>:|
lim —= = = lim
x—0o0 g(x) t%O‘*’ 1 =0+ d 1
9 t dt 9 t
()
Regra d;Cadeia lim t ti() lim t
t—0t l —1 t—0t+ 1
I \t) & 9\t
xé%,tﬂO*Zentéo X—00 lm f'(x) L
x—0o0 g /(%)
f
Portanto o limite lim ) existe e
x—00 g(x)
f
lim M =1L,
x—0o0 g(x)

completando a demonstragdo do Teorema.

Observagao 8.7.3

1. Vale um resultado andlogo ao Teorema acima para o limite em —oo (isto €, quando x —
—00).
Deizaremos como ezercicio para o leitor o enunciado e a demonstragdo do mesmo.

2. Os resultados acima podem ser 4uteis para calcular limites que deém origem a formas

. . .0
indeterminadas do tipo 0

8.7.2 Forma indeterminada do tipo iﬁ
00

0 .z . .
Teorema 8.7.4 (Caso — com a varidvel tendendo a um ndmero real a) Sejam A um
00

intervalo aberto de R, a € A, f,g: A — R fungbes continuas em A e diferencidvers em A\ {a}
tais que:

(1) lim f(x) = lim g(x) = oo ,
(1) g(x) #0, para cada x € A,

(111) g'(x) #0, para cada x € A,

f /
(112) existe o limite lim /(X)
x—a g’(x)

()
x—a g’(x)

=LeR.
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. o, o f . . f )
Entdo existird o limite lim ﬁ e além disso lim ﬂ =1, 1sto €,
x—a g(x) x—a g(x)
fix) .. f'(x)
lim — = lim
x—a g(x x—a g "(x)
Demonstragao:
. . Tx)
Dado ¢ > 0, como existe o limite lim —
x—a g’(x)
f'x)
gl
podemos encontrar &7 > 0, tal que se
f/
0<|x—al<by, teremos ‘g /(();)) — L‘ < % (8.80)
. - o L o f(x)
Mostraremos que existe o limite pela direita de x = a, isto é, existe o limite lim , € que
x—at g(X)
f
) _{
x—at g(x)
o - L o f(x)
O caso da existéncia do limite pela esquerda de x = a, isto é, do limite lim , € que
Xx—a~ g(X)
lim LX) =1,
x—a~ g(X)

é andlogo e sua demostragdo serd deixada como exercicio para o leitor.

Do Teorema (EZ1) (na verdade da Observagdo (BEZ1) item 1.) segue que existe ¢ = c(x) € (a,x)
tal que

_fa)
f/(C) . f(X) —f(a) Exercicio f(X) f(X)
g’lc] gt —gla)  gh0;_gla” (881
g(x)
Consideremos h: (a,a+ 8;) — R a fungdo dada por:
f(a)
)

h(x) = ———= aracada x € (a,a+90q).
() ]_g(a)) p () 1)

g(x)

Assim, se

f f/ <c<x<a+d7 = (EZ0)
0<x—a<dy, teremos ‘(X)h(x) —L‘ =y ’ ,(C) g T £ (8.82)
g(x) g'(c) 4
Como
lim f(x) = lim g(x) = o0,
Xx—a x—a
segue que

lim f(x) = lim g(x) = o0,
x—at x—at
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CAPITULO 8. LIMITES NO INFINITO E INFINITOS

~ fla) f(a)
N ro tem ] -
lim h(x) = lim f(x) _ x—at f(x) Prop. (EZT) item 5. 0 1,
x—at x—at 9((1) g( ) ]—O
—=—  1—-lim =—
g(x) x—at g(x
logo, podemos encontrar §; > 0, tal que se
€
O<x—a<dy, ¢t hix) —1| < 8.83
X —a 2 eremos |h(x) | ) ( )
1
e 5< h(x) (8.84)
Seja
d = min{d1,0,} > 0.
Logo se
O<x—a<bd<Lo7,0,,
segue que
'f(XJ L‘ n(x)>3>0 [f(X) B ] (| mene | F(x) '
g(x) g(x) h(x) 9(X)
=) | f
2|1 4 — L )‘ 2=2 ’[(X)h(x) LU+ [L—Lh(x
g(x) g(x)
f(x) D) € ED) € €
<2. . + |L(T — ="2-+2IL||T—h = -+ 2|l|-———
< Hg(x) (x) ‘ L (m} 3 HAUN=Re =5 420
o<l e e
< 2T727o
mostrando que o limite lim ﬁ existe e que
x—at g(X)
f(x) _
x—at g(X) N
como queriamos demonstrar.
O

Observagao 8.7.4

1. O Teorema acima também € vdlido para limites laterais (isto é, para x — a' ou para

x—a’).

Os enunciados e as demonstragdes dos mesmos serGo deirados como erercicio para o
lestor.

Na verdade a demonstra¢do acima trata do caso do limite lateral pela direita de a.

<

O Teorema acima (mesmo mo caso de limites laterais) é vdlido quando um dos, ou 0s
dois, limites das fungdes envolvidas € —oo, ou seja, podemos obter resultados semelhantes
ao tratado no Teorema acima para formas indeterminadas dos tipos:

—00

oo

00
, —— ou
—00

—00

—00

Os enunciados e as respectivas demonstragdes sergo deixados como exercicio para o leitor.
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Apliquemos os resultados acima ao:

Exemplo 8.7.2 Calcular, se existir, o limite

) 1
lim
x—0+ Xe;
Resolucgao:
Observemos que
1 1
lim — = lim %,
x—=0T xex x—0T o

ou seja, temos uma forma indeterminada do tipo —, pois
00

. 1 . 1 Exercicio
lim — =00 e limex =
x—0t X x—07F

Considerando-se f,g: (0,00) — R as fungbes dadas por
e g(x)= e%, para cada x € (0,00),

temos que as fungdes f e g satisfazem as condigdes do Teorema (EZZ3) (verifique!).
Logo

—1
1
. f(x) Teor. (@ .. f'(x) f'N="7,9'(x)=ex.3 2

lim — = m — m ; — lim
=0 xex =07 g(x) x—0+ g/ (x) x—0t 1 —1

ex 2

xiO lim l] (E=g) ea Propi(EIJ) item 3. 0,
x—0t o%

. - . 1 .
mostrando que existe o limite lim — e além disso
x—0" yex

. 1
lim — =0.
x—0T xex

Conseqiiéncia do Teorema acima temos o:

411

(8.85)

Teorema 8.7.5 (Caso x para a variavel tendendo a oo) Sejam f,g: (b,00) — R fungées

diferencidveis em (b, 00) tais que
(1) lim f(x) = lim g(x) = oo,

(1) g(x) # 0, para cada x € (b,00)

(i11) g'(x) #0, para cada x € (b,o0) ,

. o fY
(112) existe o limite lim b) e

x—00 g "(x)
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y . . f . . f .
Entdo existird o limite lim ﬂ e além disso lim ﬁ =1, usto €,
x—00 g(x) x—o0 g(x)
. f(x) f'(x)
lim — =
x—o0 g(x)  x—00 g’(x)

Demonstracao:
Observemos que se h: (0,00) — R é uma fungdo dada por

1
h(t) = . para cada t € (0,00),

entdo, da Proposigdo (EZ3) (Mudanga de Varidveis para Limite no Infinito, com a fungéo h no lugar
f 1
f(x) té%,x%oo entdo t—0T | t ) Teor. (EE3)

de g), segue que
. . dt t
lim = im = lim ————~4=
x—00 g(x) =0t (1 t—0t d 1
9 t dt 9 t
f’<1 = f’<1>
Regra d:a cadeia lim t t _t#£0 lim t

t—0t 1 —1 t—0t 1
9\t) & 9\t
f

xé%, t—0" entdo x—oo

- xhjgo g’(x)’
mostrando que existe o limite lim ) e que
x—00 g(x)
f
lim 0
x—00 g(x)

completando a demonstragdo do resultado.

Observagao 8.7.5

1. O Teorema actma € vdlido quando os limites envolvidos forem para —oo (isto €, quando
X — —00).

O enunciado e a demonstracdo do mesmo serdo deizados como exercicio para o leitor.

2. O Teorema acima € vdlido quando um dos, ou os dois, limites das fung¢des envolvidas é

—00, ou seja, podemos obter um resultado semelhante ao Teorema acima para as formas
indeterminadas do tipo:
—0o0 0 —0o0
—, —  ou .
00 —00 —00

Os enunciados e a demonstragdes dos mesmos serdo deizados como exercicio para o leitor.

Com isto podemos aplicar estas idéias ao:

Exercicio 8.7.3 Calcular, se existir, o limite

x2

lim .
x——o00 e~ X
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Resolucgao:
Observemos que o limite acima é uma forma indeterminada do tipo — pois
00
. . —x Exercicio
lim x! =00 e lim e =" o0. (8.86)
X——00 X——00

Considerando-se as fungdes f, g : (—oo,0) — R dadas por

f(x) =x%, e g(x) =e ™, paracada x € (—o00,0),

temos que as fungdes f e g satisfazem as condi¢des do Teorema (EZZ3) (verifique!) e assim

x2 . f(x) Teor. (Ezm lim f'(x) £/(x)=2%, 9" (x)=e~*.(~1) lim 2x ' (8.87)
x——o00 —e X

x——o0 g ’(x)

lim = 1l
x——o0 e~ X X——00 g(x)

também é uma forma indeterminada e do tipo ——, pois
—00

Observemos que o limite lim
x——00 —e X

lim 2x=—-00 e lim [—efx] = —0.
X——00 X——00
Considerando-se as fungdes f1,g; : (—o0,0) — R dadas por

fi(x) =2x e gij(x)=—e*, paracada x € (—o0,0),

temos que as fungdes f; e g satisfazem as condi¢bes do Teorema (EZZH) (verifique!) e assim

f1(X) Teor. (Em . f1/(x) f1'(x)=2, g1’ (x)=—e*.(~1) i
m ——

. 2x )
lim —— = lim = ; =
x——00 ] (x) x——00 g1 (x)

x——o0 —e X
(E=3) e Prop. (EZ) item 3. 0

(8.88)

2

Portanto (BE=1) e (BE=3) mostram que existe o limite Em p— além disso
X——00

2
X _o.

lim
x——o0 e~ X

Com os resultados acima podemos tentar encontrar o valor de outros tipos de formas indetermi-

nadas, como ilustra o exemplo a seguir:

Exemplo 8.7.3 Calcular, se existir, o limite

X11_)1{.1O [xe™] .

Resolugao:
Observemos que este limite é uma forma indeterminada do tipo c0.0, pois

—x Exegicio 0. (889)

Iimx=00 e lim e
X—00 X—00

Podemos rescrevé-la do seguinte modo:
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. . . . . oo .
ou seja, ela tornar-se-4 uma forma indeterminada do tipo — (verifique!).
00

Considerando-se as fungdes f, g : (0,00) — R dadas por

f(x)=x e g(x)=e*, paracada xé€ (0,00),

temos que as fungdes f e g satisfazem as condigdes do Teorema (EZZH) (verifique!) e assim

X . f(x) Teor. @@ .. f'(x) t/(0)=1,9'(x)=e* . 1
lim — = lim = lim = lim —
x—00 X x—00 g x) x—00 g "(x) x—oo eX

lim e =" 0,
X—00

ou seja, existe o limite lim [xe ] e
X—00
lim [xe™¥] =0.
X—00

Podemos aplicar uma idéia semelhante ao seguinte exercicio resolvido:
Exercicio 8.7.4 Calcular, se ezistir,

lim x*1n(x).
x—0+

Resolugao:
Observemos que este limite é uma forma indeterminada do tipo 0.(—o0), pois

lim x¥>=0 e lim In(x) =" —
x—0+ x—0+
Podemos rescrevé-la do seguinte modo:
. . In(x
lim |:X2 ln(x)} = lim ( ),
x—0T x—0T l
X2

. . . . . —00 .
ou seja, ela tornar-se-d4 uma forma indeterminada do tipo —— (verifique!) .
(0.¢]

Considerando-se as fungdes f, g : (0,00) — R dadas por
. 1
f(x) =1In(x) e g(x)= 2 para cada x € (0,00),

temos que as fungdes f e g satisfazem as condigdes do Teorema (EZZH) (verifique!) e assim

1
f (== f/(x) f/)=1,9"(x)==3 <
lim x’In(x) = lim (x) Teor lim () = “ lim X
x—0F x—0F Q(X) x—0+ g/(X) x—0t —2
x3
= lim X—g =g lim x? =
_x—>04r —2x N 2 x—0+ -0

ou seja, existe o limite lim [xz ln(x)} e além disso
x—0+

lim x?In(x) =0.
x—07+
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8.8 2.0 Limite Fundamental

Observagao 8.8.1 Podemos aplicar, quando possivel, as técnicas desenvolvidas na Se¢do acima,
para encontrarmos o valor (se existirem) de formas indeterminadas do tipo:

0%, 1%°, ou o

Na verdade, as formas indeterminadas acima aparecem do cdlculo (se ezistirem) de limates
do sequinte tipo:
lim [f(x)]9%) = lim el9(¥) nlfx)]) (8.90)

x—a x—a

onde estamos supondo que A um intervalo aberto deR, a € A, g: A\{a} - R ef:A\{a} — (0,00).
Suponhamos que
L = lim {g(x) In[f(x)]} € R.
Xx—a

Como a fungdo ezponectal é continua em L (pois é continua em R) seque, da Proposi¢do

(BZ2), que

RN £, SIC LICOI oL
XxX—a

deste modo conseguiriamos obter o valor do limite, a saber,

lim [f(x)]9%) = lim e90) Il — oL
x—a x—a

Apliquemos esta técnica ao:

Exemplo 8.8.1 Calcule, se existir, o limite

lim (1 4+ 3%)7 .

x—0t+

Resolucgao:
Observemos que este limite é uma forma indeterminada do tipo 1°°, pois

1 xercicio
lim (T+3x)=1 e lim - "z

x—0F x—0T 2%

Para tentar encontrar o valor da forma indeterminada observemos que
1 1 In(1+3x)
(14 3x)% = el 03] _ o[=5]

Calculemos, se existir, o limite
. In(1 + 3x)
lim ——
x—0+ 2x

. . . .0 .
Observermos que este limite é uma forma indeterminada do tipo 0 pois

lim In(14+3x)=0 e lim 2x=0.
x—0+

x—07F

Consideremos as fungdes f, g : (0,00) — R dadas por

f(x) =In(1+3x) e g(x)=2x, paracada x € (0,00).
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Com isto temos que as fungdes f e g satisfazem as condigdes do Teorema (ETZ3) (verifique!) e
assim

/
lim In(1 + 3x) — lim f(x) Teor.:(m) li f (X)

x—0+ 2x x—0F Q(X) x=07 g ")
3
(X)) =133 9 (0)=2 14+ 3x : 3 3
< 1 = lm S—— =2
Xi)%l+ 2 xir(l)lJr 2+ 6x 2

Logo, segue da Observacdo acima, que

. In(1 + 3x)
) ; . |:1n(]+3x)} llm+ 27
lim (1+3x)x = lim el” 2 ] =¢x0 X =e

x—07F x—0F

Nw

b

ou seja, existe o limite lim (1 + 3x)i e além disso
x—0t

lim (14 3x)% =e>

x—0+

Uma outra aplicagdo da técnica acima é para obter o:

Proposicao 8.8.1 (2.° Limite Fundamental) A forma indeterminada linéﬂ —i—X)% tem valor e,
xX—

1sto é,
. 1
lim(1+4+x)x =e.
x—0
Demonstragao:
Observemos que os limites laterais associados ao limite acima sdo uma formas indeterminadas dos

tipos 1°° e 17°°, repectivamete, pois

1 1
lim(1+x)=1, lim —=o00 e lim — = —o0.
x—0 x—0+ X x—0~ X

Para tentar encontrar o valor da forma indeterminada observemos que se x # 0
(1 1)t = elbmoen) o [=57]

. o In(T+x . . .
Tentaremos calcular, se existir, o limite 1111(1) 7( ~ ) e utilizar a continuidade da fungdo exponen-
X—>

cial.
0
Observermos que este limite é uma forma indeterminada do tipo o pois
limIn(T+x)=In(1)=0 e limx=0.

x—0 x—0
Consideremos as fungdes f,g: (—1,00) — R dadas por
f(x) =In(1+x) e g(x)=x, paracada x¢€ (—1,00).

Com isto temos que as fungdes f e g satisfazem as condigdes do Teorema (EZZ3) (verifique!) e

assim

. In(1+x) . f(x) Teor. &) .. f'(x)
lim — =lim — = lim
x—0 X x—0 g(x) x—0 g ’(x)
1
f/(x)=115,9 " (x)=1
X ]+£g X) ]_lm ]+X:11m 1 _].

x—0t 1 =0T +x
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Como a funcdo exponencial é continua em [ = 1 segue que

{1im [lnﬂ +x)]}
In(1+x) rop. -
Hm(1 +x)x = lim e[ x ] (Prop_(B=3] | x—0 X —el=e

x—0 x—0 ’

ou seja, existe o limite 1in(1)(1 + x)% e além disso
X—

==

lim (1 + x)

x—0

=e.
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Capitulo 9

Diferenciais de funcoes reais de uma
variavel real

Observacgao 9.0.2 Sejam A um intervalo aberto de R, a € A e f: A — R uma funcdo dife-

rencidvel em x = a. ] -
Logo ezxiste o limite lim la+h)—fla) e além disso
h—0 h

f'(a) :}ILE% f(a+h}1—f(a) .

Portanto, para & > 0, suficientemente pequeno, temos que a funcdo ¢ : (a—6,a+8) = R
dada por

0, h=0
estd bem definida e além disso é um infinitéstmo em h =0, pois

hto .. [fla+h)—f(a)

lim @(h) = lim h —f'(a)
= lim ﬂ““‘}i_ Q) r@) = f(a)— f'(a) = 0.

=f’(a)
Logo, dado ¢ > 0, poderemos encontrar 6 > 0, tal que se

h| <&, teremos f(a—i—h}i—f(a) —f'(a)| =le(h) <&, (9.1)

ou ainda, se diminurmos & > 0 acima obtido, para que 0 < 6 < 1, teremos que, para

h| <6 (9.2)

seque que
’ () (E2) 5<1
‘f(a+h) —f(a)—of (a)h‘ =]lph)hl < ¢h| < €6 < e. (9.3)
Se definirmos, para h # 0 suficientemente pequeno (de modo que a+h € A),
Af(a) =f(a+h) —f(a)

419
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entdo, de (T3), seque que
Af(a) —f'(a)h~0, se h~0,

que é equivalente a
Af(a) ~f'(a)h, se h~0,

ou ainda,
fla+h)~f(a)+f'(a)h, se h~0. (9.4)

Com 1sto, para h suficientemente pequeno, podemos utilizar a erpressdo

f(a) +f'(a)h,
para aprozimar o valor f(a+h) (isto €, o valor da fungdo f em a+h).

Com isto temos a:

Definigao 9.0.1 Na situacdo acima diremos que a expressdo f'(a)h € a diferencial da fungao f

no ponto a, calculada para o acréscimo h e serd denotada por df(a), ou seja,

df(a) =f'(a)h. (9.5)
Observagao 9.0.3
1. Logo, da defini¢do acima, ([0-4) pode ser reescrita da sequinte forma:

fla+h) ~f(a) + df(a), se h~0. (9.6)

2. Observemos que se a fungdo f: R — R € dada por
f(x) =x, paracada x€R,
entdo temos que a funcgdo f serd diferencidvel em R e além disso

) =f'(h 2T h=h.

Como
f(x) =x, para cada x€R,

segue que
dx = df(x) = h,

ou seja, acrécimo h pode ser substituido por dx.
Assim (TH) poderd ser reescrita da seguinte forma:

df(a) = f'(a) dx, (9.7)

e portanto teremos a sequinte equivaléncia:

df

a(a) =f'(a), € equivalente a df(a)=f'(a)dx.
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3. Sey = f(x) € diferencidvel em x € A entdo poderemos denotar a diferencial da fungéo f
no ponto x (calculada para o acréscimo dx) como

dy = f'(x) dx. (9.8)
Lembremos que wma outra notacdo para f'(x) é d—z, asstm teremos
dy
dy = — dx.
Y dx x

Temos as seguintes propriedades bésicas para a diferencial de fungdes diferencidveis:

Proposicao 9.0.2 Sejam A um wntervalo aberto, a € A e f,g: A — R fungébes diferencidveis em
X =d.
Entao

f(x) =c  para cada x €A,

entdo

2. a diferencial da soma serd a soma das diferenciais, isto €,

d(f+ g)(a) = df(a) + dg(a).

3. a diferencial da diferenca de duas fungées serd a diferenca das diferenciais das respectivas
funcdes, isto €,
d(f —g)(a) = df(a) —dg(a).

4. temos que a diferencial do produto de duas fungdes serd dada pela sequinte expressdo:
d(fg)(a) = df(a) g(a) + f(a) dg(a).
Em particular, seque da identidade acima e de 1. que

d(cf)(a) =cdf(a).

5. se g(a) # 0 entdo a diferencial do quociente da funcdo f pela func¢do g serd dada pela
sequinte erpressdo:

a <f> (a) = &f(@) () —f(a) dg(a)
9 g*(a)

6. seneN, n>2 temos que

Demonstragao:
De 1.
Como

f’'(x) =0, paracada x€A,
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segue que
df(a) =f'(a)dx=0dx =0, paracada x €A,

como afirmamos.

De 2.:

Como as fungdes f e g sdo diferenciaveis em a € A segue que a fungdo f + g sera diferenciavel em
X =d.

Além disso temos:

d(f+g)(a) = (f+g)'(a) dx LD gy 4 gr(a)] ax

=f'(a)dx+ g'(a) dx = df(a) + dg(a),

como afirmamos.

De 3.:

Como as fungdes f e g sdo diferencidveis em a € A segue que a fungdo f — g sera diferenciavel em
X =d.

Além disso temos:

d(f—g)(a) = et

[f'(a) — g'(a)] dx
dg(a),

como afirmamos.

De 4.:

Como as fungdes f e g sdo diferencidveis em a € A segue que a fungéo f.g serd diferencidvel em
X =d.

Além disso temos:

d(f.g)(a) = (f.g) (@) dx " OLITIT (10 g a) — f(a) g (@) dx

=g(a)f'(a) dx —f(a) g'(a) dx = g(a) df(a) — f(a) dg(a),

como afirmamos.
De 5.:

f
Como as fungbes f e g sdo diferencidveis em a € A e g(a) # 0 segue que a fungdo 6 serd

diferenciavel em x = a.
Além disso temos:

’ £ ’a:f’(anm)z—f(an’(a) , B /
d<ff> @ - (f) () ax )T f'(a)gla) —fla)g"(a)]
g g g%(a)
_9(a)f'(a)dx—f(a)g'(a) dx _ g(a) df(a) —f(a)dg(a)
9%(a) g*(a) ’

como afirmamos.
De 6.:
Se f: R — R é a funcdo dada por

f(x) =x", paracada xe€R,

entdo ela serd diferencidvel em x € R (pois é uma fungdo polinomial) e temos:

d
dx™ = df(x) = '(x) dx = [ dxxn] dx = nx™ dx,
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como afirmamos.
Temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 9.0.1 Se a funcgdo f: (1,00) — R € dada por

1
f(x) = , para cada x € (1,00),
encontre a diferencial da fungdo f, para x € (1,00).

Resolugao:
Observemos que a fungdo f é diferencidvel em (1,00) (a verificagdo deste fato serd deixada como
exercicio para o leitor) e além disso temos:

4 [\/7&—1} Bx—2] — [\/x3—1} ; B3x — 2]

X

/ _ dx
)= (3x —2)?
B (x3 — 1)_f 374 [B3x — 2] — { x3 — 1} [3]
- (3x —2)2

%XZBX—Z) ~3 (x3 - 1)
VX3 —1(3x—2)2

Logo, para x € (1,00) teremos:

3.,
df(x) = f'(x) dx = EX (3X_2)_3<X3_1> dx.
Vx3—1(3x—2)?

O préximo exercicio nos dd uma aplicagdo interessante de diferenciais de uma fungao:

Exercicio 9.0.2 Encontre um valor aprozimado de /28 utilizando a diferenciais de uma fungdo.

Resolucao:
Consideremos f: (0,00) — R a fungio dada por:

f(x) = v/x, paracada x & (0,00).

Observemos que a fungédo f é diferencidvel em (0, c0) assim sua diferencial, para x € (0,00), sera
dada por:

1

f(x)=x3 = f’(x):lxi% 1 1
df(x) = f'(x) dx = ’ gwdx.
Da Observagdo (EI3) item 1. segue que, para cada a > 0, teremos:
f(a+h) ~f(a) +df(a) = f(a) +f'(a)dx, paracada dx ~0. (9.9)
Consideremos

a=27 e dx=1.
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Da expressdo acima, com a = 27 e dx = 1, teremos:
a3 1 1 1 1 1
2 H27) 4 11(27)0 = V2T + =3+ - .

£(28) = 274+ 1) =

w
N
| —
o
N
~
| I
N
N
~

Logo

3
28 ~3+ —.
V28 3+27



Capitulo 10

Formula de Taylor para funcoes reais
de uma variavel real

Observacao 10.0.4 O Teorema do Valor Médio (Teorema ([72-3)) nos diz que se uma fungdo
f:la,b] = R for continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b) entdo existe c € (a,b) tal que

f(b) —f(a) =f'(c)(b—a).

A seguir estabeleceremos algumas generalizag6es desse resultado.
Comegaremos pelo:

Teorema 10.0.1 (1.a generalizagao:) Seja fung¢do f : [a,b] — R for continuamente dife-
rencidvel em [a,b] (isto €, a fungcdo f’ é continua em [a,b]) e duas-vezes diferencidvel em
(a,b).

Entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) —f(a) =f'(a)(b—a) + HZ(C) (b—a)’ (10.1)
Demonstragao:
Seja
f(b) —fla) —f'(a)(b—a)
K
(b—a)?
2

Logo, para completar a demonstragdo, basta mostrarmos que existe c € (a, b) tal que
f(c) =K.

Para isto consideremos g : [a,b] — R a fungdo dada por:

g(x) =f(b) —f(x) — f'(x)(b—x) — g(b —x)?, paracada x € [a,b].

Logo, a fungdo g serd continua em [a, b], diferencidvel em (a,b) e se x € (a,b) teremos

g'(x) =—F'(x) = [f"(x)(b—x) + ' (x)(—1)] —25(b—x).(=1)

= —f"(x)(b—x) +K(b—x). (10.2)

425
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e além disso

(b—a)? 2
2
—0,
g(b) = (1) — (b) — £ /(b)(b —b) — > (b~ b)?
=0.

Logo, do Teorema de Rolle, segue que existe ¢ € (a,b) tal que

0=g'(c) —f"(c)(b—c)+K(b—c), ouseja, f”’(c)(b—c)=K(b—c).

Como c # b segue que
f ”(C) = K)

ou seja,

como queriamos mostrar.
De modo semelhante temos o:

Teorema 10.0.2 (2.a generalizacao:) Seja fungdo f:[a,b] — R tal que a fungdo f” é continua
em [a,b] e a funcgdo f € trés-vezes diferencidvel em (a,b).
Entdo existe c € (a,b) tal que

14 ) n (C)

(b) = fla) = f(a)(b—a) + 5~ (b—a) + = (b —a)®
Demonstracgao:
Seja
£(b) — f(a) — £ /(a)(b—a) — Vb — q)?
K = 2!
(b—a)?
3!

Logo, basta mostrarmos que existe ¢ € (a,b) tal que
f"(c) =K.

Para isto consideremos g : [a,b] — R a fungdo dada por:

"
F) (b—x)*— E(b —x)®, paracada x € [a,b].

g(x) = f(b) = f(x) = F'(x)(b—x) = — 30

Logo, a fungdo g serd continua em [a, b], serd diferencidvel em (a,b).
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Além disso, se x € (a,b) teremos:

g'(x) =—f'(x) = [f"(x) (b —x) + F'(x)(—1)] — 3 (b—x)*+ 2( 2(b—x)(=1)
30— %2
_ f”’(x) 5 K B 5
=——5—(b=x)?+ 5 (b—x) (10.3)
e
/ " (b_a)z (b_a)3
g(a) = f(b) — f(a) —f'(a)(b—a) —f"(a) 7 —K 3
- 2
= 1(b) — fla) — 1 (@)(b — a) — 1 ()"
f(b) ~ fla) /()b — @)~ Do a)? B
B (b—a)? ST
3!
—_hH)2 _ 13
g(b) = f(b) — 1(b) — '()(b — b) — £ "(p) O O
=0.
Logo, do Teorema de Rolle, segue que existe ¢ € (a,b) tal que
0=g'(c) =) _f”’z(c) (b—c)* + g(b —c¢)?, ou seja, f”’z(c) (b—c)?==(b—c)?
Como ¢ # b segue que
f///(c) :K,
ou seja, ; .,
f(b) — f(a) = /(a)(b—a) + © z(.b) (b—a)+" 3f°) (b—a)?,

como queriamos mostrar.

Em geral, temos a seguinte generalizagdo, do Teorema do Valor Médio:

Teorema 10.0.3 (Teorema de Taylor) Sejam n € N e f : [a,b] —» R uma fungdo tal que a

fungdo ™ € continua em [a,b] e a funcdo f™) ¢ diferencidvel em (a,b) (isto é, existe f{™*1) em
(a,b) ).
Entdo existe ¢ € (a,b) tal que
" " £ fn+1)
f(b)—f(a) = /(@) (b—a)+ D (b a2 TV gy T gy TR g
21 3! n! (m+1)!
Demonstragao:
Consideremos F : [a,b] — R a fungdo dada por:
/ £ £ f(n)
Fx) = £(0) — f(x) = = (o) = 8y xp T e T gy
1! 2! 3! n!
k
_ (b - X)nJr] ,

(m+1)!
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para cada x € [a, b], onde k € R é tal que

Fla) =0,
isto é,
/ " " (n)
= [#0) — ()~ o) - 0y Lo —fn(!“)(b—a)“]m-

Observemos que a fungdo F é continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b) e além disso teremos:

F/(x)=0—f'(x) — [f 1(!") (b—x)+ f](;‘) (—1)] — [f zEX) (b—x)?*+ f 2(1X)2(b —x)(—U]
" (4) "
- [f x5 g 3 2|
f(n+1)(x) N £(n) (x) e k n
[ - (b—x)" + o n(b —x) 1(1)] —mn(b—x) (—1)
R (B )
Exercicio M(b —x)", paracada x¢€ (a,b). (10.4)

n!
Como

F(b) Exegicio F((l) Exegicio 0)

segue do Teorema de Rolle, que existe ¢ € (a,b) tal que

) k — f ()

O:F/(C) == T(b_c)n
#0
que implicard em
f(e) =k
Logo
/ " " (n)
0 = F(a) = f(b) — f(a) — © 1(!“) (b—a)+ " 2(!“) b—a2—" 3(!“) (b—aP =’ n(!“) (b—a)"
k n+1
e
/ " "n (n)
= (o)~ fla) ~ T —a) - D0 - T 0 T
f(n+1)(c) e
R CES I
isto é,
f'(a) f"(a) f”(a) ™ (a) o, () n
f(b)—f(a) = 1 (b—a)+ 1 (b—a)?+ 3 (b—a)+-- -+ y (b—a) +m(b—a) +1

completando a demonstragdo do Teorema.

Observacgao 10.0.5
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1. Nas condigdes do Teorema de Taylor, se x € (a,b), podemos aplicar o Teorema de Taylor
ao intervalo [a,x] e encontrar ¢ =c, € (a,x) tal que

f'(a) f"(a) ) fMW(a) £+ ()

= _ _ AU IR e A GV & | A & GUIPR Y £ |
f(x) —f(a) = 7 (x —a)+ o1 (x—a) +---+ y (x —a)™ + (n+])!(X a)"y,
ou seja,
£ £ £(n) fn+1)
fx) = fla) + D —ay e W gy @ g (TS e
1! 2! n! (m+1)!
=Pn (x) =Rn (%)
= Pu(x) +Ru(x), (10.5)
onde "
f / f " .‘: n
Pat) = fla) + B q)+ W g @ g
1 2! n!
serd denominado polindmio de Taylor, de ordem n, associado a fungao f no ponto
xX=ae _
i (C) n+1
Rn(x) = m(X— a)

serd denominado resto de Taylor, de ordem n, associado a funcao f no ponto x = a.

2. Observemos que se a fungdo f é (n+1)-vezes diferencidvel em I = (a—d,a+0) e conhecemos
a funcgdo f, e suas deriwadas até a ordem n no ponto a, entGo conheceremos o polinémzio
de Taylor de ordem n associado a funcdo f .

Mas, em geral, nao conhecemos, explicitamente, o resto de Taylor, de ordem n, associado
a fungdo f (pois ndo sabemos quem €, explicitamente, o ponto c = cy € (a,x) cuja existéncia
€ garantida pelo Teorema de Taylor).

3. A expressGo (IIA) é conhecida como Férmula de Taylor, de ordem n, assoctado a fungdo
f no ponto x = a.

4. Se a =0 entdo a ezxpressdo (IH) tornar-se-d:

_ £(0)  £"(0) , ) f™(e) Ly
f(x) = £(0) + 1 x+ o1 X4+ y X+(n—|—1)!
—_——
=Pulx) “Rn(x)
= Pulx) + Ra(x), (10.6)
onde c € [0,x], se x>0, ou c € [x,0], se x <O.
O polinémzio
£/(0)_  f"(0 (0
Pn(x) = f(0) + ()x—l— ()x2—|—~-+ ()x“
1! 2! n!

serd denominado polindmio de Maclaurin de ordem n associado a funcao f e

f(n+” (C) n+1

Ral¥) = 79y

serd demominado resto de Maclaurin, de ordem n, associado a fungao f .
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5. A ezpressdo (IIIA) é conhecida como Férmula de Maclaurin, de ordem n, associado a

fungado f .

Se consegquirmos deizar o resto de Taylor, em mddulo, tdo pequeno quanto se queira, sto
€, dado ¢ > 0, tenhamos
Rn(x)l <,

para n € N suficientemente grande, teremos
‘f(x) - Pn(x)| = |Rn(x)| <¢&, para cada mn > No»

para algum N, € N, ou seja, poderiamos aprorimar o valor da fungdo f mo ponto x, pelo
valor do polindmio de Taylor, de ordem n, associado a fung¢do f no ponto x = a, a grosso
modo, teriamos

Pn(x) ~ f(x).

Portanto, nessa situagdo, encontrariamos uma aprorimacdo do valor da fung¢do f no ponto
x, pelo valor de um polinémio (no caso o polinémio de Taylor, de ordem n, associado a
fungdo f no ponto x = a) no ponto x.

Consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 10.0.2 Aplicar a formula de Maclaurin, de ordem n, para funcdo f: R — R dada por

fx) =x*+ 23 +3x* +x—1, para cada x€R,

para cada n € N.

Resolucgao:

Observemos que a fungdo f tem derivada de qualquer ordem em R (pois é uma fungdo polinomial),

logo podemos obter a férmula de Maclaurin, de ordem n, para a fungdo f , para cada n € N.

Para escrever a férmula de Maclaurin precisamos calcular as derivadas

fW(0), paracada ne{0}UN.

Mas, para cada x € R, teremos:

fx) =x"+23 +3x* +x—1, assim f(0) =f(0)=-1,
f/(x) =43 +6x*+6x+1, assim f'(0)=1
f7(x) =12x*4+12x+6, assim f”(0) =6,

O (x) =24x +12, assim O

fA(x) =24, assim @

fM(x) =0, assim f™(0)=0, para m>5.

Logo a férmula de Maclaurin associada a fungéo f , para n € {5,6,7,-- -}, serd:

=0 =0 =0
(@) et o (1)
f/(0) f7(0) , f"(0) 5 f 4 T2(0) 5 f700) o V() g
B 1 6, 124, 24, 0 5 0 .
S L L T TR L e s

=—14+x+3x*+2x>+x*, paracada xeR.
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ou seja, o polindmio de Maclaurin, de ordem n, associado a fungdo f (que é uma fungdo polinomial),
paran € {5,6,7,- -}, serd a prépria fungdo polindmial f.
Temos também o:

Exemplo 10.0.3 Aplicar a formula de Maclaurin, de ordem n, para func¢do f: R — R dada por
f(x) =cos(x), para cada x€R,
para cada n € N,

Resolucao:

Observemos que a fungdo f tem derivada de qualquer ordem em R, logo podemos obter a férmula
de MacLaurin, de ordem n, para a fungéo f , para qualquer n € N.

Para escrever a férmula de Maclaurin precisamos calcular as derivadas

f™(0), paracada ne{0}UN.

Mas
f(x) =cos(x), assim f©(0)=f0)=1,
f’(x) = —sen(x), assim f’(0)=0,
f”(x) = —cos(x), assim f”(0)=-1,
£3) x) = sen(x), assim f(g)(O) =0,
f(4)(x) =cos(x) = f(x), assim f(4)(0) =1,
O (x) = f'(x) = —sen(x), assim f®(0)=0,
ou seja,

Logo a férmula de Maclaurin, de ordem n, para n € {5,6,7,-- -}, serd dada por:

£/(0)  £"(0) f3(0) 5 f9(0) £5)(0) f) ™)

_ 2 3 3.,
f(x) = f(0) + 1 X+ 20 xX° + 3 X7 + ] X + 5 XAt Tl X"+ m+1)!
L0 (=D, 0.5 1, 0. ) o () g
_ T, 14 (=% £™(0) n () n+1
_]_ix +EX +.”+(2k)lx R — X +(n+])!x , paracada x € R,

onde c é um ponto entre 0 e x.

Observacgao 10.0.6

1. Observemos que no Exemplo acima, o polindmio de Maclaurin serd um polindmio que so
envolverd poténcias pares de x e a funcdo f é uma fungdo par.

Isto ocorre em geral, pois se uma fung¢do g:R — R é uma fungcdo impar entdo deveremos
ter:
g(—x) = —g(x), para cada x€R.
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Em particular,

g(—0) =—g(0), ou seja, 2g(0) =0, ou ainda, g(0)=0.
=g(0)
Conclusao: toda funcdo impar definida em R, tem seu valor em x = 0 igual a zero, isto

€, deveremos ter:
g(0) =0.

Lembremos também que se uma fungdo é impar e diferencidvel em R, entdo sua derivada
serd uma fungdo par e se uma funcdo € par e diferencidvel em R, entdo sua derivada serd
uma fungdo impar.

Logo se a fun¢do f: R — R é uma funcdo impar e tem deriwwada de qualquer ordem, entdo

para cada m € N, seque que a fungdo ™) serd uma func¢do par e a fungdo f™ serd
uma fungdo impar.
Em particular,

f2M(0) =0,

mostrando que na Formula de Maclaurin, de ordem n, associado a fung¢do f , os coefi-
f2m)(0

(2m)!
polinémio de Maclaurin serd um polinédmio que sO possui poténcias impares de x.

cientes das ponténcias pares (que sdo dados por ) serdo iguais a zero, ou seja, O

Por outro lado, se a fungdo f: R — R € uma fung¢do par e tem derivada de qualquer ordem,
entdo para todo m € N, seque que a fungdo f™) serd uma fungdo impar e a fungdo f2™
serd uma funcdo par.

Em particular,
f(Zer]) (O) — O,

mostrando que na Férmula de Maclaurin, de ordem n, associado a fungdo f , os coefici-
f(Zm-H) 0

entes das ponténcias impares (que sdo dados por ') ser@o 1guais a zero, ou seja,

(2m+1)!
o polinémio de Maclaurin serd um polinédmio que sO possui poténcias pares de X.

Deizaremos como ezercicio para o leitor a obtengdo féormula de Maclaurin de cada uma
das funcgdes definidas no Capitulo 4.

Utilizando-se a férmula de Taylor podemos obter uma demonstrac¢do alternativa para o
Teste da 2.a Deriwada para classificacdo dos pontos criticos de uma funcao f que € duas-
vezes diferencidvel.

<

Para isto suponhamos que a fungdo f : [b,d] — R € tal que a funcdo f” €é continua em
[b,d] e a € (b,d) fizado.

Entdo aplicando-se a férmula de Taylor de ordem n =1 associado a fung¢do f em x = q,
podemos encontrar ¢ € (a,x), se x> a, ou c € (x,a) se x < a, tal que

f(x) —f(a) =f'(a)(x — a) + (x —a)?. (10.7)

Suponhamos que x = a seja um ponto critico da funcdo f , ou seja

f'(a)=0.
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Entdo, substituindo em ([IU_1), teremos:

f(x) — f(a) = (x —a)?. (10.8)

Suponhamos que

Como a fungdo f” € continua em [b,d] e f”(a) > 0, seque que eziste & > 0 tal que

f”’(x) >0, para cada x € (a—05,a+3).

Estamos supondo que 0 < § é bem pequeno, de modo que

b<a—-d<a+d<d.

Em particular, se aplicarmos a férmula de Taylor acima mo intervalo [a,a + 8] ou no
intervalo [a — d, a], obteremos que

f”’(c)>0, onde c€(a,a+8) ou c€(a—35,a),

respectivamente.

Logo, se x € [a,a+ 0] teremos, por (III3), que

a2
f(x) —f(a) = (c) (Xz“) >0,
>0
ou seja,
f(x) > f(a), para cada x € (a,a+5) (10.9)
e se x € [a— 0, al] teremos, por (IIIA), que
a2
() — f(a) = £ "(c) 22" 2“) >0
>0
ou seja,
f(x) > f(a), para cada x € (a—20d,a), (10.10)

ou seja, (™) e (IIIIO) implicardo que a fungdo f terd um minimo local em x = a.

De modo semelhante, mostra-se que se
f”(a) <0,
entdo podemos encontrar & > 0, tal que
f(x) <f(a), paracada x€ (a—0,a+5d),

ou seja, a fungdo f terd um mdzimo local em x = a.

Deizaremos a verificagao deste fato como ezercicio para o leitor.
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Capitulo 11

Integrais indefinidas de funcoes reais
de uma variavel real

11.1 Primitiva de uma funcao real de uma variavel real

Observacgao 11.1.1 Sejam A C R ndo vazio e f: A = R uma funcdo.
Nosso objetiwo neste capitulo serd encontrar, se existir, uma fungdo F: A — R que seja
diferencidvel em A tal que

F'(x) =f(x), para cada x€A.
Comegaremos introduzindo a:

Definicao 11.1.1 Seja f: A — R e suponhamos que exista uma fungdo F: A — R diferencidvel
em A tal que
F/(x) = f(x), para cada x¢cA.

Neste caso a fungdo F serd denominada primitiva (ou anti-derivada) da funcao f em A.

Consideremos alguns exemplos:
Exemplo 11.1.1 Seja f: R — R a fungdo dada por
f(x) =3x*—4x+1, para cada x€R.
Mostre que a funcdo F: R — R dada por
F(x) =x>—2x*+x, para cada x€R
é uma primitiva da funcdo f em R.

Resolucgao:
De fato, a funcdo F: R — R é diferencidvel em R e

F'(x) = dix [x3—2x2+x} =3x>—4x+1=1(x), paracada x€R,

mostrando que a fungdo F é uma primitiva da fungéo f em R.

435
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Exemplo 11.1.2 Seja f: R — R a fun¢do dada por
f(x) =cos(x), para cada x € R.
Mostre que a fungdo F: R — R dada por
F(x) = sen(x), para cada x € R
é uma primitiva da fungdo f em R.

Resolugao:
De fato, a fungdo F: R — R é diferencidvel em R e

F/(x) = a[sen(x)] =cos(x) = f(x), paracada x€R,

mostrando que a fungdo F é uma primitiva da fungdo f em R.
De modo semelhante, temos o exercicio resolvido:

Exercicio 11.1.1 Seja f: (—1,1) = R a fun¢do dada por

—1
f(x) = ——, para cada x€ (—1,1).

Vi—x?'
Mostre que a fungdo F: (—1,1) = R dada por
F(x) = arccos(x), para cada x¢€ (—1,1)
€ uma primitiva da fungdo f em (—1,1).

Resolucgao:
De fato, a fungdo F: (—1,1) — R é diferencidvel em (—1,1) e
—1
F’(x) = —[arccos(x)] = —— = f(x), paracada x¢€ (—1,1),
1T—x

mostrando que a fungdo F é uma primitiva da funcdo f em (—1,1).

11.2 Propriedades da primitiva
Temos as seguintes propriedades gerais para as primitivas de funcdes:

Proposicao 11.2.1 Sejam A C R nao vazio e f: A — R uma fungdo.

(1) Se a fungdo F: A — R é uma primitiva da fungdo f em A e C € R entdo a fungdo G: A — R
dada por
G(x) =F(x)+C, wpara cada x€A,
serd um primitiva da fungdo f em A.

(1) Se A é um intervalo de R e as fungdes F,G : A — R sdGo primitivas da fungdo f em A entdo
podemos encontrar C € R, de modo que

G(x)=Fx)+C, para cada x€A.
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Demonstracao:

De (i):

Como a fungédo F é uma primitiva da fungdo f em A entdo a fungio F: A — R é diferencidvel em
Ae

F/(x) =f(x), x¢cA.
Logo a fungdo G : A — R dada por
G(x) =F(x)+C, paracada x €A,
serd diferencidvel em A e além disso

G'(x) = i[F(x) +Cl=F(x)+ iC =f(x), paracada x €A,
dx dx
mostrando que a fungdo G é uma primitiva da fungéo f em A.
De (ii):
Como as fungbes F, G sdo primitivas da fungdo f em A entdo as fungdes F,G : A — R sdo dife-
rencidveis em A e

F'(x) =f(x) =G'(x), paracada x€A.
Assim a fungdo h: A — R dada por
h(x) = G(x) —F(x), paracada x €A,

serd diferencidvel em A e além disso
_d
T odx

Como A é um intervalo de R segue, do Corolério (ZZ), que podemos encontrar C € R, de modo
que

h'(x) [G(x) —F(x)] =G'(x) —F'(x) = f(x) — f(x) =0, paracada x€A.

h(x)=C, paracada x€ A,

ou seja,
G(x)=F(x)+C, paracada x €A,

como queriamos mostrar.

Observacgao 11.2.1

1. No item (i), se A nao for um intervalo, a conclusdo poderd ser falsa, como mostra o
sequinte exemplo: Sejam f,F,G: (—o00,0) U (0,00) — R dadas por

{1,7(6(0,00) , {X—i—Z,xE(O,oo) , {X,XE(O,OO)

, F(x) = e G(x)=
—1, x € (—0,0) —X , X € (—00,0) —x+3, x € (—00,0)

f(x) =
Com 1sto, para x # 0, temos que (verifique!):
F'(x) =G’ (x) = f(x)
mas nao eziste C € R tal que (verifique!)
F(x) =G(x) +C, para cada x #0.
2. SeF: A — R é uma primitiva da funcdo f em A entdo temos que

dF(x) =F/(x)dx = f(x)dx, para cada x € A,

ou seja, a diferencial da fungdo F serd dada por:

dF(x) =f(x)dx, para cada x€A.
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11.3 Integrais indefinidas

Observagao 11.3.1 Como conclusdo da Proposi¢do acima temos que, se A é um intervalo de
R e a funcdo F : A — R € uma primitiva da fungdo f entdo qualquer outra primitiva, que
indicaremos por G : A — R, da funcdo f deverd ser da forma

G(x)=F(x)+C, wpara cada x €A,
para algum C € R.
Com isto temos a:

Definigao 11.3.1 Dada uma func¢do f: A — R a colegdo formada por todas as fung¢des primitivas
da funcao f em A serd denominada integral indefinida da fungcao f em A e indicada por

Jf(x) dx.

Observagao 11.3.2 Se A ¢ um wntervalo de R e a fungdo F: A — R é uma primitiva da fungdo
f em A entdo, da Observagdo ([I2T) item 2., seque que

Jf(x)dx:{F(xH—C; x€A e CeR}.
Por abuso de notagdo, escreveremos:
Jf(x) dx =F(x)+ C, para cada x€A,
onde C € R € arbitrdria.
Com isto temos o:

Exemplo 11.3.1 Calcule a integral indefinida Jf(x) dx, onde a funcdo f: R — R ¢ dada por

f(x) =3x*—4x+1, para cada x €R.

Resolugao:
Do Exemplo ([ITI1) sabemos que a fungéo F: R — R dada por

F(x) =x>—2x*+x, paracada xeR,

é uma primitiva da fungéo f em R.
Como R = (—o0, 00) (ou seja, € um intervalo), temos que

Jf(x)dx:{F(X)—i-C; xeReCeR},
ou, de modo simplificado:
J3x2—4x—|—1dx:F(x)+C:x3—2x2+x+C, paracada x € R,

onde C € R é arbitraria.
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Exemplo 11.3.2 Calcule a integral indefinida Jf(x) dx, onde a funcdo f:R — R ¢ dada por

f(x) =cos(x), para cada x€R.

Resolucgao:
Do Exemplo (ITT32) sabemos que a fungdo F: R — R dada por

F(x) = sen(x), paracada xé€R,

é uma primitiva da fungéo f em R.
Como R = (—o0, 00) (ou seja, é um intervalo), temos que

Jf(x) dx ={F(x)+C;xeRe CeR},
ou, de modo simplificado:
Jcos(x) dx =F(x)+ C = sen(x)+ C, paracada x€R,

onde C € R é arbitraria.

11.4 Propriedades da integral indefinida

Temos o seguinte resultado bdsico para integrais indefinidas:

Proposicao 11.4.1 Sejam A um wntervalo de R, f,g : A — R fungdes dadas, a e R, r € R e
n e N.
Entdo:

1. (af)(x)dx:ajf(x)dx, para cada X € A .

r

2. (f+g)(x)dx:Jf(x)dx+Jg(x)dx, para cada x € A .
3. (f—g)(x)dx:Jf(x)dx—Jg(x)dx, para cada X € A .

4. |1Tdx=x+C, para cada x € R, onde C € R ¢ arbitrdria.

1 . .
=i XM 4 C, para cada x € R, onde C € R € arbitrdria.

5 [ x™Madx

6. Sex e (0,00), temos que

]
Jxrdx— mx”]—i-C, para 1€ R\{-1}

In(x), para r=-1,

onde C € R € arbitrdria.
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Demonstragao:

De 1.

Se a fungdo F: A — R é uma primitiva da funcdo f : A — R entdo a fungdo a.F: A — R serd
diferencidvel em A e além disso temos que

[aF]'(x) = aF'(x) = af(x), paracada x €A, (11.1)

ou seja, a fungfo (aF) serd uma primitiva da fungio (af) em A.
Além disso, temos

an(x) dx = a[F(x) + C] = aF(x) + aC bZaC (aF)(x)+ D =) J(af) (x) dx, paracada x€A.

De 2.:
Se as fungbes F,G : A — R séo primitivas das fungdes f,g : A — R, respectivamente, entéo as
fungdes F, G : A — R serdo diferencidvel em A e além disso temos que

F'(x) =f(x), e G'(x)=g(x), paracada x€A.

Logo a fungdo F + G serd uma primitiva da fungdo f + g em A pois, a fungdo F+ G : A — R serd
diferencidvel em A e como

[F+ Gl'(x) = F'(x) + G'(x) = f(x) + g(x) = (f+ g)(x), paracada x€ A, (11.2)
segue que
J f(x) dx + J g(x) dx = [F(x) + C1+[G(x) + D] "= [F(x) + G(x)] +E
— (F+G)x)+E™= J(f+ g)(x) dx, paracada x€A.

De 3.:
Se as fungbes F,G : A — R séo primitivas das fungdes f,g : A — R, respectivamente, entéo as
fungdes F, G : A — R serdo diferencidvel em A e além disso temos que

F'(x)=f(x), e G'(x)=g(x), paracada x€A.

Logo a fungdo F — G serd uma primitiva da fungdo f — g em A pois, a fungdo F— G : A — R serd
diferencidvel em A e como

[F—Gl'(x) =F(x) — G'(x) = f(x) —g(x) = (f—g)(x), paracada x€A, (11.3)

segue que

:(F—G)(x)—i—E(EE)J(f—g)(x) dx, paracada x € A.

De 4.:
Seja f: R — R a fungdo dada por

f(x) =1, paracada x€R.
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Entéo a fungdo F: R — R dada por
F(x) =x, paracada xeR,

¢ uma primitiva da funcdo f em R, pois a funcdo F é diferencidvel em R e além disso temos que

d

F’(x):a

(x)=1, paracada x€R.

Assim
J1 dx =F(x)+C=x+C, paracada x€R,

onde C € R é arbitraria.
De 5.:
Seja f: R — R a fungdo dada por

f(x) =x", paracada xe€R.
Entéo a fungdo F: R — R dada por

1
F(x) = X

:m , paracada x€R,

serd uma primitiva da fungdo f em R, pois a fungdo F é diferencidvel em R e além disso temos que

1
F(x)= dix [TH_]X““] =x", paracada x€R.

Logo
1

ni—i—]XﬂH +C, paracada x€R,

an dx=F(x)+C=

onde C € R é arbitraria.
De 6.:
Para r = —1 consideremos a fungio f: (0,00) — R dada por

1
flx)=x""= 2 para cada x € (0,00),
entdo a fungdo F: (0,00) — R dada por
F(x) =In(x), paracada x € (0,00),

serd uma primitiva de da funcdo f em (0, c0), pois a funcdo F é diferencidvel em (0, 00) e além disso
temos que

d 1
= —[In(x)] = - =f(x), paracada x & (0,00).
dx X

F'(x)
Logo
1
Jx dx =F(x)+C=In(x) +C, paracada x € (0,00),
onde C € R é arbitraria.
Por outro lado, pra r € R\ {—1}, seja f: (0,00) — R a fungdo dada por

f(x) =x" = erln() , paracada x € (0,00).
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Entéo a fungdo F: (0,00) — R dada por

X! paracada x € (0,00),

1
F(x) =
(x) T+ 1

é uma primitiva de da fungio f em (0, co0), pois a funcdo F é diferencidvel em (0, co) e além disso temos

que
1
F(x) = dix [mxw]} =x", paracada x € (0,00).
Logo
1
Jxr dx =F(x)+C = mxﬂr] + C, paracada x € (0,00),

onde C € R é arbitraria, como queriamos demonstrar.

Observagao 11.4.1

1. Com as propriedades 1. até 5. podemos obter a integral indefinida de qualquer funcgdo
polinomaal.

Deizaremos a verificacao deste fato como ezercicio para o leitor.

2. Para o caso v =—1, a propriedade 6. pode ser estendida a seguinte situacdo:

1
Jx dx =In(|x]) + C, para cada x € R\{0},

onde C € R ¢ arbitrdra.

Deizaremos a verificacGo deste fato como ezercicio para o leitor.
Como exercicio resolvido temos:

Exercicio 11.4.1 Calcular as integrais indefinidas

1
(1) J <4x2 —3x+ 2) dx, parax € R (i1) J sec’(x) + sen(x) + —— | dx, parax € (—E, E) .
1+x 2°2
Resolugao:
De (i):
Da Proposicdo acima segue que:

J<4x2—3x+2) dx, :J4x2dx+J(—3x) dx+J2dx:4Jx2 dx—Sdex—i-ZJ] dx

1 1 4
:4§x3—32x2+2x+C:§x3—%x2+2x+C, paracada x € R,

onde C € R é arbitraria.
De (ii):
Da Proposicdo acima segue que:
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dx

HseCZ(X) + sen(x) + sz] dxzjsecz(x) dx+J sen(x) dx+J 1 J:XZ

2(x);—cos’ (x)=sen(x); arctg’(x)

’ _ _ 1
tg'(x)=sec =12 ;

g(x) —cos(x) + arctg(x) + C,

T T
paracada x € <—— —) ,

s . T T T T
onde C € R é arbitraria e estamos considerando tg: (_E’ §> — Re arctg: R — (—z, Z)'
Temos também o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 11.4.2 Consideremos uma particula movendo-se sobre uma reta onde sua acelera¢ao
em cada instante é dada por

a(t) = (2t—1)m/s*, para cada te€[0,00),

no wnstante t = 1s, sua velocidade € v, = 3m/s e sua posigdo € x, =4m.
Encontrar a erpressao da velocidade e a posi¢cdo da particula em cada instante t.

Resolugao:
Sabemos que se x = x(t), para cada t € [0,00), nos dd o espago em fungdo do tempo (como uma
funcgdo diferencidvel em t).
Entdo teremos
v(t) =x'(t), paracada t < (0,00)

a(t) =v’(t), paracada te (0,00).

Assim, segue que
vi(t)=alt) =2t —1

que implicarad e,

v(t) = Ja(t) dt = J (2t —1) dt ™ 42 1+ C para cada t € [0,00),

ou seja,
v(t)=t*—t+C, paracada te[0,00).
Mas
3=v(1)=1—-1+C, ouseja, C=3,
logo
v(t) =t —t+3, paracada te[0,00).
Como
x'(t)=v(t)=t? —t+3, paracada te[0,00)
segue que

x(t) = Jv(t) dt = J (tz it 3) qt Exercicio ]gt3 _ %tz +3t+C, paracada t € [0, 00),

ou seja,
1 1
x(t) = gts — Etz +3t+C, paracada te[0,00).
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Mas 5
Exercicio
C 7 ="-

1
+3+C, istoé, c

4:X(1):§—2

Portanto : : 5
x(t) = -t3 — —t? +3t+ =

3 > ) Ppara cada te€[0,00).

11.5 Algumas técnicas para calcular algumas integrais indefinidas
Comecgaremos pelo

Teorema 11.5.1 (Substituicdo Direta para a Integral Indefinida) Sejam A,B C R intervalos de
R e suponhamos que a funcdo g: A — B é diferencidvel em A e a funcdo f: B — R admite a
fungdo F: B — R como uma primitiva definida em B.

Entéo a fungdo H: A — R dada por

H(x) =Flg(x)], para cada x €A,
é uma primitiva da fungdo h: A — R dada por
h(x) = flg(x)]g’(x), para cada x€A.
Em particular,

Jf[g(x)] g’'(x)dx =Flg(x)] + C, para cada x €A, (11.4)

onde C € R € arbitrdria.

Demonstragao:
Como a fungdo F: B — R € primitiva da funcdo f em B segue que a fungdo f serd diferencidvel em
B e além disso

F'(y) =f(y), paracada y€B. (11.5)

Mas, a fungdo g € diferencidvel em A, logo a fungdo H = Fo g serd diferencidvel em A e além disso,
da Regra da Cadeia, teremos:

H/(X)Z(%[Fog](X):F’[g(x)]g’(x) = flg(x)]g’(x), paracada x €A,

ou seja, a fungdo H = F o g serd uma primitiva da fungdo h = (fo g) g’, isto §,

Jf[g(x)]g’(x)dx:F[g(x)]—i-C, paracada x € A,

onde C € R é arbitraria, completando a demonstragéo.

Observagao 11.5.1

1. Em um certo sentido o resultado acima nos diz como fazer uma mudancas de varidveis
na ntegral indefinida, a saber:
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e ao final do cdculo da integral indefinida,do lado direito, voltamos a varidvel original u,
ou seja, fazemos

X = gf1 (u).
Neste caso, a substitui¢do
u=g(x), paracada x€A,

deverd ser uma mudanc¢a de varidveis, isto €, deverd ser bijetora !

Isto serd de grande importdncia na préxima se¢do.

2. O resultado acima pode ser reescrito da segquinte forma:

J flg()]) g (x) dx W90 = =) dx J fa) du T 2™ R 4

=" Flg(x)]+C, para cada x€A,

onde C € R € arbitrdria.
Apliquemos isto ao:

Exemplo 11.5.1 Calcular a integral indefinida

b

1
dex, para cada x € R\ {_a} ,

onde a #0 e b € R estdo fizos.

Resolugao:
Se considerarmos a fungdo g : R — R dada por

g(x) =ax+b, paracada x€R
e a fungdo f: (0,00) — R dada por

1
fly) = 2 para cada y € (0,00),

entdo temos que a fungdo g sera diferenciavel em R,
g'(x)=a, paracada x€R

e a fungdo F: (0,00) — R dada por

Fly) = e para cada y € (0,00),

serd um primitiva da funcéo f.
Aa verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Além disso temos:

1 1 1 xercicio /
torror = o) @ 0o == okl o an

a
Teor. (CT=T) 1 . 1 —1 Ci% 1 —1 b
= a{F[g(xﬂ—l—D}—a[ ~|—D} = aax+b+C,paraxe %)
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ou seja,

J 1 dx = i +C ara x € —E
ax alax a
(ax+b)? (ax+b) > P ’

onde C € R é arbitraria.
De modo semelhante, podemos considerar a fungdo f: (—oo0,0) — R dada por

1

fly) = 72

para cada y € (—o0,0)
e a fungdo F: (—o00,0) — R dada por

Fly) = 7 para cada y € (—o0,0),

que serd um primitiva da funcio f e aplicar o mesmo raciocinio acima para obter

1 -1 b
J(aerb)z W= faxgp) "D paracada x€ <—0°> a> ,

onde D € R é arbitréria.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
No exemplo a seguir agiremos mais diretamente:

Exemplo 11.5.2 Calcular a integral indefinida
J sen’(x)cos(x)dx, para cada x €R.

Resolugao:
Neste caso, pelo Teorema ([IT=), temos, para cada x € [—m, 7] segue que:

=sen =d *—[sen ] dx=cos(x) dx 1
J sen?(x) cos(x) dx = J[ sen(x) ]2 cos(x) dx HEsenl) Sdu = ™ ™ Juz du=-u?+C
~—— — 3

=u =du

= 1
u=sen(x) 3 seHS(X) +C, paracada x € [—m, ],

ou seja,
1

J sen’(x) cos(x) dx = 3 sen’(x) + C, paracada x€R,

onde C € R é arbitraria.
O préximo exemplo é um pouco mais delicado:

Exemplo 11.5.3 Calcular a integral indefinida
szxﬂ +xdx, para cada x € (—1,00).

Resolugao:
Neste caso, pelo Teorema ([IT=), para cada x € (—1,00), temos:

U=VX+H 2ul=x+1 = %[uz] du:%[er]] dx = 2udu=dx 2
szxﬂ—i—xdx wr=" J(uz—1> u2udu

Exe2i°i°J(2 — 4u? —I—Zu) du Exemcm? 7 gu + iu +C
u2@;<m>7_%< ) 2( x+1> para cada x € (—1,00),
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ou seja,

szxﬂ +xdx = ;(X-ﬁ-])% —

5
2

4
g(x—H)

2
—l—g(x—i—])% +C, paracada xe€(—1,00).

onde C € R é arbitraria.
Como exercicio resolvido temos o:

Exercicio 11.5.1 Calcular a integral indefinida
J senz(x) dx, para cada x € R.

Resolugao:

Lembremos que

1— 2
sen’(x) = y, para cada x € R.

Logo, pelo Teorema (IIT=), temos:

J sen’(x) dx = J <1—cgs(2x)) dx = J % — %COS(ZX) dx = J % dx — J % cos(2x) dx

1 1
== J] dx — ! Jcos(Zx) dx = 1x— = Jcos(Zx) dx

2 2 2 2
u=2x= %[u}du:d%([lx] dx_él du=2 dx, ou %du:dx 1 1 1
= X5 cos(u)2 du
= Lo Heostwy au = 2x— Lsenwy + 2 I Lsenan + ¢ daxeR
= ZX 2 cos|\u) au = ZX 43911 u = ZX 4SGI]. X y para cada X y

ou seja,

1 1
J sen’(x) dx = ZX 2 sen(2x) + C, paracada x € R.

O préximo resultado serd de muita utilidade no calculo de muitas integrais indefinidas.

Teorema 11.5.2 (Integragcdo por Partes para Integral Indefinida) Sejam A um intervalo de R
e f,g: A —= R funcdes diferencidveis em A.
Entdo
Jf(x) g'(x)dx = f(x) g(x) — J g(x)f'(x)dx, para cada x € A. (11.6)

Demonstracao:
Como as fungdes f e g sdo diferencidveis em A, segue que a fungéo f.g serd diferencidvel em A.
Além disso

(f.g) (x) =f'(x) g(x) + f(x)g’(x), paracada x €A,

ou ainda,
f(x)g'(x) = (fg)'(x) —f'(x) g(x), paracada x¢€A,
assim
Jf(x) g/(x) dx = j [(F9)’(x) — £/(x) g(x)] dx *7oP (FED ftem 2 J (f.9)"(x) dx — Jf /(%) glx) dx

Def. (C=) (fg)(x) — Jf’(x) g(x) dx = f(x) g(x) —Jg(x) f’(x)dx, paracada x €A,

como queriamos mostrar.
O
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Observagao 11.5.2 Aplicando o Teorema da Substituicdo para Integrais Indefinidas, a ambos
0s lados das integrais indefinidas acima, obteremos:

u=f(x),v=g(x) = dv=g’(x) dx J
udv,

Jf(x) g’(x) dx &

u=f(x),v=g(x) = du=f’(x) de
vdu.

gm0 ex -
Podemos escrever, de modo abreviado, a erpressGo (I-8) como:
Judv =uv— Jvdu.

Apliquemos esse resultado a alguns exemplos.

Exemplo 11.5.4 Calcular a integral indefinida
2
J sen”(x) dx,
em R.

Resolugao:

No Exercicio (IT51) calculamos esta integral indefinida utilizando o Teorema da Substituigdo
para Integrais Indefinidas.

A seguir calcularemos esta mesma integral indefinida utilizando o Teorema da Integragdo por
Partes para Integrais Indefinidas.

Para isto observemos que:

Teor. ([T53) J

J sen?(x) dx = J sen(x) sen(x) dx udv =uv— Jv du
S—— —

=u =dv

u = sen(x) = du = dix[sen(x)] dx = cos(x) dx

dv=sen(x)dx =>v= J sen(x)dx = —cos(x)+ C=v =0 _ cos(x)

= sen(x) [—cos(x)] — J[— cos(x)] cos(x) dx = —sen(x) cos(x) + Jcosz(x) dx
= —sen(x) cos(x) ~|—J [1 — senz(x)} dx = —sen(x) cos(x) + J] dx —J sen’(x) dx

= . sen(2x) + x —J sen’(x) dx,

2
isto é,
1
J sen’(x) dx = —3 sen(2x) + x —J sen’(x) dx,
ou seja,
1
ZJ sen’(x) dx = —3 sen(2x) +x+ D,
. s . . D
onde D € R é arbitrério, ou ainda (C = ?),

1 1
J sen’(x) dx = EX 2 sen(2x) + C, paracada x €R,
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onde C € R é arbitrario.

Um outro exemplo em que podemos aplicar o Teorema da Substituicdo e da Integracdo por Partes
para Integrais Indefinidas é:
Exemplo 11.5.5 Calcular a integral indefinida

J arcsen(x) dx,

em (—1,1).
Resolugao:

Neste exemplo aplicaremos Integragdo por Partes e Substituicdo para Integrais Indefinidas.
Observemos que

J arcsen(x) dx = J arcsen(x) dx = Judv Teor. (=) uy — Jv du
—_—
—u =dv
u = arcsen(x) = du= i[arcsen(x)] dx = ] dx
B Codx V1=

dv = dx:>v:J1dx:x+C:>vC£Ox

1
vV1—x2

u=1—x2 = du=—2x dx = f% du=x dx

x dx

x arcsen(x) — J k (—l) du

1
= x arcsen(x) + 7 Ju_; du = x arcsen(x) +

= arcsen(x)x — J

1
pl

_1_+2
w=lt arcsen(x) + (1 — x2> + C,
onde C € R ¢ arbitrario, isto é,

J arcsen(x) dx = x arcsen(x) + V1 —x+ C, paracada x¢c (—1,1),

onde C € R é arbitrario.
No préximo exemplo aplicaremos Integragdo por Partes para Integrais Indefinidas.

Exemplo 11.5.6 Calcular a integral indefinida
sten(x) dx.
em R.

Resolucgao:
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Observemos que

sten(x) dx:J X . sen(x) dx:Judv Teor (€ )uv—Jvdu
T
=u =dv

Uu=x = duzi[x}dx:1dx
dx

dv=sen(x)dx = v= J sen(x)dx = —cos(x)+C = v = —cos(x)

= x[—cos(x)] — J[— cos(x)] dx

= —x cos(x) + Jcos(x) dx
= —x cos(x) + sen(x) + C, paracada x€R,

onde C € R é arbitrario, isto é,
sten(x) dx = —xcos(x) + sen(x) + C, paracada x € R,

onde C € R é arbitrario.
Utilizando Integragdo por partes duas vezes, podemos resolver o:

Exemplo 11.5.7 Calcular a integral indefinida
2
Jx cos(x) dx,
em R.

Resolugao:
Observemos que

JXZ cos(x) dx = J x? cos(x) dx = Judv Teor: (E559) 1y — Jv du
N

=u =dv

u=x= duzi[xz] dx = 2x dx
dx

dv =cos(x)dx = v = Jcos(x) dx =sen(x)+C=v =0 sen(x)
Jr
= x? sen(x) — J sen(x) 2x dx = x* sen(x) — ZJX sen(x) dx

Bremple (F=) 2 sen(x) — 2[—x cos(x) + sen(x)] + C, paracada x€R, (1L.7)

onde C € R é arbitrario, isto §,
sz cos(x) dx = x?sen(x) + 2x cos(x) — 2sen(x) + C, paracada xR,

onde C € R é arbitrario.
Neste préximo exercicio aplicaremos duas vezes Integracdo por Partes para calcularmos a Integral
Indefinida em questéao.
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Exercicio 11.5.2 Calcular a integral indefinida
2
Jx sen(x) dx,
em R.

Resolugao:
Observemos que

JXZ sen(x) dx = J x?  sen(x) dx = Judv Teor. ((023) uv — Jv du
~ ——

=u =dv

u£x2:>du:diX [xz} dx = 2x dx

dv=sen(x)dx =v= J sen(x) dx = — cos(x) + C = v =° — cos(x)

=x? —cos(x J cos(x)] 2x dx
= —x? cos(x J X cos Teor' &= —x? cos(x) + 2 [uv — Jv du]
. d
u=x=du=—[x]dx =1dx
dx

dv =cos(x)dx = v = Jcos(x) dx = sen(x) + C
= —x? cos(x) + 2 [x sen(x) —J sen(x) 1 dx]

= —x? cos(x) + 2x sen(x) — 2[—cos(x)] + C

= —x? cos(x) + 2x sen(x) + 2cos(x) + C, paracada x € R

onde C € R é arbitrdrio, isto é,
sz sen(x) dx = (2 — xz) cos(x) + 2x sen(x) + C, paracada x € R,
onde C € R é arbitrdrio.

Observacao 11.5.3 Os trés Ezemplos acima podem ser estendidos a situacdes mais gerais,
como por exemplo para calcular as integrais indefinidas

Jx”sen(x) dx ou Jx”cos(x)dx

em R, para cada n € N.

Basta aplicarmos n-vezes Integracdo por Partes para Integrais Indefinidas para encontrarmos
as integrais indefinidas envolvidas.

Dewzaremos como ezercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Outra situagdo em que Integragdo por Partes para Integrais Indefinidas é 1til é dado pelo:
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Exemplo 11.5.8 Calcule a integral indefinida

J e*cos(x) dx
em R.

Resolucgao:

Observemos que

d

e = du= —
ue:>udX

[e¥] dx = e* dx

dv =cos(x)dx =v = Jcos(x) dx = sen(x) + C = v = sen(x)

J e* cos(x)dx =
~—

=u =dv

Teor. (E32) uv— J\) du = e* sen(x) — J e* sen(x)dx
N~ ————
=u =dv
Teor. (C0239) e* sen(x) — [uv — Jv du]
: d . x
u=e*=du=—[e"]dx =e"dx
dx
dv=sen(x)dx =>v= J sen(x)dx = —cos(x) + C=v = cos(x)

= ¢e* sen(x) — [e"[— cos(x)] — J e*(—cos(x)) dx}

= e*[sen(x) + cos(x)] — J e*cos(x) dx .

| S S
I
Logo
ZJeX cos(x) dx = e*[sen(x) + cos(x)] + C, paracada x € R,
ou seja,
Je" cos(x) dx = e* sen(x) ;_ cos(x) +C, paracada xe€R.

Observagao 11.5.4 De modo semelhante podemos calcular
J e*sen(x) dx

em R.

A obtencao desta integral indefinida serd deizada como exercicio para o leitor.

Para finalizar temos os seguintes exercicios resolvidos:
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Exercicio 11.5.3 Calcular a integral indefinida

Jx arctg(x) dx

m(33)

Resolucgao:
Aplicaremos Integragdo por Partes para Integrais Indefinidas.
Para isto observemos que:

Jx arctg(x) dx = J arctg(x) x dx = Judv Teor. ([T532) uv — Jv du
—_——
—u =dv
u = arctg(x) = du= i[arct (x)] dx = L dx
N & Cdx & 1 4x2

2 2
dv;xdx:>v—dex—X2—|—C:>vC:OX2

2 2 2_
= arctg(x) x_ J X ] dx = 1xz arctg(x) — ! J Tex—1 dx

2 214 2 2) 142
1, T[/1+% 1 1, 1
= =X arctg(x)—J( )dx:x arctg(x) — U]dX_JH-deX}

2 2] \1+x2 112 2

NI o=

)

1, 1 s
= 5X arctg(x) — 7% + arctg(x) + C, paracada xe€ <_§’

onde C € R é arbitrario, isto é,

1 241
Jx arctg(x) dx = —5X + X ; arctg(x) + C, paracada xé€ <_§’ g) ,

onde C € R é arbitrario.

Exercicio 11.5.4 Calcular a integral indefinida
Jln(x) dx
em (0, c0).

Resolugao:
Aplicaremos Integragdo por Partes para Integrais Indefinidas.
Para isto observemos que:

Jln(x)dx:Jli(i)/.\d}/:Judv

—u =dv

Teor. (:IEI:EZ) w— JV du

1
u=In(x) = du= i[ln(x)] dx = — dx
dx X

dv£1dx:>v:J1dx:x+C:>vC;O:x

—xln(x)—Jxl dx—xln(x)—J] dx

=xlIn(x)—x+ C, paracada x € (0,00),
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onde C € R é arbitrario, isto é,
Jln(x) dx =x1In(x) —x+ C, paracada x € (0,00),

onde C € R é arbitrario.

11.6 Outra técnicas para o calculo de integrais indefinidas

A seguir exibiremos outras técnicas para encontrar integrais indefinidas.

11.6.1 Integrais indefinidas envolvendo expressoes dos tipos: a’ —x?, a’? + x* ou
x? — a?, para a # 0 fixado.

Comegaremos pela substituigdes trigonométricas ou hiperbdlicas.

Observagao 11.6.1 Seja a € R, a # 0 fizado.
Para tentarmos encontrar uma integral indefinida que envolvem expressdes do tipo:

(i) a> —x? ;
(i) a®+x* ;
(11) x* — a?
tentaremos uma mudang¢a de varidveis do tipo:

(v’) Para o caso (1), tentaremos:

x = asen(0) (11.8)
ou
x = atgh(u), (11.9)
para® €l ouuec].
(1’) Para o caso (1), tentaremos:
x = atg(0) (11.10)
ou
x = asenh(u), (11.11)
para ® €l ouue].
(112’) Para o caso (1it), tentaremos:
x = asec(0) (11.12)
ou
x = acosh(u), (11.13)

para O €l ouue].
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Observacao 11.6.2 Observemos que os 1,] sdo subconjuntos de R de modo que as fungdo
envolvida seja byjetora sobre a sua imagem, diferencidveis e suas fungbes inversas também
deverdo ser diferencidveis nos seus respectivos dominios.

Utilizamos, em geral, as sequintes identidades trigométricas ou hiperbdlicas:

Para o caso (i’), se utilizarmos a mudanga de varidveis ([I3), poderemos precisar das
sequintes relagdes:
2 2 d
sen”(0) + cos“(0) =1 e 0 sen(0) = cos(0), (11.14)

para 0 € 1.

Se utilizarmos a mudanga de varidvers (), precisaremos das relagdes:

d
tghz(u) + sech?(u) =1 e au tgh(u) = sech?(u), (11.15)

para u € J.

Para o caso ('), se utilizarmos a mudanga de varidvers (I10), poderemos precisar das
relagdes:
2 2 d 2
14 tg~(0) = sec”(0) e Etg(ﬁ) = sec(0), (11.16)

para 0 € 1.
Se utilizarmos a mudanga de varidvers ([ILD), precisaremos das relagdes:

a4 senh(u) = cosh(u), (11.17)

cosh?(u) — senh?(u) =1
du

o

para u € J.

Para o caso (11’), se utilizarmos a mudanga de varidvers ([I12), poderemos precisar das
relagdes:
d
14 tgz(G) — sec’(0) e Esec(e) = sec(0)tg(0), (11.18)

para 0 € 1.

Se utilizarmos a mudanga de varidveis (I13) poderemos precisar das relagées:

o

4 cosh(u) = senh(u), (11.19)

cosh?(u) — senh?(u) =1
du

para u € J.

Vale observar que as substituicdes acima deverdo, na verdade, ser mudancgas de varidveis,
ou seja, fungdes biyjetoras.

Para 1sto teremos, em geral, que restrigir os dominios das fungbes envolvidas, conveniente-
mente, para este fim.

Apliquemos isto ao seguinte exemplo:
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Exemplo 11.6.1 Para a > 0 fizado, calcular a integral indefinida

1
sz—i—az ax

em R.

Resolugao:
A integral indefinida acima envolve uma expressdo do tipo (ii).
Neste caso tentaremos a mudanga do tipo (IT—I0), isto é, consideraremos a mudancga de varidveis
(ou seja, uma funcéo bijetora, ver figura abaixo):
(22) » F
0 — x=atg(0)

x4

atg(0)

Com isto, pelo Teorema da Substituigdo para Integrais Indefinidas, teremos:

1 x=atg(0),0€(—5,5) = dx=as5[tg(6)]d0=asec’(0) dO 1 )
d = _ 0)do
Je o g os®

1 1 1

:Jz secz(G)d6:J1d9
al tg7(0)+1 a

= )secz(e)

1 f=arctg(2) 1]

=—0+C :g(“)—arctg(§>+C, paracada x € R,
a a a

isto &,
J1 dx = l arct (§> +C aracada xcR
x? 4 a? o« &\a » P )

Podemos aplicar a mesma técnica para o:

Exemplo 11.6.2 Para a > 0 fizado, calcular a integral indefinida

:
J\/az—x2 ax,

para x € (—a, a).
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Resolucgao:
Esta integral é do tipo (i) e tentaremos uma mudanca de varidveis do tipo (I[13), isto é:
. d
x = asen(0), assim teremos dx = aa[sen(e)] d0 = acos(0) do. (11.20)
Observemos que na verdade a mudanga de varidveis deverd ser da forma (uma fungio bijetora, ver

figura abaixo):
(59~ o

0 — x = asen(0)

sen(0)y - - - - - (6, sen(0))

it

Com isto, pelo Teorema da Substituigdo para Integrais Indefinidas, teremos:

Vaz—x2 \/a2 — [asen(0))? \/a2 [1— sen?(0)]

acos(0)do = aJ cos(0) do

cos(0) do a0 &

1 1
- GJ@ cos2(8) aJIcos(G)I ¢

lal

os(0) do

(= ”arcsen(%)

e(—Z,%) = t)>0 0 =
<l 22): costt)> J1de=e+c = arcsen(§>—|-C,
a

para cada x € (—a, a), onde C € R ¢ arbitrério.
Portanto,
1 X
Jm dx = arcsen (a) + C, paracada xé€ (—a,a),
onde C € R é arbitrario.
Temos mais um exemplo interessante,

Exemplo 11.6.3 Para a > 0 fizado, calcular a integral indefinida

1
sz—az dx,

para x € (—oo,—a) U (a, co).
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Resolugao:
Neste caso temos que a integral indefinida acima é do tipo (iii) e assim poderiamos fazer a mudanca
de varidveis da forma ([T13), isto é, (serd uma fungdo bijetora, ver figura abaixo):

(u, acosh(u))

Deixaremos como exercicio para o leitor a aplicagdo desta mudanca de varidveis a integral definida
acima e os cédlculos para encontré-la.

Um outro modo de encontrar a integral indefinida acima seria:

1 Eericio1 1 1 _1 1 1
sz—azdx - 2aJ<x—a_x+a>dX_2a{Jx—adX Jx+adx}

{uix—a:> du:dx}
1

v=x+a = dv=dx 1 1 1
= 1 Jdu—Jdv — —[In(ful) — In(M)] + C
2a u v 2a
u=x—a,v=x+a

=1 R[lnﬂx—al)—ln(|X+a|)]+C, para cada x € (—oo,—a) U (a,00),

ou seja,

1 1
sz — dx = 7a In(jx — a|) —In(jx + a|)]+ C, paracada x € (—oo,—a)U (a,o0),

onde C € R é arbitrario.

Observagao 11.6.3 A idéia de como resolver a integral indefinida acima estard, como vere-
mos, diretamente relacionada com o modo como resolveremos integrais indefinidas envolvendo
funcgdes racionais.

O método para encontrar a integral indefinida de fungdes racionais, serd desenvolvido em
uma se¢do mais adiante.

A seguir exibiremos vérios exercicios resolvidos.
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Exercicio 11.6.1 Para a > 0 fizado, calcular a integral indefinida

dx,
X

Jm
para x € (—oo,—a) U (a, o).

Resolucgao:

Observemos que deveremos ter x> —a? > 0 e x # 0 ou, equivalentemente, [x| > a e x # 0, ou ainda,
X € (—oo0,—a) U (a,00) (como a > 0 teremos, necessariamente, que x # 0).

Neste caso estamos no caso (iii) acima e tentaremos uma mudanga de varidveis do tipo (IT13),
isto é:

x = asec(0), assim teremos dx = adie[sec(e)]de = asec(0) tg(0) do, (11.21)
onde

3
GG[O,E>, se x € [a,00) e 66[71 n

> ,2>,se X € (—o0,—a].

Assim a mudanga de varidveis serd da forma (uma fungdo bijetora, veja figura abaixo):

(O,;)U<7c,32n> — (~00,—a) U (a,00) |

0 — x = asec(0)

(x, asec(x))

asec(x)

oV
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Com isto, pelo Teorema da Substituigdo para Integrais Indefinidas, teremos:

J ZE e J\/asec(e)]z asect®) 1g(6) 0 = [ |/ a® [sect0) - 1] 1g(0) a0

X asec(0)

sec 2

2O faregi(e)tgle) a0 = | Jal Itg(@)ltg(e) do
—~—
a>0
="a

8€(0,5)u(m ) = t(0 C‘J tg2(0)

[sec(0)]? 1=tg

>0
alltg(®)—0l+C=a [ tg2(0) —e] +C

2
= ]a{ secz(e)—1+6]+C

> =sec(0) x2 X x2 — a? X
= a — — 1 + arcsec (—) +C=a 5— + arcsec (—) +C
a a a a
2 2 2 2

Xc—a X X —a X

= a | ———— + arcsec (—) +C a;O a |—— + arcsec (—) + C
Va2 a a a
~—

=la

X
x* — a® + aarcsec (—) +C, paracada [x|>a,
a

onde C € R é arbitrario.
Portanto,

Jm

X
dx = Vx? — a? + aarcsec (—) +C, paracada |x|>a,
X a

onde C € R é arbitrario.
Outro exemplo é dado pelo:

Exercicio 11.6.2 Calcular a integral indefinida

para x| < 2.
Resolugao:

Esta integral é do tipo (i) (a = 2) e tentaremos uma mudanga de varidveis do tipo (IT3), isto é:

x =2sen(0), assim teremos dx = Zdie[sen(ﬁ)] do = 2cos(0)do. (11.22)

Observemos que na verdade a mudanga de varidveis deverd ser da forma (uma fungdo bijetora, ver

figura abaixo) :
(-32) = (22

2’2 .
0 — x = 2sen(0)
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x 4
2 .
sen(0)p - - - - (0, sen(0))
Sy
,,,,,,,,,,, ) 72
Com isto, pelo Teorema da Substituigdo para Integrais Indefinidas, teremos:
1 1 1
Js dx = J - 2cos(0)de = ZJ - cos(0) do
(4-2) V(s sentor’) S s}
1 1 1
:2J - cos(0) do = 4J69 cos(0) do
V64 [cosz(ﬁ)} cos®(8)
1 1 8c(—5,5) = cos(6)>0 1 1
= — 0) do = - | —— 0) do
4J|cos(6)l3 cos(©) 4Jcos3(9) cos(©)
1 1 1 Exercicio 1
- 0=- 2(0) do "= —tg(0
4Jcos2(9)d 4Jsec()d 4tg()+C
1 sen(0) 6e(—%,5)=cos(6)>0 1 sen(0) 1 sen(0)
=- +C = —— 4+ C=—-—r—r=——=—=+4C
4 cos(0) 4 \/cos?(0) 4 /1 — sen?(0)
X
) —
sen(6) = 5 1 2 X
= -4+ C=—=+0C, ara cada |x| <2
4 1_ [§]2 /4 — XZ P ’
2

onde C € R é arbitrario.
Portanto,

para cada [x| <2,

1 X
| ey VAR

onde C € R é arbitrario.
Temos também o:

Exercicio 11.6.3 Para a > 0 fizado, calcular a integral indefinida
J Vx2 —a?dx,

para x| > a.
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Resolugao:
Esta integral indefinida é do tipo (iii) e assim tentaremos uma mudanga de varidveis do tipo
(1), isto é:

d
x = acosh(u), imlicando que dx = aa[cosh(u)] = asenh(u) du, (11.23)

mais especificamente, consideraremos a seguinte mudanga de varidveis (uma funcéo bijetora, ver figura
abaixo):

acosh(u)¢t - - - - - - - - - (u, acosh(u

)

Logo, pelo Teorema da Substitui¢do para Integrais Indefinidas, teremos:

J\/ 2 dx = J \/[a cosh(u)]* — a2 asenh(u J\ﬁ \/ cosh?(u)]” — 1 asenh(u) du

=la|

aZJ senh?(u) senh(u) du = a? J |senh(u)|senh(u) du

a>0= |al=a

u>0= senh(u)>0 i\senh(u)\:senh(u) GZJ senhz (U.) du

du

senhz(U)Exer:ddoicos}l(iu)il 2 COSh(ZLL) —1
_ a 5 _

1 1 - -
= a? [chosh(Zu) du — 2,[ du} IS dv=zdu % [ cosh(v dv—J du]

(12 ] V= Zu 2 ]

=5 [2 senh(v) — ] +C 5 [2 senh(2u) — } +C
a [1

=5 22 senh(u)cosh(u) —u| + C

u>0=> senh(u)>0 = senh(u)=4/cosh?(u)—1 CL2
- 2

COSh(“L i (;2{ {(2)2— 1] — — arccosh (2)} +C

1
% x2 —a?— 3 arccosh ( ) + C, paracada [x|>a.

[ (cosh?(u) — 1) cosh(u) — u] +C
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Portanto

1
J\/Xz —a?dx = f\/xz_ a? — iarccosh (E) +C, paracada |x|>a.

2

Outro exercicio resolvido é dado pelo:

Exercicio 11.6.4 Para a > 0 fizado, calcular a integral indefinida
J Vaz—x%dx,

para x| < a.

Resolugao:

Esta integral é do tipo (i) e tentaremos uma mudanca de varidveis do tipo (I[13), isto é:

x = asen(0), implicando que dx = adie[sen(e)] = acos(0)do. (11.24)

Observemos que na verdade a mudanga de varidveis deverd ser da forma (uma fungdo bijetora, ver
figura abaixo):

(23) ~ oo
0

sen(0)p - - - - - (6, sen(0))

ot
fer)
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Com isto, pelo Teorema da Substituigdo para Integrais Indefinidas, teremos:

J\/az —2ax =" J \/{az — [asen(G)]}2 acos(0)do = aJ \/a2 [1 — senz(e)] cos(0) do

= an\/g?z cos?(0) cos(0) do = azjlcos(e)l cos(0) do

0e(—Z2,7) = cos(0)>0=>|cos(0)|=cos(0
€(=3:3) = cosl0)>0 cos(0]|=cox(0) chosz(e)de:asz—senz(e)} do

=a? J] do — J sen’(0)do | = a? {e — [;e — %sen(e) cos(G)] } +C
N—_— —
Exemplo ([T53)

0€(—%,%) = cos(0)>0=> cos(0)=+/1—sen2(6) 2 []

= a fsen 1— senz(e)] +C

ron(@) T=73 a’ [] arcsen —l— f—\/
N 2

2
xXva —X
Y2 R Lc
a \/0.2

2
a
=0 ~ arcsen ( ) + -xVa2—x*+C, paracada [x|<a.

Portanto,
J\/a —x?dx = —arcsen( ) + X\/a —x? + C, paracada [x|<a.
Para finalizar temos uam aplicagdo interessante do método de integragdo desenvolvido acima:

<

Exercicio 11.6.5 Determinar a equag¢do da tractriz, isto é, a equacdo da curva descrita pela
trajetéria de um objeto que estd num plano horizontal e estd preso a um fio, de comprimento
constante, quando a extremidade do fio, que ndo estd presa ao objeto, move-se ao longo de uma

reta que estd contido mo plano horizontal.

Resolugao:

Suponhamos que fio tenha comprimento a centimetros.

Fixemos um sistema de coordenadas, xOy, no plano horiozontal de tal modo que o objeto, na
posigdo inical, esteja no ponto A = (a,0), em particular, a outra extremidade do fio estard no ponto

B = (0,0)) e a reta, ao longo das quais a extremidade livre do fio movimentard, serd o eixo Oy (veja
figura abaixo).
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direc8o em que a extremidade livre do fio moyerd

Objeto

/

B = (0,0) \ A= (a,0) x

Extremidade livre do fio

Sejay : I — R uma fungdo (que serd diferencidvel em I um intervalo de R) cuja representagéo
geométrica do seu grafico é a curva procurada.

Observemos que como a extremidade livre do fio, isto é, o ponto B, move-se ao longo do eixo Oy
teremos que a reta tangente a curva descrita pelo movimento do ponto A no plano xOy serd a reta
que contém os pontos A e B (veja figura abaixo).

a2 — x2

(0,0) (a,0) x

Com isto temos que

y'(x) =——————, paracada x¢€ (0,a),

ou seja, y : [0, a] — R serd dada por

a2 _ 2
y(x) :—dex, para cada x € (0,a).

A integral indefinida acima é do tipo (i) e tentaremos uma mudancga de varidveis do tipo (I[13),
isto é:

x = asen(0), implicando que dx = adie[sen(e)] = acos(0)do. (11.25)
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Observemos que na verdade a mudanga de varidveis deverd ser da forma (uma fungio bijetora, ver
figura abaixo):

(-5 3)\0 = (—aa)\{0)

S — x=asen(0)
x 4
asen(6}p - - - - - ‘ 0, asen(0))
I
Serd visto mais adiante que
1
J do = J cossec(0) d® = —In [cossec(0) + cotg(0)] + C, (11.26)
sen(0)
T TC s
para 0 € (—z, z) \ {0}, além disso
1 1
sen(0) = 2, implicard que cossec(0) = sen(0) =x = %. (11.27)

a

Com isto, pelo Teorema da Substituigdo para Integrais Indefinidas, teremos:

2 2
2 = \/az — [asen(6)2 B \/a [1 — sen (9)]
Jx dx = J asen(0) acos(0)do = J sen(0) cos(0) do
Va2 *(0)
= [P costo) o = [ LN ) ag
a>0,08€(—5 5) = cos(8)>0 cos?(0) B 1 — sen?(0)
B J sen(0) J sen(0) de
= aJ [sexl(@) — sen(e)} do=a U ser:(e) de —J sen(0) de]
(=Z3)

=  af{—In[cossec(0) + cotg(0)] + cos(0)}+ C

cos(0)
sen(@)] + cos(G)} +C

a {—ln [cossec(e) +
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0e(—Z,Z)\{0} = cos(0)>0 - 2
&( 22)\{:}$ 0> al{—In cossec(G)—l—M +4/1—sen?(8) p +C
sen(0)
¥ 2
1— (= 2
=) ) a+w + 1_(§> +C
x a

Como
0=y(a) = az—az—a1n<a+zz_az>+C—0—a1n(1)+C, ou seja, C =0,

segue que
U(X)Z—chgﬂdxzaln<a+sz_xz>—m, para cada x € (0,a).

Assim a trajetéria do objeto no plano horizontal serd dada pela figura abaixo:

y 4

(0,a)

Daqui em diante, nosso objetivo principal serd encontrar integrais indefinidas envolvendo fungdes
racionais, ou seja, encontrar integrais indefinidas do tipo:

Jp(x)dx,

onde p e g sdo fungdes polinomiais.
Comegaremos por alguns casos particulares antes de tratar da situagio geral acima.

11.6.2 Integrais indefinidas do tipo: JZ; dx ou J 1 dx .
X“+px+(q VX +px+q

Se p,q € R séo fixados, para os tipos de integrais indefinidas acima, completaremos o quadrado na
funcdo polinomial do 2.a grau que estd no denominador, isto é, agiremos da seguinte forma:
Temos que

)2+4q_p2.

P
X+ 2

XZ Fpx+q Exegicio ( :



468

CAPITULO 11. INTEGRAIS INDEFINIDAS

Se considerarmos a mudanca de varidveis (uma fungdo bijetora!)

R — R
o Py
X u—x+2
entdo temos as seguites possibilidades:
(i) Se
4q-p* _
4 - b
teremos 5
X +px+q= (x+g> =u?,

(iii)

ou seja, a expressdo incial é um quadrado perfeito e assim podemos calcular a integral indefinida
obtida.

Como veremos, neste caso, serd facil encontrar a integral indefinida.

Se
4qZP2 >0,
tomando-se
a= 4qZP2,
teremos 5
xz—l—px—i—qz(x—I—Iz))z—i—( 4q2p2> :u2+a2,

e assim, podemos aplicar as técnicas da segdo anterior para calcular a integral indefinida obtida.

Na verdade estaremos no caso (ii) da Observagdo (I[TG1).

Se
4q —p*
0
5 =%
tomando-se
. [ 4q—p?
azy -2
teremos

2
2 49 — p2
xz—i-px—i-q:(x—i-E) — i =u?—a?
2 4
e assim, podemos aplicar as técnicas da segdo anterior para calcular a integral indefinida obtida.

Na verdade estaremos no caso (iii) da Observagdo (ITED).

Resumindo teremos:

|

como ﬂ%ﬁzo 1 u=x+%5 = du=dx 1
P u
(x+3)
1 como 4q1p2 >_07 a=y/ % J 1 g u:x+}zlj du=dx J’ 1 d
X2+ px+ dx = B P\2, X N w2t
P q (X + E) +a
como ﬂ‘%LZ<O, aix/fﬁ%}ﬁ 1 u=x+5=du=dx 1
= JZ dx - J 2 2 du
p ) u?—a
(x + E) —a
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e cada uma das integrais indefinidas do lado direito das igualdades acima, podem ser encontradas
utilizando as técnicas desenvolvidas em segdes anteriores.
De modo semelhante teremos:

como @#_OJ 1 u=x+% :du—dxj 1 g
e r—— O .4 — — au
2 ul
(x+3)
1 como 4qu2 >_0, a= 4q2p2 J' 1 dx u:X-&-%j du=dx J 1 du
T = - 2 - V2t
J\/xz—l—px—i—q (X+%> + a2 us +a

du

2
como M%Lﬂai,/:ﬂ%ﬁ J 1 i u=x+ = du=dx J 1

(o3 e

e cada uma das integrais indefinidas do lado direito das igualdades acima, podem ser encontradas
aplicando-se as técnicas desenvolvidas em segdes anteriores.
Como aplicagio temos o:

Exemplo 11.6.4 Calcular a integral indefinida

1
J’de.
X~ +2x+5

Resolugao:
Neste caso temos que o denominador da fungdo racional em questdo pode ser escrito na seguinte
forma (completando quadrados):

X2 4+2x+5=(x+1)?+4,

que corresponde ao caso (ii) acima.

Logo
1 1 usx+1, a=2 = du=dx 1
5= | = 7, zdu
X" +2x+5 (x+1)"+2 u +a
Exemplo (D) l <E> u=x+1,a=2 1 x4 1
= . arctg " +C = 2 arctg 5 +C,
assim

1 1 x+1
—————dx=—arctg|— | + C.
sz—i—Zx—i—S 2 g[ 2 ]

Podemos ter situacdes em que teremos que aplicar varias técnicas para obter a integral indefinida,
como no exemplo:

Exemplo 11.6.5 Calcular a integral indefinida

J sen(x)

5 dx.
cos“(x) +2cos(x) +5

Resolucgao:
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Observemos que

sen(x) y=cos(x) = dy=—sen(x) dx 1
5 dx = ————(—dy)
cos“(x) +2cos(x) +5 Yy +2y+5
1 Xemplo ] ]
=— J - dy Exemplo (FEEH) 2 arctg (y—i—) +C
Yy +2y+5 2 2
= 1 1
y=cos(x) > arctg [COS(? + } +C.
Temos os seguinte exercicios resolvidos:
Exercicio 11.6.6 Calcular a integral indefinida
X
J T e
e’* —6e*+13
Resolugao:
Consideremos as seguinte mudancas de varidveis (sdo bijetoras!):
R — (0,00)
X = u=e"
que é diferencidvel em R, além disso
d X X
du=—I[e*]dx =e*dx
dx
e
R — R
u — v=u-—3
que também ¢é diferencidvel em R, além disso
d
dv=—[u—3]du= du.
du
Logo
X 2o _ox 1
J . e dx u=e :>§ufe de , du
e —6e*+13 u-—o6u+13
1 EP - 1
:J . duv 3::>dv duJ . zdu
(u—3)"+4 Ve 42
xemplo (T5) com = 1 ] -
Bxemplo (ITET) com a zzarctg<;)+C:2arctg<u23>+C
u=e* 1 e*—3
= 2arc‘cg< 2 >+C.
Portanto

ex 1 e*—3
 dx=-arct +C.
Jez"—eeuw 2 g< 2 )

Temos também o:

Exercicio 11.6.7 Calcular a integral indefinida

1
dx.
J\/2x2+3x+2
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Resolucgao:
Observemos que
1 1

J 1 dx:J dx:J
V=2x% +3x+2 3 2) ps5 3\?
2<—x2+x+1> 16_<X_4>

2

Consideremos a seguinte mudanca de varidveis (é bijetora!):

R — (0, 00)
. 3
X = u—x—Z

que é diferenciavel e
du—i x—§ dx = dx
Cdx 4 -
Logo
1 1 1 1
J dx = — J dx = — J du
V=2x"43x+2 2J) s 3\ 2 V2
— —|x—= B
o= (1) ()
Exemplo (IEI:EEZ), com a = % L arcsen u LC
V2 >
4
3
41x—=
iva,  [1073)
=1 \zf arcsen 5 +C
Portanto,
1 2 4x —3
J dx:\[arcsen(X )+C.
V=2x*+3x+2 2 5

11.6.3 Integrais indefinidas do tipo: J% dx ou J mx+n dx .
ax“+bx+c Vax +bx+c

Sejam a,b,c,m,n € R tais que a # 0 e m? +n? # 0 (ou seja, m # 0 ou n # 0).
Para estas integrais indefinidas escreveremos o numerador em termos da derivada do polinémio do

2.a grau que aparece no denominador, isto é, agiremos da seguinte forma:

(i) Suponhamos que
I — ]

x — u=axt+bx+c

seja um mudancga de varidveis (isto é, bijetora).

Logo

d 2

du:—(ax —l—bx—i—c) dx = (2ax + b) dx.
dx
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Deste modo podemos escrever o polinémio do l.a grau do numerador, das integrais acima, na
seguinte forma:

mx+n:2(2ax+b)+n—b—m.
2a 2a

Assim, utilizando o Teorema da Substituigdo (isto é, o Teorema (IT51) ou a Observagéo (IT232))
teremos que:

mx+n m 2ax+b bm 1
——————dx= | —5———dx+ (n— 5 —————dx
ax“*+bx+c 2a ) ax* +bx+c 2a ax“+bx+c
u=axZ4bx+c = du:% (ax2+ax+b) dx=(2ax+b)dx m J 1 < bm) J 1

- dx
2a ax? +bx +c¢

= Eln(IuI) + (n— bm> J1 dx
2a 2a ax? +bx+c¢

u=ax’+bx+c M

bm 1
i (ot oxcte) + (n I [ b
zan<ax+ x+c)+(n Za) axz—l—bx—i—c X

(D

e a integral indefinida (I), poderd ser calculada utilizando-se as técnicas da segdo (IT532) (isto
é, da secédo anterior).

(ii) De modo semelhante temos que:

mx+n m 2ax + b bm 1
dx=—| ————dx+ |n—— | | ——————dx
Vaxt+bx+c 2a Vaxt +bx+c 2a Vaxt +bx+c

uz=ax2+bx+c = du= ddx (ax2+ax+b) dx=(2ax+b)dx m

2a )] Vu 2a Vax? +bx+c
1 b 1
S L)) (S —
Zaz 2a Vax* +bx+c

ol b 1
w ax;—bx—kc% ax2~|—bx—|—c~|—<n—m>de,

2a Vax* +bx+c

(1)

e integral indefinida (II) podera ser calculada utilizando-se as técnicas da segdo (I[ITE32) (isto é,
da segédo anterior).

Apliquemos esta técnica ao:

Exemplo 11.6.6 Calcular integral indefinida

J 3x—2
- dx
X+ 2x+5
Resolugao:

Deixaremos como exercicio para o leitor encontrar intervalos I e | tais que

I — ]
x = u=x24+2x+5"

seja um mudanca de varidveis (isto é, bijetora).
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Logo

d
du:—(x2+2x+5) dx = (2x + 2) dx,
dx

e assim temos que

3
3x—2 5(2x+2) =5 30 2x+2 1
X+ 2x+5 X-+2x+5 2)x"+2x+5 X“+2x+5
u=x242x+5= du:% (x2+2x+5) dx=(2x+2)dx 3 [ 1] 1
= Jdu— szx
2)u x“+2x+5
3 1
=—-In(ju) -5 =———dx
2 (fu) sz—i-Zx—i-S
u=x242x+5 3 2 ‘ J 1
— —_— 2 — N
21n<’x + x+5) 5 x2+2x+5dx

Exemplo (ITE3A)

3 2 5 X+]
_EIHQX —|—2x—|—5D —zarctg <2> +C,

isto é,
3x—2 3./, 5 x+1
sz_{_zx_'_SdX—zanX +2X+5|>—2arctg<2>+c

A seguir temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 11.6.8 Calcular integral indefinida

2x —8
J x dx.

V=2x*+3x+2

Resolucgao:

Deixaremos como exercicio para o leitor encontrar intervalos I e | tais que

J

I —
X = u=-2x*+3x+2
seja um mudancga de varidveis (isto é, bijetora).
Logo

d
du=— (—2x2 +3x+2) dx = (—4x +3) dx,
du
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e assim temos que

—1 13
_ —(—4x+3)— =
J 2x—8 dx:J 2 2 dx

V=2x*+3x+2 \/—2x2+3x+2

—1 —4x + 3 13 1
= — dx — — dx
2 V=2x*+3x+2 2 V=2x*+3x+2
u=—2x243x4+2 = du= (—4x+3) dx —1 J1 dx — BJ' 1 dx
2 Vi 2 ) /=2x2 +3x+2
11 1 13 1
= 7.Tu2 — 7 5 dx
2 5 V=2x*+3x+2

wE-23 4342 Vo 1 3x 2 13 J 1 dx
2 V=2x*+3x+2

Bxemplo (IT2 )—\/ —2x% + 3x —1—2—— [W arcsen (4X5_3>

2| 32 +C

isto &,

2x — 8 32 5 4x — 3

J x —V=2x2 +3x + \[ arcsen <X) +C.
V=2 +3x + 2 5

11.6.4 Integrais indefinidas envolvendo poténcias de funcoes trigonométricas

11.6.4.1 Integrais indefinidas envolvendo poténcias da funcao seno e cosseno

Comegaremos tratando de integrais indefinidas envolvendo poténcias impares das fungdes cosseno e seno:

Proposicao 11.6.1 Seja n € N. Entao

n )k
n 2k+1
Jcos“ E ( >2k+1sen (x)+ C,

k=0

para x € R.

Demonstragao:

Consideremos a seguinte mudanga de varidveis (é bijetora, ver figura abaixo):

(_g’g) - LD (11.28)
X
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sen(x)t - - - - -

C At

Com isto teremos:

Jcosan (x) dx = Jcoszn(x) cos(x) dx = J [cosz(x)} " .cos(x) dx

COos —sen

2(x) 2(x)

J [1 - senz(x)]n cos(x) dx

indmio de Newton - Prop. i k
B de N 1:: Prop (m)J{Z < 1]: ) [_SenZ(X)] ]nk} cos(x) dx

k=0
2k

_ i ( E ) (—UkJ sen?™(x) cos(x) dx = ) _ ( E ) (—Ukj sen(x) | cos(x]) dx

n

u=sen(x) = du:di[sen(x)} dx=cos(x) dx n K J 2k
= —1 u du
> ()

n
B L I e
—Z( k>( Ve +¢
_ = /n 1
u=sen(x) Z ( ) (—1)*——sen™ " (x) + C,

completando a demonstragéo.

De modo semelhante temos a:

Proposicao 11.6.2 Seja n € N. Entdo

J sen”™ (x) dx = — Z < " ) ﬂ cos™ 1 (x) + C,

para x € R.
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Demonstragao:
Consideremos a seguinte da mudanca de varidveis (é bijetora, ver figura abaixo):

(0>7T) — (_1>1)
x = x=cos(x) (11.29)

o
N

3

=

Com isto teremos:

sen

J sen”™ (x) dx = J sen”™(x) sen(x) dx = J [senz(x)}n sen(x) dx X)::]{OSZ[X) J [1 — cosz(x)}n sen(x) dx

inémio de Newton - Prop. o k
Bindmio de Newton - Prop (m)J{Z < " > [—cosz(x)} 1“"‘} sen(x) dx
k
k=0
2k
- n i n
= Z < K > (—1)chos2k(x) sen(x) dx = Z ( K > (—1)kJ cos(x) . sen(x) dx
k=0 k=0 N T
u=cos(x du=-"-[cos(x)] dx=—sen(x) dx n
k=0
__i<n>(_])k 1 W
— 2k 41
0 w— [ n 1
u=cos(x) 1k 2k+1
= kZ_o<k>( 1) Zk_Hcos (x)+ C,

completando a demonstragéo.

Para as poténcias pares das funcdes cosseno e seno temos a seguinte observagéo.

Observagao 11.6.4

1. No Ezemplo (II21) mostramos que:

1 1
J sen?(x) dx = EX 2 sen(2x) + C, (11.30)
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par x € R.

Com 1isto podemos encontrar a integral indefinida:

Jcosz(x) dx = J [1 — sen’(x )} dx = J] dx—J sen’(x) dx

1 1 1 1
=2 X — [x — = sen(Zx)] +C=-x+ -sen(2x) + C,

2 4 2 4
1sto é,
Jcosz(x) dx = %x + % sen(2x) + C, (11.31)
para x € R.
2. Sejan e N.

Para calcularmos a integral indefinida

Jcoszn(x) dx,

agiremos da seguinte forma:

2.1

2.2

Observemos que:

Jcos "(x) dx —J [cosz(x)}Tl dx cos’(x) :%ZX J [HCOZS(ZX)} dx

= 217 J (1 + cos(2x)]™ dx

n
Binémio de Newton Prop. (B223) 1 J{Z( > cos( ZX)]k 1n_k} dx
0
= on Z < >J cos Zx)] dx

us2x = du_ [Zx} dx=2dx 1 s n K 1
an 0( y >Jcos (u)idu

= Snri Z( )Jcos (u) du,
ou seja,

JCOS x) dx = 2“+‘ Z ( > Jcosk(u) du, (11.32)

onde, na pentltima integral indefinida, ﬁzemos a mundanga de varidveis (€ bijetora!):

R — R
X = u=2x

Observemos que a ezpressdo (IIT-33) nos diz que para calcularmos a integral indefinida
da poténcia par 2n da func¢do cosseno precisamos calcular n+ 1 integrais indefinidas
de poténcias da fung@o cosseno, desde a ordem O até a ordem n (no mdzrimo metade
da poténcia inicial, que era 2n).

Deste modo reduzimos o problema a calcular n + 1 wntegrais indefinidas de poténcias
da funcao cosseno de ordem 0 até a ordem m.
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2.8 As parcelas que tém poténcia impar podem ser calculadas pela Proposi¢do (ITE1) e
para as parcelas que tém poténcias pares podemos reaplicar, se necessdrio, o raciocinio
acima.

2.4 No final, aplicando um numero finito de vezes o procedimento acima, recairemos na
integral indefinida da funcdo cosseno ao quadrado que foi calculada em (II=21).
3. Sejan e N.
Para calcularmos
J sen’™(x) dx,
agiremos da sequinte forma:

Notemos que
J sen”™(x) dx = J [senz(x)]n dx = J [1 — cosz(x)]n dx

Binémao de Newt:on - Prop. (&=23) J {i ( ‘;’: > [_ Cosz(x)}k ]nk} dx

k=0
= Z ( E ) (—1)chos2k(x) dx,
k=0

ou seja, reduzimos o problema a calcular n+ 1 integrais indefintdas de poténcias pares da
fungdo cosseno.

Logo, aplicando os itens 1. e 2. desta Observagdo, podemos encontrar a integral indefinida
de poténcias pares da fungdo seno.

11.6.4.2 Integrais indefinidas envolvendo poténcias da funcao tangente e cotangente

Comegaremos tratando das integrais indefinidas envolvendo poténcias da funcio tangente.

Observagao 11.6.5 T

1. Consideremos a mudanga de varidveis (€ bijetora, ver figura abaizo):

(o,%) —~ 0,1

X — U= cos(x)
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Com 1sto teremos:

J' bg(x) dx = J sen(x) x€(0,5) = u=cos(x)>0= d;:%[cos(x)} dx=—sen(x) dx J l (—du)
cos(x) u
— _In () + € "™ _1n (| cos(x)]) + C,
1sto é,
th(x) dx = —1In (|cos(x)]) + C. (11.33)

2. Temos também

L [tg(x)=sec?(x)
e tg(x) —x+ C,
15to €,
J tg?(x) dx = tg(x) —x + C. (11.34)
3. SeneN, n>2 entao
n=k+2,

para algum k € N.

Consideremos a sequinte mudanga de varidvers (é bijetora, ver figura abaizo):

T
nr R
( 2’2) - : (11.35)
X = u= tg(x)
uoy
tg(x) | - - - (x, tg(x))

NIy
®b o0
N[
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Com 1sto teremos:
J tg™(x) dx = J tgk“(x) dx = J tg"(x) tgz(x) dx = J tg*(x) [secz(x) — 1} dx

= J tg*(x) sec?(x) dx —J tg*(x) dx

. —d =sec?
Uz tg(x) = du= dX:[tg(x)} (x) dx Juk du — J tgk(X) dx
1 =tg(x)

= oy | et ax =",

1 k+1 k

=y - g a,
1sto €,

1
J tgk+2(x) dx — m tgk-H (X) _J tgk(x) dx. (1136)

Portanto, cada vez que aplicamos a identidade acima reduzimos em 2 o ezpoente da
poténcia da funcdo tangente na integral indefinida a ser calculada, ou seja, aplicando-
se um numero finito de vezes reduziremos o problema a calcular a integral indefinida da

fungado tangente, ou da funcdo tangente elevada ao quadrado, que foram obtidas nos itens
1. e 2. desta Observagado.

Para as poténcias da fungéo cotangente agimos de modo semelhante, como mostra a:

Observagao 11.6.6

1. Consideremos a mudanga de varidveis (€ bijetora, ver figura abaizo):

(—%%) AL (11.37)

X — u = sen(x)

sen(x)t - - - - -

CNRT
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Com 1sto teremos:

J cotg(x) dx = J cos(x) dx XG(—%»%);‘uésen(x)égzﬁ[sen(x)} dx=cos(x) dx J' l du
sen(x) u
—1n(ju) + C "™ 1n (|sen(x)]) + C,
1sto é,
J cotg(x) dx = In (| sen(x)|) + C. (11.38)

2. Temos também

J cotgz(x) dx = J [cossecz(x) — 1} dx = J cossec? (x) dx — Jl dx

%[mtg(xﬂii cossec’ () _ cotg(x) —x+ C,
1sto é,
J cotgz(x) dx = —cotg(x) —x+ C. (11.39)
3. SeneN, n>2 entdo
n=k+2

onde k € N.
Consideremos a sequinte mudanga de variduvers (é bijetora, ver figura abaizo):

0,m) — R

. 11.4
X —  u = cotg(x) ( 0
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Com 1sto teremos:
J cotg"(x)dx = J cotgk“(x) dx = J cotg(x) cotgz(x) dx = J cotg®(x) [cossecz(x) — 1} dx

= J cotg(x) cossec?(x) dx — J cotg(x) dx

u=cotg(x) = du:d%([cotg(;)} dx = du=— cossec?(x) dx Juk (—du) B J Cotgk(x) dx

=cotg(x)
= —muH] — J cotgh(x) dx =2
i
= T cotg®t! (x) —J cotg(x) dx,
1sto €,
1
J cotght?(x) dx = 3 cotg®* ! (x) —J cotg(x) dx. (11.41)

Portanto, de modo semelhante com o que o ocorreu mo caso da wntegral indefinida de
poténcias da fungdo tangente, cada vez que aplicamos a identidade acima reduzimos em
2 o expoente da poténcia da fungao cotangente ma integral indefinida a ser calculada, ou
seja, aplicando-se um niumero finito de vezes reduziremos o problema a calcular a integral
indefinida da funcdo cotangente, ou da fungdo cotangente ao quadrado, que foram obtidas
nos itens 1. e 2. desta Observagado.

11.6.4.3 Integrais indefinidas envolvendo poténcias da func¢ao secante e cossecante

Para as poténcias pares da fungdo secante temos:

Observagao 11.6.7 Observemos que:
n n
J sec™™(x) dx = J [secz(x)} dx = J [1 + tgz(x)} dx,

n
Binémio de Newton - Prop. (B=23) n 2 k n—k
= J{E<k>[tg(x)}1 }dx
k=0
i n
= E < N )thZk(x) dx,
k=0

e cada uma das parcelas na soma acima (cada uma delas envolve uma poténcia para da fungdo
tangente) foram tratadas como na Observagdo (IIZA).

As poténcias pares da fungdo cossecante sdo tratadas de modo semelhante, como mostra a:

Observagao 11.6.8 Observemos que que:

J cossec™™(x) dx :J [cossecz(x)]n dx = J [1 + cotgz(x)]n dx,

Binémio de Newton - Prop. (E=23) i n 2 k n—k
= J{Z( K ) [Cotg (x)] 1 } dx
k=0
= Z < Tkl ) J cothk(x) dx,
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e cada uma das parcelas na soma acima (cada uma delas envolve uma poténcia parda fungdo
cotangente) foram tratadas como na Observagdo (ITZ4).

Para as poténcias impares da funcdo secante temos a:

Observacao 11.6.9

1. Consideremos a mudanga de varidveis (€ biyjetora, verifique!):

(0,7) = (1,00)
X —  u = sec(x) + tg(x) '

Com 1sto teremos:

sec(x) + tg(x) dx :J sec?(x) 4 sec(x) tg(x)

J sec(x) dx = J sec(x) sec(x) + tg(x) sec(x) + tg(x)

u=sec(x)+tg(x ):>du——[sec( )+ tg(x)] dx:[sec(x) tg(x)Jrsecz(x)] de 1 4
= = " u
—In (jul) + C LT 1 (sec(x) + tg(x))) + C,
15to €
J sec(x) dx = In (|sec(x) + tg(x)|) + C. (11.42)

2. Para n € N, utilizando Integracdo por Partes para Integral Indefinida, teremos:

J sec”™1(x) dx = J sec®™ 1 (x) sec?(x) dx = uv — Jv du

N— u dv
(D

d
u=sec” '(x) = du=—
dx

dv = sec’(x)dx = v = J sec’(x) dx = tg(x)+ C = v = tg(x)

= sec”™ 1 (x) tg(x) —J tg(x) [(Zn— 1) sec™ ' (x) tg(x)} dx

= sec”™™ ' (x) tg(x) —(2n—1) Jsec211 1 (x) dx
tgz(x):iecz(x)_] 1 (x) tg(x) — (2n — 1)J sec”™ 1 (x) [secz(x) — 1} dx
= sec”™ (x) tg(x) — (2n—1) J sec”™ 1 (x) dx +(2n — 1)J sec”™ ' (x) dx,
logo
(2n—1)+1] J sec”™™ 1 (x) dx = sec™ ' (x) tg(x) — (2n—1) J sec”™ 1 (x) dx,
ou seja,

1

2n—1
J sec”™ 1 (x) dx = =— sec™ 1 (x) tg(x) + n

n

m J sec”™ 1 (x) dx. (11.43)
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Portanto, cada vez que aplicamos a identidade acima reduzimos em 2 o ezpoente da
poténcia da secante as quais teremos que calcular a integral indefinida.

Logo, aplicando a identidade actma um numero finito de vezes restard calcular a integral
da secante que for obtida no item 1. desta Observagdo.

De modo semelhante temos as poténcias impares da funcéo cossecante, como mostra a:

Observagao 11.6.10

1. Consideremos mudang¢a de varidveis (é bijetora, verifique!):

Tt

(o, §> - (1, 00)

X — u = cossec(x) + cotg(x)

Com 1isto temos que

cossec(x) + cotg

2
Jcossec(x) dx = J cossec(x) x) dx :J cossec”(x) + cossec(x). cotg(x)

—|—

cossec(x) + cotg(x cossec(x) + cotg(x)
u=cossec(x)+ cotg(x) = duz%[cossec(x)#» cotg(x)] dX:[f cossec(x) cotg(x)— cossec? (X)] ax [ 1 ( g )
o J L (~du
u= cossec(x)+ cotg(x)
=—In(ju])+C = —In (| cossec(x) + cotg(x)]) + C,
1sto é
J cossec(x) dx = —1In (] cossec(x) + cotg(x)|) + C. (11.44)

2. Para n € N, utilizando Integracdo por Partes para Integral Indefinida, teremos:

J cossec”™1 (x) dx = J cossec”™ 1 (x) . cossec?(x) dx = uv — Jv du

u dv

(D

d
u = cossec™ ' (x) = du = T [cossecznq (x)} dx

= —(2n — 1) cossec’™2(x) cossec(x). cotg(x) dx

dv = cossec’(x) dx = v = J cossec?(x) dx = —cotg(x) + C C::>O v = —cotg(x)

= —cossec”™ ' (x) cotg(x) — J [— cotg(x)] [—(Zn— 1) cossec™ ' (x) cotg(x)] dx

= —cossec™ ' (x) cotg(x) — (2n — 1) | cossec®™ ' (x) cotg?(x) dx
coO 2 :COSSGCZ —
te” (x)= cossec”(x) 1 — cossec™ ! (x) cotg(x) — (2n — 1)J cossec”™ 1 (x) [cossec?(x) — 1] dx

~

= —cossec™ 1 (x) cotg(x) — (2n — 1) | cossec™ 1 (x) dx +(2n — 1) J cossec’™ ! (x) dx,

J

M
logo

(2n—1)+1] J cossec”™1(x) dx = — cossec®™ ' (x) cotg(x) — (2n — 1)J cossec”™ ' (x) dx,
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ou seja,

1 2n—1
J cossec™ ! (x) dx = ™ cossec”™ ' (x) cotg(x) + nzn J cossec™ ' (x) dx. (11.45)

Com 1isto, cada vez que aplicamos a identidade acima reduzimos em 2 o expoente da
poténcia da cossecante as quais teremos que calcular na integral indefinida.

Logo, aplicando a identidade acima um numero finito de vezes restard calcular a integral
da cossecante que for dada no item 1. desta Observagdo.

1
11.6.5 Integrais indefinidas do tipo: J - dx, com p?—4q < 0, k €
(x> +px+q)
{2> 3) T }
Trataremos a seguir de integrais do tipo
J ] ¢ dx, paracada ke€{2,3,---},
(xz +px+ q)

onde o polinémio do 2.a grau
p(x) =x*+px+q, paracada xcR
é um polindémio irredutivel em R, ou seja, ndo tem raizes reais, ou equivalentemente,
A=p*—4q<0. (11.46)

Observemos que podemos escrever o polindmio do 2.0 grau, que aparece no denominador da fungdo
racional do integrando, da seguinte maneira:

iy 2 2 4q—p?
2 Exegmm E)z . g _ ( B) q—p
X" +px+q <x+2 +q 7 x+2 + a .
Assim, de (IZA), segue que
4q — p? (TzB
a—r ! > ) 0
4
Logo se
4q — p2
a=q/297P" (11.47)
4
segue que
92
2ota-vp
4
assim a identidade acima pode ser escrita da seguinte forma:
2
X +px+q= (x—i—%) +a?,
onde a é dado por (ITZ37).
Logo
1 1 =x+5 = du=1d 1
J kdx:J T XJkdu (11.48)
(x*+px+q) [<X+E) +az] (W + )
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e esta dltima pode ser encontrada utilizando-se as substituigées dadas pela Observagédo (ITE).
Na verdade ela é do tipo (ii) e assim podemos tentar calculd-la utilizando a mudanga de varidveis

u=atg(0) ou u=asenh(v).

Com isto obtemos a integral indefinida dada inicialmente.
Apliquemos a idéia acima ao seguinte exemplo:

Exemplo 11.6.7 Calcular a integral indefinida

[
(x +x+1)

Resolugao:
Observemos que o polinémio do 2.a grau

p(x)=x*+x+1, paracada xe€R
¢ um polinémio irredutivel em R (isto é, ndo possui raizes reais), pois
A=1*—-411=-3<0.

Com isto podemos aplicar as idéias desenvolvidas acima e assim obter:

! (r==3) 1 Ut = du=dx 1
J(ZﬂLH)ZdX:J ne 3t J \[zzdu
X X 3
(+3) 3 “+(z>
=3 tg(0) = du=3 sec?(0) do
u=¥3 tg(0) = =" (6) 1 ﬁsecz(e)de
V3 ) 12
[2 tg(0)| +7
= J g z\gg secz(e) doe = \9/§J 5 secz(e) do
= {th(e) 4 [secz(e)}
83 [ _1 8v3 2 8V3[1. 1
- 9J sec2(0) do = —— Jcos (0)d6 =—o= [Ze +3 sen(Ze)] +C
|
= %9-!—% sen(20)
0=arctg(—-=u)
Ve 4\95 { [arctg <233u> + ;sen [2 arctg (2\:?1) } +C

1 2V3 [(2x +1
+Zsen{2arctg[3< 5 >

}}+c,

9 3 2
ou seja,
4 2 1 2
J12dx: f{arctg [\E(;—H) +§sen {Zarctg [\/?;(;—H)} }+C.
<x2—|—x+1>

A seguir temos o seguinte exercicio resolvido:
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Exercicio 11.6.9 Calcular a integral indefinida

1
[ e
2
(x +x+ 1)
Resolucgao:
Observemos que o polinémio do 2.0 grau

p(x) =x*+x+1, paracada xeR,

é um polinémio irredutivel em R (isto é, ndo possui raizes reais), pois
A=17-411=-3<0.

Com isto podemos aplicar a s idéias desenvolvidas acima e assim obter:

J 1 ! dx :J' 1 . u£x+%: du—de 1 . du
( 1 3 NS
'LL2 + (2)

Y3 t5(0) = du="2 sec2(0) dO 1
=7 t8(0) = du=-5" sec”(6) J 3£secz(6)de
V3 .
Y2 45(0 2
[ 5 te@)] +7
1 3 8v3 1
:J 5 3\zfsecz(9)d9 = \{J 3 sec’(0) do
7.2 2
e [tg (0) + 1} [sec (0)
8v/3 1 8v/3
i g="2" 3(@) de. 11.4
9 J sec3(0) d 9 JCOS (6)d (11.49)
Calculemos a integral indefinida da poténcia impar da fungdo cosseno:
Jcosg(e) de = Jcosz(e) cos(0) do = J [1 — senz(e)} cos(0) do v sen(8) 5 dv=cos(6) dt J (1 —v2> dv
3 —sen 3 9
:v—%+cv 2 en(0) — sens( ) yc. (11.50)

Logo substituindo ([IT=0) em ([TZJ) obteremos

J 1 5 dx = 8\9@ [sen(e) — sen3(9)] +C
(x2+x+1>

sen’ | arct %u
Gzarctg(%u) 8\/§ 2\/§ & 3
= o sen [arctg <3u>] — 3 +C
sen’ { arctg [2\@ <x + 1> }
u:ﬁ“% % sen{arct [2\@ <x+]> }— ’ : +C
9 8173 2 3 ’
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ou seja,
2 1
sen> arctg ﬁ (x—l— )

1 83 2v3 1 3 2
—3dX:T sen ¢ arctg = x+§ — 3 +C.
<x2 +x+ 1)

.. . . ax+b 5
11.6.6 Integrais indefinidas do tipo: > < dx, com p°—4q < 0, k €
(x* +px+q)
{2,3,--}

ePara k € {2,3,- -}, trataremos a seguir de integrais do tipo:

J ax+b dx,

2
(x + px + q)

onde o polinémio do 2.0 grau
p(x) =x*+px+q, xeR

é um polindémio irredutivel em R, ou seja, ndo tem raizes reais ou, equivalentemente,
A=p*—4q<0.

O que faremos é escrever o numerador da fungéo racional do integrando, em termos da derivada
do denominador da mesma.
Observemos que

a ap
ax+b Exercicio Z(ZX +p) +b— 7
ko k
(x2+px~|—q) <x2+px+ q)
Com isto, agiremos da seguinte forma:
a ap
>(2x+p)+b——-
J ax+b kdX:J2 kz dx
2 2
(x +px+q) (x +px—|—q)
_a 2x+p ap 1
—ZJ 5 kdx+<b_2>J 5 kdX
(x +px—|—q) (x +px+q)
u=x2+px-+q = du=(2x+p) dx gjljk du ( B azp)J ( 1 )k dx
2
X +px+(q
ke(2,3,--} a kT _ap 1
B ICE Vi <b 2 >J (x2+px+q)k "
u=x2+px+q a 1 ( ap J 1
= +|b— —) dx
k—1 k )
Z(k+])<xz+px+q 2 <x2+px+q)

(D

e para calcularmos a integral indefinida (I) utilizamos as técnicas desenvolvidas na subsegdo anterior.
Apliquemos a técnica acima ao seguinte exercicio resolvido:
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Exercicio 11.6.10 Calcular a integral indefinida

[
(

2
x2+x+1>

Resolucgao:
Sabemos que o polindmio do 2.0 grau

p(x) =x*4+x+1, paracada x€R,
é um polindémio irredutivel em R, pois
A=1*-411=-3<0.

Logo podemos aplicar a decomposi¢do acima e obter:

§(2x—|—1)—|—§
<x2—|—x+1) (x2+x—|—1> (x2+x+1> (xz—l—x—H)
uéxz X U=£X X
+2x+1 = du=(2x+1) & iJ]zdLH_;J 1 zdx
(xz—i—x—i—])

=X X 1 1
u=x2+2x+1 3 3J' dx

- 4+ —
2 2
2x4+2x+1 2 (xz+x+1>

Exemplo ([TE)

T2+ 2x + 1

3 1 3[4V3 V3 (2x+ 1)
3 5 arctg | ———

—i—% sen {2 arctg [\@(ZX—H)

ou seja,

7 94X = 2 +
<x2—|—x—i—1) 2x4 4+ 2x + 1 3

J 3x 43 3 2\/§{ [\/§(zx+1)
——dx = arctg — 3

Hue

Nesta secdo desenvolveremos técnicas para o cdlculo de integrais indefinidas do tipo

Jm dx, (11.51)

1 2x + 1
—1—2 sen {2 arctg [\@(;H

11.7 Integrais de funcoes racionais
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onde p, q sdo fungdes polinomiais, ou seja, calcular integrais indefinidas de fungdes racionais.

Para isto utilizaremos, entre outras, as técnicas desenvolvidas nas se¢es anteriores.

Lembremos que uma fungdo polinomial, p = p(x), para x € R, definida por um polinémio de grau
n pode ser colocada na seguinte forma:

p(x) =ao+a1x+---+ anx,, paracada xR,

onde a; € R, para cadai€{0,1,2,--- ,n}e an #0.
Comegaremos pelo seguinte resultado, cuja demonstracio serd omitida:

Teorema 11.7.1 (Teorema Fundamental da Algebm) Um polinémio de grau n pode ser de-
composto, como produto de um numero finito de fatores, onde cada um desses fatores é um
polinémio do 1. grau ou do 2.0 grau, sendo este ultimo, irredutivel em R (isto €, ndo tém raizes
reais).

Observagao 11.7.1

1. Sep =p(x), para x € R, é uma fun¢do polinomial cujo polinémio que a define tem grau
n entdo, do Teorema Fundamental da Algebra, seque que a fungdo polinomial p pode ser
colocada na sequinte forma:

n n;
p(x) =a(x—xp)™ - (x —xg)™ (xz—i—a]x—i—b]) L <x2—|—ajx+b]~) §

fatores do 1.0 grau

fatores do 2. grau irredutivers em R

onde cada um dos polinémios do 2.0 grau na decomposi¢cdo acima nao tém raizes reais,
1sto €,
af—4br <0, wpara cada 1€{1,2,---,j}.

2. Notemos que
my 4 +mg +2ng -+ 2n =n.

3. Na situagdo acima diremos que, para cada i € {1,2,---,K}, a raiz x = x; serd uma
raiz de multiplicidade m; do monémio (x — x;)™.

Consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo 11.7.1 Aplique o Teorema Fundamental da Algebra a fung¢do polinomial P:R—-R
dada por
p(x) =x*—23+2x*—-2x+1, para cada x€R.

Resolugao:
Observemos que
p(1)=14=2134212-21+1=0,

ou seja,
X1 = 1

é uma raiz real do polinémio
=23+ 2 —2x + 1,

ou seja, a funcéo polinomial

px) =x* =234+ 2x* —2x+1, para xeR,
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serd divisivel pela fungdo polinomial
r(x) =x—1, para x€R,
isto é, existe uma fungdo polinomial

q=4q(x), para x€R,

tal que
p(x) =q(x)(x—1), paracada x€R.

Para encontrar a fungdo polinomial q = q(x), para x € R, aplicaremos o Algoritmo de Briot-Rufini:

P23+ 2% —2x + 1 x—1

—[x"—x 3 —x24+x—1

— (—x3 + xz)

=x?—2x+1

Logo se considerarmos a fungdo polinomial q : R — R dada por

q(x) =x>—x>+x—1, paracada x€eR,

teremos que
px)=x* =23 +2x = 2x+1=(x—1)q(x), paracada xeR. (11.52)

Observemos que
q)=1—-17+1-1=0,

ou seja,
X2 = 1

é um raiz real do polinémio
X3 =Xt x—1,
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ou seja, a funcéo polinomial

S x4 x—1, paracada xR,

q(x) =x
serd divivel pela funcdo polinomial
r1(x) =x—1, paracada xeR,
isto é, exite uma funcdo polinomial q; = q1(x) tal que

q(x) =qi(x)(x—1), paracada xe€R.

Aplicando-se, novamente, o Algoritmo de Briot-Rufini, obteremos:

—xt+x—1] x—1

Logo se considerarmos a fungdo polinomial r: R — R dada por
qi(x) =x*+1, paracada x€R,

teremos que

3

q(x) =x —x2+x—1:(x—1)q1(x), para cada x € R. (11.53)

Observemos que 0 polinémio
x* +1
ndo possui raizes reais (isto €, € um polinémio irredutivel do 2.0 grau em R).

Logo, de ([T=2) e (IT=3), segue que

o3 —2x+1 = (x—1)? (x2+1)
~—— NI/

(fator do 1.0 grau ) (fator do 2.0 grau irredutivel em R)

e assim temos a decomposi¢io garantida pelo Teorema Fundamental da Algebra.
No caso x = 1 é uma raiz de multiplicidade 2 do polinédmio x* — 2x3 4+ 2x? — 2x + 1.
Passaremos agora a tratar do cdlculo da integral indefinida de uma fungdo racional, isto é, do

célculo da integral indefinida:
J PO gy
q(x)
onde p e q sdo fungdes polinomiais dadas.

Consideraremos, primeiramente, o seguinte caso:
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11.7.1 Caso que grau(p) < grau(q)

Trataremos nesta subsegdo do caso em que o grau do polinémio do numerador da integral indefinida
da fungdo racional, é menor que o grau do polindmio do denominador, isto &,

grau(p) < grau(q).

Iniciaremos aplicando o Teorema Fundamental da Algebra a funcdo polinomial q = q(x) (ou seja,
ao polinémio do denominador) para obter uma decomposigdo do tipo:

qgx) =a(x—x)™ - (x —xg)™ <x2 + a1x+b1)m (xz + ajx—i-bj)nj . (11.54)

fatores do 1.0 grau

fatores do 2. grau irredutiveis em R

Nosso objetivo é decompor a fungdo racional

p(x) p(x)

q(x) a(x —x7)™ - (x —xp) ™ (xz + a1x+b1>m (xz—i- ajx+b]~)

le)

em uma soma de fungdes racionais, onde cada umas das parcelas da decomposi¢do terd no denominador,
somente, uma expressio do tipo

(x—xy)%, para 1 e{1,2,---,my} (11.55)
para cada i € {1,-- -k}, ou do tipo
(xz + arx + bT)ST , para s, €{1,2,--- ,n.} (11.56)

para cada r € {1,---,j}, e no numerador aparecerd uma fungdo polinomial cujo grau sera zero ou grau

igual a 1, que dependera da parcela que estaremos considerando.
e . - o (x) - .
Tal decomposigdo serd denominada decomposicdo da fungdo racional Px) em fragoes parciais.

q(x)

A seguir descreveremos, de modo mais explicito, como sdo as parcelas associadas ao fator do
denominador ([TEH) e ao fator (CITEA).

1. Para cada i€ {1,2,---,k} seja
(¢ —x;)™

um dos fatores (do 1.0 grau) na decomposigdo do denominador da fungdo racional M, isto é,

q(x)
de (CIZ3) (ou seja, da fungio polinomial q = q(x) dada pelo Teorema Fundamental da Algebra).

_ ~ . X ~ .. . .
Na decomposicdo da fungio racional ZEJ em fraces parciais, associado ao termo do denomi-
nador (x —x;)™, teremos as seguintes parcelas:
Aj Aj Aj Aim.
1,1 + 1,2 . + 1,3 - I i,my .
x—xi  (x=x)"  (x—xi) (x —x3)™

(11.57)

2. Para cada, v €{1,2,---,j} seja
My
(xz + arx + br)

um dos fatores (do 2.0 grau irredutivel) da decomposigédo (I[IT54) (ou seja, da fungdo polinomial
q = q(x) dada pelo Teorema Fundamental da Algebra).
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Na decomposigdo da funcéo racional ZE’;;

Ny
nador (xz + ayx + br) , teremos as seguintes parcelas:

em fragdes parciais, associado ao termo do denomi-

Br,lx + C‘r,] Br,ZX + CT,Z BT,SX + Cr,3 Br,nrx + Cr,nr
x>+ ax+b * 2 2t 2 37000 2 Mir
T T <x + ayx + br> (x + ayx + br> (X + a;x + bT>

(11.58)

Deste modo obtemos uma decomposi¢do da fungdo racional 283 em fracdes parciais, a saber:
X 1 A A A A
pOd Tl A A [ A A
qix) a [[x—x (x —xq)m™ X — Xk (x — xic)™*
Byix+C Binx+C Biix+ G Bjn,x + Cjn,
21>1 1)] +_|_ 1)“1 LnTn] + 2]»1 ]»1 ++ )1y )y o
X"+ aix + by (xz—i-a]x—i-b]) X"+ ajx + bj (x2+ajx+bj>

Para finalizar observemos que sabemos encontrar as integrais indefinidas de cada uma das parcelas

p(x)

da decomposigdo da funcdo racional z ) em fracdes parciais, ou seja, podemos encontrar a integral

indefinida J M dx.

q(x)
De modo mais preciso, transformamos o problema de encontrar a integral indefinida de uma fungéo
racional, isto é, J 283 dx, em calcular a soma de integrais indefinidas dos seguintes tipos:
1
1. dx ;
JX—a
[ 1
2. | —— dx, para cada k €{2,3,---} ;
J (x—a)
[ b
3. [0 g
JXT+Ppx+q
ax+b
4. - dx, para cada k € {2,3,-- -},

° (xz + px + q)
que foram tratadas nas segdes anteriores.

p(x)

q(x)

Observagao 11.7.2 Podemos mostrar que a decomposi¢cdo da fung¢do racional em fragées
parciais, obtida acima, € Unica.

A demonstragao deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor.

Apliquemos 0 processo acima ao:

Exemplo 11.7.2 Encontre a decomposi¢do da fung¢do racional it

q(x)

em fragdes parciais, onde
P,q:R — R sdo dadas por:

px)=4—2x e qx)=x"—23+2x*—2x+1, para cada x€R.
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Resolucgao:

Notemos que
grau(p) =1 < 4 = grau(q).

Primeiramente devemos aplicar o Teorema Fundamental da Algebra a funcio polinomial q = q(x)

(a fungdo polinomial que aparece no denominador da fungdo racional).
Isto foi feito no Exemplo (IT—ZT) onde obtivemos

q(x) = (x—1)? (x2+1> , paracada x € R.

Portanto
4 —2x B 4 —2x
=23 2 —2x + 1 (X_])Z(XZ_,_])'

Pelo item 1. do procedimento acima, associado ao fator (x—1)?, do denominador da fungéo racional

ZEZ), deveremos ter a seguinte soma:
Aq A

=1 12

(x)

Por outro lado, associado ao fator irredutivel x> + 1, do denominador da fungdo racional 40’

deveremos ter a seguinte expressio:

Com isto deveremos ter:
4 —2x p(X) a=1 Aq A) Bix+ C;4

x4—2x3+2xz—2X+1:q(x) x—1+(x—1)2 X2+ 1

Assim, nosso problema passa a ser encontrar Ay, Ay, By, C; € R, de tal modo que
4 —2x Aq A2 Bix + C;

= +
=23+ —2x+1 x—1  (x—1)? x2 41
Af(x =12+ 1)+ Ar((x* + 1)+ (Byx + C)(x — 1)?

(x —1)? <x2+1)
Brercicio (A1 4 B1)x® + (—A1 + Az — 2By + C1)x* + (A1 + B1 —2Cy)x + (-A1 + A + (1)
(x=1? (x2+1)

*)

Comparando o lado direito da identidade acima com o lado esquerdo, obteremos o seguinte sistema
linear de equagdes do 1. grau, nas varidveis A, Ay, B, Ci € R:

A +B; =0 Al —2

—A1+A;—2B1+Ci =0 . . . L. Ay =1
, cuja solugdo serd (Exercicio):

A +B;—2C; =-2 B =2

Cr=1

—A1+A+C =4

Portanto a decomposigdo da fungdo racional serd dada por:
4 —2x _plx) =2 1 2x +1
XA =23 +22 —2x+1  qx) x—1 (x—=1)2 x2+1°

Com isto podemos resolver o:



496 CAPITULO 11. INTEGRAIS INDEFINIDAS

Exemplo 11.7.3 Encontrar a integral indefinida

J 4 —2x d
X =23+ 2x2 — 2x + 1 X

Resolugao:
Do Exemplo acima temos que:

J 4 —2x dx Exercicio acimaJ -2 4 1 n 2x+1 dx
x4 —2x3 4+ 2x2 — 2x + 1 N x—1 (x—1)2  x241
1 1 2x + 1
=2 d dx. 11.59
Jx—] X+J(x—1)2+sz+1 * ( )
Mas : ]
JX_] dx u_X]idu_dXJuduzln(lul) +C*" = m(x—1)+C, (11.60)
J1 dx 2 d”*F qu=""rcrxo L ¢ (11.61)
(x —1)2 u? u x—1 ’ '
2x+1 2 1 - - 1
J >2<+ dx:J ZX dx+J > dxuxzﬂidu ZXdXJdX—i— arctg(x)
x4 1 x4 1 x4 1 u
= In(u|) + arctg(x) + C u In ‘xz + 1‘ + arctg(x) + C. (11.62)
——
=x2+1

Logo substituindo (ITE0),(ITHT) e ((THE2) em (I[I59) obteremos:

4 —2x 1
) T 2 _
JX4—2X3+2X2—2X+1dX tn (e =1 x—1+1n(X —H)—i—arctg(x)—i—c

Observagao 11.7.3

1. Como ilustra o Exemplo acima, o método das fragcdes parciais é uma ferramenta muito

importante na obtengdo de integrais indefinidas do tipo Jp(x) dx, onde p,q sdo funcgdes

q(x)

polinomiais, sendo que o grau do polinémio p menor que grau do polinémio (, isto €,
grau(p) < grau(q).

2. Quando o grau do polinémio de p (o polonémio do numerador) é maior ou igual ao grau
do polinémio q (ou seja, do polinémio do denominador), ou seja,

grau(p) > grau(q),
entdo, aplicando-se o Algoritmo de Briot-Rufini, podemos encontrar fungbes polinomziais
r=71(x) e s=s(x), paracada x€R

(o polinémio v = r(x) serd resto da diwvisGo do polinédmio p = p(x) pelo polinémio q = q(x))
tais que

:s(x)—i—q(x para cada x € R\ {x € R; q(x) =0},
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onde o grau do polinémio de r é menor que o grau do polinédmio de q, ou seja,

grau(r) < grau(q).

Deste modo teremos:

p(x) _ [ r(x)} _ T(x)
Jq(x) dx J s(x) + Ty dx Js(x) dx+J Ty dx,

onde a primeira parcela € a integral indefinida de uma fungdo polinomial (sitmples de
calcular) e a segunda parcela é a integral de uma fungdo racional, onde

grau(r) < grau(q)

e asstm podemos aplicar o método das fracdes parciais para encontrar sua integral indefi-
nida.

Apliquemos isto ao:

Exemplo 11.7.4 Calcular a integral indefinida

3
x> —1
J4x3—xdx'

Resolugao:
Observemos que na fungdo racional

3

(x) . x> —1 1T 1
z(x):4x3—x’ paracada x € R\ _E’O’E ,

o grau do polinémio do numerador (isto é, o polindmio x> — 1 tem grau é 3) é igual ao grau do
polinémio do denominador (isto é, o polindmio 4x> — x tem grau é 3).

Logo precisamos realizar a divisdo dos dois polindmios para podermos prosseguir.

Aplicando-se o Algoritmo de Briot-Rufini, obteremos:

X3 —1 3 —x
1
(o] 3
1
ZX_]

Assim teremos:

1
3 —x—1
x> —1 1 21 1T 1 x—4 1 1
= = R\{—=,0,= ¢ .
G —x 4 43—« 4+44x3—x’ para cada x € \{ 2,0,2}
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Assim

x3—1 1 1 x—4 1 1 x—4 1 1 x—4
J4x3—xdx_J[4+44x3—x} dX—4JdX+4J4X3_de—4x+4J4X3_XdX_ (11.63)

Logo, basta calcularmos a integral indefinida
x—4
[Fets

Para isto aplicaremos o método das fragdes parciais.

Observemos que a decomposigdo em fatores do 1.0 grau e fatores irredutiveis do 2.0 grau em R da
fungdo polinomial do denominador serd dada por:

3 . VA - _
4x X4X(X >4X<X+2> (X )

Logo aplicando o método das fracdes parciais obteremos:

1 1 1 1
ﬂai“l ﬁ_,_ A, N A, _1 A4 <x+2) (x—2>+Azx<x—2>+A3x<x+z>
4x3 —x 4| x x+1 x—l 4 +1 ]

2 2 XX E X E
1 1
Bxercicio | (A1 + Az + Az)x* — 7 (A2 = Asz)x — ZAI]
4 X x—l—] x—l
2 2
Ar+A+A3=0
1 A;=16
= _E(AZ_A3):] , cuja solugio serd (Exercicio): { A, =-9
Az =—7
1
_ZA]:_4
assim
x—4 1116 -9 —7
3 —x 4| x 1 1
X+§ X—z
Logo
x—4 1116 9 7 1 9 1 7 1
J4X3—XdX_J4 ?*?*j dX_4JXdX4J7H_1dX4JX_1dX
2 2 2 2
u£x+%,v£x—%::> du=dx, dv=dx 41n(|x|) _ 9J1 du — 7 J 1 dv
4 ) u 4 ) v

=41n(|x]) — Zln(IuI) - Z111(|V|) +C

4
U=x+ % yV=X— 5

! 9
= 241n(|x|)+41n<
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Substituindo esta integrais indefinidas calculdas em (ITE3) obteremos

1 7 1
x+2‘>—41n<x—‘> +C.

4x3 —x 4

x3—1 1 9
J dx:x+1n(|x|)—41n< >

Temos o exercicio resolvido:

Exercicio 11.7.1 Calcular a integral indefinida

3_ 2 3
Jx Pl dx .

x? —2x 42
Resolucgao:

Observemos que na fungdo racional

p(x) . x> —x2+3
qx)  x*—2x+2°

paracada x € R,

o grau do polinémio do numerador (isto ¢, o polinémio x> — x? + 3 tem grau é 3) é maior que o grau

do polindémio do denominador (isto é, o polinémio x> — 2x + 2 tem grau é 2).
Logo precisamos realizar a divisdo dos dois polindmios para podermos prosseguir.
Aplicando-se o Algoritmo de Briot-Rufini, obteremos:

x> —x2+3 x2—2x+2

—(x3—2x2—|—2x) x+1

x> —2x+3
— (= —2x+2)
1
Logo teremos:
x> —x2+3 (x £ 1) 4 1
X2 —2x+2 Xt —2x+2
Assim:
S—x*+3 1 1
sz Al dx:J[(x+1)+ 3 }dx:J(x—i-de—i-J 3 dx
X" —2x4+2 Xt —2x+2 Xt —2x+2
—Xz—f—x—i-J]dx (11.64)
2 X —2x+2 '
1
Logo basta encontrar a integral indefinida J - dx.
X" —2x+2

Observemos que o polindmio
x> —2x+2
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é um polindmio do 2.0 grau irreditivel sobre R, pois
A=(=2?—-412=-4<0.

Assim

1 1 Ux—1=> du=dx J 1
_  dx=|————dx = dx = arctg(u) + C
Jx2—2x+2 J(x—1)2-|-1 w + 1 g(w

YT arctg(x — 1) + C.

Substituindo-se as integrais indefinidas calculadas acima em (I[T54), obteremos

dx = — +x+ arctg(x — 1)+ C.

Jx3x2+3 x2
X2 —2x+2 2

11.7.2 Integrais indefinidas de fungoes racionais envolvendo seno e cosseno

Definicao 11.7.1 Uma fung¢do racional envolvendo as funcdes seno e cosseno é uma fungdo do
tipo:
plsen(0)] plcos(0)]
—_— ou —,
] qlsen(0)]

qlcos(0
onde p =p(x) e q=q(x), x € R sdo fungdes polinomiais.
Observagao 11.7.4 Para o cdlculo de integrais de fungdes racionais envolvendo as fungbes seno

€ COSSeNno agiremos como G Sequir.
Trataremos da integral indefinida

Jp[sen(e” ae (11.65)

qlcos(0)]

e deizaremos como exercicio para o leitor, tratar da integral indefinida

J plcos(0)]
qlsen(6)]

A 1idéia central é fazer uma mudanga de varidvers (logo, bijetora!), do tipo:

) 0
v=t(3),

. . T 7
para O € 1, onde 1 um intervalo apropriado de R, por exemplo, 1 = <_§’ §>'

do.

Observemos que se
x=1t 0 ou seja, 6 = 2arctg(x), tmplicando em dO = Zi[arct (x)] = 2 dx. (11.66)
- g 2 ) .7 ) - g ) p - dX g - -I +X2 . .

Além disso, temos as sequintes relacdes:

0 0 2 0 2 0 sen?(0)=1—cos?(0) 2 0
—_= — — = — — —_ e 2 — —
cos(0) = cos <2+2> cos (2) sen (2> cos <2> 1
Teor -1 = 1

(11.67)
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x=tg(8) 2X
tg ) 11.68
1+%2 ( )

Assim, de (IT7d), ([1-61) e (ITE3), seque que

2x
plsen(0)] .  x=tg(9) p <1+X2> 2
J'q[cos(e)] o = J 1—+2\ 1+ x2 dx, (11.69)
a (1 —l—xz)

e esta dltima € a integral indefinida de uma fungdo racional (pois p e q sdo fungdes polinomiais
2x 1—x? . . .

T2 X = T2 sdo fungdes racionais) e portanto podemos aplicar o método das

fragbes parciais para encontrd-la e depois voltar na varidvel original, utilizando o fato que

e X —

x = tg(0).
Apliquemos isto ao seguinte exercicio:

Exercicio 11.7.2 Calcular a integral indefinida

1
J 1+ sen(0) do.

Resolugao:
No caso temos que p,q : R — R sdo dadas por

p(t)=1 e q(t)=1+1t, paracada teR.

Aplicando o porcedimento acima obteremos:

x = tg(§) = do = 57 dx
2x
sen(0) = T2
1 —x?

[ cosl0) =1 [
——do = dx
1+ sen(0) 14 2x 1+ x2

1+ x2
Exercicio 1 1 UZx+T--- 1
Jx2+2x+1 * J(x+1)2 X o
(@ cos ()
) sc-- : +C, (11.70)

() (})



502 CAPITULO 11. INTEGRAIS INDEFINIDAS

ou seja,

cos<e>
1 2
J1+sen(9)de__sen 9 —+ cos 9 e
2 2

Observagao 11.7.5 Podemos aplicar a técnica acima para encontrar as integrais indefinidas

1 1
J sec(0)do = J c0s(0) de e J cossec(0) do = Jsen(e) do,

de um modo diferente ao que fizemos nas Observagdes (IT51) e (IIEZ 1), respectivamente.
Deizaremos como ezxercicio para o leitor a aplicagdo deste processo a tais integrais indefini-

das.

11.8 Outras técnicas

Deixaremos a cargo do leitor a leitura das técnicas desta se¢do para encontrar alguns outros tipos de
integrais indefinidas que serdoapresentadas nas préximas trés subsecdes que envolvem, apds substi-
tuicbes apropriadas, integrais indefinidas de fungdes racionais.

Plsen(0), cos(0)]

Qlsen(0),cos(0)] do

11.8.1 Integrais indefinidas do tipo J

Observacao 11.8.1 Uma fungdo P : R? — R serd dita funcao polinomial de duas varidveis se

ela puder ser colocada na sequinte forma:
_ 2 2
P(x,Y) = Goo + [@10% + a1yl + [azox” + anxy + ag2y”]
+ oo [anox™ + a(n_mx“_]y + 4 (n_nxy”_] + aony™l, para cada (x,y) € RZ,
onde Qo+ ,0on € R.

Para calcular integrais indefinidas do tipo

J’ Plsen(0),cos(0)]

Qlsen(0),cos(0)] dx

onde P = P(x,y) e Q = Q(x,y) sdo fungdes polinomiais de duas varidveis, x,y € R, agiremos como
na subsecdo anterior, isto é, consideraremos a mudanga de varidveis (deverd ser bijetora!):

dx.

12

0 d
x = tg <2> , ou seja, 0 = 2arctg(x), e com isto teremos d6 = Za [arctg(x)]

para 0 € I, onde I é um intervalo apropriado de R.
Além disso

. 0 0 _ 2 0 2 0 senz(e]:_—cosz(e) 2 9 o
cos(0) = cos (2+2) = Cos <2> sen <2> = 2cos <2> 1

2 1= 2 1 x=1g(0) 2

O 0 T+
2 (2 22
sec (2) 1+ tg (2>

_1—x2
14+ x2
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Assim teremos que

p 2x  1—x2
1T4+x2714+x2 2
o = d
Qlsen(0),cos(0)] 2x  1—x2\ 1+x2
T3 +x2714+x2

X (11.71)

que é uma integral indefinda de uma fung&o racional e portanto podemos aplicar o método das fragbes
parciais para calculé-la.

Aplicaremos isto ao seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 11.8.1 Calcular

do.

J sen(0)
1+ sen(0) — cos(0)

Resolucgao:
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Notemos que

xitg(%)édezﬁdx

sen(0) = 142:;2
2 2x
J sen(0) i cos(0) = 7z J 112 2 4
1+ sen(0) — cos(0) N 2x 1—x21+x2
1+
T4+x2 142

5 5x+ 5

4 xercicio 4 4 2

= J xR J 4 4 2 dx
(x+2)(x2+1) X+ 2 x2+1

5 1 5 2x 5
_4Jx+2dx_8jx2+ldx+2j’xz+1dX
u=x+2, vEx2+1 = du=dx, dv=2x dx 5(1 5 J 1 5 J 1
- 4Jud“ 3 RO e e

5 5 5
=7 In(ju]) — 3 In(|v]) + 7 arctg(x) + C

- —x2+1 5 5 5
U2, vl ZIn(he+2) - 2In (|x2+1|) + 2 arctg(x) + C

ROREN(E

X:E(%) §ln [

(5]

5 0 5 0\1” 5
| S
>0
ou seja,
sen(0) 5 0 5 0\1° 5
= — - 2 - = ~ ] n M
J1 sen(8) —cos(0) 0 4™ [ e (2) * H SIH{[tg (2)] * }+4e+c
P (x, VX px+ q)
11.8.2 Integrais indefinidas do tipo J dx
Q <x, VX + px + q>
Para calcular integrais do tipo
P (x, VX +px+ q)
J dx, (11.72)

Q (x, VX4 px + q)

onde P = P(x,y) e Q = Q(x,y) sdo funcbes polinomiais de duas varidveis, agiremos da seguinte forma:.
Neste caso consideremos a mudangdo de varidveis (deverd ser bijetora!):

t=x+1/x*+px+q,

para x € I, onde I é um intervalo apropriado de R.
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Com isto teremos:

t =x4 /x2 +px+ q se, e somente se, 0 —x = \/x + px + q se, e somente se, (t —x)* = x> +px+q

se, e somente se, 02 —2t+ x> =x*+ px + g se, € somente se, t2—2t = Px + g se, e somente se,

t2 —
(2t +p)x = t* — q se, e somente se, x = Zt—i—g . (11.73)
Logo
d [t —q 2t(2t+p) — (t2 —q).2 2t2 + 2pt + 2q
dx = — = dt = dt. 11.74
T {2t+p] (2t +p)? (2t +p)? ( )

Além disso

2_ t(2t — (- 2
S rpxtqotox = t-a_ tattp) (E—q) _iptiq (11.75)

S 2t+p 2t+p 2t+p

Subsituindo-se ([T-73), ([I-4) e (IT—™) em ([T—72) (ou seja, fazendo a correspondente mudanca
de varidveis) obteremos

<t2—q t2 +pt+q

JP(X,\/m> dx—JP 2t+p’ 2t+p >2t2—|—2pt—i—2q
Q(x,\/m) Q<t2—q t2+pt+q> (2t +p)?

2t+p’ 2t+p

dt,

e a integral indefinida a direita € a integral indefinida de uma fungéo racional (na varidvel t) que pode
ser tratada pelas técnicas que desenvolvemos nas subsegdes anteriores (isto é, fragdes parciais).
Apés encontrar a integral indefinida na varidvel t, desfazemos a mudanca de varidveis, isto é,
fazemos
t=x+Vx*+px+q

e com isto terminamos de calcular a integral indefinida dada inicialmente.
Apliquemos esta técnica ao seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 11.8.2 Calcular a integral indefinida
1
—— dx. (11.76)
x4+ 2

Resolugao:
Fazendo a mudancga de varidveis
t=x+Vx*+2, (11.77)

teremos que
t =x+ /X2 +2 se, e somente se, t —x = \/x2 + 2 se, e somente se, (t —x)? =x*+2
se, e somente se, t2 — 2t + x> = x> + 2 se, e somente se, t* — 2t = 2 se, e somente se, 2tx = t% — 2

t2-2
2t

se, € somente se, x = (11.78)

Logo

2t2 44 242
2 dt = sz dt = ;2
(2t) 4t 2t

2_2 2t2t— (2 —=2) 2
d [t } dt = (¢ ~2) dt. (11.79)

dx = =
T At | 2t
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Além disso

(=)

22  t(2t+2)— (t 242
X4+2=t—x = t— _H ) (): + .

2t 2t +2 2t

Substiuindo-se (T—73), (T—) e (II=20) em ([IT—73) (ou seja, fazendo a correspondente mudanca
de varidveis) obteremos

1 e 1 t242 1 —x V212
dex( = )JtZHZtZdt:Jtdt:InUﬂH—Ct 2 1n<‘x+\/x2+2‘>+C.

2t

(11.80)

P (x,\/—x2+px+q)
Q (x,\/—x2+px+q>

11.8.3 Integrais indefinidas do tipo J dx, onde p? +4q > 0.

Observagao 11.8.2

1. Observemos que se o polinémio
2
XT—=Ppx—(,

56 tem raizes complezas (isto é, p* +4q < 0) seque que

x> —px—q>0, implicando que —x*+px+q<0

/—x2+px+ q
Y <0

2. Sep?+4q =0 entdo o polinémio x> —px — q tem duas raizes reais iguais, isto ¢,

e portanto

nao serd real, para cada x € R.
2 _ 2 Sy 2 _ 2
X" —px—q=(x—a)", smplicando que —x"+px+q=—(x—a)” <0,

que também ndo nos interessa (pois neste caso teremos

V2 +px+q= |—(x—a)?
0
<

ndo serd real, para cada x € R).

3. Logo s6 nos interessa o caso em que p>+4q > 0, ou seja, o polinémio x> —px—q tem duas
raizes reais distintas, que chamaremos de X, € X1 € vamos Supor que X, < X.

Neste caso, para encontrar a integral indefinida

ey
Q (v +pxta)

dx, (11.81)

agiremos da sequinte forma:



11.8. OUTRAS TECNICAS 507
Da item acima teremos que:
\/—x2+px+ q= \/—(x—xo)(x—x1), para cada X € (Xq,X1).
Logo se considerarmos a mudanga de varidveis (deverd ser bijetora!):
2 VXX = Vil N,
X — X
ou seja, (x —%o)*t? = (x —%o)(x1 —x), isto €, (x—xo)t? =x7—x
. , t?
ou seja, (1 +t2)x = xot? + %1, isto 6, x= w, (11.82)
1+t
para t € 1, onde I é um intervalo apropriado de R.
Logo
d [xot? 2x0t) (1+12) — (xot? +x71) (2t 2t(xo —
dx:dt[XO1 J;ZM] (2t (14¢) (oz ) (28 L 2t X12) at.  (1183)
+ (1 +—tz) (1 +—t2)
Além disso, seque de (I E3), que
=3) [ Xot? + X1 (x1 —%o)t
V—{x—%o)(x —x1) = (x — o) ( =y xo> e (11.84)

Substituindo-se (IT33), (IT=3) e (I1-34) em (ITX1) (ou seja, fazendo a correspondente

mudanga de varidveis) obteremos:

)

1+ t2

P (x, VX px+ q)

p <xot2 +x7 (%] —%o)t
1+t

> 2t(xo —x1) dt

JQ (x> m) dX—JQ ("Otzﬂg (x —xo)t> (e)

1+t2

1+ 12

e a integral indefinida d direita € uma integral indefinida de uma fungdo racional e portanto
podemos aplicar as técnincas desenvolvidas nas seg¢ées anteriores (isto €, fragdes parciais)

<

para calculd-la e depois desfazermos a mudanga de varidvers, isto €, substituirmos

V=X —=%o)(x —x1)

X — Xo

t =

para encontrarmos a integral indefinida da funcdo dada inicialmente.

Como aplicagdo desta técnica temos o seguinte exercicio resolvido

Exercicio 11.8.3 Calcular a integral indefinida

1
J 1 ax.
V4 —x?
Resolucgao:
Observemos que

Vx4 g =—(x+2)(x—2) =[x +2)(2—x),

(11.85)

paracada x € (—2,2).
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Consideremos a mudanga de varidveis (deverd ser bijetora!):

LV (x+2)(2—x) .

t= S , ou seja, (11.86)
(x+2)t=(x+2)(2—x), isto & (x +2)*t* = (x+2)(2—x),

—2t2 42
ou seja, (x + 2)t? =2 —x, ou ainda, (1 + tz) x = —2t> + 2, ou seja, x = H—‘—; (11.87)
Logo
2242 —4t] (1+1%) — (=2t2 +2) [2t —
dx:d[ttwtz] gt = 04T (22 FA) R 8 sdt.  (11.88)
dt| 1+t (1+1t%) (1+t2)
Além disso, segue de (I1T=%1), que
(=) [—2t2 42 At
47 2 — 2 — — — —2 = —. .
X" =(x+2)t [ T e ( )]t s (11.89)

Substituindo-se ([T=27), (IT=3) e ([T59) em ([T=2H) (ou seja, fazendo a correspondente mudanca
de varidveis) obteremos

1 1 -8t 1
de(n:iza)J 5 dt:—ZJZdt:—Zarctg(t)—i—C
4 —~? at (th) T+t
1+1t2
(= V22 (2 —
=? arctg x+2)2=x) +C,
x+2
ou seja,
1 V4 —x2
J dx = —2arctg x +C
4—X2 X+2
P (x,(ax+b)“1 ,(ax+b)“zz, . ,(ax+b)T:>
11.8.4 Integrais indefinidas do tipo J o s - dx
Q <x,(ax+b)ﬁ,(ax+b)fz,.-- ,(ax+b)W)
Para calcular integrais indefinidas do tipo
my my my
P <X,(ax+b)n1 ,(ax—l—b)T‘Z,'-- )(ax+b)nk>
J - - - dx, (11.90)
Q <x,(ax+b)“1,(ax+b)“2,m ,(ax—i—b)“k>

onde a,b € R, a # 0, my,n; € Nparaie{1,2,--- ,k} e P=P(x,---,xx) € Q = Q(x7, -+ ,xx) sdo
fungdes polinomiais nas k varidveis agiremos da seguinte forma:
Consideremos a mudanga de varidveis (deverd ser bijetora!)

t=+Vvax+Db, (11.91)

onde
r=mmc{ng,---,ng}
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(onde mmc = menor multiplo comum), para x € I, onde I um intervalo apropriado de R.
Observemos que podemos supor 1 > 1.
Caso contrario, se v = 1, teremos que n; = --- = ny = 1 e terfamos uma integral indefinida do
tipo

JP(x,(ax—l—b)m‘,(ax—i-b)mz,--- , (ax 4+ b)™k) dx
)]

Q(x,(ax+b)™ (ax+b)™2 -+ (ax+ b)™¥)

que é uma integral indefinida de uma fungéo racional que sabemos como calculé-la utlizando as técnicas
desenvolvidas nas seges anteriores (isto é, fragdes parciais).

Logo podemos supor, sem perda de generalidade, que v > 1, assim se considerarmos a mudanca
de varidveis (devera ser bijetora!)

T tT _b TtTi]
ax+b=1t" se, e somente se, x = se, e somente se, dx = g dt. (11.92)
Com isto temos que
i My .
(ax +b)™ = (ax+b) 7+ =M (11.93)
onde
M;=j3my e L1l=jn, paracada ie{l,---,k}.

Substituindo (ITHm), (II92) em ([T0) (ou seja, a mudanga de varidveis correspondente) e utili-
zando ([I3) obteremos

|

e observemos que a integral indefinida a direita é uma integral indefinida de uma funcdo racional da
varidvel t e pode ser calculada utilizando as técnicas desenvolvidas nas segdes anteriores (isto é, fragdes

my m2 Tk
P (x,(ax—i—b)“l y(ax +b)m - ,(aX+b)"k> . P(tM‘,thw- »th) !
X

M M M
Q(t 1,t 2,---,’[ k) a

dt,
my my my
Q(x,(ax—i—b)nl ,(ax+b)m2, .- ,(ax+b)n:§>

parciais) e apds isto podemos desfazer a mudangdo de varidveies, isto é, substituir
t=+vax+b

para encontrar a integral indefinida dada inicialmente.
Como aplicagdo desta técnica temos o seguinte exercicio resolvido

Exercicio 11.8.4 Calcular a integral indefinida

1
dx.
J2x+5+\/2x+5 X

Resolucgao:
Observemos que

1 1
dx:J dx, (11.94)
JZX+5+\/2X+5 (2x+5)" + (2x +5)2
ou seja,
m =1 n=1,m=1¢e n,=2.
Logo

r=mmec{ng,ny} = mme{1,2} =2 > 1.
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Assim se considerarmos a mudanga de varidveis (deverd ser bijetora!):

x4+ 5=t =12, (11.95)
teremos
2t
dx:?dt:tdt. (11.96)

Subsitituindo (TUA) e (IUA@) em ([T4) (ou seja, fazendo a mudanca de varidveis correspondente)
obteremos

J 1 d (":EE)J 1 tdt:J 1 dtu;t+1zdu_dtj1du

2x+54+2x+5 x 2+t t+1 u
—InwW + C E Wt 1)+ CTE P [ |Vxr5+1] | +C,
—_—
>0
ou seja,
1
J2X+5+\/mdx:ln<\/2x+5+1)+C.



Capitulo 12

Integrais definidas de funcoes reais de
uma variavel real

Neste capitulo comegaremos a tratar do segundo problema que aparece no inicio destas notas, a saber,
o problema de encontrar drea, que indicaremos por .4, de uma regido limitada R, contida no plano
x0vy, que é delimitada pela representagdo geométrica do grafico de uma fungdo f : [a,b] — R, pelas
retas x = a, x = b e pelo eixo Ox (veja a figura abaixo).

12.1 Somatdrios

Observagao 12.1.1 Quando precisarmos escrever uma soma de muitas parcelas de um modo
condensado usaremos o simbolo E .

Exemplo 12.1.1

4
1. Zi:1+2+3+4.

i=1

2. Dados n € N e uma fun¢gdo F:N > R, se m€{1,--- ,n}, teremos

> FA) =F(m)+Fm+1)+---+Fn).

511
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3. Dadosn €N, a funcgo f:R—> R e x1,x2, -+ ,Xn,Ax € R entdo

D fxa)Ax = f(x1) Ax + f(xg) Ax + -« + fxq) Ax.

i=1

12.1.1 Propriedades do somatorio

Temos as seguinte propriedades do somatdrio:

Proposicao 12.1.1 Seja n € N fizado.

1. SeceR entdo

n

Y c=ne.
i=1

2. SeceR eF:N—=R ¢ uma fungdo entdo

Y [eFi)]=c) F(i).
i=1 i=1
3. Se F,G:N — R sdo fungdes entdo
Y FR)+GI =) Fi)+) GH)
i=1 i=1 i=1

Demonstragao:

As demonstragdes serdo deixadas com o exercicio para o leitor.

12.2 Area de uma regiao plana associada ao grafico de uma funcao
Consideremos f : [a,b] — R uma fungdo continua e ndo negativa definida em [a, b], isto é,
f(x) >0, paracada x€ [a,b].
Nosso objetivo é encontrar (se existir) a drea, que inicaremos por .4, da regido limitada R, contida

no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grafico da funcdo f , pelas retas x = a,
x = b e pelo eixo dos Ox (veja a figura abaixo).
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Para isto, dividiremos o intervalo [a, b] em n partes iguais, obtendo desta forma os pontos x;, para
cada i €{0,--- ,n}, de tal modo que (veja a figura abaixo):

Xo=0a, Xi=X,+1iAx=a-+1Ax, paracada ie{l,---n},

onde

Para cada n € N, consideremos a soma:
n
Sn=) flxi)Ax=Aj+ Ay + -+ An,
i=1

onde, para cada i € {1,---n}, A;, denota a drea do retdngulo R;, que tem o como base o intervalo
[xi—1,xi] e altura dada por f(x;) (veja a figura abaixo).
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Observemos que, em geral, para cada n € N, temos que S,, ndo serd a area .4 da regido R, mas
aumentando-se o valor de n, isto é, o nimero de divisées do intervalo [a, b], teremos que o valor S,
ficard cada vez mais préoximo do valor da &rea .A, isto é:

n
A= lim Sy = lim Y f(x;)Ax,
i=1

n—oo n—oo 4

se o limite acima existir (isto €, for um ndmero real).
Apliquemos este processo ao seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 12.2.1 Seja f:[0,2] —» R, dada por
f(x) =2x, para cada x € [0,2].
Calcular a drea, que indicaremos por A, da regido limitada R, contida no plano xOy, deli-
matada pela representagcdo geométrica do grdfico da funcdo f , pelas retas x =0, x = 2 e pelo

eizo Ox.

Resolugao:
A figura abaixo descreve a regido R para os quais queremos encontrar a area.
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Observemos que a regido é um tridngulo retdngulo que tem como base o intervalo [0, 2] e altura
f(2) =4 e assim sua drea serd dada por:

1 24
A= base x altura 2t 4, (12.1)
2 2
onde u.a. denota unidades de area.

Podemos reobter o resultado acima utilizando-se o processo desenvolvido anteriormente, ou seja,

dividindo-se o intervalo [0,2] (a =0 e b = 2) em n intervalos iguais teremos, para cada i € {1,--- ,n},
que:
Ax=br8=2 xi—a+iAx=i3 2\ 2 2\ 2 8
A=) xR f<i> n o <Zi> — =i
n/n n/n n
=2i2
Logo

n n 8 8 n
Sn£ZAi:Z<n2i>:nzZi. (12.2)
i=1 i=1 i=1

Sabemos que soma dos n primeiros termos de uma P.A, de razdo 1, é dada por

n
1
Y i= it (12.3)
, 2
i=1
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo
8 1 4
Sn (2) = (B9) — nn+1) =44 —, paracada neN. (12.4)
n 2 n
Substituindo-se (IZ4) em ([23), obteremos:
4 4 ici
A= 1im S, "= lim <4+ ) — lim <4+ > Brercicio 4 1 a.,
n—oo n—oo n X—00 X

como obtido em ().
No exemplo a seguir, ndo ha como resolvé-lo se ndo for pelo processo desenvolvido anteriormente.

Exemplo 12.2.1 Seja f:[0,2] — R dada por
f(x) =x*, para cada x€R.

Encontrar a drea, que indicaremos por A, da regiGo limitada R, contida no plano xOy,
delimitada pela representacdo geométrica do grafico da funcgdo f , pelas retas x =0, x =2 e pelo
eizo Ox (veja a figura abaizo).
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Resolugao:
Faremos o processo desenvolvido anteriormente passo a passo.
No 1.0 passo, considerando o retdngulo que tem como base o intervalo [0, 2] e altura o intervalo

vertical

que serd indicado por R; (veja a figura abaixo).
Ent&o a drea da regido R;, que indicaremos por .4;, serd dada por

base x altura =2.4 =8,

isto é,
A =8.
Neste caso néo dividimos o intervalo [0, 2] (isto é, x, =0 e x; = 2).
Logo o valor .4; = 8 seria uma primeira aproximagdo para o valor da drea .4 da regido R.

Xo =0

Para o 2.0 passo, consideraremos os retdngulos que tém como bases os intervalos [0, 1], [1,2] e
alturas os intervalos verticais

[0,f(1)1 =10,1 e [0,f(2)] =10,4],

respectivamente, que serdo indicados por Ry e Ry, respectivamente (veja a figura abaixo).

R2,2

R21

xy =2
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As areas dos retangulos Ry e Ry, que indicaremos por A, e A, respectivamente, serdo dadas

por:

A1 = base x altura de Ry; = 1.1 =1

e
Ay =base x altura de Ry = 1.4 =4.
Logo a soma das dreas dos retdngulos R, 1 e Ry, que indicaremos por .A;, serd dada por:
Ay =A 1+ A =1+4=5,
isto é,

Ay =5.
Neste caso dividimos o intervalo [0, 2] em duas partes iguais (isto é, xo =0, x; =1 e x; = 2).
Logo o valor A; =5 seria uma segunda aproximagdo para o valor da drea .4 da regido R.
2 4
Para o 3.0 passo, consideraremos os retdngulos que tém como bases o intervalos [O, 3], [3, 3},

4
[,2] e alturas os intervalos verticais

be()]-b8) BE)]-[o] » oo

respectivamente, que serdo indicados por Rz, R3> e R33, respectivamente (veja a figura abaixo).

R3,3

on

<

R3.2

wlN
[VEN

As areas dos retangulos R3 1, R3, € R33, que indicaremos por A1, A3 e A33, respectivamente,
serdo dadas por:

24 8
Aj3;1 = base x altura de R3; = 30= 77
216 32
A3, = base x altura de R3; = 39 -3
e
2 8
A3 3 = base x altura de R33 = 3 4 = 3
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Logo a soma das areas dos retangulos R3 1, R3> e R33, que indicaremos por .43, serd dada por:

8 32 8
Az =Az1 +Azp+ Az = 77ttt 3
isto é,
112
A3 — f .
. . . . ) 2 4
Neste caso dividimos o intervalo [0,2] em trés partes iguais (isto é, x, = 0, X1 = 3 X2 =3 e

X3 = 4).
2
Logo o valor A3 = 57 seria uma terceira aproximagdo para o valor da area .4 da regido R.
Podemos prosseguir dividindo o intervalo [0,2] em 4, 5, etc. partes iguais ou, mais geralmente,
dividindo-se o intervalo [0, 2] em n partes iguais , obtendo os pontos
2—-0 2

Xo =0, X =Ax, --+, X =jAx, y--+, xp =2, onde Ax=-—=—,
n n

e fazendo uma construgdo semelhante a que fizemos acima, por meio de retdngulos, que indicaremos
por Rn,j-
Observemos que, para cada j € {1,---,n}, o retadngulo R, ; terd como base o intervalo [x;_1,x;] e

altura o intervalo vertical [x;, f(x;)].

Com isto obteremos uma nova aproximagdo para a area .A, da regido R, utilizando a soma das
dreas dos retangulos R, ; obtidos a partir da divisdo que consideramos acima.

Em geral, se dividirmos o intervalos [0, 2] em n partes iguais, todos os sub-intervalos obtidos dessa
divisdo (isto os, intervalos [x;_1,x;], para cada j € {1,--- ,n}) terdo mesmo comprimento, a saber,

AxiE
n

e estes sub-intervalos serdo da seguinte forma:

2 2

[X]'1)X]']:|: (j_]))nj]) para cada j€({l,---,n}.

n

Para cada j € {1,---,n}, as alturas dos retadngulos R, serdo o intervalos verticais da forma

2
0, f(x)] = [o, (i;) ] = [O, :ziz} :

Geometricamente, para j € {1,---,n}, o retdngulo R, ; serd dado pela figura abaixo.

Yy
A

Xn =2
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Assim, para cada j € {1,--- ,n}, a drea do retangulo R, ;, que indicaremos por A, ;, serd dada por:
2 (2\* 8
An;j = base x altura de R ; = — <)> = —3]'2.
n \n n
Logo a soma das areas dos retdngulos R, ;j, para j € {1,2,---,n}, que indicaremos por S,, serd
dada por:
n 38 " 8 n "
SHZZEJ :EZJ . (12.5)
j=T1 j=1

Utilizando-se indugéo finita, podemos mostrar, que

ijzn(n—l-])(Zn—H). (12.6)

(o)}

j=1

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Logo
s, (tz3) & (23) Tin(n—i— 1)6(2n+ 1) _ g n % N 34?) (12.7)
para cada n € N.
Logo o valor
8§ 4 4
Sn — g + E + W
seria a n-ésima aproximagdo para o valor da area .4 da regido R.

Mas s 4 . < \
A= lim S, (HE) lim [ + -+ :| — lim [ + 14 :| Exercicio
3 n 3 ' x

n—oo n—oo

8

g )
o . ) 8

ou seja, a area da regido R serd A = 3 u.a. .

Observagao 12.2.1 O processo acima nos dd um modo de calcular a drea de regiées do tipo
descrito acima, porém o processo € complicado e trabalhoso.

O que faremos a sequir € tentar colocd-lo de uma forma mais simples de obté-la, que € o
que faremos nas prorimas segdes.

12.3 Soma de Riemann

Comecgaremos pela:
Definicao 12.3.1 Uma colegdo finita de pontos do intervalo [a,b] da forma
P ﬁ{XO,X],"' axn}

que satisfazem:
Xo=a<X] <X < - <Xn_1<Xp=D>,
serd denominada particao (ou divisao) do intervalo [a,b].
Neste caso, para cada i €{1,--- ,n}, definimos

AXi = Xi — Xi—1

e com isto diremos que norma da particao P, indicada por ||P||, serd dada por:

Pl = max {Axi}.
ie{l,-n}

)
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<

Observagao 12.3.1 Observemos que a norma da particdo P é comprimento do maior subin-
tervalo determinado pela particio P (veja a figura abaizo).

Axy
Ax Axy =
1 2= IP1 a2
D > -~ - >
Xo = @ X1 X2 X3 X4 x5 =Db x

Seja f: [a,b] — R uma fungéo limitada em [a,b] e
P = {XO)XU T )Xn}

uma particdo do intervalo [a, b].
Para cada i € {1,--- ,n}, escolhamos no subintervalo [x;_1,x;], um ponto &;, isto, &, & € [xi_1,xi].
Com isto podemos fazer a seguinte soma (finita)

f(E1) Axy + F(E) Axg + -+ + f(En) Axn = ) F(E1) Axi.

i=1

Com isto temos a:

Definigao 12.3.2 A soma acima serd denominada soma de Riemann da fungao f, associada
a particao P e aos pontos &;, para cada i€ {1,---,n}.

Observagao 12.3.2
1. Geometricamente poderemos ter a sequinte situacdo:

Y

a=x, &1 x1 &2

X3 &4 X4 =D

2. Vale observar que a fungdo f pode ser negativa (como na figura acima).

Asstm a soma de Riemann da funcdo f associada particdo P e aos pontos &;, para cada
i e {l,---,n} nao nos fornecerd, neste caso, uma aprozimac¢do da drea da regiGo plana
limitada, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas
x=a, x=">b e pelo eizo Ox, pois a drea dos retdngulos poderdo nao ser, necessariamente,
dados por f(&;) Axy, jd que f(&;) pode ser menor que zero.

Na situagdo da figura acima 1sto acontece quando i = 1 ou i = 2, pois f(&) < 0, para
ie{1,2}.
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3. Se a funcdo f é ndo negativa, a soma de Riemann acima, poderd ser uma aprorimacao
para a drea da regido plana limitada, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico
da funcgdo f , pelas retas x = a, x =b e pelo ewxo Ox, se a fungdo f for "bem comportada”,
como veremos mais adiante.

Com isto podemos introduzir a seguinte definigdo:

Definicao 12.3.3 Seja f:[a,b] - R uma fung¢do limitada.
Diremos que a fungdo f € integravel em [a,b] se ezxistir L € R de modo que, dado ¢ > 0,
podemos encontrar & > 0, de modo que, para toda particdo

P={xo=a,x1, -+ yXn = b}
do intervalo [a,b] satisfazendo
Pl <& etodo &€ [xi—1,xi] paracada i€{l,--- n},
deveremos ter: N

<E.

D flE)Ax—L

i=1

Neste caso diremos que o numero real L € a integral definida da fungao f no intervalo
b

la,b], que serd denotada por J f(x) dx, sto €,
a

Jb f(x)dx =1L.

a

Observacao 12.3.3

1. A DefinigGo actma nos diz que a funcgdo f é integrdvel no intervalo [a,b] se, e somente
se, podemos deizar a soma de Riemman da fungdo f a associada partigcdo P e aos pontos
&, para cada i € {1,--- ,n}, tdo prérima do numero real L quanto se queira, desde que, a
norma da particdo P seja suficientemente pequena.

2. Se f € integrdvel no intervalo [a,b] entdo teremos:

n
L= lim f((t_,l) AX;L,
IPI—0 4=
ou ainda:
b n
J f(x)dx = lim (&) Axy,
a IPI—0 47
para qualquer escolha &; € [xi_1,xi], para cada i € {1,--- ,n}, onde

'Pi{XO:CL,X],"' )Xn:b}

€ uma particdo do intervalo [a,b].

b
3. Na notagdo da integral definida introduzida na Defini¢do acima, 1sto €, J f(x) dx, a fungdo

a
f serd dita integrando, o ponto a serd dito limite (ou extremo) inferior de integracao,

o ponto b serd dito limite (ou extremo) superior de integracao e o simbolo J serd

denominado sinal de integragao.
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4. Vale observar que usaremos o mesmo simbolo para a integral indefinida e para a integral
definida, a saber, J

Serd que existe alguma relacdo entre estes dois conceitos tdo diferentes?

5. Se a fungdo f:[a,b] = R € nao-negativa e integravel em [a,b] entdo a integral definida

b
J f(x) dx, nos fornecerd o wvalor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada R,

cgntida no plano xOy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f
pelas retas x = a, x =b e pelo eixo Ox (veja a figura abaizo).

Temos também a seguinte definigdo:

Definicao 12.3.4 Se a funcgdo f: [a,b] — R € integrdvel em [a,b] entdo

Com isto temos o seguinte:

Exemplo 12.3.1 Seja f:[0,1] —» R a fun¢do dada por

|1, para x=0
f(x) =
0, para cada x € (0,1]

Mostremos que a funcdo f é integrdvel em [0,1] e que

1
J f(x)dx =0.
0

Resolucgao:
A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo:
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Seja
L=0. (12.8)
Observemos que se
P ={xoyX1y** yXn}

é uma parti¢do do intervalo [a,b] e se & € [xi_1,xi], para cada i € {1,--- ,n}, entdo deveremos ter
& #0, paracada i€{2,---n}.
Assim a soma de Riemman da funcdo f associada particio P e aos pontos &;, para cada i €

{1,---,n}, serd dada por:

n
O».:z)"'y i)=0,1 2»"')
3 f(E) Axy =0T T LSRN gy Ay (12.9)

i=1

Logo, dado ¢ > 0, consideremos

d=ce.
Se uma partigdo P = {x, = a,x1,- - ,Xn = b} do intervalo [a, b] é tal que
IP|l<6 e & €I[x_1,xl], paracada ie{l,---,n},

teremos:

n

Zf(ii)AXi— L

i=1

(=3) (3 ’ If(x)I<1

(&) Axq| = f(&1)] Ax; < TAx

i f(&) Axy — 0
i1

< max {Axi}=[P| <d=¢,
ig{l,- n}

mostrando que a fungdo f é integrdvel em [0, 1] e além disso
1

J f(x)dx=L=0.
0

A seguir daremos uma condigio suficiente para que uma funcio seja integravel no intervalo [a, b],
a saber:

Teorema 12.3.1 Seja f: [a,b] — R uma func¢do continua em [a,b].
Entdo a fungdo f serd integrdvel no intervalo [a,b], ou seja, existe a integral definida

Jb f(x)dx.

a
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Demonstragao:
A demonstracdo deste resultado serd omitida.
Os interessados em poderdo encontrd-la em [?] pag. 125.

g

Observagao 12.3.4 O Teorema acima nos dd uma condi¢do suficiente para que uma func¢do
seja integrdvel no intervalo [a,b] mas que, pelo Exemplo acima, esta condi¢do nao é necessaria
Jd que a fungdo do Ezemplo acima ndo € continua em [0,1] mas € integrdvel em [0,1].

Podemos agora introduzir a:

Definicao 12.3.5 Uma parti¢do
P ={XoyX1y "+ yXn}

do intervalo [a,b] serd dita particao regular do intervalo [a,b] se

. . a .
xi=a+1i o para cada 1i€{0,---,n}.

Observagao 12.3.5

1. Na figura abaizo a partigdo regular do intervalo [a,b] possut 9 pontos (n =38).

Xo = @ xg =b
X1 X2 X3 X4 x5 X6 X7 x
B
b—a
8
2. Em uma partigdo regular P = {xo,X1, -+ ,Xn} do intervalo [a,b], todos os subintervalos
[xi_1,xil, para i € {1,--- ,n}, teém o mesmo comprimento.
De fato, pois
.b—a .
Axi =Ax = ——, para cada i€{l,---,n}.
n
. . b—a ,
Neste caso, a norma da partigdo serd , ou seja,
b—a
1Pl = :
n

3. Observemos que se a fung¢do f:[a,b] — R € integrdvel em [a,b] entdo podemos considerar
uma parti¢cGo
P ={XoyX1y "+ yXn}
qualquer do wntervalo [a,b] e pontos quaisquer &; € [xi_1,xil, para cada i € {1,--- ,n}, nos
correspondentes subintervalos determinados pela particdo P, para calcularmos o limite da
Observagdo (Z=X3) item 2., que nos fornecerd o valor da integral definida.

Em particular, podemos considerarmos uma particdo regular, que indicaremos por P =
{X0y %1, yXn}, do intervalo [a,b] e

b—a
Si=a+i > para cada i€{l,--- ,n},

e com 1sto obteremos:

b n
b—a

)dx = 1 § f(£1) Ax; = i § f . 12.10

J fx)de= HPI\]\EEO (60) & = oo, <a+l ) n (12.10)

a
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Apliquemos isto ao seguinte exercicio:

Exercicio 12.3.1 Seja f:[1,3] = R a fung¢do dada por

f(x) =x*, para cada x € [1,3].

3

Mostre que a funcgdo f € integrdvel em [1,3] e encontre o valor da integral definida J X% dx .
1

Resolugao:

Observemos que a fungdo f é continua em [1, 3], logo segue, do Teorema acima, que ela serd uma
funcéo integréavel em [T, 3].

Da Observagdo acima item 2. (podemos utilizar uma partigdo regular do intervalo [1, 3] e escolher
em cada subintervalo determinado pelos pontos da particdo onde calcularmos o valor da fungdo f )
segue que:

3 b n n 2

m b_ b_ =l e =, . .2 2
szdx:J f(X)dx(:) lim Zf a+i a a a]:b311mZ(1+1> —
1 a n—oo n n n—)ooi:] n n

i=1 —— ~——
:E,i :Axi:Ax
. [2 & [n?+4in +4i2 . 2 &, — =
i i=1 i=1 i=1
Como vimos anteriormente (Exemplo (I2Z=2T))
i nn+1) = nmn+1)2n+1)
Zi:T e ) if= z : (12.11)

i=1 i=1

Logo

b 2 n n n
2 1 2 . .2
Lx dx—nh_}:rrolo{n3 [n 2114-471211—#42]1]}
1= 1= 1=

2 1 1)(2 1
(=7 lim {3 [nzn—l—4nn(n+ ) +4n(n—i— J2n+ )] }
n—oo | N 2 6
Exercicio .. 26T13 + 24T12 +4n 26X3 + 247(2 + 4% | Bxercicio 26
- ].].m = l1im — -,
n—oo 3n3 X—00 3x3 3
ou seja,
3
J x?dx = é
] 3

Observagao 12.3.6 Como a func¢do f do Ezemplo acima € ndo negativa em [1,3] e integrdvel em
[1,3] (pois é uma fungdo continua em [1,3]), seque que a drea A da regido limitada R, contida
no plano xOy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas
x =1, x =3 e pelo eizo Ox serd dada por

3 26
A:J X dx = = w.a..
1 3
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12.4 Propriedades da integral definida

A seguir exibiremos algumas propriedades gerais da integral definida que serdo tteis para o célculo

das mesmas, a saber:

Proposicao 12.4.1 Sejam f,g:[a,b] = R fungées integrdveis em [a,b] e x € R.
Entédo:

(1) A fungdo of :[a,b] — R serd integrdvel em [a,b] e além disso

b b
J (af)(x)dx = ocJ f(x) dx.

a a

(11) A fungdo f+ g:la,b] — R serd integrdvel em [a,b] e além disso

b
f(x) dx—l—J g(x) dx.

a

b

Jb(er g)(x) dx :J

a a

Vale o andlogo para a fungdo f— g, isto é, a fungdo f— g : [a,b] — R serd integrdvel em

[a,b] e além disso
b

f(x) dx—J g(x) dx.

a

b

Jb(f—g)(x) dxzj

a a

(11z) Se c € [a,b] entdo as restriges da fungGo f aos intervalos [a,c] e [c,b] serdo funcgdes
integrdveis em [a,c] e [c,b], respectivamente, e além disso

Jb f(x) dx = JC f(x) dx + Jb f(x) dx.

a a Cc

() Se c,d,e € [a,b] entdo as restri¢ées da fungdo f aos intervalos com extremos em c,d e e
serdo funcgdes integrdveis nos respetcivos intervalos e além disso

Jd f(x)dx = Je f(x) dx + Jd f(x) dx.

Cc C €
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(v) Se f:[a,b] - R é uma fungdo dada por:
f(x)=C, x¢€la,b]

entdo a funcdo f € integrdvel em [a,b] e além disso

(vt) Suponhamos gque

Entao

Jb f(x) dx < Jb g(x) dx.

a a

(vii) Suponhamos que existem m,M € R tais que
m<f(x) <M, xé€lab].

Entao
b

m(b—a)SJ f(x)dx < M(b—a).

a
(viiz) A fungdo [f]: [a,b] — R dada por
Ifl(x) = |f(x)|, para cada x € [a,b],

serd integrdvel em [a,b] e além disso

b
< J ()] dx.

a

Jb f(x) dx

a

Demonstragao:

As demonstracdes destas propriedades seguem da aplicagdo, de modo conveniente, da definigdo de
fungéo integravel em um intevalo fechado e limitado, e suas elaboragdes serdo deixadas como exercicio
para o leitor.

O

Observagao 12.4.1 Podemos dar interpretacdes geométricas para algumas das propriedades
acima.

<

Para isto, vamos supor que as fungdes envolvidas sdo ndo negativas em [a,b], isto €

0<f(x),g(x), para cada x € [a,b]
e x> 0.

1. A propriedade (i) nmos diz, geometricamente, que drea Ay da regiGo limitada Ry, contida
no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da funcdo of, pelas
retas x = a, x = b e pelo eizo Ox pode ser obtida multiplicando-se por x a drea A da regido
limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da
fungdo f , pelas retas x =a, x =b e pelo eizo Ox (veja figura abaizo).
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2. A propriedade (1) nos diz, geometricamente, que drea A da regido limitada R, contida
plano xOy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f+ g, pelas
retas x =a, x =b e pelo eizo Ox pode ser obtida somando-se a drea As da regido limitada
R¢, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da fungdo
f , pelas retas x = a, x = b e pelo eizo Ox com a drea Agy da regido limitada Ry, contida no
plano xOy, delimitada pela representagao geométrica do grdfico da fungdo g, pelas retas
x=a, x=">b e pelo eizo Ox (veja figura abaizo).

)
=2
®
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y=(f-g)x)

X2

7A:J: f(x)dx—J g(x)dx

)
o2
®

Se
g(x) < f(x), para cada x € [a,b],

a segunda parte da propriedade (1) nos diz, geometricamente, que drea A da regido li-
matada R, contida no plano xOy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da
fungdo f — g, pelas retas x = a, x =b e pelo eizo Ox pode ser obtida da diferenca da drea
As da regido limitada Ry, contida plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do
grdfico da fungdo f , pelas retas x = a, x = b e pelo eizo Ox pela drea Ay da regido limitada
Ry, contida plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo g,
pelas retas x = a, x =b e pelo eixzo Ox (veja a figura acima).

A propriedade (1) nos diz, geometricamente, que drea A da regido limitada R, contida
plano xOvy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas
x=a, x =D e pelo ezxzo Ox € a soma da drea A; da regido limitada Ry, contida plano xOvy,
delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da funcdo f , pelas retas x =a, x =c¢
e pelo eizo Ox com a drea A da regido limitada Ry, contida plano xOy, delimitada pela
representacGo geométrica do grdfico da funcdo f , pelas retas x =c, x =b e pelo eizo Ox
(veja a figura abaizo). 1 v =

Ry

R2
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5. A propriedade (1v), geometricamente, pode ser vista de modo semelhante a que fizemos no
item actma para a propriedade (111).

6. A propriedade (v) nos diz, geometricamente, que drea A da regido limitada R, contida no
plano xOvy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas

x=a, x=">b e pelo ezxzo Ox é a drea de um retdngulo com base de comprimento b —a e
altura com comprimento C (veja a figura abaizo).

Y

7. A propriedade (vi) nos diz que se
f(x) <g(x), para cada x € [a,b],

entdo a drea As da regido limitada R¢, contida no plano xOvy, delimitada pela representacdo
geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas x = a, x = b e pelo eizo Ox é menor ou
1gual drea Ag da regido limitada Ry, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo
geométrica do grdfico da fungdo g, pelas retas x = a, x = b e pelo eizo Ox (veja a figura
abaizo).

8. Sem >0, a propriedade (vii) nos diz que se

m < f(x) <M, para cada x € [a,b],
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entdo a drea As da regido limitada R, contida no plano xOvy, delimitada pela representagcdo
geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas x = a, x =b e pelo eizo Ox € mator ou 1gual
que a drea do retdngulo que tem como base o intervalo [a,b] e altura com comprimento
m e menor ou igual drea do retdngulo que tem como base o intervalo [a,b] e altura com
comprimento M (veja figura abaizo).

)
o2
®

9. Se f pode assumir valores negativos, a propriedade (viii) nos diz que o mddulo da integral
definida da fungdo f mo intervalo [a,b] é menor ou igual drea da regido limitada, contida
no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo |f|, pelas
retas x = a, x =b e pelo eizo Ox (veja figura abaizo).

=Y

Temos o seguinte resultado que serd muito importante para conseguirmos calcular o valor de
integrais definidas de fungdes integraveis em um intervalo fechado e limitado:

Teorema 12.4.1 (do Valor Médio para Integrais Definidas) Seja f : [a,b] — R wma fungdo
continua em [a, b].
Entdo eziste x, € [a,b] tal que

Jb f(x) dx = f(xo)(b—a).
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Demonstragao:
Como f: [a,b] — R é continua em [a, b], do Teorema (E23), segue que existem s,,t, € [a,b] tal
que

f(so) =m = min f(x) e M = max f(x)="(t,), (12.12)
x€la,b] x€la,b]

ou seja,
m < f(x) <M, paracada x € [a,b].

Logo, da propriedade (vii) da Proposi¢do acima, segue que

Jn (b—a)grf(x)dxg \1\4/ (b—a).

a

=), (=),

(so0) (to)

Dividindo-se as desigualdades acima por (b — a) > 0, obteremos

Jb f(x) dx

Ja oM =f(t,).

f(so) =m < b—a =

Logo, do Teorema do Valor Intermedidrio (isto é, o Teorema (EE52)), segue que existe x, € [so, to] C
[a, b] tal que

ou seja,

como queriamos demonstrar.
d

Observagao 12.4.2 Se a fung¢do f for ndo negativa em [a,b], o Teorema actma nos diz que existe
um X, € [a,b] de modo que, a drea A da regido limitada R, contida no plano xOvy, delimitada
pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas x = a, x = b e pelo eixo Ox
serd igual a drea do retdngulo que tem como base o intervalo [a,b] e altura de comprimento
f(xo) (veja a figura abaizo).

<Y

Xo b
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Definicao 12.4.1 O walor f(x,) dado pelo Teorema do Valor Médio para Integrais Definidas
serd denominado valor médio da fungao f no intervalo [a,b].

Observagao 12.4.3
1. Pela definicdo acima, o valor médio de uma fungdo f integrdvel em [a,b] € dado por
b
J f(x) dx
a
b—a
2. O wvalor médio de uma fungdo f integrdvel em um wntervalo [a,b] estende o conceito de
média aritmética de um conjunto finito de numeros reais.

Para ver 1sto observemos que se

&y En € [a)b}
entdo a média aritmética dos numeros reais (&), - ,f(&n) serd dada por
n
D f(&)
i=1
e
Se
P i{XO,X],"' )Xn}
€ uma partigdo regular do intervalo [a,b] e &; € [xi_1,xil, para cada i €{1,--- ,n}, entdo
b—a b—a
Ax = —— ] = 12.13
X ——» ouseja, n A ( )
logo

n

D (&) D f&) ) f(&)Ax
) = -

i=1 ( i=1

n b—a b—a

Ax
Tomando-se o limite, quando n — oo do lado direito da identidade acima obteremos:

n n

. b

Z fl&)Ax  lim Z f(&)Ax J f(x) dx
lim 1= _ i=1 _Ja
n—oo b—a b—a b—a ’

que, pela Defini¢cdo acima, € o valor médio da fun¢do f no intervalo [a,b].
Com isto temos o:
Exercicio 12.4.1 Encontre o valor médio da fun¢Go do Exzemplo (Z=X1) no intervalo [1,3].

Resolucgao:
Do Exemplo (TZZ3T) temos que
3
J x?dx = % .
1 3
Logo o valor médio da funcgdo f no intervalo [1, 3] sera:
3 2
L X dx Exemplo (IZ=0) § . 13

3—1 6 3
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12.5 O Teorema Fundamental do Calculo

Nosso obejtivo nesta segéo é exibir um resultado que serd de muita importancia no cdlculo de integrais
definidas.
Tal resultado serd conseqiiéncia do seguinte resultado:

Teorema 12.5.1 Seja f: [a,b] —» R uma funcdo continua em [a,b].
Consideremos a funcgdo F: [a,b] — R dada por:

F(x) = JX f(t)dt, para cada x € [a,b]. (12.14)

ou seja,

Demonstragao:

Como a fungdo f é continua em [a, b], para cada x € [a,b], ela também serd continua em [a, x],
logo, pelo Teorema ([Z2) serd integrdvel em [a, x].

Logo a fungdo f estd bem definida em [a, b].

Mostraremos que f é diferencidvel em x, € (a,b) e que

F /(Xo) = f(xo).

Os casos em que
Xo=0a O0ou X,=>,

sdo andlogos e serdo deixados como exercico para o leitor.

Mostraremos que
F(xo +h) — F(xo)

m
h—0+ h

existe e é igual a f(x,) e deixaremos, como exercicio para o leitor, mostrar que

. F(xo +h) — F(xo)
lim
h—0— h

existe e também é igual a f(x,).
Observemos que

Xo+h Xo

f(t) dt —J f(t) dt

a

meHU—H%ﬂ%EJ

Xo+h a

f(t) dt + J f(t) dt

Def. (IZ=3) J
Xo

Prop. (mi) item (iv) J'XOJrhf(t) dt .

Xo

Logo, pelo Teorema do valor médio para integrais definidas (isto é, o Teorema ([ZZ)) aplicado
a fungdo f, no intervalo [x,, X, + hl, segue que podemos encontrar X € [x,, X, + h], de modo que

F(xo +h) — F(xo) = f(t) dt

Xoth Teor. Valor Médio
| - Valor Médio (51 [(x, + ) — xg] = f (%) h,
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ou seja,

F(xo +h) — F(xo)
h

Como a fungdo f é diferencidvel em x, € [a, b], segue que f serd continua em x,.

=f(x).

Observemos que se

TCG[XO,XO"F}'L}
h—0, entao X — Xo
logo
lim f(x) =" .
Jim f (%) = f(xo)
Logo

. F(xo +h)—F(xo)
lim =
h—0+ h h0+

mostrando que a fungdo F é diferenciavel a direita do ponto x, € (a,b) e que
F+/(Xo) = f(xo) .

Portanto, a fungéo F é diferencidvel em x, € (a,b) e F/(x,) = f(x,), como queriamos demonstrar.
O

Observagao 12.5.1 O Teorema acima nos diz que a fung¢do F:[a,b] — R dada por
X
F(x) ij f(t)dt, para cada x € [a,b]
€ uma primitiva da fungdo continua f:[a,b] — R, ou seja,

4 Ux f(t) dt] =f(x), para cada x € [a,b].
dx |J,

Como conseqiiéncia do resultado acima temos o:
Teorema 12.5.2 (Teorema Fundamental do Cdlculo) Sejam f: [a,b] = R uma fung¢do continua

m [a,b] e G : [a,b] = R uma primitiva da fungdo f em [a,b].
Entdo

Demonstragao:
Consideremos a fungdo F: [a,b] — R dada por:

F(x) iJ f(t)dt, paracada x€[a,b].

Do Teorema anterior, segue que a fungio F serd uma primitiva da fungio f em [a, b].
Mas, da Proposigdo (IT2), segue que existe C € R tal que

G(x) =F(x)+C, paracada xe€ [a,b].

Em particular, para cada x € [a, b], teremos
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Logo

mostrando que

como queriamos demonstrar.

Observagao 12.5.2

1. Denotaremos a diferenga

G(b) — G(a)
por
x=b b
G(x) , ou ainda, G(x)]| ,
X=a a
1sto €,
x=b
G(x) | =G(b)—G(a)
X=a

2. O Teorema Fundamental do Cdlculo coloca o problema de calcular uma integral definida
de uma fung¢do continua em intervalo [a,b], essencialmente, em termos de encontrar uma
primitiva (ou a integral indefinida) da fungdo definida pelo integrando da integral definida.

Com 1isto podemos refazer algumas integrais definidas que calculamos pela definigdo de
modo bem mais simples, como mostram os exemplos a sequir.

Exemplo 12.5.1 Calcular a integral definida (caso ezista)
3
J x% dx.
1
Resolugao:
Seja f:[1,3] — R a fungdo dada por

f(x) =x*, paracada xe[1,3].

Observemos que a fungdo f é continua em [1,3] (pois é a restrigdo de uma fungdo polinomial ao
intervalo [1,3]), logo a fungdo f serd integrdvel em [T, 3].
Uma primitiva da fungdo f serd a fungédo F: [1,3] — R dada por:

3

F(x) = para cada x € [1,3].

Logo, do Teorema Fundamental do Cdlculo, teremos:

3 3 3 3
; 3 1 26
J 2 dx _J ) d Teor Fund Cdlealo 3y pqy 30 1026
1 1 3 3 3
ou seja, temos um modo mais simples de calcular a integral definida acima do que a que utilizamos

no Exemplo ([Z=7T).
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Observagao 12.5.3 Como a fung¢do f do Exemplo acima é ndo negativa em [1,3] e integrdvel
em [1,3], seque que o valor da drea, que denotaremos por A, da regido limitada R, contida no
plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica grdafico da fungao f , pelas retas x = 1,

x =3 e pelo eixo Ox serd

AZZS—G u.a.,

1sto €, serd o valor da integral definida calculada acima.
Um outro exemplo:
Exemplo 12.5.2 Mostre que a func¢do f:[1,2] — R dada por

f(x) =x*Vx*+1, para cada x€[1,2],

€ integrdvel em [1,2] e encontre o valor da integral definida
2
J X Vx3 4+ 1dx.
1

Resolugao:

Observemos que a fungdo f é continua em [1,2] (serd deixado como exercicio para o leitor a
verificagdo deste fato).

Do Teorema (IZ3), segue que a fungdo f serd integravel em [1,2].

Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da funcdo f , ou
ainda, sua integral indefinida.

Para isto aplicaremos o0 Teorema da Substituigdo para Integrais Indefinidas, mais precisamente:

r

1 =x34+1 dquxzdx] 1 1 1
JX\/X +1dx—3J [x* +1 3x~ dx SJ@du 313 uzt' 4+ C
=u

5+1

=du :u% 2
_1 3 2 )

2 . 3
=5 |suZ+c u—é+‘§[x3+1]z+c,

2

=F(x)

para x € [—1,00).
Logo, do Teorema Fundamental do Célculo, teremos:

2 s
J xzmdx Teor. Fl.gd. Calc. F(X)
1

=2 =2
X 2 X

:[3+1F

: Exercicio % [\/§_ 1} .

x=1 x=1

Observagao 12.5.4 Como a fungdo f do Ezemplo acima é ndo negativa em [1,2] e integrdvel
em [1,2], seque que o valor da drea, que denotaremos por A, da regido limitada R, contida no
plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica grdfico da fungao f , pelas retas x =1,
x =2 e pelo eizo Ox serd

A:% {\/5—1} u.a.,

1sto €, serd o valor da integral definida calculada acima.

Um outro exemplo interessante é:
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Exemplo 12.5.3 Mostre que a funcdo f:[—4,3] — R dada por
f(x) =[x+2|, para cada x € [—4,3],

€ integrdvel em [—4,3] e encontre o valor da integral definida
3
J Ix + 2| dx.
—4

Resolucgao:

Observemos que a fungdo f é continua em [—4,3] (serd deixado como exercicio para o leitor a
verificagdo deste fato).

Logo, do Teorema ([2=3), segue que a funcdo f serd integravel em [—4, 3.

Observemos que serd complicado encontrarmos uma primitiva da fungdo f no intervalo [—4,3]
(tente!).

Para facilitar o calculo da integral definida acima observamos que

x4+ 2| =x+2, paracada x € [—2,3] (12.15)
x+2|=—(x+2), paracada € [—4,—-2]. (12.16)

Assim, da Proposigdo (IZZ1 ) item (iii), segue que:

), (o) J_z

3 -2 3 3
J |x+2|dx:J Ix + 2| dx+J Ix + 2| dx( = —(x+2)dx+J (x +2)dx
—4 -2 -2

x€[7:4,72]_(x+2) XE[;Z,S]X+2
-2 -2 3 -3
:—U xdx—i—ZJ 1dx]+J xdx+2j 1dx
—4 —4 -2 -2
[xdx=%2+C, [ 1dx=x+D e o Teor. Fund. Calc. [Xz X== =2 2 3 =3
: = — |5 +2x + = +2x
2 Xx=— Xx=— Xx=— X=—

Exegicio 22
>
Observagao 12.5.5 Como a func¢do f do Ezemplo acima € ndo negativa em [—4,3] e integrdvel
em [—4,3], seque que o valor da drea, que denotaremos por A, da regido limitada R, contida
no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da funcdo f , pelas retas
x =—4, x =3 e pelo eizo Ox serd de
29

AZ? u.a.,

1sto é, o valor da integral definida calculada acima.
Podemos aplicar o Teorema ([Z5) ao seguinte exemplo:

Exemplo 12.5.4 Seja F:[0,00) = R a funcdo dada por

X
1
Fix) = | —— dt, da x€1[0,00).
(x) Jo1+t2 para cada x € [0, 00)

Mostre que a funcdo F € diferencidvel em [0,00) e calcule sua derwada F'(x), para cada
x € [0,00).
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Resolucgao:
Como a fungio f: [0,00) — R dada por

f(t) = 1

=g P cada t € [0,00),

é continua em [0,00), para cada x € [0,00) fixado segue, do Teorema ([ZE1), que a fungdo f é
diferenciavel em [0, x].

Logo a fungdo F estd bem definida.

Além disso, para cada x € [0, 00), teremos:

d [ 1 (=) 1
/ _ — —
F'(x) = Ix UO T+ e dt} f(x) T

Um outro exemplo semelhante é dado pelo:

Exemplo 12.5.5 Seja F: R — R a fun¢do dada por

X
F(x) ij sen (t2> dt, para cada x€R.

X

Mostre que a funcgdo F é diferencidvel em R e calcule sua deriada F'(x), para cada x € R.

Resolucao:
Consideremos a fungio f: R — R dada por

f(t) = sen (tz) , paracada teR.

Como a fungdo f é continua em R segue, do Teorema ([Z=3T) segue que a fungdo f é integrdvel em
qualquer intervalo fechado e limitado contido em R, logo a funcdo F estd bem definida.
Além disso temos que:

F(x) = JXS sen <t2) dt = Jo

X X

x3

sen (tz) dt + L sen <t2> dt

X X3
= —J sen (tz) dt —|—J sen (t2> dt, paracada xe€R.
0 0

Observemos que, do Teorema (=), segue que
d [~ 2 2
™ sen <t ) dt| = sen (x ) , paracada xe€R. (12.17)
0
Como a fungdo g: R — R dada por

g(x) =x>, paracada xéeR,

é diferenciavel em R e
g'(x) =3x*, paracada xecR

e a funcdo h: R — R dada por

Y 2
h(y) iJ sen (t ) dt, paracada yeR
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também é diferencidvel em R (pelo Teorema (IZE)), segue que a fungdo F; : R — R dada por

Fi(x) = J sen (tz) dt =h(g(x)), paracada x€R
0

também serd diferencidvel em R.
Também do Teorema ([ZE) segue que

h'(y) = sen (yz) , paracada yeR.

Assim, da Regra da Cadeia, segue que:

F{(x) =h'[g(x)] g’(x) = sen {[g(x)]z} 3x? = sen <x6) 3x?, paracada x€R. (12.18)
Portanto, de ([2T17) e (IZI3), segue que a fungdo f serd diferencidvel em R e, para cada x € R,
teremos
3
F'(x) = dix [— J: sen <t2> dt} + dix J: sen (t2> dt]
= —sen (xz) + 3x% sen (xé) .
Logo

F'(x) = —sen (xz) + 3x% sen (x6> , paracada x€R.
A seguir exibiremos alguns exercicios resolvidos:

3
Exercicio 12.5.1 Mostre que a funcggo f: [72[, ;] — R dada por
. 7T 37
f(x) =cos(x), para cada x € [2, 2]

€ integrdvel em [;, 27[] e encontre o valor da integral definida

3

JZ cos(x) dx.

B

Resolugao:

T 37
Observemos que a funcdo f é continua em [2, 2].
7T 37
272
Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungéo f (ou a
integral indefinida da fungdo f) e depois aplicar o Teorema Fundamental do Célculo.

Assim, temos que

Logo, do Teorema ([2=3), segue que a funcdo f é integravel em [

3n x=37%
2 [ cos(x) dx=sen(x)+C e o Teor. Fund. Calc.
cos(x) dx = = sen(x)

Sk}
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v
Exercicio 12.5.2 Mostre que a fungao f: [O, z] — R dada por

f(x) = sen(8x), para cada x € [O, ﬂ

é integrdvel em {0, %[} e encontre

jus

Jz sen(8x) dx.
0

Resolugao:
T . 7T

Observemos que a funcdo f é continua em [O, z], logo serd integrdvel em [0, ﬂ.
Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungéo f (ou a

integral indefinida da fungdo f) e depois aplicar o Teorema Fundamental do Célculo.

Observemos que

Jf(x) dx = | sen(8x) dx "X du=8dx J sen(u)% du = %[— cos(u)] + C
u —% cos(8x) + C, (12.19)
para cada x € R.
Logo
2 e o Teor. Fun alculo X:%
Jz sen(8x) dx (EZ) € o Teor. Fund. Cdleul [—1 cos(SX)]
0 8 x=0
1
=3 cos(4m) —cos(0)| = 0.
=1 =1
ou seja,
JZ sen(8x)dx =0.
0

Exercicio 12.5.3 Mostre que a fungao f: [O, \GfS] — R dada por

2
. X V
f(x) = 56 para cada X € {O, \/5]

é integrdvel em [0, V/5] e encontre

V52
J X .
0 5+X6

Resolucgao:
Observemos que a fungéo f é continua em {O, \6/5] (verifique!), logo serd integrdvel em [0, \6/5}
Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungdo f (ou a
integral indefinida da fungdo f) e depois aplicar o Teorema Fundamental do Célculo.
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Observemos que

1
2 2 _
Jf(x) dX_JXdX—JXdX u—X3:>3L—3x2de 3 du

6 2 2
5+x 5+<x3) 54+u
1 1 v:%:d\z:% du \@J 1
1+v

V5 =55 u - x
v~ > Y — = — — . 12.2
15 arctg(v) + C 15 arctg (\@) +C 15 arctg <\/§> +C (12.20)
Logo
J% Xz dx (=0 e o Teor.. Fund. Caélculo é arct <X3> x=V5
o 5+x° a 15 8\ 5 x=0
r 3
6
= @ arct @ — arct <03>
IREN Al WV *\V5
—ﬁ _arct ﬁ -0 ——Sarct (1) ﬁT—[
15 &\ 5 15 218 15 4
ou seja,
5o Vm
L 500 7 60

Observagao 12.5.6 Como a funcdo f do Exemplo acima é ndo negativa em [O, \6/5} e integrdvel

em [0, V5], seque que o valor da drea, que denotaremos por A, da regido limitada R, contida no
plano x0Oy, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da funcdo f , pelas retas x =0,
x = v/5 e pelo eizo Ox serd de

V57
A: W u.a.,

1sto €, o valor da integral definida calculada acima.

2 2
Exercicio 12.5.4 Mostre que a fungdo f: [(Z) , (g) ] — R dada por

f(x) = Ccrssexc;x(\/@) para cada X € [(Z)Z, (ﬂ)z}

. N2 /T2
€ integrdvel em {(4> ,(z) ] e encontre

J(}T)z cossec’ (v/x) »
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Resolucgao:
. 2 2 : ,
Observemos que a fungdo f é continua em [<4> ’(f) ] (verifique!), logo serd integrével em
T\2 /7?2
[GRG
Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungdo f (ou a

integral indefinida da fungdo f) e depois aplicar o Teorema Fundamental do Célculo.
Observemos que

2 u=yx u==1_ dx
Jf(x) dx = J cosse\cfx(\/{) dx fz}d: zx e J cossec’(u) 2 du = —2cotg(u) + C
2% ) cotg (vX) + C. (12.21)
Logo
(%)2 COSSeC2 (\/72) (CZ=Z1) e o Teor. Fund. Calculo X:(g)z
, = dx = —2cotg (vx
J(g) v | W) x=(%)°
[cotg ( ) — cotg < (Zy)]
=2 [cotg (g) — cotg (ﬂﬂ =-2[0—-1]=2.
ou seja,

J(Q)Z cossec” (V/x) d—2.

(7)2 VX

&3

. . N2 /7T\2
Observagao 12.5.7 Como a fungdo f do Ezemplo acima é mdo negativa em {(4> ,(z) ]

TT\2 /72
e integrdvel em [<4) ’(E) }, seque que o valor da drea, que denotaremos por A, da regido

limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da fungdo
M\ 2 M\ 2
f , pelas retas x = (Z> , X = (z) e pelo eizo Ox serd de

A=2ua.,

1sto €, o valor da integral definida calculada acima.

12.6 Integracao por partes para integral definieda

Como conseqiiéncia da integragdo por partes da integral indefinida (ver teorema ([1T53)) temos que

Teorema 12.6.1 Suponhamos que f,g : [a,b] — R sdo continuamente diferencidveis em |[a,b]
(isto €, as fungées f' e g’ sdo fungdes continuas em [a,b]).
Entao

x=b b
J g(x) f'(x) dx.
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Demonstragao:
Do Teorema ([T53), temos que

e assim do Teorema Fundamental do Célculo segue o resultado.

Observagao 12.6.1 Se definirmos
u="f(x), v=g(x), paracada x€ [a,b],

entdo
du=f'(x)dx, dv=g’(x)dx

e a férmula acima poderd ser escrita da sequinte forma abreviada:

x=b b
— J vdu.
X=a

a

b
J udv=uv

a

Podemos aplicar isto ao
Exemplo 12.6.1 Mostre que a fungdo f:[0,71] — R dada por
f(x) =xsen(x), para cada x € [0,7],

€ integrdvel em [0, 7] e encontre

U
J xsen(x) dx.
0
Resolucgao:

Como a fungdo f é continua em [0, 7] segue, do Teorema ([Z=31) segue que a fungdo f é integravel
em [0, 7.

Para calcular a integral definida utilizaremos o Teorema acima, a saber:

u=x=du=dx
dv = sen(x) dx = v = [ sen(x) dx = —cos(x) + C C::>O v = —cos(x)

TU
J xsen(x) dx =
0

—uv| - rv du = {x [~ cos(x)]}[X=F — Jn[— cos(x]] dx

x=0 0 0

dx= C Teor. Fund. Calc.
[ cos(x) dx=sen(x)+ :e o Teor. Fun alc . COS(T[) L0 COS(O) n sen(x)
0

Observagao 12.6.2 Como a funcdo f do Exemplo acima € ndo negativa em [0,7] e integrdvel
em (0,7, seque que o wvalor da integral definida acima, isto €, 7, serd o valor da drea da
regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico
da funcao f , pelas retas x =0, x =7 e pelo eixo Ox , ou ainda, a drea da TegiGo R serd m u.a.
(veja figura abaizo).
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y = sen(x)

o

N
=
zY

12.7 Integracao por substituicao para integrais definidas

Temos também o

Teorema 12.7.1 Sejam g: [a,b] = R uma funcdo diferencidvel em [a,b] e f: g(la,b]) = R uma

fungdo continua em g([a,b]) e tal que F: g(la,b]) = R é uma primitiva de f em g([a,b]) (isto €,

F'(y) = f(y), para cada y € g(la,b])).
Entao

b
| flgtx o (x) ax = Flglo) —Flgtall  =Figli | . (12.22)

Demonstragao:
Observemos que do Teorema ([T51) segue que

Jf[g(x)] g’(x)dx = Flg(x)] + C, paracada x € g([a,b]).

Logo, do Teorema Fundamental do Célculo, segue que

como queriamos demonstrar.

Observagao 12.7.1 Do Teorema (IZZZE) segue que a fungdo G : g(la,b]) — R dada por

G(x)ijX f(t)dt, para cada x € g(la,b]),

¢ uma primitiva de f em g([a,b]).
Logo, do Teorema Fundamental do Cdlculo, temos que (IZZ3) esta equivalente a

b g(b)
J flg(x)] g'(x) dx = Glg(b)] — Glg(a)] = J " f(y) dy, (12.23)
g(a

ou seja, o Teorema acima nos diz como mudar de varidveis na integral definida:

byetora
y=gx) "= ay = g/(x) ax

x=a = y=gla)
N fly) dy. (12.24)
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Apliquemos isso ao:

Exemplo 12.7.1 Mostre que a fungdo h: [—g, g} — R dada por

h(x) = sen(x) cos(x), para cada x € [—g, g] ,

. T T
€ integrdvel em [—z, z] e encontre

JZ sen(x) cos(x) dx.

SIE|

Resolugao:

Como a funcdo h é continua em [—g,g} segue, do Teorema ([Z=) segue que a fungdo h é

) ) T T
integrdvel em [_E’ =

Para calcular a integral definida utilizaremos o Teorema acima, a saber:

]° b g’(x) dx = cos(x) dx }

sen(x) cos(x) dx =

@«
ka3
|
[72]
D
B
2
x
m
|
NIR
NI

%
| NTE|

N

s
2
y=1

—

cen(3)

[l =T wa= [ var=

y=—1

Observagao 12.7.2 Todo cuidado é pouco!

Se estwermos calculando uma integral definida do tipo
d
J f(u) du
C

e queremos aplicar o Teorema da Substituigcdo para a Integral Definida, na verdade, precisaremos
fazer uma mudancga de varidveis, isto €, a funcdo

u=g(x), paracada x € [a,b]

deverd ser uma func¢do bijetora!
Caso ndo seja uma mudanca de varidvels poderemos cometer erros grosseiros.
Para ilustrar consideremos o sequinte exemplo.

1
Se para calcular a integral definida J x? dx, utilizarmos a substituigdo (nao é uma mudanga
—1

de varidvers!)

1
2
u=x* = x=yu = dx=-—=du
2y/u 5 1 1
x=1 = u=T =X dx:umduzi\/ﬁdu
x=—1 = u=1
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obteriamos : 1
1
J xzdx:J —Vudu=0.
1 12

Porém, pelo Teorema Fundamental do Cdlculo, temos que

1 3 x=1
5 X 1 -1 2
Jﬁ‘d" 3y 3 <3> 37

Isto ocorreu pois a fungdo

x = x?
nao ¢ uma mudanga de varidveis (€ diferencidvel mas ndo € biyetora!).
Para ilustrar 1sto consideremos o sequinte ecrercicio resolvido:

Exercicio 12.7.1 Mostre que a funcdo f:[0,1] — R dada por

f(x) =x*V1+x, para cada x € 1[0,1],
1
€ integrdvel em [0,1] e encontre J x*V/1T + x dx.
0

Resolugao:

Observemos que a funcdo f é continua em [0, 1] e portanto integravel em [0, 1].
Além disso, se g : [0,1] — [1,v/2] é dada por

g(x) =V1+x, paracada xe€l0,1],

segue que
u=g(x), paracada x€[0,1],

serd uma mudanca de varidveis (isto é, bijetora) diferencidvel em [0, 1].
Neste caso temos

w=gl) =vx+1, xelo,]
wW=x+1 = 2udu=dx
sex=0 = u=1

1 sex=1 = u=+2 V2
szxﬂ—i-xdx = J
0

1 75 5 '3

={§[ﬁr—g[\5}5+§[\f2}3}_{§_g+§}

16 8 4 56 72 56
= V2oV VI = 5V g5

2
Exegicio J'\[ 2LL6 . 4LL4 + 2u2 du Exegicio |:2LL7 . iluS + 2u3:|

ou seja,

1
72 56
21 = V2 =
X +xdx 2 .
L 35 105

u?—1 2uZudu
, (=)

547



548 CAPITULO 12. INTEGRAIS DEFINIDAS

Observagao 12.7.3 Como a fung¢do f do Exemplo acima € ndo negativa em [0,1] e integrdvel
: . ) . 72 56

em [0,1], seque que o walor da integral definida acima, isto €, ﬁﬁ_ 105 serd o valor da

drea da regido limitada R, contida no plano xOvy, delimitada pela representacdo geométrica do

gréfico da fungao f , pelas retas x =0, x =1 e pelo eizo Ox , ou ainda, a drea da regido R serd

E 2—— u.a
35 105

Para finalizar este capitulo temos a seguinte observagio:
Observagao 12.7.4

1. Se f:R = R é uma fungdo 2L —periddica e integrdvel em [—L,L] entdo

2L L
J f(x)dx = J f(x) dx. (12.25)
0 -L

Em geral, temos que para cada x, € R seque que
Xo+L L
J f(x) dx = J f(x) dx, (12.26)
Xo—L —L

cuja demonstragdo é semelhante a da identidade ([ZZ2H) e serd deizada como ezercicio
para o leitor.

Notemos que

L 0 2L L
J f(x) dx = J f(x) dx —I—J f(x) dx —I—J f(x) dx. (12.27)
—L -L 0 2L
Mas
y ~x 2L é sz__eﬁora! dy — dx
x=2L=y=0
J f(x) dx = = J fly+2L) dy
2L 0
fly+20)=f(y) ek (" 0
-t L fly) dy :—J iy dy. (12.28)

Portanto, de (IZZ71) e (IZZ3), seque que

como queriamos mostrar.

2. Sef:[—L,L] = R é uma fungdo par (isto é, f(—x) = f(x), para cada x € R) e integrdvel em
[—L,L] entdo

De fato,
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Mas
y R € byetora! dy — _dx
x=—-L=y=L
0 x=0=>y=0 0
J f(x) dx v J f(—y) (—dy)
L L
L 0
f(—y)=f(y),yeR J
= f()dyz—J f(y) dy
0 L
Portanto

como queriamos mostrar.

3. Sef:[—L,L] = R é uma fungdo impar (isto €, f(—x) = —f(x), para cada x € R) e integrdvel
em [—L,L] entdo

De fato,
L 0 L
J f(x) dx = J f(x) dx —i—J f(x) dx
L L 0
Mas
y =y € byetora! dy — _dx
x=—-L=y=L
[IEES - || ) (e
L L
o L
0
ou seja,
0 L
| foae=—] ) ay
- 0
Portanto

como queriamos mostrar.

4. Lembremos que se as fungbes f e g sdGo fungdes pares entdo fg, f+g, f—g e f/g (onde
estiwer definida) também serdo fungées pares.
Se as funcgées f e g forem impares entdo f g, f (onde estiver definida) serGo funcdes pares
e f+g, f—g serdo fungdes impares. J
Se a fungao f for uma fungdo par e a fungao g for uma fungao impar entdo fg e f (onde
estwer definida) serdo fungdes impares. !

As demonstragbes destes fatos serdo deiradas como exercicio para o leitor.
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Capitulo 13

Aplicacoes de integrais definidas de
funcoes reais de uma variavel real

13.1 A funcao logaritmo natural

No Capitulo 4. (pagina 99) introduzimos a fungdo logaritmo natural.
A seguir iremos relembrar como ela foi definida.
Consideremos o grafico da fungédo f: (0,00) — R dada por

ft) = %

, paracada te (0,00)

(veja a figura abaixo).

Como a fungdo f: (0,00) — R é continua em (0, 00) podemos introduzir a:

Definicao 13.1.1 Para cada x € (0,00), definimos o logaritmo natural de x, indicado por,
como sendo

. [
In(x) —L ¥dt.

Asstm temos definida a fungao logaritmo (natural) indicada por In: (0,00) — R dada por

X

1

In(x) iJ n dt, wpara cada x € (0,00).
1

Observacgao 13.1.1 Observemos que, para x € (1,00), temos que In(x) nos dd o valor da drea da
regido limitada R, contida no plano xOy , delimitada pela representagdo geométrica do grdfico
da fungao f , pelas retast=1et=x.

551
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De fato, pois fung¢do f é ndo negativa em (0,00) e continua em qualquer intervalo fechado e
limitado contido em (0,00), logo integrdvel em cada um desses intervalos.

Por outro lado, para x € (0,1), entdo ln(x) nos dd menos o valor da drea da regido limitada
R, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da fungdo f
pelas retas t =1 e t =x, como definido no Capitulo 4. (veja figura abaizo)

A

A seguir exibiremos algumas propriedades da funcdo logaritmo precisaremos do

Lema 13.1.1 Sejam a,b > 0.
Entdo

ab 1 b 1

J Dat :J Lat.

a t 1 t
Demonstragao:

Utilizaremos o Teorema da Substituigdo na Integral Definida (Teorema ([Z™71)) para demonstrar
a identidade acima.
Consideremos g : [1,b] — [a, ab] dada por

g(u) =au, paracada ue€[l,b],

que é bijetora e diferencidvel em [1, b], logo serd uma mudanga de varidveis.
Assim temos

uizbije:tgra! dt = adu

t=a=u=1
ab 1 t=ab=u=5>0 b b 1
J —dt = Jadu:J — du,
a 1(1LL 1

completando a demonstragdo do resultado.

Com isto temos a
Proposigao 13.1.1
1. In(1)=0;

2. para x,y € (0,00) temos que
In(xy) =In(x) + In(y);
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3. paran €N e x € (0,00), temos que

4. par x,y € (0,00) temos que

In <X> =In(x) —In(y);

5. a fungdo In € diferencidvel em (0,00) e além disso,

d 1
— [In(x)] = -, wpara cada x € (0,00);
dx X

6. a fungdo y =lIn(x) € estritamente crescente em (0,00) ;
7. a fung¢do In: (0,00) — R € bijetora.

Demonstragao:
De 1.
Temos que

1
1n(1):J —dt =0,

completando a demonstragdo do item 1. .
De 2.:
Para x,y € (0, 00, temos que

XU] X] X'y] ema (=T X] y]
ln(xy):J tdt:J tdt—i—J €dtL « )J dt+J {dt
1 1 X
=In(x) +In(y),

completando a demonstragdo do item 2. .

De 3.:
Como
Xn = X--*X y
n—fatores

utilizando-se o item 2. obteremos o item 3. .
De 4.:

ou seja,

completando a demonstragdo do item 4. .

De 5.:

Do Teorema ([ZX) segue que a fungdo In é diferencidvel em (0,00) (pois a fungdo t — % é
continua em (0, 00)) e além disso

d d [[*1 1
— [In(x)] = — J —dt| =—-, paracada x € (0,00),
dx dx t X
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completando a demonstragdo do item 5. .
De 6.:
Como
i[111(7()] = 1 >0, paracada x>0,
dx X
segue que a fungdo é estritamente crescente em (0, c0), completando a demonstragdo do item 6. .
De 7.:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que conjunto imagem da fungdo In é R.
Para mostrar isto precisaremos do estudo de integrais impréprias de 1.a e 2.a espécies, que serdo
tratadas no Capitulo 15.
Assim, do item 6., segue que a fungdo In : (0, 00) — R serd biletora, completando a demonstracio
do item 7..
O
Com isto temos todas as outras fungbes, com suas respectivas propriedades, definidas no Capitulo
4 a partir da fungdo logaritmo natural (a fungdo exponencial, as fungdes potenciagdes, fungdes hi-
perbdlicas e fungdes hiperbdlicas inversas).
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das mesmas.
Com isto temos os seguinte exercicios resolvidos:

E} — R dada por

Exercicio 13.1.1 Mostre que a funcgdo f : [O, 1

f(x) = tg(x), para cada x € [O, Zﬂ

. T
€ integrdvel em [O, ﬂ e encontre

&3

J tg(x) dx.

0
Resolugao:
Observemos que a funcéo f é continua em [O, ﬂ, logo serd integravel em [O, Zﬂ
Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungdo f em
[O, g} , ou a integral indefinida da fungéo f no intervalo [O, g] , € depois aplicar o Teorema Fundamental
do Célculo. .
Observemos que, para x € [O, Z]’ temos:

sen(x) u:COS(X):NEL: sen(x) dx J 1

J f(x) dxzjtg(x) dx=j L au =1n(u)+

cos(x)
u=eosl) In[cos(x)] + C. (13.1)
Logo
i e e do Teor. nd. Caélculo X:% 2
r tg(x) dxd (B3) e do Teor. Fund. Cilcul In[cos(x)] = In[cos(0)] —In [cos (Eﬂ =1n(1)—In £ .
0 =0 4 \_,O-/ 2
ou seja,

Também temos o:
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Exercicio 13.1.2 Mostre que a func¢do f:[1,2] — R dada por
f(x) =1In%(x), para cada x € [1,2],
€ integrdvel em [1,2] e encontre
2
J In%(x) dx.
1
Resolugao:
Observemos que a funcdo f é continua em [1, 2], logo serd integravel em [1, 2].
Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da funcdo f em
[1,2], ou da integral indefinida da funcéo f no intervalo [1, 2], e depois aplicar o Teorema Fundamental
do Caélculo.

Observemos que, para x € [1,2], utilizando integragdo pro partes para a integral indefinida, obte-
remos:

Jf(x) dx = Jlnz(x) dx = Jln(x) In(x) dx
{ u=In(x) = du:)l(dx

dv=1In(x)dx = v xercicio ( ) xln(x) —x+ C }

= uy — Jvdu
=1In(x) [xln(x) —x] — J [xIn(x) —x] % dx = x [lnz(x) - ln(x)} — Jln(x) dx —I—J dx

xercico (F=3) xIn?(x) — xIn(x) — [xIn(x) —x] + x + C

= xIn?(x) — 2xIn(x) + 2x + C, paracada x € (),0). (13.2)
Logo
z de (TZ3) e do Teor. Fund. Calculo ) x=2
L In“(x) dx = {x In“(x) — 2xIn(x) + Zx} _
— [212(2) = 2.210(2) +z.z} -~ [1 1n2(1) — 2.11n(1) +2.1} — 21n%(2) —41n(2) + 2,
ou seja,

2
J In%(x) dx = 21n%(2) —41n(2) + 2.
1

Observagao 13.1.2 Como a fungdo f do Ezemplo actma é ndo megativa em [1,2] e integrdvel
em [1,2], seqgue que o valor da integral definida acima, isto €, 21n%(2) —41n(2) + 2, serd o valor
da drea da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela representagGo geométrica
do grdfico da funcdo f , pelas retas x =1, x =2 e pelo eizo Ox , ou ainda, a drea da regiGo R
serd 21n%(2) —41n(2) + 2 w.a..

Temos também o:

Exercicio 13.1.3 Mostre que a funcgdgo f: [O, g] — R dada por

f(x) =e*sen(x), para cada x € [O, g} ,

T
€ integrdvel em [O, E} e encontre

N3

J e*sen(x) dx.
0



556 CAPITULO 13. APLICACOES DE INTEGRAIS DEFINIDAS

Resolugao:
Observemos que a fungdo f é continua em [O, g}, logo serd integravel em [O, g}
Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungdo f no
intervalo [0, g} (ou a integral indefinida da funcdo f no intervalo [O, Tﬂ) e depois aplicar o Teorema
Fundamental do Calculo.

Tt . . . . . .
Observemos que, para x € [0, ﬂ, utilizando-se integracdo por partes para a integral indefinida,

obteremos:
u=-e*= du=-e*dx
dv = sen(x) dx = v=—cos(x) + C
J e* sen(x)dx = uv—Jv du
N~ ————
=u =dv
I
= e*[—cos(x)] — J e*[— cos(x)] dx = e* cos(x) —|—J e cos(x) dx
N~ ————
=u =dv
= —e* cos(x) + [uv — Jv du]
u=e*=du=edx
dv =cos(x)dx = v = sen(x) + C
= —e* cos(x) + [e" sen(x) — J e*sen(x) dx}
= ¢e* [sen(x) — cos(x)] — J e*sen(x) dx,
|
I
ou seja,
ZJe" sen(x) dx = e~ [sen(x) — cos(x)] + C,
ou seja,
Je" sen(x) dx = e* sen(x) 2_ cos(x) +C, paracada xe€R. (13.3)
Logo
7 e e do Teor. Fund. Caélculo — ng
Jz ¢ sen(x) dx de (IZ3) e do Teor. Fund. Caleul [e" sen(x) cos(x)]
0 2 x=0
s s
_ 2 sen (j) o8 (j) 0 sen(0) —cos(0)  e? +1
N 2 2 2
ou seja,
Jz e“sen(x) dx = er+1
0 2

Observacgao 13.1.3 Como a fun¢do f do Ezemplo acima € ndo negativa em [0, g] e integrdvel

741
em [0, g], seque que o valor da integral definida acima, isto é, %, serd o valor da drea da

regid@o limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico
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~ Tt . g 7z g z
da fungao f , pelas retas x = 0, x = 5 e pelo ewxo Ox , ou ainda, a drea da regiGo R serd

ez +1
2

u.a. .

13.2 Area de regioes delimitadas por graficos de funcoes reais de
uma variavel real

Observagao 13.2.1

1. Como vimos anteriormente se a funcdo f: [a,b] — R € integrdvel e nao negativa em [a, b]
entdo o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada R, contida no plano xOy,
delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da funcdo f , pelas retas x =a, x =0
e pelo eizo Ox (veja a figura abaizo) serd dada por

2. Se a funcgdo f : [a,b] — R € integrdvel em [a,b] (pode assumir valores negativos) entGo o
valor da drea, que indicaremos A, da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada
pela representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas x = a, x = b e pelo
eizo Ox (wide figura abaizo) pode ser obtida, geometricamente, refletindo-se a parte da
representag¢do geométrica do grdfico da fungdo f que fica abaizo do erzo Ox (isto €, a parte
da representacdo geométrica do grdfico da fungdo f onde a fungdo € negativa) em torno
do eizo Ox (veja a figura abaizo).
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Observemos que se considerarmos o walor da drea, que indicaremos por A’, da regido
limitada R’, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico
da funcdo |f|, pelas retas x = a, x =b e pelo eizo Ox (veja a figura abaizo) entio teremos
que

A=A

e assim

Suponhamos que f,g:[a,b] = R sdo integrdveis em [a,b] e que

0<f(x) <g(x), para cada x € [a,b].
Entdo o walor da drea, que indicaremos por A, da regiGo limitada R, contida no plano
xQ0y, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da funcdo f , pela representacdo

geométrica do grdfico da fungdo g, pelas retas x = a, x = b e pelo eizo Ox (veja a figura
abaizo) serd dada por

b b b
A:J g(x) de f(x) dx:J [g(x) — f(x)] dx.

a a

y=g(x)
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4. Na situacdo actma podemos considerar somente o caso em que

f(x) < g(x), para cada x € [a,b], (13.4)

1sto €, ndo tmporta se as fungdes assumem valores negativos (veja a figura abaizo).

y =g(x)

Para mostrar isto, consideremos K € R tal que
K < f(x) <g(x), paracada x € [a,b],
que existe pois a fungdo f é uma fungdo limitada.
Com 1isto temos que
0<f(x)—K<g(x)—K, paracada x€ [a,b],

e podemos aplicar o argumento do item 2. acima para as fun¢bdes F,G : [a,b] — R dadas
por
F(x) =f(x) =K, G(x) =g(x)—K, para cada x € [a,b].

Observemos que o valor da drea, que indicaremos por A, da regidGo dada incialmente € igual
a drea regido limitada R’, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica
do grdfico da fungdo f , pela representacdo geométrica do grdfico da fung¢do G , pelas retas
x=a, x =b e pelo eizo Ox (pois o que fizemos foi transladar a representacdo geométrica
dos grdficos das fungdes f e g de uma mesma constante K - a veja figura abaizo).

y=gkx)-K
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Logo a drea da regidgo inicial serd dada por

b b

lg(x) — K] — [f(x) — K] dx = J lg(x) — f(x)] dx,

a

b
A= J [G(x) — F(x)] dx = J
a
ou seja, independentemente das fungdes g assumirem valores megatiwos, se ([ZH)

fe
ocorrer, teremos que o valor da drea, 1sto é, A, da regido R dada inicialmente serd

b
A= J [g(x) — f(x)] dx.
a
5. Em geral, se f,g: [a,b] — R sdo integrdveis em [a,b] entdo o valor da drea, que indica-
remos por A, da regiGo limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo
geométrica do grafico da funcdo f , pela representacdo geométrica do grdfico da fungao f
, pelas retas x = a, x =b e pelo eizo Ox (veja a figura abaizo) serd dada por

b
A:j 1gx) — £x)] dx.

a

y = f(x)

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Apliquemos isto ao

Exemplo 13.2.1 Sejam f,g,h: R — R fung¢ébes dadas por

f(x) =x+6, Q(X)ixs, h(x)i—g, para cada x € R.

Encontrar o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada R, contida no plano
xQ0y, delimitada pelas representagbes geométricas dos grdficos das fungées f , g e h.

Resolugao:
Observemos que

f(x) = h(x) se, e somentese x-+6= —% ou seja, x=—4,
f(x) = g(x) se, e somentese x+6= x3
g(x) =h(x) se, e somente se — % =x> ouseja, x

Logo, geometricamente teremos a seguinte configuracéio:

ou seja, x =2,
0
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y=x+6

Como as fungdes f , g e h sdo continuas nos respectivos intervalos, segue que

~0 2

A= [f(x)—h(x)]dx —I—J [f(x) — g(x)] dx
J_a 0
) X 2 ; 0 3 2 ;
:U_4 {x—i—G— (—Eﬂ derJ0 [x—i—6—x } dx:J_42x+6dx—l—L X+ 6—x7dx
[ 3 =0 1 1 x=2 Exercicio
= |=x%+ 6x] + [xz + 6x — x4] =" 22 u.a..
_4 x=—4 2 4 x=0

Observacgao 13.2.2 Em algumas situagdes podemos, se for conveniente, encontrar o valor da
drea de uma regiGo limitada R, contida no plano xOy, como uma integral definida envolvendo
fungdes que dependam da varidvel y, como mostra o ezemplo abaizo.

Para ilustrar isto temos o:

Exercicio 13.2.1 Encontre o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada R, con-
tida no plano xOy, delimitada pelas representacdes geométricas dos grdficos das equacgdes

2y —x—4=0 e x—y’=0, paracada xcR.

Resolugao:
A representagdo geométrica da regido R, cujo valor da drea, isto é, 4, queremos encontrar, é dada
pela figura abaixo.
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Observemos que

2y2—4:x:y

2

se, e somente se yz =4 ouseja, y==+2.

Logo, se considerarmos as funcdes f,g: R — R dadas por

2

f(y)£2y2—4 e gy =y, paracada yeR,

como as funcgdes f e g sdo continuas em R teremos que

2

Azjzlf(y)—g(yﬂdyzj
2

y?>—4<0, para ye[Z»ZJJ 2 [ Y ]

ar —y*+4) dy= |- +4

_2( y ) y >4y

_ [_23 +4.z] -

3

2 2
‘(292—4)—92\ dy :J 2‘92—4\ dy

y=2

3

y=—2
_ Exercicio 32

3

u.a..

[_(—2)3

3 +4.(—z)}

Para finalizar temos os seguintes exercicios resolvidos:

Exercicio 13.2.2 Encontre o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada R, contida
no plano xOy, delimitada pelas representacées geométricas dos grdfico das fungées f , g e pela
reta x = 3, onde as fungdes f,g: R — R sdo dadas por

Resolugao:

e g(x)=2"", paracada x€R.

A representacdo geométrica regido R, cujo valor de area, isto é, A, queremos encontrar é dada pela

figura abaixo.
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A regido que queremos encontrar o valor da area , isto é, A, é da regido limitada R, contida
no plano xOvy, delimitada pelas representagdes geométricas dos graficos das funcées f : [0,3] — R e
g:1[0,3] = R e pela reta x = 3.

As fungdes f e g sdo continuas e ndo negativas em [0, 3] além disso o valor da area, isto ¢, A, pode
ser obtida como diferenga entre os valores das dreas, que indicaremos por A; e A, onde A; é o valor
da 4rea da regido limitada R;, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do
grafico da funcdo f, pela reta x = 3, pelo eixo Ox e A; é o valor da drea da regido limitada R, contida
no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grafico da fungdo g, pela reta x = 3, pelo
eixo Ox, respectivamente, isto §,

A=A —A;.
Mas
PN ER
]: = = =
0 In(2)] |,y In(2)
A FZ—defz_de_li(zx)*C{ zx] = g
2= = - - :
0 In(2) ] |,_ 81n(2)
Portanto,

7 7 63
A=A—A=105 - [_sm(z)] ~8m2)

Observacao 13.2.3 Poderiamos calcular a drea da regiGo acima, diretamente, da seguinte
forma:

3
A= | 1) = gl ax,
onde as fungées f,g: R — R sdo dadas por
f(x) =2 e g(x)=2"", paracada x€R.

A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Temos também o:
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Exercicio 13.2.3 Encontre o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada R, con-
tida no plano xOy, delimitada pelas representagdes geométricas dos grdficos das fungdes f e g,
pela reta x =4, onde as fungées f,g: R — R sdo dadas por

f(x) =x>+3x+5 e g(x)i—x2+5x+9, para cada x € R.

Resolugao:
A representagdo geométrica regido R, cujo valor da area, isto é, .4, queremos encontrar, é dada
pela figura abaixo.

-4
x y:x2+3x+5

y:7X2+5x+9

Observemos que

x2+3x+5:y:—x2—|—5x+9 se, e somente se, 2x>—2x—4=0 ouseja, x=—1 ou x=2.

A figura abaixo ilustra a identidade acima.
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Como as fungdes f e g sdo continuas em R teremos que

) ‘<x2+3x+5>— (—X2+5X+9>‘ dx

A:J: |f(x)—g(x)dx=J
= J41 ‘ZXZ —2x —4) dx

2 9. 2 9y _ 2 4
:Zx 2x—4>0, para XE(Z,OO];ZX 2x—4<0, para x€(—1,2) J . (ZXZ x— 4) dx +J (sz —x _4) dx
—1 2
2 3 2 =2
S S
Lx X x]

2 —4 Exercicio /9
+ [3x3 —x*+ 4x] =3 Bxere 3 o

x=—1

Para finalizar temos o:

Exercicio 13.2.4 Encontre o valor da drea, que indicaremos por A, da regiGo limitada R, con-
tida no plano xOy, delimitada pelas representagdes geométricas dos grdficos equagdes

yzzx+4 e x+2y=4, paracada xé€R.

Resolucgao:
A representagdo geométrica regido R, cujo valor da area, isto é, A queremos encontrar, é dada pela
figura abaixo.

y2=4+x

=z Y

Observemos que
Yy —4=x=4-2y se esomentese, y>+2y—8=0 ouseja, y=—4 ou y=2.

Geometricamente, teremos a seguinte configuragédo para a situagdo acima.
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x 4

x:yz+2y78

Logo, definindo-se as fungdes f,g: R — R, dadas por
fly)=y>—4 e g(y)=4—2y, paracada yeR,

como as fungdes f e g sdo continuas em R, teremos que

A:J:w(y)—g(ynax:r (v2—4) - (4—2y)| ax

4
:J ’y2+2y—8‘ dx
~1

y2+2y—8<0,:para xe(—4,2) JZ _ (yz +2y— 8) dy
y=2 L.
Bxercicio 3001a..

y=—r=4

1
= [Slf +y’ - Sy}

13.3 Volume de sélidos pelo método das fatias

Seja S um sélido limitada de R3.
Nosso objetivo é encontrar um modo de calcular o volume do sélido S.

Para isto introduziremos a:

Definicao 13.3.1 Uma secao plana do sélido S é uma regidGo plana obtida da intersec¢do do
solido S com um plano o (veja a figura abaizo).
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se¢do plana do sélido S

Temos também a

Definicao 13.3.2 Dado um sélido S e uma reta r, que identificaremos com eizo Ox, interceptando-
se o sélido S com um plano perpendicular d reta r (ou seja, o eizo Ox) no ponto x, obteremos

uma se¢do plana do sélido S que chamaremos de secao reta do sélido S no ponto x (veja a
figura abaizo).

o se¢do reta do sélido S no ponto x

Com isto temos o:

Teorema 13.3.1 (Volume de Sélidos pelo Método das Fatias) Suponhamos que o valor das dreas
das segbes retas do sélido S seja dada por uma funcdo A: [a,b] — R que é continua em [a,b].
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Entao valor do volume, que indicaremos por V, do solido S serd dado por:

b
V= J A(x) dx w.v.,

a

onde u.v. denota unidade de volume.

Demonstragao:
Consideremos

Pi{a:xo)... )Xn:b}

uma parti¢do do intervalo [a,b] e
Axi =x; —Xi_1, paracada ie{l,---,n}.
Com isto podemos decompor o sélido S em n sélidos, que indicaremos por
S;, paracada ie{l,---,n},

onde, para cada i € {1,--- ,n}, o sélido S; denotard a porgdo do sélido S compreendida entre as segles
retas do sélido S nos pontos xi—1 € x; (veja a figura abaixo).

segéo reta em Xxj

segfdo reta em x;_

Xi—1 X x
Para cada i € {1,--- ,n}, denotemos por V; o valor do volume da fatia S; do sélido S.
Observemos que, para cada i € {1,--- ,n}, se A;_; e A; denotarem, respectivamente, o menor e o

maior valor das dreas das secdes retas do sélido S entre os pontos xi_1 e xi, entdo teremos

Ay (xi—x-1) <V <AL (% —x4-1)

ou ainda,
Vi
Aiq < < A;.
Xi — Xi-1
Isto ocorre pois, paracadai € {1,---,n}, o tronco de cilindro com base na segdo reta correspondente

ao valor da drea A;_q com altura [x;_1, ;] estard contida no sélido S; e o tronco de cilindro com base
na segio reta correspondente de valor da drea A; com altura [x;_1,x;] contera o sélido S;.
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Mas
A = Alx5) e A=Al

para cada j,k € {1,--- ,n}.
Como a fungdo A = A(x) é uma fungdo continua em [a, b] segue, do Teorema do Valor Intermedidrio
para fungdes continuas, que existe &; € [xj,xi] (ou [xk,%;]) de modo que

A(&) = Ali ou seja, WV = A(&;) Ax;.

Mas

n n

V=23 Vi=) Al&)Ax.
i=1 i=1

Logo, passando o limite, quando n tende a oo, na identida acima e utilizando o fato que a fungdo
A = A(x) é integravel em [a, b] (pois ela é continua em [a, b]) segue que
n
V=lim } A(&)Ax

Def. Integral de Riemann Jb
1" =
i=1

A(x) dx,

a

como queriamos mostrar.

Com isto podemos resolver o:

Exemplo 13.3.1 Encontre o valor do volume de um cone circular reto, cujo raio da base é r > 0
e cyja altura é h > 0.

Resolucgao:
Geometricamente temos

- ‘

Aplicaremos o Método das Fatias (isto é, o Teorema ([Z=2)) para encontrar o volume do cone
circular reto acima.

Para isto consideremos a reta r, isto é, o eixo Ox, como sendo o eixo do cilindro com origem no
seu vértice e orientado para baixo (veja a figura abaixo).
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Observemos que para cada
x € [0,h],

a secdo reta do cilindro em x serd um circulo, cujo centro estd no eixo Ox, distando x unidades do
vértice e cujo raio denotaremos por v’ (veja a figura abaixo).
Logo, da figura abaixo, teremos que

OB—h, OA—x, BC=r e AD=r". (13.5)

segéo reta em x

X

Observemos que os tridngulos AOBC e AOAD sdo semelhantes (caso AAA), assim

0A o(Es,.::')a r_x ou ainda, T’ = —x
= = u —_— = - u ain = —X.
OB Ja, T h) ) h

Z 2|
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Logo, para cada x € [0, h], o valor da area, que indicaremos por .4 = A(x), da secdo reta do cilindro
em x serd dada por

2 2
Alx)=m (r’)2 = (%x) = ﬂ%xz ,

ou seja, o valor da area da segdo reta do cone reto dado serd uma fungédo continua de x, para x € [0, h].

Logo, do Método das Fatias (isto é, o Teorema ([3=3)), segue que:

b h 2 2 rh 2 3 x=h
V:J A(X)dX:J Tt;zxzdx:ﬂrj X2 dx = {X]

1
= —mr’h ..
a 0 3

x=0

Observacgao 13.3.1 A formula acima é conhecida dos cursos bdsicos de Geometria.

Podemos também aplicar o método das fatias para os seguintes exercicios resolvidos:

Exercicio 13.3.1 A partir de um tridngulo equildtero de lados de comprimento 1, com um dos
vértices na origem e sua altura sobre o eizo Ox, construa um solido S, cuja secdo reta de S em
X € um quadrado.

Calcule o valor do volume do sélido S.

Resolugao:

Geometricamente teremos a seguinte situagio:

N~

N~

2
segdo reta do sdlido S em x serd dada por:

3 N
Observemos que, para cada x € |0, \f], o valor da a drea, que indicaremos por A = A(x), da

onde y é o comprimento lado do quadrado da segdo reta de S em x (vejam as figuras abaixo).
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y

7

o\ |
y
2

Ve
2
Observemos que os tridngulos AOAD e AOBC s&o semelhantes (caso AAA- veja a figura abaixo),
assim teremos

segdo reta do sélido em y

N~

N|—

o A B x
OA OB
p—e g (13.6)
AD BC
Mas /3
— W3 == X a7 _ Y
Logo, de ([Z@) e (3), segue que
W3 7
X 2 . _2V3
- ou seja, =3 X (13.8)
22
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Logo, para cada x € [O, § 1} , 0 valor da drea, isto é, A = A(x), da segdo reta de S em x, serd dada

por:
2
2 4
Ax) =y? = [\fx] = gxz, paracada x € [O, \f 1] ,

ou seja, o valor da drea da segdo reta do sélido dado, serd uma fungdo continua de x, para x € [O, 5 l] .

Logo, do Método das Fatias (isto é, o Teorema ([Z=3)), segue que:

b §14 4 3
_ _ T2y X
V—J A(x)dx—Jo 3x dx 3{3]

:ﬁl
=2 Exercico \/g 3
— ? l, u.v..

x=0

Observagao 13.3.2 O sdlido em questdo é uma pirdmide de base quadrada cja representa¢do
geométrica € dada pela figura abaizo.

se¢do reta do sdélido S é um quadrado

13.4 Volume de sélidos de revolugao

Comecgaremos pela

Definicao 13.4.1 Seja o um plano, t uma reta no plano o e R uma regido plana que estd contida
num dos semi-planos, do plano o, determinados pela reta t (veja a figura abaizo).

O sélido S obtido da rotagdo da regido R, contida mo plano o, em torno da reta t serd
denominado solido de revolugao e a reta t serd dita eixo de revolugao.
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Nosso objetivo é encontrar o volume de um sélido de revolugdo S como o definido acima.

Observagao 13.4.1 Comegaremos por uma situacdo mais simples, a saber:

Seja f:[a,b] — R uma funcdo continua e ndo negativa em [a,b] e consideremos R a regido
limitada do plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da funcdo f , pelas
retas x = a, x =b e pelo eixzo Ox (veja a figura abaizo).

Denotemos por S o sélido obtido da rotagdo da regido R acima, em torno do eizo Ox (isto
€, o eizo de revolugdo serd o eizo Ox).

Neste caso observamos que, para cada x € [a,b], as se¢bes retas do sélido S em x, relativa-
mente ao eizo de revolugdo Ox, serd um circulo, cujo centro é o ponto (x,0) e o rato serd f(x)
(veja a figura abaizo)
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»x (eizo de revolugdo)

segdo reta do sdlido S em x

Logo, para cada x € [a,b], o valor da drea, que indicaremos por A = A(x), da mesma, serd
dada por

A(x) = 7002 T2 e )2

Como a fungdo f é continua em [a,b], seque que a fungdo A = A(x) também serd continua
em [a,b].

Seja V o valor do volume do sélido S.

Logo, do Método das Fatias (isto é, do Teorema (LZIZ)), seque que

b b
V= J A(x) dx = 7'[J [f(x)]2 dx uw.v..

a a

Apliquemos isto ao seguinte exemplo:
Exemplo 13.4.1 Seja f: R — R a fungdo dada por
f(x) =x*, para cada x€R.

Calcule valor do volume V do sélido de revolugdo S obtido da rotagdo da regido limitada R,
contida no plano xOy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f , pela
reta x = 2 e pelo eizo Ox, em torno do eizo Ox.

Resolucao:
A representagdo geométrica da regido R, que serd rotacionada em torno do eixo Ox, é dada pela
figura abaixo.

zY




576 CAPITULO 13. APLICACOES DE INTEGRAIS DEFINIDAS

Observemos que, para cada x € [0, 2], o valor da 4rea, isto é, A = A(x), da segdo reta do sélido S
em x seré o valor da 4rea de um circulo de raio f(x) = x? (a fungdo é no negativa).
Assim, para cada x € [0, 2], teremos que

x (eixo de revolugéo)

segdo reta do sélido S em x

Observemos que a fungdo A : [0,2] — R é uma fungéo continua em [0, 2].
Logo, pelo Método da Fatias (isto é, Teorema ([Z=2)), segue que

2 =2 32
= —7T U.v..

V:JbA(x) dx:J -

otdx =m [1x5]
a 0 )

Um esbogo da representacdo geométrica do sélido é dado pela figura abaixo.

Observagao 13.4.2 Se a fun¢do f : [a,b] — R € continua em [a,b] podendo, eventulamente,
assumar valores negativos, basta observar que o sélido de revolugdo obtido da rotagdo da regido
limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo
f, pelas retas x = a, x = b e pelo eixzo Ox, em torno do eixo Ox, é 0 mesmo que o sélido
de revolugdo obtido da rotagcdo da regido limitada R’, contida mo plano xOy, delimitada pela
representa¢do geométrica do grdfico da funcgdo |f|, pelas retas x = a, x =b e pelo eizo Ox, em
torno do eizo Ox (veja a figura abaizo).
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Com 1sto, observamos que, para cada x € [a,b], o valor da drea, que indicaremos por A =
A(x), da se¢do reta do sélido S em x, serd a drea de um circulo de centro sobre o eixo Ox e
cujo raro € |f(x)|.

Assim, para cada x € [a,b], teremos

que € uma fun¢do continua em [a,b].
Logo, o wvalor do volume, isto €, V, do sdélido de revolugdo S obtido da rotagdo da regido
acima em torno do eizo Ox serd dado, pelo Método das Fatias (i1sto é, Teorema (IZZ1)), por:
b b
V= J m[lf(x)[1* dx = J m[f(x)]? dx wv..

a a

Conclusao: podemos utilizar a mesma expressdo para calcular o valor do volume de um
sélido de revolugcdo dos tipos que foram considerados acima, independente da fungdo f assumir
ou nago valores negativos, ou seja, para um sdélido de revolugdo obtido da rotagdo da regido
limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da fungdo
f, pelas retas x =a, x =b e pelo eixzo Ox, em torno do eixzo Ox.

Temos o seguinte exercicio resolvido:
Exercicio 13.4.1 Seja f: R — R a fung¢do dada por
f(x) =x%,, para cada x€R.

Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sdlido de revolugdo S obtido da
rotagdo da regido limitada R, contida mo plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica
do grdfico da fungao f , pelas retas x =1, x =—1, em torno do eizo Ox.
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Resolugao:

A figura abaixo nos fornece uma representagdo geométrica da regido R.

Observemos que, para cada x € [—1, 1], a segio reta do sélido S em x é um circulo de centro sobre
o eixo Ox, cujo raio é |x3| (veja as figuras abaixo).

raio do circulo em x é igual a ‘XS‘

x (eixo de revolugdo)

Logo, para cada x € [—1,1], o valor da 4rea, que indicaremos por A = A(x), da segdo reta do
sélido em x serd dada por:

A =2 " e (1])°
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segdo reta em x

x (eixo de revolugéo)

Observemos que a fungdo A : [—1,1] — R é uma fungdo continua em [—1,1].
Logo, do Método das Fatias (isto é, Teorema (I[Z=3)), segue que

x=1 R 2
Exercicio
— i 7T W.V..

x=—1

A representacdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.

Observacao 13.4.3 Sejam f,g:[a,b] = R fungdes continuas em [a,b] tais que

0 <g(x) <f(x),, paracada x€ [a,b].

Se considerarmos o solido S obtido da rotagdo da regidGo limitada R, contida no plano xOy,
delimitada pelas representagbes geométricas dos grdficos das fungées f e g, pelas retas x = a,
x = b e pelo eizo Ox, em torno do eizo Ox, temos que, para cada x € [a,b], a secdo reta do
sélido S em x, serd um anel circular, com centro sobre o eixo Ox, cujo raio maior é f(x) e o
rato menor é g(x) (veja a figura abaizo).



580 CAPITULO 13. APLICACOES DE INTEGRAIS DEFINIDAS

>

x (eizo de revolugdo)

segdo reta do sélido S em x

Assim, para cada x € [a,b], o valor da drea, que indicaremos por A = A(x), da secdo reta
do sdlido S em x serd dada por:

que € uma func¢do continua em [a,b].
e Logo, do Método das Fatias (isto é, Teorema (IZ=E1)), seque que o valor do volume, que
indicaremos por V, do sélido S serd dado por:

b

V= Jb Alx) dx = J Tt{[f(xﬂz — [Q(X)]Z} dx wwv..

a a

Temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 13.4.2 Sejam f,g: R — R as fungbes dada por
fx)=x*+2, g(x)=x+8, paracada xeR.

Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugcao S obtido da
rotac¢@o da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas representagdes geométricas
grdficos das fungdes f e g, quando rotacionada em torno do eizo Ox.

Resolugao:

Observemos que

Exercicio
f(x) = g(x) se, e somente se, x*+2=x+8 ou seja, x=3 e x=-2.

A representacdo geométrica da regido R é dada pela figura abaixo.
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Observemos que, para cada x € [—2, 3], a se¢do reta do sélido S em x serd um anel circular, cujo
centro estd sobre o eixo )x, cujo raio do ciculor maior é f(x) e o raio do circulo menor serd g(x) (veja
a figura abaixo).

y = xZ + 2

y=x+38

Segmento que serd rotacionado em torno do eixo Ox

» X (eixo de revolugéo)

Logo, para cada x € [—2,3], o valor da &rea, que indicaremos por A = A(x), da segdo reta do
sélido S em x, serd dada por:

2

Al) = m )P = mlgl? = (x + 8 — 7 (x* +2)

que é uma fungido continua em [—2, 3].
Logo, do Método das Fatias (isto é, Teorema ([Z=2)), segue que

b 3 2 B ..
Y= J A(x) dx = J [W(X +8)—m (xz + 2) ] dx "= 2507 wv. .
2

a
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A representagdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.

sec8o reta do sélido S em x

Uma situagdo mais geral é dada pelo:
Exemplo 13.4.2 Seja f: R — R a fun¢do dada por
f(x) =x>, para cada x € R.

Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sdlido de revolugdgo S obtido da
rotagdo da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica
do grdfico da fungdo f , pelas retas x =1, y=—1, em torno da retay = —1.

Resolugao:
A representagdo geométrica da regido R é dada pela figura abaixo.

y = —1 (eixo de revolugso)
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Observemos que, para cada x € [—1, 1], a secdo reta do sélido S em x serd um circulo (cujo centro
estd sobre a reta y = —1), cujo raio serd dado por (1+x®) (veja a figura abaixo).

sec8o reta do sélido S em x

(eixo de revolugéo)

Logo, para cada x € [—1,1], o valor da &rea, que indicaremos por A = A(x), da segdo reta do
sélido S em x serd dada por:

_ 2
Ax) = ntr? =l [1 —i—xﬂ ,

que é uma fungio continua em [—1,1].
Logo, do Método das Fatias (isto é, Teorema ([Z=2)), segue que

b 1 2 L.
V= J A(x) dx = J 7T {1 + xs} dx Bxemeicle 2 v,
-1

a

A representagdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.
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A seguir temos os seguintes exercicios resolvidos:

Exercicio 13.4.3 Sejam 0 < a < b fizados. Encontre o valor do volume, que indicaremos por
V, do sélido de revolugdo S obtido da rotagdo da regiGo limitada R, contida mo plano xOy, em
torno do eizo Ox, onde

R={(xy) € R% X2+ (y —b)2 < o’} .
A superficie deste sélido é denominada de toro.
Resolugao:

A regido R do plano xOy é o circulo, de centro em (0, b) e de raio a, cuja representagdo geométrica
é dada figura abaixo.

=Y

Observemos que a regido R é a regido limitada, contida no plano xOvy, delimitada pelas repre-
sentagdo geométricas dos graficos das fungdes f e g, onde f,g : [~a,a] — R séo as fungdes dadas
por

f(x) =b++va?—x*, g(x)=b—+Va2—x?, paracada x¢€ [—a,a],

cujas representacdes geométricas sdo dadas pela figura abaixo.

4 Y

Observemos que, para cada x € [—a, a], a se¢do reta do sélido S em x serd um anel circular, cujo
centro localiza-se no ponto (x,0), cujo raio maior serd f(x) e o raio menor serd g(x) (veja a figura
abaixo).
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x (eixo de revolugéo)

Seg8o reta do ségido S em x

Logo, para cada x € [—a,al, o valor da drea, que indicaremos por A = A(x), da segdo reta do
sélido S em x serd dada por

AG) =)~ g = [o+ Va2 x| —m[b- Vx|’

que é uma fungéo continua em [—a, aj.

Logo, pelo Método das Fatias (isto é, Teorema ([Z=21)), temos que:

V:Ja A(x)dx:Ja {7‘[{b—i—\/az—xzr—n[b—\/az—xzr} dx
—a —a
:7‘[Ja {[bZ—FZ\/ aZ —x?b + (az—xz)} [ —2vV a2 —x*b + ( xz)}} dx
—a
:nJa {az—xz—i-Z\/az—x2b+b2—b2+2\/a2—x2b— dX—T[J 4mbdx
—a
—47Tbr 44/ a2 —x%dx Bxercici ( ) 47tb {2 arcsen(x) E a? xz] -
—a

2

= 47tb { {c; arcsen (%) + % a? — az} — [32 arcsen <(—aa)> + (—za) a?— (—a)z] }

Exegicio 47TbC;27T .

Logo o valor do volume do sélido S serd

Y = 2m%a?b wv..

A representagdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.
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Um outro exercicio resolvido é:

Exercicio 13.4.4 Sejam r,h > 0 fizados.

Calcular o valor volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugao S obtido da rotagdo
da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas retas

h
U—;X, U_h

e pelo eizo Oy, em torno do eizo Oy.

Resolucgao:
A representacdo geométrica da regido R é dada pela figura abaixo.

y (eixo de revolugéo)
A

= Y

Consideremos f : [0,y] — R a fungio dada por
fly) = %y, para cada h € [0,h].

Observemos que, para cada y € [0, h], a segdo reta do sélido S em y serd um circulo, de centro em
(0,y) e raio f(y).



13.4. SOLIDOS DE REVOLUGCAO 587

Assim, para cada y € [0, h], o valor da &rea, que indicaremos por A = A(y), da segdo reta do sélido
S em y serd dada por:

_ 2= 2 (TN T
Aly) =mr? = ()l = (Ty) = mey?,

y (eixo de revolugdo) y=hx
m

segdo reta do sélido S em y

®

Observemos que a fungdo A : [0,h] — R serd uma fungdo continua em [0, h].
Logo, pelo Método das Fatias (isto é, Teorema ([3=31)), teremos

h ho2 2 2 (h 2 Exercicio | )
V= oA(y)dy: oﬂﬁy dy:nﬁ Oy dy = 3 h w.v..

A representacdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.

4

Ve

segéo reta em y

Observacao 13.4.4 O sdlido acima € um cone circular reto, de altura h e cujo raio do circulo
da base € r e seu volume € conhecido dos cursos bdsicos de Geometria.

Temos também o:

Exercicio 13.4.5 Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugcdo S
obtido da rotagdo, em torno do eizo Oy, da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada
pelas representacdes geométricas da curva y> =x e pela reta y =1 e pelo eizo Oy.
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Resolugao:
A regido R que serd rotacionada em torno do eixo Oy, tem representagdo geométrica dada pela
figura abaixo.

Yy (eixo de revolugéo)
A

x=y?

Consideremos f: [0, 1] — R a fungdo dada por
fly) =y?, paracada yel0,1].

Observemos que, para cada y € [0, 1], a segdo reta do sélido S em y serd um circulo, de centro em
(0,y) e raio f(y) (veja a figura abaixo).

y (eixo de revolugéo)
A

segdo retaem y

X =Y

Assim, para cada y € [0, 1], o valor da drea, que indicaremos por .A = A(y), da segédo reta do sdlido
S em y serd um circulo que tem raio igual a f(y), isto €, serd dada por:

f(y)

A(H) — 7TT2 T::y 4

nfi(y) =y*.

Observemos que a fungdo A : [0, 1] — R serd uma fungdo continua em [0, 1].
Logo, pelo Método das Fatias (isto é, Teorema ([Z=1)), teremos

1 1

xercicio 1

V:J Aly) dy :J my?t dy Ferciclo v,
0 0 5

A representagdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.
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Para finalizar temos o:

Exercicio 13.4.6 Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugdo
obtido da rotagdo em torno da reta x = —1 da regido limitada, contida no plano xOy, delimitada
pelas retas

h
y=—-x, y=h

T
e pelo eizo Oy.
Resolucgao:
A representagdo geométrica da regido R, que serd rotacionada em torno da reta x = —1, é dada
pela figura abaixo.
Y A y = %x

Consideremos f : [0, h] — R a fungdo dada por

fly) =1+ %y, para cada y € [0,h].

Observemos que, para cada y € [0,h], a segdo reta do sélido S em y serd um anel circular, de
centro em (0,y) e raio maior f(y) e raio menor igual a 1 (veja a figura abaixo).
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y=h

Yy, J
seg8o retaem y \

-—

1

=|=

PR

fy) =14

x = —1 (eixo de revolugéo)

==
(=4

Assim, para cada y € [0, h], o valor da &rea, que indicaremos A = A(y), da segdo reta do sélido S
em y (é um anel circular) serd dada por:

Ay) =nfy) —nlt=n [(1 + %y)z— 1] :

Observemos que a fungdo A : [0,h] — R serd uma fungio continua em [0, h].
Logo, pelo Método das Fatias (isto é, Teorema ([Z=1)), teremos

h ! T 2 Exercicio rzh
% —L Ay) dy _Jo T [(1 + }—ly) —1} dy = ﬂ(rh+ 3> U.v..

A representacdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.

13.5 Meétodo dos cilindros (ou cascas cilindricas) para sélidos de
revolucgao

Para sélidos de revolugao podemos encontrar seu volume por meio de um outro processo, denomi-
nado método dos cilindros (ou casas cilindricas).

Para isto temos a:
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Definicao 13.5.1 Sejam L < a e f,g:[a,b] = R fungées tais que
g(x) < f(x), para cada x € [a,b].

Consideremos o sélido de revolugdo S obtido da rotagdo da regido limitada R, contida mo
plano xOy, delimitda pelas representagcbées geométricas dos grdficos das fungées f e g, pelas
retas x = a, x = b, em torno da reta x =L (isto €, a reta x =L serd o eizo de revolugdo).

Para cada x, € [a,b], A(x,) denotard o wvalor da drea do cilindro obtido da rotacdo do
segmento, que € a intersec¢Go da reta x = X, com a regido R, em torno da reta x =L (veja a

figura abaizo).

eizo de rotagdo ————

segmento a ser rotacionado em torno da reta x = L

x = L (eizo de revolugdo) x = L (eizo de revolugdo)

O cilindro actma obtido serd denominado segao cilindrica (ou cilindro) do sélido S em x,

(veja a figura abaizo).

se¢do cilindrica do sélido S em xo

x = L (eizo de revolugdo)

Observagao 13.5.1 Observemos que na situagcdo acima temos que, para cada x € [a,b], o valor
da drea, 1sto é, A = A(x), da se¢do cilindrica do sélido S em x serd dada por:

A(x) = 2mtr(x) h(x),

onde r(x) e h(x) sdo, respectivamente, os valors do raio e a altura da se¢do cilindrica do sélido
S em x (veja a figura abaizo).
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x = L (eizo de revolugdo)
Com 1sto, para cada x € [a,b], teremos que

e assim

Na situagdo acima temos o:

Teorema 13.5.1 Sejam a,b,L tais que L < a < b. Suponhamos que as fungdes f,g:[a,b] — R
sdo continuas em [a,b] e

g(x) <f(x), paracada xE€ [a,b].

Entao o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugdo S obtido actma serd
dado por
b
V= J A(x) dx,

a

ou seja,
b
V= ZT[J (x — L) [f(x) — g(x)] dx w.v.,

a

onde u.v. denotard a unitdade de volume.

Demonstragao:
Para mostrarmos a identidade acima consideremos

Pi{a:xo)... )Xn:b}

uma parti¢do do intervalo [a,b] e, para cada i € {1,--- ,n}, consideremos um ponto &; € [x; 1, xil.

Consideremos a regido plana formada pela reunido dos n retangulos, que denotaremos por R, para
cadai € {1,---n}, cujas bases sdo os intervalos [x;_1, xi] € cuja alturas sio os intervalos [(&;, g(&i)), (&, T(&:))],
cujo valor do comprimento é f(&;) — g(&;) (veja a figura abaixo).
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x = L (eixo de revolug&o)

Para cada i € {1,--- ,n}, rotacionando-se o retdngulo R;, em torno da reta x = L, obtemos um
sélido, cuja reunido, para in € {1,---,n}, serd formada por cascas cilindricas, que nos fornecerd
uma aproximagéo para o valor do volume do sélido S (veja a figura abaixo).

Para cada i € {1,2,--- ,n}, o volume, que indicaremos por V;, de cada uma das cascas cilindricas
serd dado por (veja a figura abaixo)

V; = mt[raio externo)” [valor da altura] — 7t [raio interno]? [valor da altural
7 (xi — D)7 [f(&) — g(&:)] — 7 (xi1 — L)* [F(&1) — (&)

—n Kx —xi L2> (XH 2L+ Lz)} [F(&1) — g(&)]

[x — 2x — XEy + 2% 1L} [f(&) — g(&)]

= 7% +xip1 — 2L [f(&) — g(&)] (x¢ —xi-1) .

>—1



594 CAPITULO 13. APLICACOES DE INTEGRAIS DEFINIDAS

x = L (eixo de revolugio)

=

Xi—1 Xi

xi—1 — L

xiy — L

Logo,

VY= nh—)rgoz Y, = nh—%oz 7t [xi + xip1 — 2L [f(&) — g(&)] (xi —x4-1)
i

i=1

ML Jim 3 i+ xin — 20 (&) — 9(&)] Ax
i=1 .
(2x = 2L)[f(x) — g(x)] dx = 27‘[J (x = D)[f(x) — g(x)] dx w.v.,

a

Def. Integral de Riemann ﬂJb

a

como queriamos mostrar.

Observagao 13.5.2

1. O Teorema acima € conhecido como Método das Cascas Cilindricas, pode ser til para
o cdlculo do valor do volume de um sdlido de revolugdo.

S6 se aplica para solidos de revolugdo.

2. Se o eizo de revolugdo € a reta
x=1L,

onde L < aoul >Db e a fungio f —g muda de sinal em [a,b] entdo o valor volume,
que wndicaremos por V, do sélido de revolugdo S obtido da rotagdo da regido limitada R,
contida no plano xOy, delimitada pelas representagdes geométricas dos grdficos das fungdo
f eg, e pelas retas x =a e x =b em torno da reta x =L, serd dado por

b
V= ZTtJ [x — LI [f(x) — g(x)| dx w.v..

a

Deizaremos como ezercicio para o leitor a verificagdo deste fato (veja a figura abaizo).
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T(x) = |x —L|

x = L (eizo de revolugdo)

Notemos que, no caso actma (veja a figura acima), para cada x € [a,b], o valores do raio
e da altura da sec¢do cilindrica em x serdo dados, respectivamente, por:

r(x) =Ix—L e h(x)=If(x)—gx)l.

Sejam a,b,L € R tais que L < a ouL>D.

Se a rotacdo da regido R for em torno de uma reta paralela ao eizo Ox, mais precisamente,
a reta

y=1~L
(ou seja, o ewzo de revolugdo for a retay = L), entdo podemos aplicar o Método das Cascas
Cilindricas para obter o volume do solido de revolugdo S em questao, a saber,

b
VZZTEJ ly — LIf(y) — g(y)ldy w.v., (13.9)

a

onde a regido R é a regido limitada, contida no plano xOy, delimitada pelas representagdes
geométricas dos grdficos das fungdes

x=1(y), x=gly), para cada x € [a,b]

pelas retas y =a, y =>b (veja a figura abaizo).

y = L (eizo de revolugio)
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A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Observemos que, para cada y € [a,b], a se¢do cilindrica do sdlido S em y, pode ser otida
rotacionando-se um segmento apropriado em torno da reta y =L (veja figura abaizo).

No caso em que L <a e
gly) <fly), para cada y € la,b],
temos a segquinte situagc@o geométrica:

h(y) = f(y) —g(y)

Y

Ty)=y-L

y = L (eizo de revolugdo)

Com 1sto temos que, para y € [a,b], o valor da drea, que indicaremos por A = A(y) da
sec¢do cilindrica do sélido S em y serd dada por

Aly) = 2n(y — L) [f(y) — g(y)l,

que nos fornece o integrando da integral definida acima, para o caso considerado.

A verificagdo da validade da ezxpressdo (CZA) para valor do volume, isto €, V, do sélido
de revolugdo S, no caso geral, serd deizada como ezercicio para o leitor.

Notemos que, no caso acima, (veja a figura acima), para cada y € [a,b], os valores rato e
da altura da se¢do cilindrica em \y serdo dados, respectivamente, por:

rly)=ly—L e h{y) =y —gyll.

Com isto podemos resolver o:

Exemplo 13.5.1 Sejam f,g: R — R fung¢des dadas por

f(x) =1—x2 g(x)£x2—1, para cada x € R.

Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugcdo S obtido da
rotagdo da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas representagdes geométricas

dos grdficos das fungbes f e g, em torno da reta x = 2.
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Resolucgao:
As fungdes f e g sdo continuas em [a, b], logo podemos aplicar o Métodos das Cascas Cilindricas

para calcular o valor volume V do sélido S.

Observemos que

f(x) = g(x), se, esomentese, 1—x>=x>—1, ousea, x=1 e x=—1.

A representacdo geométrica da regido R é dada pela figura abaixo:

eixo de rotagio

ePara cada x € [—1,1], temos que o valor da drea, que indicaremos por A = A(x), da secgio
cilindrica do sélido S em x (€ a rotagdo de um segmento em torno da reta x = 2 - veja a figura abaixo)

serd dada por:
A(x) = 2tr(x) hix) = 271(2 — x) [(1 — xz) — (xz - 1)} dx,

que é uma fungio continua em [—1,1].

eixo de rotagio

. \

segdo cilindrica de S em x

y:1,X2

y=x"—1 ]
x =2
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Logo, pelo Método das Cascas Cilindricas (isto é, Teorema ([ZE)), segue que

Y = Jb A(x) dx = r] 2ntr(x) h(x) dx = 27'(J1 (2 —x) [(1 — x2> — <x2 — 1)} dx Fxercicio 33—27( w.v..

a —1

Temos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 13.5.1 Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugao S
obtido da rotagcdo da regido limitada R, contida mo plano xOy, em torno da reta x = 3, onde R
€ o circulo de centro no ponto (0,0) e cujoa raio tem valor 2, isto €,

R = {(x,y) € R?; ,xz+y2 §4} .

Resolugao:

A representacgdo geométrica da regido R é dada pela figura abaixo:

Y
A

x = 3 (eixo de revolugdo)

O solido S é um toro, cujo volume foi encontrado anteriormente utilizando-se o Método das Fatias
(veja o Exercicio (I3Z3)).

Aplicaremos 0 Método das Cascas Cilindricas para encontrar o volume V do toro acima.

Para isto observemos a figura abaixo:

Yy

y y=14_—x2
\ h(x) = V4 —x2 — (—V4 —x2) = 23/4 — X2

—2 X 2 X
_/ '
/r(x)—Sx
B |
y=—vVa_x2 x = 3 (eixo de revolugdo)

Observemos que, para cada x € [—2,2], o valor da drea, que indicaremos por A = A(x), da secdo
cilindrica do sélido S em x serd dada por:

A(x) = 27t [raio da segdo cilindrica do sélido S em x] [altura da segdo cilindrica do sélido S em x]

=(3-x) <\/4—x2—\/4—x2> =23 —x)V4—x2,
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ou seja, uma fungdo continua em [—2, 2].
Portanto, do Método das Cascas Cilindricas (isto é, Teorema ([Z1)), segue que

b 2 2 2
V:J .A(X)dXZZTEJ 2(3—x)\/ﬁdx=47’f“ 3\/4—x2dx—J X\/4—X2de|
a -2 -2 -2
x=2
X—Z}

Exercicio (CTEA) 22 X 1 2 2 x=2 1 2 3
= 4t 3 [2 arcsen <—) + xm] ‘ + 3 (4 —X )
x=—2

2) 72
Beilo 24m wv.. (13.10)

Portanto
V = 247 uv..

Abaixo temos uma figura que nos fornece uma representagdo geométrica do sélido S em questio.

Para finalizar temos o:

Exercicio 13.5.2 Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugcdo S
obtido da rotagdo da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas representagdes
geométricas das retas x =y —3, x=—y+3,y=1, em torno da retay = 1.

Resolucao:
A representacido geométrica da regido R é dada pela figura abaixo.

x=y—3

Observemos que
y—3=x=—yYy+3 se, esomente, se, y=3.
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Logo, para cada y € [1,3], o valor da 4rea, que indicaremos por A = A(y), da segdo cilindrica do
sélido S em y serd dada por (veja a figura abaixo)

A(y) = 2mt[raio da segéo cilindrica do sélido S em y] [altura da segéo cilindrica do sélido S em y
=2n(y—1IB—-y)—(y—3)=2n(y—1)(6 —2y),

ou seja, uma fungdo continua em [1,3].

x=y—3 > - x=3—y

rly)=y—1 1

Portanto, do Método das Cascas Cilindricas (isto é, Teorema ([ZE)), segue que

b 3 Exercicio 232
V=| Aly)dy=2n| (y—1)(6—2y)dy = ?7[ uv..
a 1
Portanto
232
V= —3 T UV

Abaixo temos uma figura que representa o sélido em questéo.

13.6 Comprimento de curvas dadas pelo grafico de uma funcao,
avlores reias, de uma variavel real

Consideremos f : [a,b] — R uma fungio.
Nosso objetivo é encontrar uma expressdo para o valor do comprimento, que indicaremos por 1,
da curva determinada pela representacdo geométrica do grafico da fungéo f (veja a figura abaixo).
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A idéia central do resultado a seguir é, "aproximar” a curva por uma poligonal, as quais sabemos
calcular o valor do seu comprimento.
Para isto temos o:

Teorema 13.6.1 Seja f:[a,b] —» R uma fun¢do continuamente diferencidvel em [a,b].
Entdo o valor do comprimento 1 da curva determinada pela representacdo geométrica do
grafico da fungao f serd dado por:

1= Jb A1+ [f’(x)]zdx u.c.,

a

onde u.c. denotard a unidade de comprimento.

Demonstragao:
Para tanto, consideremos

Pi{Xo:a)"')Xn:b}

uma partigdo de [a, b].
Consideremos, para cada i € {1,--- ,n}, o ponto P; = (xi, f(x;)) que pertence ao grafico da fungio
f, e o respectivo segmento de reta P;_1, P; (veja a figura abaixo).

Y i
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Observemos que o comprimento do segmento Pi_;P; é dado por (pelo Teorema de Pitdgoras - veja
a figura abaixo)

PP = /(A% + (Ay)? = /(A% + [F(x) — Flx 1)1 (13.11)

Como a fungdo f : [a,b] — R é continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b) (pois a fungdo f
é continuamente diferencidvel em [a,b]) segue, do Teorema do Valor Médio, que, para cada i €

{1,--- ,n}, podemos encontrar &; € [x;_1,xi], de modo que
f(xy) — f(xim1)  F(xi) — F(xie
f/(ai) _ (xi) (xi—1) _ (xi) (xi—1) . ouseja, f(xi)—flxig) = f’(&) Ax; .
X1 — Xi-1 Ax;

Substituindo esta expressdo em (1), obteremos

PPy = /(A% + [ ()8 = /1 + [F/(£P A%,

Logo

L= lm Y PiyPi= lm Y (/14 [f/(&)2 Ax Do e R‘ema‘mj 1+ [f/(x))? dx,

a

como queriamos mostrar.
Com isto podemos resolver o
Exemplo 13.6.1 Seja f:[1,8] —» R a fun¢do dada por
f(x) ~34x3 , para cada x € [1,8].

Encontrar o valor do comprimento 1 da curva que é a representacdo geométrica do grdfico
da funcggo f .

Resolugao:
A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo.
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Observemos que a fungio f é diferencidvel em [1,8] e

x%, para cada x € [1,8],

N W

f/(x) = % [3+x%} -

que é uma fungio continua em [1, 8], ou seja, a fungdo f é continuamente diferencidvel em [, 8].
Logo, do Teorema (I[ZE), segue que:

b 8 2 segue que 2—|x|= 8 9
1= J 14 [f ’(X)]Z dx = J 1+ {;X;} dx x21>0, segue que (v/x)*=x|=x] J' 1 n ZX dx
a 1 1

9 9
u£1+1x:>du:1dx
x—]:>u—E
- 4
76
x:8:>u:Z:19 19 4 Bxercicio |
_ J]S\/ﬂc)dx xeglc1oﬁ|:]52\/ﬁ_]3\/ﬁ u.c.,

|

ou seja,

1= 2]7 [152@— 13@] we..

Temos os seguintes exercicios resolvidos:
Exercicio 13.6.1 Seja f:[1,v/3] = R a funcdo dada por
f(x) =In(x), para cada x € [1,V3].

Encontrar o valor do comprimento 1 da curva que é a representacdo geométrica do grdfico
da fungdo f .

Resolucgao:
A representacdo geométrica do gréfico da fungéo f é dada pela figura abaixo.
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Observemos que a fungéo f é continuamente diferencidvel em [1, /3] (lembremos que dix In(x)] =

1
" para cada x € (0, 00)).
Logo, do Teorema ([CZE), segue que:

b V3 112 V3 217 V3 A2
1:J 1+[f’(x)]zdx:J 1+H dx:J 7 dx"é"J haRaL
a 1 X 1 X 1 X

Exercicio 2-V2+hn {2 (\fz_|_ 1) \@} u.c.,

ou seja,

1=2-V2+mn |2(V2+1) V3] ue..
Para finalizar temos o:

Exercicio 13.6.2 Encontrar o valor do comprimento 1 da curva que € a representacdo geométrica
do grdfico da fungdo f:[1,3] — R dada por
15 1

y°———1, para cada x€<[1,3].

fly) = 7 6y

Resolucgao:
A representagdo geométrica do gréfico da fungéo f é dada pela figura abaixo.
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. . . d 3
Observemos que a funcio f é continuamente diferencidvel em [1,3] e —f(y) = ~y* —

1
d‘y 3 @, para

cada yin[1, 3].
Logo, do Teorema ([ZE1), segue que:

b 3 2 3
3 1 Exercicio 9 1
L P dy J] \/ " [zy 692} v L <6y " 692> @

ou seja,

13.7 Area de uma superfice de revolucao

Seja f: [a,b] — R ndo negativa em [a, b].
Nosso objetivo é encontrar a drea A da superficie de revolugdo S obtida da rotagdo da curva dada

pela representagdo geométrica do gréfico da fungdo f em torno do eixo Ox (veja a figura abaixo).
y = f(x)

| |
—~

a b x (eixo de revolugéo)

Com a notagdo acima temos o:

Teorema 13.7.1 Seja f: [a,b] —» R uma funcdo continuamente diferencidvel e ndo negativa em
[a, b].

Entao
b

A= ZNJ f(x)\/ 1+ [f/(x)]zdx u.a.,

a

onde u.a. denota unidades de drea.

Demonstracao:
Seja

Pi{xoza’...)xn:b}

uma partigdo de [a, b].
Consideremos, para cada i € {1,---,n}, o ponto do grafico da fungdo f, que denotaremos por
P; = (x4, f(xi)) e o respectivo segmento de reta P;_1,P; (veja a figura abaixo).
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a=xo X1 x2 X3 b =x4 x

Quando o segmento P;_1P; é rotacionado em torno do eixo Ox obtemos a superficie lateral de um
trono de cone, que indicaremos por S; (veja a figura abaixo), cujos raios da base e do topo sdo

respectivamente.

Tio =f(xi1) e 1 =f(xy),

x (eixo de revolugéo)

Axi =Xi = X{_]

Observemos que a geratriz deste tronco de cone é o segmento P;_1P; que, como vimos na segdo
anterior, tem comprimento dado por

Pi 1Py =1/1+ [f/(ii)]zAXi

onde &; € [xi_1,xi], paracadaie{1,---,n}
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Assim, par cada i € {1,--- ,n}, a drea lateral do trono de cone S;, que indicaremos por A;, sera
dada por
A, Ve32 (1) na Obzervagio abaixo (g + 1) (P Py) = wf(xq) + fxia)] /T + [ /(Ei)]z Ax; .
Logo n n

A_TLILTEO;AWL nlggoz {Tr (xi) + f(xi1)] 1+[f’(E¢)]zAxi}
i=

bf(x) 1+ [f’(x)]z dx u.a.,

Def. Integral de Riemann
g ZnJ

a

como queriamos mostrar.

Observacao 13.7.1 A identidade (*) utilizada na demonstragdo acima, pode ser mostrada CEL
sequinte forma:

Se A. wndicar o valor a drea lateral de um cone, que tem como raio da base r e geratriz
medindo 1, entdo temos que (veja a figura abaizo):

A 2
mcz = seja, A.=mrl. (13.12)

drea lateral do cone ao lado

T

Com 1sto, como veremos a sequir, podemos obter a drea lateral de um tronco de cone At
onde

AC=1l, AE=1l,, BC=1r1 e DE=m;. (13.13)

A
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Observemos que os tridngulos AABC e AADE sdo semelhantes (caso AAA - figura abaizo)
logo

DE BC .
AL~ AC de ([Z13), teremos: %:% ou seja, T11 =-—1315. (13.14)
Logo
= =
AT( = )7TT1 L —mr Ly = )7T(T1 +712) (L = k) wa.,

que foi a identidade (*) utilizada na demonstragdo do Teorema acima.

Com isto podemos resolver o:

Exemplo 13.7.1 Seja f: [O, g} — R a func¢do dada por

f(x) = sen(x), para cada x € {O, g] .

Encontre a drea A da superficie de revolugdo S obtida quando rotacionamos a representagdo
geométrica do grdfico da fungao f em torno do eizo Ox.

Resolugao:

. . . T
Como a fungido f é continuamente diferenciavel em [O, Z] temos, pelo Teorema (I[Z771), que

b f'
A= ZnJ f(x)\/1+ [f ’(x)]2 dx =27t |~ sen(x)y/1+ [cos(x)]? dx

SIE|

a JO
u =cos(x) = du = —sen(x) dx
x=0=>u=1

s
X ==

>u=0

2 = JO V1+u? (—du) Bxercicio T [\fZ—i- In (\/2+ 1)} u.a.,

1

ou seja,

A:ﬂ[\/i+1n(\/§+1):| u.a..

A superficie S tem sua representacdo geométrica dada pela figura abaixo:

Temos os seguinte exercicios resolvidos:

Exercicio 13.7.1 Calcular a drea lateral de um cone circular reto cujo raio da base mede r > 0
e a altura mede h > 0.
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Resolucgao:
Geometricamente temos

-— >
T

Observemos que a superficie acima pode ser obtida como rotagdo do grafico da geratriz do cone
(veja a figura abaixo) em torno do eixo Ox.

Yy |

Podemos descrever a geratriz como grafico de uma fungdo de x, para x € [0, h], da seguinte forma:
Na figura abaixo os tridngulos AABE e AACD sdo semelhantes (caso AAA).

D

- h >
Logo S —
AB A . x _h
— = — ou, equivalentemente, —— = —,
BE CD f) o
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ou seja, a fungéo f: [0,h] — R serd dada por

f(x) = Ix, para cada x € [0, h].

h
Como a funcgdo f é continuamente diferencidvel em [0, h] temos, pelo Teorema (IZ71), que
b h 2 .
A= 27‘[J f(x)\/ 1+ [f’(x)]z dx = 27‘[J Ix 14 [I} dx BRI u.a.,
a o h h
ou seja,

A =mrl u.a..
Para finalizar temos o:

Exercicio 13.7.2 Calcular a drea da superficie de revolugcdo S obtida da rotagdo da repre-
sentagdo geométrica do grdfico da fungdo f em torno do eizo Oy, onde a fungdo f:[0,1] - R é
dada por

fly) =vy>, para cada yel0,1].

Resolugao:
A representacdo geométrica do grafico da fungéo f é dada pela figura abaixo.

y (eixo de revolugdo)

Como a funcgéo f é continuamente diferencidvel em [0, 1] temos, pelo Teorema (I[Z71), que

b 1
AzZnJ f(y)y/ 1+ [f’(y)]zdy :sz Y1+ 103
a 0
1
. 3 4 Eexercicio 7T .
_sz YT+ 9yt ax PR 2 (10\/10 1) wa.,

0

yz]z dx

ou seja,
T
A= (10v10-1) wa..

A superficie revolugdo S tem sua representagdo geométrica dads pela figura abaixo:



Capitulo 14

Integrais improprias de funcoes reais
de uma variavel real

Observacao 14.0.2 Lembremos que, até o monento, sé tratamos de estudar integrais definidas
de fungbes que sdo limitadas e definidas em um intervalo fechado e limitado.

O que trataremos neste Capitulo sdo integrais de funcdes definidas em intervalos nao limsi-
tados ou de fung¢des que nao sgo limitadas.

14.1 Integrais improéprias de fungoes reais de uma variavel real de
1.a espécie

Comegaremos pela questdo associada ao dominio da fungdo néo ser um intervalo limitado da reta R.
Para isto temos a

Definicao 14.1.1 Seja f: [a,00) — R uma funcdo integrdvel em [a,b] para cada b € [a, c0).
Definiremos a integral improépria da fungao f (de 1l.a espécie) em [a,0), denotada por

J f(x) dx, como sendo
a

o0 b
J f(x) dx = lim J f(x) dx.
a b—oo Jq

(e.e]
Diremos que a integral imprépria J f(x) dx é convergente se o limite acima existir e for

. a
finito.

Caso contrdrio diremos que integral impropria J f(x) dx € divergente.
a

o0

De modo anélogo temos a

Definicao 14.1.2 Seja g: (—oo,b] — R uma fung¢do integrdvel em [a,b] para cada a € (—oo, b].
Definiremos a integral imprépria da fungao g (de 1.a espécie) em (—oo,b], denotada por

b
J g(x) dx, como sendo

Jix) g(x)dx = lim Jb g(x)dx.

a——00 a

b
Diremos que a integral imprdpriaj g(x) dx € convergente se o limite acima existir e for
—00

finito.

611
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b
Caso contrdrio diremos que integral impropria J g(x) dx € divergente.
—00

Temos 0s seguinte exemplos:

Exemplo 14.1.1 Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie
o0
J e “dx.
0
Resolugao:
Observemos que neste caso a fungdo f: [0, 00) — R serd dada por

f(x) =e ™, paracada x € [0,00).

Como a fungio f é continua em [0, c0) segue que ela serd integravel em [0, b], para cada b € [0, 00)
fixado.
Além disso, temos que a integral imprépria (de 1.a espécie) serd:

x=Db
x=0

0o b
J e *dx = lim J e *dx = lim [—e_"

0 b—oo Jo b—oo
lim e ® = lim — =0
= lim [—eP—(-n| "7 2T,
b—oo

o0
Logo a integral imprépria J e * dx serd convergente e seu valor é 1.

0
Observagao 14.1.1 Como a funcdo f do Ezemplo actma é ndo negativa seque que a integral
impropria calculada acima nos fornecerd a drea, cujo valor denotaremos por A, da regido R,
contida no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo f , pela
reta x =0 e o eizo Ox (veja a figura abaizo), ou seja,

A=1u.a..

Temos os exercicios resolvidos:

Exercicio 14.1.1 Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie
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Resolucgao:
Observemos que neste caso a fungdo f: [1,00) — R serd dada por
1
f(x) = 2 para cada x € [1,00).

Como a fungio f é continua em [1, 00), segue que ela serd integravel em [1,b], para cada b € [1,00)

x=Db
x=1

fixado.
Além disso temos a integral imprépria (de 1.a espécie) serd:

| —

1 L. [P .
—dx = lim —dx = lim |—

1 X2 booo J7 X2 booo | X
]
— lim |~ (=) P _01
_b—>oo L b N )

o0
Logo a integral imprépria J — dx serd convergente e seu valor é 1.
1 X

Observacao 14.1.2 Como a fungao f do Ezemplo acima é ndo negativa seque que a integral
impropria calculada actma nos fornecerd a drea, cujo valor denotaremos por A, da regido R,
contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da funcdo f , pela

reta x =1 e o eizo Ox (veja a figura abaizo), ou seja,

A=1u.a..

Temos também o:
Exemplo 14.1.2 Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

1
J —dx.
1 X

Resolucgao:
Observemos que neste caso a fungéo f: [1,00) — R serd dada por

f(x) = para cada x € [1,00).

)

x| =

segue que ela serd integrdvel em [1,b], para cada b € [1, c0)

x=Db
x=1

—

Como a fungdo f é continua em [1, co

fixado.
Além disso temos integral improépria (de 1.a espécie) sera:

0 q ] b 1 ]
—dx=1lim | —dx= lim |In(x)

1 X b—oo J1 X b—oo

= lim |In(b) —1In(1)| = oo.
b—oo ~——
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o0
Logo a integral imprépria J " dx serd divergente.
1

Observagao 14.1.3 Como a fungao f do Ezemplo acima é ndo negativa seque que a integral
impropria calculada acima nos fornecerd a drea, cujo valor denotaremos por A, da regido R,
contifs no plano xOy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f , pela
reta x =1 e o eixzo Ox (veja a figura abaizo), ou seja,

A = oco.

Os dois Exercicos acima podem ser obtidos do seguinte resultado geral:

Proposicao 14.1.1 Seja p € R.
A integral tmprépria de 1.a espécie

€ convergente se, e somente se, p > 1.

Demonstragao:
O caso p =1 foi tratado no Exemplo acima.
Logo podemos supor que p # 1.
Observemos que neste caso a fungdo f: [1,00) — R serd dada por

]
f(x):x—p, para cada x € [1,00).

Como a fungdo f é continua em [1, 00) segue que ela serd integravel em [1,b], para cada b € [1,00)
o0 b
J 1 dx = lim J 1 i | —
1 xP b—oo Jq xP b—oo (] _p)xp_1

fixado.
Além disso temos integral imprépria (de 1.a espécie) serd:
x=b
x=1 ]
1 1 1 ara > 1;
_ ' im [_1]_ S para P>,

— -
(1—p) booo [ bP oo, para p<]1

o0
Logo a integral imprépria J e dx serd convergente se, e somente se, p > 1 (em particular, serd
X

1
divergente se p < 1), completando a demonstragéo.
O
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Observagao 14.1.4 Como a fung¢do f da Proposi¢cdo acima é ndo negativa seque que a integral
impropria calculada acima mos fornecerd a drea, cujo valor denotaremos por A, da regido
delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo f , pela reta x =1 e o eizo Ox
(veja a figura abaizo), ou seja,

;ua € (1,00)
Ay W para P ,

oo, para pE(0,1]

Um outro caso importante é dado pelo exercicio resolvido:

Exercicio 14.1.2 Sejam s >0 e a € R fizados.
Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécia

J e stdt.

a

Resolucgao:
Observemos que neste caso, para cada s > 0 fixo, temos a fungédo fs: [a,00) — R serd dada por

fs(t) =e ', paracada t€ [a,o0).

Como a fungdo f, é continua em [a, co) segue que ela serd integravel em [a, b], para cada b € [a, o)
fixado.
Além disso temos integral improépria (de 1.a espécie) serd:

t=b
t=a

. . 1
lim e *® = lim —5 =0, paras >0 _
—_sb e_sa} b—oo b—oo €5 €

a b—oo Jo b—oo | —S

0o b
J e Stdt = lim J e tdt = lim [1e_5t

S

oo —as
Logo a integral imprépria J e ' dx serd convergente e seu valor seré
a

para s > 0.

Observagao 14.1.5

o0

1. Podemos ver que, para s < 0, ent@o a integral impropria J e st dt serd divergente.
a

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.
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2. Se a fungdo f:[0,00) — R € uma funcdo limitada entdo, para cada s € [0,00), a integral

improépria de 1.a espécie

o0

F(s) = J e SHf(t) dt

0
(cwja convergéncia foi estudada no Ezemplo actma para o caso em que f(t) =1, para t €
[0,00) e tomando-se a = 0) serd convergente e desempenhard um papel muito importante
no estudo das Equagdes Diferenciais Ordindrias Lineares.

Deizaremos como ezercicio para o leitor a verificagcao deste fato.

A fungdo F:[0,00) — R dada pela integral impropria (de 1.a espécie) acima serd denomi-
nada transformada de Laplace da fungdo f.

Com as defini¢des acima podemos introduzir a:

Defini¢ao 14.1.3 Seja f : R — R uma func¢do integrdvel em [a,b], para cada a,b € R, com
a<b.
Definiremos a integral imprépria da fungao f (de 1l.a espécie) em (—oo,0), denotada por

J f(x) dx, como sendo

—00

Joo f(x) dx = J;o f(x) dx + JOO f(x) dx,

onde c € R estd fizo.

(o0}
Diremos que a integral imprépria J f(x) dx € convergente se as integrais 1mprdoprias

—0Q

Cc o0
J f(x)dx e J f(x) dx forem convergentes.

c
o0

Caso contrdrio diremos que integral impropria J f(x) dx € divergente.

—00

Observagao 14.1.6

(o.0]
1. Se a integral impropria J f(x) dx € convergente entdo, para c € R, temos que

—00

JOO f(x)dx = lim ch(x) dx + lim be(x) dx.

— oo a——oo |, b——oo J.

C (ee]
2. Observemos que se, para algum c € R, as integrais impréprias J f(x)dx e J f(x) dx
—00 C

d [e's)
forem convergentes entdo para todo d € R as integrais impréprias J f(x)dx e J f(x) dx
—00 d

também serdo convergentes.

o

De fato, pois como a fungdo f € integrdvel em [c, d], seque que a integral deﬁnidaJ f(x) dx
existird para qualquer d € R fizado. ‘

Logo

J;f(x) ax= tim [ 0 ax= im IRE ax+ [ 1ty ax|

a——00 a——00

= lim ch(x)dx—l— lim de(x) dx—JC f(x) dx—I—de(x) dx.

a——00 a a——o0
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De modo semelhante podemos mostrar que

Eo f(x) dx = E f(x) dx + Loo f(x) dx,

assim

Com isto temos o:

Exemplo 14.1.3 Estudar a convergéncia da integral imprdpria de 1.a espécie

*° 1
[
Coo 1+ X
Resolucgao:
Observemos que neste caso a fungdo f : (—oo,00) — R serd dada por

f(x) = 1

:W, paracada x € R.

Como a funcgio f é continua em (—oo, 00), segue que ela serd integravel em [a, b], para cada a,b € R
fixados, com a < b.

Além disso, para c € R temos que

(e .e] 1 Cc ] e o] ‘]
dx = d — dx.
Joo1+x2 X Jw1+x2 X+L T2

Mas

0o 1 ) b 1 )
|| =i | g e fim el

x=b
] = lim [arctg(b) — arctg(c)]

x=c b—oo

c 1 . c 1
JOO 1T+x2 dx = aEIPoo L 1+x2 dx

X_C} = lim [arctg(c)— arctg(a)] = arctg(c) — (—E)

—a a——00 2
U
= arctg(c) + = .
2
o0
Logo a integral imprépria J T2 dx serd convergente e além disso
—00

- : ! 1 L s T
Joo1+X2dX_J_oo1+x2dx+J; 1_’_7)(2d7<—[z—arctg(c)}—|—[arc1;g(c)—|-E _54_5_7[)

isto é,

o0 1
J_OO T2 dx = m.

Observacao 14.1.7 Em particular, temos que a drea da regid@o delimitada pela representac¢do
geométrica do grdfico da funcgdo f, dada no Exzemplo acima, e pelo eixo Ox serd dada pela
integral impropria calculada acima, isot €, terd valor m u.a. (veja a figura abaizo).
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y

Temos as seguinte propriedades para integrais impréprias de 1.a espécie:

Proposicao 14.1.2 Sejam f,g: [a,00) — R fungdes integrdvers em [a,b], para cada b € [a,o0) e
AeR

(e .e]
1. Se a integral imprdpria f(x) dx € convergente entdo, para cada ¢ > a, temos que a

(o0}
integral tmprépria J f(x) dx serd convergente.
C

Além disso,
o0 C o0
J f(x)dx = J f(x)dx + J f(x) dx

a a c
integral defintda  integral imprdpria de 1.a espécie

o o

f(x) dx é convergente entdo a integral tmprépria J (Af)(x) dx
a

2. Se a integral impropria J
a
também serd convergente.

Além disso,
o0

[Fonmax=2]"rwax.

a a

(o9} o9}

f(x)dx , J g(x) dx sdo convergentes entdo as integrais

3. Se a integrais impréprias J
a

a
o0

(f + g)(x) dx, J (f — g)(x) dx, também serdo convergentes.

a

o0
improéprias J
a

Além disso,

(e.o] (e o]

f(x) dx —|—J g(x) dx

a

ro(f+g)(x) dx—J

a a

J (f—g)(x) dx:J f(x) dx—J g(x) dx.

a a a

4. Se A #0, a integral imprdépria J f(x) dx é convergente e a integral imprépria g(x) dx
a a

(f— g)(x) dx ej (A g)(x) dx

a

(e.o] (e o]

é divergente entdo as integrais impréprias J
a

(f+g)(x) dx, J

. a
serdo diwvergentes.
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Demonstracao:
As demonstragdes seguem das propriedades bdsicas de limites no infinito e limites infinitos, e serdo
deixadas como exercicio para o leitor.

O

Observagao 14.1.8 Vale um resultado andlogo para integrais impréprias em (—oo,b] e em
(—o00, 00).
Deizaremos a cargo do leitor os enunciados e as respectivas demonstragées.

Temos também o:

Teorema 14.1.1 (da Comparagdo para integrais imprdéprias de 1.a espécie) Sejam f, g : [a,c0) —
R fung¢des integrdveis em [a,b], para cada b € [a,o0), e satisfazendo

0<f(x) <g(x), paracada x € [a,o0).

Entado:

o0
(1) Se a integral tmprépria J g(x) dx for convergente entdo segue que a integral imprépria
a

o0
J f(x) dx serd convergente e
a

JOO f(x) dx < Joo g(x) dx.

a a

(0.0
(1) Se a integral imprdpria J f(x) dx for divergente entdo seque que a integral imprdpria
a

J g(x) dx serd divergente.
a

Demonstragao:
De (i).:

o0 b
Como a integral imprépria J g(x) dx é convergente segue existe e, é finito, o limite blim J g(x) dx.
—00 a

Mas das propriedades de int?egral definida temos que:

b b
0< J f(x)dx < J g(x) dx,
a a
para cada b € [a, oo) fixado.
Logo, do Teorema da Comparagdo para Limites no Infinito, segue que

b b
0< limJ f(x)dx < limJ g(x) dx < o0,

b—oo Jq b—oo Jq

09}

b
mostrando que o limite blim J f(x) dx existe, e é finito, ou seja, a integral imprépria J f(x) dx serd
— 00 a a

convergente e teremos
J f(x)dx < J g(x) dx.

a a

De (ii).:
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o0

Suponhamos, por absurdo, que a integral imprépria J g(x) dx serd convergente.

a
o0

Do item (i) deveriamos ter que a integral imprépria J f(x) dx é convergente, o que contraria a
a

hipétese de do item (ii) .
o0
Portanto J g(x) dx serd divergente, completando a demonstragdo do resultado.
a
d

Observagao 14.1.9

1. Vale um resultado andlogo para integrais impréprias em (—oo, bl e em (—oo, c0).

Deizaremos como ezercicio para o leitor os enunciados e respectivas as demonstracoes dos
mesmos.

2. Oitem 1. do resultado acima nos diz, geometricamente, que se a drea de uma TegiGo plana
(nGo limitada) € finita entdo a drea de qualquer regido plana contida na 1.a também serd

finita.

Por outro lado, o item 2. nos diz, geometricamente, que se a drea de uma regidGo plana
é infinita entdo a drea de qualquer regiGo plana que contenha a 1.a também serd infinita
(veja a figura abaizo).

Como uma aplicagdo do resultado acima temos o:

Exemplo 14.1.4 Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

o0 1
——dx.
L V14+x3

Resolucgao:
Observemos que se a fungdo f: [1,00) — R é dada por

1
f(x) = ———, paracada x¢c[l,c0),

VT3]
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entdo temos que a funcdo f serd integravel em [1,b], para cada b € [1,00) fixado (pois ela é uma

fungdo continua em [1, 00)).
Se a fungdo g: [1,00) — R é dada por

1
—, paracada x¢€[l,00),

glx) =—=,
X2
x - 3 . . .
entdo, pela Proposicdo (IZI) (com p = 7 > 1), temos que a integral imprépria
o0 o ‘l
J g(x)dx:J — dx
1 1 x2
serd convergente.
Mas, para cada x € [1,00), temos que
1 T+x3>x3 1

Logo, do Teorema da Comparagdo para Integrais Improprias item (i), segue que a integral imprépria
*° 1
|7 ar
1 14+x°
serd convergente.
Temos os seguintes exercicios resolvidos:
Exercicio 14.1.3 Estudar a convergéncia da integral imprépria de 1.a espécie
(oo}
1
|7 ax.
1 V142
Resolugao:
Consideremos as fungdes f, g : [1,00) — R dadas por:
1
f(x) =1+4+x, paracada xe€ [1,00).

g(x)iﬁ,

Observemos que
(x+1)=x"+2x+1>1+x", paracada x¢[l,00),

ou seja,
T+x>+v1+x%, paracada x € [l,00). (14.1)
Logo
(x) 1 (m>:n) ! f(x) > 1
I T+x% T+x b
Mas o o
J f(X) dx :J dx Exegmm ’
1 1 14+ x
o0
isto é, a integral imprépria J é divergente.
1 1 +x
o0

Logo, do Teorema ([ZT) item (ii), segue que a integral imprépria J - dx também serd
1 T+x

divergente.
Temos também o:
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Exercicio 14.1.4 Estudar a convergéncia da integral imprdpria de 1.a espécie

oo
2
J e dx.
1

Resolugao:
Consideremos as fungdes f, g : [1,00) — R dadas por:

f(x) =e ™, g(x)=e™, paracada x¢€ [1,00).

Observemos que

" ex§ex2 - __
0<f(x)=e < e *=g¢g(x), paracada x € [1,00).

o0 o0 E lo (IZTT
J g(x) dx:J g Fremplo (B2 4
1 1

o0
isto é, a integral imprépria J e * dx é convergente.

1
00

Logo, do Teorema (I[Z) item (i), segue que a integral imprépria J e dx também serd con-
1
vergente.

O resultado a seguir pode ser muito util no estudo da convergéncia de integrais impréprias de 1.a
espécie, a saber:

Teorema 14.1.2 Seja f: [a,00) — R uma func¢do integrdvel em [a,b], para cada b € [a,o00), ndo
negativa em [a,00) e suponhamos que eziste p € R tal que

lim xP f(x) = A,

X—00
onde A € [0, 00].
Entado:
o0

(1) Sep e (1,00) e A€[0,00), teremos que a integral tmprdopria J f(x) dx serd convergente.
a

o0

(1) Sep e (—oo,1] e A € (0,00, teremos que a integral imprépria J f(x) dx serd divergente.
a

Demonstracao:
De (i).:

Como

lim xPf(x) = A € [0,00),

X—00
dado ¢ =1 > 0, podemos encontrar K > 0 (podemos supor K > a) tal que:

se x>K, teremos [xPf(x)—Al<e=1,

ou seja,
se x>K, teremos —1+A<xPf(x)<1+A,

ou ainda

—1+A 1T+A
< f(x) <

se x>K, teremos
xP xP
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em particular,
1+A

se x>K, teremos 0<f(x)< 7

o0
Como 1 < p segue, pela Proposigdo (IZ1), que a integral imprépria J

J— 3 'V'
5 dx sera conver ente,
K X

o0
. . . +
logo a integral imprépria J — dx também serd convergente.

K
Assim, do Teorema da Comparagdo para Integrais Improéprias de 1.a espécie item (i), segue que
o0
a integral imprépria J f(x) dx serd convergente e como a fungdo f é integrdvel em [a, b], para cada
K

o0
b € [a,00), segue que a integral imprépria J f(x) dx serd convergente.

.o a
De (ii).:
Consideremos, primeiramente, o caso que A € (0, c0).

Como
lim xPf(x) = A #0,

X—00

A
dado ¢ = 5 > 0, podemos encontrar K > 0 (podemos supor K > a) tal que

se x>K, teremos [xXPf(x)—Al<e=—,

2
ou seja,
A A
se x>K, teremos -5 + A <xPf(x) < 5 +A,
ou ainda A A
se x>K, teremos — < f(x)<—xP,
2xp 2

em particular,
A
se x>K, teremos 0<— < f(x).
2xpP
> 1
Como p € (—oo, 1] segue, pela Proposicdo (IZ), que a integral imprépria J - dx serd diver-

K
oo

A
gente, logo a integral imprépria J P dx também serd divergente (pois A # 0).
K
Assim, do Teorema da Comparagdo para Integrais Imprdprias de 1.a espécie item (ii), segue que
o0
a integral imprépria J f(x) dx serd divergente e como a fungdo f é integrdvel em [a,b], para cada
K

[e.°]
b € [a,00), segue que a integral imprépria J f(x) dx serd divergente.
a
Agora consideraremos o caso que A = oo.

Como

lim xPf(x) = A = oo,
X—00

dado R > 0, podemos encontrar K > 0 (podemos supor K > a) tal que:

se x>K, teremos xPf(x)>R,

ou seja,

R
se x> K teremos ng—p<f(x).
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o

Como p € (—oo, 1] segue, pela Proposigdo ([Z11) , que a integral improépria J > dx serd diver-

K
00

R
gente, logo a integral imprépria J " dx também sera divergente (pois R # 0).

K
Assim, do Teorema da Comparagdo para Integrais Impréprias de 1.a espécie item (ii), segue que

[e.o]
a integral imprépria J f(x) dx serd divergente e como a fungdo f é integrdvel em [a,b], para cada
K
oo
b € [a,00), segue que a integral imprépria J f(x) dx serd divergente.
a

O

Observagao 14.1.10

1. Vale um resultado andlogo para integrais impréprias em (—oo, b].

Dewzaremos como ezxercicio para o leitor o enunciado e a respectiva demonstra¢do do
mesmo.

2. O resultado acima nos diz como a funcdo f deve se comportar "perto” de co para possuir
uma integral tmprépria de 1.a espécie convergente (ou divergente).

1 . . .
Por exemplo, se f(x) ~ o Para x ~ oo, com p € (1,00) entdo integral imprdpria de 1.a
espécie serd convergente.

3. se no item (1) A = oo ou no item (12) A =0 nada podemos afirmar.

Deizaremos como ezercicio para o leitor encontrar contra-eremplos para cada um dos
casos acima.

Apliquemos o resultado acima ao:

Exemplo 14.1.5 Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

J'°° X2+ 2x+1
14X +25¢3 +2x + 5

Resolugao:
Observemos que se a fungdo f: [1,00) — R for dada por

2
f(x) = xX-+2x+1

= 1
A4+ 2553 + 2x 45 P cada x € 1,00,

entdo a fungdo f serd integravel em [1,b], para cada b € [1,00) fixado (pois funcdo f é uma fungéo
continua em [1, 00)), ndo negativa em [1, 00) e além disso
2 x? +2x+1 . x4 + 23 + x? Exercicio 1

lim x*f(x) = li = = S =A.
Jim xF(x) = X e T 2 7 5| o 1 1 250 £ It 5 4

Comop =2 >1¢eA € [0,00) segue, do Teorema acima item (i), que a integral imprépria
ro X2 +2x + 1
1 XA+ 2563 +2x +5
Temos os seguintes exercicios resolvidos:

dx serd convergente.

Exercicio 14.1.5 Estudar a convegéncia da integral imprdpria de 1.a espécie

JOO 1 —cos(x)

] 2 dx.
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Resolucgao:
Observemos que se a fungdo f: [1,00) — R for dada por

1—
f(x) = %(X), para cada x € [1,00)
entdo funcéo f serd integrdvel em [1,b] para cada b € [1,00) (pois a fungdo f é uma fungéo continua
em [1,00)), ndo negativa em [1,00) e além disso
1 —cos(x)
X2

~ lim 1— CC]JS(X) Exercicio y .

. 3 . 3
lim x2f(x) = lim [xz
X—00 X2

X—00 X—00

Como p = 7> 1 e A € [0,00) segue, do Teorema acima item (i), que a integral imprépria
1 —cos(x) )
—a dx serd convergente.
Temos também o:

Exercicio 14.1.6 Estudar a convergéncia da integral imprdpria de 1.a espécie

o0
J S
1 VX x4
Resolucgao:
Observemos que se a fungéo f: [1,00) — R for dada por

f(x) = S para cada x € [1,00),

Vit 1
entdo a fungdo f serd integravel em [1,b], para cada b € [1,00) fixado (pois a funcdo f é uma fungédo
continua em [1,00)), ndo negativa em [1,00) e além disso

X 2_ /<& X4 L.
lim xf(x) = lim |[x—m——eee [ * 2" lim [ TE = A,
X—00 X—00 /X4 +X2 +1 X—00 X +x _|_]

Como p =1 e A € (0,00) segue, do Teorema ([ZT3) item (ii), que a integral imprépria
(0.0
J X dxserd divergente.

VX241

Podemos também aplicar o resultado acima ao:

Exercicio 14.1.7 Estudar a convegéncia da integral imprdpria de 1.a espécie

© x2 -1
J Bl NN
1 Vx4 16
Resolucgao:
Observemos que se a fungéo f: [1,00) — R for dada por
f(x) = X1 ara cada € [1,00)
X) = — r X 00
\/m ) p ) )

entdo a fungao f serd integravel em [1,b], para cada b € [1,00) fixado (pois a funcdo f é uma fungédo
continua em [1,00)), ndo negativa em [1,00) e além disso

se x>1 teremos x3—x=1/ (x3—x)°

= lim
X—00

2
(X3 — X) .
Exercicio 1

~A.
x°+16
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Como p =1 e A € (0,00) segue, do Teorema ([ZT3) item (ii), que a integral imprépria
© X2 -1
L VX8 +16
Exercicio 14.1.8 Estudar a convergéncia da integral imprdpria de 1.a espécie

me

1 x?

dx serd divergente.

dx.

Resolugao:
Observemos que se a fungdo f: [1,00) — R for dada por

. \/x2+1

f(x):T, para cada x € [1,00),

entdo a fungdo f serd integrdvel em [1,b], para cada b € [1,00) fixado (pois a fungdo f é uma funcéo
continua em [1, 00)), ndo negativa em [1,00) e além disso

m 0<x=VxZ .. XZ + 1 [Bxercicio] .
- = lim 3 = T=A.
X—00 X

X
Como p = 1e A € (0,00) segue, do Teorema ([ZT3) item (ii), que a integral imprépria

me

lim xf(x) = lim
X—00 X—00

dx serd divergente.
1 Xz

Observacao 14.1.11 Observemos que da extensdo natural da Proposi¢do ([3-7-1), o valor da
drea de uma superficie de revolugdo obtida da rotagcdo da representagcdo geométrica grdifico da
funcdo f actma em torno do eizo Ox serd dada por

AZZT[J

00 _ 2 0 2
f(x) 1+[f'(x)]2dX=27'cJ 1 1+{ ]] dx:ZnJ Xi—i_]dx:om
1

10X x2 1 x2

ou seja, a drea da superficie actma serd oo (vejam as figuras abaizo).

Y

Por outro lado, lembremos que, do Ezemplo (IZ-1-1), temos que a integral imprdpria

1
J] ;dX:],
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ou seja, € convergente e seu valor é 1.
Logo, da ezxtensdo natural do Teorema (CZ=Z1), seque que o volume V do sélido de revolugdo
obtido da rotagdo da regido R do plano xOy delimitado pela representagdo geométrica grdfico

do grdfico da fungdo y = < pela reta x =1 e pelo eizo Ox (vejam as figuras abaizo)

Y

serd dado por

o o

1
2(x) dx = T[J — dx=mu.v..
X

V:JOOA(X)dx:TrJ 1

1 1

Conclusao: a observagdo acima no diz que a superficie do sélido de revolugdo acima tem
drea 0o, mas seu volume € finito e tgual a TU.v..

Para finalizar temos o seguinte resultado:

Teorema 14.1.3 Seja f:[a,00) = R uma fungdo integrdvel em [a,b], para cada b € [a,00).
(o0 o0

Se a integral imprépria J [f(x)| dx for convergente entdo a integral imprépria J f(x) dx
também serd convergente. ¢ ¢

Demonstragao:
Observemos que, para cada x € [a, 00), temos que

—[f(x)] < f(x) < [F(x]],

ou seja,
0 < f(x) + [f(x)| < f(x)[+ If(x)] = 2[f(x]].

Como a integral imprépria J 2|f(x)| dx é convergente segue, do Teorema da Comparagdo para

a
(e.o]

Integrais Impréprias de 1.a espécie, que a integral imprépria J [f(x) 4 [f(x)[] dx serd convergente.

a
Mas

(e.e] (e.e]

[F(x) + [£(x)]] dx—j ()] dx,

a

fo f(x) dx = ro [F0) + [F0O] — [F00)] dx = j

a

convergente convergente

(e.o]

mostrando que a a integral imprépria J f(x) dx também serd convergente.
a

Observagao 14.1.12

1. Vale um resultado andlogo para integrais impréprias em (—oo,b] ou (—oo, c0).

Dewzaremos como ezxercicio para o leitor os enunciados e a demonstragcbes dos mesmos.
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2. Em geral, nao vale a reciproca do resultado acima, ou Seja, pode ocorrer da integral
o0 (o0}

f(x) dx ser convergente mas a integral imprdépria J [f(x)| dx ser divergente.
a

sen(x)

1MpPropria J
a
o0

Por exzemplo, pode-se mostrar que a integral impropria J dx é convergente mas

1
| sen(x)

dx é dwvergente.

integral tmproépria J
1

Deizaremos como ezercicio para o leitor mostrar que estas afirmacgdes sGo verdadeiras.

Exercicio 14.1.9 Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

J © /x?+1

- dx.
1 pe
Resolugao:

Observemos que se a fungéo f: [1,00) — R for dada por

. \/x2+1

f(x) = ———, paracada xe€ [l,00),
X

entdo a fungdo f serd integrdvel em [1,b], para cada b € [1,00) fixado(pois a fungdo f é uma funcéo
continua em [1, 00)), ndo negativa em [1,00) e além disso

lim xf(x) = lim @ O<X;\/’Z lim x* +1 Exercicio

X—00 X—00 X X—00 Xz

1=A.

Como p = 1e A € (0,00) segue, do Teorema ([ZT3) item (ii), que a integral imprépria

0o /XZ + 1 o
———— dx serd divergente.

1 x?

14.2 Integrais improéprias de fungoes reais de uma variavel real de
2.a espécie

Trataremos agora da questdo associada a integral de uma funcfo ndo limitada em um intervalo limi-
tado.
Para isto temos a

Definicao 14.2.1 Sejam A um intervalo de R, a € A e f: A\ {a} = R uma funcgdo.
Diremos que a funcgdo f tem um descontinuidade infinita em x = a se uma das sequintes
situagbes ocorrer:

(i)
lim+ f(x) = o0
Xx—a
(i) ou
lim+ f(x) = —o0
X—a
(iii) ou

lim f(x) = o0
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(iv) ou
lim f(x) = —c0.
Xx—a-

Observacao 14.2.1 Geometricamente, podemos ter as sequintes situagdes:
Y Y A

Para ilustrar temos o:
Exemplo 14.2.1 Sejam p € N e f: R\ {0} = R a fung¢do dada por
1
f(x) = 7 para cada x € R\ {0}.

Entdo a fungao f tem uma descontinuidade infinita em a =0.
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Resolugao:
De fato, pois

Observemos que também temos:

lim f(x) =

x—0~

oo, parap € (0,00) que é par
—o0, parap € (0,00) que é impar

Com a definigdo acima podemos introduzir a:

Definigao 14.2.2 Seja f : (a,b] — R uma funcdo que tem uma descontinuidade infinita em
x = a e € integrdvel em [c,b], para cada c € (a,b] fizado.
Definiremos a integral imprépria da funcao f (de 2.a espécie) em (a,bl], denotada por

b
J f(x) dx, como sendo
a

Jb f(x)dx = lim Jb f(x) dx.

+
a c—a c

b
Diremos que a integral impropria J f(x) dx € convergente se o limite acima ezxistir e for

. a
finito.
b

Caso contrdrio diremos que integral imprépria J f(x) dx € divergente.
a

De modo andlogo temos a

Definicao 14.2.3 Seja ¢ : [a,b) — R uma fungdo que tem uma descontinuidade infinita em
x =b e € integrdvel em [a,c], para cada c € [a,b) fizado.
Definiremos a integral imprépria da fungao g (de 2.a espécie) em [a,b), denotada por

b
J g(x) dx, como sendo
a

Jb g(x) dx = lim JC g(x) dx.

a c—b~ Jq
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b
Diremos que a integral impropria J g(x) dx é convergente se o limite acima existir e for

. a
finito.
b

Caso contrdrio diremos que integral impropria J g(x) dx € divergente.
a

Com isto temos os seguinte exemplos:

Exemplo 14.2.2 Estudar a convergéncia da integral impropria de 2.a espécie
3
1
J —dx.
0 X

Observemos que a fungdo f: (0,3] — R dada por

Resolugao:

1
f(x) = L bara cada x € (0,3],

tem uma descontinuidade infinita em x = 0 (a verificagdo disto serd deixada como exercicio para o
leitor) e como ela é continua em (0, 3] serd integravel em [c, 3], para cada c € (0, 3] fixado.

Assim
3 1 3 1 x=3
J —dx = lim J —dx = lim |In(x)
0 X c—=0t Jo X c—0+ x=c
— lim [In(3)| — In(c)] ™= oo,
c—0t
3
mostrando que a integral imprépria de 2.a espécie J " dx é divergente.
0

A representacdo geométrica do gréfico da fungédo f é dado pela figura abaixo.
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Observagao 14.2.2 Como a funcdo f acima € ndo negativa seque que a drea, cujo valor deno-
taremos por A, da regido R, contida no plano xOvy, delimitada pela representacdo geométrica do
gréfico da fungao f , pelas retas x =0, x =3 e pelo eizo Ox serd dada pela integral imprépria
acima, ou seja,

A = o0.

A figura abaizo nos dd a representagdo geométrica da regido R.

Y

w|—=

Podemos ter outros tipos de integrais impréprias, a saber:

Definigao 14.2.4 Seja f: [a,b]\{c} — R uma funcdo continua [a,b]\{c} e que tem uma descon-
tinuidade infinita em x = c.
Definiremos a integral imprépria da funcao f (de 2.a espécie) em [a,b], denotada por

b
J f(x) dx, como sendo
a

Jb f(x)dx = JC f(x) dx+Lb f(x) dx.

—_—— —
2.a espécie 2.a espécie
C
f(x) dx € convergente se as integrais improprias J f(x) dx
a

b

Diremos que a integral impropria J
a

b
e J f(x) dx forem convergentes.

c
b

Caso contrdrio diremos que integral imprépria J f(x) dx € divergente.
a
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Com isto temos o:

Exemplo 14.2.3 Estudar a convergéncia da integral tmprdpria

Resolugao:

Observemos que a fungdo f: [0,2] \ {1} — R dada por

f(x)i%, para cada x € [0,2]\ {1},
3

(x—1)

tem uma descontinuidade infinita em x = 1 € [0, 2] (a verificagdo deste fato serd deixada como exercicio
para o leitor) e é continua em [0, 3] \ {1}.

Assim
2 1 1 2 t 2 1
J 2dx:J de—i-J de:limJ 2dx—%limj 5 dx
0 (x—1)3 0 (x—1)3 1 (x—1)3 t=17Jo (x —1)3 =1 ) (x—1)3
1 =t 1 =2 Exercicio
= lim |(x—1)3 + lim |[(x—1)3 =" 1+1=2,
t—1- x=0 t—1+ x—=t
r2 1
mostrando que a integral imprépria | ——— dx € convergente.
Jo (x—1)3

A figura abaixo nos dé a representagdo geométrica do grafico da fungéo f :
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Observagao 14.2.3 Como a func¢do f acima é nao negativa seque que a drea, cujo valor deno-
taremos por A, da regido R, contida no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do
grafico da funcdo f , pelas retas x =0, x = 2 e pelo eizo Ox serd dada pela integral imprdpria

calculada acima, ou seja,

A=2u.a..

A figura abaizo nos dd a representagdo geométrica da regido R.

Observagao 14.2.4 Podemos ter outros tipos de integrais improprias, como por exemplo:

1. Seja f: (a,b) = R uma fungdo ¢é continua em (a,b) mas tem descontinuidades infinitas
emx=aex=D> (a figura abaizo ilustra uma possibilidade desta situagdo).
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b
Neste caso definimos a integral imprépria da funcao f em (a,b), indicada po'rJ f(x) dx,
a

como sendo

Jb f(x)dx = JC f(x) dx+Jb f(x) dx,

a a C

2.a espécie 2.a espécie

onde c € (a,b).

b c
f(x) dx serd dita convergente se as integrais improprias J f(x) dx

a

A ntegral impropria J

a

b
e J f(x) dx forem convergentes.
Cc

b

Caso contrdrio a integral imprépria J f(x) dx serd dita divergente.
a

2. Sejam ¢ € (a,b) e f: (a,b) \ {c}] = R uma fungdo é continua em (a,b) \ {c} mas tem
descontinuidades infinitas emx = a, x = b ex = ¢ (a figura abaizo ilustra uma possibilidade
para esta situagdo).
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b
Neste caso definimos a integral imprépria da fungao f em (a,b) \ {c}, indicada porJ f(x) dx,
a

como sendo

2.a espécie nos dois extremos  2.a espécie nos dois extremos

b c
f(x) dx serd dita convergente se as integrais 1mpréprias J f(x) dx

a

A integral imprépria J

a

b
eJ f(x) dx forem convergentes.
C

b

Caso contrdrio a integral 1mprdépria J f(x) dx serd dita divergente.
a

Seja f : (a,00) — R uma fung¢do € continua em (a,oc0) mas tem uma descontinuidade
nfinita em x = a (a figura abaizo ilustra uma possibilidade para esta situagdo).

(e.e]
Neste caso definimos a integral imprépria da fungao f em (a,o0), indicada porJ f(x) dx,
a

como sendo - . -
J f(x)dx = J f(x) dx—i—J f(x) dx,

a a C

2.a espécie 1.a espécie

onde c € (a,00).

(e} C

f(x) dx serd dita convergente se as integrais improprias J f(x) dx
a

A integral impropria J

a
o0

(esta € de 2.a espécie) e J f(x) dx (esta € de 1.a espécie) forem convergentes.
C
[e.e]

Caso contrdrio diremos que a integral imprépria J f(x) dx serd dita divergente.
a

<

Seja f: (—o00,b) = R uma funcdo € continua em (—oo,b) mas tem uma descontinuidade
mnfinita em x =b (a figura abaizo ilustra uma possibilidade para esta situagdo).
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b
Neste caso definimos a integral imprépria da fungao f em (—oo,b), indicada porJ f(x) dx,
—0o0

como sendo

J'i)o f(x)dx = Jioo f(x) dx + Jb f(x) dx,

C

1.a espécie 2.a espécie

onde c € (—oo,b).

C

b
A integral imprépm'a,J f(x) dx serd dita convergente se as integrais improéprias J f(x) dx
—0oQ

b

—0Q

(esta € de 1.a espécie) e J f(x) dx (esta € de 2.a espécie) forem convergentes.

C

b
Caso contrdrio a integral imprépria J f(x) dx serd dita divergente.
—0Q

5. Seja f: R\ {a} — R uma funcdo € continua em R\ {a} mas tem uma descontinuidade
nfinita em x = a (a figura abaizo ilustra uma possibilidade para esta situagdo).

z
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(00
Neste caso definimos a integral imprépria da funcdo f em R\{a}, indicada porJ f(x) dx,
como sendo -
(o) a o0
J f(x) dx = J f(x)dx + J f(x)dx ,
—0Q —0Q a

l.a e 2.a espécies 1.a e 2.a espécies

onde c € (—oo,00).
o0

a
A integral impro’prmJ f(x) dx serd dita convergente se as integrais improéprias J f(x) dx
—00

—00

o0
eJ f(x) dx forem convergentes.

a
(e.o]

Caso contrdrio a integral imprépria J f(x) dx serd dita divergente.
—00 -
6. Podemos ter outros tipos de integrais improprias que podem ser estudadas suas con-
vergéncias sequindo as tdéias acima.

Com isto temos a:

Proposicao 14.2.1 Sejam a<c e p € (0,00) fizados.
A integral tmpropria de 2.a espécie

serd convergente se, e somente, se p € (0,1).

Demonstragao:
Observemos que se f: [a,c) — R é dada por
1

f(x) = ooy b cada x € [a,c),

entdo a fungdo f serd continua em [a,c), logo integrdvel em [a,b], para b € [a,c) fixado, e terd um
descontinuidade infinita em x = c.
Logo a integral

é uma integral imprépria de 2.a espécie.
Se p = 1 temos:

€1 vt .
J = lim J dx = lim = lim [Injt—c/|—Inla—cf] =" -
aX—¢C t—=c Jg X —C t—c™ t—c™
x=t
X=a

(a—c)'"P, paracada pe (0,1)

Se p # 1 temos:

Jc]: lim Jt]dx: lim ! ] (x—¢)'"P
e (x—=c)P toe J (x—c)P toe [ 1—p

1

= ——lim [(t—¢)) P —(a—0)" | = p—1

ptme oo, paracada p € (1,00)
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Conclusio:

JC 1 {convergente , paracada pe(0,1)

o (x—c)P divergente , para cada p € [1,00)

completando a demonstracéo.
Temos as seguinte propriedades para integrais impréprias de 2.a espécie:

Proposicao 14.2.2 Sejam f,g : (a,b] — R fungdes integrdveis em la,c], para cada c € (a,b)
fizados, com descontinuidade infinita em x =a e A € R.

b

1. Se a integral impro’priaj f(x) dx é convergente entdo, para cada ¢ € (a,b), temos que a

a
b

integral tmprdpria J f(x) dx serd convergente.
C

Além disso,

Jb f(x)dx = Jc f(x)dx + Jb f(x) dx

a a

wintegral definida  wntegral tmprdpria de 2.a espécie

b b

f(x) dx € convergente entdo a integral imprépria J (Af)(x) dx
a

2. Se a integral imprdpria J
a
também serd convergente.

Além disso,
b b
J (Af)(x)dx = AJ f(x) dx.
a a

b b

f(x) dx, J g(x) dx sdo convergentes entdo as integrais impréprias

3. Se a integrais improprias J
a

a
b

b
J (f+ g)(x) dx, J (f — g)(x) dx, também serdo convergentes.

a a

Além disso,

b 00

f(x) dx +J g(x) dx

a

Jb(f—I— 9)(x) dx :J

a a

Jb(f— g)(x) dx = Jb f(x) dx—J g(x) dx.

a a a

b b
4. Se, A £ 0, a integral 1mprépria J f(x) dx é convergente e a integral imprépria J g(x) dx

a

b b b

H—mmﬁmeJ(MMde

€ divergente entdo as integrais improprias J
a

a

H+9de&J

. a
serdo diwvergentes.

Demonstragao:
As demonstragdes seguem das propriedades bdsicas de limites no infinito e serdo deixadas como
exercico para o leitor.

O



640 CAPITULO 14. INTEGRAIS IMPROPRIAS

Observagao 14.2.5 Vale um resultado andlogo para as outras integrais impréprias introduzidas

na Observagdo (IZ-Z24).

Dewzaremos a cargo do leitor os enunciados e as respectivas demonstracdes dos mesmos.
Temos o seguinte resultado importante para o estudo de integrais impréprias de 2.a espécie:

Teorema 14.2.1 (da Comparacdo para integrais improprias de 2.a espécie) Sejam f,g: (a,b] —
R fungées continuas em (a,b], com descontinuidades infinitas em x = a e satisfazendo

0 <f(x) <g(x), paracada x € (a,b].

Entdo:

b b

g(x) dx for convergente teremos que a integral impro’pm’aJ f(x) dx

(1) se aintegral imprdpria J
a

a
serd convergente e
b

0< be(x) dx §J g(x) dx;

a a

b b
f(x) dx for divergente teremos que a integral imprépria J g(x) dx

(11) se a integral imprdpria J
a

) a
serd divergente .

Demonstragao:

A demonstragdo deste resultado é semelhante a do Teorema da Comparagao para Integrais Impréprias
de 1.a espécie.

Deixaremos como exercicio para o leitor a sua demonstracéao.

O

Observagao 14.2.6 Valem os resultados andlogos ao Teorema acima para cada uma das inte-
grais impréprias introduzidas na Observacdo (IZ-Z24).
Dewzaremos como exercico para o leitor enuncid-los e demonstrd-los.

Apliquemos ao

Exemplo 14.2.4 Estudar a convergéncia da integral imprdpria de 2.a espécie

J'6 In(x)

; 7(7(_3)4 dx.

Resolucgao:
Observemos que a fungéo g : (3,6] — R dada por

In(x)

3] para cada x € (3,6],

g(x) =
tem uma descontinuidade infinita em ¢ = 3 e é continua em (3, 6], logo serd uma fungéo integravel em
[c, 6], para cada c € (3, 6] fixado.

Se considerarmos a fungad f: (3,6] — R dada por

para cada x € (3,6],
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entdo ela terd uma descontinuidade infinita em ¢ = 3, serd continua em (3,6] e

1 3<x=1<In(3)<In(x) In(x)

x—3) < x_3) =g(x), paracada xe€ (3,6].

0<f(x)=

Além disso, pela Proposicdo (IZZZT) (com p =4 > 1), temos que a integral imprépria
6 6 1
f(x) dx = J ——dx
L 3 (x—3)

é divergente.

Logo, do Teorema da Comparagdo para Integrais Impréprias de 2.a espécie item (ii), segue que a
integral imprépria de 2.a espécie

dx

® ln(x)
L (x —3)*

serd divergente.
Para finalizar temos o exercicio resolvido:

Exercicio 14.2.1 Para cada t € (0,00) fizado, consideremos a integral imprépria
o0
I'(t) iJ e x 1 dx,
0

que é denominada fungao Gama.
Entao

(1) a integral tmprdpria acima € convergente para cada t € (0,00) fizado;

(11) para t € (1,00) temos que
Ft)=t—Dri—1);

(112) em particular, se n € N temos que

Nn)=(Mmn-=1)".

Resolugao:
De (i):
Observemos que

0o 1 0o
J e xt T dx = J e XxtT dx—l—J e xTdx .
0 0 1

(D (I1)

Para t € [1,00) fixado, temos que a integral (I) serd uma integral definida em [0, 1], pois a fungdo

>0

1
x = e*xt

é uma fungdo continua em [0, 1].
Se € (0,1) temos que

O S e*XXt*] S Xt*] —

) para cada x € (0,1].
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Como 1 —t < 1, segue da Proposigdo ([Z=20), segue que a integral imprépria de 2.a espécie
1
x'~1 dx ser4 convergente.

Logo, do Teorema da Comparagdo para Integrais Impréprias de 2.a espécie, segue que a integral
improépria r e *x'"! dx também serd convergente, mostrando que (I) serd convergente para cada
t € (0,00) ﬁ(})cado.

Para a integral imprépria de 1.a espécie (II), no temos que

2%y t—1 Bxercicio y

lim x“e *x
X—00

Assim, do Teorema ([Z13) item (i) (com A =0 e p = 2), segue a integral imprdpria de 2.a espécie

1
J e *x' 1 dx serd convergente.
0

(oo}
Como (I) e (II) sdo convergentes segue que a integral imprépria J e *x*! dx é convergente para
0
cada t € (0, 00) fixado, isto é, a fungdo I' : (0,00) — R estd bem definida.
De (ii):
Para cad t € (1,00) temos que

oo b
r(t) :J e ' dx = lim limJ e x" dx. (14.2)

0 a—0t b—oo J4

Mas

a @ = dv=e*dx=v=—e*+C

=u =dv

x=b b
=uv X_G—J vdu = [xt T(—e ")]

x=b b
—J (—e ™) (t—1)x*2dx

a

b
= [—bt_] e+ at_]e—a} +(t-—1) J e M )x'2 dx.

a

Substituindo em ([Z=2) obteremos

b
INt) = lim lim { {—bt_].e_b + at_]e—a] + (t— 1)J e *xt? dx}
a—0t b—oo .
Exegicio (t— 1)J e—XX[(t—U—ﬂ dx = (t— 1)F(t— 1) )
0

como queriamos mostrar.
De (iii):
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que

F(l):L e *dx=1.
De item (ii), temos que
r2)=@2-nr()y=1=1
r3)=B63-1r2)=2=2!
N4)=4-1r@3)=3.2=3!...

e assim, por induigdo, segue o item (iii), completando a demonstragdo do resultado.

E assim podemos tratar do



14.2. INTEGRAIS IMPROPRIAS DE 2.A ESPECIE 643

Exercicio 14.2.2 Estudar a convergente da integral imprépria

o0
J e x> dx.
0
Resolugao:

Observemos que

J e *x3 dx = J e x4 ax=rT(3)=31=6,
0 0

(ee]

logo a integral imprépria J e x> dx serd convergente e seu valor serd 6.
0

FIM



