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Capitulo 1

Introducao

O objetivo destas notas é ser um texto de apoio para a disciplina SMA308 - Andlise II,
que trata, em uma primeira parte, de conceitos relacionados com a integral de Riemann
e Riemann-Stieltjes de fungbes de uma varidvel real a valores reais ou a valores vetoriais,
propriedades das mesmas, relagoes entre estas e aplicagoes.

Em uma segunda etapa, serdo estudados tépicos relacionados com sequéncia e séries de
fungdes; estudo da convergéncia pontual ou uniforme, propriedades e aplicagdes.

Em uma terceira etapa trataremos da continuidade, diferenciabilidade de fungdes de vérias
varidveis reais a valores reais ou vetoriais, propriedades e aplicagdes.

Finalizando com enunciaremos, provaremos e aplicaremos os Teoremas da fungdo implicita
e da funcdo inversa para fungbes de varias varidveis reais, a valores reais ou vetoriais.

Iniciaremos fixando a notagdo dos elementos que serdo utilizados ao longo das notas.

Notacao 1.0.1

N={1,2,3,---} (conjunto dos numeros naturats)
zZ={--,3,-2,—-1,0,1,2,3,---} (conjunto dos niumeros inteiros)
Q= {E i P,q E€EZ,qF# 0} (conjunto dos mimeros racionais)

I= {x #* E; para todo p,q E€Z, q# 0} (conjunto dos numeros irracionais)

R=QUI (conjunto dos numeros reats)
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Capitulo 2

A Integral de Riemann-Stieltjes

Neste capitulo introduziremos a integral de Riemann-Stieltjes de uma fungdo definida em um
intervalo fechado e limitado, a valores reais.

Para isto relembraremos o conceito de supremo e infimo em R e algumas propriedades
relacionadas com estes conceitos.

2.1 Supremo e infimo de subconjuntos de R

Comecaremos pelos importantes conceitos estudados no curso de Andlise I: supremo de infimo
de "certos” subconjuntos de R.

Definicao 2.1.1 Diremos que o subconjunto E C R € limitado superiormente em R, se

existir B € R tal que
e<p, paracada eckE.

Neste caso, o numero real 3 serd dito limitante superior do conjunto E.
De modo semelhante, diremos que o subconjunto F C R € limitado inferiormente
em R, se existir x € R tal que

x<f, paracada fecF.

Neste caso, o numero real x serd dito limitante inferior do conjunto F .

Diremos que o subconjunto A C R € limitado em R, se for limitado superiormente
e inferiormente, isto €, se existirem ., € R tais que

x<a<f, paracada acA.
Notemos que

Proposicao 2.1.1 Seja E C R.
O conjunto E serd limitado em R se, e somente se, existe y € R tal que

—y <e<vy, paracada eckE.
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Demonstracgao:
Foi vista no curso de Andlise I e serd deixada como exercicio para o leitor.

Temos os:

Exemplo 2.1.1 Seja
E=[2,00)CR.

Entdo o conjunto E é limitado inferiormente em R.

Resolucao:
De fato, pois qualquer
x € (—00,2]

serd um limitante inferior do conjunto E, mas nao é limitado superiormente em R.

Exemplo 2.1.2 Seja
E= (—oo,fz> NQCR.

Entao o conjunto E € limitado superiormente.

Resolucao:
De fato, pois qualquer

B e [\/Z,oo)

é um limitante superior do conjunto E, mas nao é limitado inferiormente em R.

Exemplo 2.1.3 Seja

E£<—1,\/§) CR.

Entao o conjunto E € limitado em R.

Resolucao:
De fato, o conjunto E é limitado superiormente, pois qualquer

Be|v2,00)
erd um limitante superior do conjunto E e é limitado inferiormente em R, pois qualquer
x € (—oo,—T]

serd um limitante inferior do conjunto E.

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 2.1.2 Seja E C R um conjunto ndo vazio e limitado superiormente em R.
Suponhamos que exista x € R, que tém as sequintes propriedades:
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1. x € um limitante superior do conjunto E;

2. se vy € R satisfaz
Y < &,

entdo y nao serd limitante superior do conjunto E.

Neste caso diremos que o numero real x € o supremo do conjunto E, e serd deno-
tado por sup(E), isto €,

sup(E) = «.

Observacao 2.1.1 A defini¢cao acima nos diz que o nimero real x € o menor limitante
superior do conjunto E (se existir).

De modo semelhante temos a:

Definicao 2.1.3 Seja F C R um conjunto ndo vazio e limitado inferiormente em R.
Suponhamos que ezista 3 € R, que tém as sequintes propriedades:

1. B € um limitante inferior do conjunto F;

2. se vy € R satisfaz
Y>> B,

entdo y mao serd limitante inferior do conjunto F.

Neste caso diremos que o numero real 3 € o infimo do conjunto F, e serd denotado
por inf(F), isto €,

inf(F) = .

Observacao 2.1.2 A definigao acima nos diz que o numero real 3 é o maior limitante
inferior do conjunto F (se existir).

Exemplo 2.1.4 Seja
E=(0,1] CR.
Entao

sup(E) =1 e inf(E)=0.

Resolucgao:

Notemos que o conjunto formado por todos os limitantes superiores do conjunto E serd o
seguinte subconjunto de R:

LS =1[1,00).

Assim o menor limitante superior serd 1, ou seja,

sup(E) =1.
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Por outro lado, o conjunto formado por todos os limitantes inferiores do conjunto E serd
o seguinte subconjunto de R:
LI = (—o0,0].

Assim o maior limitante inferior serad 0, ou seja,
inf(E) =0.

Temos um modo equivalente a Definigdo de supremo (isto é, a Definigdo (EZT2)) que é
dada pelo:

Observacao 2.1.3 Notemos que, no Ezxzemplo actma, tem-se:
sup(E) e E e inf(E)ZE.
Temos agora o seguinte importante resultado:

Teorema 2.1.1 Seja E C R um conjunto ndo vazio e limitado superiormente em R.
Entao
o = sup(E)

se, e somente se,
1’ « é limitante superior do conjunto E;
2’ dado ¢ > 0, podemos encontrar e € E, de modo que

x—e<e< .

Demonstracgao:
Foi vista no curso de Andlise I e serd deixada como exercicio para o leitor.
O
Temos um resultado andlogo ao acima para o infimo, a saber:
Teorema 2.1.2 Seja F C R um conjunto ndo vazio e limitado inferiormente em R.
Entao
B = inf(F)
se, e somente se,
1’ B € limitante inferior do conjunto F;
2’ dado ¢ > 0, podemos encontrar f € F, de modo que
B<f<P+e.
Demonstracgao:
Foi vista no curso de Andlise I e serd deixada como exercicio para o leitor.
O

Antes de prosseguir temos o seguinte resultado sobre a existéncia do supremo (respecti-
vamente, inifimo) de um conjunto limitado superiormente (respectivamente, inferiormente):
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Teorema 2.1.3 Todo subconjunto de R, ndo vazio e limitado superiormente (respecti-
vamente, inferiormente) em R, possui supremo (respectivamente, infimo) em R.

Demonstragao:
A demonstragdo deste resultado pode ser encontrada em [0] pdgina 8.

Como consequéncia temos o

Corolario 2.1.1 Todo subconjunto de R, ndo vazio e limitado em R, possut supremo e
infimo em R.

Para finalizar esta se¢ao temos o seguinte resultado importante relacionado com a operagdes
de supremo e infimo de subconjuntos de R que sdo limitados superiomente e inferiormente,
respectivamente:

Teorema 2.1.4 Sejam c € R, E;,E; C R subconjuntos, nao vazios e limitados superi-
ormente em R e F1,F, C R subconjuntos, ndo vazios e limitados inferiormente em R.
Entao:

1. Se E; C E,, entdo
sup(E;) < sup(E,).

2. Se Fy CF,, entao
inf(Fy) > inf(F,).

3. o conjunto
Ei+E,={ej+e;e €k ee € Ez}

€ limitado superiormente em R e

sup(Eq) + sup(Ez) > sup(E; + E3).

4. o conjunto F1 + F, € limitado inferiormente em R e

1Ilf(F1) + 1nf(F2) < 1Ilf(F1 + Fz) .

v

. Se Ey,E; C [0,00), entdo o conjunto
EiE;={ere;;e1 € E ee; € By}
é limitado superiormente em R e

sup(E; E;) = sup(E;) sup(E;).

&)

. Se F1,F, C [0,00), entdo o conjunto Fi F, € limitado superiormente em R e

iIlf(F1 Fz) = 111f(F1) lIlf(Fz) .
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7. Se c >0, entdo o conjunto
cEi ={cer;er €k}
€ limitado superiormente em R e

sup(c Ey) = ¢ sup(E4).

8. Se c <0, entdo o conjunto cE; é limitado inferiormente em R e
inf(cEy) = c sup(E;).

9. Se c >0, entdo o conjunto cFy é limitado inferiormente em R e
inf(cFy) = c inf(F;).

10. Se c <0, entdo o conjunto cF; € limitado superiormente em R e

sup(cFy) = c inf(Fy).

Demonstracgao:
Foi vista no curso de Andlise I e serd deixada como exercicio para o leitor.

Como consequéncia dos itens 8. e 10. da Proposi¢ao acima temos o:
Corolario 2.1.2 Seja A C R subconjunto nao vazio e limitado em R. Entdo o conjunto
—A ={—a;acA}
também é um subconjunto limitado de R e além disso
sup(—A) = —inf(A) e inf(—A) = —sup(A).

Demonstragao:
A demonstracdo deste serd deixada como exercicio para o leitor.

2.2 A integral de Riemann-Stieltjes

Para introduzir a integral de Riemann-Sieltjes de uma fungdo, a valores reais, limitada e
definida em um intervalo limitado e fechado de R precisaremos da:

Definigao 2.2.1 Consideremos [a,b] C R o intervalo limitado e fechado de R.
Sejam Xo, X1, ,Xn € la,b] tais que

Xo=aA<X <X < - <Xp1<Xp=Db.
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O conjunto

,Pi{xoﬂ(])"' )Xn}
serd dito particao do intervalo [a,D].
Para cada i€{1,2,---,n}, denotaremos o comprimento do intervalo [xi_1,xi] por:
AXi = Xi —Xi—1 . (21)

Temos também a

Definigao 2.2.2 Seja f: [a,b] = R uma func¢do limitada.
Dada uma particdo

,Pi{xoﬂ(])"' )Xn}
do intervalo [a,b], para cada i€ {1,2,---,n}, definamos
M;= sup f(x), (2.2)
XE[Xi,] ,Xi]
m; = inf f(x) (2.3)
XE[xi_1 ,xil

(como a fungdo f € limitada em [a,b] seque que existem os supremos e infimos acima)
e

U(P,f) =) MiAx, (2.4)
i=1

L(P,f) =) miAx, (2.5)
i=1

denominadas soma superior, respectivamente, soma inferior, sobre a particdo P as-
sociada a funcao f.

Observacao 2.2.1 Notemos que:

1. Como

m; <M;, paracada i€{1,2,--- ,n},
segue que
L(P,f) <U(P,f). (2.6)

2. Denotemos por ‘B, a colecdo formada por todas as parti¢ées do intervalo [a,b].

3. Se
m = inf f(x), (2.7)

x€la,b]
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entao
Z m Ax;
721 1AX1
m<m;<M;, em cada [xi_1 ,xi]
Z M; Ax;

(=)

=" Uu(p,f),
ou seja,

m(b—a) <U(P,T). (2.8)

Logo, podemos concluir, que o subconjunto

{U(P,f); P e

é limitado inferiormente em R (pois, o numero real m (b — a) é um limitante
inferior do conjunto acima).

Logo o conjunto acima possut infimo em R, ou seja, existe

inf U(P,f) € R.
PeB

. Por outro lado, se

M = sup f(x) (2.9)

x€la,b]

entao

= i my AXi

mi<M;i, em cada [xi_1 ,xil

S Z Mi AXi

ou seja,
L(P,f) < M(b—a). (2.10)

Logo, podemos concluir, que o subconjunto

{L(P,f); PP}
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é limitado superiormente em R (pois, o numero real M(b — a) é um limitante
superior do conjunto acima).

Logo, o conjunto acima possui supremo em R, ou seja, existe

supL(P, f) € R.
PR

Com isto podemos introduzir a:

Definicao 2.2.3 Na situagdo acima, definimos a integral superior de Riemann da func¢ao
N

f no intervalo [a,b], que serd indicada por J f(x)dx , com o sendo:

be(x) dx = 713161%“@‘1,[(73,1‘) (2.11)

a

e definimos a integral inferior de Riemann da funcdo f no intervalo [a,b], que serd
b

indicada por J f(x)dx , com o sendo:
a

be(x) dx =supL(P,f). (2.12)
Ja Pep

Se

b b

J f(x)dx = J f(x) dx,

a Ja

diremos que a funcdo f é Riemann integravel em [a,b] e o valor comum acima, serd
b

dito integral de Riemann da func¢do f no intervalo [a,b] e serd indicada porJ f(x) dx,
a

ou seja,

b b b
J f(x) dx:J f(x) dx:J f(x) dx. (2.13)
Denotaremos por N

R([a,bl),

ou simplesmente por R (omitindo o intervalo fechado e limitado [a,b]), o conjunto

formado por todas as fungdes, a valores reais, que sao Riemann integrdveis no intervalo
la,b].

Observacao 2.2.2

Questdo: se f:[a,b] - R € uma fun¢do limitada entdo f € R(la,b])?
A resposta a esta questdo € megativa.
Para ver isto, notemos que a fung¢do f:[0,1] — R, dada por:

.10, para xe€QnN[0,1]
f(x) =
1, para xelnN|0,1]
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€ uma funcdo limitada no intervalo [0,1], mas nao € uma funcdo Riemann integrdvel

em [0,1].
De fato, seja
P={0=x%0,X1, " yXpn =1}

uma particdo do intervalo [0, 1].
Com 1isto, teremos que

. IN[0,1]#0
M; = sup f(x) 2704 ,
XE[Xi—1 %]
. . N[0, 1]#£0
m; = inf f(x) et 0
x€xi—1,xil

e assim

Logo,

=)

x) dx = sup L(P, f) )O.
Pep

J_ )dx = 1nf Uu(P, f)
L

Portanto

b b
J fix) dx =01 20 ("::E)J f(x) dx,

Ja

ou seja, a fungdo f ndo é Riemann integrdvel em [0, 1].

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Na verdade trataremos de situagdes mais gerais que a integral de Riemann em intervalos

fechados e limitados de R, como veremos, a seguir.

Seja « : [a,b] — R uma funcio mondtona crescente em [a, b], isto é,

a(x) < «(y), para x<y, com x,yc€la,b].

Observemos que, sendo a fungdo o« monétona crescente, deveremos ter

—o0o < a(a) < x(x) < x(b) < 0, paracada x € [a,Db],



2.2. A INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 17

ou seja, a fungdo « serd limitada em [a, b].
Dada uma partigao

,Pi{xoﬂ(])"' )Xn}
do intervalo [a,b], para cada i€ {1,2,---,n}, definamos
Ao = o(x;) — a(xi_1) . (2.20)

Notemos que, a fungdo «, sendo monétona crescente, implicard em
Aoy >0, paracada i€{1,2,---,n}.

Dada uma fungio limitada f: [a,b] — R definamos

U(P,f,« ZM A, (2.21)
L(P,f,«) Zmlecl, (2.22)
onde, para cada i € {1,2,---,n}, os nimeros reais
Mi) my

sdo dados por (E2) e (E3), respectivamente.

Observacao 2.2.3

1. Notemos que, na situagdo acima, teremos:

L(P,f,x) <U(P,f,«), (2.23)
mlx(b) — x(a)] < U(P,f, ), (2.24)
L(P,f,x) < M[x(b) —«(a)], (2.25)

onde m e M, sao dados por (E_1) e (BE3), respectivamente.

Estas desigualdades seqguem do fato que, para cada i€ {1,2,---,n}, teremos:
m<m <M <M

e que

2. De (2Z4) segue que o subconjunto
{u(P,f,o); P € B,
€ limitado inferiormente em R, logo admite infimo em R, isto €, existe

7131615311(73,1“,00 eR. (2.26)
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3. De modo semelhante, de (ZZZ3) segue que o subconjunto
{L(P,f,a): P e P} (2.27)
€ limitado superiormente em R, logo admite supremo em R, isto €, existe

supL(P,f,x) € R.
PP

Definigao 2.2.4 Na situag¢do acima, (E=ZB) serd denominado de integral superior de
Riemann-Stieltjes da funcdo f em [a,b], relativamente d funcdo x e serd denotada

b
por J fdx , ou seja,

a

)
Lfdoc = %E%U(P,f, o) . (2.28)

De modo andlogo, (B-Z7) serd denominado integral inferior de Riemann-Stieltjes

b
da funcdo f em [a,b], relativamente a fun¢do « e serd denotada por J fdx , ou seja,
Ja

b
J fdou =supL(P,f,«). (2.29)
Ja PeP

Se

b b
dea:J fdo,

a a

diremos que a funcdo f ¢ Riemann-Stieltjes integravel em [a,b], relativamente a

fung¢do « e o valor comum das integrais acima serd denominado integral de Riemann
b

-Stieltjes da funcdo f em [a,b], relativamente a funcdo « e indicada porJ fdo, 1sto

€,

b b b
deocijfdoczjfdoc. (2.30)

Observacao 2.2.4

1. Também poderemos utilizar as sequintes notagdes, para as integrais de Riemann-

Stieltjes:
b b
J f(x)da(x) = | fde, (2.31)
% @
J f(x)da(x) = | fd«, (2.32)
Y b
J f(x)da(x) = | fde. (2.33)
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2. Denotaremos o conjunto formado por todas as func¢des a valores reais, limitadas
definidas no intervalo [a,b] que sGdo Riemann-Stieltjes integrdveis relativamente
d funcdo « por
R(a).

3. Se «:[a,b] - R € dada por
«(x) =x, para cada x € [a,b],

seque que a integral de Riemann-Stieltjes, relativamente a funcdo «, coincide com
a integral de Riemann, ou seja,

beda = Jb f(x) dx,

po1s
AO(/L = AXi .

4. Notemos que a func¢do «:[a,b] — R sé precisa ser mondtona crescente em [a,b],
para podermos definir a integral de Riemann-Stieltjes de uma fun¢do f:[a,b] - R
limitada, relativamente a fungdo «.

5. Vamos supor, daquir em diante, que
x(b) > «(a),

pois, caso contrdrio, a funcdo « seria constante em [a,b] e pouco serviria para o
estudo da wntegral de Riemann-Stieltjes de uma func¢do a valores reais, limitada e
definida em um intervalo [a,D].

A seguir passaremos a investigar em que situagdes existe a integral de Riemann-Stieltjes,
relativamente a fungdo «, para uma fungdo limitada, a valores reais f, definida no intervalo
[a,b].

Para isto precisaremos da:

Definigao 2.2.5 Sejam P e P*, duas particées do intervalo [a,b] (isto € P, P* € B).
Diremos que a partigcao P* é um refinamento da particao P, se

P C P,
ou seja, todo ponto da particdo P é um ponto da particdo P*.

Observacao 2.2.5 Sejam P; e P, duas parti¢bes do intervalo [a,b] (isto €, P, P, € P).
Definamos
P* =P UP;. (2.34)

Entdo P* serd um refinamento de ambas as partigées P e P,, e serd denominada
refinamento comum das partigées P e P,.
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Com isto temos o:

Proposigao 2.2.1 Sejam P e P* parti¢cées do intervalo [a,b] onde a particdo P* € um
refinamento da particdo P do intervalo [a,b]. Entdo valem:

L(P,f,x) <L(P",f,«) (2.35)
u(P*,fya) <U(P,f, . (2.36)
Demonstracgao:
Suponhamos que
P={a=%X0,X1, " yXn_1,Xn = b} (2.37)
P ={a=x,X], -, Xn_1,Xn =Db}. (2.38)
Notemos que se P =P,

nada teremos a fazer e, neste caso, as desigualdades (E=28) e (E=38) acima, serdo igualdades.
Logo podemos supor que
P CP* eexiste x* P \P. (2.39)

Consideremos, primeiramente, o caso (particular) que
Pr=PuU{x’}.
Logo, de (E=39), segue que existe i, € {1,2,---,n} tal que

Xig—1 < x* < Xig
ou seja, para cada j € {1,2,--- ,n+ 1}, teremos (veja a figura abaixo):
xj, para je€{0,1,---,i,—1T1}

X; =4 x*, para ) =1, . (240)
Xj—1, para jE{io+1,i,+2,--- ,n+1}

* % % . %
x* = xj Xig = Xig 41 Xig4+1 =X{g 42
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Para cada j € {1,2,--- ,n+ 1}, denotemos por

Ao = o (X)) —a (X))
my = inf f(x).

xXe [x]i] ,xj*]

Notemos que, para cada j € {1,2,--- ,n+ 1}, teremos

TTL]'» se jEU»"'»io_]}

inf f(x), se j=i,

w ) x€lxig—1 x*]
my = . .
inf f(x), se j=1i,+1
XE[X* xi,]
(M1, se jeEflo+2,i,+3,--- ,n+1}
e
Ao%'» s€ je{]>2)"'>io_]} ou je{io+2>io+3>"'
Ao = q o (x*) — ot (xiy-1), se j =i,
a(xi,) —a(x*), se j=1i,+1

Observemos também que (veja figura acima):

m;, = inf  f(x)
XE[X1071 ,Xio}
|:7CK 1 Iy ]Q[Xi —1,X{ ]
io io0 o o . 3
< inf () = m,
XE[Xz‘07] ,xfo]
my, = inf  f(x)
XEXi—1 i, ]
[X* »X +]:|C[Xi —1,5%i }
i0 o o o . 3
< inf  f(x) =) m{ .
xe[xt, x5, ]
Logo
n+1
L(P*,f,a) —L(P,f,x) Zm Ao —ZTIMAOQ
n+1

_ *
= E m
=1 oo+ ~

= my ou my_q

ok * * *
- mio Aoci-o + mio—H A“io+] - m‘lo A(X’io

=mi lo(x") = oe(xi,—1)] +mf g [x(xq,) — a(x*)]

*

=m{ —my] [o(x") — alxi,—1)] +[mi 4

* * * * *
Ao +mi Ao +my L Axg

— My, [CX(Xio)

—my, ] [x(xi,) —

21

(2.41)
(2.42)

(2.43)

y L
(2.44)

(2.45)

(2.46)

n
1 E miAoq
i=1

- “(Xio—l )]
o(x")] >0,

~\~ A ~\~
(=) « é mon. cresc. e x* 2Xig—1 (=mm3)
> 0 > > 0

o é mon. cresc. e Xig >x*

0
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ou seja,
L(P*afa“) _L(P>f>o‘) Z O>

completando a demonstragdo de (E=33).
Se a particdo P* possui mais pontos (no maximo, serd um nimero finito de pontos a mais
que a particdo P) repetimos o argumento acima um niimero finito de vezes para obter (E=33).
A demonstragdo da desigualdade (E=30) é andloga e sua elaboragdo serd deixada como
exercicio para o leitor.
O

Como consequéncia segue 0:

Teorema 2.2.1 Seja f:[a,b] - R uma func¢do limitada em [a,b]. Entdo

b b
J fda < J fde. (2.47)

a a

Demonstracgao:
Sejam P; e P, duas partigdes do intervalo [a,b] e consideremos a partigdo P*, o refina-
mento comum a estas duas partigdes, isto é,

P =PiUP;.

Da Proposigdo (=) acima, segue que

Pi1CP* e (E=3)

(=3
L(P1>f>“) L(P*,f,O() S U(P*,f,OC)

IN

P,CP* e (=3)
< U(PZ ) f) o‘) )

ou seja,
I—(Pl )f,OC) S U(P2>f)“) .

Portanto, o nimero real U(P,,f,«) é um limitante superior para o conjunto
{L(Pr,f,); P €PB}.

Logo, existe sup L(P;,f, «) e, além disso, teremos:
PreP

sup L(Pl ,f,(X) S u(lpl’f)o‘) .
PreP

Da desigualdade acima, segue que o ntimero real sup L(P;,f,«) é um limitante inferior
PP
do conjunto

{U(P2>f)oc);732 Gm}

Logo, existe 731n§Jﬁ Uu(pP,,f,«) e, além disso, teremos:
hE

sup L(Py,f,a) < inf U(P,,f,«),
PP PP

g

b b
:fiaf do :faf do
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ou seja,
b n
J fda < J fdo,
Ja a
completando a demonstracdo do resultado.
O
Com este resultado podemos obter uma outra caracterizagdo equivalente para os elementos
de R(«) em [a,b], mais precisamente:

Coroléario 2.2.1 Seja f:[a,b] —» R uma fung¢do limitada em [a,D].
f € R(x) em [a,b] se, e somente se, dado € > 0, existe uma particio P € R tal que

O0<U(P,f,a) —L(P,f,x) <. (2.48)

Demonstragao:
Suponhamos que (EZ38) ocorre e mostremos que f € R(«).
Para isto, observemos que se P € R entdo

L(P,f,«) < sup L(P',f, «)

PeP
b (m)_b
:J fda < deoc
— 7)i/negﬁLl(P’,f,oc) <U(P,f,a. (2.49)

Logo, dado ¢ > 0, por hipétese, existe uma partigdo P € B tal que

b b
OgJ fdoc—J fdo

a a

Hipétese (EZA)

(3
< Uu(pP,f,x) —L(P,f, ) < €, (2.50)
ou seja,

b b
OSJ fdoc—J fdx < e,

para todo ¢ > 0, mostrando que

b b b b
deoc—J fda =0, ou seja, dea:J fdu,

a a a a

isto é, a funcdo f é Riemann-Stieltjes integravel em [a, b], relativamente a fungdo «, ou ainda,
f e R(x).

Por outro lado, se f € R(«), dado ¢ > 0, das definigdes de supremo e infimo, segue que
existem particbes Py, P, € B do intervalo [a,b], tais que

Teor. () b £
U(Pz,f,OC) < deoc—Fz

fdoc+E

[Pfdo="fda [

a
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€
Teor. (1) b £
L(Py,f,a) > deoc—z
[ordamb e b
Ja ‘X: O(J fdo(_g)

0 que implicardao em:

b

OgU(Pz,f,oc)<J fdat S, (2.51)
b € ¢
0§J fdo< 5 +L(P,F ). (2.52)

Consideremos a partigdo P do intervalo [a,b], que é o refinamento comum das partigdes
P1 e Py, isto é,
P=PiUP;.
Com isto teremos:

[ 24

U(P>f)“) < u(’PZaf)o‘)

(z=m) (° €
fd -
2 [ ran
(=2) 1¢ I3
< [E—FL('P],f,O()]—FE
=L(P,f,a) +¢
(=3)
< L(P,f,x)+ ¢,

ou seja,
U(P» f» 0() - L(P> f» O() <E&,

isto é, (Z23), completando a demonstragdo do resultado.

Temos alguns outros resultados semelhantes que sdo dados pelo:

Teorema 2.2.2 Temos que:

1. Se (EZ3) ocorrer para uma particdo P € P do intervalo [a,b] e, para ¢ > O,
entdo (BZ3) também ocorrerd trocando-se a partigdo P do intervalo [a,b], por
uma outra partigdo do intervalo [a,bl, que seja um refinamento da mesma (com
o mesmo ¢ >0).

2. Se (BZZ3) ocorrer para a particdo
P ={a=xoy X1, yXn_1,Xn}
do intervalo [a,b] e, para cada i €{1,2,--- ,n}, escolhermos

Siyti € [xic1, x4,
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entao
n

D> I (si) — f(t)] Aoy < . (2.53)

i=1

3. SefeR(x) em [a,b], a particdo P do intervalo [a,b] € como no item acima e,
para cada i€ {1,2,---,n}, escolhermos

ti € [xior,xil,

entdao teremos

n b
Z f(t) Ao — J fda| < e. (2.54)
i=1 a
Demonstracgao:
Suponhamos que vale (2Z3) para a particdo P do intervalo [a, b].
De 1.

Se a particdo P* do intervalo [a,b] é um refinamento da partigdo P entdo, de (E==23) e
(E38), segue que

Uu(p*,f o) <U(P,f,a) e L(P,f,a) <L(P",f,«,

0 que implicard em

(3)
U(P*>f>“) _I—(P* )f)o‘) < U(P)f)‘x) _]—(,Pff)o‘) < &,
completando a demonstracao do item 1. .

De 2.:
Sabemos que, para cada i €{1,2,---,n}, escolhendo-se

siyti € i1, xil

teremos
f(si),f(t) € mi, My,

0 que implicard em
If (si) = F(t)] < My —my. (2.55)

Portanto
n (m) n
D If(s) = f(t)l Ao < ) (Mi—my) Aoy
i=1 i=

i=1

e (m)
FEEE g fa) — L(P,f,x) < e, (2.56)

completando a demonstragao do item 2. .
De 3.:
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Como f € R(«), do Coroldrio (E=2T) segue que, dado ¢ > 0, existe uma partigdo P do
intervalo [a, b] tal que

U(P,f,oc)—L(P,f,oc)<§. (2.57)
Sabemos que, para cada i € {1,2,--- ,n}, escolhendo-se
ty € [xim1, x4l

teremos
f(ti) € [Tl’LiL s Ml] s

0 que implicard em

(=32 I3
UP,f,a) < L(P,f,oc)Jrz,

em particular,

LP,f,0) =5 <L(P,f,0) < ) f(t) A < L(P,f, ) + 5,

i=1

ou seja,

n

D f(t) Aoy — L(P,f, )| <

i=1

(2.58)

Nlm

Por outro lado, da definigdo

L(P,f,oc)—% <L(P,f,q)
b

fdo

deoc

<UP,f,0) 2 L(P,f oc)—l-;

I
S |,=

em particular, teremos

b
L(P,f,oc)—z<l_(73 fou) < J fdau < L(P,f,x)+

a
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ou seja,
b

‘L(P,f, ) —J fda

a

£
<3 (2.59)

Portanto

n

Y f(t)Aa —L(P,f,a)

i=1

n b

Z f(ti)AOCi — J fdo

i=1 a

b
< —I—‘L(P,f,oc)—J fda

a

@),

2

(=3)

£
< 32

3 £
<Z+§:€, (260)

completando a demonstragao do item 3. .

Com estes resultados podemos demonstrar o:
Teorema 2.2.3 C([a,b]; R) C R(x) em [a,D].

Demonstracgao:
Lembremos que estamos supondo que

x(b) > «(a).

Dado ¢ > 0, escolhamos 11 > 0, de modo que

£

alb] —ala) 21

n<

Como f € C([a,b];R), segue que a fungédo f serd uniformemente continua em [a,b] (pois
[a,b] é um subconjunto compacto de R).
Logo, existird & = 6(¢) > 0, de modo que

para x,te€ [a,b], satisfazendo |x—1t|<d, teremos |f(x)—f(t)]<n. (2.62)

Consideremos uma particao

P={a=x%Xo,X1, " yXn_1,Xn = b}
do intervalo [a,b] de modo que, para cada i € {1,---,n}, tenhamos
Axi = |xi — x4 < d. (2.63)
Notemos que, para cada i € {1,2,---,n}, como a fungdo f é continua em [a,b] (em

particular, em [x;_1,X;] que é compacto em R), segue que existem s;,t; € [xi_1,xi] tal que
flt) =mi e f(si)) =My, (2.64)

ou seja, a funcdo f assume o maximo e o minimo absolutos em [x; 1,x;], para cada 1 €
{1>2>"' ,Tl}.



28 CAPITULO 2. A INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES

Com isto teremos

IMy — my| = [f(s3) — f(t1)]

(=3)
Isi—til<Ixi—xi—1] < & e (I&2)
<

n. (2.65)

Assim, teremos

uP,f,o)—L(P,f,«) :ZMiAoq—ZmiAoq
i i=1

i=1

= n [o(b) — x(a)] < €. (2.66)

Portanto, pelo Coroldrio (=), segue que f € R(«) em [a, b], completando a demons-
tracao do resultado.
]
Temos também o:

Teorema 2.2.4 Suponhamos que a funcdo f:[a,b] = R é mondtona em [a,b] e que a
funcdo «:[a,b] — R seja mondtona crescente e continua em [a,b].
Entao f € R(«), em [a,b].

Demonstragao:

Lembremos, uma vez mais, que estamos supondo
x(b) > «(a).

Vamos exibir a demonstracdo para o caso em que a fungao f ser mondtona crescente em
la,b].

A demonstragio para o caso em que a fungdo f é mondétona decrescente em [a,b] é
semelhante e serd deixada como exercicio para o leitor.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

f(a) < f(b),

caso contrdrio a fungéo f serd constante (logo continua em [a, b]) e, do Teorema (E=23) acima,
teremos que f € R(«) em [a,b].
Dado ¢ > 0, para cada N € N, escolhamos uma partigdo

,PNi{a:XO)X1>"')XN:b}
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do intervalo [a,b], de modo que
b)) —
[f(b) — f(a)] M <N, (2.67)
b) —
Ao = x(x;) — a(xiq) < w . (2.68)
Podemos realmente escolher tal partigdo pois, (EZ517) é sempre possivel de se obter.
Por outro lado, para se obter (2B3), teremos um pouco mais de trabalho.
Para isto, observemos que
b) —
alxo) < at(Xo) + w . (2.69)
:(x(a) :(x(a) a(b)>a(a)
> 0
Além disso, temos que
x(a)<a(b)
(N=T)axfa) < (N=1)«(b),
ouseja, Nu«(a)—a(a)<Nax(b)— «(b),
ou ainda, Nu«(a)+ x(b)—a(a) <N «(b),
b) —
ou seja, x(a) +M < «a(b),
—— N
axo)
que, juntamente com (EEd), implicard que
b)) —
(b) — «(a) (270

x
ala) < a(x,) + — N
Como a fungdo « é continua em [a,b], segue do Teorema do Valor Intermedidrio, que

existe um menor x; € [a,b] (por que existe um menor?), tal que

b —
x(x) = afa) + A=) (2.71)
~—— N
=a(%o)
Como a fungdo « é mondtona crescente em [a,b] e (ZZ20), segue que
a=%,<%x3<b.
> (b) - «(a)
a(b) — x(a
o(x1) + N > o(b), (2.72)
consideraremos
X2 =b

e com isto, de (EZ72), teremos
x(x2) — a(x1) = ot(b) — ox(x7)
('?) a(b) — a(a)
- N
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e concluimos a construgdo da partigdo P do intervalo [a, b], satisfazendo (EE3).
Caso contrario, isto é, se

a(x1) < x(x9) + < «a(b), (2.73)

como a fungdo x é continua em [x;, b], segue, novamente, do Teorema do Valor Intermediario,
que existe um menor x; € [x;,b], tal que

x(b) — x(a)

o(x2) = oe(x7) + N

Como a fungdo « é mondtona crescente em [a, b], segue que
A=%X, <X1 <%x2<Db.
Com isto teremos
a(Xe) < ax(x71) < ax2) < &(b). (2.74)

Repetindo o argumento acima um numero finito de vezes (devido a compacidade do

(b) — a{a) > 0), obteremos a partigdo P satisfazendo (EE3).
Caso o nimero de pontos x;, obtidos na construgdo acima, seja menor que o valor N,
acrescentamos mais pontos (um nimero finito) até obtermos uma partigdo do intervalo [a, b],
que tenha N pontos e que, por construgéo, ainda ird satisfazer (Z57) e (ZZB3).
Como a funcdo f é monétona crescente segue que, para cada i € {1,2,---, N}, teremos

intervalo [a,b] e o fato que

my = f(Xi_]) € Mi = f(Xi) . (275)

Deste modo, segue que

N N
U(P,f,oc)—L(P,f,oc):Z M, Aoq—Z m;  Ax

()(x(b);!o((u)
< X0 @) §= ) )
N i=1
=f(b)—f(a)
< [f(b) — f(a)] %‘X(a) . (2.76)

Portanto, pelo Coroldrio (E=X), segue que f € R(«) em [a, b], completando a demons-
tracao do resultado.
[
Um outro resultado interessante é dado pelo:
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Teorema 2.2.5 Sejam f: [a.b] — R uma func¢do limitada em [a,b], que possui somente
um numero finito de pontos de descontinuidade e «: [a,b] —» R uma fun¢cdo mondtona
crescente que € continua em todos os pontos onde a funcao f é descontinua.

Entdo f € R(«) em [a,b].

Demonstragao:

Seja E C [a,b] o conjunto formado por todos os pontos onde a fungédo f é descontinua (o
conjunto E é finito, por hipétese).

Como a funcéo f é limitada em [a, b], segue que existe

M = sup |f(x)].
x€la,b]
Dado ¢ > 0 como, por hipétese, E é um conjunto finito e a funcdo « é continua em
cada um dos pontos de E, podemos cobrir o conjunto E, com um nimero finito de intervalos
fechados, limitados e disjuntos, que denotaremos por

[uj,v;] € la,b], paracada je{1,2,---,m},
de modo que
= €
4 [x(vy) — ()] < Y (2.77)

j=1
De fato, suponhamos que (veja a figura abaixo)

E:{UHUZ)"' )ym}g [a,b],

com
Yj1 <VYj, paracada je{l,2,---,m}.

a fungio f é desconinua

Vamos considerar o caso em que m > 2 e

a<y;<ym <b.

Os outros caso serdo deixados como exercicio para o leitor (a saber, m =1 ouy; = a
e/ou Yy, = D).
Observemos que, para cada j € {1,2,---,m}, como a fungdo x é continua em cada yj;,

existe 0; > 0, tal que

£

para [x —y;| < ;, deveremos ter |o(x)— ox(y;)l < VR

(2.78)
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Seja
- % Y-y y1—a b—yn :
d = min > 1 T ; paraje{1,2,---,m}, >0. (2.79)
Para cada j € {1,2,---, m}, consideremos
ujiyj—é € Vjiyj—Fé. (280)
Notemos que
5<|=§=>yz;y] B
y+28 < g+t
_ Uty
2
Y1<y +
1<2 Y2 21—]2 —y,,
ou seja,
Vi (EZEU)EM +d
0y +28) -8
~
<Yz

<y2—6(zzm)u2.

De modo anélogo, podemos mostrar (por indugédo sobre j € {1,2,--- ,m — 1}) que, para
cadaj €{1,2,--- ,m— 1}, teremos

. (zzm) (2zm)
V; < Ujpr, ou seja, a<y < vy<uy < v <b. (2.81)

Deixaremos a demonstracao deste fato como exercicio para o leitor.
Logo, das desigualdades (E=£1) acima, para j € {1,2,---,m — 1}, segue que os intervalos

[uj,v] C la, b]

sdao disjuntos.
Notemos também que, para cada j € {1,2,---, m}, teremos:
c=o) () §.
vyl =yl s < 3 <3,

o que implicard, por (EZ73), que

m m
loc (v) — e ()] = ) [oe(vy) — ()] +y [oc(y;) — ()]
; ; —_— : ~- 4
! = e ; =) = . =)
X € mon.:crescen e‘oc(\/j)fo((yJ)‘: < Sl\;:lm x € mon.:Crescen e‘o((yj)—(x(u))l: < 8 ’\;:l —
<m ¢ +m ¢
SMm 8§M
3
= (2.82)
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mostrando (E77).
Observemos também que, para cada j € {1,2,---, m}, por construgdo, temos que:

(z=0)
Yj € (uj )vj)
e assim teremos: .
E g (uj )Vj)
j=1
Além disso, temos que o conjunto
K= a,b]\ o, vy) (2.83)

)=

—_

serd um subconjunto compacto de [a, b].
Dessas duas observagdes, segue que a restricdo da fungdo f ao conjunto K serd uniforme-
mente continua em K, ou seja, existird 1 > 0, de modo que, para s,t € K, satisfazendo:

|s —t| <n, deveremos ter [f(s)—f(t)| <

2(b) — ()] (284)

Vale observar que nao temos, necessariamente:
V; — Ui < d.
Devido a este fato, consideraremos uma particao
P={a=%Xo,X1y" " yXn_1,Xn = b}

construida da seguinte forma (veja a figura abaixo):

(i) paracadaje{1,2,---,m}, deveremos ter
w € P,
(ii) para cada j € {1,2,---,m}, deveremos ter
v; € P;
(iii) para cadaj €{1,2,---,m}, deveremos ter
(uj,v) NP =10;
(iv) se

Xi—]#u’b paratodo jE{],Z,'--,m},

deveremos ter
Axi <1m.
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A figura abaixo ilustra a situagdo acima:

pode ser maior que &
—

a = Xo Xio = W Y1 Xig+1 =V1  Xipg+2 b=x
-
<38
a fungio f é desconinua
Denotemos por
Ii{iG{] >2>"' ,TL};Xi_1 7éuj) para tOdOj 6{] )2»"' >m}}

Notemos que, se i € I, devido a (i), (ii) e (iii), deveremos ter (veja (E=23)):

[xi1,x] C K. (2.85)

Paraie{1,2,---,n}, denotemos por:

my= inf f(x) e M;= sup f(x).

XEMXi—1 ,Xi] x€EMKXi 1 ,xil
Como, para cada i € I, a fungdo f é continua em [x; 1, xi] (pois [xi_1,x] C K, por (£223)),

segue que existem s;,t; € [x;_1,xi], tais que

flt)=mi e f(si) =M (2.86)
Observemos que, para cada i € I, segue que
f(t;) = inf f(x)
X€E[xi—1,xi]
< sup f(x)="~(si). (2.87)
XG[Xi,hXi]
Por outro lado, para cada i € {1,2,---,n}, teremos:
M;—m;= sup f(x)— inf f(x)
xExXi_1 x4 x€[xi—1,xi
<2 sup |[f(x)|=2M,
x€la,b]
ou seja,
M;—m; <2M. (2.88)

Notemos também que, para i € I, da continuidade uniforme da fungdo f em [x; ;,%] C K

(isto é, de (E=24)), do fato que
Siyt € [Xir] ,Xi] e Ax; < ul (289)
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(ver (iv)), segue que

M —my; = f(s;) — f(ti)

fs0) =kt
C= 0 f(si) — f(t)]
(=), (=)  (2=2)
< ‘ (2.90)

2[oe(b) — e(@)]
Logo

uP,f,a)—L(P,f,«) :ZMiAoq—ZmiAoq
i=1 i=1

n

=Z]MrmmAm

i=1
= ) Mi-m)Axi+) (Mi—-mi) Ax

: e : —

{1, ,mNI (=3 i€l )

<M < Iam—wtan
£
<2M A + A
- . Z —~ 2[oc(b)—0<(<1)].Z '
el mAL —a(x)—ad(xi 1) tel

<2M Y [ ab)—alag) I+ - Y A

16{1 y' )m}\l Xi_1=Uy,

L

i= ji“("ji)—“(uji) ——

=, —a(b)-a(a)
£
< 2M4M + 2 To(0) — a(a)] [(b) — a(a)]
_tL (2.91)
2 2 ' '

Portanto, pelo Coroldrio (=), segue que f € R(«) em [a, b], completando a demons-

tracao do resultado.
O

Observagao 2.2.6 Como consequéncia do Teorema (EZ23) acima, temos que toda fungdo
f:[la,b] = R que € seccionalmente continua em [a,b], pertencerd a R em [a,b].
De fato, pois neste caso temos que a fung¢do «:[a,b] — R serd dada por

«(x) =x, para cada x € [a,b],

que € uma funcdo mondtona crescente e continua em [a,b], em particular, serd continua
nos pontos de descontinutdade da fungdo f em [a,b] (que sGo em numero finito, pois
a fungdo f é seccionalmente continua em [a,b]).
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Temos também o:

Teorema 2.2.6 Suponhamos que f € R(x) em [a,b], m,M € R sdo tais que
m < f(x) <M, para cada x € [a,b],

e a funcdo ¢ : [m,M] —» R € uma funcdo continua em [m,M].
Consideremos h: [a,b] -5 R a funcdo dada por

h(x) =(bof)(x), para cada x € [a,b].
Entdo h € R(x) em [a,Db].

Demonstracgao:

Se a fungdo ¢ for identidamente nula, nada teremos a fazer.

Logo podemos supor, sem perda de generalidade, que a funcdo ¢ ndo € identicamente
nula em [m, M].

Dado ¢ > 0, como a fungéo ¢ é continua em [m,M], que é um subconjunto compacto
em IR, segue que ela serd uma fungio limitada e uniformemente continua em [m, M], ou seja,
existird

K= sup [p(y)|>0 (2.92)

ye(m,M]
e exitird & > 0, que podemos supor satisfazer,

3

0<d 2.93
< <O((b)—0((a)+]) ( )
de modo que, para s,t € [m, M] satisfazendo:
€
—t ) — ¢t . 2.94
s —t| <o, teremos |[Pp(s)—P(t)< (0] — ofa) 71 (2.94)
Como f € R(«) em [a, b], existird uma particio
P={a=%Xo,X1, " yXn_1,Xn = b},
de modo que
62
U(P,f,oc)—L(P,f,oc)<ﬁ. (295)
Para cadaie€{1,2,---,n}, denotemos por:
m; = inf f(x) e M; = sup f(x),
XE[xi_1 x4l XEXi_1 ,Xi)
m{ = inf h(x) e M; = sup h(x),
XEXi—7 yxi] xEXi_1 x4l
Ai{i€{1,2,“',n};OSMi—mi<6}, (296)
B={ie{1,2,---,n}; My —m; > §}. (2.97)

Observemos que
ANB=10.
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Notemos que, para cada i € {1,2,---n}, teremos:

M= sup h(x)

1
x€xi—1,x4]

= sup O[f(x)]
X€EMXi1,xi]

my <f(x)<M;, para x€[xi—1 ,xil

< sup  ¢(y) (2.98)

ye[mi yMi]

mi = inf h(x)
XE[xi_1,xi)

= inf ¢[f(x)]

X€E[xi—1 il
my <f(x)<Mj, para x€[xi{_1,x{]

> inf  ¢(y). (2.99)

yelm; ,Myl
Logo, segue que, para cada i € A, teremos:
0 < M{—mj
(em),(e=m) .
< sup  ¢(y)— inf d(y).
yelmi,M{] y€m, My
Notemos também que, para cada y,z € [m;, My], como
0< M;—m; <&

(pois i € A, veja (ZZ98)), e, de (=), temos que

£ £

ly—z| <o, queimplicardem — (0] — a(a) +1 <oy) —d(z) < «(0) —x(a) +1°

Tomando-se o supremo, para y € [m;, Mi], e o infimo, para z € [m;, M;], na desigualdade
acima, obteremos (veja (EZ3) e (ZU9)))
€

O<Mf—mi< 2.100
-t YT oa(b) —afa)+ 17 ( )
para cada i € A.
Por outro lado, para i € B, teremos
0 < M —m <|Mf|+ |m]]
(=)
< K+K=2K. (2.101)

Logo, para i € B, teremos:

5 A T e > (Mi—my) A
ieB ieB
S Z MiA(Xi — ZTTHAOQ
i=1 i=1

PPt DY
- ) M ) ) ZK)
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e como & > 0, teremos:

5
D Axi < T (2.102)

ieB

Portanto

U(P,h,a) —L(P,h,«) = ZM*A% Zoncl

=

= > (M —m)) A

i=1

=> (M ) Ao+ ) (M{—mi)Ax
. — —_——
€A ) i€B

< @ < 2K

€
< Ax; +2K Aoy
x(b) —a(a) +1 ; 1€ZB
<M A “ZE""%
€
< Ax ZK—
= x(0) —ala) +1 Z %+
H/—/
=u(b)—a(a)
 efa(b) — () .
a(b) —a(a) +1 (m)\/
< £

Portanto, pelo Corolédrio (E=2T), segue que h € R(«) em [a, b], completando a demons-
tracdo do resultado.
[

2.3 Propriedades da integral de Riemann-Stieltjes

Temos as seguintes propriedades bdsicas da integral de Riemann-Stieltjes, em um intervalo
fechado e limitado [a,b] de R:

Proposigao 2.3.1 Sejam f,g: [a,b] = R fungdes limitadas em [a,b], o, : - R
funcées mondtonas crescentes em [a,b]. Com isto teremos:

1. Se f,g € R(«) em [a,b] entdo (f+ g) € R(«) em [a,Db].

Além disso,

b b b
J (f+g)doc:J fdoc+J gdux.

a a a

2. SeceRefeR(x) em la,b] entdo (cf) € R(x) em [a,b].
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Além disso . .
J (cf)da = CJ fdo.

a a

3. f,g€R(x) em [a,b] € tal que

f(x) <g(x), para cada x € [a,b],

b b
J fdocgj gdo.

a a

entao

4. SefeR(x) em [a,b] ec e (a,b) entdo f € R(x) em [a,c] e em [c,b].

b c b
J fdoc:J fdoc—I—J fdo.

a a C

Além disso

5. Se f € R(x) em [a,b] e
If(x)] <M, para cada x € [a,b],

entao

b
J fda| < Mx(b) — a(a)].

a

6. SefeR(x) e feR(P) em [a,b] entdo f € R(x+ B) em [a,b].
Além disso

bed(oﬁ— B) =bedoc+bed[5.

a a a

7. SefeR(x) ec>0 entdo f € R(cx) em [a,b].
Além disso

b b

J fd(coc):cJ fdox.

a a

Demonstracgao:
De 1.
Se

P={a=%Xo,X1y" " yXn_1,Xn = b}

¢ uma particdo do intervalo [a,b], denotaremos por:

m; = inf f(x), M; = sup f(x),
XEX{—1 ,X{] X€E[Xxi_1 ,Xi]

ny= inf g(x), N; = sup g(x),
XEXi—1 ,Xi] XE[Xi_1 ,xi]

m’ = inf (f+g)(x), M= sup (f+g)(x).

X€EMKXi 1 ,xil x€MXi—1,xil
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Observemos que

m{ = inf (f+g)(x)

XE[xi_1 X
> inf f(x)+ inf g(x)
XG[X171 ,Xi] XE[Xif] ,Xi]
s, (2103)

M{ = sup (f+g)(x)

XEMXi_1 ,Xi]

< sup f(x)J+ sup g(x)

x€Mxi—1 x4l x€Xxi—1 yxil

= M; +N;. (2.104)

Observemos que, dado ¢ > 0, como f,g € R(«) em [a,b], pelo Coroldrio (E=X), segue
que existem partigdes Py, P, € B, do intervalo [a, b], tais que

u(Pf>f>O() —L(Pf,f,OC) < ) (2105)

U(Py,g,x) —L(Pg,g, ) < (2.106)

N[N ™

Observemos também, que:
L(P,f,a)+L(P,g,x ZmlecmLanAoc1

= Z(mi + 1) Aoy

i=1
Cm) X
< me Aoy
i=1
L(P,f+g,x), (2.107)

uP,f,«)+U(P,g,x«) ZM Aoq—i—ZN A
i=1

|
'I\/]z T

(Mi + Nl) AOCi
1

)

> Mf A(Xi

i=1

—U(P,f+g,a) (2.108)

1

0

Denotemos por P*, o refinamento comum das partigdes P; e Py, do intervalo [a,b], ou
seja,
P =P UP,.
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Logo
. . (M) e (M) . .
U-(P »f+9)“)_L(P )f+9’o‘) S [U(P ,f)oc)—l—U('P 79)“)]
— [L(P*,f, ) + L(P", g, «]]
= [UWP*, fyo) = L(P", f, )] + [UW(P*, g, ) —L(P", g, )]
Pr,PgCP*, (E3) e (=3)
S [U(Pf)fya) _L(Pﬁf)“)]_" [U(Pg)g)“) _L(Pg)g)“)]
=
< 2
— E _|_ E = £
202 7

Portanto, pelo Coroldrio (E=2T), segue que
(f+9g) €eR(x) em [a,b].

Notemos também que, como f,g € R(«) em [a,b], segue da definicdo de infimo que,

podemos encontrar duas partigdes Pr, Py € P tais que

b
U(Ps,f,a) < J fda

a

S——
:infpegp U(P ,f ,Oé)
b £
U(Py,g,a) < J gda +=.
a2
:inf’PE‘ﬁu(Pvgvo‘)

£
+Z)

Considerando o refinamento comum a estas duas partigdes, isto &,

P*=P:UPy,
teremos
PrCP* e (33)
U(P*>f)“) S U(Pf)f)‘x)
(
J fdoc+ =
. PyCP* e
u(P*, g, «) S U(Pg,g,oc)
( J gda + >
Logo

b
J (f+g)da < U(P",f+g,«)

a

()
< uP,f,a) +U(P*,g,x)

([CIm) e (ZTm) /(P ¢ b €
< fdoc-l—z + Jgdoc-i—z

b b
:J fdoc+J gda + ¢,

a a

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)
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para todo ¢ > 0.
Assim teremos:

b
fdoc+J gdo. (2.113)

a

b

Jb(f+ g)docSJ

a a

Por outro lado, como f, g € R(«) em [a, b], segue da definicdo de supremo que, podemos
encontrar duas partigdes Py, Py € B tais que

b b
L(Ps, fyo0) > J fda —% e L(Pg,g, o) > J gda —%. (2.114)
< — ——
=sUPpcy L(P,f,x) =SUppcy L(P,g,x)

Considerando o refinamento comum a estas duas partigdes, isto é,

P =P UPy,
teremos
(=3)
L(,P*)f)(x) Z L(Pf)f>(x)
(cm) [° £
> | fda—3, (2.115)
. (=)
L(P*,g,a) > L(Pgg,x)
() (P €
> gdoc—z. (2.116)
Logo
b
[+ gdazLipt49),0
(1m)
> L(P*,f,a) +L(P*, g,
(D) e (zmm) [P £ b €
] ren=3) (], o0e3)
b b
:J fdoc+J gda —e¢.
para todo ¢ > 0.
Assim, segue que
b b b
J (f+g)doc2j fdoc+J gdo. (2.117)

Portanto, de (E113) e (ETIIQ), segue que

b b b
J (f+g)do¢=J fdoc+J gda,

a a a
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completando a demonstragdo do item 1. .
Deixaremos a elaboragdao das demonstracoes dos itens 2., 3., 4., 5., 6. e 7., como exercicio

para o leitor.
O

Como consequéncia temos o:

Corolério 2.3.1 Se f,g € R(x) em [a,b] entdo:
1. (fg) € R(a) em [a,b].

2. |fl € R(x) em [a,Db].
Além disso, teremos

b b
J fdoc’ SJ Ifl dox. (2.118)

a a

Demonstragao:
De 1.
Consideremos ¢ : R — R a fungdo dada por

¢(t) =t*, paracada teR.

Como a fungdo ¢ é continua em R e f € R(«) em [a, b] segue, do Teorema (EZH), que a
fungdo h: [a,b] — R dada por

h(x) = (b of)(x), paracada x € [a,Db],
=f2(x)

pertencerd a fR(«) em [a, b], ou seja,
f2c R(ow) em [a,b]. (2.119)

Observemos também, que
fg =% [(f+9)°—(f—9)*]. (2.120)
Como f,g € R(«) em [a,b], segue da Proposigdo (E=2T) itens 1. e 2., que
(f+9g),(f—g) eR(x) em [a,b].
Logo, de (EZTT3), segue que
(f+9)?,(f—g)P cR(x) em [a,b].
e assim, de (EZ20) e da Proposigdo (E=30) itens 1. e 2., teremos que

fgeR(w) em [a,b],

completando a demonstragdo do item 1. .
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De 2.:
Consideremos ¢ : R — R a fungdo dada por

¢(t) =t|, paracada teR.

Como a fungéo ¢ é continua em R e f € R(«) em [a, b] segue, do Teorema (=ZH), que a
fungdo h: [a,b] — R dada por

h(x) = (b of)(x), paracada x € [a,b],
=[f(x)]

pertencerd a R(«) em [a,b], ou seja,

Ifl e R(e) em [a,b].

Além disso, se considerarmos

de modo que

segue que

b
deoc

a

b Prop. (E=X1) item 2 b
:chda P= 'J(cf)doc

a a

Iflde,

¢ f<|f| e Prop. (E=20) item 3. b
<

a

completando a demonstragdo do item 2. e do resultado.

A seguir consideraremos um exemplo importante, a saber:

Definicao 2.3.1 A fung¢do 1: R — R dada por

I(x) =

0, para cada x € (—o0,0]
1, para cada x € (0,00)

serd denominada fungao degrau unitario.

A representacao geométrica do grdfico da funcdo 1 € dada pela figura abaizo.
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A

Com isto temos a

Proposicao 2.3.2 Sejam s € (a,b) e f: [a,b] - R uma fun¢do limitada em [a,b] e
continua em s.

Consideremos a fun¢do «: R — R dada por

x(x) =I(x—s), paracada x€R, (2.121)

onde a func¢ao I € a fun¢do degrau unitdrio.
Entdo f € R(«) em [a,b] e
b
J fdo = f(s). (2.122)

Demonstracgao:

A figura abaixo nos fornece a representacdo geométrica do gréfico da fungdo «:

A

Observemos que a fungdo « é monoétona crescente em R, em particular em [a, b].
Consideremos

7)0 i{azxoﬂq y X2, X3 :b}v

a seguinte particdo do intervalo [a,b]:

Xo=0a, X =8, x3=b e x¢€(x1,x3)=(s,b).
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Xo =@ X1 =S X2 x3 =b
Para cada i € {1,2, 3}, definamos
m;= inf f(x) e M= sup f(x).
X€lxi—1 %] X€[xi—1,xi

Com isto teremos:

=M [x( %1 ) — 06(\7@/)] + My [a(x2) — oc(\xl/)] + M; [oc(\xi/) — a(x2)]
=s =a =s =b
=M [a(s) — x(a)] + My [x(x2) — «(s)] + M3 [a(b) — x(x;)]
—~ = — —~— ——
=), =), =), &=, =), =),
=M;= sup f(x). (2.123)
xE€ X7 ,x2]

De modo semelhante, teremos:

3
L(Po,fyo) = ) miAcx
i=1

=my [oc(\xl) - oc(\xg)] +my [x(x2) — \x/]/)] +m3 [oc(\xi) — a(x2)]

=s =a =s =b
=my [afs) — ala)] +my [ex(x2) — a(s) ] + ms [ex(b) — ox(x2)]
~— = ~—— ~—— =
=y &= = =, =
=mp, = inf f(x). (2.124)
X€E[x1 ,Xz]
Notemos que, como a funcgdo f é continua em s, quando
X2 — § =X,
segue que
M,= sup f(x) e my= inf f(x) — f(s). (2.125)
xe[x1,%2] xe[x1, %]
> [s %]
=[s,x3] =18,X2

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
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Logo

m; =L(P,,f,«)
—_———

(=z=a)
= ‘my

<supL(P,f,«)
PeB
%,—/

:Efdoc
)
< inf U(P,f, x)
PR
%—/

n
=[ofdx

<U(P,,f,a) =M,, (2.126)
W

ou ainda,

< M;= sup f(x), (2.127)

para cada
Fazendo

isto é, considerando partigdes
P:{Xo =a,X] =8,X2," " )Xn:b}>

de modo que x; — s*, nas desigualdades (E2T27) e utilizando (E-T2H), obteremos

b b
fdocgj fdo < f(s),

a

f(s) < J

a

assim,

f(s) = be da = be do,

a a
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mostrando que f € R(x) em [a,b] e que vale a identidade (EZT22), completando a demons-
tracdo do resultado.

[
Como consequéncia temos o
Corolério 2.3.2 Sejam ¢, € [0,00) e s, € (a,b), para cada n € {1,2,--- N}, satisfa-
zendo
Sn < Sny1, para cada mne{l,2,--- N}
Suponhamos que a funcdo «x:R — R, dada por
N
x(x) = Z cnl(x—sn), para cada xe€R. (2.128)
n=1
e que a funcgdo f:[a,b] = R é uma funcdo continua em s,, para cadan € {1,2,--- N}
Entdo f € R(«) em [a,b] e além disso
b N
J fda=) cnf(sn). (2.129)
a n=I1

Demonstracgao:

Observemos que a fungdo « é mondtona crescente em R, pois se
X1 < X2
teremos, para cada n € {1,2,--- , N} fixado, que

I(X1 - Sn) S I(XZ - Sn) )

logo
N
O‘(X1) - Z Cn I(X1 - Sn)
n=1
N
0<cn
S Z Cn I(XZ - Sn)
n=1
= a(x2).

Logo, para completar a demonstragdo basta aplicar a Proposi¢do (E=231) itens 1. e 2. e a
Proposigdo (Z33) acima, a cada uma das parcelas e assim teremos que f € R(«) em [a, b].
Por fim, notemos que se, para cadan € {1,2,---, N}, definirmos a fungdo «, : [a,b] - R
por
on(x) =I(x —s,), paracada x € [a,b],



2.3. PROPRIEDADES DA INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTJES 49

segue que

[ra=]'s (icnd%)

N b
Prop. (IZB:I] ) itens 1., 2. e 6.
E cn | fdoy

n=1 N )
(=z=2)
= f(sn)
N
= Z cn f(sn), (2.130)
n=1
completando a demonstracdo do resultado.
O
Podemos estender esse resultado, como afirma a:
Proposigao 2.3.3 Seja que ¢, € [0,00), para cada n € N, tal que a série numérica
D_cn
n=1
€ convergente em R e a sequéncia de numeros reais
(Sn)neN
€ uma sequéncia mondtona crescente de pontos distintos em (a,b).
Consideremos «: R — R a func¢cdo dada por
) = Z cnl(x—sn), para cada xe€R. (2.131)

Se f:[a,b] -5 R € uma fun¢do continua em [a,b], entdo f € R(x) em [a,b] e além

disso . -
J fda=) cnf(sn). (2.132)
a n=1
Demonstragao:
Podemos supor, sem perda de generalidade, que
f#0,

caso contrdrio (isto é, se f = 0) o resultado vale trivialmente.
Notemos que, para cada x € R, temos

lcnI(x —sn)| <c., paracada n €N,

o
e como a série numeérica Z cn é convergente em R, segue que a funcdo x estd bem definida

n=1

em R.
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Na verdade, do Teste M de Weierstrass, segue que a série de fungdes

i Cn I(x — sn)
n=1

é converge uniformente em R (este Teste serd visto em um préximo capitulo).
Observemos que a fungdo « é mondtona crescente em R, pois se

X1 < X2,
teremos, para cada n € N fixado, que

I(X1 - Sn) S I(XZ - Sn) )

logo
O‘(’Q) = Z Cn I(X1 - Sn)
n=I1
0<cn &
S Z Cn I(XZ - Sn)
n=I1
= (xz)
Seja
. é cont. emla, f#£0
M= sup [f(x)] "¢ =Y max [f(x)] S 0. (2.133)

x€la,b] x€la,b]

Logo, dado ¢ > 0, como a série numérica E cn € convergente em R, podemos encontrar

n=I1

N, € N, de modo que

i e < — . (2.134)
M

n=No+1
Definamos as fungdes «;,x; : R — R, dadas por:

No 0o
o (x) = Z cnllx—sn) € o= Z cnl(x—s,), paracada xé€R. (2.135)
n=1 n=No+1

Notemos que:

OC(CI) :icn I((l—Sn) =0,

=0, pois a<sn, para neN

a(b) = icn I(b—sy) = icn. (2.136)
n=1

=1, pois sp<b, para neN

|

|

Como a fungdo f é continua em [a,b] e as fungdes o; e «, sdo mondtonas crescentes
em [a,b] segue, do Teorema (E23), que

feR(o) NR(x2) em [a,b].
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Além disso, do Coroldrio (E232) acima, teremos que

b No
J fdog = Z cnfsn). (2.137)
a n=1
Notemos que
%2(b) — x(a) = au(b)
~——

=2 W No+1Cn I(a - Sn) =0

=0 pois a<sn,VneN

= Y cn Ib—sy)

n=No+1 =1, pois sp<b,yneN
> =) ¢
_ Z o< —. (2.138)
n=Ny+1 M

Por outro lado, como f € R(«,) segue, da Proposigdo (E=3) item 5., que

b
J fde,| < sup [f(x)|[xz2(b) — xz(a)]
a x€la,b]
=M
TIME — (2.139)
=€ .

Mas

x =+ o,

logo, da Proposigdo (E=3) item 6., segue que

b No b b No
J fdo —chf(sn) = J fdoy +J fdocz—chf(sn)
< — i=1 N a i=1
Prop. (E:II) item 6. IZdeC1 +J‘Zfd0(2 (EE)ZF:O] enflsn)
b (T=3)
= J fdopy| < €, (2.140)
a

o0
mostrando que a série numérica E cn f(sn) é convergente em R, e sua soma serd igual a

n=1

b
J f dx, completando a demonstragdo do resultado.
a

OJ
A seguir temos um resultado que relaciona a integral de Riemann com a integral de
Riemann-Stieltjes, a saber:
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Teorema 2.3.1 Sejam f,«: [a,b] fungées definidas em [a,b], tais que a funcdo f € uma
funcdo limitada em [a,b] e a funcdo « é mondtona crescente, diferencidvel em [a,b] e
além disso o’ € uma fungdo Riemann integrdvel em [a,b] (ou seja, x’ € R em [a,b]).
Entdo f € R(x) em [a,b] se, e somente se, T’ € R em [a,Db].
Neste caso teremos:

b b
J fda:J f(x) o’(x) dx. (2.141)
Demonstragao:
Seja
M = sup [f(x)], (2.142)
x€la,b]

que existe pois a funcdo f é limitada em [a, b].
Dado ¢ > 0, como o' € R, do Coroldrio (E22T) (tomado-se naquele resultado «(x) = x,
x € [a,b] e utilizando a Observagdo (E=22) item 4.), segue que existe uma particdo

P={xo=0a,X1,y "+ yXn_1,Xn = b}

do intervalo [a,b] de modo que

€

OgU(P,oc')—L(P,oc’)<M. (2.143)
Definamos, para cadaie{1,2,---,n}k
Mi= sup f(x), (2.144)
x€[xi—1,xil
M= sup (fa')(x). (2.145)
XE[X171 ,Xi]

Observemos que a fungdo ' estd definida em [a, b], logo a fungido « deverd ser continua
em [a,b].

Assim, para cadai€{1,2,- - ,n}, aplicando-se o Teorema do Valor Médio a fungdo « no
intervalo [x;_1,x;], obteremos t; € (x;_1,x;), de modo que

Teor. Valor Médio

Ao = oe(xq) — ax(xi_1) o' (th) (xi —xim1) = o /(1) Axg. (2.146)

Temos também que, para cada i € {1,2,---,n}, se
si € [xi—1yxil

segue, de (ETZ3) e do Teorema (Z=23) item 2. (tomando-se naquele «(x) = x, para cada
x € [a,b]), que

3 le(s) — (8] Ax; < ﬁ (2.147)

i=1
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Portanto

if(si)AOCi—gf(Si) o '(si) Axi| = Zf(si) éﬁ@ —a'(s7) Axg

i=1

= o/(ty) Axyq
= > fls) [/ (1) — o' (s0)] Axg
i=1
<D If(s)] o/ (1) — ()] Axg
i=1 (=)
< M

Em particular, teremos:

Z f(si) Axy < Z f(si) o (1) Axi + €

—_——

=3
<supyepe, | g (F 100 E0M;

i=1 i=1

n
< Z M Ax; + €
i=1

=UP,fa’)+e, (2.148)
€
D f(s)a(s)Axi < Y (s1) Ao + ¢
i=1 i=1

(e==3)
SSU—Pxe[xi_],xi]f(X) = My

< Z M; Ax; + ¢
i=1
=U(P,f,a)+¢. (2.149)

Portanto, paracadai € {1,2,--- ,n}, tomando-se, no lado esquerdo de (E1Z8), o supremo,
para s € [x;_1,Xi], obteremos

n

sup f(s) Aoy < U(P,fa’)+ ¢,

i1 s€bxi—1,xil

:Z{L:] Mi AO(IZU(P ,f ,(X)

ou seja,
UP,f,a) <U(P,fa’)+e. (2.150)
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De modo semelhante, paracada i€ {1, ,---,n}, tomando-se, no lado esquerdo de (EZTZ3),
o supremo, para s € [x;_1,X;i], obteremos

n

sup [f(s)o/(s)] Ax; < U(P,f, ) + ¢

i—1 S€ [xi—1 i

=) T M Axi=U(P fa /)

ou seja,
uP,fo’) <U(P,f,x)+c. (2.151)

Portanto, de (EZI=0) e (EZI=1), segue que

UP,fa')—e <U(P,f,o) <UP,fo') +e. (2.152)

Notemos também que, (EZTZ3) ocorrerd se trocarmos a particdo P, do intervalo [a, b], por
uma particdo que é um refinamento da mesma, implicando que (EZI52), também ocorrerd se
trocarmos a partigio P, do intervalo [a, b], por uma outra particio que é um refinamento da
mesma.

Logo, tomando-se o infimo em (EI53d), sobre todas as partigdes P do intervalo [a,bl],
obteremos:

b b b
J f(x) o/ (x) dx—ng fdocgj f(x)o'(x)dx + ¢, (2.153)

a

ou seja, para todo ¢ > 0 teremos

be do — be(x) o’ (x) dx

<e,
mostrando que
b b
J fdoc:J f(x) o’(x) dx. (2.154)
De modo semelhante, mostra-se que
b b
J fdoc:J f(x) o’(x) dx. (2.155)

Deixaremos os detalhes dessa prova como exercicio para o leitor.
Finalmente, notamos que

f € R(x) em [a,b]

b b
se, e somente se J fda = J fda

crl

de (EI23) e (EI=3), se, e somente se f(x) J

se, e somente se (fa') € Rem [a,b]. (2.156)
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Além disso, neste caso, teremos a validade de (EZTZT), completando a demonstragdo do
resultado.
O
Temos também um resultado que trata da mudanga de varidveis na integral de Riemann-
Stieltjes, mas precisamente:

Teorema 2.3.2 Seja ¢ : [A,B] — [a,b] uma funcdo continua e estritamente crescente
em [a,b].

Suponhamos que a fun¢do « : [a,b] — R seja mondtona crescente em [a,b] e a
funcdo f: [a,b] — R seja Riemann-Stieltjes integrdvel em [a,b], relativamente & fungdo
x.

Consideremos as fungées 3,9 : [A,B] = R, dadas por

gly) =fld(y)] e Bly) =«ld(y)l, para cada ye<lA,B]. (2.157)

Entao g € R(B) em [A,B], e além disso, temos que

B b
J gdB:J fdo. (2.158)
A a
Demonstragao:
Notemos que a fungdo ¢ serd bijetora e assim, do Teorema da continuidade da fungdo
inversa (visto em Andlise I), segue que a fungdo ¢ admitird fungdo inversa ¢ :[a,b] —

[A, B], que também serd uma fungéo estritamente crescente e continua em [a, b].

Como a fungdo « é monétona crescente em [a,b] e a fungdo ¢ é mondtona crescente em
[A, B], segue que a fungdo

B—ood

também serd mondtona crescente em [A , B].

Além disso, como a fungdo f é limitada em [a,b] e a fungdo ¢ é continua em [A, B], que
é um subcojunto compacto de R (logo o conjunto ¢([A,B]) é um subconjunto compacto em
R), segue que a fungdo g serd limitada em [A, B].

Notemos que se

P i{xo =Qy X1y yXn-1yXn :b}

é uma partigdo do intervalo [a,b], como a fungéo ¢ é estritamente crescente em [A,B],
teremos que

Qi {yo = (1)_1((1) :A, Yi = d)_](xl))"' y Yn—1 = d)_](xn—]))yn = d)_](b) :B}
C [A,B], (2.159)

serd uma particdo do intervalo [A,B] e reciprocamente, ou seja, a cada partigdo do inter-
valo [a,b], corresponderd uma partigdo do intervalo [A, B], por meio da fungdo (bijetora e
estritamente crescente em [a, b]) Q, e reciprocamente.

Notemos que, para cada i€ {1,2,---,n}, teremos:

s € [yi1,yi] se, e somente, se t=d(s) € [xi1,xi].
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Com isto teremos

U(Q,Q,B)ZU(P,f,O(), (2'160)
L(Q)Q)B):L(,P)fa(x)- (2'161)

Logo, dado ¢ > 0, como f € R(«) em [a, b], pelo Coroldrio (=), segue que existe uma
particdo P, do intervalo [a,b], tal que

Oo<UuU(P,f,a)—L(P,f,x) <e¢. (2.162)

Logo, tomando-se a partigdo
Q=0¢(P),

do intervalo [A, B], (como em (E159)), de (E-IE0) e (E-IETD), teremos

(’Pvao‘) ( = )L(P »f»“)

(&=,

que, pelo Coroldrio (E=X), implicard g € R(f3) em [A, BJ.

Além disso, tomando-se o infimo no lado direito de (E-TE0), sobre todas as partigdes do
intervalo [a,b] e no lado esquerdo de (E-TE0), sobre todas as partigdes do intervalor [A, B],
obteremos:

b B b B
deoc:JgdB, ou seja, deoc:J gdp,
a A a A

=[Pfda =[5gdp

mostrando (ZT58) e completando a demonstragdo do resultado.

Observagao 2.3.1 Notemos que se a fung¢do «:[a,b] - R € dada por
«(x) =x, para cada x € [a,b],
entdo, tomando-se a funcgdo f:[A,B] — R dada por

Bly) =d&ly), para cada ye<[A,B],

teremos que, se a funcdo ¢ : [A,B] — [a,b] € estritamente crescente, diferencidvel em
[A,B] e ¢’ € R em [A,B], entdo o resultado acima, juntamente com o Teorema (E=21),
implicardo em:
b B
| fax=| oo ay,
que € um resultado importante do Cdlculo 1 e nos diz como fazer para mudar de

varidveis na integral definida (ou seja, na integral de Riemann em intervalos fechados
e limitados de R).
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De fato,

b =x b [ 1°3 B
J f(x) dx T L com el J fdo (?)J gdp

a
g=tof = ,A=¢_"(a) e B=¢~"(b) J
¢~ 1(a)
Teor. (E03), com «(x)=(x) J ¢~'(b)
¢~ 1(a)

mostrando a itdentidade acima.

2.4 Relacoes entre integracao e diferenciacao

Comegaremos com o ”Teorema Fundamental do Célculo (versdo I)”, a saber:

Teorema 2.4.1 Seja f € R em [a,b].
Consideremos a func¢do F:[a,b] = R dada por

F(x) = JX f(t)dt, para cada x € [a,b]. (2.164)

Entdo a funcgdo F é uniformemente continua em [a,b].
Além disso, se a fungdo f for continua em x, € [a,b], entdo a fun¢do F serd dife-
rencidvel em x, € [a,b] e além disso

F /(Xo) = f(xo) . (2.165)

Demonstragao:
Como f € R em [a, b], segue que a fungdo f é limitada em [a, b], logo existe M > 0 tal
que

[f(t)) <M, paracada te€[a,b].
Notemos que, para cada x,y € R, satisfazendo
a<x<y<hb,

da Proposigdo (E=20) item M., segue que f € R, em [a,x] e em [a,y].
Assim, a funcdo F estd bem definida e, além disso, teremos:

Jy f(t) dt — J f(t) dt‘

a a

Prop. (EX0) item M.

Y
J f(t) dt‘
Prop. (EX70) item B. (Y

=i

X

Y
gj ()] dt
——

X
<M

Prop. (E=10) item B.

Mly —x]. (2.166)
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Logo, dado ¢ > 0, seja .
0=—>0. 2.167
= (2.167)
Assim, se

ly—xl <o

(=3
teremos, por (E188), que |F(y) —F(x)] < My —x]
—

<d
=M?d
EI VR

mostrando que a fungdo F é uniformemente continua em [a, b].
Se a funcgdo f for continua em x, € [a,b] entdo, dado ¢ > 0, poderemos encontrar

d=10(x0,¢) >0, de modo que
se |[t—xo <0, teremos |f(t)—f(x,)l<ce.
Suponhamos que t € R, satisfaz:

Xo <t <X +6. (2.168)

Com isto teremos:

F(t) _F(XO) . f(x ) “ a a _ JXo
t—%, — t—%, t— %,
Jioat
=f(xo) tExo

Prop. (E=0) item M.

f [f(s) — f(xo)] ds

t—%,

Prop. (E=0) item 0.

rop. item B. 1 t
e e L i)t ds
t—%o Xo —

. (z=z3)
<g, pois [s—xo|<|t—Xo| < 0

ou seja,
lim ————% = f(x,), (2.169)
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mostrando que a fungdo F é diferenciavel a direita de x, € [a,b).
De modo semelhante, podemos mostrar que

. F(t) - F(Xo)
lim ——

t—xo t— X%,

— f(xo) (2.170)

se X, € (a,bl.

A demonstracdo deste fato serd deixado como exercicio para o leitor.

Com isto, mostramos que a fungio F é diferencidvel a esquerda de x, € (a,b], que junta-
mente (Z169) e (EZT70), mostram que a fungéo F é diferencidvel em [a, b] e que vale (E185),
completando a demonstragdo do resultado.

OJ

Como consequéncia temos o (também conhecido como ” Teorema Fundamental do Célculo
(versdo II)”):

Teorema 2.4.2 Seja f € R em [a,b] e F:[a,b] = R uma fun¢do diferencidvel em [a,b]
tal que
F'(x) =f(x), para cada x € [a,b]. (2.171)
Entao

Jb f(x) dx = F(b) — F(a) . (2.172)

Demonstracgao:
Dado ¢ > 0, como f € R em [a,b], do Teorema (E=23) item B. (e da Observagdo (E=Z4)
item B.), segue que existe uma partigdo

Pi{a:xoa’ﬁ»"'»xn:b}»

do intervalo [a, b] tal que se, para cadai e {1,2,---,n}, escolnendo-se t; € [x;_7,xi], teremos

n b

D (k) Axi — J f(x) dx

a

<e. (2.173)

i=1
Por outro lado, como a funcgdo F é diferencidvel em [a, b], segue que ela serd uma fungéo
(uniformemente) continua em [a, b].
Portanto, para cada i € {1,2,--- ,n}, do Teorema do Valor Médio aplicado ao intervalo
[xi_1,Xi], segue que existird t; € (x;_1,%), de modo

F(xi) = F(xiz) = F'(t) (xi—xi1)
~—_——

~——
(?)f(ti) =Axy
= f(ti) AXi . (2174)
Assim teremos
n — n
Y ft)ax =Y [Fix) — Flxi)]
i=1 i=1

Soma telescépica

e b) — F(a). (2.175)
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(m)

< e, (2.176)

‘[F(b)—F(a)]—J f(x) dx

a

Como ¢ > 0 é arbitrdrio, segue que

b
F(b) — F(a) —J f(x)dx =0,

a

mostrando que identidade (EZT72) e completando a demonstragdo do resultado.
O

Observagao 2.4.1 Notemos que existem funcées F: [a,b] toR diferencidveis em [a,b],
de modo que a funcdo F' ndo é continua em, pelo menos, um ponto de [ab] mas €
integrdvel em [a,].

Um exemplo de funcdo que tem essa propriedade € a funcdo F:[0,1] — R dada por

x? cos (%) , para x#0

0, para x=0

F(x) =

Temos que a fung¢do F € diferenidvel em [0,1] além disso, temos que:

Fx) = 2x cos ()lc) + sen C—() , para x#0 )

0, para x=0

que ndo € uma fungdo continua em x =0, mas € integrdvel em [0, 1].

Lembremos que
[ = (3)e-3
sen| — | dx = <.
0 X 2

Podemos mostrar um resultado relacionado com a integracdo por partes para integrias de
Riemann, mais precisamente:

Teorema 2.4.3 Suponhamos que as fun¢des F,G : [a,b] — R sdo continuamente dife-
rencidveis em [a,b] e que as fungées f,g:[a,b] = R sdo dadas por

fix) =F'(x) e g(x) =G'(x), paracada xE€ [a,b].

Entao (Fg),(fG) € R em [a,b] e além disso

Jb F(x) g(x) dx = F(b) G(b) — F(a) G(a) — Jb f(x) G(x) dx, (2.177)

a

ou seja,

r F(x) G’(x) dx = F(b) G(b) — F(a) G(a) —J F'(x) G(x) dx. (2.178)
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Demonstragao:

Como as fungdes F e G sdo continuamente diferencidveis em [a, b], segue que as fungdes
f e g serdo fungdes continuas em [a, b].

Logo as fungdes F g e f G serdo fungdes continuas em [a, b] e assim, pelo Teorema (Z223),
elas serdo fungdes Riemann integrdveis em [a, b].

Consideremos a fungdo H: [a,b] — R dada por

H(x) = F(x) G(x), paracada x € [a,b],

que serd continuamente diferencidvel em [a, b].
Temos que H € R em [a,b] (pois é, em particular, uma fungdo continua em [a,b]) e
como
H'(x) =F'(x) G(x) + F(x) G'(x), paracada x€cR,

e as fungles F’ e G’ sdo fungbes continuas em [a, b], segue que H’ € R em [a, b].
Logo, do Teorema (EZ3), segue que

Jb H/(x) dx = H(b) — H(a) = F(b) G(b) — F(a) G(a) .

a

Mas

ou seja, F(b)G(b)—F(a)G(a)= Jb f(x) G(x) dx + Jb F(x) g(x) dx,

a a

de onde, podemos obter (EZT78), completando a demonstracdo do resultado.

2.5 Integracao de funcoes vetoriais

Comegaremos com a

Definicao 2.5.1 Consideremos a funcdo vetorial f : [a,b] — R* cujas fungées compo-
nentes sdo as fungoes

fj:la,bl] = R, para cada je{l,2,---,k},

e a funcdo «: [a,b] = R mondtona crescente em [a,b].
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Diremos que a funcdo vetorial f € Riemann-Stieltjes integravel em [a,b], indi-
cando por f € R(x) em [a,b] se, e somente se, para cada j € {1,2,---,Kk}, a fungdo
f; € R(x) em [a,b].

Neste caso, definiremos a integral de Riemann-Stieltjes da fungao f em [a,b], in-
b

dicada por J fda, como sendo a k-upla:

b b b b
J fdo = <J f) doc,J foda, - J fkdoc) € R*. (2.179)

a a a a

Observacao 2.5.1

1. A Definigdo (E2) acima, nos diz que uma fungdo, definida mo intervalo [a,b]
a valores vetoriais, serd Riemann-Stieltjes integrdvel em [a,b], relativamente a
funcdo «, se, e somente se, cada funcdo componente associada a mesma, for uma
funcdo Riemann-Stieltjes integrdvel em [a,b], relativamente d fung¢do «.

Neste caso a integral de Riemann-Stieltjes da funcgdo vetorial no intervalo [a,b]
serd obtida integrando-se, cada uma das fungdes componentes associadas a mesma
no intervalo [a,b].

2. Diremos que a fung¢do vetorial f: [a,b] — R* é uma funcao limitada em [a,b] se
existir M > 0, tal que

If(x)]| <M, para cada x € [a,b],

onde ||.| denota a norma usual de R, isto ¢,

lar, a2,y @) = al + a2+ + .

3. Seja f : [a,b] — R* é uma funcdo vetorial, cujas fungbes componentes sdo as

fungdes
f;:[a,bl >R, para cada j€{1,2,---,k}
e X, € (a,b).
Diremos que a funcgdo f é diferencidavel em x,, se para cada j € {1,2,---,k}, a

fungdo componente f; € uma fungdo diferencidvel em x,.

Neste caso, definiremos a derivada da funcao f em x,, que serd indicada por
f'(xo), como sendo

f/(xo) = (f1/(xo) afZI(Xo) y " )fk/(xo)) S Rk~
Com isto temos a:

Proposicao 2.5.1
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. Se f,g:la,b] — R* sdo fungdes vetoriais, «: [a,b] — R é uma funcdo mondtona

crescente em [a,b] com f,g € R(x) em [a,b] entdo (f+ g) € R(x) em [a,b] e

b b b
J (f+g)doc:J fdoc+J gda.

a a a

Se f:[a,b] — R* fungdo vetorial, «: [a,b] — R é uma fungcdo mondtona crescente
em [a,b] com f € R(x) em [a,b] ec € R entdo (cf) € R(x) em [a,b] e

Jb(cf) da=c bedoc.

a a

Se f:[a,b] — R* fungdo vetorial, «: [a,b] — R é uma fungcdo mondtona crescente
em [a,b] com f € R(x) em [a,b] ec € [a,b] entdo f € R(x) em [a,c] e em [c,b] e

b c b
J fdoc:J fdoc—l—J fdo.

a a C

. Se as fungbes «;,x; : [a,b] = R sdo mondtonas crescentes em [a,b] e a funcdo

vetorial f: [a,b] — R* satisfaz f € R(x)Nf € R(owx) em [a,b] entdo f € R(a + «y)

em [a,b] e
b

b b
J fd(Oq—l—OCz):J deL]‘FJ fdo,.

a a a

Se «:[a,b] = R é mondtona crescente em [a,b], a funcdo vetorial f:[a,b] — R¥
satisfaz f € R(x) em [a,b] e c >0 entdo f € R(cx) em [a,b] e

bed(coc) :chfda.

a a

Sejam « : [a,b] — R € diferencidvel e mondtona crescente em [a,b], tal que &’ € R
em [a,b], e f:[a,b] = R* uma funcdo vetorial limitada em [a,b].

Entdo f € R(«x) em [a,b] se, e somente se, T’ € R em [a,b].

Neste caso teremos . .
J fdo = J f(x) o/ (x) dex.

a a

Seja f € R em [a,b] e definamos a funcdo F:[a,b] — R* por
b
F(x) iJ f(t)dt, para cada x € [a,b].

Entdo a fungdo vetorial F serd continua em [a,b].

Além disso, se a fungdo f wvetorial for continua em x, € [a,b], entdo a fungdo
vetorial F serd diferencidvel em x, € [a,b] e

F /(Xo) = f(xo) .
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8. Seja f € R em [a,b] e exista uma fungdo F:[a,b] — R* diferencidvel em [a,b] tal

que
F'(x) =f(x), para cada x € [a,b].
Entao .
J f(x) dx = F(b) — F(a)
Demonstracao:

Para demonstrar os itens . até B., basta aplicar os itens ., B., B., B. e . da Proposigdo
(E=XT) a cada uma das componentes das fungbes vetoriais envolvidas e a Defini¢do (E5T).

Para demonstrar o item B., basta aplicar o Teorema (ZZ31) a cada uma das componentes
das fungbes vetoriais envolvidas e a Definigdo (E5T).

Para demonstrar os itens [@. e B., basta aplicar, respectivamente, os Teoremas (EZZ1) e
(EZZ32), a cada uma das componentes das fungdes vetoriais envolvidas e a Definigdo (E2),
completando a demonstracao do resultado.

OJ

Um outro resultado interessante é dado pela:

Proposigao 2.5.2 Sejam « : [a,b] — R é uma fung¢do mondtona crescente em [a,b] e
f:[la,b] — R* funcdo vetorial tal que f € R(x) em [a,b].
Entdo ||f|| € R em [a,b] e
b
J fda

onde ||.| denota a norma usual de R* (veja Observacdo (Z51) item B).

b
< J ||f]| dex, (2.180)

a

Demonstracao:
Observemos que se as fungbées componentes da fungdo vetorial f sdo as fungdes

f;:la,bl >R, paracada je€{1,2,---,k},

entdo

100 = /I 0P + -+ + [f(x)?, paracada x € [a,b]. (2.181)
Como f € R(«) em [a,b], da Defini¢do (EZ2), para cada j € {1, -, k}, temos que

fi e R(x) em [a,b].
Logo, para cada j € {1,2,---,k}, do Corolario (223) item ., segue que
sz €eR(x) em [a,b].

Assim, pela Proposicdo (E22) item ()., segue que

k
F=) f7€R(a) em [a,b]. (2.182)
j=1
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Consideremos ¢ : [0,00) — R a fungdo dada por
$d(t) =+vt, paracada te[0,00).

Notemos que

0] T VR
=(¢poF)(x), paracada xE€ [a,b].

Como a fungéo ¢ € continua em [0, 00) e F € Ri(«) em [a, b], segue, do Teorema (EZ3),
que a fungdo h:[a,b] — R dada por

h(x) = (¢ oF)(x), paracada x € [a,b],
=[Ifel

pertencerd a R(«) em [a, b], ou seja, ||f|| € R(x) em [a, b], como afirmamos.
Para cada j € {1,2,---,k}, definamos

b b
yjij fideeR e y£J fdo € R (2.183)
Observemos que
k
> =) v
j=1
k
=)y
P ~—~
E=D 004 da
k b
=) (J fi do‘)
j=1 ¢
P =) it o o b -
rop. (| )1:ens( ). e (@). J ( Y f]) do. (2184)
a ]:]

Para cada t € [a, b], aplicando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz as k-uplas

(91)UZ>"'>yk) € (fl(t)»fZ(t))"' )fk(t)) )

segue que

[f5(t)]2
1

k
)=

k k
> yifi) < | )y
j=1 j=1

(=)
=yl IO
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Logo, da Proposigdo (E=30) item B., segue que

b k b
[ (v ) aoes [yl aa
a 1:1 a

b

Prop. (=) itens D.
Py [ e,
Susbstituindo-se em (EZT24), obteremos
) b
Iyll* < HUHJ 1]l de. (2.185)

Temos duas possibilidades:

b
(i) Se ||y]| =0 (ou seja, J fda = 0), segue que (ET20) vale trivialmente.

a

(ii) Por outro lado, se ||y| # 0, dividindo-se (EI23) por ||y|| > O, obteremos

b
deoc

como queriamos demonstrar, completando a demonstracdo do resultado.

b
ol <[ Iflaa, ouseia ]
~— a

(IREL

b
< | 1t da,

a

2.6 Curvas retificaveis

Comegaremos introduzindo alguns conceitos basicos e mais adiante entraremos no que nos
interessa propriamente, a saber, o comprimento de uma curva "bem comportada” do Rk,
para k € N fixado.

Definicao 2.6.1 Uma funcdo vy : [a,b] — R* continua em [a,b] serd dita curva parame-
trizada em RX.
O conjunto

v([a,b]) C R,

serd dito trago da curva parmetrizada .

Se a curva parametrizada y : [a,b] — R* for injetora (isto €, y(s) # y(t), para
t,s € [a,b] satisfazendo t # s) diremos que a curva parametrizada € simples.

Se a curva parametrizada vy : [a,b] — R¥* € tal que

diremos que a curva parametrizada € fechada.
Se a curva parametrizada y : [a,b] — R* for injetora em (a,b) e y(a) = y(b),
diremos que a curva parametrizada € fechada e simples .
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Observacao 2.6.1 Duas curvas parametrizadas distintas podem ter o mesmo tracgo.

1
Para ilustrar, consideremos vy, :[0,1] = R? ey;: {0,21 — R?, dadas por

vi(t) = (t,0), para t€[0,1] e vyafs)=(2s,0), para sE€ {O,H .

As curvas parmetrizadas sao distintas mas teém o mesmo trago,que o conjunto
[0,1] x {0} C R?.
Dewzaremos a verificacao destes fatos como exercicio para o leitor.

Sejam v : [a,b] — R* uma curva parametrizada em R¥,
P i{to =a,t, oty th = b}

uma particdo do intervalo [a,b] e definamos
AP,Y) =D Iv(t) =yt . (2.186)
i=1

Observemos que, para cada i € {1,2,---,n}, o nimero real

[y (t) —y(tid) ]|,

nos fornece a distancia do ponto y(ti_;) ao ponto y(t;) em R¥.

Logo o numero real, ndo negativo, A(P,v), dado por (EI88), nos fornece o comprimento
de uma poligonal, que tem como vértices os pontos y(ti), parai € {0,1,---,n} (veja a figura
abaixo).

Y(to) =v(a)

I
Sy
-+

to =a t t) t3 ty  ts

Em principio, quanto maior o nimero de pontos da partigdo P, mais perto o ntimero real,
ndo negativo, A(P,v), ficard do valor do comprimento do trago da curva 7y (se este existir!).
Devido a este fato, empirico, introduziremos a:
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Definicao 2.6.2 Na situagdo acima, definiremos o comprimento da curva parametriza-
da vy, denotado por A(y), como sendo

A(y) =sup A(P,y) > 0. (2.187)
PP

Diremos que a curva parametrizada y € retificavel se
Aly) < oo.

Em certos casos, o comprimento da curva parametrizada y serd dado por uma integral de
Riemann, como mostra o:

Teorema 2.6.1 Seja v : [a,b] — R* uma curva parametrizada que €é continuamente
diferencidvel em [a,b].
Entdo a curva parametrizda v : [a,b] — R* é uma curva retificdvel e
b

A = | I ] e (2.188)
Demonstracgao:
Notemos que a fungio v’ : [a,b] — R* é uma funcio continua em [a, b].
Logo a fungdo [|y']| : [a,b] — R também serd uma fungdo continua em [a,b] (pois a

norma é uma fungdo continua).
Portanto a integral de Riemann, do lado direito de (ZIZ3), existird.
Observemos também que se

,Pi{to:a>t1)"' )tnf1)tn:b}

é uma particdo do intervalo [a, b], teremos

t.
Prop. (&) item 8. *
(6 =y (e )] T O J v'(s)ds
ti
Prop. (E=) item 8. ty
< J Iy '(s)|l ds. (2.189)
ti

Assim teremos:

APY) =D lv(t) =yt
i=1

(=9 Lot
<Y | el
i=1 Yt
b
~[ vl as. (2.190)

Tomando-se o supremo, sobre todas as partigdes do intervalor [a, b], obteremos

Aly) =sup A(P,)
PeP

(zT=m) (b
< | e, (2.101)

a
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Por outro lado, dado € > 0, como a fungdo v’ é continua em [a, b], que é um subconjunto
compacto em R, segue que a fungéo vy’ serd uniformemente continua em [a, b].

Logo, podemos encontrar 4 = d(¢) > 0, de modo que se

s,t€la,b], satisfaz |s —t| <,
€

deveremos ter: ||y '(s) —v'(t)] < 20b—a)

Seja
P={to=a,ty, - ,th1,t, =Db}

uma particdo do intervalo [a,b] (sempre existe !) de modo que
Aty =1 —ti_1 <.

Notemos que, para cadai€{1,2,---,n}, se t € [ti_1,t], segue que

£
‘(1) — v (t; <
Des. triangular
I (l=Ily “ (t)]]
ou seja, ¢
"W < Iy '(t —.
Iy /(0 < Iy ‘0 + 35—

Logo, para cada i € {1,2,---,n}, teremos

[ vwre =T (vl sty ) a

ti tig

£
= HY /(ti) || (tl _ tifl) +—Cl (tl — ti,])

£

2(b—a)

2(b—

a)

Iy () (t—tinll=| i v /(o) at At
t c
= "t "t) —v'(t)]} dt At
|- b -y e+ st
ti ti €
! ! /
= (t) dt —J v /(1) —v'(t)] dtH + At
Jti1 Y tii‘] y Y 1 2 (b _ a) 1
Des. triangular i , 4 , ,
< J yiar |+ J (1) — v ()] || +
ti ti g
—_———
T ERER S| TS sy ol a
i
< Iyle) =yt + | O -y et
fi <2(+7a), por (), pois [ti—ti_1]<®
£ £
< |v(t) — v(tie At At;
Hy(l) Y(11)H+2(b_a) 1+2(b_a) i

= ||y(ti) —v(tiz1)|| + At .

£
(b—a)

(2.192)

(2.193)

(2.194)

£
Aty

Aty

(2.195)
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Logo .
| e Jat=) J‘ Iy '(0)] dt
3 (It vt + oy )
i=1
8 n

= ) —vltic — Aty

;ﬂw) Yl g ;;
— ~~ ——
(EE)/\(’PW) soma te1:escépicab7a
€
= A(P,v) + (b—a)
——— (b — a)

Ssuppeg AP, Y)=A(Y)

< Aly) + e,

para cada ¢ > 0, ou seja,
b
[ vl ae< am),

que, juntamente com (EZTU), mostram que (EI23) ocorrerd, completando a prova do resul-
tado.
O

2.7 Exercicios



Capitulo 3

Sequéncia e Séries de Funcoes

Neste capitulo trataremos da convergéncia pontual e uniforme das sequéncias e das séries de
fungdes e algumas aplicagoes.
Comecaremos com a convergéncia pontual das sequéncias e das séries de fungses.

3.1 Convergéncia pontual de sequéncias e séries de funcoes

Definicao 3.1.1 Sejam E C R ndo vazio, f: E — A uma funcdo e (fn)neny uma sequéncia
de fungébes, onde para cadan € N a fungdo f,, :E — A, onde A=R ou A =C.

Diremos que a sequéncia de fungdes (f,)nen converge pontualmente (ou ponto a
ponto) para a funcao f em E se, para cada x, € E fizado, a sequéncia numérica (f,,(xo))nen
for convergente para f(x,), isto €, para cada x, € E, dado ¢ > 0, podemos encontrar
N, = No(e,%x,) € N tal que se

n > N,, deveremos ter |f.(x,)—f(xo)l<ce. (3.1)
Neste caso escreveremos:
f(xo) = nh_)n;.O fo(xo), para cada x,€E, ou f, LN f, ou ainda f, > f. (3.2)
Com isto podemos introduzir a

Definicao 3.1.2 Sejam E C R ndo vazio, f: E — A uma funcdo e (fn)neny uma sequéncia
de funcgdes, onde para cada n € N temos que f,:E — A, onde A=R ou A =C..

Diremos que a série de fungoes Z f, converge pontualmente (ou ponto a ponto)

n=1

o0

para a funcgao f em E se, para cada x, € E fizado, a série numérica E fo(Xxo) for con-
n=I1
vergente para f(x,), ou seja, a sequéncia das somas parcias (Sy)neny for convergente,

pontualmente, para a fungdo f em E, onde, para cada n € N, temos que:

Sa(x) = Z fi(x), para cada x€E. (3.3)

i=1

71
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Neste caso escrevemos

[e o]

f(xo) = an(xo), para cada X, € E, (3.4)
n=I1
e diremos que a fungdo f é a soma da série de funcgoes Z fn.

n=1

Observacao 3.1.1
1. Algumas questoes podem ser colocadas:

E . . .
(a) Se f, — f e, para cada n € N, a fung¢do f, for continua em x, € E 1isto
implicard, necessariamente, que a fungdo f serd continua em x,?

E - . ., .
(b) Se f, — f e, para cada n € N, a fungdo f, for diferencidvel em x, € E 1sto
implicard, necessariamente, que a fungdo f serd diferencidvel em x,?

la,b] o . . .
(c) Se f, 3 f e, para cada n €N, a fungdo fn for Riemann integrdvel em [a,b]
1sto implicard, necessariamente, que a func¢do f serd integrdvel em [a,b]?

2. Podemos colocar as questoes andlogas as questoes acima, para a série de funcoes
o0
E fr.
n=1

3. Antes de responder as questdes acima lembremos que uma funcdo f é continua
em X, se, e somente se,
lim f(x) = f(x,) .
X—Xo
4. Sob este ponto de vista, a resposta para a questdo (a), do item 1. acima, pode ser
colocada da seguinte forma:

Por um lado teremos:

E
lim f(x) "= lim <lim fn(x)) : (3.5)
X—Xo X—Xo \N—00
por outro, deveremos ter
. E
lim f(x) ¢ cont_em xo f(xo) "2 lim fr(xo)
X—Xo n—oo
fn € cont emxo 1im <lim fn(x)) . (3.6)
n—oo \ X—Xo

Comparando (ZA) como (FA), seque que deveremos ter

lim <lim fn(x)> — lim <lim fn(x)) , (3.7)

X—Xo \M—00 n—oo \ X—Xe

ou seja, precisamos saber se a ”troca” dos limites acima é sempre possivel, se
E ~ . .
fn. = f e, para cada n € N, a fung¢do f,, € continua em x, € E.
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5. Veremos em alguns exemplos a sequir que isto, em geral, ndo pode ser feito.

Exemplo 3.1.1 Para cada m,n € N, consideremos

m

C m+4n’

Sm,n

Pergunta-se:
lim (1im Sy ) = lim (1im Sy ) ?

m—oo \N—oo n—oo \M—oo

Resolucgao:
Notemos que, para cada m € N fixado, teremos:

. . m Exercicio
lim S;, » = lim =
n—oo ’ n—oo M+ N

Logo
lim (nm sm,n) ~0. (3.8)
m—o0 \n—oo

Por outro lado, para cada n € N fixado, teremos:

. . m Exercicio
lim Sy, = lim ="1.
m—oo m—co M + N

(3.9)

Logo
lim (1im Sp,) =120 lim (1im Sp0)

m—o0

ou seja, nao podemos trocar a ordem nos limites acima!
Uma outra situagdo é dado pelo:

Exemplo 3.1.2 Para cada n € N, seja f,, : R — R a funcdo dada por

X\
fulx) = ( ) , para cada x € R,

1+x?
o0
e, com isto, podemos considerar a série de fungdes E fr.
n=1

Afirmamos que Z fn = f, pontualmente em R, onde a fun¢cdo f: R — R € dada por

n=1

. |0, para x=0
f(x) = , para cada x € R. (3.10)
1+%x*, para x#0

Resolucgao:
Notemos que, para cada n € N, teremos

02 n ) o0
. (0) = (14——02> =0, ouseja, f(0)= ;fn(O) =0.
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Por outro lado, se x, # 0 estd fixado, como

2

X
0< ° - <1
142 ’

(0]

segue que a série numérica

[} 00 XOZ n
an(xo) = Z (1 +X02)

n=1 n=1

x 2
Série geom. de razfo 0 > <1

- + Xg 1
X
1 + X
1 + X
4+ xd — X
=14x7
= f(xo),

mostrando que a série de fungdes Z f, converge para a fungdo f, dada por (BTO).

n=1

Exemplo 3.1.3 Notemos que, no Ezemplo (BEI3J) actma, para cada n € N fizado, a
fungdo f,, € continua em R, mas a fungdo f nao € continua em x =0, pois

lim f(x) 7" L= lim (14x) =1 #0 = £(0),
xX—

x—0

ou seja, no Ezemplo (BE13) acima, temos que
lim [lim fn(x)] £ lim {nmfn(x)] .

Um Exemplo, mais simples que o Exemplo (BT2) acima em que ocorre uma situagéo
andloga é dado pelo:
Exemplo 3.1.4 Para cadan € N fizado, consideremos a funcgdo f,, : [0,1] — R dada por

n

fo(x) =x", para cada x€[0,1].
Entdo
fn—f em [0,1],

onde a funcao f:R — R € dada por

fx) = {O, para x €[0,1)

1, para x=1

Notemos que, para cadan € N fizado, a fungdo f, € continua em [0, 1], mas a fungdo
f nao é continua em x = 1.
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Resolugao:
Dexiaremos a resolugdo como exercicio para o leitor.
Temos também o:

Exemplo 3.1.5 Para cada m € N fizado, consideremos a fung¢do f., : [0,1] — R dada
por
fu(x) = lim [cos (m!7x)]™™, para cada x € [0,1]. (3.11)

n—oo

Afirmamos que
fm— T,

onde a fungdo f:[0,1] - R € dada por

.10, para x€IN[0,1]
f(x) =
1, para xeQn[0,1]
Resolucgao:
Observemos que
(i) Se
mlx e Z,
teremos
cos (m!xm) = =£1,
ou seja, [cos(m!xm)* =1,

isto 6, fm(x) = lim [cos(m!7tx)]*" =1.
n—oo

Neste caso, teremos:
f(x)=1.

(ii) Por outro lado, se
m!x &7,

segue que
—1<cos(m!xm) <1,

ou seja, [cos(m!xm)]* <1,

isto 6, fn(x) = lim [cos(m!7tx)]*™ =0.
n—oo

Neste caso teremos:
f(x) =0.

Para finalizar, notemos que
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(i’) Se
xe€Q, entdo, mlxeZ,

para cada m € N, suficientemente grande.

De fato, se
x € Q, entdo, x:%,

para p,q € Z com q # 0.
Seja

m e N, demodoque, m>gq.
Entao

m!x:m!E
q

=m-(m—=1)---(q—1)-(q+1)---2-1]-peZ.

Logo, do item 1. acima, segue que
f(x)=1.
(ii’) Se
x €, entdo, MmIx¢gZ.
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.

Logo, do item 2. acima, segue que

f(x) =0.

Com isto teremos que:
f. 5 f em [0,1].

Observagao 3.1.2 Notemos que, para cada m € N fizado, temos que f,, € R em [0, 1].
Dewzaremos a elaboragdo da prova deste fato como exercicio para o leitor.
Por outro lado, f ¢ R em [0, 1], como vimos no item 1. da Observagdo (E=23).
Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

Temos também o:

Exemplo 3.1.6 Para cada n € N fizado, consideremos a funcdo f,, : R — R dada por

sen(nx)

fo(x) = s

para cada x € R.

Afirmamos que
fn 5f em R,
onde a funcao f:R — R € dada por

f(x) =0, para cada x € R.
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Resolugao:
De fato, para cada x € R fixado, temos que

lim f,(x) = lim SER) Beesico § _ ).

n—oo n—oo ﬁ

Observemos que, para cada n € N fixado, a fungéo f,, € diferencidvel em R e

_ cos(nx)

/n

Em particular, a sequéncia de fungdes (f,'), .y nao é convergente para a fungéo f’, pois,
por exemplo,

/(%) n =+n cos(nx), paracada x€R.

fo(0)=vn — 00, quando M — 0.

Logo, neste caso, temos que
lim lifn(x)] + & [lim fn(x)} .
Para finalizar temos o:
Exercicio 3.1.1 Para cadan € N fizado, constderemos a func¢do f, :[0,1] — R dada por
fu(x) =n*x (1—%*)", para cada x€[0,1].

Afirmamos que
fnf em [0,1],

onde a funcao f:R — R € dada por
f(x) =0, para cada xe€[0,1].

Resolucgao:
Observemos que:

(1)

f.(0)=0—0=1(0), quando mn — co.
(ii) se x € (0, 1], teremos:

lim f,(x) = lim [n*x (1—x*)"]

n—oo n—oo
. . 2 L2\
= Jim [ (T =)
T TLZ 2\ 2n

Como



78

CAPITULO 3. SEQUENCIA E SERIES DE FUNCOES

se mostrarmos que

lim — =0, (3.13)

de (B12), seguird que
lim f,.(x) =0 =1(x).

n—oo

Para mostrar (B7T4), mostraremos que

T

nhjilo(]:W =0, paracada Tv>0 epecR. (3.14)

Notemos que, apra p € R e n € N fixados, teremos:

(] +p)n Binémio%e Newton Z ( 1;(1 ) pk]nfk > ( 1]1’ ) pk

k=0
B n! K
T -k’
n-nmn—1---mn—-k+1) ,

= - pe. (3.15)

para cada k € {0,1,---,n}

Consideremos n € N, de modo que (lembremos que faremos n — o)

T < n
7
L
e 1< n +1—r
2
Com isto, podemos encontrar k € N, de modo que
n
k e (T, E + ]) .
Deste modo, teremos:
ny\ k
nwn—nnwn—k+n>(z). (3.16)
De fato, pois
O<k< i1,

2
ouseja, 0<2k<n+2,

ou ainda, 0<n—2k+2,

equivalentemente, n <2n—2k+2

ou seja, (%>k<n—k+1.
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Em particular, vale (BTH).
Lodo, de (BE13) e (BETH), teremos, para k € N fixado, satisfazendo

2k<n+2,
que:
(T+p)" > 2?; p*
isto &, 0< i :rp)n < 2;]:! n"* -0, quando n — oo,
——
n.o real fixado
pois

r—k<0.
Em particular, (BXT4) ocorrera.

Conclusao:
f.5f em [0,1].

Notemos que, para cada n € N, teremos:
1 1 N
J (%) dx:J n’x (1—x%)" dx

0 0
2

Exercicio n
= m—)oo, quando n—oo.
Por outro lado,
1
J f(x)dx =0,
0
ou seja,
1 1 1
lim J fo(x)dx =00 #£0 = J f(x)dx = J lim f,(x)dx,
n—oo 0 0 0 n—oo
ou seja,

lim J]fn(x) dx # J4 lim f,,(x) dx.

n—oo 0 0 n—oo

Deixaremos a cargo do leitor a resolugdo do:

79

(3.17)

Exercicio 3.1.2 Para cada n € N fizado, consideremos a func¢do f, : [0,1] — R dada por

fn(x) =nx (1 —xz)n , para cada x € [0,1].

Entao
fnof em [0,1],

onde a funcao f:R — R € dada por

f(x) =0, para cada x€[0,1].
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Além disso

ou seja,
1

lim J]fn(x) dx # J lim f.(x) dx.

— —
n—oo |, on—o0

3.2 Convergéncia uniforme de sequéncias e séries de funcgoes

Nesta secdo trataremos de outro tipo de convergéncia de sequéncias e séries de fungdes, que
nos fornecerd vdrias propriedades as quais a convergéncia pontual ndo pode nos garantir.
Comegaremos com a

Definicao 3.2.1 Sejam E C R ndo vazio, f : E — A uma fung¢do e para cada n € N
consideremos a fun¢do f,:E — A, onde A=R ou A =C.

Diremos que a sequéncia de fungdes (f,)ncny converge uniformemente para a funcao
f em E, se dado ¢ > 0, podemos encontrar N, = Ny(¢) € N, de modo que, para

n > N,, deveremos ter |[f,(x)—f(x)|<e, paratodo x€E. (3.18)

Neste caso escrevermos:
uw
f.—>f em E.

Observacao 3.2.1 Na situag¢do acima, € fdcil, mostrar que se a sequéncia de funcdes
(fu)nen converge uniformemente para a fung¢do f em E, entdo ela serd convergente
pontualmente para f em E, ou seja,

u : L P
fo—>f em E, wmplicard em: f,—>f em E
A reciproca € falsa, como veremos em exemplos mais adiante.

Com isto podemos introduzir a

Definicao 3.2.2 Sejam E C R ndo vazio, f : E — A uma fun¢do e para cada n € N
consideremos a fun¢do f,:E — A, onde A=R ou A =C.

Diremos que a série de funcgdes E f, converge uniformemente para a funcao f em
n=1

E, se a sequéncia de fungbes das somas parciais (Sn),.y converge uniformemente para
a funcdo f em E, onde, para cada n € N, temos que

Sa(x) = Z fi(x), para cada x € E. (3.19)

i=1
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A seguir exibiremos alguns resultados relacionados com a convergéncua uniforme de
sequéncias de fungoes.

Comecaremos pelo Critério de Cauchy para a convergéncia uniforme de uma sequéncia
de funcgdes:

Teorema 3.2.1 Sejam E C R ndo vazio, f : E — A uma funcdo e para cada n € N
consideremos a fungao f, :E — A, onde A=R ou A =C.

A sequéncia (f,), .y converge uniformemente para a fungdo f em E se, e somente
se, dado ¢ > 0, podemos encontrar N, = N,(¢) € N, tal que se:

m,n > N,, deveremos ter |f.(x)—f.(x)|<e¢e, paratodo xe€kE. (3.20)

Demonstracgao:
Suponhamos que a sequéncia (f,),en converge uniformemente para a fungéo f em E.
Logo, dado ¢ > 0, podemos encontrar N, = N,(¢) € N, de modo se:

n > N,, deveremos ter: |f,(x)—f(x)] < E, paracada x € E. (3.21)

Portanto, se m,n > N,, para cada x € E, teremos que:

|fm(x) - fn(x)l = |[fm(x) - f(X)] + [f(X) - fn(x)”
< [fm(x) = F(x)[ + [f(x) — (x|

NV N
(=21) (=)
£ £
< 2 < 32
<€+£
— — =
2 2 ’

mostrando que (EZ) ocorrerd.

Por outro lado, se dado ¢ > 0, podemos encontrar N, = N,(¢) € N, de modo que (E=Z0)
ocorre, entdo para cada x € E, segue que a sequéncia numérica (f,(x)), .y serd uma sequéncia
numérica de Cauchy em A (onde A =R ou A =C).

Mas o conjunto A, munido da métrica usual (isto é, da métrica induzida por |- |) é um
espago métrico completo.

Logo, para cada x € E, podemos encontrar f(x) € A, de modo que

fo(x) = f(x), quando n — co.
Seja N, € N como em (B=0) e consideremos
m,n > N,.
Entdo teremos que
Ifm(x) —fn(x)| < e, paracada x€E.

Passando o limite na desigualdade acima, quando m — oo, utilizando o fato que a fungdo
|-]:R — R é continua e que

fu(x) — f(x), paracada xcE,
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seguird que
If(x) —fn(x)| < e, paracada x€E,

mostrando que a sequéncia de fungdes (f,)neny converge uniformemente para a fungio f em

E, completando a demonstracdo do resultado.
OJ

Observacao 3.2.2

1. Quando (TZ0) ocorre diremos que a sequéncia de fungbes (fy)neny € uma sequéncia
uniformemente de Cauchy em E.

2. Podemos substituir o subconjunto E C R por um subconjunto de um espago métrico
(X,dx) qualquer, que a conclusdo do resultado permanecerd vdlida.

Dewzaremos a verificagcao deste fato como exercicio para o leitor.
Proposicao 3.2.1 Sejam E C R nao vazio, f: E — A uma funcdo e para cada n € N

consideremos a fun¢do f,:E — A, onde A=R ou A =C.
Para cada n € N, consideremos

M., = sup |fa(x) — f(x)]| . (3.22)
x€E
Entado
f.>f, em E
se, e somente se,
M, =50

Demonstracgao:
Notemos que

f,. > f, em E

se, e somente se, dado € > 0, podemos encontrar N, = N,(¢) € N, de modo que, se
n > N,, deveremos ter [f,(x)—f(x)|<e, paracada x€E,

que é equivalente a escrever

sup [fn(x) — f(x)| < €

x€E
A\

M,
que, por (B22), é equivalente a: 0 <M, <¢, se n>N,,

ou ainda, que M, —0, quando n — oo,

completando a demonstracdo do resultado.
O

Para a convergéncia uniforme de séries de fungdes temos o Teste M. de Weierstrass:
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Teorema 3.2.2 Sejam E C R nao vazio, f : E — A uma funcao e para cada n € N
consideremos a func¢do f,,:E — A, onde A=R ou A =C.

Suponhamos que exista uma sequéncia numérica (My), .y formada por niumeros re-
ais, ndo negativos tal que, para cada n € N tenhamos

Ifo(x)] < M,, paracada xE€E. (3.23)
Se a série numérica Z M., for convergente em A, entdo a série de funcgdes an
n=1 n=1

serd uniformemente convergente em E, para alguma funcdo f: E — A.

Demonstragao:

o0
Dado ¢ > 0, como a série numérica E M., é convergente, segue que a sequéncia das

n=1
somas parciais desta série, que indicaremos por (s, )nen, deverd ser uma sequéncia numérica

de Cauchy em R, isto é, deverd existir N, € N tal que, se
m>n>N,,
deveremos ter: | sm — sn I<e,
~—~—

My Y My

i=1

~-
p— m .
7Zi:n+1 Ml

m
ou seja, E M | <e,
i=n+1 \\26/

—_———
Zinln-#] Mi

ou ainda, Z M; < e. (3.24)

o0
Afirmamos que a sequéncia das somas parciais da série de fungdes E f., isto é, a sequéncia

n=1

de fungdes (Sn)nen (dada por (BT)), é uma sequéncia uniformemente de Cauchy em E.
De fato, se m >n > N,, teremos

Smlx) = Salx) = | Y il — Y fi(x)
i=1 i=1
= Z fi(x)
i=n+1

.I/\
™
=
2
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mostrando a afirmagdo.
Logo, do Teorema (BE=ZT) (ou seja, o critério de Cauchy para a convergéncia uniforme),
segue que a sequéncia de fungdes (Sn)nen € uniformemente convergente em E, ou ainda, a
[e.e]

série de funcdes E f, serd uniformemente convergente em E, para alguma fungdo f: E — A,

n=I1
completando a demonstragao do resultado.

O

Observacao 3.2.3 O Teste M. de Weierstrass nos fornece uma condi¢ao suficiente para

que uma série de funcoes E f. seja uniformemente convergente em E.
n=1 ) N )
Pode-se mostrar que esta condigdo nao é necessaria para que uma série de fungoes

o0

E f. seja uniformemente convergente em E.

n=I1
Dewzaremos a cargo do leitor encontrar um exemplo para esta situag¢do.

3.2.1 Convergéncia uniforme e continuidade

A seguir exibiremos alguns consequéncias da convergéncia uniforme de sequéncias e séries de
fungdes, entre estas destacam-se a que nos diz, como veremos, que a convergéncia uniforme
preserva continuidade.

Comegaremos pelo:

Teorema 3.2.3 Sejam E C R ndo vazio, f : E — A uma fung¢do e para cada n € N
consideremos a fun¢do f,,:E — A, onde A=R ou A =C.

Suponhamos a sequéncia de funcgdes (f,)neny converge uniformemente para a fungdo
f emE.

Seja x, um ponto de acumulagdo de E em (R, dr) tal que, para cadan € N tenhamos

L, = lim f,(x) € A. (3.25)
X—Xo
Entdo, existe L € R tal que
L, =L, quando n — oo, (3.26)
existe lim f(x) e além disso
X—Xo
lim f(x) =1L, (3.27)
ou seja,
lim [nm fn(x)] — lim [limfn(x)] .
Demonstracgao:

Dado ¢ > 0, como a sequéncia de fungdes (f,)n,eny converge uniformemente para a fungdo
f em E, do Teorema (B=Z), segue que existe N, = N,(¢) € N, tal que se

m,n > N,, deveremos ter |[f,,(x)—f.(x)|<e, paracada x€E. (3.28)
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Fazendo
X — X,
na desigualdade acima, utilizando-se o fato que a fungéo |- |: R — R é continua em A e que
lim fi(x) = Ly,
X—Xo
obteremos

’Lm_l—n‘<£a

ou seja, a sequéncia numérica (L,),cy é uma sequéncia numérica de Cauchy em A, que é um
espago métrico completo (com a métrica induzida pela norma | - |).
Logo, existird L € A, tal que
L=1limlL,. (3.29)

n—oo

Notemos que, para cada n € N e x € E fixados, teremos:

[f(x) — L| = [|[f(x) — fn(x)] + [fn(x) — Ll

des. triangular

IT(x) — fn(x)] + [fa(x) — L
= If(x) — fu(x)| + [[fn(x) — La] + [Ln — L]

des. triangular

< [f(x) — fr(x)| + [fn(x) — Lol 4+ [Ly — L. (3.30)

Como a sequéncia de fungdes (f,,)nen converge uniformemente para a fungdo f em E, existe
N; = Nj(e) € N, tal que se

n > N;, deveremos ter |f,(x)—f(x)| < %, paracada x € E. (3.31)
Por outro lado, de (B=23), segue que existe N, = N,(¢e) € N, tal que se

€
n > N;, deveremoster |L,—L|< 3 (3.32)

Por fim, de (B223), para cada n € N fixado, existe 6 > 0, tal que se

X € (Xo—8,% +8)NE, deveremos ter [fn(x) — Ln| < % (3.33)

Portanto se
XE (Xo—0,%X +8)NE e n >max{N;, Ny},

de (BE2D), (B=0), (B332) e (B23), teremos

(E=)
[fx) =L < [f(x) = fu(x)]+ [ fn(x) — La| + Ly — L
' ~ v~ ~ H/_/
(E=7) (E=3) (E=3)
<t <s < s
< 3 n £ n €
3 3 3 ’

para cada ¢ > 0, mostrando (B=27) e completando a demonstragdo do resultado.
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Observacao 3.2.4 Podemos reescrever a conclusao do resultado acima da sequinte forma:

lim f(x) = L =lim | . (3.34)
X—Xo ~— \/'/ n—oo .\/./
= lim f.(x) T}Lnolo Lo = lim f,(x)
n—oo X—Xo
1sto €,
lim [nm fn(x)} ~ lim {Iim fn(x)] , (3.35)
X—Xo Ln—oo n—oo [x—xo

ou seja, o resultado acima nos fornece condi¢des suficientes para que possamos trocar
a ordem dos limites, no duplo limite que estamos interessados em calcular.

Como consequéncia do resultado acima temos o

Corolario 3.2.1 Sejam E C R intervalo aberto, f: E — A uma fung¢do e para cadan € N
consideremos a funcao f,, : E — A, que vamos supor ser continua em x, € E, onde
A=R ouA=C.

Suponhamos a sequéncia de funcgdes (f,)neny converge uniformemente para a fungdo
f emE.

Entdo a fungdo f serd continua em X,.

Demonstragao:

Como, para cada n € N, a fungdo f, é continua em x,, teremos

lim fn(x) - fn(xo) )
ou seja, podemos considerar
LTL i fn(XO) .

Logo, do Teorema (BEZ23) acima, segue que

lim f(x) "= L

X—Xo

= lim L,

n—oo

= lim f,(x,)

n—oo

fnof

= f(xo), (3.36)

mostrando que a funcéo f € continua em x,, completando a demonstracdo do resultado.
O

Observacao 3.2.5

1. A hipdsete da convergéncia uniforme, no resultado acima, é necessaria para ob-
termos a conclusdo do mesmo.

Para ver isto, basta olhar o Ezercicio (E13).
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2. Em geral, nao vale a reciproca do Coroldrio (B=Z1) acima, mats precisamente,
eristem sequéncias de fungdées continuas em [a,b] que convergem para uma funcdo
em continua [a,b], sem que a convergéncia da sequéncia de funcgdes seja, neces-
sariamente, uniforme em [a,b].

Dewzaremos como ezercicio para o leitor a construgdo de um exemplo que tenha

essas propriedades.

3. Diremos que K C R € um conjunto compacto se o subconjunto K for fechado e
limitado em R.

Um resultado interessante que relaciona convergéncia pontual com convergéncia uniforme
de sequéncias de fungdes é dado pelo:

Teorema 3.2.4 Sejam K C R um compacto de R, f: K — R uma fun¢do e (fn)neny uma
sequéncia de fungdes definidas em K.
Suponhamos que:

(1) para cada n € N, a fungdo f, : K — R seja continua em K ;
(i) fn 5 f em X ;
(12) a fungdo f seja continua em K ;

() a sequéncia de fungées (fu)neny € uma sequéncia mondtona decrescente em K, isto
€, para cada x € K temos

foi1(x) < fu(x), para cada n €N. (3.37)

Entao
5 f, em K.

Demonstragao:

Para cada n € N, consideremos a fungdo g, : K = R dada por
gn(x) = fo(x) —f(x), paracada x€K. (3.38)

Como a fungéo f e, para cadan € N, a funcdo f,, sdo continuas em K, segue que a fungéo
gn serd continua em K.

Notemos também que, da hipétese (ii), segue que

gn 20, emK. (3.39)

Da hipétese (iv), segue que a sequéncia de fungdes (gn)neny € uma sequéncia mondtona
decrescente em K.
Mostremos que

u

gn— 0, emK. (3.40)
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Para isto, dado ¢ > 0, consideremos
Kn ={x € K; gn(x) > ¢} C K. (3.41)
Como, para cada n € N, a fungdo g, serd continua em K e
Kn = g, ([e, 00)),

(imagem inversa do conjunto K, pela fungdo g.), segue que o conjunto K, é um subconjunto
fechado de K.

Logo o conjunto K, também serd um subconjunto compacto de R, pois € um subconjunto
fechado e como estd contido em K, que é limitado em R, também serd limitado em R e
portanto um subconjunto compacto de R.

Por outro lado, como a sequéncia de fungdes (gn)neny € uma sequéncia mondétona decres-
cente em K, para cada n € N, teremos

X € Kn—H )
(eZ3) (gn)nenl
Segue que, £ < gnailx < gnlx),
implicando que x € Ky,
ou seja, Knir €K, (3.42)

Fixemos x € K.
De (B=3), teremos
gn(x) "= 0
Logo, existird N, = Ny(x) € N, tal que se
n >N,
devemos ter: lgn(x)] < €,

. (gn)nenl e gn(x)—0
em particular, 0 < gn(x) < €,
e assim, de (BZ), segue que

x € K,, paracada mn > Ny(x). (3.43)

Em particular

X & ﬂ K,

n>No(x)
ou seja, ﬂ K, =0,
n>No (x)
isto &, (Kn=0.
neN

Logo temos que, a sequéncia de conjuntos (K,), .y € uma sequéncia decrescente de sub-
conjuntos compactos de (K, dgr), cuja intersecgdo de todos é vazia.
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Utilizando-se o Coroldrio do Teorema 2.36 de [], pagina 38, que nos diz:
”Suponhamos que uma sequéncia decrescente de subconjuntos ndo vazios € tal que cada
um dos subconjuntos da mesma € um subconjunto compacto de um espago métrico.
Entdo a intersecdo de todos os subconjuntos da sequéncia deverd ser mdo vazia”,

segue que existe N; € N tal que
KN] - @)

ou ainda, da Definicdo de Ky, (ver (BEZT)), segue que
0<gn,(x)<e, paracada xe€K. (3.44)

Para finalizar, notemos que se n > N;, teremos

(gn)nenl (Ezm)
0<gn(x) < gn(x) < & paracada x€K,

ou seja, (EZ0O) ocorrerd, que, de (E=23), implicard em:
f.—=f, em K,

completando a demonstracdo do resultado.
OJ

Observagao 3.2.6 Notemos que a compacidade do conjunto K é uma condi¢do ne-
cessdria para a conclusdo do resultado acima, como mostra o sequinte exemplo:
Para cada n € N constderemos a fung¢do f,:[0,1) = R dada por

fa(x) =x", para cada x€[0,1)
e a fungdo f:[0,1) —» R dada por
f(x) =0, para cada xe€[0,1).

Para cada x € [0,1) fizado, temos que

Notemos também que, se m>n ex € [0,1), entdo

" n<m e x€[0,1) o
fm(x) =X < X = fn(x) )

ou seja, a sequéncia de funcbes (fn)neny € uma sequéncia de funcgdes decrescente em
0,1).

Apesar disso tudo, a sequéncia de funcgdes (f,)neny NAO converge uniformemente para
a fungdo f em [0,1) (veja figura abaizo).
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fi(x)y=x
f Z(X): x?2
fi(x) = x3

A verificagdo deste fato serd deirada como exercicio para o leitor.

A seguir estudaremos, de um modo mais profundo, o conjunto formado por todas as
fungbes, a valores reais, continuas e limitadas definidas em um espago (X, dx).
Comecgaremos introduzindo a:

Definigao 3.2.3 Sejam (X, dx) um espago métrico e A =R (ou C) munido da métrica
usual (isto é, induzida pelo |-|).
Definiremos

Co(X; A)={f: X — A; a fungdo f € continua e limitada em (X,dx)} .
Observacgao 3.2.7

1. Notemos que (Co(X; A),+,:) € um espacgo vetorial sobre A, onde + ndica a adi¢do
usual de fungdes e - denotard a multiplicagdo de elementos de A por funcgdes.

A verificagao deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
2. Com isto podemos definir a funcgdo || - ||y : Co(X; A) = R dada por

Ifllb = sup|f(x)], para cada fe Cy(X;A). (3.45)
xeX

Notemos que:
(1) se f € Co(X; A), entdo a funcdo f serd limitada em X, logo eziste

sup |f(x)| € [0, 00),
xeX

ou seja, a fungdo || - || tntroduzida em (BZH), estd bem definida,
(11) se f € Cp(X; A), teremos

(Em)
[flly =" sup|[f(x)[ > 0;
XEX\>/O-/
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(112) se f € Cy(X;A), entdo

(Emm)
0=|[flly = sup|f(x)],
xeXés-/

se, e somente se, |f(x)|=0, para cada x € X,

ou seja, f=0.
(1) se f € Cy(X; A) e A € A teremos

BEZ3
Al = sup (A ) (x)]

xeX

= supl(|Al[f(x)]]
xeX

N0
= [Al sup[f(x]]

xeX

EZ3
=2 PN FT

(v) se f,g e Cy(X; A) teremos
Ez3
I+ glly = supl(f +g)(x)
XE

= sup([f(x) + g(x)l]

xeX

f <|f
‘ (XHQ(X)L:‘ (x)|+lg(x)l sup([f(x)| + |9(X)|]

xeX

< sup|f(x)| + sup|g(x)|
xeX xeX

it + gl
ou seja, || - ||, € uma norma no espago vetorial (C,(X; A),+,-), sobre A.
3. Na situagdo acima, temos que a fung¢do d: Cy(X; A) x Cu(X; A) = R dada por
dv(f,g) =|If—g|lv, para cada f,gec Cy(X;A), (3.46)

serd uma métrica no espacgo vetorial (Cy(X; A),+,-), sobre A, que serd denoma-
nada de métrica da convergéncia uniforme em C,(X; A).

4. A Proposi¢do (ZZ1) afirma que:

fnif, em X se, e somente se f, = f.

5. Seja A C Cp(X; A).

Entdo o fecho do conjunto A, sequndo a métrica dy (definida em (BEZ)), que
denotaremos por A, serd denominado fecho uniforme do conjunto A em

((Cb(X> A))+>) )db) )

que denotaremos por A e, deste mdoo, este conjunto serd dito uniformemente fecha
do em ((Co(X;A),+,-),dp).
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Podemos agora demonstrar o:

Teorema 3.2.5 Sendo (X, dx) um espago métrico, o espago vetorial (Cy(X; A),+,), so-
bre A, quando munido da métrica dy (dada por (B-Z4)), € um espago métrico completo,
ou seja, toda sequéncia de Cauchy em ((Cy(X; A),+,-),dy), deverd ser convergente em

((Cb(x) A) >+7)»db)

Demonstracgao:

Consideremos (f,,)neny uma sequéncia de Cauchy em ((Cy(X; A),+,-),dy), ou seja, dado
¢ > 0, podemos encontrar N, = N,(¢) € N tal que, se

m>n > Ng,
teremos: dp(fm,fn) < €,
———
[fm—fnll

ou ainda, |f,(x)—fa.(x)| < e, paracada x € X.

Logo, do Teorema (B=Z1) (ou seja, o Critério de Cauchy para a convergéncia uniforme de
uma sequéncia de fungdes), juntamente com o Corolério (BE22T), segue que existe uma fungéo
f: X — A, continua em (X, dyx), tal que

u

f.—f, em (X,dx)
que, pela Proposigdo (BE=2), implicard que
o 55 e C(X;A).

Falta mostrar que a fungdo f é uma fungdo limitada em (X, dx).
Para isto observemos que, como

fo—f, em X,
dado ¢ = 1, podemos encontrar N; = N;(¢) € N tal que

||f_fN1H < EZ])
ou seja, |f(x) —fn,(x)| <1, paracada xé€X,
~—_—

> ()|~ Ifn, ()]
que implicard
If(x)] <1+ [N, (%)) <1+R, paracada xe€ X,
~—
<R, pois fN, é limitada em X

mostrando que a fungdo f é uma fungdo limitada em X, completando a demonstragdo do
resultado.
OJ



3.2. CONVERGENCIA UNIFORME DE SEQUENCIAS E SERIES DE FUNCOES 93

3.2.2 Convergéncia uniforme e integragao

O resultado principal desta subsecdo é o:

Teorema 3.2.6 Sejam «: [a,b] = R uma fun¢do mondtona crescente em [a,b], A =R
ou A =C, f:la,b] - A uma fun¢do e, para cada n € N, consideremos a func¢do
fo:la,b] = A, que vamos supor pertencer a R(x) em [a,Db].

Suponhamos que

f.—=f, em [a,b].

Entdo f € R(x) em [a,b] e além disso

b b
J fdo = limJ o doc. (3.47)

Demonstracgao:

Podemos supor, sem perda de generalidade, que, para cada n € N, tenhamos f,, : [a,b] —
R, ou seja, é uma fungdo a valores reais.
Isto se deve ao fato que, se a fungdo f,, for a valores complexos, podemos escrevé-la como

fn - 9%(fn) + 13(1:11) )

e podemos aplicar as idéias da demonstragdo do caso real, a parte real e a parte imagindria
da mesma (que sdo fungbes a valores reais) e com isto obter a identidade (BEZ1), para o caso
em que a funcdo f é uma funcgdo a valores complexos.
Deixaremos os detalhes da verificagdo da situagdo acima como exercicio para o leitor.
Notemos que as fungdes f,, sdo limitadas em [a,b] e que

f,—f, em [a,b],

assim a fungdo f também serd uma fungdo limitada em [a,b] (isso foi provado no final da
demonstragido do Teorema (BE=Z3)).
Para cada n € N, consideremos

en = sup [f(x) — fa(x)] > 0. (3.48)

x€[a,b]
Com isto teremos que, para cada x € [a, b],

segue que: [f(x) — f(x)| < en
ou Seja; —&n S f(X) - fn(x) S En
ou ainda, f,(x)—¢e, <f(x) <fn(x)+en. (3.49)
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Logo

b b b
J fado — en [a(b) — x(a)] :J fndoc—snj da
a ﬁ/_/ a a

=[. d«

a

Prop. (E=1) itens 1. e 2.

= K(fn —&n) da

= Jb(fn —&n) da

a

<

(E=m3)
fn—en < f,fé limitada e Prop. (E=J) item 3. b
fdo (3.50)

a

b
Sdeoc
( JR—

f < )fnJr& e Prop. (=) item 3. [P
< J (fn+ en) da

a

b
R (e J (frn + en) d

a

. b b
Prop. (m)zltens 1l.e2. J fodo+ EnJ' da

b
= J fodo+ eq [x(b) — x(a)], (3.51)

a

ou seja,

b b
OSJ fdoc—J' fda

a

e _b b
(=) s (=) (J f dot e [alb) — (X(a)]) N <J £ do— e, [a(b) — oc(a)])

=2¢, (b)) — a(a)] =0, quando mn — oo,
pois
f.—f, em [a,b].
Assim, (BZR) implicard que (veja a Proposigdo (B=ZT))

en — 0, quando Mm — 0.

Logo
b b
J fdoc:J fde, (3.52)

a a

mostrando que f € R(«) em [a,b].
Além disso, de (B=0), (B=0) e (BE22), segue que

b b

fda < J fn doc + €4 [o(b) — a(a)],

a

r foda—en [x(b) — x(a)] < J

a a
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ou seja,
b b
J T doc—J fda| < e, lx(b) — x(a)]—0, quando n — oo,
pois
f,—>f, em [a,b],
ou seja,

b b
andaﬁj fda, quando n — oo,

a a

mostrando (BZ7) e completando a demonstragdo do resultado.
O

Observagao 3.2.8 Na situagdo acima, a conclusdo do resultado pode ser reescrita como:

b b b
T}Lngojafn do = L \f/ do = L&E&fn do.
lim f,
n—oo

Como consequéncia temos o:

Corolario 3.2.2 Sejam «: [a,b] —» R uma fung¢do mondtona crescente em [a,b], A =R
ou A =C, f:[a,b] -5 A uma funcdo e, para cada n € N, consideremos a funcdo
fo:[la,b] = A que pertence a R(x) em [a,b].

Suponhamos que a série de funcgdes an seja uniformemente convergente para a
n=I1
funcdo f em [a,b].

Entdo f € R(x) em [a,b] e além disso

X b

bedoc: ZJ fodo. (3.53)

a n=1 a

Demonstracgao:

o
Como a série de fungdes E f, é uniformemente convergente para a fungdo f em [a,b],

n=1
o0

temos que a sequéncia das somas parciais da série de fungdes E f., isto é, a sequéncia de
n=I1
fungdes (Sn), .y, € uniformemente convergente para a f em [a,b], onde, para cada n € N,

temos:
n

Salx) = Z fi(x), paracada x € [a,Db].
i=1
Como para cada n € N, f,, € R(«) em [a, b], segue que que S, € R(«) em [a, b].
Como
So > f, em [a,b],
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do Corolério (B=23) acima, segue que f € R(«) e

b b
J fdoa = lim J W da

a n—oo J,
-3

i=1

1=
n
soma finita ..
= lim E
n—oo

% b
J fodo,

a

fi

1
completando a demonstracdo do resultado.
O

Observagao 3.2.9 Na situag¢do actma a conclusdo do resultado acima pode ser reescrita

infn da = Jb \f/ da = Jbifn doc.
a [e9) A n=1

n=1va

como:.

3.2.3 Convergéncia uniforme e diferenciacao
O resultado principal desta subsecao é o:

Teorema 3.2.7 Sejam A =R ou A =C, g:[a,b] = A uma fungdo e, para cada n € N,
consideremos a funcdo f, :[a,b] = A que vamos supor ser diferencidvel em [a,D].
Suponhamos que a sequéncia numeérica (f,(X,))neny Se€ja convergente em (A,da) e
.5 g em [a,b].
Entdo a sequéncia de fungdées (fn)nen converge uniformente para uma funcgdo f, onde
a fungdo f:[a,b] = A € diferencidvel em [a,b] e

f'(x) =g(x), para cada xé€ [a,b].

Demonstracgao:

Dado ¢ > 0, como a sequéncia numérica (f,(X,))nen converge em (A, da), segue que ela
serd uma sequéncia de Cauchy em (A, da).

Logo poderemos encontrar N; = N;(e,%,) € N, tal que se

3

m>n>N;, teremos |[fi(x,)—Tfn(xo)l < 7"
Por outro lado, como a sequéncia de fungdes (f,'), .y converge uniformemente para a
fungdo g em [a, b], segue, do Teorema (EZT), que ela serd uma sequéncia de fungdes unifor-

mente de Cauchy em [a, b], ou seja, podemos encontrar N, = N,(¢) € N, tal que se

(3.54)

3

m>n> Ny, teremos |f,,'(t)—f,'(t)] < 2(b—a)’

(3.55)
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para cada t € [a,b].
Seja
No = IIla.X{N1)N2} e N.

Com isto, se
m>n>N,, paracada t,x€[a,b], com x<t,
segue do, Teorema do valor Médio, aplicado a funcdo h: [x,t] — R dada por
h(s) = f.(s) —f.(s), paracada se€ [x,t], (3.56)

que existe s, € [x,t] C [a,b] de tal modo que:

[ (%) — Fn(x)] — [Fin (1) — i ()] 7207 VHEMEDOR T 11y 7y (x — 1)
=10 (50) — £u'(50)] X — 1]
~ N——
mn>No>Ny, e (E=2) | <b—a
< Th—a)

£ £

Logo, se m >n > N > N,, teremos:

para cada x € [a,b], ou seja, a sequéncia de fungdes (f,)neny € uma sequéncia de fungdes que
¢ uniformente de Cauchy em [a, b].

Logo segue, do Teorema (E=X), que a sequéncia de fungdes (f,)ney € uma sequéncia de
fungbes uniformemente convergente para uma funcio f em [a, b].

Para cada x € [a,b] e n € N fixados, consideremos as fungdes ¢, ¢, : [a,b] \ {x} = R
dadas por

fn(t) - fn(x)

. =—— » paracada tela,b]\{x]. (3.58)

dn(t) =

Notemos que, para cada n € N, a fungéo f,, é diferencidvel em [a, b], logo

fnt_fn ef. de derivada
lim o (t) = fim () = (X) der. e gerivea £/ (x). (3.59)

t—x t—x t—x
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Por outro, se m > n > N,, para cada t € [a, b], teremos que:

= fn(t) — f(x)  fu(t) — fu(x)

t—x t—x

[fin(t) — fn(})] — [fn(t) — fu(x)]]

| (t) — Pn(t)

1
Ct—x]

_ 1 [ (1) — Fr(x)] — [Frn(t) — f ()]
|t - X| ' o
e
2(b—a)

< £ jtex=
lt—x|2(b—a) -~ 2(b—a)’

(3.60)

ou seja, a sequéncia de fungdes (¢dn)neny € uma sequéncia de fungdes que é uniformente de
Cauchy em [a,b] \ {x}.

Logo segue, do Teorema (BE=ZT), que a sequéncia de fungdes (¢ )ney € uma sequéncia de
fungGes uniformemente convergente para uma funcdo em [a,b] \ {x}.

Como

fnif, em [a,b],

segue, de (B13), que
dn = ¢, em [a,b]\{x].

Aplicando o Teorema (B=Z3) a sequéncia de fungles (b, )nen Segue que, para cada x €
[a, b], fixado, teremos:

Ln =lim (bn(t) — fn/(x)
£/(t) = lim d(t) R lim L, = lim f,/(t),

t—x n—oo n—oo
ou seja, a fungdo f é diferencidvel em [a,b] e

f'=g, em [a,b],

completando a demonstracao do resultado.

Observacao 3.2.10

1. Na situagdo acima, a conclusdo do resultado pode ser reescrita como:

T}Lngo (dixfn(x)> =gx)=1'(x)= dix <lim fn> (x), para cada x € [a,b].

2. Se as fungdes f,' do Teorema (EZZ1) acima, forem Riemann integrdvel em [a,b],
par todon € N, uma demonstragdo alternativa para o Teorema (BE220) acima, pode
ser a sequinte:
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Para cada n € N, do fato que a fungdo f,, for Riemann integrdvel em [a,b], segue,
do Teorema (EZ3) (Teorema Fundamental do Cdlculo - II, aplicado ao intervalo

[Xo,X] ou [x,%,]), que

) = Falxo) + J £/(1) dt,

Xo
para cada x € [a,b].
Como

f' 5g em la,b]

(em particular em [x,X,], se x >x, ou em [x,,x], se x <x,) e
fu(xo) @ ¢, quando N — oo,

do Teorema (BZZH), seque que podemos passar o limite, quando n — oco,na igual-
dade acima, e assim obteremos:

X

f(x)=c+J g(t)dt, para cada x € [a,b].

Xo

Com isto, do do Teorema (EZ1) (Teorema Fundamental do Cdlculo - I), seque
que a funcdo f € diferencidvel em [a,b] e além disso,

f'(x) =g(x), para cada x € [a,b].

. . u
Para finalizarmos, precisaremos mostrar que f, — f em [a,b].

A verificagdo deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.
Como consequéncia temos o

Corolario 3.2.3 Sejam A=R ou A =C, g:la,b] = A uma fungdo e, para cada n € N,
consideremos a fun¢do f, :[la,b] — A, que vamos supor ser diferencidvel em [a,b].

Suponhamos que a séria numérica E fo(xo) seja convergente em A e a série de

n=1
o0

fungdes an’ seja uniformemente convergente para a fungdo g em [a,b].

n=1

Entdo a série de funcgoes an converge uniformente para uma funcao f, onde a
n=1
fungdo f:[a,b] — A € diferencidvel em [a,b] e
f'(x) =g(x), para cada x € [a,b].

Demonstracgao:

o0 o0
Como a série numérica Z fon(Xxo) é convergente em (A,da) e a série de fungbes E o/

n=1 n=1
converge uniformemente para uma fungdo g em [a,b], temos que a sequéncia numérica
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(Sn(Xo))nen converge em (A,da) e a sequéncia de fungbes (S.'), .y € uniformemente con-
vergente para uma g em [a, b], onde, para cada n € N, temos:

Salx) = Z fi(x), paracada x € [a,Db].

i=1

Como para cada n € N, a fungdo f, é diferencidvel em [a,b], segue que a fungdo S,
também serd diferencidvel em [a,b] (pois é uma soma finita de fungdes diferencidveis em
[a, b]).

Logo do Teorema (BZ2) acima, segue que a sequéncia de fungdes (S, )nen converge uni-
formente para uma fungdo f, onde a fungdo f: [a,b] — A é diferencidvel em [a,b] e

f'(x) =g(x), paracada xe€ [a,b],

completando a demonstracdo do resultado.

Observacao 3.2.11 Na situagdo acima a conclusdo do resultado acima pode ser rees-
crita como:

i [(icfn(x)] =g(x) =f'(x) = c?x [ifn(x)] , para cada x € [a,b].

n=1 n=1

A seguir exibiremos um exemplo de uma fungdo continua em (R, dr) que nao é dife-
rencidvel em nenhum ponto de (R, dg).

Teorema 3.2.8 FEriste uma funcdo f : R — R que € continua em (R,dgr), que nao é
diferencidvel em nenhum ponto de (R, dg).

Demonstracao:

Consideremos a funcdo ¢ : [—1,1] — R dada por
o(t) =t|, paracada te[-1,1], (3.61)

satisfazendo

d(x+2)=d(x), paracada xR,

ou seja, a fungdo ¢ € a extensdo 2-periédica da fungdo médulo definida no intervalo [—1,1]
(veja a figura abaixo).
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Notemos que se s,t € [—1,1] entdo teremos

$(s) — d(t)] ZV11s| — 1|

Des. triangular

< s —tl. (3.62)

Como a fungdo ¢ €é 2-periddica, segue que

lp(s) —dp(t) <I[s—t. (3.63)

para cada s,t € R.
De fato, notemos que:
1. se
|t - 5| S 2’
existem k € Z e 5,t € [—1,1] tais que
s=35+2k e t=t+2k. (3.64)

Com isto, segue que

B(s) — ()] = | (5 +2k) — § (E+ 2Kk) |
d é 2-1;§ri6dica |(I) (§) . (1) ({N

5,te[-1,1] e (ER2) _
< | 5 — _t |

= ~— ——
e Eeax
=|(s — 2k) — (t — 2k)|
=|s—1t|.
2. se
it —s| > 2, (3.65)

existem k,me€ Zes,t € [-1,1] tais que

s=35+2k e t=t+2m. (3.66)
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Logo,
_ —
$(s) — b(t)] = 1 (54 2k) — ¢ (T+2m) |
é 2-periédica _ —
b e 2RodR 1 5(5) — ¢ (1)
5,fe[-1,1] e (E) _
< s —t
5,te[-1,1] (EEm)

completando a demonstragdo de (EE3).

De (E53), segue que a fungdo ¢ € uma fungdo continua em (R, dr) (na verdade ela é
uniformemente continua em (R, dg)).
Podemos agora definir a fungdo f: R — R por

f(x) = Z (;)n ¢ (4"x), paracada xe€R. (3.67)

n=0

Notemos que, para cada x € R e cada n € N, fixado teremos

3\" w3\ N
(3) o= (3) 1w

(&)
<1
<3)n
<(=) .
= \4

oo n

: : : : . 3

Como a série numérica E (Z) é convergente (é uma série geométrica de razdo 1 <1
n=0

segue, do Teste M de Weierstrass, que a série de fungoes

oo 3 n N
> (3) owm.
n=0
converge uniformemente para a fungao f.

Observemos que também que, para cada n € N fixado, definido-se a fungao f, : R — R
dada por

falx) = (%) ¢ (4"x), paracada x€R,

segue que a mesma serd continua em (R, dg).
Logo, do Coroldrio (EZX), segue que a fungdo f serd uma fungdo continua em (R, dg).
Para finalizar, mostraremos que a fungdo f nao é diferencidvel em nenhum x € R.
Para isto mostraremos que, para cada x € R fixado, podemos encontrar uma sequéncia
numeérica

(ém)meN )
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de modo que, quando m — oo, teremos
f(x + 6m) — f(x)
O
mostrando que a fungdo f nao sera diferenciavel em x € [a,b], ou seja, ndo é diferencidvel
em nenhum ponto de R.
Seja x € R fixo.
Para cada m € N, escolhamos

dm — 0, porém — 00,

1
S =5 47T, (3.68)

onde o sinal + deverd ser escolhido, de modo que, nao existe nenhum ntmero inteiro (veja
a figura abaixo):
()4‘“ x+%
. —_——
no intervalo aberto  (4™x, 4™(x+0,)), se &, >0,
ou no intervalo aberto (4™ (x 4+ 0),4™x), se O, <O.
| R ———

E=ym x—%

1
4AMx — 3 4™Mx AMx + %

<1

Podemos fazer a escolha acima pois, existe um inteiro k € Z, tal que

1
k e (4mx, 4mx+§>

1
se, e somente se (k—1) € (4mx—1,4mx—z) ,

1 1
ou seja (transladando-se de z), (k—1) & (4mx — 3 4™ X) )

ou seja, ndo existe um numero inteiro no intervalo aberto

1
(4mX— §,4mX) y

1
A
=3

De modo semelhante, existe um inteiro k € Z,

1
k e <4mx—§,4mx>

1
se, e somente se (k+1) € (4mx+§,

e assim tomaremos

4mx+1) ,

ou seja (transladando-se de —%), (k—1) & <4mx, 4™ x + %) ,
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ou seja, ndo existe um numero inteiro no intervalo aberto

1
(4mx, 4™ x + 2) ,

S
5m:+z4 m.

Para cada m € N e n € N fixados, definamos

.M (x+0m)] - (47x)

e assim tomaremos

Ynm =
O
4" x +4"0,) — b (4™ x
Om
Notemos que se
n>m, (3.70)
segue que existe k € Z, tal que
46, =2k. (3.71)
De fato, pois
(=)
m—m
SEa ] ] 4 -
4™ 8.l =) 4m (E Z) = ¢ um numero natural e par,
mostrando a afirmagdo acima.
Observacao 3.2.12 Notemos também que caso contrdrio, isto €, se
0<n<m,
teremos que o numero
[4™ 81
nao serd um numero natural par.
Logo, se vale (BZ70), teremos
o |4 x+ars, | POTRER pany). (3.72)
=k
Logo, de (B72), segue que, se
n>m, teremos Ynm =o. (3.73)

Por outro lado, se
0<n<m, (3.74)
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teremos
G (4" x+4"0) — P (4™ x)

h/n ,m| =

Om

1
= G Ib (x4 5) — b 47x)
(Em3) ]

< |@nx A8, — 4

[

1
= —4" |6m|

[
=4
ou seja, se (BEZ74) ocorre, teremos:
Yool <4™. (3.75)

Observagao 3.2.13 No caso actma, da Observag¢do (B=X12) acima, seque que
4™%,., nao serd um niumero natural par,

mas
]

— 1
4™ x4 4™, — 4™ x| = (A 5| =

7
Afirmamos que existe k € Z, de modo que (que depende da escolha de 0,,)
AMx +4M5,, 4" x € 2k—1,2k] ou 4™x+4™6,,4Mmx € 2k,2k+ 1]
ou seja,
Amx +4M5,, —2k,4mx —2k € [-1,0],
ou 4Mmx+4m4, —2k,4mx—2k € [0,1]. (3.76)
De fato, se 6,, > 0, segue que
(4™ x, 4™ (x+0m))NZ =10,
assim, se considerarmos N € Z, o maio inteiro de modo que
N <4™x,
segue que, N <4Mx <4™(x+0,) < N+1. (3.77)

Se
N =2k,

para algum k € Z, da desigualdade (BZ77) acima, segue que

2k <A™ x <A™ (x4 8m) <2k + 1,
isto 8, 0<d4™x—2k<4™(x+05,)—2k<1.
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Por outro lado, se, para algum k € Z, temos que
N=2k—-1,
da desigualdade (BEZ77) acima, segue que

2k —1<4Mx <4™(x+ 6) < 2Kk,
istoé, —1<4M™mx—2k<4™(x+06,)—2k<0,

mostrando (B73).
Temos algo semelhante para o caso que d,, < 0.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
Portanto

b é Z-Eriédica

b (4™ x +4™8,,) — b (4™ x)| b (4™ x + 4™, — 2K) — & (4™ x — 2K)|

(E=m) e (ETT)

S (gmx 4 4ms, — 2Kk) — (4™ x — 2K))|
— 45, (3.78)

Logo, se (BZ74) ocorre, teremos:

™M x +4m0n) — ¢ (4™ x)
= ;.

Ym,ml

e |
=/ 4m|5

—4m, (3.79)

Portanto, para cada m € N, teremos:

fx+8m) —f() | & 1 | (3\" . — (3\" . n
> = L Zo<7‘) bl4 (Hémn_nz_o(‘_‘) b4
IS 3\ [ PE (x+ 8] — (4™ )
(1) ()
=y m
o0 3 n
= ;(Z) Yn,m

m
de (BE3) yn=0 para n>m Z

n=0

% n
4 Yn,m
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m—1 3 n m—1 3 n
=3"— 7 nm| = m— = n,m
@) oo 2 (2
n=0 n=0 (=)
< an
m—1
> 3m_ Z 3n
n=0
1 —3mT
—3m_ 7
1-3
m o 1=3m
=3"+ 3
m 3™ 1
=351
m
1 3m
==3"+1)>—. .
2(3 +1) > 7 (3.80)
Portanto, quando
m — oo temos que 6 =) iL —0
) m 24m )
mas, de (B=0), teremos que
fx 4+ 8m) — f(x)
— 00,

O
mostrando que a fungdo f ndo é diferencidvel em x € R, completando a demonstragdo do

resultado.
O

3.3 Familia de funcoes equicontinuas

A seguir introduziremos alguns conceitos que nos fornecerdo condigbes suficientes para que
a convergéncia pontual de uma sequéncia de fungdes implique na existéncia de uma sub-
sequéncia da mesma que seja uniformemente convergente.

Para isto precisaremos, entre outras, da:

Definigao 3.3.1 Sejam E # () e, para cada n € N, consideremos f,, : E — A uma funcao,
onde A=R ou A =C.

Diremos que a sequéncia de fungées (f,), .y € pontualmente limitada em E, se exis-
tir uma fung¢do ¢ : E — [0,00), tal que

Ifo(x)] < d(x), para cada x € E. (3.81)

Diremos que a sequéncia (f,,)nen € uniformente limitada em E, se existir M > 0 tal
que

Ifon(x)] <M, paracada x€E e mneN,. (3.82)
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Observacao 3.3.1 Na situacdo da Definicdo (B=31) actma, se uma sequéncia de fungées
for uniformemente limitada em E ela serd pontualmente limitada em E

Na situagdo da Definigdo (B=Z) acima, se uma sequéncia (fn)nen € pontualmente
limitada serd uniformemente limitada se, e somente se, a fungdo ¢ for uma fungdo
limitada em E.

Com isto temos a:

Proposicao 3.3.1 Sejam E # 0 e, para cada n € N, consideremos f, : E — A uma
fungdo, onde A =R ou A =C.

Suponhamos que a sequéncia (f,), .y € pontualmente limitada em E e que E; CE, é
um subconjunto enumerdvel.

Entdo existe uma subsequéncia (fnk)nkeN' da sequéncia de fungdes (fn), oy, que €
pontualmente convergente em E;.

Demonstracao:
Seja

E]i{)ﬂ,Xz,'--}gE. (3.83)
Por hipétese, temos que a sequéncia numérica (f,(x1)), oy € limitada em (A, da).

Logo, do curso de Andlise I, segue que existe uma subsequéncia <fnk1 (x1)> , da
L eN

sequéncia numeérica (f,(x1))nen, que serd convergente para a; € A, em (A, da), ou seja,

fn,, (x1) 2 a1, quando my, — oco. (3.84)

Mas a sequéncia numérica (fnk] (xz)> também € limitada em (A, da).

le1 eN

Logo, pelo mesmo motivo acima, existird uma subsequéncia (fnkz (xz)> , da sequéncia

Tk, eN

numérica <fnk1 (x1)> , que serd convergente para a; € A, em (A,da), isto é,
Ty eN

fn,, (x2) = a2, quando My, — co. (3.85)

Notemos que, de (B=E4) e (BE=H), segue que

fo, (x1) 2 a1 e fn (x2) = a2, quando mny, — oo,
Prosseguindo com as idéias acima, para cada j € N, podemos encontrar uma subsequéncia
<fnk,> , da sequéncia de fungdes (f,, )nen, de modo que sequéncia numeérica <fnk_ (xj)>
) TijEN ) g eN
que serd convergente para a; € A, em (A, da), ou seja,
fru, (xj) = qj, quando My, — oo. (3.86)

Em particular, para cada i € {1,2,---,j}, teremos

1’,1kj (xi) = ai, quando mny, — 0,
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Com isto mostramos que existe uma subsequéncia (fnk)nkeN’ da sequéncia de fungdes
(fn)hens que é pontualmente convergente em E;, completando a demonstragdo do resultado.

O

Observagao 3.3.2 Sejam K C R compacto e, para cada n € N, consideremos f,, : K — R
uma fung¢do continua, de (K,dgr) em (R,dg).

Notemos que, mesmo que a sequéncia de fungbes (f,), .y seja uniformemente limi-
tada em (K, dg), pode nao ezistir uma subsequéncia da sequéncia de fungdes (f,), oy, que
seja pontualmente convergente para alguma funcgdo definida em (K,dg), como mostra
o exemplo a seguir.

Exemplo 3.3.1 Para cada n € N fizado, consideremos a fung¢do f, : [0,271] — R dada
por

fo(x) = sen(nx), para cada x € [0,27].

Afirmamos que nao exite uma subsequéncia da sequéncia de fungdes (fy), .y con-
vegindo pontualmente para alguma fung¢do em [0,2 ).

Resolucgao:
Notemos que o conjunto
K =10,2m]

é um subconjunto compacto de (R, dgr) (pois é fechado e limitado em (R, dg)).
Suponhamos, por absurdo, que exite uma subsequéncia (f“k)nk cn» da sequéncia de fungbes
(fn) ey, convergindo pontualmente para alguma funcdo f, definida ([0,27], dg).

Neste caso, para cada x € [0,2 7], teremos:

lim [fn, (x) = fn,,, (x)] = lim [sen(ny x) — sen(ni1x)] =0,

k—o0 k—o00

ou seja,
klim [sen(ny x) — sen (M. x)*=0. (3.87)
—00

Com isto teriamos que

2 L. 27
lim J [sen(my x) — sen(ny. x)]* dx Exeglmj lim [sen(ny x) — sen(my.1x)]* dx

k—o0 0 0 k—o00 P

CON

=0. (3.88)

Por outro lado, observemos que:

27 27
J [sen(my x) — sen (M. x)]* dx = J [sen” (ni x) — 2 sen(ny x) sen(ny.; x) + sen” (e x)] dx.
0 0



110 CAPITULO 3. SEQUENCIA E SERIES DE FUNCOES
Notemos que

u=ny x=du=ny dx 1
J sen? (1 x) dx VT d J sen’(u)— du

Ny
Exercicio L U — Sen(zu)
N Zle 2
1 oy sen (2 nyx)
T2 | ¢ 2 :
logo
27 x=27
1 2
J sen’(n, mx) dx = —— {nkx — M}
0 an 2 x=0
. le27T .
= =
Logo
27
J sen’(ny x) dx = . (3.89)
0
De modo semelhante teremos
27
J sen? (M1 x) dx = 7. (3.90)
0

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Finalmente

sen(a) sen(b):w 1
J sen (i x) sen (i1 x) dx = J 5 leos (1 X — Ty X) — cos(My x + My x)] dx

2
1 [ sen(Nx — My x)  sen(ny X + Ny x)} (3.91)
2 Ny — Nyyg Ny + Ny ’ -
assim
m Teor. Fund. Célc. e (Emm) | Sen(My X — My 1 X)  sen(mny X + Ny x) x=am
sen(my x) sen(nyq x) dx = —
0 T — Nyt Ny + Ny 0
=0. (3.92)

Portanto, (B=3), (BU0), (BX2) e (B=3) dardo origem a um absurdo, pois

27

27 EVEDED) J [sen (1 x) — sen(my x)]* dx =y,

0

Isto nos mostra que, nao poderd existir uma subsequéncia da sequéncia de fungdes (fy,), oy,
convegindo pontualmente, em [0, 27, para alguma fungdo f, definida [0, 2 7.

Observacao 3.3.3 Uma outra questdo tmportante é saber se uma sequéncia de fungdes
(fi)nen, que € pontualmente convergente em E, pode conter uma subsequéncia que seja
uniformemente convergente E, onde E C R.

O Ezemplo a seguir nos mostra que isto, em geral, pode nao ocorrer, mesmo que, a
convergéncia pontual da sequéncia de funcdes seja em um compacto de (R, dg).
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Exemplo 3.3.2 Para cada n € N, consideremos a fungdo f,:[0,1] = R dada por

2

fo(x) = :

:x2+(1 mpepnrd para cada x € [0,1].

Afirmamos que nao exite uma subsequéncia da sequéncia de fungbes (f,), oy, con-
vergindo uniformemente para alguma funcdo definida em [0,1].

Demonstragao:
Notemos que, para cada n € N, teremos:

x>+ (1—nx)?>x*>0, paracada xe[0,1].

Além disso, temos que

x>+ (1 —nx)? =0, ndo admite solugdo, pois A= —4<0.
Assim
x*+(1—nx)?>0, paracada xe€0,1].
Logo,

x4+ (1—nx)?#0
assim, para cada n € N, a fungéo f, estd bem definida.
Além disso

Xz X2+ (1-nx)2>x?
5 < 1, paracada x € [0,1],

()l = x>+ (1 —nx)

ou seja, a sequéncia de fungdes (f,)neny € uniformemente limitada em [0, 1].
Notemos que, para cada x € [0, 1] fixado, temos que

x>+ (1—=nx)* - 00, quando 1 — oo,
com isto teremos que
fu(x) — 0,
ou seja,
f, —» 0, pontualmente em ([0,1],dg). (3.93)

Por outro lado, para cada n € N, temos que
1\2
f N <T_L) =1 (3.94)
n n - ] 2 1 2 —_— . .
&)l —G)

n n

Se alguma subsequéncia, da sequéncia de fungdes (f), .y, fosse convergente uniforme-
mente, em [0, 1], para alguma fungdo f definida em [0, 1], de (BE=23), deveriamos ter

fo>f =0, em [0,1].
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Em particular, teriamos:

1 1
- — 0, e por (BEX@3), deveria implicar que f, <—) — 0, em (R,dg)

0 que seria um absurdo.
Portanto nenhuma subsequéncia, da sequéncia de fungdes (fy,),.y, poderd convergir uni-
formemente, em [0, 1], para alguma fungio definida [0, 1], como afirmamos.

Observacao 3.3.4 Poderiamos ter considerado o sequinte exemplo alternativo, para a
situagdo acima: para cada n € N, consideremos a fung¢do f, : [0,1] — R dada por

n

fo(x) =x", para cada x€[0,1].

Afirmamos que nao exite uma subsequéncia, da sequéncia de fungbes (fn), oy, con-
vergindo uniformemente, em ([0,1],dr), para alguma fungdo, definida em [0,1].
Dewzaremos a verificacao deste fato como exercicio para o leitor.

Com isto temos o:

Teorema 3.3.1 Sejam E # () subconjunto enumerdvel e A =R ou A =C.
Consideremos (f,)nen uma sequéncia de fungdées definidas em E, tomando valores
em A, que € pontualmente limitada em E.
Entdo a sequéncia (fy)nen possut uma subsequéncia que converge pontualmente em
E.

Demonstragao:
Como o conjunto E é enumeravel, podemos denotar seus elementos da seguinte forma:e;,e;, - - -,

ou seja,
Ei{@)eZ)"'}-
Como a sequéncia numérica (fn(e1)), .y € limitada em E, segue que existe uma sub-

sequéncia, que indicaremos por (fnk] (e1)> , que é convegente para aj, em (A, da).
Ny, eN -

Notemos que a sequéncia numérica <fnk] (ez)> é limitada em (A, da).
neN

Logo existe uma subsequéncia, que indicaremos por (fnkz (ez)> , da sequéncia numérica
Tk, eN

(f% (e2)> , que é convegente para a;, em (A, da).
le1 €N -
Com isto teremos que
fn,,(€1) = a1, quando my, — oo,

fi, (e2) —» a2, quando mny, — 0.
Prosseguindo no processo acima, encontramos uma subsequéncia <fnk,) da sequéncia
)/ ny. eN
)

de fungodes (f,, )nen, tal que, para cada i € N, teremos que a sequéncia numeérica (fnkj (ei)>
nkj eN
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que serd convergente para a;, em (A, da), mostrando que existe uma subsequéncia (fy, ), 1ens
da sequéncia de fungdes (f), .y, que € pontualmente convergente em E, completando a de-
monstragdao do resultado.

O

Observacao 3.3.5 Para o resultado que vem a seguir precisaremos da caracteriza¢do
geral de subconjuntos compactos de um espag¢o métrico (X,dx), que € a sequinte:

Diremos que um subconjunto K C X € compacto em (X, dx) se, para cada familia
{Oar; A € A} onde, para cada A € A\, temos que O, é um subconjunto aberto de (X, dx),
satisfazendo

KQUO)\)

AEA
podemos encontrar
i] ,iz,“' ,iN € N,

de modo que
N
K g U Oij )
j=1

ou seja, toda cobertura por subconjunto abertos de (X, dx), do conjunto K, possur uma
subcobertura finita, que ainda cobre o conjunto K.

Vamos agora introduzir a:

Definigao 3.3.2 Sejam (X, dx) um espagco métrico, E C X, ndo vazio, e A =R ou A =C.
Uma familia §, formada por fungées f: E — A, serd dita equicontinua em (E, dx),
se dado ¢ > 0, podemos encontrar d = d(¢) > 0, tal que, para x,y € E satisfazendo:

dx(x,y) <o, devemos ter |f(x)—f(y)l<e, paratoda f€F. (3.95)

Observacao 3.3.6 Notemos que se a familia § € equicontinua em (E,dx) e f € §, entdo
a funcgdo f serd uniformemente continua de (E,dx), em (A,da).

A verificagao deste fato € imediata e os detalhes serdo deizados como exercicio para
o leitor.

Podemos agora enunciar e demonstrar o:

Teorema 3.3.2 Sejam (X,dx) um espago métrico, K C X subconjunto compacto, ndo
vazio, A =R ou A =C e para cada n € N consideremos f,f, € C(K;A).
Suponhamos que a sequéncia de fungdes (fn)nen Seja uma sequéncia uniformemente
convergente em K, para a func¢do f definida K e tomando valores em A.
Entdo a familia de fungdes
§={fn;neN}

serd uma familia equicontinua em (K, dx).
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Demonstracgao:
Dado ¢ > 0, como

f,. > f, em K,

segue que existe N, = Ny(¢) € N, tal que se

n > N,, deveremos ter ||, —fn,| < %, (3.96)
onde

gl =suplg(x)I.
xeK

Como a fungéo fy, € continua em (K, dx), que é um subconjunto compacto de (X, dx),
segue que a fungdo fy, serd uniformemente continua em (K, dx) (resultados vistos em Anélise

D).

Logo, podemos encontrar &, = d,(¢,N,) > 0, tal que se x,y € K satisfazem

3
dx(x,y) < d,, segueque |[fn,(x)—fn,(y)l < 3 (3.97)
Logo, se n > N, e x,y € K, sdo tais que
d(x,y) < 8,
de (E™@) e (E@), segue que
() = fu(y)l = Ifn(x) = fuly) — i, (x) + i, (x) — i, (Y) + g (Y)]
< () = g ()] +Hifng () = i, (W)l + [, (Y) — fu(y)]
<sup, ci Ifn (X)— T (X <sup, i Ifng (X)—Fn (x)
< — ]+ [, (X) — i ()] I, — ]
(éla =) (5':“-;)5
< 3 < 3 < 3
<S4i+i=e (3.98)
3 3 3 7 '
Notemos que, para cadan € {1,2,--- ,N,—1}, como f, € C(K;A) e K é um subconjunto

compacto de (X, dx), segue que a funcdo f, serd uniformente continua em (K, dx), ou seja,
existe 0, = o, (¢, ) > 0 de modo que, se x,y € K satisfazem

dx(x,y) < d., segueque, |f (x)—TF.(y)l<ce. (3.99)
Deste modo, considerando
6£min{60,61,--- )6N0—1}>O) (3100)

segue que, se x,y € K satisfazem

(ezm) ,
dx(x,y) <o, < &, paraie{0,1,--- ,N,—T},

segue, de (B3M) e (BE), que [fo(x) —fa(y)l < e,
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para todo n € N, mostrando que a familia de fungdes § é equicontinua em (K, dx), comple-
tando a demonstragdo do resultado.
OJ
Podemos agora enunciar e demonstrar o seguinte importante resultado, conhecido como
Teorema de Arzela-Ascoli:

Teorema 3.3.3 Sejam A =R ou A =C, (X,dx) um espago métrico, K C X um subcon-
Juto compacto e para cada n € N tenhamos f,, € C(K; A).

Suponhamos que a sequéncia de funcées (fn)neny € pontualmente limitada e equi-
continua em (K, dx).

Entao:

1. a sequéncia de fungdes (fn)nen € uniformente limitada em (K, dx) ;

z

2. a sequéncia de funcgdes (f,)nen poSsui uma subsequéncia, que € uniformemente
convergente em (K, dyx) .

Demonstracgao:
De 1.:
Dado ¢ =1 > 0, como a familia de fungdes

§={fn;neN}
é equicontinua em (K, dx), segue que existe 6 = 5(¢) > 0, de modo que, se x,y € K satisfazem
dx(x,y) <o, devemos ter: [f,(x)—f.(y)l<e=1, paracada meN. (3.101)

Para cada
acX e r>0

denotaremos por B(a;r), a bola aberta de centro em a e raio r, em (X, dx), ou seja:
B(a;r) ={x € X; dx(x,a) < r}.

Como K C X é um subconjunto compacto de (X, dx) e

K< Blx;8),
xeK
segue que, existirdo
Py 5PN, € K»
tais que:
No
K< Bpi;9). (3.102)

i=1
Por outro lado, como a sequéncia de fungdes (f,)ncy € pontualmente limitada em (K, dx),
segue que, para cada i € {1,--- ,N,}, existird M; > 0, tal que

Ifo(pi)] < M;i, paracada neN. (3.103)
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Seja
M =max{M;;i1€{1,2,--- ,No}}. (3.104)
Notemos que, para cada x € K, segue de (BETI12), que existird i, € {1,2,---,N,}, de modo
que
x € B(pi, ;0). (3.105)

Assim, para cada n € N, teremos:

|fn(X)| = |fn(x) - fn(pio) + fn(pio”

< fn(x) — frlpi,)] +  [fa(pi, )l
~ -~ ——
(ETm3) . . (Em) (=)
dy (x Pio ) < &, logo (ECTmW) 1mpllcaré] < Mio < M
<
<T4M,

mostrando que a sequéncia de fungdes (f,)ncy € uniformente limitada em (K, dx), comple-
tando a demonstragdo de 1. .
De 2.:

Para demonstrarmos 2., notemos que, para cada m € N, temos que:

1
K C B(x;—).
UB (e

Assim, da compacidade do conjunto K em (X, dx), para cada m € N, segue que existirdo
Xip sy Xipyt s Xiy,, € K,

de modo que

N
" 1
- Lo — . .
K C H B (xlm,m> (3.106)

Consideremos, para cada m € N, o conjunto finito:
Enm ={x,;meNtCK

Notemos que, dado 1 > 0, podemos escolher m € N, de modo que

1
, 3.107

Logo, de (BE13), teremos

N 1
x e KC U (xim;a),

m=1

1
x€B (Xtmo ;—) ,
m

0 que implicard que
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para algum m, € {1,2,--- ,N,,.}, ou seja,

1 (&Tm)
dx(x,Xi,,) < — < ',
m

ou ainda,

x € B(xi,,;n), ouainda, xi,, € B(x;n). (3.108)

Mo

Definamos

E=

E reunido enumerdvel de conjuntos finitos é enumeravel
ll m

- {Xj;jeN}>
meN

onde, para cada j € N, existe m; € N, tal que x; € Eyy;.
Notemos que, para cada 1 > 0, de (EI03), segue que existe x;, € E de modo que

X, € B(x; 1),

isto é,
E =K.
Notemos que, do Teorema (BE=3), segue que existe uma subsequéncia (fy, )n, en, da sequéncia

de fungdes (f,)nen, que converge pontualmente em E (pois E € enumerdvel, a sequéncia (f,)nen
é pontualmente limitada em K, e E C K), ou seja,

a sequéncia numeérica (f,, (x))n, en converge em (A, da), para cada x € E. (3.109)
Para cada k € N, definamos a fungdo gy : K — A dada por
gk(x) =fn (x), paracada xe€K. (3.110)

Afirmamos que a sequéncia de fungles (gx)ken converge uniformente em (K, dx), o que
completard a demonstragdo de 2., pois a sequéncia (gy)ken é a subsequéncia (fy, )n.en da
sequéncia de fungdes (f)nen-

Mostremos entdo que

gki> g e€m (K)dX))

para alguma g € C(K; A).
Defato, dado ¢ > 0, consideremos 6 = §(¢) > 0, como em (BETOD) (obtido do fato que a
famflia de fungdes {f,; n € N} é equicontinua em K).
Notemos que se x € K, como
E =K,

segue que
x € B(x;,;0), paraalgum j,€N. (3.111)

Assim —
ETID
KQUB(X;é) C UB(XJ-;ZS).

xeK jeN
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Como o conjunto K é um subconjunto compacto em (X, dx), segue que

N
K< B8, (3.112)
k=1
renomeando, se necessdrio, os elementos do conjunto E.
Notemos que de (ETIM), temos que a sequéncia numérica (gi(x;)), .y € convergente em
(A ) dA)

Logo, cadaj € {1,2,---,N}, asequéncia numérica (gx(x;)), oy serd uma sequéncia numérica
de Cauchy em (A, da).
Assim, para cada j € {1,2,---, N}, exitird N; = Nj(¢) € N, de modo que, se
i,k >Nj, teremos, [gi(x;) — gk(x;)l < % (3.113)
Consideremos
N = max{N;;j€{1,2,--- ,N}} € N. (3.114)

De (ET13), segue que, se

i,k >N, teremos |gi(x;) — gx(x;)l < £ para cada je€{1,2,---,N}. (3.115)

3 )
Notemos que, se x € K, de (E2I12), segue que que
X 6 B(on ;6) )
para algum j, € {1,2,--- ,NL
Assim,
d(x,x;,) <o
e, de (BIOD), segue:
(BT ¢ .
| gi(x) — gi(xj, ) | = [fn () — fr,(x5,)] < 5, paracada ieN. (3.116)

fr () g (x50)

Portanto se

teremos

19:(%) — gk (¥)] = [[gi(x) — gi(x)] + [gi(x5,) — gi(x5,)] + [gw(xi,) — gielxi, )]
<lgilx) - 91(XJO)|+|91( o) = 9i(xi, ) +]gi(xi,) — gi(x)]

Vo v
(ETm3) d(x,xj0]<é e (EE13)
£ <

d(x,x;

jo ]<6e[m) i,k>N

£
< 3

wlm

_ELEL e
3 3 3 7

ou seja, a sequéncia de fungdes (gn), .y serd uniformemente de Cauchy em (K, dx).

Logo, do Teorema (B=XT) (na verdade do item 2. da Observagdo (BEZ3)), segue que
a sequéncia (gn), .y serd uniformemente convergente em (K, dx), ou seja, existe uma sub-
sequéncia (fy, Jn.en, da sequéncia de funcdes (fy, )nen, que converge uniformemente em (K, dx),

completando a demonstracao do item 2. e portanto do resultado.
O
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3.4 O Teorema de Stone-Welierstrass

O Teorema de Stone-Weierstrass nos diz que o conjunto formado pelos polinédmios, com
coeficientes complexos, é denso nas funcdes continuas definidas em um intervalo fechado e
limitado a valores complexos, com a métrica da convergéncia uniforme, mais especificamente:

Teorema 3.4.1 (Teorema de Stone-Weierstrass) Seja f € C([a,b]; C).
Entdo eziste uma sequéncia de fungdes (pn)nen, formada por polinémios (com coe-
ficientes complezos), de modo que

u

pn—f, em [a,b]. (3.117)

Se f € C(la,b]; R), entdo a sequéncia (pn)nen pode ser escolhida com coeficientes
T€a1s.

Demonstracao:
Comecgaremos mostrando as seguintes afirmagdes:

1. Podemos assumir, sem perda de generalidade, que

[a,b]l =[0,1].

De fato, suponhamos que para
g € C([0,1]; C),

exista uma sequéncia de fungbes (qn)nen, formada por polindmios (com coeficientes
complexos), de modo que
qn — g, em [0,1]. (3.118)

Dada
f € Cla,b]; C),

consideremos g : [0, 1] — C dada por

g(x) =fla+x(b—a)], paracada xe€[0,1]. (3.119)

Com isto teremos que
g € C([0,1];C).

Logo, de (BETI3), existird uma sequéncia de fungdes (qn)nen, formada por polindémios
(com coeficientes complexos), de modo que

dn g, em [0,1]. (3.120)

Para cada n € N, considerando-se a fungédo p, : [a,b] — C dada por

Pr(x) = gn (E: 2) , paracada x € [a,b]. (3.121)




120

CAPITULO 3. SEQUENCIA E SERIES DE FUNCOES

Notemos que, para cada n € N, a fungéo p,, dada por (ET20), serd uma fungéo polino-
mial definida em [a, b].

Com isto, de (BEI20) e (BTZ0), segue que que

N *— @ \ uniformemente quando n—oo —a
pn()—qn<b_a> — g(b_a)

= {a+ (b__i) (b— a)} — (),

Pn—f, em [a,b],

ou seja,

mostrando que a afirmagdo 1. é verdadeira.
Também podemos supor, sem perda de generalidade, que

f(0) =f(1) =0. (3.122)

exista uma sequéncia de fungoes (qn)nen, formada por polindmios (com coeficientes
complexos), de modo que
dn g, em [0,1]. (3.123)

Dada
fe C([0,1]; C),

se considerarmos a fungdo g: [0, 1] — C dada por
g(x) =f(x) —f(0) —x[f(1) — f(0)], paracada xe€[0,1], (3.124)

segue que
g € C([0,1]; C)

e além disso

g(0) = f(0) — f(0) — O [f(1) — f(0)] =0,
g(1) =1(1) —1£(0) —1[f(1)—f(0)] =0.
Notemos também que, de (BT24), teremos:
f(x) = g(x) + f(0) + x [f(1) — f(0)], paracada xe€[0,1]. (3.125)

Logo, de (BI23), existe uma sequéncia de fungbes (q,)nen, formada por polindmios
(com coeficientes complexos) de modo que

Gn — g, em [0,1]. (3.126)
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Para cada n € N, consideremos a fungdo p, : [0, 1] — C, dada por
Pn(x) = qn(x) + f(0) +x [f(1) — f(0)], paracada x€[0,1]. (3.127)

Notemos, para cada n € N, que a fungdo p,, dada por (ET28), é uma fungéo polinomial.
Além disso, de (BI27) e (BIZH), segue que

() T qul-) + F(0) + - [F(1) — F(0)] Boiformemente se nvoo oy 4 e(0) 4 [£(1) — £(0)]
(E:E)) f()»

m [0 1], ou seja,
pn o f, em [0,1],
mostrando que a afirmagdo 2. é verdadeira.

Resumindo as duas afirmagdes acima, sem perda de generalidade, podemos supor que
fe C([0,1]; C)
e satisfaz
f(0) =f(1) =0. (3.128)
Com isto, podemos estender a fungdo f, continuamente, a reta toda, do seguinte modo

(indicaremos a extensdo da mesma também por f) a fungdo f: R — R serd dada por:

f(x) = {ﬂx)’ para x € [0, 1] . (3.129)
0, para x€[0,1]°=(—0c0,0)U(1,00)

Com isto a fungdo f serd uniformemente continua em R.
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Para cada n € N, consideremos a fungdo g, : [-1,1] — R dada por

qn=cn(1—%x%)", paracada xe[-1,1], (3.130)

onde a constante c,, € (0, 00) é considerada de modo que

1
1
J qn(x)dx =1, ou seja, Cn = . (3.131)
-1

J]] (1—x%)" dx

1
Notemos também que, para cada x € [O , ﬁ} , pelo Binémio de Newton, temos:
- = (n k
1- 2\ Bin. Iéawton .lnfk 2
(1-%) P BRI
k=0
n
k 2k
=Y o
k=0
n n’
=1—nx? — (—1)*x%F
* 2 mogma!
k=2
>0, pois, mxz m+2<( m'),m,xzm, para x€ [O #]
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>1—nx (3.132)

Por outro lado, observemos que, para cada n € N, teremos:

1 —x2)" & par 1
J (1T—x4)" dx $ L¢r ZJ (1T—x)" dx
4

= > — 3.133
0 que implicard em
(=) |
no= 4
J (1—xH)" dx
-1
(=3)
< v/n, paracada neN. (3.134)
Notemos também que, se
0<d<T, (3.135)
e O
entdo, & < x?,
ouainda, 1-x*<1-8<(1-8%). (3.136)
assim, se < x| <1,
teremos que, 0 < gn(x)
n
= Cp 1—x?
(==3) (e=3)
o 1-52

<vn (1— 62_)“. (3.137)
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Mas

N

vn(1=8)" =nz (1-8)"
— [n% (1— 52)r—>0, quando M — oo, (3.138)

pois, nm = emaM , quando mMm — oo
e
(1-8")"€(0,1),
pois temos (BTI=3).
Logo, dado ¢ > 0, existe N € N, de modo que se

n>N, segueque, 0<vn (1-8)" < % (3.139)
Logo, para cada x € R, satisfazendo
O <I[x| <T,
de (BET=0), (BEI31) e (BTI38), segue que
qn(x)—0, quando n — co. (3.140)
Para cada n € N, consideremos a fungio p, : [0, 1] — C, dada por
pal(x) = J11 f(x +t) gn(t)dt, paracada xe€[0,1]. (3.141)

Como, para cada n € N, as fungdes f e g, sdo fungbes continuas em [T, 1], segue que a
fungdo p, esta bem definida.
Notemos que, para cada x € [0, 1], como (ver (ETT23))

f=0, em (—o00,0lU[l,00), (3.142)
segue, que para
te[-1,—x], istoé, t+xe[x—1,0C (—o0,0],
de (BTZ2), teremos f(x+1t) =0 (3.143)
tel—x,1], istoé, t+xe[l,14+x]CI[1,00),
de (ETZ3), teremos f(x+1t)=0. (3.144)
Logo
pale) = [ lx+ 0 gulv)at

J—1

r—X 1—x 1

= f(x 4+ t) qn(t) dt+J f(x 4+ t)qn(t) dt+J f(x +t) gn(t) dt
J1 Y—~ —x T— ~—~—"

=3, =3,

r1—x

= f(x +t)gn(t) dt

J—X

(u£x+t, logo, du = dt

t=—x, logo, u=20 1
t=1-x, logo, u=1 J

f(u) gn(u—x) du.
0
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Observemos que, para cada n € N, o lado direito da igualdade acima, é um polinémio na
variavel x, ou seja, a sequéncia de fungdes (pn)nen € uma sequéncia de funcles polinomiais
(que serdo a valores reais, se a fungédo f for a valor real).

Afirmamos que

pn—f em [0,]1].

De fato, dado ¢ > 0, como a fungdo f é uniformemente continua, existe 6 = 6(¢) > 0, tal

que se
ly—x| <&, teremos mm—wun<§. (3.145)
Seja
)
M= sup [f(x)] ("= sup [f(x)]). (3.146)
x€[0,1] x€R

Com isto, para cada x € [0,1] e n € N, teremos que:

rl

1
() = 01 = || £l 1) 4ult) dt = f(x j )t

N

= [f(x +t) — f(x)] gn(t) dt‘

I‘71

1
< j x4 1) — Fx)] | qult) | dt
1 S~——

>0

-0 )
:J [fx + 1) - ()|qn()dt+Jé [Fx+0) = f(x)]  qult) dt

~~

NV
(=) (ET3) | .
< 2M < 5, pois |(x+t)—x|=It|<d

1
+J f(x + 1) — f(x)| qn(t) dt

(ETm)
< 2M
1 ¢ 5
<2M dt+J qn(t) dt| += J qn(t) dt
§ ~— 2 )
< f1 52)" (E?)f1 82
= <1y qnt)at ="
2 £
M[2vn (1-8) }\z’iﬂtz
<1
£
< 4Myn (1 -8 =
n£ ) +3
de (BI=9), se n > N, segue que
< 2
<Z4i=¢
2 2
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Logo, dado ¢ > 0, existe N = N(¢) € N, de modo que, se
n >N, teremos [p,(x)—f(x)|<e,

para todo x € R, mostrando que

completando a demonstracdo do resultado.

Como consequéncia temos o

Corolério 3.4.1 Para cada a > 0 fizado, consideremos a funcdo f: [—a,a] —» R, dada
por
f(x) =Ix|, para cada x € [—a,al.

Entdo existe uma sequéncia de fungdes polinomiais (pn)nen, de modo que, para cada
n € N tenhamos
pa(0) =0 (3.147)

u

pn—f, em [—a,d]. (3.148)

Demonstragao:
Como f € C([—a, al; R) segue, do Teorema de Stone-Weierstrass (isto é, Teorema (BEZ)),
que existe uma sequéncia de fungdes polinomiais, que denotaremos por (p})nen, tal que

p.5f, em [-a,d. (3.149)
Em particular, teremos
pr(0)—=f(0) =10l =0, quando n — oo. (3.150)

Para cada n € N, consideremos a fungdo p, : R — R, dada por

Pn(x) =pr(x) —pn(0), paracada xe€R. (3.151)

De (ETZ9) e (EI=0), segue que

pp — pal0) Sf, em [-a,d]
~— ——
M —0, por (EIZM)

Pn =

pa(0) "=V p(0) — pi(0) = 0,

completando a demonstragdo do resultado.

Temos a
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Definicao 3.4.1 Seja ECR .
Diremos que
AC F(E; C)={f;f:E — C € funcdo}

¢ uma algebra em F(E; C) se:
(i) para f,g € A, tenhamos (f+g) € A ;
(1) para f,g € A, tenhamos (fg) € A,

(v12) para c € C e f € A, tenhamos (cf) € A .

Se as funcgbes consideradas forem a valores reats, no item (1), consideraremos
apenas ¢ € R.

Na situagdo acima, podemos introduzir a:

Definicao 3.4.2 Diremos que uma dlgebra
AC F(E; C)

¢ uniformemente fechada, se dada uma sequéncia (f,)neny em A, tal que

implicar que

Temos trambém a:

Definicao 3.4.3 O conjunto formado por todas as fungbes de F(E; C) que sdo limites
uniformes de sequéncias de funcgdes (f,)neny de A, serd dito fecho uniforme de A, e
serd indicado por

A.
Como exemplo temos o:
Exercicio 3.4.1 Sejam E =[a,b]CR e
A={p;p:la,b] = C € fungdo polinomial}.
Entdo o conjunto A é uma dlgebra em C([a,b]; R).

Resolucgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo deste fato.
Com isto o Teorema de Stone-Weierstrass (isto é, o Teorema (EZ)), garante que

A=C(la,b]; R).

Para o préximo resultado precisaremos do seguinte exercicio, cuja resolugdo serd deixada
para o leitor:
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Exercicio 3.4.2 Sejam E um subconjunto ndo vazio e
A={f; f:E— C € fungdo limitada}. (3.152)
Mostre que o conjunto A € uma dlgebra em F(E; C).
Com isto temos o:
Teorema 3.4.2 Consideremos E e A, como no Ezercicio (BEZ2) actma, e consideremos
B=A. (3.153)
Entao o conjunto B é uma dlgebra uniformente fechada em E.

Demonstracgao:
Mostremos que o conjunto B é uma algebra em F(E; C).
Para isto, notemos que:

1. para f,g € B, de (BI=3), segue que existem sequéncias (fn)nen € (Gn)neny em A, tais
que
f>f e go—g em E. (3.154)

Como A é uma algebra F(E; C) e, para cada n € N, temos que

fa,gn € A, teremos (fy+gn)€A.

Além disso, de (BETIR4), segue que
(fa+9gn) = (f+g), em E,

ou seja,
(f+g) €B.

2. de modo semelhante, para c € C e f € B, de (E2I23), segue que existe sequéncia (f,)nen
em A, tal que
fo—>f, em E. (3.155)

Como A é uma algebra em F(E; C) e, para cada n € N teremos

ceC e foeA, teremos (cf,) € A.

Além disso, de (BIEH), segue que

(cfy) = (cf), em E,

ou seja,
(cf) € B,
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3. para f, g € B, mostremos que (fg) € B.

Para isto, notemos que, de (BEZI53), segue que existem sequéncias (f,)nen € (gn)nen €m
A, tais que
fuof e gn—>g em E. (3.156)

Como A é uma &lgebra em F(E; C) e, para cada n € N, teremos

foygn € A, imlicard (f,g,) € A.

Notemos também que, para cada n € N, temos que

u

fnecA e f,—f, em E.

Com isto, teremos que f € A.

De fato pois, como f, — f em E, segue que a sequéncia (fn)nen é uniformemente de
Cauchy em E, ou seja, dado ¢ = 1, existe N, € N tal que, se m > N,, teremos

[fm(x) —fn, (x)| <e=1, paracada x€E,

> ()| ()]

ou seja, para m > N, temos que

[fm(x)] <|fn,(x)|+1, paracada x€E.

Fazendo m — oo na desigualdade acima, utilizando o fato que a fungéo |- | é continua
em E e que f, — f em E, segue que

If(x)] < [fn,(X)[+1 < M,+ 1, paracada x€E,
——

<M,
ou seja, a fungdo f é uma funcdo limitada em E, ou ainda, f € A.

Afirmamos que, existe L € R, tal que

Ifo(x)] <L, paracada x€E. (3.157)

De fato, como f € A, de (BETI52), segue que existe R € R tal que

[f(x)] <R, paracada x€E. (3.158)

Como f, — em E, dado ¢ = 1, existe N, = N, (¢) € N de modo que, se
n>N,, teremos |[f,(x)—f(x)|<1, paracada x€E. (3.159)

Em particular, se n > N,, segue que

=)
o (x)] — [f(x)] < [fu(x) —f(x)] < 1, paracada x€E,
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ou seja, para n > N, teremos:

CEmEIY

Ifo(x) <1T+f(x)] < T+R, paracada xeE. (3.160)

Por outro lado, paran € {1,2,---,N, — 1}, de (BEI=2), segue que existe

L, = sup|f.(x)]. (3.161)
x€E
Seja
L =max{L;,L;, - ,L,1,R+1}. (3.162)

Logo, de (EIE0), (ETIED) e (BTIBD), segue que

Ifo(x)] <L, paracada x€E e neN. (3.163)

Afirmamos que, de (ET158) e (BIE3), segue que

(fn gn) i> (fg) em E

De fato, pois, para cada n € N, temos que:

[fn(x) gn(x) = f(x) g(x)] = [[fa(x) gn(x) — £(x) g(x)] + [fn(x) g(x) — fu(x) g(x)]]
< Ifa(x) [gn(x) — g(x)] + [fn(x) — f(x)] g(x)|

~—— =
(B-'-?)L geA eg(m)l\/l

quando n — oo, para xE€E,

ou seja,

(fagn) — (fg), em E,

ou ainda,
(fg) € B,

mostrando que B é uma algebra em F(E; C).
Assim, por construgio, o conjunto 5 é uma dalgebra uniformente fechada em F(E; C),
como queriamos mostrar.
O
Nosso objetivo, no que segue, € estender o Teorema de Stone-Weierstrass (isto é, o Teorema
(BZD)).
Para isto precisaremos introduzir alguns conceitos, entre eles, a:
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Definicao 3.4.4 Sejam E um conjunto nao vazio, A=R ou A=C e
F(E; A)={f; f:E— A € funcgdo}.

Diremos que A C F(E;A) é uma familia que separa pontos de E se, para cada

x1,XxX2 € E, com
X1 #£x2, existe feA, tal que f(xq) # f(x2). (3.164)

Por outro lado, diremos que a familia A nao se anula em nenhum ponto de E se,

para cada X, € E,
eriste g€ A, tal que g(x,) #O0. (3.165)

Como exemplo destes duas familias que tém as propriedades acima, temos o:
Exemplo 3.4.1 Seja
A={p;p:R—=R € fungdo polinomal} C F(R; R). (3.166)

Entdo o conjunto A € uma dlgebra em F(R; R), que separa pontos e ndo se anula
em nenhum ponto de R.

Resolugao:
O Exercicio (BZ32) garante que o conjunto A é uma &lgebra em F(E; A).
Notemos que se

X1,Xx2 € R, com x;#xz,

entdo, considerando-se a fungdo polinomial p: R — R (ou seja, p € A), dada por
p(t)=t, paracada teR,

segue que
plx1) =x1 #x2 =p(x2),

mostrando que A é uma &lgebra em F(RR;RR), que separa pontos de R.
Notemos que para x, € R, considerando-se a fungdo polinomial q : R — R (ou seja,
q € A), dada por
q(t) =1, paracada teR,

segue que
q(Xo) =1 7£ O>

ou seja, a algebra A é uma algebra em F(R;R), que ndo se anula em nenhum ponto de R.
O exemplo a seguir nos fornece uma &lgebra em F(RR; R), que nao separa pontos de R e
ndo se anula em nenhum ponto de R.
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Exemplo 3.4.2 Seja
A={p;p:R—= R € fungdo polinomzal par} C F(R; R),
ou seja, se p € A, deveremos ter
p(—t) =p(t), para cada teR.

Entdo o conjunto A € uma dlgebra em F(R; R), que nao separa pontos de R e que
ndo se anula em nenhum ponto de R.

Resolucao:
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo que A é uma &lgebra em F(R; R).
Notemos que se
x1 €R, com x;#0,

teremos que
X1 # X2 = =X

e assim, para todo p € A, como a funcdo p é uma funcdo par, segue que

p é fungdo par
- P (X1 ) )

p(x2) =p(—x1)

mostrando que a dlgebra A em F(R; R), nao separa pontos de R.
Notemos que para x, € R, considerando-se a fungdo polinomial q : R — R dada por

q(t)=1, paracada teR,
segue que g € A (pois é uma fungdo q € uma fungéo par) e
qlxe) =10,

ou seja, a algebra A em F(R;R), ndo se anula em nenhum ponto de R.
Observacao 3.4.1 Notemos que se

A={p;p:R—=R € fungdo polinomral impar},
ou seja, se p € A deveremos ter

p(—t) =—p(t), para cada teR,

entdo o conjunto A € nao € uma dlgebra em F(R;R).
Isto ocorre, pois produto de duas fungdes impares é uma fun¢ao par, logo nao per-
tencerd a A.

Podemos agora, enunciar e demonstrar a:
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Proposicao 3.4.1 Sejam E um conjunto nao vazio, A =R ou A =C e A uma dlgebra
em F(E; A), que separa pontos e ndo se anula em nenhum ponto de E.
Consideremos
X1,%x2 € E, tais que X1 # X2

ec,C € A.
Entao existe f € A tal que

flx1)=c1 e f(x2)=c;. (3.167)

Demonstracgao:
Como

X1 7£X2)

a algebra A em F(E; A), que separa pontos e ndo se anula em nenhum ponto de E, segue
que existem g,h,k € A, tais que

g(x1) #9g(x2), h{x) #0 e k(xz) #0. (3.168)
Consideremos as fungées u,v: E — A dadas por

(x1) k(x), (3.169)

u(x) = g(x) k(x) — g(x
v (x) h(x) — g(x2) h(x), paracada xe€E. (3.170)

g

(x) =g

Como o conjunto A é uma algebra em F(E;A) e g,h,k € A, segue que
u,ve A.

Notemos também que:

u(x1) = glxi) k(x1) — g(x1) k(x1) = 0, (3.171)
u(xz) = glx2) k(x2) — g(x1) k(x2)
= [g(x2) — g(x1)] k(x2) # 0, (3.172)
—_——
(E;m)o (E;m)o
V(Xz) = g(Xz) h(Xz) — g(Xz) h(Xz) = O, (3173)
v(x1) = g(x1) h(x1) — g(x2) hix1)
= [g(x1) —g(x2)] hixs) #0. (3.174)
——
(Ef)o (Eflo
Para finalizar, consideremos a fungdo f: E — A dada por
f(x) = T v(x) + —2_u(x), paracada xeE. (3.175)
v(x1) u(xz)
——

% 0 # 0
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Como o conjunto A é uma &lgebra em F(E;A) e u,v € A, teremos que f € A e, além
disso,

=),

f(x1) = ° v(x1) + o2 u(xq) =ci,
v(x1) (x2)

f(x2) = ° v(x2) + =2 u(xz) = cz,
v(x1) ~~ u(xz)

completando a demonstragdo do resultado.

Podemos agora enuciar e demonstrar o :

Teorema 3.4.3 (Teorema de Stone - versao real) Sejam K conjunto compacto de um
espago métrico (X,dx) e A C C(K; R) uma dlgebra em F(K; R), que separa pontos e
nao se anula em nenhum ponto de K .

Entdo

A=C(K;R). (3.176)

Demonstragao:

Notemos que, como o conjunto K é um subconjunto compacto de (X, dx), segue que a
dlgebra A C C(K; A) é uma éalgebra de fungdes limitadas (pois toda funcdo continua, a
valores reais ou complexos, definida em um subconjunto compacto de um espago métrico, é
uma fungdo limitada nesse compacto).

Logo, do Teorema (EZ3), segue que A serd uma élgebra em F(K; R), que é uniformemente
fechada e contém a dlgebra A.

Mostraremos que, se f € C(K; A), dado ¢ > 0, podemos encontrar h € A, tal que

lh(x) —f(x)| < e, paratodo xé€K. (3.177)

Desta forma podemos encontrar uma sequéncia (f;, )neny em A, que converge uniformemente
para a fungdo f em K.

: 1 . . .
Para isto bastard, para cada n € N, tomar ¢ = —, na definicdo convergéncia uniforme.
n

Portanto, f € A, ou ainda, vale (EI78).
Mostremos que (BT77) ocorrera.
Para isto, notemos que, como A é uma algebra em F(K;A), se

ge A, segueque |g/€A. (3.178)

De fato, como o conjunto K é um subconjunto compacto de R e a fungdo g é continua em
K, segue que ela serd uma fungdo limitada em K, ou seja, existe

a =suplg(x)|, ouseja, g(x)€[—a,da]. (3.179)
xeK
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Dado ¢ > 0, do Coroldrio (B=Z), segue que existe uma sequéncia de fungdes polinomiais
(Pn)nen, de modo que, para cada n € N tenhamos

Pn(0)=0 e pn—>1-], em [—a,ad],
isto é, existe N, = Ny(¢) € N, de modo que, para cada n > N,, teremos
Ipn(y) —lyl| <€, paratodo y € [—a,da], (3.180)

ou seja, existem constantes
C1,C2y- "+ yCn ER,

de modo que (lembremos que p,(0) =0, para cada n € N)
pnx)=cry+cy’+- 4y

= Zciyi, paracada y € [—a,al, (3.181)

i=1

ou ainda, de (BT=E0) e (BIZET), segue que

Dy Ny
i=1

< %, para todo y € [—a,aqa], (3.182)

para cada n > N,.
Definamos, para cada n € N, a fungdo g, : R — R, dada por

gnl(y) = Z cilg(y)l', paracada ye€K. (3.183)
i=1

Como o conjunto A é uma &lgebra em F(K; A) e g € A, segue que
gn € A.

Notemos que, para cada x € K e n > N,, teremos

) | . (EI=) ¢
9000 —lg0)l =V |Y_eil gx) =1 gx) || < 3 (3.184)
— ~~ ~~
(E:EEE) [—a,a] (E:GI::) [—a,d]

Notemos que, para cada n € N, como A é uma algebra uniformemente fechada, e
gn € A,
segue que, existe f,, € A, de modo que

Ifn(x) — gn(x)] < =, paratodo xé€K. (3.185)

N ™
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Portanto, de (EZI24) e (BTI23), para n > N, e x € K, segue que

[fn(x) —1g(x)| = [fn(x) = Ig(x)| = gn(x) + gn(x)]
< fn(x) = gn(x)[ +1g(x) — gn(x)]
=== % + % —e, (3.186)
ou seja,
fr, — g, em K,
como f,, € A, para cada n € N, isto ¢, (BE2TZ3).
Afirmamos também que, se f,g € A, entdo as fungdes h,s : K — R dadas por
h(x) = max{f(x),g(x)} e s(x)=min{f(x),g(x)}, paracada x €K, (3.187)
satisfazem
h,s € A. (3.188)
De fato, pois, para cada x € K, temos que:
(i) se
max{f(x) , g(x)} = f(x)
entao
min{f(x), g(x)} = g(x).
Assim
f(x) + g(x) N [f(x) — g(x)| f2g00 f(x) + g(x) n f(x) —g(x)
2 2 B 2 2
= f(x)
= max{f(x), g(x)}
e
f(x) +g(x)  [f(x) = g(x)] rozg00 f(x) +g(x)  f(x) —g(x)
2 2 B 2 2
=g(x)
= min{f(x), g(x)},
ou seja,
h(x) = max{f(x), g(x)} (3.189)
_ fe+ 90 | 1) — gl
N 2 2 ’
s(x) = min{f(x), g(x)}
(3.190)

_ fx)+g(x)  [f(x) —g(x)|
2 2 ’
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max{f(x), g(x)} = g(x)

136
(ii) de modo semelhante, se
entao
min{f(x), g(x)} = f(x)
Assim
f(x) + g(x) n If(x) = g(x)| gozr f(x) +g(x)  flx) —g(x)
2 2 N 2 2
=9g(x)
= max{f(x), g(x)}
e
f(x) +g(x)  [f(x) = g(x)] grzre0 f(x) +g(x)  f(x) —g(x)
2 2 B 2 2
= f(x)
= min{f(x), g(x)},
ou seja,
h(x) = max{f(x), g(x)}
) +glx) | Ifx) —g(x]l
= 5 - 5 : (3.191)
(3.192)

s(x) = min{f(x], g(x)}
_ ) +g(x)  [f(x) —g(x)]
5 :

N 2
Portanto, de (i) e (ii) (mais precisamente, (EZI29), (ETT90), (EXT90) e (BTUX)) segue que,

para x € K, teremos:
h(x) = max{f(x), g(x)}

(=) « () ()
f(x) — g(x)|

s(x) = min{f(x), g(x)}
(ezm) e () f(x) +g(x)
- 2 2
€A (==€l=l=)z

h,s € A,

mostrando, em particular, que

com afirmamos (isto é, (EZIE3)).
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Afirmamos também que, como f € C(K; R) e x, € K, dado ¢ > 0, podemos encontrar
gx, € A tal que

Ox, (Xo) = f(xo) € f(t)—e < gy(t), paracada teK. (3.193)

De fato, para cada
yeK e y#x,,

da Proposigdo (BZ), tomando-se
X1 = Xo, X2 =Yy, c1 = f(x,) e c; = f(y),
segue que, existe h, € A tal que
hy(xo) =f(x) e hyly) =Tfly). (3.194)

Como as fungdes hy, f sdo continuas em K, que é um subconjunto compacto de R (logo
as funcgdes hy, f serdo uniformente continuas em K) e

hy(y) = f(y),
existe 0, > 0, de modo que, se t € K satisfazendo
€
’y_t’ <6y> segue que |hy(t)_ﬂy)‘ < z»
€
e If(t) —fly)l < 3,
isto é,
[hy(t) — f(t)] = [[hy(t) — fly)] + [fly) — ()]
< [hy(t) = fly)[+[fly) — f(t)]
<5 <
€ €
<2727
ou seja, —e& < hy(t)—f(t) ,
em particular, f(t) —e < hy(t)
Definido-se
Jy = Bly;8y) NK,
segue que

t) —e <hy(t), paracada te],. (3.195)

Notemos que, para cada t € K, existe y € K, de modo que t € ], ou seja,

K C UJy

yekK
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Como o conjunto K é um subconjunto compacto em (X, dx) (e os conjuntos B(y;d,) séo
subconjuntos abertos de (X, dx)), segue que existem

YiyY2zy YN, GK,

tais que
No
K< (3.196)
i1
Para cada x, € K, definamos a fungdo g,, : K = R dada por
g, (1) = max {hy, (t),hy,(t), -~ hy, (1)}, paracada teK. (3.197)
Como, para cada i € {1,2,---,N,}, temos
hy, € A,

segue, de (BI27) e (BI=23), que
gy, € A. (3.198)

Notemos que, para cada t € K, de (EXI9B), segue que, existe
i, €{1,2,--- Ny},
de modo que
teJi,, que, de (E19H), implicard em: hy (t) > f(t) —¢. (3.199)

Assim teremos:

gxo(xo) (E:EJ) max hy1(xo) )h'yz(xo)»"' »hyNo (Xo)
=6 (x0) =t o)
= f(xo), (3.200)
9, (1) =7 max {hy, (1) Ry, (1), Ry, (1)
(ETm)
>h, (1) > f(t)—e, (3.201)

completando a prova da afirmagdo (isto é, (ET93)).

Para cada x, € K, temos f, g,, € C(K; R).

Como o conjunto K é um subconjunto compacto de (X, dx) e as fungdes f, gy, sdo fungoes
continuas em K, temos que elas serdo uniformemente continuas em K, logo existird, 6., > 0,
tal que, para cada t € K satisfazendo

[t —Xo| < Ox,, segue que |Gy, (t) — gx,(Xo)l < (3.202)

(ST

e [f(xo) — ()| < (3.203)

£
5
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Assim, para t € K satisfazendo

It —Xo| < Oy,

(E=Zmm)
= f(xo)

—
teremos:  [gy, (t) — f(t)] = |[gx, (t) — Gx, (Xo)] + [ gx, (Xo) —F(t)]|
S |9x° (t) - ng (Xo” + |f(X0) - f(t”

v~

(E=zm) (E=Zm)

< 2 < 2

€ €
<3t 75
ou seja, —e& < gy (t)—"f(t)<e,
ou ainda, para cada t € K, satisfazendo:
It —xo| < &y,, teremos: f(t) —e < gy (t) < f(t)+e. (3.204)
Notemos que
K< JB(x; 8,).

xeK
Como o conjunto K é um subconjunto compacto de (X, dx), segue que existirdo

X1,X2, 0 ,XN, € K,
de modo que
Ny
K< Bxi; 8y)- (3.205)
i=1
Consideremos a fungdo h: K — R, dada por
h(x) = min {Qx] (X)y gy (X) 4+ - y Oxn, (x)} , paracada xe€K.
Como
g, €A, paracada i€{1,2,---,Ni},
segue que (como em (BETE7) e (ETIZ3))

he A.

Além disso, para t € K, teremos

h(t) = min{gy, (t), -+, Gy, (t)}

Existe i; € {1,2,---N} tal que (ET=)
rel2, g (1) > f(t)—¢,

h(t) = min{gxl (t)a "y Oxg (t)}
(EZm) implica em: teB(xi,,di, ), para alum i,€{1,2,---,N} (EZm)
< g () = F(0) + ¢,

ou seja,
lh(x) —f(t)] < e, paratodo teK,

ou seja, temos (BZT71), ou ainda, vale (BEZI7H), completando a demonstragdo do resultado.
[l
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Observacao 3.4.2

1. O Teorema de Stone s6 é valido para dlgebras contidas nas fung¢des continuas,
definidas em compactos, a valores reais, 1sto €, o Teorema de Stone nao é valido,

em geral, para dlgebras contidas nas fungées continuas, a valores complexos (veja
a Observagao (BEZ3)).

2. O Teorema de Stone serd vdlido para dlgebras contidas nas fungbes continuas em
compactos, a valores complexos, se acrescentarmos a hipdtese da dlgebra A ser
uma dlgebra auto-adjunta, isto €, se

fe A, implicar fc A, (3.206)

onde, para f: K — C, definimos a fungdo f: K — C como sendo

f(x) =f(x), para cada x €K,

sendo que z, denota o conjugado do niumero complezo z.

Mazis precisamente, temos o:

Corolario 3.4.2 (Teorema de Stone - versao complexa) Sejam K um conjunto com-
pacto de (X,dx) e A C C(K; C) uma dlgebra auto-adjunta em K, que separa pontos e
nao se anula em nenhum ponto de K.
Entao
A=C(K;C). (3.207)

Demonstracao:
Consideremos

Agr ={f € A; f é uma funcdo a valores reais}.

Notemos que Agr é uma d4lgebra de fungdes, a valores real.
Deixaremos a verificagao deste fato como exercicio para o leitor.
Notemos que se f € A, entdo podemos escrever

f(x) =u(x) +1iv(x), paracada x €K,

onde u,v: K — R sdo fungdes a valores reais.
Neste caso teremos _
f4+f
w= % . (3.208)

Como o conjunto A é uma algebra auto-adjunta em K, segue que
feA,

assim, de (EZ23), segue que
u e AR .
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Notemos também que se x1,x; € K sdo tais que
X1 # X2,
como a dlgebra .4, separa pontos de K, segue, da Proposigdo (BZ), que existe f € A4, tal que
flx;) =1 e f(x2)=0.

Isto implicard que
ulx) =1 e u(xx) =0,

ou seja, a dlgebra Ag, separa pontos de K.
Por outro lado, se x, € K, como a algebra A, ndo se anula em nenhum ponto de K, segue,
da Proposicdo (BZ), que existe g € A tal que

9(xo) # 0.

Seja

A=g(xo).

Neste caso, teremos que

2

7\9(7{0) :|9(Xo)| >0.

——
#0
Consideremos a fungdo f: K — C dada por
f(x) =Ag(x), paracada x €K
e sejam u,v: K — R as fungdes, a valores reais, tais que

f=u+iv.

Neste caso teremos

ou seja, a dlgebra Ag, ndo se anula em nenhum ponto de K.
Logo, do Teorema de Stone, versdo real (isto é, Teorema (BZ33)), segue que

Ar = C(K; R). (3.209)
Por fim, notemos temos que se f € C(K;C), segue que

f=u+1iv,
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onde
u,v e CK;R) = Ag,
ou seja,
C(K; C) ()71,

completando a demonstragéo.

Observacao 3.4.3 A grosso modo, o resultado acima nos diz que
A=Ag+1iAg.

Para finalizar temos o:

Corolario 3.4.3 Toda fun¢do continua e 2 m-periddica, a valores reais, pode ser unifor-

z

memente aprorimada por um polindmio trigonométrico definido R, isto €, por uma
funcdo g: R — R do tipo

N
Z a,cos(nt)+b,sen(nt)], para cada teR.
n=0

Demonstragao:

Denotemos por

Cox(R; R) ={f; f:R — R, continua e 2 -periédica em R}
={h;h:[—n,n] — R, continua em [—7m, 7], tal que h(—m) = h(m)}.

Consideremos
N
A= {g g(t Z [a, cos(nt) + b, sen(nt)] , com a,,b, e R,ne{0,1, ,N}etER}.
n=0

Pode-se mostrar que A é uma 4lgebra, que separa pontos e que ndo se anula em nenhum
ponto de [—m, 7).

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Logo, do Teorema de Stone, segue que

Z = CZn(R;R) )

como queriamos demonstrar.

Observacao 3.4.4
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1. (Ezercicio 21, da pdgina 169) O resultado acima NAQO permanece vdlido se con-
stderarmos fungbes continuas e 2m-periddicas, a valores complexos, mais preci-
samente, se denotarmos por

S'={e'’; 0 cR}CC,

C (S] ; C) = {f; f € continua, a valores complexos e definida em 31} .

N
Ai{g;g(t):chei“t, cn €Cymef0,1,---,N} et€S1} cc(s';c),

n=0
pode-se mostrar que A € uma dlgebra, que separa pontos e ndo se anula em nenhum
ponto de S'.
A verificacao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

Porém
A£C(sh5C). (3.210)

Para verificar a afirmagdo acima, observamos que, para cada f € A, temos que

21 ) ]
J f(e?) e®do =0,
0
e, como consequéncia da convergéncia uniforme, também valerd o mesmo para
cada fungdo que pertencam ao conjunto A.

Por outro lado, existem funcées continuas definidas em S', tomando valores em
C, de modo que a integral acima ndo dd tgual a zero. (por exemplo f(z) =Z para
z € S'), mostrando a afirmagdo (EZZI0) acima.

2. Na verdade, na situag¢do acima estamos identificando as fungbes 2 m-periddicas,
tomando valores em C, com o conjunto das fungdes definidas na circunferéncia
unitdria, ou seja,

CZT[(R; (C) ~ C(S1;C)>

onde f € Cox(R; C), pode ser identificada com uma fungdo f:S' — C da sequinte
forma: se z € S', entdo existe © € R, tal que
z=¢e"
e assim
f(z) =1 (e'%) = £(0).

Notemos que a funcgdo f estd bem definida, pois a fungdo f é 2 m-periddica e também
serd continua em S' se a fungdo f for continua em R.

3.5 Exercicios
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Capitulo 4

Séries de Poténcias e de Fourier

Comecaremos este capitulo tratando das séries de poténcias e mais adiante trataremos das
séries de Fourier.

4.1 Séries de poténcias

Sejam A C R um abertode Re f: A C R — R uma funcao.
Nesta segdo consideraremos funcdes f, como acima, que podem ser representadas por uma
série de fungdes particular, denominada série de poténcias, do tipo

Z cnx", paracada xe€ (—9,9), (4.1)
n=0
ou, mais geralmente,
[e @]
ch(x—a)“, paracada x € (a—06,a+9), (4.2)
n=0

para algum & > 0, que serd denominada série de poténcias centrada em x = a.

Observacao 4.1.1

1. Se a fungdo f tém a propriedade que, para cada ponto a € A, existe 6, > 0,
de modo que a série de poténcias (-3) converge para a fungdo f, mo intervalo
(a—daq,a+0,) C A, diremos que a fungdo f é uma funcao analitica (real) em A.

2. Se existe R € (0,00], tal que a série de fungées (1) converge, pontualmente em
(—R,R), para a fung¢do f, diremos que a funcdo f possui uma expansao em série de
poténcias em torno de x = 0.

3. De modo semelhante, se existe R € (0,00], tal que a série de fungdes (I-3) con-
verge, pontualmente em (a — R,a + R), para a fun¢do f, diremos que a func¢do f
possut uma expansao em série de poténcias em torno de x = a.

145
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4. Nosso estudo sobre as séries de poténcias, comecard considerando-se o caso
a=20,

ou seja, estudando a série de poténcias (1)

Depots trataremos a série de poténcias (-3) que, como veremos, serd um caso
particular da série de poténcias (7).

Com isto temos o:

Proposigao 4.1.1 Sejam x,,x; # 0.
Entao,

(o]
1. se a série numérica E CnXo' for convergente em (R, dgr), entdo a série de fungées

n=0
oo
E cn X" serd absolutamente pontualmente convergente para cada
n=0
X € (_|Xo| ) ’Xo“ .
oo
2. se a série numérica E cnX1" for divergente em (R, dgr), entdo a série de fungdes
n=0
o
E cn X" serd divergente para
n=0
X € (_OO>_|X1|) U (|X1|)OO)-
Demonstracgao:
De 1.:

o0

Sabemos que a série numérica E CnXo' € convergente em (R, dgr) e x, # 0.
n=0
Logo, do Critério da Divergéncia para séries numeéricas, segue que

lim ¢, x," =0.

n—oo

Assim a seqiiéncia numérica (cn X, ),y € limitada em R, ou seja, existe M € R, tal que
lcnxol <M, paracada meN, (4.3)

Notemos que, se x € (—|x,|, |Xo|), ou seja,

x| < Xl (4.4)

teremos

"2 e x
X n

’Cnx = |Cn Xo

(=)
<
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=Mr", (4.5)
para cada n € N, onde
(=)
=|—| < 1.
Xo
Como
0<r<i,

segue que a série numeérica
o0 o0
E M1t =M E "
n=0 n=0

é convergente em (R, dg), pois é uma série geométrica de razdo r, que é menor do que 1.
Logo, do Critério da Comparagdo para séries numérica (cujos termos sdo ndo-negativos),
segue que para cada
X € (_|Xo’ ) ’Xo” )

a série numérica

o0
> e x|
n=0
o0
serd convergente em (R,dr), portanto a série de poténcias E cn X" serd absolutamente
n=0
convergente, para cada x € (—|x,|, Xo!).
De 2.:
o0
Sabemos que a série numérica E cn X" é divergente em (R, dg).
n=0
Suponhamos, por absurdo, que para algum
X2 € (o0, —|x1]) U (Ix1], 00]),
a série numeérica -
E Cn in
n=0
seja convergente em (R, dg).
(o)
Entdo, do item 1. acima, seguird que a série numeérica E cn X" serd convergente para
n=0

cada
x € (=[xl xal),

o0
o que é um absurdo, pois x; pertence a esse intervalo (pois |x;| > [x1]), mas a série Z CnX1"

n=0
é divergente em (R, dg).
o0
Portanto a série de poténcias E cn X" serd divergente, para cada
n=0

X € (—oo,—|x1]) U (|x4], 00),
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completando a demonstracdo do resultado.

O
A seguir consideraremos alguns exemplos, a saber:
x© on
Exemplo 4.1.1 A série de poténcias Z% € convergente em x, = 1, pois a série
n=0
=1
numérica Z 0 é convergente em (R, dg) (visto no curso de Cdlulo 3).
n=0

- . . e X
Logo, da Proposigdo (f-1-1) item 1., segue que a série de poténcias Zﬁ serd
n=0
absolutamente convergente (veja figura abaizo) para cada

IX| < |xo| = 1.

converge em x = 1

convergird se |x| < 1

Exemplo 4.1.2 A série de poténcias Z(—anzn € convergente para cada x € (—1,1)

n=0
o0
pois, para cada X, € (0,1), a série numérica E (—1)"x2" serd convergente em (R,dg).
n=0
De fato,
n, 2 2 -
‘(—1) X ‘ <xo =1<1
o0
e a série numérica E ™ € convergente em (R,dr), pois € uma série geométrica de
n=0

razdo r menor que 1.
Logo, do Teorema da Comparagdo para séries mumérica (cujos termos sGo ndo-
o0

negativos) seque que a Série numMérica E (=)™ xS é convergente em (R, dg).
n=0
o0
Assim, da Proposigdo (F-1-1) item 1., seque que a série de poténcias E (=) X"
n=0
serd absolutamente convergente, para

X € (_Xo )Xo)»

para cada x, € (0,1) fizado, isto €, serd absolutamente convergente (veja a figura
abaizo) para cada

x € (—=1,1).
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convergird se |x| < 1

[e o]

Por outro lado a série de poténcias E (=)™ x*" é divergente em x; = 1, pois a série

n=0
o0

numeérica (—1)™ € dwvergente em (R, dgr) (Critério da divergéncia).
> g » g

n=0

Logo, da Proposi¢do (I-1-1) item 2., seque que a a série de poténcias Z(—U“ X" é

n=0
divergente para cada x € (—oo,—1) U (1,00) (veja a figura abaizo).
oo
Além disso € fdcil de ver que a série de poténcias E (=)™ x*" ¢ divergente em
n=0
(R, dgr), para x; = —1.
Dewzaremos como ezxercicio para o leitor a verificagdo deste fato.
diverge em x =1
—1 0 1 i
R/_\/\ /H
divergird se |x| > 1
Com 1sto temos a seguinte situagao:
converge para |x| < 1
/_/%
-1 0 1
\\,_/\ ~——
diverge para |x| > 1
Em geral temos a seguinte situagao:
oo
Teorema 4.1.1 Dada a série de poténcias E cn X" uma, e somente uma, das situagdes
n=0

abaizo ocorre:
1. a série de poténcias converge somente em x = 0,

2. a série de poténcias converge absolutamente em todo R;
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3. existe R > 0, tal que a série de poténcias € absolutamente convergente para cada
x € (—R,R)

e diwvergente para cada
x € (—oo,—R)U (R, 00).

Demonstragao:
Se o item 1. ocorrer, 2. e 3. ndo ocorrerao.
Vamos super que o item 1. ndo ocorre, ou seja, existe

Xo # 0,
o0
tal que a série numérica Z CnXo' s€ja convergente em (R, dg).
n=0
o0
Logo do item 1. da Proposigdo (E-I1), segue que a série de poténcias Z c, X" convergira
n=0

absolutamente em (R, dg), para cada
x € (—Ixol,xo) = (=7,7),

onde
T = |x,| > 0.

Denotemos por S, o conjunto formado por todos os v > 0, que tém a propriedade acima,

isto é, de modo que a série de poténcias Z cn X", converge absolutamente em (R, dr), para
n=0
cada x € (—r,71).

O conjunto S é ndo vazio (pois T = [x,| > 0 pertence a S).

Se o conjunto S ndo for limitado superiomente, entdo o item 2. ocorrerd, ou seja, a série
de poténcias convergird em todo R.

Se o conjunto S for limitado superiormente, afirmamos que o item 3. ocorrera.

De fato, se o conjunto S é limitado superiormente, como ele é ndo vazio, entdo existe

0 < R =sup(S).

Afirmamos que R satisfaz o item 3.
De fato, seja r € S tal que

0<r<R e x,€R, talque |[x<T. (4.6)

Como
reS e |xo<r,
(o]
temos que a série numérica Z Cn Xo' converge em (R, dg).

n=0
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o9}

Logo, da Proposicdo (EZTT) item 1., a série de poténcias Z c, X" converge absolutamente

n=0
para cada
X € (—r,7).
Se
x; € R, satisfaz [x] > R, (4.7)
o

afirmamos que a série numérica Z Cn X1 € divergente em (R, dg).

n=0

o0
De fato, suponhamos, por absurdo, que a série numérica Z Cn X1" seja convergente em
n=0
(R ) dR) .
[e.e]
Entéo, pela Proposigdo (ET1) item 1., a série de poténcias Z ¢, X" serd convergente para

n=0
cada

x € (—=xil,Ix1]), ouseja, [xi| €S,

0 que seria um absurdo, pois teriamos

(E2)
Ixi] > R=sup(S) e [|x]€S.

o0
Portanto a série de poténcia Z c, X" diverge, para cada

n=0
X € (_OO>_R) U (R,OO),
mostrando que
R =sup(S),

satisfaz o item 2., completando a demonstragdo do resultado.

Observacao 4.1.2

1. O Teorema acima mos diz que uma, e somente uma, das possibilidades abaizo,
(o)

para uma série de poténcias E cn X", ocorrerd:

(i) R=0:

s6 converge em x = 0

/

0

(i) R=o00 :
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converge em todos os pontos de R

0

(111) 0<R<oo:

converge para cada x| < R

diverge para cada |x| > R

Neste ultimo caso, poderd ocorrer todo tipo de situacdo em relagdo a con-
vergéncia da série de poténcias nos pontos

x=—R e x=R,
como veremos em ezxemplos a sequir.

2. O
Re (0,00],

obtido nos itens 2. e 8. do Teorema acima terd uma tmportancia muito grande
no estudo das séries de poténcias, como veremos mazis adiante.

Com 1sto podemos introduzir a sequinte defini¢cdo:

o
Definicao 4.1.1 Definiremos raio de convergéncia da série de poténcias E cn X" como

n=0
sendo

R e [0, 00],

obtido no Teorema (EZL) acima.

(o)
O conjunto formado por todos os x € R, para os quais a série de poténcias E Cn X"

n=0
o0

converge serd dito intervalo de convergéncia da série de poténcias E CnX".

n=0

Observacao 4.1.3

1. Segue do Teorema (EZLD) acima que toda série de poténcias tem um (Unico) raio
de convergéncia e portanto um (Unico) intervalo de convergéncia.

2. O raio de convergéncia de uma série de poténcias pode ser 0, i1sto é, podemos ter

R=0.
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Neste caso o intervalo de convergéncia da série de poténcias serd
[ = {O}>

isto €, o conyunto formado por um ponto, que na verdade mao € um intervalo,
como mostra o sequinte exemplo:

Consideremos a série de poténcias
> nhxt. (4.8)

Observemos que, para cada
x1 >0

o0
fizado, temos que a série numérica E n"x" € divergente em (R, dg).
n=0
De fato, como

3=

lim (M"x")* = lim (nx;) =00 > 1,
n—oo n—oo

do Critério da Raiz para Séries Numéricas (cujos termos sdo ndo-negativos),
(0.0
segue que a série numeérica E n"xi" € divergente em (R, dg).

n=0

o0
Assim, seque da Proposi¢do (Z-1-1) item 2., que a série de poténcias E n"x" sé
. n=0
converge quando x =0, isto €,
R=0

e o wntervalo de convergéncia da série de poténcias serd

[ ={0}.

6 converge em x = 0

/

0

O raio de convergéncia R, associado a uma série de poténcias, pode ser infinito e

portanto o intervalo de convergéncia associado a correspondente série de poténcias
serd

[=R,
como mostra o sequinte exemplo:

Consideremos a série de poténcias

> % (4.9)
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o0
z - s - Xon <
Observemos que, para cada X, > 0 fizado, a série numérica E — € convergente
n

n=0
em (R, dg).
De fato, como
Xon—H
. n+1)! . X
lim #: lim —— =0<1,
n—oo Xo n—oo N -+ 1
n!
do Critério da Razdo para Séries Numéricas (cujos termos sdo ndo-negativso),

09} n

- - Xo
segue que a série numeérica E — € convergente em (R, dg).
n!

n=0

0 n
. C . . L. a Xo
Assim, da Proposi¢ao (f-1-1) item 1., seque que a série de poténcias E — con-
n!
n=0

verge em R, isto €,

R=o0

e o wntervalo de convergéncia da série de poténcias serd
[=R.

converge em toda a reta R

Se o raio de convergéncia de uma série de poténcias for maior que zero e finito,
1sto €,

R e (0,00),
a priori, nenhuma conclusdo podemos tirar sobre o comportamento da série de

o0
poténcia E cn X", relativamente a convergéncia ou divergéncia, nos pontos

n=1

o0
Podemos ter situagbes, como veremos a seguir, que a Série de poténcias E Cn X"
. . . n:] .
converge em um dos pontos acima e diverge no outro, ou diverge mos dois ou
ainda converge nos dois.
Um exemplo de um desses casos é a série de poténcias
n

i % X" (4.10)

n=0
Observemos que a série de poténcias converge se

x=1,
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(="

(e.0)
pois a Série numérica E é convergente em (R, dgr) (série harmédnica alter-

n
n=0
nada).
— (="
Logo, da Proposi¢do (-1-1) item 1., seque que a série de poténcias Z x"
n
n=0
serd convergente, para caca
Ix| < 1.
(o]
. L =" ., .
Por outro lado, a série de poténcias Z x" é dwvergente, para
n=0 n
x=-—1,
o0
pois a série numérica Z — € divergente em (R, dg) (série harménica).
n=0 n
— ()"
Logo, da Proposi¢do (F-1-1) item 2., seque que a série de poténcias Z x"
n
n=0
serd divergente, para cada
Ix| > 1.
1)
=D x" serd

(o]
Com 1sto temos que o raio de convergéncia da série de poténcias E
n
n=0

R=1
e o seu intervalo de convergéncia serd
[= (_1 ’_H )

(="

(e .o]
ou seja, (veja a figura abaizo) a série de poténcias E X" converge em

n
n=0
x=R=1
e diverge em

x=—R=-1.

converge se x € (—1,1]

/_H
-1 0 1

R/—/\ ~——
diverge se x < —1 oux > 1

Podemos demonstrar o:
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Teorema 4.1.2 Suponhamos que exista

R e (0,00],
tal que a série de funcgoes Z cn X" seja pontualmente convergente em (R, dr), para cada
n=0
x € (—R,R)

e definamos a fung¢do f: (—R,R) — R, dada por

f(x) = chx“, para cada x € (—R,R). (4.11)

n=0

Entdo para
e € (0,R),

o0
a série de fungdes E Cn Xn Serd uniformemente em

n=0

[-R+¢,R—¢].

Em particular, a funcdo f serd diferencidvel em (—R,R) (em particular, continua
em (—R,R)) e

fl(x) = chnx“_] , para cada x € (—R,R), (4.12)
n=1
ou seja, a série de poténcias ch x" pode ser derivada, termo a termos, em (—R,R)
n=0

(veja a figura abaizo).

Convergéncia pontual

-R R4 0 R—¢ R

Convergéncia uniforme

Demonstragao:
Dado ¢ € (0, R), para cada

X <R—e, isxoé, —R+e<x<R—c¢g,
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teremos
len X = [en] Ix[™
<len/ (R—¢€)", paracada m e N, (4.13)
Como
R—e¢ € (—R,R), pois €€ (0,R),
segue, por hipétese, que a série numérica Z Icn| (R — €)™ é convergente em (R, dg).
n=0

Logo, do Teste M de Weierstrass (isto é, Teorema (BE=23)), segue que a série de fungdes

o0
E cn X" serd uniformemente em
n=0

[-R+¢,R—¢].

Na Observagdo (ET4) a seguir (veja a conclusdo no item 2.), mostraremos que a série de
poténcia do lado direito de (ET2) converge uniformemente em [—R + ¢,R — €], para cada
e € (0,R).

Notemos que, do Coroldrio (B223), segue que a fungdo f serd diferencidvel em (—R,R) e
vale (E2), completando a demonstragdo do resultado.

U

Observacao 4.1.4
1. Notemos que:

. . 1
lim ¥n = lim en ™™
n—oo n—oo

Ezercicio 1

)

assim, limsup Vnlc,| = <lim sup W) (lim sup v/ !cn!)
n—oo n—oo n—oo

=1

= lim V/|cq. (4.14)
n—oo

2. De (ET4) segue que, para cada X, € R, teremos:

limsup V/mcuxt ' = (lim sup v/n Icnl) <lim sup(|x," ! I)r]t)

n—oo n—oo n—oo
(.

~\~

. n-1
= lim sup |Xo| no= |Xo|
n—o00

= lim sup n\/ |Cn| |X0|

n—oo

= limsup V/|cn Xo[™. (4.15)

n—oo
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Em particular, teremos

limsup v/ M ¢yl X = limsup ¥/ |nc,x+ !

n—oo n—oo

= limsup v/|cn XM

n—oo

= limsup v/|cnl X0l -

n—oo

Logo, do Critério da Raiz para Séries Numéricas (veja o Teorema 3.33 , pdgina
54 de [@]), segque que,

limsup /Incox* ' <1 se, e somente se, limsup v/|coxo* <1, (4.16)

n—oo n—oo

1sto €, as séries de poténcias

o0 o0
E ne, X" e E Cp X"
n=1 n=0
tém o mesmo raio de convergéncia R € (0,00] que, de (E18), serd dado por

1
R= limsup v/|cnl.

n—oo

Logo, do Coroldrio (Z=Z3), seque que a fungdo f serd diferencidvel em (—R,R) e
vale (Z-13), completando a demonstragdo do Teorema (ET3).

Conclusao: uma série de poténcias pode ser derivada, termo a termo, que a série
de fungbes obtida serd uma série de poténcias, cujo raio de convergéncia € o
mesmo da série de poténcias dada inicialmente.

3. Vale notar, como veremos em exemplos a sequir, que 0s intervalos de convegéncia
das séries de poténcias acima, podem ser diferentes.

Podemos resumir as Observagdes acima no:

Corolario 4.1.1 Nas condi¢bes do Teorema (Z-1-4) temos que
fe C?((—R,R); R)

e, para cada k € N, teremos
) (x) = Zn(n— 1---(n—k+1cux" , para cada x € (—R,R). (4.17)
n=k

Em particular, para cada k € N, teremos
f(0) = k!ey,

ou seja,
(0
k!

= (4.18)
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Demonstragao:

159

Observemos que a identidade (E—T7), segue da aplicagdo do Teorema (ET2) e da Ob-

servagdo (ET4) acima, por indugdo sobre k € N.
Por outro lado, fazendo x = 0 em (ET2), obteremos

f90)=> nn—1)-(n—k+1c T
e 0, para n>k
1, para n=k

:Ckk(k—1)] :Ckk!,

completando a demonstragdo do resultado.

Observacao 4.1.5

1. Existem funcgées f € C*(R;R), de modo que

= (0
f(x);éz n(' )x“, para cada x € R.
n=0 ’

Como por exzemplo, a fungdo f: R — R dada por

{exlz , para cada x #0

f(x) =
0, para x=0

Pode-se mostrar que f € C°(R;R) e que para todo n € NU{0} teremos

M) =0.

A verificacao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

Assim, se x # 0 teremos

CON
(=3) e ()()
(0

f(x) # O:Z y x"

Em particular, a funcdo f nao é uma fungdo analitica em R.

o)

(4.19)

(4.20)

2. Seja R > 0 e suponhamos que a série de poténcias Z cn X" converge em x =R .

n=0

Entdo, o Teorema (Z-1-4), nos garante que a fung¢do

o0
f= E Cn X"
n=0
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serd continua em (—R,R).
O que podemos dizer sobre a fungdo f em x =R ?

O resultado a seguir, conhecido como Teorema de Abel, afirma que a funcdo f
serd continua em x =R (na verdade trataremos do caso em que R=1).

Teorema 4.1.3 Suponhamos que a série numérica ch € convergente em R,dgr) e
n=0

consideremos f: (—1,1] — R a fung¢do dada por

f(x) = Z cnX™, para cada x € (—1,1]. (4.21)
n=0
Entdo

lim f(x) = a=f(1 4.22
lim f(x) Zoc (1), (4.22)

ou seja, a funcgdo f serd continua em x = 1.
Em particular, do Coroldrio (E2L1) teremos

fe C((—1,1]; R).

Demonstracao:

Consideremos a sequéncia numeérica (s, )nenu—1,0) onde, para cada n € NU{—1,0}, temos
que

S 1= O,

n
Sn = Z cx, paracada mneN. (4.23)
k=0

Com isto, por indugdo sobre n € N U {0}, segue que
Ch =Sn—Sn_1, paracada n € NU{0}. (4.24)

Logo, para cada

fixados, teremos:
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Assim, teremos

k=n+1
/_/%
m—1 m—1
(1—x) E S X" F s x™ = E Sy X" — E S XM s x™
n=0 n=0
m m
= E S X" — E Sk_1X
n=0 k=1

n=0
m
= Z Cn X",
n=0
ou seja,
m m—1
chxnzﬂ —x) anxn—i—smxm, (4.25)
n=0 n=0
paracada, x c RemeN.
Logo, para cada
x| < T,

tomando-se o limite, quando m — oo, na identidade acima obteremos

f(x) = Z Cn X"
n=0
(=) (1—x) Z S X"+ ( lim sm) ( lim xm>
m—o0 m—o0
n= ~\~ ~\~
(?)Zcﬁo:o cn€R "o
=(1—x) Z SnX". (4.26)
n=0

Definido-se

(o]
s= lim s, = E cn €R,
m—o0
n=0

dado ¢ > 0, podemos encontrar N, = N,(¢) € N, de modo que se

13
n>N,, teremos |[s—s,|<

. (4.27)

Por outro lado, para cada |x| < 1, temos que

(1—x) ) x"= (4.28)
n=0
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De fato, pois, para cada m € N fixado, temos que

(T=x)(T+x+-+x") =(T+x+-+x™) — (x+x"+ -+ x™+x™)
=1—x™" 50, quando m — oo, pois [x|]<T.

Com isto, para cada |x| < 1, teremos

) —s] =1 =0 Y saxt—s(1-x) Y X
n=0 n=0
= 1=x 1> (sa—35)x"
xe(—1,1) n=0
> 0
=(1—x) Z(sn—s)x“
n=0
<(1=x) ) llsn—s)x"|
n=0
=(1=%) Y Isa—s|xI"
n=0
No 0o
=(1=x) | ) Isn—=sl X"+ > |sn—s| X
n=0 Ix|<1 n=Ny+1 =),
< < 3
No ¢ 0o
< (1T—x Sn — S| += x|"
L =M <X M“S%M_
1—x ¢
<M(1-— 4.29
(T=x) 47— X 2 (4.29)
Notemos que se
M =0,
a desigualdade acima implicard que
1—x ¢
f(x) — =.
f(x) —s| < T 2

Logo, fazendo
x— 1"
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podemos supor, sem perda de generalidade que, 0 < x < 1, o que implicaria

1—|x|=1-—x,

assim

1— x| 2
_l—xa €
C1—x2 2’

para cada ¢ > 0, ou seja,

f(x) =s, paracada xe€ (1—05,1),
portanto teriamos:

lim f(x) =s="f(1),

x—1—
mostrando que a funcdo f é continua em x = 1.
Por outro lado, se

M >0,
considando-se

teremos:

implicando em

M (1 B X) 7X<671<e M>0

M1+ (5 —1)]
EEVER L
- < 5
Logo, de (E=29), segue que
€ 1—x ¢
f(x) — bt e
[f(x) 5|<2+]_ X 2
—~—
OixX
1,
€ €
—27379
para cada ¢ > 0, ou seja,
lim =s =1(1),

x—1-

mostrando que a fungdo f é continua em x = 1, completando a demonstragdo do resultado.

O
Como consequéncia temos o:
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Corolario 4.1.2 Sejam
oo oo o0
Z an , Z b, e Z Cn (4.30)
n=0 n=0 n=0
séries numéricas convergentes cujas somas SGo
A, B e C,
respectivamente, onde, para cada n € NU{0} temos:

Cn = aobn+a1 bn—] + ot Ang b] +anbn
n
=) abn. (4.31)
k=0

Entao
C=AB.

Demonstracao:
Consideremos as fungdes f,g,h:[0,1] — R dadas por

fx) =) anx", (4.32)
n=0

g(x) = Z b, x™, (4.33)
n=0

h(x) = Z c.x", paracada xe€[0,1]. (4.34)
n=0

Notemos que as fungdes acima estdo bem definidas pois, para cada
Xo € [0,1),

pela Proposigdo (ETT0) item 1. segue que as séries numeéricas

oo oo o0
E an Xo E box, € E Cn X0
n=0 n=0 n=0

sdo absolutamente convergentes, ja que as correspondentes séries numéricas (E=20), sdo con-
vergentes, por hipotese.
Lembremos do seguinte resultado (veja o Teorema 3.50, pagina 74, de [O]):

Suponhamos que a série numérica g a, € absolutamente convergente em (R, dgr), com

n=0
o0
soma A, a série numeérica E b, € convergente (R,dr), como soma B e definamos, para
n=0
n (o)
cadan € N, ¢, = E ay b, . Entdo, a série numeérica E c. € convergente em (R, dg)
k=0 n=0

”

e sua soma € 1gual a A,B .



4.1. SERIES DE POTENCIAS 165

Logo, aplicando o resultado acima, temos que, para cada, para cada x, € [0, 1), as séries
numéricas

oo oo

§ n E n
anXo bn Xo

n=0 n=0

podem ser multiplicadas e, além disso, teremos:

hix,) = f(xo) g(xo) , paracada x,€[0,1). (4:85)
NI —— ~—~—
Err e LR annet T b

Pelo Teorema de Abel (isto é, o Teorema (ET3)), as fungdes f, g e h sdo continuas a
esquerda de x = 1, ou seja, para

x— 1
teremos
f(x) — A, g(x) —B e h(x) — C.
~—~— <~ ~—~—
e e e baxn =5 genxn
Assim, passando o limite, quando
Xo — 17,
em (E33), segue que
C=AB,

completando a demonstragdo do resultado.
O

Observacao 4.1.6 A seguir exibiremos um exemplo de uma série numérica convergente

em (R,dg), cujo produto com ela mesmo nao é convergente em (R,dgr), ou seja, em

geral, o produto de séries numéricas convergentes pode nao ser convergente.
Consideremos a série numérica

i (-~ : 1 N 1 1 n
L+l V2 V3 VA

Observemos que, do critério de Leibnitz para séries alternadas, que a série numérica
€ convergente em (R, dg).

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Da definicdo de produto de séries numéricas teremos que a série produto

[e.o] o0

E an - E an,
k=0

k=0
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o0
serd dada pela série numérica E Cn, Onde:
k=0
Co=0,0, =1,
C1 =0o a1+ a0,

=2a,a

]

C=0a,0a;+aja;+aza,
=2a,a;+ a
1 1 1
RRVERNG2, RS
C3=0aq,a3+aqa;+aya; +asaqa,

=2a,a3+2a;a;

1 1 1 1
:‘(ﬁ+ﬁﬁ+ﬁ¢§+ﬁ>’

em geral teremos:

para cada mneEZ".

Z\/n k+1)(k+1)

A verificagdo deste fato serd deixado como exercicio para o leitor.
Observemos que

(M —k+1) (k4 1) Feercier <%+1>2—<E—k>2

(

2\ 2
= (—) para cada m € N.

IA
Ei
+ +

1

3N

N

Logo
1 S 2
Mm—k+1)(k+1) — \n+2
Assim, para cada n € N, teremos:

)
2
)

para cada m € N.
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Logo, a sequéncia numérica (|c.|)neny Nd0 converge para zero em (R, dr), pois

. 2(n+1)
lim ————

=2.
n—oo n—|—2

Logo, do critério da comparagdo para sequéncias numéricas, seque que
lim |cn| > 2.
n—oo

Portanto a sequéncia (cn)neny Nao converge para zero em (R, dg).
Portanto, do critério da divergéncia, seque que a Série numeérica

oo oo o0
E Ch = E an - an
k=0 k=0 k=0

nao serd convergente em (R, dg).

Para a convergéncia do produto de séries numeéricas, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.4 Seja (ay)ijen wma sequéncia de nimeros reais e consideremos a sequéncia
numérica (b;)icn, onde, para cada i € N, temos que:

b; = Z lag| € [0, 00), (4.36)
j=1

o0

ou seja, a Série mumérica E ay € absolutamente convergente em (R,dr), para cada
=1
ieN.

(o]
Suponhamos que a série numérica E b; seja convergente em (R, dg).

i=1
Entao

ZZGU' = ZZCLU' . (437)
j=1 i=1 i=1 j=I

Demonstracgao:
Seja

Ei{XO)X1>X2)"'}

um subconjuto enumeravel, de modo que
Xn — X0, Qquando mn — co.

Para cada i € N, definamos a fungdo f; : E — R dada por
fi(xo) = Z aij ) (438)
=1

fi(xn) = Z aj, paracada neN. (4.39)
j=1
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Notemos que, para cada i € N, a fungéo f; estd bem definida.

De fato, para cada i € N fixado, se x = x,, segue, de (E30), que série numérica (E233) serd
convergente e para x = X,, para cada n € N, (E29) é uma soma finita.

Notemos que, para cada i € N fixado, temos que

=" ;. (4.40)

o0
Como a série numeérica E b; é convergente em (R, dr), segue que,

i=1

3 el T3 b P o
i=1

Por outro lado, para cada i,n € N fixados, teremos:

(=)

i)l =

n
E (li)'

j=1

n

< Z la]
j=1
o0

< Z |ayl
j=1

=y,

(4.41)

o0
Como a série numeérica E b; é convergente em (R, dg), do Critério da Comparagdo para
i=1
Séries Numéricas (cujos termos sdo ndo-negativos), segue que

3 el < Y b = oo,
i=1 i=1

Observemos também que, para cada i € N, a fungdo f; é continua em x,.
De fato, como

Xn — X0y
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segue que
(=) =

lim fi(x,) = lim Z1 ai
]_

n—oo
oo
= E aij

1

j=
(=3)
= fi(xo) )

mostrando que a funcéo f; € continua em x,.

Definamos agora a funcdo g: E — R, dada por

o0

g(x) = Z fi(x), paracada x€E. (4.42)
i=1

Notemos que a fungdo g estd bem definida e é continua em x,.

De fato, pois para cada k € N fixado, teremos:

(=) = (=3
<

by e Zbi < 00.

Ifi (x|

o0
. L. ~ 3
Logo, do Teste M de Weierstrass, segue que a série de fungdes g =) Zfi converge
i=1
uniformemente em (E, dg).
Como, para cada i € N, a funcdo f; é continua em x,, do Coroldrio (EZZT), segue que a
fungdo g sera continua em Xx,.
o0
Por hipétese, temos que a série numérica Z b; é absolutamente convergente em (R, dg)

i=1
e, assim, do Critério da Comparagao para séries numéricas, para cada n € N, temos que

£ (n) E(E) T

i=1 i=1

o0 n
ou seja, para cada n € N, a série numérica E ( E !aﬂ) serd convergente em (R, dg).
i=1 \j=1

Notemos também que, para cada n € N, teremos:

> (Z aij) omatnit § (Z aij) : (4.43)

i=1 \j=1 =1 \i=1
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Portanto
=t (x0)
o0 o0 o0
2D ay =) filx)
i=1 j=1 i=1
()
= Q(Xo)
gécori emXo 111'1'1 Q(Xn)
n—oo
D) . =
= lim Zfi(xn)]
L i=1

o0
(=3 ..
= lim
lim 1)

completando a demonstragdo do resultado.

O
Agoro, podemos enunciar e demonstrar o Teorema de Taylor que nos diz:
(o)
Teorema 4.1.5 Sejam R € (0, 00] 0 rato de convergéncia da série de poténcias Z Cn X"
n=0

e definamos a fung¢do f: (—R,R) = R dada por
f(x) = chxn, para cada x € (—R,R).

n=0

Se
ac (_R>R)>

entdo a fungdo f pode ser expandida em uma série de poténcias em torno de x = a,
que convergird para a fungdo f em

I, =(a—(R—lal),a+ (R—Ial)).
Além disso

> f(n)
f(x) = Z n('a) (x —a)", para cada x€l,. (4.44)

n=0

Demonstragao:
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Notemos que, para cada x € (—R, R), teremos

n=0
o0
= E cnllx—a)—al"
n=0
oo n n
Bindmio de Newton _
= E Cn E av M (x—a)™
m
n=0 m=0
fi bai o0 o0
TR T gurai arosToe Iy Z [Z co <Tl> anm] (x — a)m)
m
m=0 Ln=m

onde, na tltima identidade utilizamos o Teorema (ET4) e assim, obtemos uma expansdo da
funcdo f em série de poténcias em torno de x = a.

Notemos que para a > 0, segue que |a| = a, e assim teremos:

—R<x <R,
ouseja, —R—a<x—a<R—a,
ou ainda, —R—|a/<x—a<R—]q.

Vale algo semelhante se a < 0.

Deixaremos os detalhes deste caso como exercicio para o leitor.

Para terminar a demonstragio, precisamos demonstrar a identidade (EZ2).
Para isto afirmamos que, para cada x, € [,, a série numérica

i i Cn <:L> am ™ (xp —a)™, (4.45)

¢ absolutamente convergente em (R, dg).



172 CAPITULO 4. SERIES DE POTENCIAS E DE FOURIER

) lal™™™ [xo — a™

o0 n n
Yy <m> S

Binémio de Newton(

De fato, pois

I
M
M =
—
3 3

[xo—al+lal)™

Como x, € I, temos que:
a—(R—Ja]) <x, <a+ (R—|a]),
ou ainda, —(R—Ja])<x,—a< (R—]a|),
istoé, |xo—al<R—|qa|,
ou seja, |x,—al+lal <R,

implicando que a série numérica (EZH) acima serd absolutamente convergente em (R, dg).
Para finalizar, notemos que se

f(x) =) dn(x—a)", paracada x€l, (4.46)
n=0

Ia/ = (_R + |(1| )R - ’(l’) )
definindo-se a fungdo g : I,/ — R dada por

gly) =fly+a) = Z d,y", paracada yel/, (4.47)

n=0
teremos que
g™(0) =n!d,, paracada n e NU{0}. (4.48)

Logo, de (EZ8) e (E=ZD), segue que
g™(0) =f™(a), paracada neNU{0}. (4.49)

Deixaremos como exercicio para o leitor verificagdao deste fato.
Logo, de (EZ3) e (EZ3d), segue que

£(n) (a)

dn = —» Dara cada n e NU{0}. (4.50)
Assim
f(x) = g(x—a)
() e (=0) 3 f(“T)l('a) (x —a)", paracada x€ I,

n=0
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obtendo a identidade (EZ4) e completando a demonstragdo do resultado.

Para finalizar esta segdo temos o:

Teorema 4.1.6 Suponhamos que as séries de poténcias
Zanxn e anx“ (4.51)
n=0 n=0

sdo convergentes em (—R,R).

Seja
E = {xe (—R,R) ; Zanxn :anxn} CR.
n=0 n=0

Suponhamos que o conjunto E tem um ponto de acumulagdo em (—R,R).

Entdo
a, = b,, paratodo mn e NU{0}.

Em particular,

E= (_R ) R) ’
ou seja, as duas séries de poténcias dadas por (ERD), coincidem em (—R,R).
Demonstragao:

Para cada n € NU {0}, seja

Cn = an — by, (4.52)

e consideremos a fungédo f: (—R,R) — R, dada por
f(x) = Z cn X", paracada x¢€ (—R,R), (4.53)
n=0

que estd bem definida, pois as séries de poténcias (E=1) sdo convergentes em (—R,R).

Observemos que
X, € E

se, e somente se,

o0 o0

n n
E A, Xe = E bnxg,
n=0 n=0

o0 o0
ou seja, 0= § Ap X" — 5 b X"
n=0

n=0
(e 0]

séries convergentes
= E (an - bn)xon

n=0

isto é, f(x,) =0, (4.54)
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Portanto
Xo € E se, e somente se, f(x,) =0. (4.55)

Seja
A C (—R,R) (4.56)

o conjunto formado por todos os pontos de acumulagdo de E e

B=(—R,R)\A. (4.57)
Por hipétese, temos que
A#(
e notemos que se x, € A, como a fungdo f é continua em (—R,R), segue que
f(xo) =0,
ou seja, X, € E, ou ainda,
ACE. (4.58)

De fato, notemos que se x, € A, como X, é ponto de acumulacdo de E (em (R, dg)),
deverd existir uma sequéncia numeérica (x,)nen, que pertence ao conjunto E, de modo que

Xn — Xo -
Portanto teremos:

f(x,) 2 f ( lim xn>

n—oo

f é continua em x .
= ° lim f(x,)
n—oo

xn€E de (EZH), segue que f(xn)=0 0
Notemos que, o conjunto .4 contém todos os seus pontos de acumulagdo, ou seja, o con-

junto A é um subconjunto fechado em ((—R,R), dg).
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor (visto no curso de Andlise

D).

Como consequéncia temos que o conjunto B, dado por (EE1), serd um subconjunto aberto
de ((_R) R) ) dR)

Afirmamos que o conjunto A é um subconjunto aberto em ((—R,R), dg).

Para mostrar isto consideremos

Xo € A C (—R,R). (4.59)

O Teorema (ETH) acima, garante que

f(x) = ) dn(x—x,)", paracada [|x—xo| <R—Ix|. (4.60)

n=0
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Afirmamos que:
d, =0, paratodo n e NU{0}.

De fato, caso contrério, como x, € A teremos
f(xo) =0
e existird k, € N, o menor natural, tal que

di, #0.

Assim teremos

00
dn=0, para n&€{0,-- ,ko—1}
f(X) - Z dn (X - Xo)n

n=ke

oo
m:;fko Z dm+ko (X - Xo)m+ko

m=0

- (X - Xo)ko Z dm+ko (X - Xo)m )
m=0

para cada x € R que satisfaz
X — Xo| < R—[xo].

Logo, considerando-se a fungdo g: I,, — R, dada por
g(x) = Z Ak, (X —%,)™, paracada x €I, ,
m=0

onde
Ixo i{XG (_R)R)) |X_Xo|<R_|Xo|})

segue que
() « (23)

f(X) (X - Xo)ko Q(X) )

para cada x € R que satisfaz
X —Xol < R— X0l

Observemos que a fungdo g € continua em Xx,.

Na verdade g € C*(I,, ;R), pois é dada por uma série de poténcias convergente.

Além disso temos que
3
g(xo) = dy, #0,

pela escolha que fizemos em (EGT).

Logo, da continuidade da funcdo g em x,, segue que podemos encontrar

e>0,

de modo que se
x € B(x,; ¢) C1I,, teremos g(x)#0.

175

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)
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Assim para
x € B(xo; €) \ {X.},
teremos =
=
f(x) = (x =) g(x) #0. (4.66)
—_——
#0 #0
Por outro lado, como (veja (E5J))
X, €A,

segue que X, é ponto de acumulagdo do conjunto E em ((—R,R),dgr), ou seja, existe uma
sequéncia numeérica (x,)nen, com X, € E, para cada n € N, satisfazendo

Xn — X0, quando N — 0.
Como, para cada n € N, temos que x, € E, segue que
f(xn) = O)

0 que mostra que
Xn € B(X,; €)

para n € N, suficientemente grande, o que contraria (E&H).
Portanto deveremos ter

d, =0, paratodo mn e NU{0},

ou seja,
f(x) =) 0, paracada xe€l,,

que, de (EEd), é uma vizinhanga de x,, que estd contida em (—R,R).

Logo

L, CE,
ou seja, se
xo €A e xel,

segue que

x ek,

em particular, x serd ponto de acumulagdo de E em (R, dgr), ou ainda, que

Ixo - "4)

mostrando que o conjunto A é um subconjunto aberto em ((—R,R), dg).
Com isto teremos
(—R,R) =AU B,

onde os conjunto A e B sdo subconjuntos abertos em ((—R,R), dg) e sdo disjuntos.
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Como o conjunto (—R,R) é conexo em (R, dg) e
A#0,
deveremos necessariamente ter (veja Teorema 2.47, pagina 42 de [IO])
B=10,

ou seja,
A=(—R,R) CEC(—R,R),

portanto
E=(—R,R).

Logo, teremos
f(x) =0, paracada x¢€ (—R,R),

0 que implicard que
fW(0)=0, paracada neNU{0}

Ch = =0, paracada n e NU{0},

ou ainda, de (EX3), teremos
a, =b,, paracada n € NU{0},

completando a demonstragao do resultado.

4.2 As funcoes Exponencial e Logaritmo

Nesta secdo, utilizando as séries de poténcias, estudaremos as fungdes logaritmo e exponencial
complexas, suas propriedades e aplicagdes.
Comegaremos pela

Definicao 4.2.1 Definamos a fung¢do E: C — C, dada por
L1
E(z) = Z % para cada z€C, (4.67)
n=0

que serd denominada fungao exponencial (complexa).

A seguir exibiremos algumas propriedades da fungdo exponencial (complexa).

Observacao 4.2.1
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1. Para cada z, € C a série numérica compleza

00 1 N
PR
n=0

serd convergente em (C,dc).

De fato, notemos que se

zo =0
nada temos a demonstrar.
Por outro lado, se
z, #0,
notamos que
el
1
im (DU Rl gy (4.68)
n—oo Zo n—oo N + 1
nl

Assim, do Critério da Razdo para séries numéricas (cujos termos sGo ndo-negativos)
seque que a SEérie numérica
= 1
2l
=0

serd convergente, o que implicard que a série numérica complexa
o0
> .
|
n=0
também serd convergente.

Em particular, a fungdo exponencial (EE1D) estd bem definida.

Se z € C, segue que
E(z) = E(Z). (4.69)

De fato, pois
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3. Sez,w e C, teremos

E(z+w) =E(z)- E(w). (4.70)
De fato,
= (v 1 .\ (v 1 .n
E(z) - E(w) "= <;EZ ) . (nlz_omw )

n
) ) [e] n k
Def. de produto de duas séries (ver Def. 3.48 de @], pdgina 73) Z Z _
= zw
n!
n=0 m=0
0o
Binémio de Newton Z 1

n!
n=0

(z+w)"

(=D E(z+w).

4. Em particular, do item (B) acima, segue que, para cada z, € C, teremos

E(ZO) ' E(_Zo)

= Elzy + (—20)]

— E(0)

ou seja, o numero complezxo E(z,) € inversivel e seu inverso serd E(—z,), isto €,

[E(z,)] " = E(—2z,). (4.71)

5. Se x, € [0,00), seque que

Se x, € (—00,0), do item (@) acima, segue que

= E(x) 17> 0,

>0, pozs —xo>0

E(xo)

assim
E(x) >0, para cada xeR. (4.72)
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6. Para cada x € R, temos que

n=0
o0
== l Xn ==
n=0~~~ —oo
>0

limgaoo:E(y):OO 0 .
7. A funcdo E € estritamente crescente em R.

De fato, se
0<x<vy,

teremos

Por outro lado se,
x<y<0, teremos —x>—y>0

e asstm

1 1

T E(y) TE(x)

(
ou seja, E(x) < E(y).

Os outros casos serdao deixados como exercicio para o leitor.
8. A fungdo E pertence a C*(C;C) e

E'(z) =E(z), para cada ze€C. (4.73)

De fato, como a funcdo E é dada por uma série de poténcias que converge em C
segue, do Coroldrio (F-1-1), que ela serd uma func¢do que pertencerd a C*(C;C).
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Além disso, a série de poténcias que define a funcdo E poderd ser derivada, termo
a termo, em C, ou seja, para cada z € C, teremos:

9. Definamos o nimero de Euler, que serd indicado por e, como sendo

) 1
e:ZHE(O,oo). (4.74)
n=0
10. Notemos que se n € N, seque que
e" =E(n). (4.75)
De fato, pois
e =E(1)"
=E(1)--E(1)
fat

itegZE(.l ++1)
—_—
n parcelas

=Emn).

11. Sep,q € Z, com q #0, teremos

ef —E (E) . (4.76)
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De fato,

logo, segue que

Com a fungdo exponencial podemos definir outras fungdes importantes, que serdo intro-
duzidas e estudadas, a seguir.
Comecemos pela:

Observagao 4.2.2 Sejam x > 1 ey € R fizados.
Consideremos o conjunto

P={peQ;p<y}.
Com 1sto afirmamos que o conjunto

{x";peP}

serd limitado superiormente em R.
A verificagcao deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

Com isto podemos introduzir a:
Definicao 4.2.2 Na situacdo acima, definiremos

x¥ =supxP. (4.77)
peP

Temos as seguintes observagdes:
Observacao 4.2.3
1. Se x € R, da Definicdo (E22), teremos

e* =supe’, (4.78)
peP

onde
P={peQ;p<x}.



4.2. AS FUNQOES EXPONENCIAL E LOGARITMO 183

2. Como a fung¢do E € continua e mondtona crescente em R, seque que

e*=E(x), para cada x € R. (4.79)

De fato, seja (pn)nen uma sequéncia mondtona crescente, formada por numeros
racionais, tais que

Pn<X € Pn—X, quando mn — o0,
entdo, como a fungdo E € continua em R, seque que

E(pn) — E(x), que, de (EZM@), tmplicard que: e’ — E(x),
—

(u:a)e Pn

quando n — oo.

Como a funcdo E é mondtona crescente em R, seque que

Pn<x

E(an < E(pn+1) fg E(X))

(=) (=)

= ‘ePn ePn+1

o que tmplicard que

e Ve (p)<E(x)
o sup ¢” < E(x). (4.80)
pe

Por outro lado, se (qn)nen uma sequéncia mondtona decrescente, formada por
numeros racionais, tais que

X<(n € (gn—X, gquando N — 00,
seque, da continuidade da funcao E em R, que

E(qn.) — E(x), ou seja, e — E(x), quando n — oco.
~——
@)

— ‘edn
Como a fung¢do E é mondtona crescente em R seque que

E(x) < E(gn) =e.
——

(?)eqn

Fazendo n — oo, obteremos o que implicard

E(x) < lim edn PP o

n—oo

(4.81)

Logo, de (Z230) e (Z-31), segue que

X

e*=E(x), paracada x€R,

como afirmamos.
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Com isto introduziremos a

Definicao 4.2.3 Definimos a funcgao exponencial (real), indicada por exp : R — R,
como sendo

X

exp(x) =e*, para cada x € R. (4.82)

Podemos resumir algumas das propriedades acima bem como outras, no seguinte resul-
tado:

Proposicao 4.2.1

1. Para cada x € R, teremos

X = 1 n
e = ZHX : (4.83)
n=0

2. A funcdo exponencial real, pertence a C®(R;R), € estritamente cescente em R e
maior que zero.

Além disso

d
—I[e*l =e*, para cada x€R. (4.84)
dx
3. Sex,y eR, teremos
etV =¢ ey, (4.85)
4. Se
X — 00, Seque que € — 0o, (4.86)
y— —oo, seque que e’ — 0. (4.87)
5. Para cada n € N, teremos
lim x"e ™ =0. (4.88)
X—00

Demonstracgao:

Deixaremos a demonstragdo dos itens ndo tratados na Observagdo (E=23) acima, como
exercicio para o leitor.

Notemos que a propriedade 5. segue do fato que, se x > 0, teremos

& 1 . xn+1
e’ = —X > —. 4.89
K T g ) (4.89)
k=0
Logo, se x > 0 teremos
=) (n+1)!
0<x"e ™ < % — 0, quando x — oo,

mostrando o item 5. .
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Observacgao 4.2.4

1. Do item (O) da Observagao (E=X), temos que a fungdo E:R — R € estritamente
crescente em R.

Além disso, valem (EZB) e (EXED), assim, teremos

E(R) = (0, 00). (4.90)

Do item (B) da Observagdo (E=ZT), temos que a fun¢do E € uma fungdo dife-
rencidvel em R e

;o (e2)
E'(x) =E(x) > 0, paracada x€R.

Do Teorema da Fungdo Inversa (visto em Andlise I), seque que ezxiste sua funcgdo
inversa L: (0,00) — R e esta serd estritamente crescente, diferencidvel em (0,00).
Em particular, teremos

ElL(y)l =y, para cada y € (0,00) (4.91)
e L[E(x)]=x, paracada xé€R. (4.92)

Deriwando a identidade a direita, em relagcdo a x, e utilizando a Regra da Cadeia,
obteremos

1=L'[E(x)] - E’(x)

= L[E(x)] - E(x) para cada X € R,

e asstm, definindo-se y = E(x), seque, da identidade acima, que

L'y)-y=1,
1
ou seja, L'(y)= ’ para cada y € (0,00). (4.93)
Notemos que
(=) NCN
L =" LE©) " Yo, (4.94)

2. Integrando-se a identidade (E23), em relagdo ay, de 1 a y obteremos, pelo Teo-
rema Fundamental do Cdlculo, que

v
L(y) — L(1) :J —dt, para cada ye€ (—0,00),
~— it
(=),

ou seja, a fung¢do inversa associada a func¢do exponencial € a fungdo L : (0,00) — R
dada por:

v

L(y) iJ T dt, wpara cada y € (0,00), (4.95)

1

que € denominada funcao logaritmo natural e denotada por In.
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3. Sey € (0,00), de (EHO), seque que existe x € R tal que
y=E(x). (4.96)

Assim, de (E98), (E2@) e, se
Yy — 00, teremos que X — 00.
Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

Com 1sto teremos:

L) = LEN)] = x 200, se y— oo.

4. Por outro lado, , de (E98) e (EZ@), se

y— 0", seque que x— —oo.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor

Com 1sto teremos:

Ly) S LEx)] B x = 00, se y—o0*.

5. Observemos que se u,v € (0,00), de (EHD), seque que existem x,y € R, tais que

u=E(x) e v=E(y), (4.97)
ou ainda, Lu)=x e L(v)=y. (4.98)

Com 1sto teremos:

Liw-v) = LERX) - E(y))
Obs. (LZ2) stem (8) LE(x+y)]

=x+y

(=) L(u)+L(v).

6. Em particular, sen € N ey € (0,00) segue, por inducdo e a identidade acima,
que

n—fatores

E'm particular, teremos

y" =E[L(y")], para cada y € (0,00).
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7. Como consequéncia do item actma, seque que, para y € (0,00), m € N, se const-

10.

11.

derarmos
x=yme (0,00), (4.99)
e assim, segue que
L = L™
item (B) acima
e Ly)

(=)

1
= ‘'xm 1
Y= m-L(Xm>,

ou seja,
1
L (X%) = —L(x),
m
ou ainda: |
xm =E [—L(x)] . (4.100)
m
Dos itens (B) e (B) actma, seque que, para x € (0,00) e m,n € Z, m # 0, teremos
xw =E [3 L(x)] . (4.101)
m

Baseado nos itens actma, para x € (0,00) ey € R, € natural definirmos:

xY =E[y-L(x)]. (4.102)

Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificacdo de que este modo de definir
XY, coincide com a maneira que introduzimos anteriormente na Definicdo (-23),
quando x > 0.

Notemos que, da diferenciabilidade das funcées E e Lln em R e (0,00), respectiva-
mente, temos que, paray € R, a fungdo f: (0,00) — R, dada por

f(x) =xY, para cada x € (0,00), (4.103)

serd diferencidvel em (0,00) e além disso,para cada x € (0,00), teremos

d oy

) d
L = {E ly- L)}
Regar déC'adeza E ’ [y ) L(X)]

2 =y L))y -
—_————

==,
_ y—1
=y-X )

ou seja
d
T [Xy] =y- Xy_] , (4104)

para x € (0, 00).
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12. Finalmente, para y € (0,00), seque que, considerando-se
e€(0,y) e xe€(l,00),

teremos
X

1
x ¥-L(x) = J T dt
1

t>1 logo, t'"6<t x e—1
< x Vot dt

1
t=x
_ t°
=x Y. |—=
€ i

xt—1

— 0, gquando x — o0,

ou seja,

lim x Y- L(x)=0. (4.105)

X—00

4.3 Funcoes trigonométricas complexas
Nesta secdo, utilizando a fungdo exponencial complexa definida na secao anterior, introduzi-

remos as fungdes trigonométricas complexas e estudaremos suas propriedades bdsicas.
Comegaremos pelas:

Definicao 4.3.1 Definiremos as fung¢des C,S:C — C dadas por

C(z) = % [E(iz) + E(—iz)], (4.106)
S(z) = le [E(iz) —E(—iz)], para cada ze€ C, (4.107)

que serdo denominadas fungoes cosseno e seno (complexos) , respectivamnte.

A seguir temos algumas propriedades relacionadas com estas duas fungoes.

Observacao 4.3.1

1. Notemos que, para cada x € R, utilizando-se a propriedades bdsica da conjugacgao
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de numeros complezxos, teremos:

(EIIEE

C(x) x) 4+ E(—1x)]

EQ
Z*é %[E(WHE( ]

E(w)=E(w) 1 — S
bZEw 1 (ix)+ E(—ix)
2 |2 NI
“E(Cix)  —E[—(—ix)]=E(ix)

[E(—1ix) + E(ix)]

ou seja,
C(x) e R, para cada xé€R.

De modo semelhante teremos:

Six) = le [E(ix) — E(—ix)]
= —L21 [E(lx) — E(—lx)]
Ex=tx) |1
- E(ix)— E(—ix)
=E(—ix) =E[-(—ix)]=E(iz)
= (i~ E(i)
—21

ou seja,
S(x) € R, para cada xé€R.

2. Como consequéncia, para cada x € R, seque que:

() e (mmm) 1

C(x) +1i S(x) = [E(ix) + E(— )]—I—l{z]l [E(ix) — E(—ix)]}

~—— ~— 2
€R eRr
=E(ix),
ou seja,
RI[E(AIx)] =C(x) e JT[E(ix)] =S(x), para cada x€R, (4.108)

onde a parte real do numero complexo z serd indicada por R(z) e a parte inamgidria
do mumero complero z serd indicada por J(z).
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3. Observemos também que, para cada x € R, teremos:

[E(ix)? =E(ix)- E(ix)

em particular, seque que

[E(ix)|=1, para cada x€R. (4.109)

4. As fungées C e S sao diferencidveis em C (na verdade pertencem a C*(C;C)) e
além disso, seque que:

(ETm)

Cl(z) = diz{%[E(izH—E(—iz)]}
1(d .. d._ .
=5 {E [E(iz)] + % [E(—lz)]}

Regra di Cadeia 1
N 2
1
=—=: [E(iz) — E(—1z)]
2i

(=) —S(z), para cada z€C,

{E(iz) -1+ E(—iz) - (1)}

ou seja,
C’(z) =—-S(z), para cada zecC. (4.110)

De modo semelhante, teremos:

5/(z) = 4 {1 nz(iz)—E(—izn}

dz | 2i
Regra da Cadeia l (E(iz) -i— E(—iz) - (=)}
2i
- % [E(iz) + E(~i2)]
(ETmm)

="C(z), paracada z€C,

ou seja,
S’(z) =C(z), para cada zeC. (4.111)
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5. Notemos que

=1 =1

— —/—
Ei-0)+E(—i-0)

5(0) = 5= |E(i-0)—E(=i-0)

=1 =1

6. Existe x, € (0,00) tal que
C(x,) =0.

De fato, suponhamos, por absurdo, que para todo x > 0, tenhamos

C(x) #0.

Como a fungdo C €é continua em C,

e estamos supondo que
C(x)#0, para cada x € (0,00),

Segue que

C(x) >0, para cada x € (0,00).

Mas
T3
S'(x) (EEU)C(X)(>)O, para cada x € R,
assim a fun¢do S seria estritamente crescente em (0, 00).

Isto, juntamente com o fato que a func¢do S € continua em C e

=,

$(0)

implicaria que

S(x) >0, para cada x € (0,00).

191

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)
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Deste modo, para 0 < x <y, teriamos:

Y

S(x) (y —x) :J S(x) dt

X

®= oy
S(x)<S(t), se te(x,y) Y =~
< J S(t) dt
X
Y
- J —C/(1)] dt
X

Teor. F‘un:d Calculo —[C(y] — C(X)]

< IC(y)l+[C(x)]
COOICH)I=RE NI (ix)=1

< )
ou seja, para cada x € (0,00), temos que
Sx)(y—x) <2, para yE (x,00). (4.116)
Mas, se
Yy — 00,

de (E11H), temos que S(x) >0, para cada x € (0,00) assim, segue que
S(X)(y _X) — 00,

contrariando (E1I3).

Logo podemos concluir que, existe x, € (0,00) tal que

C(x,) =0.
7. Seja x, € (0,00), tal que
C(Xo) =0
e para cada x € (0,%,), tenhamos
C(x) #0,

1sto €, X, > 0 serd o primeiro zero da funcdo C em (0, 00).

Notemos que eziste tal
Xo € (0,00),

pois sabemos que o conjunto, que indicaremos por Z, formado pelos zeros de uma
fung¢do continua é um conjunto fechado.

De fato, pois
{x>0;C(x)=0}=C"({0)N[0,00) .

fechado fechado
S

-~

fechado
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Como Z C [0,00) €
C(0)=14#0,

Segue que

Z € fechado em R .
= min Z > 0.

X, = Inf Z
8. Deste podo, podemos definir

mTE (Xo,00), como sendo T=2X,. (4.117)

Notemos que:

c(-):cugzo.

9. Observemos também que

assim teremos
[S(xo)]* =1, ouseja, S(x,)==+1.

Como
Cx)>0 e S'(x)=C(x)>0, paracada xe€ (0,%),

seque que a funcdo S serd estritamente crescente em (0,X,).

Mas

logo, da continuidade da fung¢do S, seque que
S(x) >0, para cada x € (0,x,) = (O,E> . (4.118)

Portanto deveremos ter
S(x,) =1.

10. Em particular, teremos

E(ixo) = C(Xo) + iS(Xo)
=0+i-1
=1,

ou seja, E (1%) =1i. (4.119)
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11. Notemos também que:

e portanto

E(z+2mi) =E(z)-E(27i) = E(z), par cada ze€C, (4.120)
ou seja, a funcdo E é uma funcdo 2mi-periddica.

12. Dos itens (B) e (H) acima teremos, para cada x € R, que

Do curso de Equagdes Diferenciais Ordindrias seque que deveremos, mecessaria-
mente, ter:

C(x) =cos(x) e S(x)=sen(x), paracada x€R, (4.121)

ou seja, as fungdes C e S, dadas por (EI08) e (EIOD), respectivamente, sdo ez-
tensdes das funcgdes trigonométricas reais, para o campo complezo.

Podemos resumir isto no seguinte resultado:
Proposicao 4.3.1
1. a fungdo E, dada por (BEED), é 2mi-periddica;
2. as fungdes C e S, dadas por (EI08) e (EI07), respectivamente, sGo 2 m-periddicas;

3. as restrigbes das fungbes C e S, dadas por (E108) e (EI012), a R sdo fungbes reais
e 2m-periddicas;

4. Para cada t € (0,2m), teremos

E(it) #1;
5. se z, € C satisfaz |z,| = 1, entdo existird um unico t, € [0,27), tal que

E(ity) = 2z,.
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Demonstragao:
Do item 1.:
Foi mostrado na Observagdo acima item (B).
Do item 2.:
Foi mostrado na Observagdo acima item (H).
Do item 3.:
Para cada x € R, teremos:

Clx+2m) = l{E[i(x+27t)] + E[—i(x+ 2m)]}

N

= % Elix+27mi] +E[—ix —27i]

=E(ix) =E(—ix)
= %{E(ix) + E(—ix)}
=C(x), (4.122)

Sx+2m) = %{E[i(x—FZTc)] —E[—i(x+2m)]}

Eix +2mi] —E[—ix — 27i]

- Z I ~ N
=E(ix) =E(—ix)
~ L Elix) —E(—ix)
21
— S(x), (4.123)

mostrando que as restrigdes das fungdes C, S, dadas por (EI0H) e (E107), a R sdo fungdes
reais 2 m-periddicas.

Do item 4.:

Se

com x,y € R, como
[E(it) =1,

da Observagdo (E=21) acima item 8., teremos que
x=C(s) e y=S(s)e(0,1), ouseja, x,yec(0,1).
Notemos também que

E(4si) = [E(is)]*
= (x+iy)*
Exegicio x4—6x2y2+y4+4i7€y (xz—yz) . (4124)
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Logo,
E(4si) eR
se, e somente se,
Xy (xz —yz) =0,
como x,y € (0,1), teremos: x* —y?> =0,
isto 6, x*=y*=0,
ou ainda, x =+y. (4.125)
Mas
x> +y*=E(is)| =1,

assim teremos

T=x"+y
(=xz)
=" (+y)* +y7,
1
isto ¢, x* =y’ = 3 (4.126)
ou seja,
E(4si) eR
se, e somente se,
2 2
.\ (ET23) e (ET) 2 . 2 L2 2

E(4s1) = X 6 X \y/ + \y/
=1 E=)1 (), (e=3) |
2 2 =73 = 2

1 1T 1 1

:——6-—-—:—:—1
4 2 2 4 ’
ou seja, E(4si)=-—1.
Portanto, se
Tt . . .
s € (0,2) , étalque E(4si)e R, deveremos ter: E(4si)=-—1. (4.127)

Suponhamos, por absurdo, que existe t, € (0,27) tal que

E(it,) =1.
Como ¢ .
s=5e(03)
segue que,
E(4si)=E(it,) =1, ouseja, E(4si)eR. (4.128)

Logo, de (ETZ17), segue que
E(4si)=-1,
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o que contraria (ETZH).
Portanto néo existe t, € (0,2 7), tal que

E(it) =1,

completando a demonstragdo do item 4. .
Do item 5.:
A unicidade segue do item 4., pois se

t1,tz - [O,Zﬂ),

sdo tais que

E(ity)
teremos, - =1
E(ity)
entdo, E(it;)-[E(ity)] ' =1
~—
. =E(—it2)
—Eli(1—t2)]

ou ainda, E[i(t;—t)]=1.

Suponhamos, por absurdo, que t; # t;.
Podemos supor, sem perda de generalidade que

tHh<t.
Logo
t,—t €(0,2m7),

o que contraria o item 4. (pois E[i (t; —t1)] # 1).
Para mostrar a existéncia de

te[0,2m), talque E(it)=z,,
€SCrevemos
Zo =X, +1Yo, onde X,,Y, € R.

Notemos que
’Xo‘ ) ‘yo‘ < 1 y pOiS on +y02 - ’Z0’2 =1.

A seguir consideraremos os seguintes casos:

I. Caso que x,,Yy, € [0, 1].

s
Observemos que a fungdo C é estritamente decrescente em [O , ﬂ, do valor 1, para o
valor 0.
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Como ela é uma fungdo continua segue, do Teorema do Valor Intermedidrio, que existe
T
t, € [O, E] tal que

C(ty) = %o -
Por outro lado, como
2 s (113)) Tt
[Clt)?+[S(t)? =1 e S(t,) > 0, paracada t,e€ [O,E] ,
segue que
Yo "=0 V1 =%
=V 1— [C(to)]z
2 2_ e °
[Clto)*+1S(to )P=1 & S(to) >0 S(ty).
Assim

Zo = Xo +iUo = C(to) + iS(to) - E(ito) )

completando a demonstragdo para o caso que X, ,Y, € [0, 1].

Caso que x, € [—1,0) e y, € [0, 1].

Neste caso teremos:

_.o:_. 0+'o:o_'o: 0+._0
iz ixo +1Yo) =Yyo — 1% \y/ 1(\7;)

>0 >0
e assim estaremos na situagdo acima.
- s
Logo, poderemos encontrar t, € [O , ﬂ, tal que
E(if) = —iz,
Portanto
1 .
Zo=—- E(it,)
—i-E(if,)
T, .
=E <El> -E (1to)
T, .
=k <§ i+ lto)
T
=E z + to 1
|
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ITI. Caso que x, € (—1,1) ey, € (—1,0).

Nesta situagdo teremos:

),

—Zo = ~(Xo +1Yo) = X0 Yo
e(=1,1) €(o,1)

e assim podemos aplicar a situagdo acima para obter t, € [0,7) tal que

=to€[0,27)

completando a demonstracao do resultado.

Temos também as seguintes observagdes:

Observacgao 4.3.2
1. Segue do item 5. da Proposi¢do (E=31) actma, e do fato que

[E(it)]=1, wpara cada teR,

199

que a curva parametrizada diferencidvel vy : [0,27 — R? (identificando R* com C)

dada por
v(t) =E(it), para cada tecl[0,2m7],

serd uma curva fechada simples, cuja imagem € a circunferéncia unitdria centrada

na origem de C (veja a figura abaizo)
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2. Como

v/(t) = %[E(it)] flegra da Cadea ¢ 13 4) i =1-E(it), para cada te€[0,27],

segue que
27t

27 27
J by /(1) dt:J [i-E(it)] dt:J dt =2m,
——

0 0 S~ 0
=il [E(it)}=1
ou seja, o comprimento da curva parametrizada diferencidvel y, é igual ao com-
primento da circunferéncia, do plano xOy, de centro na origem e raio 1.

3. Para cada t, € (0,27, quando t varia de 0 até t,, y(t) descreverd uma arco da
circunferéncia percorrido no sentido anti-hordrio do ponto y(0) até o ponto y(t,)
(veja a figura abaizo).

4. Consideremos o tridngulo de vértices (veja a figura abaizo):

z1=0, z=v(t) e z3=C(t,).

Entdo teremos, da Trigonometria, que
C(t,) =cos(t,) e S(t,) = sen(t,),
ou seja, como as fun¢des envonvidas sao 2 m-peridodicas seque que

C(t) =cos(t) e S(t)=sen(t), paracada teR.
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Y

4.4 O Teorema fundamental da Algebra

Nesta segdo trataremos do Teorema Fundamental da Algebra, a saber:

Teorema 4.4.1 Sejamn e N e a; € C, parai€{0,1,---,n}, com a, # 0.
Entao existe z, € C tal que
P(Zo) =0,
onde N
P(z) = Z axz®, para cada z€C, (4.129)

k=0
ou seja, todo polinémio de grau n > 1, com coeficientes complexos possui, pelo menos,
uma raiz compleza.

Demonstracgao:
Sem perda de generalidade, podemo supor que

a,=1.

De fato, caso contrdrio consideramos o polinémio Q : C — C dado por

1
Q(z) = —P(z), paracada zeC.

an

Se provarmos que existe z, € C tal que
Q(ZO) =0 )

isto implicard que

a—P(z) =0, ouseja, P(z,) =0,

demonstrando o resultado.
Seja

u = inf [P(2)], (4.130)

que existe pois
IP(z)] >0, paracada zeC.
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Se, para algum R > 0, temos que z € C satisfaz

2 =R >0, (4.131)
entdo:
n
P(z) =) acz*
=0
n—1
m=T Z a, z*
Y=o

v
N
3
|
o
=
N
_=

=R" (1 = lao| R — ey | R —--- —Ja, 4R 7).
Notemos que, fazendo
R — o0,

o lado direito da expressdo acima tende a oo, pois
R, R™ ... R"—0, quando R — .
Logo, existe R, > 0 tal que
IP(z)] > u, paracada [z|>R,.

Assim, segue que
u= iIGI(Ef: I[P(z)| = inf |P(z)], (4.132)

z€B,
onde
B, ={ze€C;lz] <R} .

Como a fungdo
z — |P(z)]

é uma fungdo continua na bola fechada B, (que é compacta em (Rz , dRz)), segue que ela
assume seu valor minimo em B,, ou seja,

n=min|P(z)| = inf [P(2)], (4.133)

ou ainda, existe z, € B, tal que
P(zo)l = p. (4.134)
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Afirmacgdo:
u=0.
Suponhamos, por absurdo, que
P(z,) = p #0.
Consideremos a fungdo Q : C — C, dada por
1
Q(z) = P(z+2z,), paracada zecC. (4.135)

P(z,)
Notemos que a fungdo Q é uma fungio polinomial, ndo-constante (pois a fungdo P é uma
funcdo polinomial, ndo-constante, jd que a, =1 e n > 1), que satisfaz:
1
(0) =
< P(z,)

_ [P(z+z,)|
e 1Q(z)l= W

inf [P(z + z,)|
> zeC
— |P(z0)l

(=) (=),

P(0O+2z,) =T, (4.136)

(zo)
—
inf [P(w)|

weC
IP(2,)]
_P(zo)l
CP(zo)l
isto é, |Q(z)|>1, paracada zeC. (4.137)

Logo podemos escrever (|Q(0)] =3 1)

Q(z) =1+byz+---+b,z", paracada zcC, (4.138)

onde
ke{l,2,---,n}

é o menor natural tal que
b #0, (4.139)

que existe, pois fungdo polinomial Q € ndo constante.
Notemos que se considerarmos
. by
z=——, teremos que |z|=1.
by
Logo, pelo item (B) da Proposicao (E=2) , segue que existe 0 € R, tal que
e M = E(—ik0)

Prop.(E=)
= z

by’
ou seja, e b, = —|by/. (4.140)
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Seja r > 0, tal que

™ < o °d seja, 0<1—1%byl. (4.141)
K
Entdo (ETZ0), implicard que
I1T+1* beet™® | = \1 —rklbk||
=D _y, |
= k
=1 _ by (4.142)
Assim, teremos:
|Q (rei9)| _ “ F by rketk® 4 p, Rt gtlkeo +---+bnr”e“‘e]

< |] +bkrkeik6’ 1 ‘ka Pt ei(k+1)e‘ TR ‘bnrn ein@’
< |] +bkrkeik6‘+|bk+]|rk+1 |ei(k+1)9}_{_”'+|bn|rn |ein9‘
T ™
< |14 byt 0] o[ 7T o o
—_————

=11k by

bl o [ - [ T
=1—7"[[bxl = rlbrr| — - =" ¥ by]] . (4.143)

Notemos que se
re (0,00), € suficientemente pequeno,

a expressao dentro do colchete acima serd maior que zero, pois
- = ;
by —rlop g —- =7 5|by Tkl > 0, quando r—O0".
Logo, podemos conlcuir que

|Q(re!®)| <1, para r>0 suficientemente pequeno,

suficientemente pequeno, o que contraria o fato que (veja (EI37))

1Q (rew)| > 1.
Portando deveremos ter
u=0
ou seja, existe z, € C tal que
P(Zo) - 0)

completando a demonstragdo do resultado.
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4.5 Séries de Fourier

Nesta secdo estudaremos a Série de Fourier associada a uma fungdo periédica "bem com-
portada”.
Comegaremos pela:

Definicao 4.5.1 Um polindmio trigonométrico é uma funcdo P : R — C que pode ser

colocada na seguinte forma:

N
P(x) = % + Z [a, cos(nx)+ b, sen(nx)], para cada x€R, (4.144)

n=1
onde a;,b; € C, para cadai€{0,1,--- ,N} eje{l,2,--- NL
Observacao 4.5.1

1. Podemos reescrever ({-144) na forma

N
P(x) = Z cne™™, para cada x €R, (4.145)
n=—N
onde
—1b ib
coi%, cni% e cni%, para cada mn €N,  (4.146)

Para mostrar as identidades acima, basta, para n € Z, substituir
einx + efinx einx o efinx
cos(ihx) = —— e sen(nx)= —+—
2 21
em (I1Z2).

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

2. Notemos que, para cada x € R, temos que:

N —1 N
Z ch einx _ Z Ch (efix)*n_kzcn (eix)n
n=—N n=—N n=0
N N
n=—m na:1.a soma Z Com (eilx)m + Z Cn (eIX)TL
m=1 n=0

— Q (efix) +R (eix) ,

onde Q e R sdo funcdes polinomiais complezas, dadas por

N N
Q(z) = Zc,mzm e R(z) ichz“,
m=1 n=0

para cada z € C, dat o porque do nome ”polinémio trigonométrico” para a ex-
pressdo (ETZ4).
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3. Observemos que todo polindmio trigonométrico € uma funcgcao 2m-periddica pois,

para cada n € Z a fungdo

inx

X— e

€ uma fung¢do 2 m-periodica.

Deizaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

Notemos também que, para cada n € Z \ {0}, temos que

dx | in

ou seja, a fungdo

X'_)i einx
dx | in |’

também serd uma fung¢do 2 m-periddica.

Além disso teremos:

1 J [ 1, para
— e dx =
21, 0, para

d einx )
[ - } =e'"*, para cada x E€R,

n=20

0 (4.147)

Dewzaremos a verificacdao deste fato como exercicio para o leitor.

Notemos que, para cada m € {—N,--- N} e x € R, multiplicando-se (Z-1Z3) por

e '™ e integrando-se em [—7t, Tt obteremos:

Jnﬂ f(x)e "™ dx = r

us

N

N
Z c einx e—imxdx
n
n=—N
7.[ . .
=> {cnl[ el e tmx dx}
-1

n=—N
N T
— Cn J et mix qx (4.148)
n=—N Nk ,
(=) 0, para m#n
27, para m=n
=2TCp, (4.149)

ou seja,

1 (" ~
Cm:_J f(x)e"™*dx, para cada me{—N,--- N}.
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7. Notemos também que, de (E1Z9), se funcdo f € dada por (-173) e |m| > N entdo

ez 1 (7 -
Cm :O( =) —J f(x)e *™*dx,
271 ) .
ou seja,
1T (" -
Com = _ZWJ f(x)e '™ dx, para cada meZ. (4.150)

8. Neste caso, os coeficientes de ([I-1Z4) poderdo ser obtidos da seguinte forma:

Para cadan € Z" e k € N, teremos

a, = - J:T f(x) cos(nx)dx e by=— J:T f(x) sen(kx) dx. (4.151)

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

9. Por fim notemos que, o polinémio trigonométrico (I-1Z4) serd a valores reais se,
e somente se,

ai,bje R, para para ie{0,1,---,N} e je{l,2,---,N}.

Por sua vez, de (ETZ4), isto serd equivalente a
Cn=Ch, paracada mnE€EZZ,
po1s

(eTm) a, +1b,
C—n — - ~

2
Tn=an, bn=bn an + 1E
N 2
a, —1ib,

2

(ezz8) (an —iby
B 2

=C,, paracada nez.

10. Se a funcdo f:[—mn, ] — C € integrdvel em [—m,n], 0os numeros compleros
Cm, para cada meZ,

dados pela expressdo (Z-150), estardo bem definidos e serdo ditos coeficientes
(complexos) de Fourier associados a fungao f.

Podemos agora introduzir a:
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Definicao 4.5.2 Uma série trigonométrica (ou de Fourier), serd uma série de fungdes
que pode ser colocada na sequinte forma:

Z cne™, para cada x €R, (4.152)
n=—o0
onde a N-éstma soma parcial desta série de fungdes é dada por (-1Z3), ou seja
00 N
Z Cpe™ = lim Z cne™, para cada x€R. (4.153)
n=—oo

n=—N

Observacao 4.5.2 Temos as sequintes questdoes relacionadas com a série de fungdes
actma:

1. Quando a série de Fourier associada a uma dada func¢do f que é 2m-periédica
converge (pontualmente ou uniformemente)?

2. Se a série de Fourier associada a uma dada fungdo f for convergente, convergird
para a funcao f?

Outras questdes interessantes serdo colocadas ao longo desta segdo.

Para comegar a responder a essas questdes precisaremos de alguns resultados que serdo
tratados a seguir.
Antes porém temos a:

Definicao 4.5.3 Consideremos a sequéncia de fungées (b, )neny onde, para cada n € N,
a fungdo ¢, :[a,b] — C e, para cada n,m € N temos que

Jb Pm(x) Pn(x)dx =0, se m#n. (4.154)

Neste caso diremos que a familia {¢,; n € N} € um conjunto ortogonal.
Se além disso, tivermos

b
J pn(x)Pdx =1, para cada neN, (4.155)

diremos que a familia {¢,; n € N} € um conjunto ortonornal.

Com isto temos o:
Exemplo 4.5.1 Para cada n € N, consideremos a fung¢do ¢, : [—m,n] — C, dada por

.1
(bn(x):: \/z;%

Entdo a familia {¢,; n € N} € um conjunto ortonornal.

e'™, para cada x € [—m,m. (4.156)
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Resolugao:

A demonstragdo segue da contas feitas em (EIZ9) e por isto os detalhes serdo deixados
como exercicio para o leitor.

Temos também o

Exemplo 4.5.2 Consideremos as ¢y, d1, -+ , 1,2, ---: [—m, 1] = R, dadas por:
1
(Do(X) - TTE )
. cos(x) . sen(x)

d)] (X) - \/7—_( ) 1|)1( ) \/F[ )

cos(2x) sen(2x)
d)Z( ) 7 ) 11)2( ) T )

para cada X € [—m,. (4.157)

Entdo a familia {di,\P;; 1€ NU{0}, j € N} é um conjunto ortonormal.

Resolucgao:
Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

Observacao 4.5.3 Consideremos f € R em [a,b].

1. Seja {bn; n € ZT} um conjunto ortonormal formado por fungbes, a valores com-
plexos, definidas em [a,b].

Para cada n € Z* definamos

b
Cn = J £(t) dn(t) dt, (4.158)

a

que serd dito n-ésimo coeficiente (complexo) de Fourier associado a funcgao f.

Neste caso poderemos considerar a série de fungoes
Z Ccn dn(x), para cada x € [a,b], (4.159)
n=0

que serd denominada série de Fourier (complexa) associada a fungao f (relati-
vamente a familia ortonormal {&,;n € Z*}).

2. Nosso objetivo serd estudar a convergéncia da série de Fourier (EIRY), assoctada
a uma funcdo f dada.

Para isto comegaremos com o:
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Teorema 4.5.1 Sejam f € R em [a,b] e {bn;n € Z"} um conjunto ortonormal formado
por fungbes, a valores complezxos, definidas em [a,Db].

Para cada N € Z* consideremos as fungées sy, tn : [a,b] — C, dadas por:

N

sn(x) = Z ci dilx), (4.160)
1:0

tn(x) = Z dy dr(x), para cada x € [a,b], (4.161)
k=0

onde (Z-167) é a N-ésima soma parcial da série de Fourier associada a fungdo f (ou
seja, para cada n € Z*, o coeficiente ¢, € dado por (Z153)).

Entao, teremos

b b
J If(x) — sn(x))? dx < J 1f(x) — tn(x)]* dx. (4.162)

a a
A 1gualdade na desigualdade acima ocorrerd se, e somente se,

dy =cx, paracada ke{0,1,---,N}. (4.163)

Demonstracgao:

Observemos que, para cada N € Z™, teremos:

= i_kck. (4.164)
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Mas,
b b = Zko D dx(x)
J [ty () dx = ta(x)  ta(x)dx
=550 dj b (%)
=== b /N N
= J (Z dx d)k(x)) (Z d; CDJ(X)) dx
@ \k=0 j=0
N N b
- Z Z di d; J Pr(x) dj(x) dx
k=0 j=0 a g ,
Conj. cu;onormal 1 ) para j == k
0, paraj #k
N —
= Z dy dx
k=0
N
=D _lai?. (4.165)
k=0
Logo,

b b b b
= | [f(x)]dx — J f(x) tn(x) dx — J tn(x) f(x) dx+J ltn (%) dx
=P f(x)tn (x) dx =N a2
b b b N
= J 1f(x)]* dx — J f(x) tn(x) dx—J f(x) tn(x) dx+Z |dy|?
a Ja Ja k=0
(EE)ZD:oTka (EE]ZD:oTka
b N N N
— [ P ax = Y Te— Y e+ Y I
a k=0 k=0 k=0
:thlzo dy Ci
b N N N
= J [f(x)* dx — Z dpck — Z dy G + Z |di[?
a k=0 k=0 k=0
b N L N
— J 1f(x)]* dx — Z (dicx + dix) + Z |di|?. (4.166)
a k=0 k=0
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Notemos que

=(dr—cx)
N N ——
Z |di — et = Z(dk — i) - (dx —cx)
k=0 k=0
N

= Z (dkd_k— di Cx — i dy + Ckc_k)

=0

N n N
= Z |dil* — Z (die T+ crdi) + Z el
k=0 k=1 k=0
ou seja,
N N N N
Z |dl* — Z (deTe + e dy) = Z |dk — cxl* — Z [SH
k=0 k=0 k=0 k=0
Logo substituindo esta identidade em (E-TEH), obteremos:
>0
/_/%

b b N N
| 1700 — 0o ax = | 0P x Yl - e - Y el
a k=0 k=0

b N
> J F)Pdx— ) el (4.167)
a k=0

e a igualdade na desigualdade acima ocorrerd se, e somente se,
dy =cx, paracada ke{0,1,---,N}.

Para finalizar, observemos que

b b i=0 CGi bi(x)
[svrac=|" S S
b [N 1T N 7
= Z ci di(x) Z c; dj(x) | dx
Ja [i=0 1 Lj=0
b [ N 17N 1
= Z ci di(x) Gy dj(x) | dx
a | i=0 4 Lj=0 J

NN .
:chic_j J di(x) dj(x) dx

(b1 )keN é_ortonroma1{1 ) para 1= ]

0, parai#j

= iicic_iz imz (4.168)
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€

b
J [f(x) — sn(X)Pdx = | [f(x) — sn(x)] - [f(x) — sn(x)] dx

Ja

b b b
= | |f(x)]* dx — J f(x) sn(x) dx — J sn(x) f(x) dx + J Isn (x)]? dx
a a

(E=3)
= ZE:O e l?

b b b N
= J If(x)|* dx — J f(x)sn(x) dx — J f(x) sn(x) dx + Z lex ). (4.169)
a a a k=0

~~

:fg f(x) s (x) dx

Notemos que

_ ., N N
cii=les ZC—iCiZZmZ (4.170)

e que

Logo, substituindo esta identidade em (EZIEd), obteremos:
b b N N N
|| 1700 = swtxlf ax = | 1H00R dx = 3 ke = 3l Y sl
a a i=0 i=0 k=0

b N
— J F)Pdx— ) el (4.171)
a i=0
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Portanto

a

N
Jb 100 — ta(x) [ dx > r P dx— Y e
a k=0

= r [£(x) — s (x)|? dx,

a

mostrando (ETE3).
Além disso, de (ETIED), notamos que valerd a igualdade na desigualdade acima ocorrerd
se, e somente se,
dy =cx, paracada ke{0,1,---,n},

completando a demonstragao do resultado.

Observacao 4.5.4

1. O resultado acima nos diz que entre todas as funcgoes

do tipo polinémio trigonométrico (isto €, dadas por (EI51)), que utilizarmos para
a aproximar a func¢do f, as fungdes

Sn = Sn(x) )

dadas por (ETIE0), sdo aquelas que nos fornecerdo as melhores aprorimagées (na
norma acima,).

2. Notemos que (Z-163) nos diz que, para cada N € N, teremos
b N
J sn(f3x)Pdx < ) el (4.172)
a i=0

Temos também a desigualdade de Bessel (na forma complexa), a saber:

Teorema 4.5.2 Sejam f € R em [a,b] e {dn; n € ZT} um conjunto ortonormal formado
por fungébes, a valores complezros, definidas em [a,Db].
Entado

o9}

D el < Jb [f(x)* dx, (4.173)

n=0 a

onde, para cada n € Z*, o coeficiente ¢, serd dada por (-153).
Em particular,
lim ¢, =0, (4.174)

n—oo

que é conhecido como Lema de Riemann-Lebesgue (na forma complexa).
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Demonstragao:
Para cada N € N segue, de (ET71), que

b
0< J f(x) — sn(x)P dx

a

b N
= [ 0P = Y et
a n=0

N b
ou seja, 0< Z lea? < J If(x)|* dx. (4.175)
n=0 a
Logo fazendo
N — oo
na desigualdade acima, segue que a série numérica Z lcn|* é convergente em (R, dg), pois a
n=0

sequéncia das somas parciais serd monoétona crescente e limitada em (R, dg).

Além disso, teremos
<Y Jel < J F(x)P dx,
n=0 a

mostrando (ET73).

o0
Como a série numérica E lcnl? é convergente (R, dg), do Critério da Divergéncia, segue

n=0
que

lim |cn* =0,
n—oo
0 que implicard que

lim ¢, =0,
n—oo

completando a demonstragdo do resultado.
O
Como consequéncia da demonstragdo do Teorema (EEJ), temos um resultado andlogo
para as sequéncias
(Cn)nEZ)

dados por (EI=0), a saber, também conhecido como desigualdade de Bessel (na forma
complexa):

Coroléario 4.5.1 Sejam f € R em [—m, 7).
Entao

Z e < <5 J f(x)? dx, (4.176)

onde, para cada n € Z, os coeficientes ¢, serdo dados por (-150).
Em particular,
limc, =0 e lim c,=0 (4.177)

n—oo n——oo

que é conhecido como Lema de Riemann-Lebesgue (na forma complexa).
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Demonstracgao:
Também como consequéncia da demonstragdo do Teorema (EE2), temos um resultado
andlogo para as sequéncias

(an)nezr € (by)ken,

dados por (EI=1), a saber, também conhecido como desigualdade de Bessel (na forma real):

Corolério 4.5.2 Sejam f € R em [—m, 7.

Entado
@ v 2, v 2] ° 2
7+Zoa“ +Zobn <— alf(x)l dx, (4.178)
onde, para cada n € Z*, os coeficientes a,, b, serdo dados por ({-1Z4) ou (Z-151).
Em particular,
lim a,, = lim b, =0 (4.179)

n—oo n—oo

que é conhecido como Lema de Riemann-Lebesgue (na forma real).

Demonstracgao:
Notemos que o conjunto {®,,; n € Z}

D, (x) = e™, paracada x €R, (4.180)

é um conjunto ortonormal em (C([—7m,n]; C),+,-), relativamente oa produto interno da
integral em [—7t, 7).
Como, para cada n € Z* temos que

p () do”

, (mm) a + b’
1 © el = ———

i (4.181)

o0
Como, do Teorema (EE3), temos que a série numérica E lcnl? é convergente em (R, dg)
n=0
e, do Critério da Comparagdo para séries numéricas (cujos termos sdo ndo negativos), segue
o0 [ee]

que as séries numeéricas Z a’ e Z b, serdo convergentes em (R, dg).
n=0 n=0
Além disso, da desigualdade de Bessel na forma complexa (isto é, (ETZ73)), segue que

<_+Z“n+zb > +Z (an? +b.d)
n=0

(EE)ZTEZICTLIZ < Jlf(x)lzdx.
n=0 a

o0 o0

Como as séries numéricas E ale E b, sdo convergentes em (R, dg), do Critério da
. . n=0 n=0
Divergéncia, segue que

lim a2 = lim b,? = =0,
n—oo n—oo
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0 que implicard que
lim a, = lim b, =0,

n—oo n—oo

completando a demonstragdo do resultado.
0

~ 1 . .
Observacao 4.5.5 Observemos que o fator - aparece na desigualdade acima estd rela-
ctonado com o fato que
le™ || =27

Exzamine a demonstragdo do Teorema (BEEJ) acima trocando, para cada k € Z, a
fungdo oy pela funcao @y, dada por (EIED).

4.6 Algumas séries trigonométricas

A seguir exibiremos alguns resultados importantes relacionados com a convergéncia da série
de Fourier associada a uma fungdo f que é 2 t-periédica e "bem comportada”.
Comecaremos fazendo as seguintes observagdes:

Observagao 4.6.1 Seja f: R — C uma fung¢do 2 m-periddica, tal que f € R em [—m, 7.
1. Para cada n € Z, consideremos

. 1 " —inx
Cn = EJ f(x)e dx, (4.182)

—Tt
0 n-ésimo coeficiente de Fourier associado a funcao f e

N
Sni(x) = Sn(f;x) = Z cne'™, para cada x €R, (4.183)
n=—N

a n-éstma soma parcial da série de Fourier associado a fungdo f, isto €, de

Z cne™™, para cada x €R, (4.184)
—

Além disso, para cada n € Z, consideremos a fun¢do @, : R — C dada por

D,(x) = e'™  para cada x €R, (4.185)

Com isto, do Exemplo (Z-5-1), seque que o conjunto {®,;n € Z} é um conjunto
ortonormal em [—m, ).
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2. Logo, utilizando-se de (-163), temos que ([I-173) pode ser reescrita na seguinte
forma:

1 " 2 2
7| swioRax = Z|cn|

(Df)] T[f Zd 4.186
_ﬁjuxn x. (4.186)

—Tt

]
O fator — devid
fator 5 aparece devido a
J le!™ 2 dx = 2.

3. Para cada N € N, consideremos a fun¢do Dy : R — C dada por

N

Dn(x) = Z e'™  para cada x €R, (4.187)
n=—N

que € denominado niucleo de Dirichlet de ordem N.

4. Observemos que, para cada N € N e x € R, teremos:

N
(e —1)Dn(x) = (e —1) E etnx
n=—N
N N
— E el(n-H)x o E elnx
n=—N n=—N
~—_—— ——
o E:_]N-H etkx :ZE=7N+1 etkx—e tNx
N+1 N
— § e - E eikx o e—iNx
—N+1 n=—N+1

:thlszﬁ eikx el (N+1)x

— el(N-H)x o e—le .

Multiplicando-se essa 1gualdade por e_%, obteremos:

(1) D) = et (N e
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ou seja,

sen [(N + %) x}
[)N(XJ:: X )
sen (z)

5. Observemos também que, para N € N e x € R, teremos:

N
Sa(x) = Z cnemx

para cada NeNe xeR\{km; keZ}. (4.188)

n=—N
N 1 7T
= <—J f(t) e tnt dt) elnx
27 )_,
n=—N
1 (™ N
27TJ—7T ( ) nZ_Ne d
| —
=Dn (x—t)
1 (™
— | f(t)Dn(x—1t)dt
27-[an

s=x—1t = ds=-—dt
t=—" =5 s=x+m
t=1 =5 s=x—1m 1 Jx—ﬂ

> f(x —s) Dn(s) (—ds)
27

X—+TT
—7t

f(x —s) Dn(s) ds

f,DN sdo 2 m-periddicas 1
27

— %Tjﬁﬂf(x—s)DN(s) ds. (4.189)

us

Agora podemos enunciar e demonstrar um resultado que trata da convergéncia pontual
da série de Fourier (ETZ4):

Teorema 4.6.1 Seja f: R — C uma funcdo 2 m-periédica em R tal que f € R em [—m, 7.
Suponhamos que para cada x, € R fizado, ezxistam 6, M > 0 tais que se

[t < &, deveremos ter: |f(x,+1t)—1f(x,)| < MIt], (4.190)

entao
lim Sn(xo) = f(xo), (4.191)
N—oo

1sto €, a série de Fourier ([L_153) associada a fung¢do f convergird, em X,, para f(x,),
ou ainda,

f(x,) = Z cethe (4.192)
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Demonstracgao:

Consideremos a fungdo g : R — C, dada por

f(xo - t) - f(xo)

¢ , para O<|tl<m
g(t) = sen (5) , (4.193)
0, para t=0

g(t+2m) =g(t), paracada teR.

Notemos que, para cada N € N, teremos

1 " 1 " inx
ZJ Dn(x) dx—ﬁJ_NZe dx

:ZE:—N ei nx

=5-2m=1. (4.194)
Assim:
(EEZU]
Snlxo) — F(xo) (Ef”%[r f(xo — s) Dn(s) ds — f(x,) J Dy (s) ds
=lr (flxo—s)— f(xe)]  Dn(s)  ds
271 )_, ———
(E:E)g(s)sen(%) (=) sen[(NJr%)S]
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Mas

st oo (3)] =5y 7 oo (3)]

2 sen ()] —

=2M |——| <L, (4.196)
o (3
S
2
para algum L > 0, se [s| < 9, pois
s
sen <—)
i 2 =
2
e
f(xo +5) — fxo

s ()| - ) e G)

= [f(xo +s) — f(xo)|

(=)
< M]s|
|s|<d<m
< Mm, (4.197)
ou seja, as fungbes 2 r-periddicas
g1 : s — g(s) cos <%) e g:s—g(t) sen (%) (4.198)

sdo fungdes limitadas em (R, dr) e, juntamente com o fato que f € R em [—7t, 71|, implicardo
que as fungdes g1 e g, dadas por (ETUH) acima, pertencem a R em [—7, 7.
Deixaremos os detalhes dessa afirmacdo como exercicio para o leitor.
Com isto, podemos considerar os coeficientes de Fourier associados a fungdo g;, que serdo
indicados por
an,b,, paracada ne€ZzZ",

dados por (ETLT), trocando-se fungéo f pela fungéo g;.
Também podemos considerar os coeficientes de Fourier associados a fungdo g,, que serao
indicados por
A.,B., paracada neZt",

dados por (ETLT), trocando-se fungéo f pela fungéo g,.
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Logo, do Coroldrio (E212), segue que,

ClN,bN,AN,BN—>OO, quando N—)OO,
em particular:
= o
7 S e o
J [g(s) Ccos <§>] sen(Ns)ds = J gi(s) sen(Ns)ds — 0
J g(s)sen (%)] cos(Ns)ds = J ga2(s)cos(Ns)ds — 0, quando N — oo,
2N

ou seja, de (ET93), teremos
Snixe) — f(xo) 0, quando N — oo,

mostrando (ETUD) e completando a demonstragdo do resultado.

(4.199)

O

Observacao 4.6.2 Uma fungdo f que satisfaz a condigdo (Z-190) serd demominada

fung¢do localmente Lipschitiziana em x = x,.

Como consequéncia temos o

Corolario 4.6.1 Sejam f,g: R — C fungbes 2 m-periédicas em R, tais que f,g € R em

[—mt, 71 e I C R um intervalo aberto de R.
Suponhamos que
f(x) =0, para cada x€1.

Entao, para cada x € I, teremos
Sn(x) =0, quando N — co.
Em particular, se existir 6 > 0 tal que
f(x) =g(x), para cada x € (xo—0,%,+ ),

seque que
Sni(f;x) —Sn(g;x) =Sn(f—g;x) = 0, gquando N — oo,

para cada x € R.

Demonstragao:

Como a fungao
f=0 em I,

ela satisfaz (ET90) para cada x € I.

(4.200)

(4.201)
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Do Teorema (EBT) acima, segue que, para cada x € I, teremos que (ETUT) serd vélido,
implicando que
Sn(x) — f(x) =0, paracada x €1,

ou seja, vale (EZ2D).
Se existir 6 > 0 tal que

f(x) =g(x), paracada x € (x,—0,%,+ ),

entdo teremos
(f—g)(x) =0, paracada x€1=(x,—05,% +3).

Vale observar que
Sn(f;x) —Sn(g;x) =Sn(f—g;x), paracada x € R. (4.202)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo da primeira parte deste resultado e de (E2), segue (EZZ0T), completando a de-
monstragdao do resultado.
[

Observacao 4.6.3 O resultado acima nos diz que o comportamento da série de Fourier
de uma fungdo f periddica "bem comportada” em um ponto x, depende, em principio,
somente, dos valores da fung¢do em alguma vizinhanga de X,.
Isto nos diz que duas séries de Fourier associadas a duas fungdes diferentes podem
cotncidir em um intervalo aberto, mas podem diferir em outro intervalo aberto.
Conclusao: o comportamento de uma série de Fourier é bem diferente do com-
portamento de uma série de poténcias, que estudamos na Sec¢do 1 deste capitulo (ver

Teorema (Z-1-3)).

Enunciaremos agora, o ja enunciado e provado, Teorema de Stone-Weierstrass para

polinémios trigonométricos (veja o Coroldrio (EZ23)), mais precisamente temos o:

Teorema 4.6.2 Seja f: R — C uma funcao continua e 2m-periddicas definida em R.
Entdo dado € > 0, existe um polinémio trigonométrico (complexo) P = P(x), isto é,
dado por (EIZ3) (veja a Definigdo (EET)), tal que

If(x) —P(x)|<e, paratodo x€eR. (4.203)

Demonstracgao:

Se ”identificarmos” x como x + 27, (por meio de uma relagdo de equivaléncia) poderemos
identificar uma fungdo 2 m-periédicas definida em R, com uma fungdo definida na circun-
feréncia unitaria centrada na origem, que denotaremos por S'.

Para isto basta considerar a aplicagdo

X — e'x,

que leva a reta R em S' e permitira a identificagdo citada.
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Notemos que o conjunto formado por todos os polindmios trigonométricos (complexos)
formam uma algebra A auto-adjunta, que separa pontos e nédo se anula em nenhum ponto de
S' e o conjunto S' é compacto em (R?, dg:).

Logo, do Coroldrio (BEZ32), segue que

A=C(S";R),

completando a demonstracao do resultado.
O

Observacao 4.6.4 O resultado acima nos diz que toda fun¢cao continua complexa, 27-
periddica definida em R, pode ser uniformemente aproximada por uma polinémaio tri-
gonométrico (complezo) definido em R.

Com isto podemos enunciar e demonstrar a, assim denominada, Identidada de Parseval,
a saber:

Corolario 4.6.2 Sejam f,g : R — C fung¢des 2m-periddicas em R tal que f,g € R em
[—7t, 7], cujos coeficientes de Fourier sGo dados pelas sequéncias numeéricas (complezas)
(cn)nez € (dn)nez, Tespectivamente.
Para cada N € Z*, consideremos a N-éstma soma parcial da série de Fourier (na
forma compleza) associada d funcgdo f e a funcdo f, ou seja,:
N N
Snif;x) = Z cne™ e Sn(g;x) = Z d,e'™, opara cada x €R, (4.204)

n=—N n=—N

onde, para cadan € Z, ¢, e d, denotam os n-ésimos coeficientes de Fourier associados
a funcao f e a fungdo g, respectivamente, isto €,

] " —inx _ 1 " —inx
Cn =5 Lﬂ f(x)e dx e d,= T J_ﬂ g(x)e dx. (4.205)
Entao
I\}im J If(x) — Sn(f;x)Pdx =0, (4.206)
J fx)g(x)dx= > cndn, (4.207)
- N=—00
J fx)Pdx= ) lenl*. (4.208)
- N=—o00
Demonstracao:

Lembremos que se t € R em [, 71 segue, do Corolério (1), que [t* € R em [, 7.
Neste caso, denotaremos por

1

It = 5= | hoorax]”
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Como f € R em [—m, 7, segue, do Exercicio 12, pagina 140, que dado ¢ > 0O existe
h € C(R;C), tal que a fungdo h seja 2 7t-peridédica em R e
€
If—hl2 < 3"

(4.209)
Como a fungdo h é continua e 2 m-periddica em R , do Teorema (EE3), segue que existe
um polinémio trigonométrico P = P(x), tal que

h(x) — P(x)| < %, para todo x € R, (4.210)
0 que implicard em
1
2
h=Pla= | 5= | [hx)~ PR &x
(=) 1 J” e? 4 2
2n) 9%
€
== (4.211)
Seja N, € Z* e , para cada n € {—Nj,--- , Ny}, consideremos C,, € C, de modo que
No
P(x) = Z Cpe '™, paracada x€R, (4.212)
n=—N,
onde

C—No 7&0 ou CNO 750
sendo

Entéo, aplicando-se o Teorema (EET), a familia do Exemplo (EET), com (tn)nen, COMO

tn(x) =P(x),

para cada x € R
e (sn)nen, como sendo

sn(x) =Sn(f;x), paracada x €R,

segue que (multiplicando-se ambos o membros da desigualdade (E—I62)

1
por 5 > 0)
(ET=32)
h=Sn(M)[l2 < [[h =Pl
(=1T)

<

3 paracada N > N,.

(4.213)
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Assim, se (en)neny denotam os coeficientes associados a fungdo h, da Observagdo (E23)
item 2. e do Teorema (EZ=23), segue que

[Sn(h) = Sn(f)]l2 = [[Sn(h —f) ]2

Obs. (EE3) item 2. aplicado & fung&o h—f

N
S Z |en_dn’2
n=—N

00
S Z |€n_dn|2
n=—oo

(EI3) aplicado a h—f )

(
< h—fl2 < % (4.214)
Logo, se N > N,, teremos:
If — Sn(f)]2 = ||IIf — h] + [h — Sn(h)] + [Sn(h) — Sn(F)]]2
< |If = h[[2+ |[h = Sn(h)[]2 + [[Sn(h) — Sn(f) ]2
A/_/ ~- /
(=Zm) (=), (=)
< 3 < 3 < 5
<£+E+E—s
3 3 3 7
ou seja,
li L " 1f(x) — Sn(f; %) dx =0
NEEOZW B X N(Fx)["dx =0,
mostrando (E=Z08).
Com isto, para cada N € N, teremos
T (" @ 1 [T ] —
ZT,LT Snifsx)g(x)dx ™ = ﬁj—n L_ZN Cn e”‘"] g(x) dx
N 1 (=
— ; C“Zan e'™ g(x) dx
=" olx) €% ax
N T _
= Z Cn 27tJﬂg(x) e inxdx
n=—N N ~
(T)a
N
= > cndy. (4.215)
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Mas
J f(x) g(x) dx —J Sn(f;x) g(x) dx| = J [f(x) — Sn(f;x)] g(x) dx
< | [Hf(x) = Sn(f;x)] glx)| dx
= | [f(x) = Sn(f5x)l g(x)| dx
J_n —
=lg(x)|
= | [f(x) = Sn(f;x)llg(x)| dx
J—T7T .
2
Des. Cauchy-Schwarz (i (i I
< J [£(x) — Sn(f;x)* dx U lg(x)I? dX}
(EEZ)O quando N—oo
Logo podemos passar o limite, quando N — oo, em (EZZTH) e assim obter
1 s . . U .
3| fxghax = lim 5 [ su(fix) g0 ax
( ) A -
= fim ) ends
n=—N
- Z Cnd_n>
mostrando (EZZ07).
Fazendo
g="f
em (EZ2007), obteremos (E208), completando a demonstragdo do resultado.
[

Observagao 4.6.5 Podemos fazer um estudo semelhante ao feito acima para fungdes,
a valores complezxos, geu sao 2 L-periddicas, bastando, para cada n € Z*, substituir, nas

consideragdes acima, a funcdo

1 .
X e'"x
V2T
pela fungdo
1 inmx
X+— ——e [
V2L
e, de modo semelhante, substituir as fungdes
1 1
x— — cos(nx) e x+— —— sen(nx)

N

N
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pelas fungdes

respectivamente.

4.7 Notas Historicas

A seguir vamos fornecer um breve relato do desenvolvimento da teria associada as séries de
Fourier.

1. d’Alambert (1747) e Euler (1748) encontraram a solugdo geral para a equagdo da onda
U (t,X) —uu(t,x) =0, para (t,x)eR?,

a saber:

u(t,x) =F(x+t)+G(x—t), paracada (t,x)eR?,

onde F,G € C}(R; R).

2. D.Bernoulli (1753) afirmou que a solugdo da equagdo da onda deveria ter a seguinte
forma:

u(t,x) = Z a, cos(nt)sen(nx),

n=I1
para cada (t,x) € [0,00) x [0,71] (caso que L = ).

3. Lagrange (1759) afirmou que a equagdo da onda em [0, 1] (isto é, para L = 1), com dado
inicial dado pela fungdo f e velocidade inicial dada pela fungdo g, deveria ser dada por:

1 o0

u(t,x) = 2J Z [cos(ntt)sen(nmy)sen(nmx)] f(y) dy

0 =i

+2 J] i {% sen(nmt)sen(nmy)sen(nmx)| g(y) dy, (4.216)
0

n=1

para cada (t,x) € [0,00)x € [0, 1].

4. Notemos que, se fizermos t = 0 em (E=2IH), e trocarmos a integral definida com a série
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funcges, obteremos:

f(x) =u(0,x) J Zf cos(nm0) sen(nmy)sen(nmx)| dy

=1

J Z g(y) | — sen(nmO0) sen(nmy)sen(nmx)| dy,
n~——

=0

1 oo
=2 J Z[f(y) sen(nmy)sen(nmx)] dy

0 =

Tgoo _goo T o !
IOZ“:‘_:Z“:’I"'?ZZ J f(y)sen(nmy)dy| sen(nmx),

n=1 0

~
Coef. de Fourier

para cada x € [0, 1].

=~

Fourier (1811) obteve os coeficientes de Fourier e escreveu as séries de senos e cossenos
de vdérias funcdes.

Segundo consta, ele dizia que qualquer fungdo periédica poderia ser expressa por uma
tal série.

Mais tarde foi mostrado que isso, em geral, ndo é verdade.

ot

. Dirichlet (1829 e 1837) foi um dos primeiros a reconhecer que nem toda fungdo periédica
poderia ser representada por uma série de Fourier.

Produziu os primeiros critérios de convergéncia da série de Fourier.

o

Riemann (século XIX) propds encontrar condigdes necessdrias e suficientes para que
uma funcgdo peridédica pudesse ser representada por uma série de Fourier.

Como estas questoes estavam ligadas a integragdo de fungdes, neste instante, comeca a
teoria de integragao de Riemann.
7. de Bois e Reymond (1876) construiram uma fungdo continua e periédica cuja série de

Fourier divergia em um ponto.

Mais tarde, construiram uma outra para o qual a série de Fourier divergia num conjunto
denso.

Féjér (1909) exibiu exemplos mais simples.

@

Dini (1880) conseguiu critérios para a convergéncia da série de Fourier (Teste ou Critério
de Dini).

©

. Jordan (1881) demostrou outro critério de convergéncia da série de Fourier (Critério de
Jordan).
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10.

11.

12.
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Todos estes trabalhos, e muitos outros, conduziram a uma melhor compreensido das
fungdes descontinuas e propiciaram os trabalhos de Harnack, Hankel, Borel e Lebesgue,
culminando com a introdugdo de um novo conceito de integragdo, a saber, a integral de
Lebesgue.

Aqui comeca a teoria moderna das séries de Fourier.

Riesz e Fischer (1907) mostraram a convergéncia da série de Fourier na norma ||. ||12(joq,1]:r)
para fungbes cujo médulo ao quadrado sdo integréveis (segundo Lebesgue) em um in-
tervalo [0, L].

Carleson (1966) mostrou que para uma fungédo, cujo médulo ao quadrado é integravel
(segundo Lebesgue) em um intervalo [0, L], a série de Fourier converge, exceto num
conjunto de medida de Lebesgue zero, para a prépria fungao.

4.8 Exercicios



Capitulo 5

Funcoes de Varias Variaveis Reais

Neste capitulo trataremos das fungdes de vérias varidveis reais a valores reais (ou complexos).
Serdo abordados assuntos relacionados com a continuidade e a diferenciabilidade de tais
funcgdes.

5.1 Um pouco de Algebra Linear

Nesta secdo abordaremos alguns tépicos relacionados com transformacgdes lineares.

Estamos supondo que o leitor esteja familiarizado com a teoria bésica de Algebra Linear,
que compreende os assuntos relacionados com espagos vetoriais sobre R (ou C), base, di-
mensdo de espagos vetoriais sobre R (ou C), que sdo finitamente gerados, transformacdes
lineares entre espagos vetoriais sobre R (ou C), que sdo finitamente gerados, entre outros
tépicos.

Comegaremos com a:

Observacao 5.1.1
Sejam (X,+,-), (Y,+,:) e (Z,+,-) espagos vetoriais sobre R (ou C).
A verificagcao dos fatos citados abaizo serdao deizadas como exercicio para o leitor.

1. Denotaremos o conjunto formado por todas as transformacgdes lineares T: X —Y
por
L(X;Y).

2. Notemos que (L(X;Y), +,-) serd um espago vetorial sobre R (ou C), onde + denota
a soma de fungdes e - denota a multiplicagdo de uma fungdo por numero real (ou
complezo).

3. Lembremos também que se

TeL(X;Y) e Sel(Y;Z), entdo SoTel(X;Z).

4. Sen € N estd fizrado, denotaremos a norma usual do espago vetorial (R",+,-),
por || - ||, ou seja, se x = (x1,X2, - ,xn) € R™ entdo

Il = Vx? X2+ 4l (5.1)

231
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Com as consideragcdes acima temos:

Proposicao 5.1.1 Sejam n,m,k € N fizados. Entdo:
1. Se A € L(R™;R™), entdo existe A > 0 tal que

IAX)|| < AJlx||], para todo x e R™.

E'm particular, existe

Al = sup [|[A(y)] < oo
Iyll<1

e a transformacao linear A serd uniformemente continua em R";
2. || - ||, definida por (E3), é uma norma em (L(R™;R™),+,-);
3. Se AcL(R";R™) e B cL(R™;R"), entdo
B oAllL < Bl [|A]lc.
Demonstracao:

De 1.
Seja

Bi{énézw“ )én}

a base candnica de (R", +,-), isto é,

& =(0,--,0, 1 ,0,---0), paracada iec{1,2,---,n}.

i-ésima entrada

Consideremos
n
y=)> y-&, talque [y[<T.
i=1
Notemos que, para cada i € {1,2,---,n}, teremos:
lyil = vyiz
&, &
= |yl =1,
ou seja, [yil <1.
Consideremos

A=) (IA(E)]-
i=1

(5.2)

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)
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()

Zyi-A €
ZHyl

n

Propriedad:e de norma Z |y1| ||A(é,l)||
~~—

=1 o
<1

Com isto segue que

B3
1A

A ¢é transf. linear

Des. tnangular

A (5.8)
Assim o conjunto
{IIAWI5 Iyl <13

é limitado superiormente em R, pelo nimero real ndo negativo A.
Portando este conjunto admitird supremo em R e, além disso, teremos:

sup [[A(y)]| <A,
ull<t

mostrando (E3).
Notemos que, se
x =0, entdo |x| =0,
e como A é uma transformacdo linear, segue que

A(x) =0.

Neste caso, (E3) ocorrerd trivialmente (pois ambos os lados da desigualdade serdo zero e
assim a igualdade ocorrerd).
Por outro lado, se

x #0,
considerando-se «
y= M, segue que |yl =1.
Assim, de (EX3) obteremos
AW <A,
como y = H i serd equivalente a: HA (ﬁ) ‘ <A,

A é trans. linear

Propriedad_e de norma |
o T

AR

ou ainda, [|A(X)| < Ax],

HIAG]



234 CAPITULO 5. FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS REAIS

mostrando (E3).
Notemos que, se
A=0

segue, trivialmente, que a funcdo A serd uniformemente continua em R".
Se
A>0,

temos que se X,y c Rn’ segue que
A é transf. linear
IA(x) —A(y)]| = [A(x =y

(B32)
< }\”X _UH )

mostrando que a fungdo A é Lipschtiziana em R".
. P . P . £
Em particular, serd uniformemente continua em R" (basta tomar 6 = X)’ completando a

demonstracdo do item 1. .
De 2.:
Notemos que

e Se A € L(R™;R™) entdo

[AflL = 0.
Além disso
IAllL =0,
se, e somente se, sup |[|A(x)|| =0,
[xll<1
ou, equivalentemente, |[|A(x)|| =0, paracada |x| <17,

ou ainda, A(x)=0, para ||x]|<T,

ou seja, A(x) =0, para x € R".

A verificagdo da ultima equivaléncia serd deixada como exercicio para o leitor.
e SexeR (ouC)eAe€L(R";R™), entdo

Joc- AllL = sup [|(a- A)(X]]

[Ix[|<1

= sup {|oa| [A(X)|]}
[Ix)I<1

o] >0

= |af sup [[A(x]]]

[x[[<1

= lod [|A ]l
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e Se A,B € L(R™;R™), entdo

IA +Bll = sup [[[A+Bl(x]]

[Ix]|<1
= sup1 |A(x) + B(x)||
—_——
<NAG)HIB O |

< sup{||A(x)]| + [IB(x)][}

[xlI<1

< sup [|A(x)| + sup [|B(x]]|

lIx||<1 lIx||<1
= Al + [IBllL,
mostrando que || - ||. é uma norma em (L(R™;R™),+,-), completando a demonstragéo
do item 2. .
De 3.:

Observemos que, se A € L(R™;R™) entdo, para cada x # O, teremos

|AllL = sup [|A(y)]
lyll<1

= |+ ()|
]l
A é transf. linear 1
mt e A (x)
1]l
[|-][L é norma 1
= o IAK
e ’
ou seja,
A < ||A]lL]|x]|, paracada x & R™. (5.9)
Notemos que se x € R™ é tal que
x|l <1,
teremos:
[(BoA)(x)| = [IBIAX)]]]
(B3)
< IB[I/[AX)]]

(B3
< Bl CHAT ) -
Tomando-se o supremo na desigualdade acima, para ||x|| < 1, obteremos:
1B o AllL < |[Blc]| AL,

completando a demonstragdo do item 3. e do resultado.

Observacao 5.1.2
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1. Notemos que, se A € L(R™;R™) admate transformag¢do inversa, seque que

m=nmn.

De fato, se A € L(R™;R™) admaite transformacgdo inversa, seque que
dimN(A)]=0 e dim[Z(A)]=m,

onde N(A) denota o nicleo da transformagdo linear A (que é um subespago ve-
torial de (R™,+,-)), ou seja,

N(A) ={x e R"; A(x) = O}

e Z(A) denota o conjunto tmagem da transformagdo linear A (que também é um
subespago vetorial de (R™,+,-)), isto €,

Z(A) ={y € R™; existe x € R" tal que T(x) =y} .

Logo, de um resultado de Algebra Linear, seque que

dim [Z(A)] +dim [N(A)l =n,
—m p

ou seja,
m=n,

como afirmamos.

2. Por simplicidade, denotaremos L (R™;R") por L (R") e um elemento de L (R™) serd
denominado operador linear em R".

Para finalizar esta segdo temos o:

Teorema 5.1.1 Seja
QO ={A e L(R"); A € inversivel }.

Entao
1. Se A€ Q e B e L(R") satisfaz:
IB—AllL |A7]] <T, (5.10)
seque que B € Q.
2. Q é um subconjunto aberto de L (R™) (munido da norma || - ||.).
3. A aplicagdgo T: Q — Q dada por
T(A)=A"", paracada A€Q, (5.11)

€ uma fung¢do continua e biyetora em Q.
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Demonstragao:
De 1.:
Notemos que se C € Q, segue que

ICllL # 0,

pois caso contrario C = 0, e assim ndo seria injetora.
Assim, como A € Q) , temos que A é um operador linear inversivel, logo

AT ELRY) e [ATL#£O.

Sejam
1
ax=—-— e B=|B—-A|L. (5.12)
AT
Notemos que
B=I[B—AlL
(E<EU) 1
— =X
A e
isto é, B < «. (5.13)

Logo, para cada x € R", teremos:

(=)}
< AT IlIAG|
-1
af[x]| = o [[ATA ]
< of AT [JAK)]
——
(E:D)]
= AKX
= [[(A=B)(x) + B(x]]
des. triangular
(A —B)(x)[| +[[B(x)]|
—_——
(=)
< [[A=BIILlIx]l
< [JA=BJlL [Ix]| + IB(x)]]
—_——

(BE3)

=B
=B |Ix|l + 1B,
ou seja,
(c—PB)|Ix]] < ||B(x)||, paracada xe€R". (5.14)
Como
B <«

(veja (EC13)), segue que
IIB(x)|| #0, paracada x#0,
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ou seja, o operador linear B é injetor e como o dominio e o contra-dominio sdo iguais (logo
téem a mesma dimensédo), implicard que o operador linear B serd sobrejetor, ou ainda, bijetor.

Assim teremos que

BeQ,
completando a demonstracao de 1. .
De 2.:
Dado A € Q, notemos que se B € L(R") é tal que
IB—AlL <o,

de (E13) e do item 1., segue que B € Q.

Portanto, a bola aberta B(A; «) C Q, ou seja, Q é um subconjunto aberto de L(R")
(munido da norma || - ||r), completando a demonstragdo de 2. .

De 3.:

Sejam A,Be€ Q,yeR"e «, 3 com em (E132).

Trocando-se x por B~y em (E14), obteremos

(=) B (W) < [|B [B ()]
= llyll,
ouseja, B (y)| < = Il
tomando-se o sup, obteremos: ||B”" HL < 1 (5.15)
lyl<1 ox—f
Logo, se A € ), da Proposigdo (E-T1) item 3., segue que
B'—A'=B'(AA)— (B'B)A™"
=B '(A—B)A™'
implicando em: [|[B™' —A7'|| = HB (A—B)AT'||,
< 8, JA =Bl A7,
—_—— T —
(c<r:nL (E:D)B ==1F}
< 25 x
1 1
S o — [3 B &»
et At B
ou seja, |B A ||L < x_ B (5.16)
Portanto, se
B A, teremos: f =) IB—AlL— 0,
e assim, de (ECI3), segue que
[B'—A""|, =0, ouanda B~ A~
ou seja, a aplicagdo T, dada por (BEIM), serd continua em Q, munido da norma || - ||, com-

pletando a demonstragao do item 3. e do resultado.
OJ
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5.2 Diferenciabilidade de funcoes de varias variaveis re-

ais a valores reais (ou complexos)

Nesta secdo trataremos da diferenciabilidade de fungbes de vdrias varidveis reais, a valores
reais (ou complexos), algumas aplicagdes da mesma, bem como propriedades associadas.

Antes de introduzir a nogdo de diferenciabilidade para este caso, lembraremos da nogao
andloga para o caso de fungOes a valores reais, de uma varidvel real.

Observacao 5.2.1

1.

Nosso objetivo no que segue € introduzir o conceito de diferenciabilidade emx, € E,
onde E um subconjunto aberto de R", para uma fung¢do f:E — R™.

No capitulo anterior tratamos, de modo rdpido, a questdo da diferenciabilidade
de uma func¢do vetorial f: (a,b) — R™.

A seguir fazeremos o estudo da situacgdo do item acima, de modo mais preciso, e
depois, trataremos da situag¢do geral do item 1. .

Seja f:(a,b) = R uma fungdo e x, € (a,b).

Dizemos que a fungdo f € diferencidavel em x,, se existe o sequinte limite

. f(xo + h) - f(XO)
lim

h—0

eR. (5.17)

Neste caso, denotaremos o limite acima por f'(x,) e o denominamos de derivada da
funcao f no ponto x,.

. O limite (B-171) € equivalente a escrever

f(xo + h) = f(xo) + f'(xo) R+ 1(h), (5.18)
onde
%LIE)I(I)L:LU =0. (5.19)

Por sua vez, a expressdo (EI3) pode ser lida da sequinte forma: a diferencga entre
0s vetores
f(xo + h) - f(xo)

€ "aprorimadamente itgual” a funcao linear,
h— f'(x,) h,
para h ”suficientemente pequeno”, onde o erro é dado pela fung¢do

r=r(h).
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6. Deste modo f'(x,) pode ser visto, ndo como um numero real, mas como associado
a um operador linear definido em R, a saber, o operador linear

his f/(x) h.

Lembremos que, do ponto de vista da A:lgebm Linear, o espago vetorial real
(R,+,-) € isomorfo ao espago vetorial real (L(R),+,-) (pots ambos sdo unidi-
mensionazis).

Para o caso de fungdes vetoriais temos a:

Definigao 5.2.1 Sejam f:(a,b) » R™ uma func¢do vetorial e x, € (a,b).
Diremos que a fungdo f € diferenciavel em x,, se ezistir y € R™, tal que

. f(xo +h)—1(x,)
lim =

lim N (5.20)

Neste caso diremos que o vetor y € a derivada da fungao f no ponto x,, que serd
indicada por f'(x,), ou seja

f'(x) =y. (5.21)

Diremos que a funcdo f € diferencidvel em (a,b), se a func¢do f for diferencidvel
em cada ponto de (a,b).

Com isto podemos considerar a funcdo f': (a,b) — R™, denominada fungao derivada
associada a funcgao f.

Observacgao 5.2.2

1. Notemos que o limite (E220) acima, € considerado na norma de R™, ou seja, dado
e >0, podemos encontrar 6 = d(e,x,,f) >0, de modo que se

hel; =(-6,0)\{0}, com x,+he(a,b)

deveremos ter

f(xo + h) —f(x,
H o R =) I (5.22)
h
Rm
2. Observemos que (B2Z0) € equivalente a:

() . (W)l

}1113(1) - = 0 ou, equivalentemente, }lllil‘(l) — = 0, (5.23)
onde

r(h) =f(xo +h) —f(xo) —y, para cada hel;. (5.24)

3. Portanto, a funcdo f: (a,b) — R™ serd diferencidvel em x, € (a,b) se, e somente
se, eriste y € R™, que serd denotado por f'(x,), de modo que
i ||f(XO +h) _f(XO) _thRhL

Hm il

=0. (5.25)
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4. Notemos também que no caso acima, podemos interpretar o vetor f'(x,) como
sendo associada a uma transformacdo linear de (R,+,-) em (R™+,-), a saber, a
transformacdo linear

h+— f'(x,) h,
pois o espago vetorial real (R™,+,-) € 1somorfo ao espago vetorial real (L(R;R™),+, )

(pois ambos téem dimensGo m).

5. Na situa¢do acima, se
Bm ={th,uz, -, Un}
€ uma base candnica de (R™,+,-), temos que para cada i € {1,2,---,m}, existe
uma funcao f;: E — R™ tal que

f(x) = (f1(x), f2(x), -+, fm(x)), para cada x € (a,b), (5.26)
ou seja,
m
f(x) = Zfi(x) ‘Ui, para cada x € (a,b). (5.27)
i=1
Para cadaic{1,2,---,m}, a fungdo f; serd denominada i-ésima componente da
funcao f.

6. Sejam x, € E, onde E subconjunto aberto de R™ e f: E — R™ uma fung¢do vetorial,
cujas fungdes componentes sdo fi: E — R, para cada i€ {1,2,---,m}.

Afirmamos que a funcao f € diferencidvel em x, se, e somente se, para cada

ie{l,2,---,m}, a fungdo f; é diferencidvel em X,.

Além disso, temos que
f /(Xo) = (fll(xo) )fZ/(Xo) y " »fm,(xo)) . (5'28)

De fato, a funcdo f € diferencidvel em x, se, e somente se, existey € R™, de modo
’ LR ~o ’ ’ ’

que
f(xo +h) —f(xo) —yh
lim (e TR = f06) Zyh (5.29)
h—0 h
Parai€{1,2,---,m}, denotemos por y; € R, de modo que
Yy=(1,Y2," " yYm]-
Logo (E=Z3) ocorrerd se, e somente se, para cada i€ {1,2,---,m} tivermos
. fi(xo+h)_fi(xo)_yih -
lim - =0, (5.30)
ou seja, se, e somente se, para cada i€{1,2,---,m} a funcgdo f; for diferencidvel
em X, e

Yi = fi/(xo) )

como afirmamos acima.
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7. Na situacdo acima, se olharmos f'(x) como uma transformacdo linear de (R,+,-)
em (R™,+ ), isto €,

f'(x) € L(R;R™),
a expressdo (E22Z8) acima, nos diz que a matriz da transformagdo linear
h— f'(x,) h,
em relagdo as bases candnicas
Br={1} e PBa={th,tz, ,Un}
de (R,+,-) e (R™,+,), respectivamente, serd dada por
1 (x0)
Fxollp s = | |- (5.31)
fin'(Xo)
A caracterizagdo (E=23) pode ser estendida para fungdes que tém vérias varidveis reais, a
valores reais, ou seja, temos a:

Definicao 5.2.2 Sejam E C R™ aberto em R™, x, € E e f: E — R uma funcgdo.
Diremos que a fungdo f € diferenciavel em x,, se ezistir y € R" de modo que

f(xo +h) — f(xo) —y o h
lim (e T —fxo) Zyeh (5.32)
h—0 Hh”Rﬂ

onde e denota o produto interno usual de (R™,+,-).
Neste caso diremos que o vetor y serd dito derivada da fungao f no ponto x,, que
serd indicada por f'(x,), ou seja

/(%) =y. (5.33)

Diremos que a funcgdo f é diferenciavel em E se ela a fungdo f for diferencidvel em

cada ponto de E.
Com isto podemos considerar a funcdo f' : E — R, denominada fungao derivada

associada a funcgao f.

Observacao 5.2.3

1. Observemos que (E=F3) é equivalente a

[f(xo +1) —f(xo) —yehl _ (5.34)

lim
h*}(_)‘ Hh”Rn

2. A Definigdo (EEZ3) acima, pode ser reescrita da seguinte maneira:

A funcgdao f € diferencidvel em x, € E, se ezistir y € R", de modo que dado ¢ > 0,
podemos encontrar & = 6(e,Xx,,f) >0, de modo que, se

heR", satisfaz 0 < ||h|gn <b, teremos x,+heckt

f(xo + ) —f(xs) —yeh
[l zn

<e. (5.35)
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3. Observemos que (E=33) é equivalente a :

. [r(h
b i =0 (5.30)
onde
r(h) =f(xo + h) —f(x,) —yeh, para heR", (5.37)
satisfazendo
[l <.

4. Notemos também que, no caso acima, podemos interpretar f'(x,) como sendo
uma transformagao linear do espago vetorial real (R™,+,-) no espago vetorial real
(R,+,-), a saber,

h— f'(x,) h,
h
=ye

jd que (R™,+,-) € wtsomorfo a (L(R";R),+,:) (pois ambos téem dimensdo n).
Podemos agora considerar a situagdo geral:

Definigao 5.2.3 Sejam E subconjunto aberto de R", x, € E e f: E — R™.
Diremos que a fungdo f € diferenciavel em x,, se existir uma transformagdo linear
A € L(R";R™), de modo que

i 00 + 1) — £(x0) = AR
im
h—0 ||h’||R“

—0. (5.38)

Neste caso definimos a derivada da funcgao f no ponto x,, que serd indicada por
f'(x,), como sendo

f/(x0) = A. (5.39)

Diremos que a funcao f € diferenciavel em E se a funcao f for diferencidvel em
cada ponto de E.

Com 1isto podemos considerar a fun¢do f' : E — L(R™;R™), que a cada x € E,
associard f'(x) € L(R™;R™), que serd dita funcao derivada associada a funcao f.

Observacao 5.2.4

1. Observemos que, como o conjunto E é um subconjunto aberto de R™ e x, € E,
podemos encontrar n > 0, de modo que

B(x,;m) C E.

Assim, a fungdo f serd diferencidvel em x,, se existir uma transformagdo linear
A € L(R";R™), de modo que, dado ¢ >0, podemos encontrar 6 € (0,n) tal que, se

|If(Xo + h) - f(xo) - A(h’)HRm

0 <|h|l,n <&, deveremos ter
[z

<e. (5.40)
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2. Notemos que em (E=23) (ou (BEZ0O)) a norma do numerador é a norma usual de
(R™,+,-) e a norma do denominador é a norma usual de (R™,+,-).

3. Na situagdo acima consideremos, para cada i €{1,2,---,m}, a fungdo f;: E = R,
a i-éstma componente da funcgao f.

Afirmamos que, a funcgdo f € diferencidvel em x, se, e somente se, para cada

ie{l,2,---,m}, a fungdo f; é diferencidvel em X,.
Além disso
f1'(x0) (h)
f'(x0)(h) = : , para cada heR". (5.41)
' (%0) (M)

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

O resultado a seguir ird garantir que se a funcdo for diferencidvel em x, € E, entdo a
derivada da funcdo em x,, estara bem definida, isto é,

Proposicao 5.2.1 Se (E=28) ocorrer com A,B € L(R™;R™) entdo deveremos ter
B=A.

Demonstracgao:
Seja

Entdo, para
heR", com h;«éﬁ, de modo que x,+heA,
teremos

IC(M[lem = A = B) ()|
= || - {[f(xo + h) - f(xo)] - A(h)} + {[f(xo + h) - f(xo)] - B(h)} ||]Rm
< [[f(xo + 1) — F(xo) — A(N)|[ym + (%6 + h) — f(x6) — B(R)]|n- (5.42)

Como fungdo f é diferencidvel em x,, de (EZ3), segue que

o < 1€
IRl en
ED) ||f(xo + h) — f(xo) — A(h) || f(xo +h) — f(xo) — B(h)||.mm
[t Ml en
gquando h — 6, ou seja,
C(h
ho0 (Rl
C(t -
em particular, 11113 % =0, paracada xe€R"\ {O} . (5.44)
— RT
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Notemos que parat € R* e x € R™ \ {6} teremos

||C(tX)||Rm C égnear ||t C(X)”Rm

][40 [
propriedade de norma [t| [|C (X))l m
B [t ][
o €0
1|

Isto, juntamente com (EZ4), implicardo que

€O [

T =0, paracada xER”\{@} .
]Rn
Como x # (3, segue que

C(x)

X
isto é, C(x)=

6, para cada xeR“\{@},
q, para cada x € R"™,

ou seja,
mostrando que

completando a demonstragdo do resultado.

Observacao 5.2.5
1. A ezpressao (EZF3) na Definicdo (EEZ3) acima, pode ser reescrita da seguinte
forma:
Se a fungdo f for diferencidvel em x, € E, entdo a funcao
r:V£B<6;n>\{6} CR" - R™,
dada por
r(h) = f(xo + h) — f(xo) —A(h), para cada heV, (5.45)

deverd satisfazer
iy T llem
im —————

=0. (5.46)
no0 [[hlen

2. Notemos que se a fung¢do f € diferencidvel em x, € E, seque que ela serd uma
fungdo continua em X,.
De fato, pois
(B3), f ' (xo0)

lim [f(xo + h) — f(xo)] =" lim [f/(xo)h + T(R)] .
h—0 h—0
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Da Proposigdo (E-11) temos que a fungdo f'(x,) € continua (pois f'(x,) € L(R™;R™)),

logo serd continua em O.

Logo, segque que

lim f'(x,)h =0.
h—0

Por outro lado

. i r(h)||.m
lim [[r(h)]],. = lim {—” I HhHRn]
h—0 h—0 Hh’“nw
h
tim LT e g gy, =0,

h—0  ||Nlan h0

0
ou seja, lim [f(x, +h) —f(x,)] =0,
h—0

mostrando que a funcgdo f é continua em x, € E.

3. Daqur em diante omaitiremos os indices nas normas dos espagos euclideanos que
aparecer@o, ou Seja, escreveremos

=1 M

Em cada caso o leitor é convidado a verificar que a norma que estaremos utilizando
€ a norma usual do correspondente espago euclideano.

A seguir exibiremos um resultado muito importante, a saber:

Proposicao 5.2.2 Seja A € L(R™;R™).
Entdo a funcdo A é diferencidvel em R" e

A'(xo) =A, para cada x, € R". (5.47)

Demonstracgao:

Notemos que, para cada x, € R fixado, teremos:

A\

. [[A(xo + h) — A(x,) — A(h)]| Agtinear ;. || Axo) +A(h) —A(x,) —A(h) |
lim = lim
v [R] hs§ IRl

=0,

ou seja, a funcdo A ¢é diferencidvel em x,, para x, € R™ arbitrario e
Allxy,) =A.

Portanto a fungdo A é diferencidvel em R" e vale (EZ7), terminando a demonstragdo do
resultado.
O
Valem as propriedades basicas de deferenciacdo, a saber:
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Proposicao 5.2.3 Sejam E subsconjunto aberto de (R“,dgn), x, € R", f,g: E — R™
fungdes diferencidveis em x, e A € R.
Entao

1. As fungdes (f & g) serdo diferencidveis em X, e, além disso, teremos

(fig)/(xo) :f/(xo) ig,(xo)- (5'48)

2. A fungdo (Af) serd diferencidvel em X, e, além disso, teremos

(Af) (x0) = AT (%) - (5.49)

Demonstracgao:
As demonstragdes dos itens acima serdao deixadas como exercicio para o leitor.

Temos também o seguinte importante resultado, conhecido como regra da cadeia:

Teorema 5.2.1 Sejam E C R™ e U C R™ subsconjuntos abertos de (R™, dgn) e (R™, dgm),
respectivamente, X, € R", f : E — R™ fungdo diferencidvel em x,, Yo = f(x,) € U e
g:U— R funcdo diferencidvel em Yo-

Entao a fungdo (gof) serd diferencidvel em x, e além disso

(gof)(xo) =g 'Tf(xo)] 0 (%) (5.50)

Demonstragao:
Como x, € E, y, € U, estes sdo subconjuntos abertos de (R",dgn) e (R™, dgm), respec-
tivamente, e a fungdo f é continua em X,, segue que existem 17,1, > 0, de modo que

Bgrn(xo;m1) CE

€ se
X € Brn(xo;m), teremos f(x) € Brm(yo;m2) € U, (5.51)

onde Bgi(z,;1), denota a bola aberta de centro em z, € R' e raio n, em (RY, dgt).
Consideremos as funcdes

Wi Bea(xo;m) 9 R™ e v:iBru(yo;m) o R,
dadas por

u(h) =f(xo + h) — f(x,) — f’(xo) h, paracada h € Bgn(xo;n1), (5.52)
v(k) =9g(yo + k) —g(yo) —9'(yo) k, paracada k€ Brm(yo;m2)- (5.53)

Como as fungdes f e g sdo diferencidveis em x, € Yo, respectivamente, segue que

v
=0 e lim-———
R o |K||

=0. (5.54)
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Logo, dado h € Bgn (O :11), consideremos

. (=) =
K= f(xo+h)—f(xo) € Bgn (o ;nz) , (5.55)
€B(xom1) =Yo
em particular,
f(xo +h) =f(x,) +k =y, + k. (5.56)

Entao

(=)
[l "= [[f(x0 + h) — f(xo0)]]

= £/ (xo)h — u(h)]
< |1 (x| + [[u(h)]]

f’(xo) é transf. linear Hu(h) H
S ||f/(xo)||]_ ||hH + ”hH HhH
h
=[xt + Lty (5:57)
IRl
Notemos que
=y 1k o

— ~
(gof)(xo+h)—(gof)xo) —Ig lf(xo)] o f'(x,)] (h) = glf(xo + )] — glf(x,)]

=Yo

— g/ (xo)1
= g(Yo + k) — g(Yo) =9 "(Yo) [f' (%o ) 1]
=10+ (yolk
=V(k) + g (yo)k — g '(yo) [f'(xo) ]
SEEEE L) 1 g )l K (xo)]

~~
C=D(xo+h)—F(xo)
= V(k) + g /(yo)[f(xo + h) - 1:(Xo) —f /(Xo)h]

=)0

=v(k) + g (yo)u(h)].
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Logo
SIVII+g " (yo)lu(h)]

[(gof)(xo+h)—(gof)(xo) — g (Yo)lf (o) M| [[W(Kk)+ g (yo)u(h)]]]

h|| B IRl
g /[yo) é transf. linear
< ||9 "(yo) L lu(h)]|
< [v(k H 19" (yo) e (M)]]|
IRl HhH
< [l o) i+ L
v T Ju(h)]
v u
< + 119" (Yo It
I1K|| IR R
||v(k)||{[ ) Jlu(h)]| 1 , [u(h)]
< 1" (xo) [l + = |Ih] + 119" (Yo) L =7
k|| IRl Il It
[v(k ||{ ) [u(h)|| , Ju(h)||
= I (X)L + == ¢ + 119 "(yo) I : 5.58
Il TRl T (5.58)

Notemos que, da diferenciabilidade da fungdo f em x,, se

~ h
h— 0O, em (R",dgn), segue que HT‘;H)”

—0, em (R,dg).

Logo, de (E21), segue que
k— O, em (R™,dgn).
Como isto, da diferenciabilidade da fungdo g em y,, como

— 0, em (R,dg).
HkH

k— 6, em (R™,dgrm), deveremos ter

Portanto, fazendo h — O, em (R", dg~), das conclusdes acima e de (B5R), segue que

[(gof)(xo +h) —(gof)(x) — g (yo)[f'(x0) Wl
el

— 0,

ou seja, a fungdo (g o f) é diferencidvel em x, e, além disso,

(gof)(xo) =g If(x0)] 0 f'(xo),

ou seja, vale (E50), completando a demonstragdo do resultado.

5.3 Derivadas parciais

Nesta secdao estudaremos algumas propriedades importantes de fungdes diferencidveis, defini-
das em subconjuntos abertos de R™ e tomando valores em R™.
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Antes porém introduziremos alguns conceitos que serdo utilizados no estudo acima.
Para isto sejam E C R" subsconjunto aberto de R", x, € E e f: E — R uma funcao.
Seja
B 2{51 >€2>"' )én}
a base candnica de (R™, +,-).
Com isto podemos introduzir a:

Definicao 5.3.1 Sejaj€{1,2,---,n} fizado.

Se existir o limaite .
. f(xo+t'ej)_f(xo)
lim

t—0 t

Y

diremos que o mesmo € a derivada parcial de 1.a ordem da funcao f, em relagao a x;,

. of ]
no ponto x, e este serd indicado por K(X") ou 0y, f(X,), 1sto €,
j
of e Fxo +1-65) —f(xo)

a—xj(xo) = %1_1}% T

(5.59)

Observacao 5.3.1

1. Podem ocorrer situagcdes em que uma fungdo possur todas as derivadas parciais
de 1.a ordem em um ponto, mas ela nao ser diferencidvel nesse ponto.

Na verdade, podem ezistir todas as derivadas parciais de 1.a ordem de uma funcgcao
em um ponto do seu dominio e ela nao ser, nem mesmo, continua nesse ponto,
como mostra o sequinte exemplo:

Consideremos a funcdo f: R> — R dada por

2

X
oyl = 7?”132 para (x,y) # (0,0)
)=

O) bara (X»y) = (O)O)

(5.60)

Observemos que a fungdo f nao € continua em (X, ,Yo)-

De fato, pois

. t20e(emm),.  t-0
Pl% flt,00 7 = P—I}(} t2 4 02
=0 ,
, e (E2) .. 2t
por outro lado, limf (t*,t) 70 < (&) lim —————
t—0 t—0 (tl) 4 (tZ)
th 1

“moe =27
Logo nao existe o limite

Iim f(x
(x,y)(0,0) b u),
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em particular, a funcdo f nao é continua em (x,,Y,) = (0,0).

Portanto, pela Observacao (E=Z3A) item 2., segue que a fun¢do f nao poderd ser
diferencidvel em X, = (xo,Yo) = (0,0).

Notemos que

=f(t,0)

- —
f[(0,0) 4+ t(1,0)] —f(0,0)

t£0 e (BBD) .o —
= a0 &=

t—0 t 150 t
=0, (5.61)
SO z0 &),
. A
_ f(Xo+t-&) —f(X,) .. fl(0,0)+1(0, )] —F(0,0)
lim =lim
t—0 t t—0 t

=0, (5.62)

ou seja, existem as derivadas parciais de 1.a ordem

M ix) = 20,00 ¢ 2Mix)= 20,00 =,
0x; 0x; X1 0%,

mas a fun¢do f nao serd diferencidvel em X, = (0,0).

2. Sejam E C R™ subconjunto aberto de R™, x, € E, A€ R ef,g:E — R sdo fungdes
tais que, para cada j € {1,2,---n}, existem as deriwadas parciais de 1.a ordem

of og
a_xj(XO) € a—xj(xo)-
o(f £ O(Af
Entdo, eristirdo as derivadas parciais de 1.a ordem (Tg)(xo) e (ax )( o) €
j j
além disso
o(ftg) of og
o) = —I(x0) £ o 5.63
() = g x0) % 5 ), (5.69)
o(AT) of
o =A o) - .64
3, () =D g () (5.64)

Dewzaremos a demonstracdo destes fatos como ezxercicio para o leitor.

3. Como veremos mais adiante, se a funcdo f for diferencidvel em x,, entdo existirdao
todas derivadas parciais de 1.a ordem da fungdo f mo ponto x, e, além disso,
poderemos obté-las utlizando-se a derwada da fungdo f no ponto X,.

4. Consideremos, como actma, E C R" subsconjunto aberto de R", x, ¢ E ef:E — R™
uma funcgao.
Sejam

Bn£{€1)€2)"')én} € Bmi{ﬂ:hﬁZ»"')ﬁm}
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as bases canédnicas dos espagos vetoriais reais (R",+,-) e (R™,+,-), respectiva-
mente.

Para cada i €{1,2,---,m}, definamos a fungdo f; : E — R (a i-ésima componete
da fungdo f) onde:

m

f(x) = (fi(x), f2(x),- -~ fm(x)) = ) _fi(x)- &, para cada x € E.

i=1

Notemos que, para cada i €{1,2,--- ,m}, teremos

onde o denota o produto interno usual de (R™,+,-).

5. Observemos também que, para cada i€ {1,2,---,m} e para cada j €{1,2,---,n},
se existir o limate

li fi(xo+t'€j)_fi(xo)
m y
t—0 t

este serd a derivada parcial de 1.a ordem, da i-ésitma componente da funcgdo f,
em relagdo x;j, no ponto X,, 1sto €,

of; e filxe +1-€5) —filxo
—(Xo) = lim o +t-8) (X).

5.65
0X; t—0 t ( )

Mantendo a notagdo acima, temos o:

Teorema 5.3.1 Sejam E C R"™ subsconjunto aberto de R™, x, € E e f: E — R™ uma
funcgdo diferencidvel em x,.
Entdao, para cadai€{1,2,--- ,m}eje{l,2, ---,n}, existe a dertvada parcial de 1.a

of; .
ordem a—l(xo) e, além disso, teremos:
X.
)

= Of;
/ - i -
f/(x0) € _;a—xj(xo) . (5.66)
Demonstracgao:

Como a fungdo f é diferencidvel em x,, da Observagdo (E2Z4) item 3., segue que, para
cadaic{1,2,---,m}, as fungdes componentes f; sdo diferencidveis em x,, ou seja, para cada
ie{1,2,---,m}, ou seja, teremos:

. fi(xo+h) _fi(xo) _fi/(xo)h .
lim =0,
h—0 IIh|

que, fazendo

1
k£¥-hERn, para cada te R\{0},
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serd equivalente a :

. fi(xo+t'k) _fi(xo)
lim
It - K]
~——

_fi,(xo)(t'k) :O) onde kGRn\{é} . (5.67)

t—0
propriedad:e de normam ||kH

Com isto teremos (escolhendo k = ¢;) existe o limite:
ket @) —filke) - filto - &) — filxe) = £/ (xo) (£ &) + 1/ (x,)(t - &)
lim = lim
0 t L, =0 t

fi/(xo) & linear o
ve t-fi/ (x0) (&)

=f;/ é}
/_/%

fi'(xo) (t - &)

fi(xo + t€) — fi(xo) — fi'(%o) (t - &) 4 lim

=lim
t—0 t t—0
kiE) em (6F) ) S+ lim t [fi'(xo0) €]
o t—0 t
- fl/(xo) e] )

ou seja, existe a derivada parcial de 1.a ordem a—l(xo) e, além disso, vale a seguinte igualdade:

X;
of, o . .
(o) =fi'(x0) €, paracada i€{l,2,---,m} e je{l,2,---,n}. (5.68)

o

Como N
f(x) = Zfi(x) -U;, paracada x€E

i=1

e existem as derivadas parciais de cada parcela, da Proposicdo (E223) itens 1. e 2., segue que:

S FO)=2_1 fild) i

£/(x,) € [F/(x) &) - i

n

i=1

(E_E) . %(X )11’
an ° v

i=1

completando a demonstragdo do resultado.

Observagao 5.3.2
1. Na situagdo acima, consideremos
Bm i{uJ yUzy o )um}

Bn£{€1)€2)"')én} €

as bases candnicas dos espagos vetoriais reais (R™,+,-) e (R™,+,.), respectiva-

mente.
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Afirmamos que a matriz da transformagdo linear f'(x,), em relagdo ds bases B,
e Bm, que serd denotada por [f/(xo)]fsn,(sm: serd dada por:
ofy ofy
a—X](Xo) a_xn(XO)
Foallppn=| ¢ i i | € Mual®) (5.69)
Ofm ofm
a_x1(x°) a_xn(XO)
De fato, do Teorema (E221) acima temos que, para cada j € {1,2,--- ,n}
m
fl(xo) € = a_(xo) s U,
i1 9%
ou seja, a j-ésima coluna da matriz [fl(xo)]ﬁn,(sm serd dada por:
of,
a_xj(XO)
D
ofm
a_xj(XO)
ou seja, a matriz [fl(xo)]ﬁn,rsm serd dada por (E°E3).
2. Em particular, se
h=(h1,hz,"-,hﬂ)€Rn, (5.70)
teremos
[f /(Xo) h]ﬁm ALgebgLinear [f ,(Xo)]ﬁnﬁm . [h] B
of, ofy
a—X](Xo) a—xn(xo) hy
(BE9) e (B7m) . : )
of 0fm
(xo) o 2 (xo) ) A\
0% 0xn
[ ofy = Ofp,
= (]Z] g, (<o) T Z1 o | om)
m n afl .
= Z [Z ™ (xo)hj-] - . (5.71)
i=1 Lj=1 =

3. Sejam E C R" subconjunto aberto de R", vy : [a,b] — E uma curva parametrizada
diferencidvel e f: E — R uma funcao diferencidvel em E.

Consideremos

—

Bni{€1»€2»"' )én}
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a base canédnica do espaco vetorial real (R™,+,-) e, para cada i € {1,2,---,n},
denotemos pory;: [a,b] — R, as fungbes componentes associadas a fungdo v, isto
€

Y(t) = (vi(t),v2(t), - - yynlt)) = Z%(t) - €, paracada te€la,b]. (5.72)
=1

Consideremos a fung¢do g:[a,b] = R dada por

g(t)=fly(t)], para cada tE€]la,b]. (5.73)

Do Teorema (EZ1) (isto €, da regra da cadeia), seque que a fungdo g € dife-
rencitdvel em [a,b] e

g't)=~F"ly(t)]oly'(t)], para cada te€la,b]. (5.74)

Como
v'(t) e L(R;R™) e f'ly(t)] € L(R";R),

seque, de (EC74), que
g'(t) € L(R;R),

para cada t € [a,b].

Notemos que o espago vetorial real (L(R;R),+,:) € i.somorfo ao espago vetorial
real (R,+,-) (pois ambos téem dimensdo 1), assim podemos identificar g'(t) com
um numero real.

4. Na situagdo acima, se
B1£{1} € Bni{é)lvé)lv"'>€n}

sdo as bases candnicas dos espacos vetoriais reais (R,+,-) e (R™,+,-), respectiva-
mente, temos que a matriz da transformacdo linear v’'(t) € L(R;R"), em relagdo
as bases 31 e Pn, serd uma matriz coluna n x 1 onde, a i-ésima linha da mesma,
serd dada por vi(t), ou seja

' (W)g e = : , para cada te[a,b]. (5.75)
V' (t)

Por outro lado, para cada x € E, a matriz da transformacgdo linear f'(x) € L(R™;R),
em relagdo as bases Bn e 1, serd uma matriz inha 1 x n, dada por (ver item 1.
desta Observagdo)

of of

[f’(x)]ﬁmﬁ] = (a—m(x) a—xn(x)) , para cada x € E. (5.76)
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Logo a matriz da transformagdo linear g'(t), em relagdo a base 1, serd (via
Algebra Linear) dada por:

[9 /(t)][31,[31 = [f/h/(t)] [y ’(t)]]ﬁ],ﬁ]

o 2 (1 )b (g,
vi'(t)
== (Lyien o D) |
X1 0Xn
Ya'(t)
*of ’
=3 Lptw, (5.77)

para cada t € [a,b].

Podemos agora introduzir a :

Definigao 5.3.2 Sejam E C R™ um subconjunto aberto em R", x, € E e f: E — R uma
fungdo que possui todas as derivadas parciais em X,.

Definimos o vetor gradiente da funcao f em x,, que serd indicado por Vf(x,), como
sendo

Vi(x,) = (aa—;(xo),aa—i(xo),--. ,aa—;(xo)) eR", (5.78)
ou ainda: N
Z (5.79)
=1
onde B, ={€1,€2, -+ ,€.} € a base candnica do espaco vetorial real (R™,+,-).

Observacgao 5.3.3

1. Voltando ao item 4. da Observagdo (E=F3), notamos que se

Xo = Y(to),

para algum t, € [a,b], como

= ZVi/(to) ' éi)
i=1

considerando-se a fungdo g = fovy :[a,b] = R (como em (E23)), de (BE-71) e
(ETA), segue que

= Vfly(t,)] ey '(t,) . (5.80)
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2. Notemos que se x, € E, como E € um subconjunto aberto de R™, podemos encontrar
& >0, de modo que
B(x0;8) CE.

Logo, se i € R™ é um vetor unitdrio (isto €, ||U| = 1) e considerarmos a curva
parametrizada y : (—6,0) — E, dada por

v(t) =x,+t-U, paracada te€(=06,0), (5.81)

seque que a curva 'y serd uma curva parametrizada diferencidvel em E, que satis-

faz:

v(0)=x%x, e v'(t)=1u, paracada tec(-5,5). (5.82)
Logo, de (Z—20) e (EX232), segue que
6'(0) = Vtky(0) o v(0)
=) T(x,) o 1. (5.83)

Por outro lado, notemos que

t—0
& . iyt = fly(0)]
= 1m
t—0 t
(6%7) e (523 Pné f(xo +1 f) — f(x,)

(5.84)

Com 1sto podemos introduzir a:

Defini¢ao 5.3.3 Na situagcdo acima, o limite (5-84) (quando ezistir) serd denomi-
nado derivada direcional da funcao f em x,, na direcao do vetor i, e indicada por

of

(xo), 1sto é€,

ou
of L f(xe+t-1) —flxo)
g xo) = 1im n ’ (5.85)

quando existir o limite em questdo.
Observacao 5.3.4
1. Notemos que o vetor i, na Defini¢cdo (E233) actma, deve ser untidrio.

2. Se existirem todas as derivadas parciais de 1.a ordem da fungdo f em x,, de (EZ3)
e (B234), seque que existird a derwada direcional da fungdo f em x,, na diregdo
de qualquer vetor unitario U, e além disso

"= Vi(x,) e ii. (5.86)
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3. Na situacao acima, se

Vf(x,) # O
e considerarmos vetores unitdrios u € R", teremos que o niumero real

of
—(x
aa( O)
por (EZEB), atingird seu valor mdzimo quando o vetor U for multiplo positivo do
vetor Vf(x,), mais precisamente se

Vi(xo)

U= ——"

IV f(xo)||

De fato, pois se 0 € [0,27) nos fornece o dngulo entre os vetores U e V{(x,), seque
que
of (623

L (xo) B Vf(x,) e i
ou

propriedades de um p.1.

IVE(xo)[| [[]] cos(6)

= [[Vf(x,)]| cos(6), (5.87)

—_

: . of . .
ou seja, (E7) nos diz que o numero real ﬁ(xo) atingird seu valor mdzimo quando
0=0,

isto €, quando o vetor U for um multiplo positivo do vetor Vf(x,), ou seja,

U=A-Vf(x,), para algum A>0. (5.88)
Como
1= ||
BE=3
= A o)
#0
—
= A [|[VFf(xo)|l,
seque que, A= 1
R N CAT
) . . VT(xo)
ue, de (E23), implicard em: U=
que, de (535), wmp V)]

como afirmamos,

of
Neste caso ﬁ(xo) serd igual a ||Vf(xo)]||.
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4. Por outro lado, o numero real —(x,) atingird seu valor minimo quando

ou
G V(%)
IV F(x0)]|
pois, neste caso
0=m

of
e assim E(Xo) serd igual a —||VTf(x,)].

A wverificacdo deste fato é semelhante ao que fizemos no item acima e sua ela-
boragdo serd deirada como exercicio para o leitor.

5. Seu € R™ € um vetor unitdrio tal que

ﬁ:Zm-a, (5.89)

i=1

onde
B :{51 )52)"' )én}
€ a base candnica do espago vetorial real (R™,+,-) seque, de (B-79), que

of
~ (%) = Vi(x) @1k

o
= VE(x,) ® <Zu1 . eﬂ)

n
Prop. Produto interno .
= E W Vf(Xo) ®c;
—

(=23) f
= Taxi (Xo)

= of
- Z Ui a_(xo)y
=1 X

ou seja, a derwada direcional da fungdo f no ponto x,, na diregao do vetor unitdrio
U, pode ser obtida por meio das derivadas parciais de 1.a ordem da mesma no

mesmo ponto, isto é:
of = of
Tk = Y (xo) i (5.90)
ou e— 0%
i=1
A seguir enunciaremos alguns resultados importantes que sdo consequéncia da diferencia-
bilidade de uma fungdo de vdarias varidveis reais, tomando valores num espago euclideano.

Comecgaremos pela Desigualdade do valor médio, mais precisamente:

Teorema 5.3.2 Suponhamos que a fun¢do f : [a,b] — R" seja continua em [a,b] e
diferencidvel em (a,b).
Entdo existe t, € (a,b) tal que

1£(b) — f(a)|| < [If "(to)[| (b —a). (5.91)
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Demonstracgao:
Seja

z=1(b)—f(a) e R" (5.92)
e consideremos a funcdo ¢ : [a,b] — R dada por
b(t) =zef(t), paracada te[a,b]. (5.93)

Como a funcéo f é continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b), segue que a fungio ¢ serd
continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b).
Notemos que, para mostrar a afirmagdo acima entamos usando o fato que a fungdo

XH—ZeX

é uma funcdo diferencidvel em R", cuja verificagdo serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo pelo Teorema do Valor Médio para fungdes dem uma varidvel real, a valores reais
(visto em Andlise I), segue que existe t, € (a,b), tal que

$(b) —d(a) = '(to) (b—a). (5.94)
Mas, para cada t € [a,b], temos que
d'(t) =zef'(t).

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo (EX44), tornar-se-a

$(b) —d(a) =[zef'(t,)] (b—a). (5.95)

Temos também que

~—
(?)Z
=zez
= ||z|* > 0. (5.96)
Assim
(E=m)
IzI* =" 1 (b) — d(a)|
=z t'(t,)(b—a)
Des. Cauchy-Schwarz ,
< 2]l I (to)] (b—a). (5.97)
Se

z=0, istoé, f(b)="F(a),
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nada temos a fazer, pois o lado direito de (EZ9T) serd igual a zero.
Se
z#0, teremos |z| >0

e (EEI7) implicard em

lz[l < I "(to)[ (b —a),
e de (EE), segue que ||f(b) — f(a)| < ||f'(t,)]| (b—a),

ou seja, vale (E90), completando a demonstragdo do resultado.

Para o préximo resultado precisaremos da:

Definicao 5.3.4 Diremos que o subconjunto A C R"™ é um subconjunto convexo do
espaco vetorial real (R",+,-) se dados x,y € E, o segmento que tem extremidades
nestes dois pontos estd inteiramente contido no conjunto A, ou seja,

(1—t)-x+t-yeA, paracada te][0,]1]. (5.98)

Com isto, podemos enunciar e demonstrar o:

Corolario 5.3.1 Sejam E C R™ um subconjunto aberto convero de R" e f: E — R™ uma
funcao diferencidvel em E, tal que existe M > 0, de modo que

I/ (x)|Lrngm) < M, para cada x € E. (5.99)

Entao
If(x) —f(y)]| <M]|x—vyl|l, para cada x,ye€E. (5.100)

Demonstragao:

Sejam x,y € E.
Consideremos v : [0, 1] — R™ a curva parametrizada diferencidvel dada por

y(t)=(1—t)-x+t-y, paracada te][0,1]. (5.101)

Observemos que
v'(t) =y—x, paracada tec[0,1].

Como o conjunto E é convexo no espago vetorial real (R™,+,-) e x,y € E, segue que

v(t) € E, paracada te[0,1].
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Definamos a funcdo g : [0,1] — R™, por
g(t) =fly(t)], paracada te][0,1].

Notemos que

S
=y

g(l) =1 |v(1)| =~ly), (5.102)

g(0) =1 | y(0) | =T(x). (5.103)
| ==, |

Como as fungdes f e y séo diferencidveis em E e [0, 1], respectivamente, segue que a fungéo
g serd diferencidvel em [0, 1], em particular, serd continua em [0, 1] e diferencidvel em (0, 1).
Além disso, da Regra da Cadeia (isto €, do Teorema (E=X)), segue que

=f'ly(t)](y—x), paracada tel0,1]. (5.104)

Logo

g ') = 1 B (8] (y —x)|
< |y (O] Lz Iy —x]|

(.

Hizétese
<My —x]. (5.105)

Portanto, aplicando a Desigualdade do Valor Médio (isto é, o Teorema (E22)) a fungdo
g, segue que existe t, € (0,1) tal que

ETm), (ETm)

I£y) = F6l T2 g(1) — g(0)]
Teorema (E=3)
< 19" (to)][ [T — O]
=g "(to)
(B1m)
< MHy_X“)

obtendo (ECI0), completando a demonstragdo do resultado.
O

Observacao 5.3.5 O resultado acima nos diz que se a funcao f tem derivada uniforme-
mente limitada em um subconjunto aberto e convexo do espago vetorial real (R™,+,-),
entao ela serd uma fung¢ao Lipschitziana em E.
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Como consequéncia deste temos o:

Corolario 5.3.2 Sejam E C R™ um subconjunto aberto convero do espago vetorial real
(R*,+,-:) e f:E— R™ uma fun¢do diferencidvel em E, tal que

f'(x) =0, para cada x€E. (5.106)

Entdo a funcdo f serd constante em E, ou seja, se x, € E teremos

f(x) =f(x,), para cada x € E. (5.107)
Demonstracgao:
Como
f’(x) =0, paracada x€E,
segue que

M = ||f'(x)|lugn gm) =0, paracada xe€E. (5.108)
Logo, do Corolério (E=3), segue que
O S Hf(x) - f(xo)H

< M||x = %o|| = 0, paracada x€E,
ou seja, |[[f(x) —f(x,)]| =0, paracada x€E,

ou ainda, f(x)="f(x,), paracada x€E,

completando a demonstragdo do resultado.

Introduziremos agora a:

Definicao 5.3.5 Sejam E C R™ um subconjunto aberto de R™ e f: E — R™ uma func¢ado
diferencidvel em E.
Diremos que a fungdo f é continuamente diferencidavel em E, se as funcdes f e

f’:E — L(RY;R™) forem continuas em E, ou seja, para cada X, € E fizado, dado ¢ > 0,
podemos encontrar & > 0, de modo que, se

X = Xollgn < &, teremos |[f(x) — f(xo)]lgmy IIT' (%) — ' (Xo)|lLirn &m) < €. (5.109)

O conjunto formado por todas as funcdes continuamente diferencidvel em E, to-
mando valores em R™, serd denotado por: C'(E;R™).

Observacao 5.3.6 Serd deirado como exercicio para o leitor mostrar que
(C](E;Rm))+)')

€ um espago vetorial sobre R, onde 4 e - denotam a soma de fungdes e a multiplicagdo
de uma fung¢do por um numero real, respectivamente.
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Com isto temos a seguinte caracterizagio dos elementos de C'(E;R™):

Teorema 5.3.3 Sejam E C R™ um subconjunto aberto de R™ e f: E — R™ uma funcdo.

Entdo f € C'(E;R™) se, e somente se, a fung¢do f for continua em E e ezistem e sdo
continuas todas as derivadas parciais de 1.a ordem da fung¢do f em E.

Demonstracgao:

Suponhamos que

feCY(E:R™) e x,€E.

Logo a fungao f é continua em E e, para completar a 1.a parte da demonstragao, devemos
mostrar que existem e sdo continuas todas as derivadas parciais de 1.a ordem da fungdo f em
E.

Lembremos que, do Teorema (EZ3T), segue que existem todas as derivadas parciais de 1.a
ordem da fungdo f em E.

Além disso, para x, € E, se
Bn£{€1)€2)"')€n} € Bmi{ﬂ1>a2>"'>ﬁm}

sdo as bases canodnicas dos espagos vetoriais reais (R™,+,-) e (R™,+,-), respectivamente,
paracadaje€{1,2,---,n}, ke{l1,2,--- ;m}ex € E, de (EEH), segue que

- _, (E=d = of; — -
[f'(x) €] o i) = [Z ax_(X) 'Ui] ® Uy
i=1 )

m
Propriedades produto interno af1

X Ui @ U
Bl i e )
Bm é bas; candnica O ) para‘ 1.' % k‘
1, parai=k
ofy
= 9y 5.110
an (X) ( )
Em particular, para cada k € {1,2,---, m}, existem todas as derivadas parciais de 1.a
of
ordem a—xk(xo), para cadaje{1,2,--- ,n}
j
Além disso,
of of L L
) = 55 k) E () G @t — [ (o) ] @
an an
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assim

ofy - - .
o, ()~ g (0)| = P60 = £ (xo) €] o T
Des. Cauchy Schwarz , . , R .
< 1£7(x) & — ' (x0) &]|| ||tix]]
=1
< () = f(%0)] &l
< (%) — £/ (%) lLn mmy |€]]
=1

= |If (%) — ' (xo) [lLrr &™) -

Como, por hipétese, a fungdo f': E — L(R™;R™) é continua em E segue, da desigualdade
acima, que todas as derivadas parciais de l.a ordem da funcdo f serdo continuas em E,
completando a demonstragdo da 1.a parte do resultado.

Notemos que, para a reciproca, basta mostrar que a mesma vale, apenas, para

m=1.

De fato, pois se para cada i € {1,2,---,m} a fungdo fi, i-ésima componente da fungéo f,
pertence a C'(E;R), segue que f € C'(E;R™).
Deixaremos a verificagao desta afirmagdo como exercicio para o leitor.
Suponhamos que todas as derivadas parciais de 1.a ordem da fungdo f: E — R, juntamente
com a mesma, sejam continuas em E.
Sejam
X €E e e>0.

Como o conjunto E é um subconjunto aberto em (R™, dgn), podemos encontrar & > 0, tal

que
B(x,;8) CE.
Por hipétese, para cada j € {1,2,---,n}, a fungdo P é continua em X,.
j
Logo, para cada j € {1,2,---,n}, podemos encontrar
5 € (0,8),
tal que, se
of of
x € B(xo; ), teremos a_xj(x) - a_xj("") < T—i (5.112)
Assim, considerando-se
0, =min{d,d;; para je€{l,2,---,n}},
segue que, para cada j € {1,2,--- ,n}, se
of of
x € B(xy:8,), teremos a_xj(") - a—xj(xo) < % (5.113)
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Seja h € R™, tal que
Inf| <8, com h=) hi-g, (5.114)
i=1

onde
Bni{€1»€2»"' >€n}

é base canodnica do espago vetorial real (R™,+, ).

Notemos que

(e1m3)
H(Xo +h) _XOH = HhH < do,

assim
(xo +h) € B(x,;06,) CE.
Consideremos, para cada k € {1,2,--- ,n}, o seguintes vetores de (R",+,):
Vo=0 e Vi=h &+ -+ h-&=(hi,hy, -, h,0,---,0) € R", (5.115)

Com isto teremos:

Vn=nh e _{,:6 - -
f(xo + h) - f(xo) ¥ = f(xo + Vn) - f(xo + \VS_/)

=0

soma telescdpica [

f(xo + V]) - f(xo + \_;0)] + [f(xo + \_})2) - f(Xo + \_;1 )]
+ -+ [f(xo + \_})nfl) - f(xo + \_;an)] + [f(xo + Vn) - f(xo + \_;nfl )]

=) [f(xo +Vj) — flxo +Vj1)l. (5.116)

j=1

Por outro lado, para cada k € {1,2,--- ,n}, notemos que

(e
=|h|] < o.

Como a bola aberta B(x,; d,) € um conjunto convexo do espago vetorial real (R™,+,-),
segue que o segmento de reta de extremos nos pontos

Xo —|—\_;j_1 € X —|—\7}'

estard contido em B(x,; d,).
Observemos também que, para cada j € {1,2,---,n}, segue que

gj:(hhhlf")h’jaoa"'ao)

= (h1,hyy -+ hyg,0,---) 4+ (0,-++,0,hy,0,---,0)

=5 +n 6. (5.117)
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Suponhamos que

hj > 0.
O caso
hy <0
é semelhante e serd deixado como exercicio para o leitor.
Para cada j € {1,2,---,n}, consideremos a fungdo g; : [0, h] — R dada por
gj(t) =f(x, +Vj1+t-¢), paracada tel[0,h. (5.118)

Notemos que o trago da curva parametrizada
t— X, +Vj1+t-€, para tel0,h]

é o segmento de reta que liga o ponto

(Em3),
= v]-

—
Xo + Vi1 +0-€ =%, +Vj_1, aoponto X,+Vj1+hj-e =x,+YV

e que estd contido em B(x,; ).

Assim temos que a fun¢do g; serd a restrigdo da funcdo f ao esse segmento de reta que
une os pontos acima.

Observemos também que, para t, € (0, h;), teremos:

: gj(t+to)_gj(to) . f[xo +\_)’jf1 +(t+to)' _3]_f(xo —I—f}},1 +to‘e_§)
lim = lim
t—0 t t—0 t
_limf[(x0+\7j_1 +to- &)+t —flxo+ Vi1 + 1o €)
o t—0 t
of o o

ou seja, a funcdo g; serd diferencidvel em t, € [0, hy] e

af — —
gj'(to) = a(xo + Vi1 +to - €) (5.120)
)

Como, por hipétese, as derivadas parciais de 1.a ordem da fungdo f sdo continuas em
E segue, de (EI20), que a fungdo g; serd continuamente diferencidvel em [0, h], para cada
j 6{1 )23"' ,TL}.

Assim, para cada j € {1,2,---,n}, podemos aplicar o Teorema do Valor Médio a fungéo
gj no intervalo [0, hyj] e assim obter

ej S [O>hj])
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tal que
= =5,
(D) o "
= f(Xo +Vj7]+hj'ej) :f(Xo +v)~,1+0-ej)
—~ —~ = ,
g;(hy) - g;(0) =95 (6;) hy
(&) of N
= a_)(j(xo+vj 1+e] e]) hj)
. S S of - -
ou seja, f(x, +Vj) — f(xo + Vi) = a(xo + Vi1 +6; - &) hy, (5.121)
j
paracadaje{1,2,---,n}
Logo,
ﬂx++u—ﬂx)—jimffu)(@F)jiwu-+vy—ﬂx+v n—jiffu)m
o} 0 = an 0 — ~ 0 j 0 j—1 ~ Xj 0

i Xj i an
= of of
< ~— (%o +Vju1 + 05 - €) — —(%0) hy]
; 0X; © ) ) 0X; © m
I(x0+Vj_1+0;-&)—xo | =II¥j_1 +6;& I <IIhlI <50, logo (ETTT)
< n
e
< J—
> I
j=1
€
= Il =ellhl], (5.122)

ou seja, se considerarmos a transformacao linear A : R™ — R dada por
i o
- 0x;

onde

hed nes,
i=1

segue, de (E123), que
. |f(xo +h) = f(xo) — A(h)]
lim
h—0 IIh|
mostrando que a fungdo f é diferencidvel em x, € E.
Portanto a fungdo f serd diferencidvel em E e, além disso, temos que

=0,

f'(x)h = A(h)

i aa— (5.123)
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onde
hzzhj-éj-
i=1

Se
to=0 ou t,=h,

teremos algo semelhante, trocando-se o limite (E2T19), pelos respectivos limites laterais.

Deixaremos os detalhes destes dois casos como exercicio para o leitor.

Como, por hipétese, as derivadas parciais de 1.a ordem da funcdo f sdo continuas em E
segue, de (E123), que a fungdo ' serd continua em E, ou seja, f € C'(E;R), completando a
demonstracgao.

O

5.4 Ponto fixo de uma funcao

Nosso objetivo nesta segdo é exibirmos um resultado que garante a existéncia de um, tnico,
ponto fixo de uma fungdo ”especial” definida em um espago métrico ”especial”.
Para isto comegaremos pela:

Definicao 5.4.1 Sejam X um conjunto ndo vazio, x, € X e f: X = X uma fungao.
Diremos que x, € um ponto fixo da fungao f em X se

f(xo) =%, . (5.124)

Para exibir um resultado importante que tratard da existéncia e unicidade de ponto fixo
de uma aplicagdo precisaremos da:

Definigao 5.4.2 Sejam (X, dx) um espago métrico e f: X — X uma funcdo.
Diremos que a funcdo f é uma contragao em (X, dx), se existir c € [0,1), tal que

dx[f(x), f(y)] < cdx(x,y), paratodo x,ye€ X. (5.125)
Observacao 5.4.1 Toda contracdo defintda em um espago métrico € uma fung¢ao continua
definida nesse espaco métrico.

A verificagdo deste fato é simples e serd deixada como exercicio para o leitor.

Com isto temos o Teorema do ponto fixo de Banach:

Teorema 5.4.1 Sejam (X, dx) € um espago métrico completo e a fungdo f: X — X uma
contragdo em (X, dx).
Entdo existe um, e somente um, ponto fizo da funcdo f em X, isto é, existe um
unico X € X, tal que
f(Xx) =%. (5.126)
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Demonstracgao:

Comecgaremos provando a unicidade:
Para isto, suponhamos que x;,x, € X sdo pontos fixos da fungdo f em X, ou seja,

flx1)=x1 e f(x2) =x;.

Entao

f(x1)=x1, f(x2=x2

dx(x1,%x2) = dx[f(x1), f(x2)]

f é contragéo

< cdx(x,x2),
ouseja, 0 < (T—c)dx(x1,%x2) <0
——
>0
que implicard que: dx(x7,x2) =0,

ou ainda, X=X,

mostrando a unicidade do ponto fixo da funcgdo f.
Mostremos agora a existéncia do ponto fixo da fungado f em X.
Seja x, € X qualquer.
Para cada n € N fixado, consideremos a sequéncia (x,)ney dada por:

Xn = f(xn_1) . (5.127)

Notemos que, para n € N, teremos

(EE) dX [f(xn) )f(xn—l )]

f é contragéo

S CdX(Xn)Xn—l) )

dX(Xn-H ) Xn)

com isto, por indugdo, podemos mostrar que
d(xni1,xn) <c™d(x1,%,), paracada meN. (5.128)

Os detalhes da prova da afirmagdo acima serdo deixados como exercicio para o leitor.
Notemos que, se m > n, segue que

des. triangular

dx(Xm yXn) < dx(Xm y Xm—1) + dx(Xm—1,Xm-2) + - - - + dx(Xnt1,Xn)
= Z dx(xi,xi—1)
i=n+1
(ETzm)

< (M ™) dx(xay Xo)

=c" | 1+ct 4™ dx(xr,x0)

STete?4--<5

1

< dx(X] ,XO) . (5129)

< c" ]
1
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Como c € [0,1), segue que a sequéncia numérica (c"), . serd convergente para zero,
ou seja, (EE29) implicard que a sequéncia (X, )ney serd um sequéncia de Cauchy no espago
métrico (X, dx).

Mas o espago métrico (X, dx) é um espago métrico completo, logo existe o limte

X = lim x, € X. (5.130)

n—oo

Como a funcdo f é uma contragdo em (X, dx), segue que ela serd uma fungédo continua em
(X, dx), assim
f(x) =2 ¢ <lim xn)
n—oo

f é continua .
= lim f(

- ].im XTI+1
n—oo
(E=m) _
- )
ou seja,
fb_() =X,
portanto a fungdo f tem um 1nico ponto fixo em (X, dx), completando a demonstragdo do

resultado.
O

Observacao 5.4.2 A demonstragao acima nos fornece um modo de encontrar o ponto
fizo da funcao f.

Basta escolher x, € X qualquer e encontrar o limite da sequéncia (Xn)neny em (X, dx),
onde

xn = f*(x), para cada n €N, (5.131)
notando que:
"~ fo...of. (5.132)
n—fatores

Como consequéncia do resultado acima temos o:

Corolario 5.4.1 Seja (X,dx) um espaco métrico completo. Suponhamos que a funcgdo
f: X — X seja continua em (X,dx) e que exista N € N, de modo que fN : X = X é uma
contragdo em (X, dx).

Entao existe um unico ponto fizo da fungdo f em X.

Demonstragao:

Do Teorema (EZ1), segue que fungdo fN tem um tnico ponto fixo em X, que denotaremos

por p.
Para cada k € N, definamos

M=kN+L, onde 0<L<N.
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Dado x € X temos que
fH(x) € X.

Da demonstragdo do Teorema (EZZ) (veja a Observagdo (EZ3)), temos que

f*N[fL(x)] —p, quando k — oo,
H—/

f(kN+L)(X):fM(X)

ou seja,
™M(x) - p, quando M — oo. (5.133)

Portanto,

p E 0 i EME(p)

M—oo

o (M+1)

= am P )
13 M

= wm FIFE(p)]

Fécontiéua em X F [ lim FM(p):|

M—o0
(BET=3) com x=p

= F(p),

completando a demonstragao

5.5 O Teorema da Funcao Inversa

Nesta segdo utizaremos o Teorema do ponto fixo de Banach (isto é, o Teorema (EZ)) para
provar um resultado sobre a continua diferenciabilidade da fungédo inversa (local), associada
uma fungdo continuamente diferencidvel e "bem comportada”, mais precisamente:

Teorema 5.5.1 (Teorema da Fungao Inversa) Sejam E C R™ um subconjunto aberto
de (R",dgn), xo € E e f € C'(E;R"Y), tal que f'(x,) € L(R") seja um operador linear
inversivel e Yy, = f(X,).

Entao

1. existem dois conjuntos, que denotaremos por:
U=1U(x,) CE € VZV(UO)»

que sdo subconjuntos abertos em (R",dgn), contendo x, e Yo, respectivamente,
tais que f: U — V € byetora, ou seja, a fungdo f admite uma fungdo 1nversa
f1:V = U, localmente em x,.

2. Além disso,
f1eC'(V;RY)
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e, para cada y € V, teremos

onde x = f1(y).
Demonstracgao:
De 1.:
Seja

A =f'(x,) € L(RM).

Como f'(x,) € L(R™) é um operador linear inversivel, segue que

Al ®n) # 0.

Assim podemos considerar
1

2 AT e

Como a fungédo f’ é continua em x, e o conjunto E é um subconjunto aberto de (R™, dgn),
podemos encontrar r; > 0, tal que B(x,; 1) C E e se

A > 0. (5.134)

x € B(xo; 1), teremos |[f'(x)—f'(xo) <A. (5.135)
——
=A L(RM)

Afirmamos que a funcao f é injetora em
U=DB(x; ).
De fato, sejam x;,x; € U para os quais

y = f(x1) = f(x2)
Mostremos que
X1 =X2.

Para isto, consideremos a fungdo ¢ : E — R™ dada por
Py(x) =x+ A7'[y—f(x)], paracada x€cE. (5.136)

Notemos que:
existe inico x € U, talque y="f(x)

se, e somente se,
existe inico x e U, talque y—f(x)=0,

ou, é equivalente, a

existe inico x €U, talque A'[y—f(x)] = 6,
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ou ainda,
existe inico x e U, talque x-+ A~ [y —f(x)] =x,

ou, equivalentemente,
existe inico x € U, talque @y(x)=x,

ou ainda,
existe inico x € U, ponto fixo da fungdo @ . (5.137)

Portanto a fungdo f é injetora em U se, e somente se, (E2I37) ocorre.

Mostremos que (ECTZ1) ocorre.

Para isto, observemos que ¢, € C'(E;R") (pois f,A € C'(E;R")) e, além disso, da Regra
da Cadeia (isto é, o Teorema (E221)) e da Proposicdo (E223), segue que

= _

@y (x) A'of’(x), paracada x€E, (5.138)

onde I, € L(R™) denota o operador identidade em R™.
Os detalhes da verificagdo da identidade acima serdo deixados como exercicio para o leitor.

Logo, da Proposi¢do (ECT1) item 3. (isto é (E4)), se x € B(x,; 1), segue que

=3 _
oy () e =2 1= A o [F/ ()] [lgen

= ||A7 o [A —f/(x)] lL&m)

=1 ,
< A el JA =0 |Lzny

1
AR

Logo se x1,X2 € B(x,; r) (que é um subconjunto convexo de (R",+,-)), do Corolério
(BE23), podemos concluir que

1
loy (1) = @yx2) < 5 [Per =2l (5.139)

que garante que a funcdo ¢, terd, no mdximo, um unico ponto fixo em U.
De fato, pois se x1,x; € U satisfazem

cby(X]) =X1 € X2 = (by(Xz)»

_ =0
entdo, de (BE139), segue que ||x1 —x2f| = ||dy(x1) — dy(x2)]| < 3 X1 —x2l|
implicando que: ||x;1 — x| =0,
ou seja, X; =1X3. (5.140)

Assim, de (BEZTZ0), segue que a fungdo f serd injetora em L.
Com isto temos que a fungao f: U — V serd um fungao bijetora, onde

V= f(U). (5.141)
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Logo, para cada y € V, existe um dnico x € U, tal que
fix) =y.

Para completar a demonstracdo do item 1., precisamos mostrar que o conjunto V, definido
por (BECTZT), é um subconjunto aberto em (R™, dgn).
Para isto, dado y; € V, de (ECTZT), segue que existe (um tnico) x; € U tal que

Yy = f(x1)

e, do fato que a bola aberta B(x,; r) é um subconjunto aberto de (R", dg~ ), segue que existe
€ (0,7), tal que
B(x1; 1) CU=B(xo; 7).

Afirmamos que, se y € R" é tal que
ly—vyil| <Ar,, entdo deveremoster ye V. (5.142)

Em particular, teremos que o conjunto V serd um subconjunto aberto de (R™, dgn), pois
se y; € V, da desigualdade (ETZ2) acima, teremos que

B(y];TOA) QV

Mostremos a afirmagdo (E-TZ3).
Para isto, suponhamos que y € E satisfaz

ly—uil| <Aro, ouseja, yeByi;moA).

Notemos que

| @y x1)—x1|| )Hx+A y — f(xq)] —X1H
= ||A”! —f X] |
_yl
AT <A
< AT [y =yl
~——
(E=3) ; yeB(ygitoA)
- 2A < To A
<1r7\—1r (5.143)
2N 00 20 '
Assim, se x € B(xy; 1,), teremos:
[y (x) —x1l = [[[@y(x) — @y (x1)] + [@y(x1) —x1]]|
des. triangular
< @y (x) — @y (x1)| + oy (x1) —x1 |
—_————
(ET=3) em B(xq ;ro)] (===
< Fx=xif[<3ro < 3T
HG,_/
1 1
<o Tod = To =Ty, (5.144)

2 2
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ou seja, de (EE1Z4), podemos concluir que

(T B(Xl;ro) - B(Xl ) T’0) .

Assim, uma vez mais, a fungdo ¢, serd uma contragdo em B(x;; 7,) que, como dissemos
anteriormente, € um espago métrico completo.
Logo, do Teorema de Banach, existe um tnico

x € B(x1;7,) C B(xo; 1), talque f(x)=vy,

mostrando que
yef(U) =V,

completando a demonstragao do item 1. .
De 2.:
Como o conjunto V é um subconjunto aberto em (R", dgn), dado y € V, existird

k € R"\{O}, tal que (y+k)eV.
Do item 1., segue que existem (tnicos) x,x, € U, tais que
flx) =y e f(xx)=y+k. (5.145)

Considerando-se
h =x —x,

da identidade (BE2TZ3) acima, segue que

f(x) =y e f(x+h)=y+k. (5.146)
Logo
=A~ (Y +AT [F(x+h)] =A" T (Y)+ATT (%))
(E==m) “A—T -1
Py(x+h)—@y(x) =" (x+h)+A " [y—~f(x+h)] p —<x+ A7 [y — f(x)]

0 que implicard que

loy(x+h) — @y (x)|| = [h = A7 (k)|

des. triangular

M = [IAT (k)] (5.147)
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Por outro lado, de (ECT39), segue que

x,(x+h)eU, logo (ET=3) ]
oyt m =y LT T Dy

1
= > IInl. (5.148)

Logo, de (E-TZ7) e (ECTZ3), teremos:

_ 1
IRl = AT < 5 I
ouseja, [h|| < 2AT ()] < 2A e K]
—_———

(=3 ;
PN
1
= <l
1
isto &, [ < 5 IIKll, (5.149)
ou ainda ] <1 1 (5.150)
u ainda, — < ——. .
[kl = A Rl
Notemos que
(E=3) 1

T > X If/(x) — AllLgn

ouseja, [[A M iwn [If'(x) — Aljign) < 7

Logo, para cada x € U, do Teorema (EZT1) item 1., segue que, o operador linear f’(x), ad-
mite inversa (ou seja, serd um operador linear inversivel) que, por simplicidade, denotaremos
por T, ou seja:

T=[f'(x)]".

Denotemos a fungdo inversa associada a fungdo f: U — V por g, isto é,

g=f"'.
Como isto teremos:
(ETm) B _
9y +k)—gly) —T() = (x+h) —x—T(k)= h -T( Kk )
=TI

Té o tinear 16 /(6)(h) — f(x + h) + f(x)]

= —T[f(x +h) — f(x) — £'(x)(h)] . (5.151)
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Logo, se k # 0, segue que

(E==1)

< 1

[l

NN
lg(y +k) ]]fn(y) —T(k)|| (ESE” ||17|| =T [f(x + h) — f(x) — ' (x)(h)]||

ITEN<ITHL @y 2] 1[[f(x+h)—f(x)—f'(x)(h
R e e

>|—

Portanto quando
k— O, de (ETTZ3), segue que h—O.

Assim, quando k — 6, o lado direito de (EIRJ) vai para zero, pois a fungdo f é dife-
renciavel em x, implicando que a fungdo g = f~' serd diferencidvel em y = f(x) € V.
Além disso, de (ECI53), segue que

(F) W) =9'(y) =T=[f'(x]", paracada y=flx)eV.

Notemos que a fungdo g € continua em V, pois é uma fungdo diferenciavel em V.

Como, por hipétese, a fungdo f': U — L(R") é continua em U e a aplicagdo que leva um
operador linear inversivel no seu operador linear inverso é uma aplicagdo continua na norma
de L(R™) (ver Teorema (E-TT) item 3.), segue que a fungdo g’ serd uma fungdo continua em
V, mostrando que

f1=geC'(V;U),

completando a demonstragao do resultado.

Como consequéncia temos o

Corolério 5.5.1 Sejam E C R™ um subconjunto aberto de (R"™, drn), Q como no Teorema
(Z13), f € C'(E;R") tal que f'(x) € Q, para cada x € E.

Se W C E € aberto em (E,dgrn), entdo o congunto f(W) € aberto em (R™,dgn), ou
seja, a aplicacdo f é uma aplicagdo aberta. -

Demonstracgao:
Se y € f(W), existe

x €W, talque f(x)=y.

Pelo item 1. do resultado acima, existird um conjunto U = U(x), subconjunto aberto de
(R™, dgn), contido em W, tal que

ye V=1l cf(w),

com o conjunto f(U) sendo um subconjunto aberto em (R", dgn).
Logo, existe > 0, tal que

B(y; &) € f(U) € f(W),
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em particular,
Bly; 8) C f(W),

mostrando que o conjunto f(W) é um subconjunto aberto em (R™,dr~), completando a

demonstracdo do resultado.
O

5.6 Teorema da funcao implicita

Para finalizar enunciaremos e provaremos 0 Teorema da funcao implicita .
Antes porém faremos algumas observagoes e introduziremos algumas notagdes:

Observacao 5.6.1
1. Sejam E um subconjunto aberto de (Rz , dRz) e f:E — R uma funcao diferencidvel
em E.

Suponhamos que (X,,Yo,) € E € tal que

of
f(meo):O € @(Xoyyo)%o'

Entdo, no curso de Cdlculo II, mostrou-se que existern vizinhangas de X, € Yo,
que denotatemos por
U=U(x,) e V=V(yo),

respectivamente, tal que
UxVCE

e existird uma funcdo y: U — V, diferencidvel em U, de modo que
flx,y(x)] =0, para cada xe€U,
ou seja, podemos obter na equagdo

f(x,y) =0, para cada (x,y)€E, (5.153)

Y, como fungdo de x, em um vizinhanga do ponto (x,,Y.) € E, ou ainda, o grdfico
da equagdo (ECIR3) actma, pode ser obtido como o grdfico de uma fungdo de x, em
um vizinhanga de (X,,Y,) € E, contida em E.

2. Se a hipdsete
of

@(Xo)yo) 70

falhar, a conclusao pode ser falsa, como mostra o sequinte exemplo:

Consideremos f : R> — R dada por

f(x,y) =x*+y*—1, para cada (x,y) € R>.
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Notemos que a funcgdo f: E — R uwma funcdo diferencidvel em R? e

f(1,0)=0 e E(1,0):2.020
dy

e nao eziste nenhuma vizinhanga de
(Xo0,Yo) = (1,0),

de modo que possamos escrever y = y(x), em uma vizinhanga do ponto (X,,Yo,) =
(1,0) (veja a figura abaizo) na equagdo

f(X,y) =0.

Y

3. Na situagdo do item 1., suponhamos que (X,,Yo,) € E € tal que

of

1:0>0: A Aoy Yo .
(%0, Yo) =0 & 5 (X,Yo) #0

Entao, no curso de Cdculo II, mostrou-se que ezistem vizinhangas de X, € Yo, que
denotatemos por
UZU(XO) € v:V(yo))

respectivamente, tais que
UxVCE

e eristird uma fungdo x: V — U, diferencidvel em V, de modo que
fix(y),yl=0, paracada yeV,

ou seja, podemos obter na equagdo
f(x,y) =0, para cada (x,y) €k,

x como fungdo de y, em um vizinhanga de (X0 ,Yo) € E, contida em E.

A seguir exibiremos uma versdo mais geral do resultado acima (que foi apresen-
tado no curso de Cdlculo II), bem como sua demonstragao.
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5. No enunciado e na demonstragcdo deste resultado que vird a sequir, utilizaremos
a segquinte motagdo:

Se
Xx=(X1,%2, ,x,) ER" e y=(y1,Y2,- - ,Yym) € R™, (5.154)

entao
(x,y) = (x1,X2, X, Y1,Y2, -, Ym) € RT™L (5.155)

Com 1sto, notamos que dada
A€ L(R™™: R"),

entdo podemos decompor a transformacdo linear A, em duas transformacoes li-
neares, que denotaremos por:

Ac:R"—=R" e Ay:R™ = R",

dadas por
Ai(h) =A(h,0.,), para cada heR", (5.156)
Ay(k) =A(On,k), para cada keR™, (5.157)
onde
0,=(0,0,---,00eR* e O0,=(0,0,---,0)€R™. (5.158)

De fato, para h € R" e k € R™, teremos:

(ET53) (ET=3) € (6T3)

A(h, k) Al(h,Omn) + (On, k)]
A é t'ra.n_sf. linear

= A(h,Om) +A(On, k)

(=) 25 A (h) + Ay (K). (5.159)

Deizaremos como exercicio para o leitor mostrar que

AceL(R") e AyeLl(R™;R").
6. Notemos também que

1A = |A(h, O
||h1||\Rn

< Al gmen gy [[(hy O [|lrn+m

= [|Allgmen gy [[R|Rn -

7. De modo semelhante, temos

1A < A L@mengny ([K][zm -

A demonstragdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.
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Com isto podemos enunciar e demonstrar um Teorema da funcgao implicita para trans-
formacgdes lineares, mais precisamente:

Proposicao 5.6.1 Seja A € L(R™™; R"), tal que A, € L(R") é um operador linear in-
versivel.
Entdo, para cada k € R™, existe um unico h € R" tal que

A(h,k) = O,,. (5.160)

Além disso, temos que
h=—-A[A,K)]. (5.161)

Demonstracao:

Observemos que, para cada k € R™, temos que

A(h,k) = O,
que, de (EIR9), é equivalente a: Ay (h) + Ay(k) = Oy,
existe A_' € L(R™), segue que, existe um tnico: h =—A_" [Ay(K)],

completando a demonstragao.

Observacao 5.6.2 O resultado actma nos diz que, para cada k € R™, na equacdo
A(h,k) =0,
podemos obter h € R", de modo unico, em funcdo de k, ou seja,
h=h(k), para cada ke R™.

Além disso, essa funcdo serd uma transformacdo linear do espago vetorial real
(R™,+,-) no espago vetorial real (R",+,-), como descrita em (EIZ1).

Podemos agora enuciar e demonstrar um Teorema da fungao implicita que estende o
que foi exibido no curso de Cdlculo II, mais precisamente:

Teorema 5.6.1 Sejam E um subconjunto aberto de (R™™, dgnim), (X0,Yo) € E, f €
C'(E;R™) e A =f'(x0,Yo) € L(R™™; R™).
Suponhamos que
f(xo »Uo) - On

e que A, € L(R"), dada por (E-128), seja um operador linear inversivel.
Entdo existe subconjunto aberto de (R™™  dgnim), que indicaremos por

U=Uo,y,) CE,
contendo (X,,Yo) € E, um subconjunto aberto de (R™,dgm), que denotaremos por

W =W(y,) CR™,
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contendo Yo, tal que para todo y € W eziste um, unico, x € R" de modo que
(x,y)eu e f(x,y) =0, (5.162)
ou seja, eriste uma fungdo g: W — R" satisfazendo:
1. g(yYo) = xo;
2. paray € W, temos
(9(y),y) € U;
3. paray € W, temos que
f(g(y),y) =On
Além disso, g € C'(W; R") e
9'(Yo) = —A 0 Ay (5.163)
Demonstracgao:
Definamos a fungdo F: E — R™™, dada por
F(x,y) = (f(x,y),y), paracada (x,y)€E. (5.164)
Notemos que
=0n
—
F(Xo )yo) = (f(xo )yo) »yo)
= (On,Yo) - (5.165)
Como f € C'(E; R"), segue que
FeC'(E;R™™),
pois suas fungbes componentes sdo fungdes continuamente diferencidveis em E.
Além disso, temos que
(ETm3)
FI(meo)(h)k) = (A(h)k)>k) (5-166)

De fato, notemos que como a fungdo f é diferenciavel em (x,,y,), segue que

=0n
——
. f(xo+h)yo+k)_f(X0)yo) _A(h)k)
0= lim
(h,K)=(0,0) | (h, K]
. f(xo + hyyo + k) —A(h,k)
= lim y
(h k) 5(0,0) | (h, k)]

ou, equivalentemente:

——
(%o + N, Yo + k) — F(Xo,Ug) = A(N, k) + (N, k), (5.167)
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onde (h,k)
.
i Tk 5.168
(h k=00 [[(h, k)| ( )

Logo
=0n

5164 )

(T3 —
F(Xo +h)yo+k) _F(Xo»yo) = (f(xo+h»yo +k))>yo +k) - f(meo))Uo

- (f(xo+h>yo +k))k)

= (A(h,K) +1(h, k), K)
Assim
HF(XO + h»Uo + k) - F(Xo ayo) - (A(hak) »k)”R“““ () H(T(h,k) y Om)HR“““
[(h, 1) [(h, X
_ (s K e e
[(h, X)) ’

quando (h,k) — (0,0).
Portanto vale (ETE3).
Notemos também, que se

:(Onyom)
~ =~
O :F/(XO)UO)(h)k):(A(h)k),k))

~ k =0n
entao,
On = A(h> Om) = Ax(h)

Como o operador linear A, € inversivel, segue que

h=0,,
ou ainda, (h,k)=(0,,0,)=0,
ou seja, o operador linear F’(x,,y,) € injetor e portanto bijetor (pois é um operador linear).

Portanto
F'(%0,Yo) € L(R™™)

serd um operador linear inversivel.
Logo podemos aplicar o Teorema da fungéo inversa a fungédo F (ou seja, o Teorema (E25T))
e com isto poderemos obter um subconjunto aberto de (R™™, dgn+m ), que indicaremos por

U=1U(x,,yo) CE

e um subconjunto aberto também de (R™™, dgn+m ), que denotaremos por

B 160 )

V = V(F(%,Yo)) T=2 V(Oy,yo) € R™™,
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de modo que a fungio F: U — V serd bijetorae F~' € C'(U;V).
Definamos
W ={y € R™; (On,y) € V}.

Observemos que
Yo € W, pois (On,y,) €V.

Além disso, o conjunto W é um subconjunto aberto de (R™, dgm)
De fato, pois como a fungéo i: R™ — R™"™ dada por

é uma fungdo continua em (R™,dgn) e como o conjunto V é um subconjunto aberto de
(R™™  dgn+m ), sSegue que
wW=i" (V) )

serd um subconjunto aberto de (R",dgn) (onde i~' denota a imagem inversa, associada a
fungdo 1i).
Notemos também que, se y € W, segue que existe (x,y) € U, tal que

F(Xay) = (On)y)»

pois a fungdo F: U — V é bijetora.
Mas

(On,y) = F(x,y) (f(x,y), ),
ou seja, f(x,y) =0,

ou seja, para cada y € W existe, pelo menos um, x tal que
(X>y)€W € f(X,y):On.

Afirmamos que x é tinico com a propriedade acima.
De fato, suponhamos que (x’,y) € U é tal que

f(X,U) = On Zf(X/JJ) .

Logo
Fix'yy) = (f(x",y),y)
- (f(X,y) )y)
= F(X»y) .

Como a fungao F é injetora em U, segue que

X =X.
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Com isto podemos concluir que, para cada y € W, existe um tnico x = g(y), ou ainda,
uma fungdo g: W — R", tal que
f(g(y),y) = On,

completando a demonstragdo dos itens 1., 2. e parte do item 3., faltando mostrar que g €
C'(W; R") e vale a identidade (EIE3).
Para isto, consideremos a fungdao g : W — R" dada por

gly) =x, paracada yeWw, (5.170)
onde x é o Unico elemento pertencente a W, tal que
(x,y)eu e f(x,y)=0,,
obtido na 1.a parte da demonstracao, ou seja,
f(gy),y) =0,, paracada yeWw, (5.171)
Com isto teremos

Flg(y),y) =" Flx,y)

= (f(x,y),y)
—
=0n
(On,y), paracada yeWw. (5.172)

Definindo-se a fungdo
G=F':Vv-u

entdo, do Teorema da fungdo inversa (ver Teorema (E51)), segue que G € C'(V;U).
Mas

Flg(y),y) = (On,y)

et FIG(On,y)], paracada yeW.

Como a funcgdo F é injetora em U, da identidade acima, segue que
(Q(U),U):G(On,y), para cada UGW'

Logo se considerarmos as fungdes IT; : R™™ — R" dada por (é uma transformacéo linear,
logo pertence a C'(R™™;R"))

M(x,y) =x, paracada (x,y)eR™™,
e H: R"™ — R™™ dada por (é uma transformacio linear, logo pertence a C'(R™™;R™ ™))

H(x,y) =(On,y), paracada (x,y)eR™™,
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segue que
gly) =0T o GoH](x,y), paracada (x,y)€eV.

Como

GeCY(V:W), TI, e C'(R¥™:;R") e He C(R"Y™:;R"),

segue que g € C'(W;R").

Para finalizar, precisamos mostrar (E163).

Para isto, observemos que se considerarmos a fungio ¢ : W — R™™ dada por

o(y) =(gly),y), paracada yeWw,
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(5.173)

segue que @ € C'(W;R™™) ¢, para y € W, teremos (de modo semelhante como fizemos

para mostrar (ECI6H))
¢'(y)(k) =(g'(y)(k),k), paracada keR™.

Notemos que, para y =y,, teremos

©(Yo) = (9(Yo) o)
——

Como

=),

flo(y)l (9(y),y)

(=) O., paracada yeWw,

segue, da Regra da cadeia, que
{f'le(y)loe’(y)} (k) =0,, paracada kcR™.

Mas —
f/[(P(yo)] = f/(xoyyo):A>

e assim, de (ECT7d), teremos
[Ao@'(yo)l(k) =0,, paracada keR™,

ou seja,

O,=A @ '(yo) k
—_—
(=)

= (97(yo)(K),k)=(g ' (yo) (k) ,0m)+(On ,k)

A é oper. linear

= Alg'(Yo)(k), Om) + (On, k)]
=A [9 /(yo)(k) ) Om)] + A [(On>k)]

EE A g (o) K] + Ay (K)

(5.174)

(5.175)

(5.176)
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ou seja,
[Ax 0. g'(yo)] (k) + Ay(k) = On,
ou ainda, [Aog'(yo)] (k) =—Ay(k).
Aplicando A_' a identidade acima, obteremos:
9'(Yo) (k) = = [AT o A] (K),

mostrando (ET63) e completando a demonstragdo do resultado.
O

Observacao 5.6.3 Em termos das componentes da fungao f e da fungdo g a expressao

(E=IE53) tornar-se-d a seguinte:
Para cadai€{1,2,---,nteke{l,2,---,m} teremos:

ag1 . afl
Zax) XoyYo) E(Uo)— d (X0 yYo) s

Zn+tk
onde
Rn+m

z=(x,y) €

Para ver 1sto, basta notar que

[Ax] - (af (XO)UO)) )

aX] nXxn

/ _ ag]
[9 (XO)UO)] = <ayk( 0)90) )nxm

of,
[A ] - (—l Xo0yYo ) )
Y azn+k( Y ) nxm

e assim
[Ax] [9 I(Uo)] - _[Ay] )

que nos fornecerd a expressao acima.
Para finalizar consideremos o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 5.6.1 Seja f:R> — R? a fung¢do dada por

f= (f1 >f2)> (5177)

onde f;,f, : R> — R sdo dadas por
fi(x1,%2,Y1,Y2,Y3) = 2€7 +x2y1 —4y2 + 3, (5.178)
f2(x1,%2,Y1,Y2,Y3) =x2 cos(xy) —6%x1 +2yY1 — ys3, (5.179)

para (x1,%2,Y1,Y2,Y3) € R’
Aplique o Teorema da fung¢do implicita a equagao

f(X,y):(0,0), bara (X>U)ER2XR3)

em uma vizinhang¢a do ponto
P, =(0,1,3,2,7). (5.180)
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Resolugao:
Observemos que se
Xo=(0,1) e Y,=(3,2,7) €R?, (5.181)

entdo
Py = (Xo,Yo) (5.182)
f1(X0>Y0) :f1(0)1 >3>237)
CED2e04+1.3-4.243=0, (5.183)
fZ(XO)YO) :fl(o)] »3)2)7)
=91 cos(0)—6-042-3—7
=0, (5.184)
ou seja,
(ET=3)

f(Po) =" 1(Xo,Yo)

(EE) (ﬁ (Xo )Yo) )fZ(Xo )Yo))

E=E 10,0) e R

Notemos também que

/ Exercicio 2 3 1 —4 O
[f (XO)YO)] — <—6 1 2 0 _1>)

2 3 1T -4 0
[Ax1:<_6 1) e [Ay]:<2 ) _1>.

Em particular, a matriz [A,] é inversivel, pois

assim,

2 3

Al =
det[A,] 6 1

—24+18=20+£0.

Logo, pelo Teorema da funcdo implicita, existem vizinhangas dos pontos X, e Y,, em
(R?,dg:) e (R®, dgs), respectivamente, que denotaremos por

U=u(X,) e V=V(Y,),
respectivamente, e uma fungdo g: V — U de pertence a C'(V;U), que satisfaz:
g(Yo) =X,, que, de (ECIZM), é equivalente a, g¢(3,2,7) =(0,1),

f(g(y),y) =(0,0), paracada yelu
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€
[g'(Yo)] = —AL'A

Eericiol 1 —3 1 —4 O
20\6 2 2 0 -1

1.3

4 5 20

e |
2 5 10

5.7 Teorema de Schwarz

Comegaremos esta secdo, introduzindo o conceito de derivadas de ordem superior para fungoes
de varias varidveis reais, a valores reais.

Definicao 5.7.1 Sejam E, um subconjunto aberto de (R",dgn) e f: E — R uma fungdo
que possut todas as derivadas parciais de 1.a ordem em E.

Se, para i, € {1,2,---,n} firado, a func¢do : E — R for uma funcdo dife-

axi

o

rencidvel em x, € E entdo, para cada j € {1,2,---,n}, diremos que a fungdo f possut
derivada parcial de segunda ordem, em relacao a x;, e a xj, em X,.

Neste caso definiremos, a derivada parcial de segunda da funcgao f, em relacao a
o 0 f
e Xj, em X,, que serd indicada por W(Xo), como sendo:
—_— _— X. X
) lo

O )= (af)(xo). (5.185)

aX]' aXiO - a_X] aXiO

Xio

Se a funcao f e todas as derivadas parciais de 1.a e 2.a ordem da fung¢do f forem
fungées continuas em E, diremos que a funcdo f é de classe C> em E e escreveremos

f e C}E; R), (5.186)

ou seja, o conjunto C*(E; R) é formado por todas as funcées, a valores reais, de classe
C? em E.

Observacao 5.7.1

a

berto
1. Uma funcdo f:E C R™ — R™ serd uma funcdo de classe C> em E, se cada uma
das suas fungbes componentes pertencer C*(E; R).

Assim, o conjunto
C*(E; R™)

é formado por todas as funcdes, a valores em R™, de classe C* em E.



5.7. TEOREMA DE SCHWARZ 291

2. Deizaremos como ezercicio para o leitor mostrar que
(CZ(E; Rm)a -+, )

€ um espago vetorial real, onde as operagbes + e - sGo as operagdes usuais de
soma de fung¢des e multiplicagdo de numero real por fungdo, respectivamente.

Consideremos o:

Exemplo 5.7.1 Seja f:R?> = R a fung¢do dada por

3

f(X,y) -~ %) bara (X>U) 7é (0,0) . (5.187)
O> bara (X>y) = (0,0)

Mostre que a funcdo f é de classe C' em R?, mas nao é de classe C* em R?.
Além disso, afirmamos que:

of of ) . . 1 /2
1. f,&,& € C (R%5R), isto ¢, f € C' (R5R);
2. para cada (x,y) € R?\{(0,0)}, ezistem a—Zf(x ) a—Zf(x ) e estas sdo fungdes
Y Y y O, ax dy Y 3y ox Y ¢
continuas em R*\ {(0,0)};
3. Temos que:
0% f 0%f
0,0)=1 0,0)=0.
oy (00 e 5yax(®0
Notemos que, o item 3., nos diz que
o*f 0% f
0,0 0,0).
axay( , )%ayax( ,0)
Resolucgao:
1.:

Continuidade da funcao f:

De fato, a fungdo f é continua em (x,,y,) # (0,0), pois é uma fungdo racional cujo
denominador, s6 se anula em (x,y) = (0,0).

Notemos que, para cada (x,y) € R?\ {(0,0)}, teremos

xy? Pey?|<hyly?<hxyl (x*+y?) 2 4.2
< xyl

x2+yz

x2+y2

= |X1J| y
ou seja, para cada (x,y) € R?\ {(0,0)}, temos

X 3

Y
—xy| < <|xy|.
Iyl_xz+y2_| Yy
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Como

lim |xy|=0
a0, ’

do Teorema do Confronto (ou Sanduiche), segue que

X 3
im  fx,y) = lim { ~ 2}
(x,y)—(0,0) (x,y)—=(0,0) [ X"+ Yy

=0 10,0,

ou seja, a funcdo f é continua em (0,0).
Portanto f € C (R%R).

Observemos que se (x,y) # (0,0), teremos

of Exercicio y3 (X2 +y2) —Xy32X
_(X)U) - >
0x (x2+y2)
5 02,3
- %, (5.188)
(x +y )
Of oy e 3XY (YY) —xy’ 2y
oy B (XZ—HJZ)Z
_xy’ +3x3y?
(2 +v?)’

(5.189)

Estudemos a existéncia das derivadas paricias, de 1.a ordem, da fungdo f em (0, 0).
Para isto notemos que

h-03 0
_ 2 . A2
lim f(h,0) —1(0,0) hAOe (BT . h2 40
h—0 h h—0
=0 (5.190)
0-%k3 0
_ 2 2
lim f(O,k) —f(0,0) xxo e (5T=2) m 02+ k
k—0 k k—0
=0, (5.191)

ou seja, existem as derivadas paricias, de 1.a ordem, da funcdo f em (0,0) e, além disso,

of (5Tm)
50,0 =70 (5.192)
0,00y (5.193)

dy
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of of
Logo, de (ETI=ER), (EI29), (ET92) e (ET93), segue que as fungdes '3y : R? — R seréo
dadas por
5_ 2.3
Yy —xy
of ~——— 3, bpara (x,y)#(0,0)
a—x(XﬂJ) = (x2+y2)2 , (5.194)
L 0, para (va):(()»O)
( oqid 3,2
xy +3x’y
of ————5» bara (x,y) #(0,0)
@(X»U) = (X2+y2)2 . (5.195)
0, para (X»U):(O»O)

\
. of of . ) 5
Observemos que as funcdes ™ e @ sdo fungdes continuas em R-“.

De fato, elas sdo fun¢des continuas em R? \ {(0,0)}, pois sdo funcdes racionais e portanto
continuas em seus dominios, a saber, em R\ {(0,0)}.

of
Para verificar a continuidade das funcgdes I e @ no ponto (0,0) observamos que, para
(x,y) # (0,0), teremos
of em) | y° — x4yl
0< |o-(x,y)| = |
o0x (Xz +y2)
_ Y3 (yz _ XZ)
(x> + yz)z
=y’ yl  <x24y?
TN
_ vt =~
(x* + yz)z
<xPy?
- 2 2
vyl (¥ +y?)
(x* + yz)z
2
(¥ +vy*)" Iyl
S 7
(x* + %)
— |y| y
ou seja, para cada (x,y) # (0,0), temos que
of
—lyl < 50y < Tyl (5.196)
Como
lim =0
(x,y)—(0,0) vl=9,
do Teorema do Sanduiche, segue que
of (ET=m) e Teor. Sanduiche
i g 0
ey (00) DX (x,y)
(=) Of
= —(0,0).

ox
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Temos também que, para (x,y) # (0,0), teremos

xy* +3x3y?
(x2+y2)2

3xy? (% y: + xz)

(xz + yz)z

‘ of ‘ (ETmm)

<x?4y?
/_/%

3 Ix|y? Gyz + X2>
B (x2 + yz)z
<x?+y?
x| ? (2 +y?)°
<3 .
(x* +v?)
(< +y?)
— XZ +y2
= [x]|

ou seja, para cada (x,y) # (0,0), temos que
of
— x| < @(x,y) < |x]. (5.197)

Como

lim [|x|]=0,
(x,y)—(0,0)

do Teorema do Sanduiche, segue que

of (ETTIA) e Teor. Sanduiche

m —(x 0
(x,9)—(0,0) ay( Y)

(EEE)ﬁ(O 0)
ay

. of of . ) . ~ <
Portanto as fungdes I e @ sdo fungdes continuas em (0,0) e assim serdo fungdes

continuas em R?.
Portanto a fungdo f é de classe C' em R?, isto é, f € C' (R%R).
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Observemos também que:

o f o [of
0,0)=— |=—1(0,0
0,0 =5 [ay]( 0)
(=),
of of
— lim Y %y
h—0 h
h-04+3~h3-02_0
h0 e (ETT9) ., (h? _|_02)2
= lim
h—0 h
=0 (5.198)
e
o*f o [of
00 = 5 {&} 0,0)
(ezmm)
of of
= lim 9% X
k—0 k
k5 _ 02 . k3
. 0+ k)
kA0 e (ETT3) lim ( =+ )
k—0 k
—1 (5.199)
ou seja,
o*f (ETm) (Exm) O*f
0,0) ="0#£1" = 0,0
seay (00 T 01 510,0),
como afirmamos.
O
- = A ; .
Observacao 5.7.2 Notemos que a fung¢do 0 nao ¢ continua em (0,0), em particular,
a funcgdo f nao é de classe C* em R2.
Notemos que, derwando parcialmente a fung¢do @, relativamente a x, no ponto
(x,y) # (0,0), obteremos:
Oy = 2 [0 (5, )
0x 0y W) ok oy 'Y

() com (x,u) #(0,0) (Y*+9x*y?) (¥ +yz)2 —4x (xy*+3x%°y?) (x* +y?)
(x* +yz)4
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2
:R? - R serd dada

Logo da identidade acima e de (ET93), segue que a func¢do

0x dy
por
(Y +9x°y?) (x —I—yz)z —4x (xy*+3x°y?) (x* +v?)
i BRASS , se (x,y) #(0,0)
o-f (x,y) = (x +y )
0x 0y )=
0) se (X,y):(0,0)
(5.200)
L . .
Mostremos que a fung¢do 5oy Réc é continua em (x,y) = (0,0), ou seja,
2f (Emm)  0°f
li — 0" = 0,0). 5.201
()00 dx dy oy # axay( »0) ( )

Para 1sto calcularemos o limite acima a esquerda, ao longo da curva parametrizada
v :R — R? dada por
v(t) = (t,t), para cada teR.

Com 1sto, obteremos:

2 4 242\ (+2 4 42)\2 _ 4 342\ (12 4 42
im0 F (6, 1) 70 (t'+9t° %) (* + %) 4t(t4t +36°1%) (£ +t%)
50 Ox Ay -0 (t* +t%)

Ezercicio 1

2

e observamos que este é distinto de

(ETm) 0% f
- Ox 0y

(0,0),

independente do limite d esquerda em (EZZO1) acima, ezxistir ou ndo.

0 f
0x 0
a funcgdo f nao é de classe C* em R? e, além disso,

nao € uma fun¢do continua em (x,y) = (0,0), mostrando que

Logo a fungao

o%f o*f
0,0
axay( ’ )#ayax

(0,0). (5.202)

Na verdade a funcdo f ndo € de classe C?, em qualquer subconjunto aberto de R’
que contenha a origem (0,0) e fora desse conjunto ela serd de classe C™.
A verificagdo deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor.

Nosso objetivo é encontrar condigdes suficientes para que a indentidade (E=2I2) acima
venha a ocorrer.
Para isto, precisaremos do:
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Lema 5.7.1 Sejam E, um subconjunto aberto de (R?,dg:), f: E — R uma fungdo

continua em E, tal que a deriwada parcial de 1.a ordem I e a derwada parcial de
2
2.a ordem 3y o existam em E, ou seja, estao bem definidas as fungdes
0 2
—f:E—>R e il :E— R.
ox oy 0x

Denotemos por Q, um retangulo fechado, cujos lados sao paralelos aos eixos coor-
denados, inteiramente contido em E, tendo os pontos

(X0,Yo) € (xo+h,y,+Kk),

como seus vértices opostos, com h,k # 0 (veja a figura abaizo) e definamos

A(f> Q) = f(xo +h)yo + k) - f(xo + h)BO) - f(XO yYo + k) + f(x" ’yO) : (5'203)
v
‘(Xo »Yo + k) (xo + h,yo + k)
Q
(X0 ,Yo) (xo +h,yo)

Entdo, existe (X,7) €Q de modo que

0% f
A(f = X,y) hk. 5.204
Demonstragao:
Consideraremos o caso que
h,k > 0.

Os outros casos sdo semelhantes e suas demonstragdes ficardo a cargo do leitor.
Consideremos 1y : [X,, X, + h] — R a fungdo dada por

we(t) =f(t,yo + k) — f(t,y,), para te€[xy,%,+hl. (5.205)

Observemos que, por hipétese, a fungdo f tem derivada parcial de 1.a ordem, em relagdo
a x (isto é, &) em E.
Em particular, isto implicard que as fungdes

t— f(t,yo+k) e t— f(t,yo)
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sdo continuas [x,,X, + h] e diferencidveis em (x,,%x, + h).
Logo, aplicando-se o Teorema do Valor Médio (visto na disciplina Andlise 1) a fungéo
Uy : [Xo, X0 + h] — R, segue que existird X € (x,,%, + h) tal que

E2m) o (2
A(F,Q) T 1 (x, + 1) — wilx,)

Teor. Valzor Médio uk/ ()_() h

of of
= 3¢ ®oYo T K =~ (%,y0) | h (5.206)
Consideremos a fungdo v: [y, Yo, + k] — R, dada por

of

\)(t) - aX ( t) y, para te [yo y Yo + k] . (5207)

Observemos que a fungdo v é continua em [y,,Yy, + k] e diferencidvel em (y,,y, + k)
pois, por hipétese, a fungéo f tem derivada parcial de 2.a ordem, em relagédo a y e x (isto ¢,
0*f o [of
=— | = E
dyox 0y (6x)) em =
Logo, aplicando-se o Teorema do Valor Médio (visto na disciplina Andlise 1) a fungéo
v:[Yo,Yo + k]l — R, segue que existird § € (yo,Yyo + k) tal que

of

of _
(F Q) Ox ( )yo k)_&(xayo) h
Teor. Valor Medloe == _
=)k
eom) 0°f
) 5yox 09 s (5.208)

completando a demonstragao.

Podemos agora, enunciar e demonstrar o Teorema de Schwarz, a saber:

aberto

Teorema 5.7.1 Suponhamos que a funcdo f: E C R? — R continua em E é tal que

of o e of eristem em E e a funcdo ot seja continua em (x )EE
ox’ dyox  dy - ¢ dy 0x J 0> Jo '
0%f
Entdo ezxiste W(xo yYo) €, além disso,
0% f 0% f
A A Ao o] — A _a_ (KXo o)+ 5.209
Demonstracgao:
Seja
0%f
= ——(X0,Yo) - 5.210
o 35 XorYo) (5.210)
2
Como 3y o é uma fungdo continua em (x,,Y,), dado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que, se
0% f
|(x,y) — (X0, Yo)||lrz < &, deveremos ter |——(x,y)—A|<ce. (5.211)

0y 0x
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Denotemos por Q, um retangulo fechado, como na hipétese do Lema (E2ZT), de modo
que, se (x,y) € Q tenhamos

10x,y) = (X0, Yo || <8, (5.212)

ou seja, (veja a figura abaixo)
Q C B((x0,Yo); 0) . (5.213)

(X0 ,Yo + k)

(X0 ,Yo)

Assim, do Lema (ETZ), existe

o (B2m3)
Cc B

(i)g) EQ: (XO )XO +h) X (yO)yO +k) ((X’O )yo); 6)) (5214)

de modo que

A(f, Q) 0f e=m) |A(f, Q)
- 0 o = — A
Wk ayox Y nk
:Iulw azf _
= |— —A

(EZ13),(E212) e (E221)
<

€. (5.215)

Logo, de (E=203) e (E=21H), para cada h,k > 0, tal que Q C B((x,,Y,); ), teremos

f(xo+h)yo +k) _f(xo +h>yo) _f(xovyo +k) +f(xo>yo)
hk
_ ‘1 {f(xo +h, Yo+ k) —fxo + h,yo)  fxo,Yo + k) +f(xo,yo)} _A'

5>' —A’

5.216
” o (5.216)
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of
Notemos que, da existéncia da derivada parcial de 1.a ordem @ em E, segue que, para

cada h # 0 fixado, temos que

f(xo +h,yo+ k) —f(xo + hyyo) f(x0,Yo +k)+ f(x0,Yo) of of
- ~ 0 h o] T A~ 0 o)
” o —>ay(><+ yYo) ay(x yYo)

quando k — 0%,
Logo fazendo, para cada h > 0 fixado, de modo que (h,k) € Q, fazendo k — 07 em
(E218) (e utilizando o fato que a | - | é continua em R), obteremos:

of of
@(XO + h)UO) - @(Xo »yo)
h - f;, <eE. (5.217)
(E:m) a%zafx (%0 sYo)
of of
_(Xo + h)UO) - a_(xo »yo)
Donde segue que existird o limite h111})1+ Y n Y e, além disso, valerd
a igualdade
of of
o*f Def. de 32 (x0,yo) a_(xo +h,yo) — a—(Xo »Yo)
—(Xo )90) =Y lim Y
0x 0y h—0+ h
) A
zm) Of
dy ax(x" »Yo)

completando a demonstragdo do resultado.
OJ

5.8 Foérmula e Polindmio de Taylor para Funcgoes a Va-
lores Reais, de Duas Variaveis

Nosso objetivo é encontrar uma expressdo semelhante ao que foi feito para fungdes a valores
reais, de uma varidvel real, no curso de Andlise 1, para fungdes a valores reais, de n-varidveis
reais.

Iniciaremos tratando do caso de fungdes a valores reais, de duas varidveis reais (isto €, o
caso n = 2).

Observagao 5.8.1 Para isto consideremos A um subconjunto aberto de (RZ , dRz), P, =
(X0 ,Yo) € A e (h,k) € R?, de modo que

(X0,Yo) +t-(h,k) € A, para cada te[0,1],

que € possivel pois o conjunto A € um subconjunto aberto em (Rz,dRz) e P, € A (veja
figura abaizo).



5.8. FORMULA E POLINOMIO DE TAYLOR 301

Yo +k
9(t) = (xo,Yo) +t-(h,k), t €[0,1]

Yo

Xo Xo +h x

Consideremos a funcdo f: A — R, de classe C™' em A e, a partir dela, definamos
a fung¢do g:[0,1] = R dada por

g(t) =f(xo +th,y,+tk), para cada tel0,1], (5.218)
ou seja, a fungdo g =fo @, onde a fungdo ¢ :[0,1] — R? € dada por
e(t) = (x(t),y(t)) = (xo +th,y, +tk), para cada te€][0,]1], (5.219)

que € uma parametrizagdo do segmento de reta contido em A, cujos extremos sdo os
pontos (X,,Yo) € (xo + h,yo + k), ou ainda, que imagem da fungdo @ € o segmento de
reta que une o ponto (X,,Y,) ao ponto (x, +h,y, + k), contido no conjunto A (veja a
figura actma).

Notemos que

e'(t) = (x'(t),y'(t)) = (h,k), para cada te(0,1], (5.220)

Como a fungdo @ € de classe C* em [0,1], seque que a fungdo g serd uma fungdo
de classe C™"! em [0,1], pois ela é a composta da func¢do f com a funcdo .

Podemos assim aplicar o Teorema de Taylor (isto é, o Teorema Taylor de Andlise
1), para a fungdo g e obter a férmula de Taylor para a funcdo g, com

a=0 e b=1.
Notemos que
@(0) = (%0,Yo) =Po, g(0)=1(P,) e ¢g(1)="Ff(xo+h,yo+k). (5.221)

Fazendo uso da Regra da Cadeta (isto €, o Teorema (BE2X1)) teremos:

o of dx, . of dy
g'(t) = a[@(t)] E(t) + @[(P(t)] E(t)
(ezzm) Of of
= 3 lx(t), y(W)Th + @[(X(t),y(t))]k, (5.222)
n — | &F dx 0’f dy o°f dx o f dy
o"(1) = | Sttt G0+ 52 tol) S| n |35 toi) §0+ Sl ] x
(EZzm) 0%f o%f 0%f 0%f
= | Sttt oo oltlk| |57 foltlnet g Clo(]k] K
Teor. sehwars: O°F () 0T RE 4 2= (x(1) y(8)] K h 4+ 2 [(x(1) ,y (1)) K2 (5.223)
0x2 »d oy 0x 'Y oy? Y '
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" o3 f dx 03 f dy
(1) = | Falolt) G0+ 50 lotn

[ 3f dx 03 dy
_|_ =

0x dy ax[(p(t)] dt
03f dx 03f dy
{ax ol G0+ 3 STl e
(5zzm) [ 0°f 03f
= {a—)@[(p(t)]h—l— S0

03 0% ,
{M—ayz[cp(tn he+ 3 Sl k] K

T. Schwarz: an 3 a3f 2 an 631‘
O +3ayax2[ @(t)h k+3ayza h

2
[cp(tnk] R 2 [axa—yax[“’(t”” el

g“(t)=---, paracada ke{3,4,---,n+1}.

Fazendo-se t =0 nas expressées actma, obtemos (lembremos que @(0) = P,):
of of

/ (=2=23)
=~ —(Po)h+ —(Py) k
o~ (£223) OF 5 0%f 0% f 5
=" —(P,)h 42 Po)hk+ —(P,) k
(Ezzm) 03 3 03f 2 03f , 03 3
"0) =" =—=(Py)h P,)h°k P,)hk®+ —(P,) K. .22
9"(0) = T 5PN + 35 5 (P K43 5 L (PR 4 55 () (5.226)
Em geral, teremos:
= nf o
= P,) " K ‘
> ( )axn ]ay]( ) (5.226)
j=0
ntl n+1
(1) [y — n+1y ov'f n 1o
g™ (c) = ( ]. ) X 0 (xo +ch,yo+ck)R* K| (5.227)

j=0
para algum c € (0,1).

Deste modo, teremos:

eor. de Taylor de Andlise " O
ko 10,y k) = g(1) 75 % T A g ) 4 gri) 1 S0 gy

L9 5, g™

3! (m+1)!

(E2z3) e (E20) of of
= f(XO)yo)+ (a(XO)yo) h + @(XO)HO) k

1 [ 0%*f ) 0%f 0%f )
+2 (a 2(X0>Uo)h +26 ay(XO)Uo)hk+ oy? (X0>y0)k)

1 « (n\ of .
. oM i
R —n (]) X" oyl (X0, Yo) K"K + Rusa(h, k), (5.228)
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onde
1T & /n+1 ontIf i
- - n+1-j 1
Rus(h,k) = CERI 2 ( j )axﬂ+‘iayi(X°+Ch’y°+Ck)h K, (5.229)
para algum c € (0,1).
Notemos que, embora c possa variar com (h,k), temos que:
aan aan
- —(Xo )yo) ) (5'230)

(xo +ch,y, +ck) = T 0y

(h,k)—(0,0) OXx™H17 Oy
an-H
serd uma fung¢do

. ~ < n+1 ia0 —M
pois a funcdo f é de classe C em A, logo a funcgdo o1 By

continua em (X,,Yo) € A ece (0,1).
Além do mazs, para
j€{0)1>"'n}>

teremos :
hn—H—j 1%
(h?+12)*
_ [ k]
(R +13) 7 (R +13)
h24k2>h2 k2 [y v (kp
()= ()
™1 k]

= —— = |h 5.231
W (5231

|hn+1—j kj|
Ith, 1

Para
j:n—|—])

teremos:
’hn—H—j k]l

[[(h, K™

hn+1—j 1%

(h2+k2)? ‘
k!

h2+k<22k2 |k|n+1

()*

n+1=j

= [kl. (5.232)

Assim, do Teorema do Sanduiche, segue, de (EZZ0) e (EEZ32), que para cada j €

{0,1,--- ;n+ 1}, teremos:
hn-H—j kj
. (5.233)

lim —
(h,k)—(0,0) (hZ + kz)i
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Combinando as tdentidades (B22Z30) e (B2Z33), vemos que Ry1(h,k), deverd satis-
fazer:

n+l on+lg
' < )m(xo_FCh yo+Ck)hn+] ka
. Ran(h,k) &) b Y

o0 I(h, )| khmoo 2,122
h h. 2
(7)_>()) y (y)_>()) (h +k)2

—(h2+k2) %

1 n+1 1 ot s Rt K
_ Z(”+ )L Jim —(xo-l—ch,yo—l-ck)} lim

(n+1)! = j 0,0) Ox™H1-1 9y (h,k)—=(0,0) (hz i kZ) 2
contin:uidade axff1+]]fa 5 (Xo )yo) (%)0
1T Y mrn\ ontf
pCEnea ( j )m“‘m%) =0
Portanto
Rn+1 (h ) k)

lim ————=0.
(k=00 [[(h, k)|

Com isto podemos introduzir a seguinte definigdo:
Definicao 5.8.1 Considerando-se
X=%X+h e y=y,+k

na expressdo obtida em (E2ZZ38), definiremos o polinémio de Taylor de grau (no maximo)
n associado a fungao f no ponto P, = (x,,Y,), como sendo o polinémio p, (nas duas

varidveis x ey)) dado por:

) of of
pn(x>y) = f(xo )Ho) + (&(Xo’yo) (X_Xo) + @(Xo »yo) (y _yo)>

1 o%f 2 0%f 0% f
_ 0 o — Ao 2 o) 0 — Xo — Yo — (%0, Yo — Y, 2
+2|(az(x yYo) (X —%o)* + axay(x Yo (X —%o) (Y y)_;_ayz(x o) (y y))
_ n—j o j
TL' Z ( )axn )ay)( oayo) (x —%o) (y yo) R (5‘234)

e o resto de Taylor associado a fungao f, de ordem n + 1, no ponto P, = (x,,Y,), tn-

dicado por R.i1(h,k), como sendo:

n+1
an-i-]f e
v n+1-j 1.
Rni1(h, k) 1 ' E ( . )ax““ oy (xo +ch,yo+ck)h K, (5.235)

para algum c € (0,1).

Observacao 5.8.2
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(a) A ezpressao (5-234) é conhectda como Férmula de Taylor, de ordem n associado a
funcgao f no ponto P, = (x,,Y,) -

(b) Notemos que o polinémio de Taylor de grau 1, associado a fungdo f, no ponto
P, = (X0 ,Yo), serd dado por:

of of

P1(x,y) = f(Po) + = (Po) (x —%o) + @(Po) (Y —yo) (5.236)

cuja representacdo geométrica do grdfico € o plano tangente a representagdo
geométrica do grdfico da fung¢do f no ponto P, = (x0,Yo).

(c) Jd o polinémio de Taylor de grau 2, associado a fung¢do f, no ponto P, = (X0, Yo),
serd dado por:

of
Pz(XﬂJ) = f(Po) + &(PO) ( - 0) + a_(Po) (y _yo)
1 (0% o*f 0% f
31 (P (x = %00 257 7o) (e x0) (4 =) + 53 P (3= wal?)
(5.237)

cuja representagcdo geométrica do seu grdfico é uma quddrica, melhor aproxima
(entre todas as quddricas) a representagcdo geomética grdfico da fungdo f, perto
do ponto P, = (x0,Yo).

(d) Nos exemplos que sequem procuraremos identificar o comportamento da fungdo f,
proximo ao ponto P, = (x0,Y,), analisando a representagcdo geométrica o grdfico
do seu polinémio de Taylor de grau 2, assoctado a fungdo f, no ponto P, = (x0,Y,)-

(e) Podemos desenvolver um ractocinio andlogo para fungées de mais de duas varidveis
reais, a valores reais.

Deizaremos o desenvolvimento destas 1déias como exercicio para o leitor.

5.9 Maximos e Minimos Locais de Funcoes, a Valores
Reais, de Varias Variaveis Reais

Nesta secdo, faremos uso de alguns resultados de Algebra Linear, para classificar os pontos
criticos de uma fungéo f: A C R™ — R que é de classe C2, onde A é subconjunto aberto e
(R™, dgn).

Para isto, lembremos que a matriz hessiana da fungao f no ponto P € A, indicada
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por Hess¢(P), serd dada por:

o’ f o’ f
S(P) -
0xq 0X1 0Xp
0%f o*f
= P) ... P
Hess;(P) %, 0%, (P) o axn( ). (5.238)
azf ' azf.
P) ... P
0Xy, 0Xq axnz( )

O determinante da matriz acima, serd denotado por H;(P), e denominado hessiano da
funcao f no ponto P € A, isto é,

o%f 0% f
~—(P) -
0X; 0%7 0Xpy
o f 0 f
- P) ... p
He(P) 0x, ax1( ) 0x, axn( |- (5.239)
azf | azf.
P) ... P
0%y, 0Xq axnz( )
Notemos que, para cada P € A, como f € C*(A;R), do Teorema de Schwarz (isto é, o
Teorema (BEZ7)), segue, para cada i,j € {1,2,---,n}, temos que
2 2
o-f Py — 0-f P).
aXi an an aX]'

Com isto temos que a matriz hessiana de f no ponto P € A, isto é, a matriz quadrada
Hess¢(P), dada por (E2Z39), é uma matriz simétrica.

Portanto podemos aplicar um resultado da Algebra Linear, que garante a existéncia de n
autovalores reais, associados a matriz hessiana de f no ponto P.

Além disso, existe uma base ortonormal do espago vetorial real (R™,+,-), formada so-
mente por autovetores associados a matriz matriz hessiana da fungdo f no ponto P, relativa-
mente aos n autovalores reais associados a matriz hessiana de f, no ponto P.

Teorema 5.9.1 (Classificacdo de pontos criticos por meio de autovalores)

Seja f: A C R* — R uma funcdo de classe C* em A, onde o conjunto A é um
subconjunto aberto de (R™, dgn).

Suponhamos que o ponto P, € A é um ponto critico da fungao f, isto €,

Vf(P,) =0 € R"™.
Sejam
7\1 )7\2)"' )An

os autovalores (que serdo niumeros reais) associados a matriz hessiana da fung¢do f no
ponto critico P,.
Entao:



5.9. MAXIMO E MINIMOS LOCAIS 307

(i) se
A; >0, paratodo je{l,2,--- ,n}, (5.240)
entdo o ponto critico Py, da fungdo f, serd um ponto de minimo local da fungdo
f.
(ii) se
Aj <0, paratodo je{l,2,---,n}, (5.241)
entdo o ponto critico P,, da fungado f, serd um ponto de mdzimo local da fungdo
f.
iiii) se existirem dois autovalores A;, e A;,, paraji,j, € {1,2,--- ,n}, com sinais opostos,
5t dot toval Aj, e, j1,j2 €{1,2 } nat t

por exemplo,

A, >0 e A, <O,

j2

entdo o ponto critico Py, da fungdo f, serd um ponto de sela da fungdo f.

(iv) mos demais casos, isto €,

(a) se \j >0, para todo j € {1,2,--- ,n} e existe, pelo menos, um autovalor
A =0,
ou
(b) se \j <0, para todo j €{1,2,--- ,n} e existe, pelo menos um, um autovalor
A =0,

nao podemos afirmar nada sobre a natureza do ponto critico P, da fungao f.

Demonstracgao:

Daremos a seguir uma idéia da demonstragdo.

Ao invés de usarmos a base candnica do espago vetorial real (R™,-+-), usaremos um
resultado de Algebra Linear, que nos garante a existéncia uma base ortonormal

{\71 »\723"' )\771}

de (R™,+-), formada por autovetores associados a matriz hessiana da fungéo f, no ponto P,.
Além disso, todos os seus autovalores sdo reais.
Em particular, teremos

Hess(P,)V; = Aj-Vj, paracada je{1,2,---,n} (5.242)
Consideremos a fungdo g: [0,1] — R, dada por

g(t)=f(P,+t-u), paracada tel0,1], (5.243)
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onde o vetor U é um vetor ndo nulo e, com norma suficientemente pequena, para que o ponto
P,+t-iue A, paratodo te[0,1].

Notemos que isto é sempre possivel, pois o conjunto A é um subconjunto aberto em
(R™, dgn) € P, € A.
Usando a Regra da Cadeia, podemos mostrar que,

g'(0)=Vf(P)eu=0 e g"(0)=[Hess¢(P,)ulet. (5.244)

A verificagdo destes fatos serdo deixadas como exercicio para o leitor.
Observemos que, da Férmula de Taylor de ordem 2, para a fungdo f no ponto P, (veja

(E228) e (E2227)), quando a norma do vetor u é pequena o bastante, o valor f(P), para
P =P, + 1, ficard suficiente préximo de

f(P,) + % [Hess¢(Py)u] @ 1.

Com isto, escrevendo o vetor U na forma (lembremos que {V;,V,,...,V,} é uma base de
n
(R™ + +))
U=h - Vi+hy Vot +hy-Vn,

teremos que:
2[f(P) — f(Po)] ~ [Hess(P,)ti] @ U

= [Hess¢(Po)(hy - Vi+---+hy - Vi)l e (hy - Vi+ -+ hy - Vy)
= [hy Hess¢(P,) Vi + - - - + hy Hess¢(Po) V] @ (hy - Vi + - - - + hyy - V)

HGSSf(Po ]\_;] :)\]‘ '\7j

= (M) -Vi4 oo+ (R An) - Vil @ (hy - Vi 4+ h - V)

=Y (Ahihy) (Vi e %)
o

i,j=1
707 =5:; i 5
= Aihi
i=1
=Mhi+ -+ A (5.245)

pelo fato dos autovetores associados a matriz hessiana da fungdo f, no ponto critico P,
formarem uma base ortonormal de (R™,+,-).

Com isto podemos completar a demonstragdo deste resultado, tratando cada um dos casos
separadamente.

Mostremos que (i) ocorre.

Para isto, suponhamos

A; >0, paracada je{l,2,---n}. (5.246)
Entdo (E222d) implicard que

Mh+ -+ Ah? >0, pois ©=hy ¥+ +hy ¥, 0.
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Logo, de (E=2Z3), teremos

2[f(P) — f(P.)] ~ > Aihi >0,
i=1

ou seja, f(P)> f(P,), paracada P~P,,

que nos diz que a fungdo f tem um ponto de minimo local no ponto critico P,.

Mostremos que (ii) ocorre.
Para isto, suponhamos

Aj <0, paracada je{l,2---,n}.

Entdo (E22Z7) implicard que

Mhi+- +Ah2<0, pois G=hy-Vi+---+hy,-vi,#£0.

Logo, de (E=2Z3), teremos

2[f(P) — f(Po)] ~ ) Aihi <0,
i=1

ou seja, f(P)<f(P,), paracada P~P,,

que nos diz que a fung¢do f tem um ponto de mdximo local no ponto critico P,.

Com isto mostramos (i) e (ii).
Mostremos que (iii) ocorre.
Suponhamos agora que existam

Ai<O0 e A>0, paraalgum 1i,je{1,2--- ,n}.
Consideremos

Pi=P,+hi-vie A, onde h;=#0,
P, =P,+h;-vie A, onde h;#0.

Deste modo temos, uma conta semelhante a (E222H), garante que:

2[f(P1) — f(Py)] ~ [Hess¢(Po) (hy - vi)] @ (hy - 7)
= h? [Hess(P,)vi] e v}

Hessf(P0 vi=Ai-Vi

hi [\ - Vi @ Vi

‘149: ) ( zie )

eI\ ng 2 0
e
2[f(Py) — f(P,)] ~ [Hess¢(Po) (hy - v;)] @ (h; - vj)
= h,J HQSSf )\)j] ° Vj
Hessf(ngJf)\J V; h,J [7\) . \_;j . \_;J]

Vj ov] () e (E2EM)

7‘}% > 0.

309

(5.247)

(5.248)

(5.249)
(5.250)
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Estas duas desigualdades mostram que,
f(Py) < f(P,) e f£(P,) >f(P,), para P;,P,~P,,

completando a demonstragdo de (iii), isto é, que a fungdo f tem um ponto de sela no ponto
critico P,.

O caso (iv) segue de exemplos semelhantes ao do Teorema do caso bidimensional.

Por exemplo, se considerarmos as fungdes f,g,h : R™ — R dadas por

<4, 4 . 44 <44
f(X1,%2, s Xn) = X1 4+X2,  g(X1,X2, yXn) ==X —X2 € h(X1,X2, "+ ,Xn) = X1 —X2 ,
onde (Xx1,X2, - ,X,) € R", entdo teremos que que a origem
Po:(())O)"')O)

serd um ponto de minimo local (que também serd ponto minimo global) para a fungéo f,
serd um ponto méximo local (que também serd ponto de méximo global) para a fungéo g e
também serd um ponto sela para a fungao h.

A verificagdo destes fatos serd deixado como exercicio para o leitor.

Note que nos trés casos, os autovalores associados as respectivas matrizes hessianas das
funcdes f, g e h, no ponto critico P,, serdo todos nulos.

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificacdo destes fatos.

O
Apliquemos o resultado acima ao exemplo:
Exemplo 5.9.1 Classifique os pontos criticos da func¢do f: R> — R dada por
f(x,y,z) =x* = 3x+y*+2z* -2z, para cada (x,y,z) € R>. (5.251)
Resolugao:
Observemos que a funcio f é de classe C*° em R® e para (x,y,z) € R® temos:
of of of
&(X,Q,Z)=3X2—3, @(x,y,z):Zy, a—z(x,y,z)=22—2, (5.252)
o f 0 f G
w(x)y)z):6x) w(x’y)Z)ZZ)a_ZZ(X)y)Z)ZZ) (5-253)
azf Teor. Schwarz azf
m(x)y)z) = axay(X)y)Z):O) (5'254)
azf Teor. Schwarz azf
— = =0 2
alf 'eor. Schwarz aZf
m(X,U,Z)T = azay(x,y,Z):O. (5'256)
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Encontremos os pontos criticos da fungdo f a saber:

(0,0,0) = Vf(x,y,z) "= 3x*—3,2y,2z—2)

(3x2—-3=0
ou seja, 2y = ,

2z—2=0

p
x = =1

isto é, y=0
z =
\
ou, equivalentemente,
Pr=(1,0,1) ou P,=(-1,0,1), (5.257)

sdo os tnicos pontos criticos da fungao f.
A matriz hessiana associada a fungdo f em P = (x,y,z) serd dada por:

0% 0% 0%

Q(MU)Z) m(’hyﬂ) m(xayal)
0°f o%f o*f
Hessf(x,y,z): W(X>U>Z) a_yz(x)y)z) W(X>U»Z)
of of of
%(X»U»Z) m(%U» ) a_Zz(X>y>Z)
6x 0 O
(E=E=E = g o 0. (5.258)
0O 0 2

Desta forma teremos, para o ponto critico P; = (1,0, 1) da fungéo f, que

Hess:(P;) = Hess¢(1,0,1) =2

o O O
(o3 S e}
N © O

Como a matriz acima é uma matriz diagonal, seus autovalores sdo os elementos da diagonal
principal, isto é, os autovalores associados a matriz Hess:(P;) serdo:

}\1:6 € )\2:)\3:2. (5.259)

Logo todos os autovalores associados a matriz hessiana de f, no seu ponto critico P;, séo
positivos (isto é, maiores que zero).

Portanto, do Teorema (E=) item (i), segue que o ponto critico Py = (1,0, 1) é um ponto
de minimo local da fungdo f.
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Para o ponto critico P, = (—1,0,1) da fungdo f, teremos:

—6
Hess¢(P,) = Hess:(—1,0,1) =9

o N O
N © O

0
0
Como a matriz acima é uma matriz diagonal, seus autovalores sdao os elementos da diagonal
principal, isto é, os autovalores associados a matriz Hess¢(P;) serdo:
}\1 =—6 ¢ 7\2 = 7\3 =2. (5.260)
Logo os autovalores da matriz hessiana de f em P,
7\1 =—6 e )\2 =2

tém sinais contrarios.
Portanto, do Teorema (E9) item (iii), segue que o ponto critico P, = (—1,0,1) é ponto
de sela da fungdo f.
O
A seguir temos um exemplo para uma funcdo a valores reais, de quatro varidveis reais, a
saber:

Exemplo 5.9.2 Classifique os pontos criticos da fungdo f: R* — R dada por
f(x,y,z,w) =2xy+2yz+y*+z* —2w* para cada, (x,y,z,w)€R'. (5.261)

Resolucao:
Observemos que a fungio f é de classe C* em R® e, para P = (x,y,z,w) € R* teremos:

g—i(P)=2y, aa—lj(P)=2X+Zz—2y, Z—Z(P):2y +2z, %(P):_4W’ (5.262)
2_:(]3) =0 STZE(P) =-2 S—Z(P) =2, :—VZL(P) =—4, (5.263)
afj; (py  emEe aizafy (P)=2, (5.264)
Dl py e Tp) g, (5.265)
2 2
soP) P =2, (5.266)
Oy menan TL gy g (5.267)
ajzafw () %(P) =0, (5.268)
Oy e DTy (5.269)
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Encontremos os pontos criticos associados a funcgdo f, a saber:

(O>O)O»O) ZVf(X,y,Z,W) (

que é equivalente ao sistema linear:

2y=0
2x+2y+2z=0 L
2y+2z=0 ) IS0,
—4w =0
ou seja,
P, =1(0,0,0,0)
serd o o tinico ponto critico da fungdo f em R*.
Temos que
0%f o*f
W(XQ}»Z)W) W(Xﬂj)l»w)
0% f o f
M(X»U)LW) @(Xﬂﬂ)Z)W)
Hess¢(x,y,z,w) =
0% f 0%f
m(x»yaz)w) m(x>y>zaw)
0% f o%f
aWaX(X)U>Z)W) W(X>U)Z>W)

(E=753), (B2 (B25) (B2 (B250), (628 (E-2Em)

para cada (x,y,z,w) € R* (isto é, é uma matriz constante).

Em particular, no ponto critico P, = (0,0,0,0) da fungdo f, teremos:

020 O
222 0
Hess;¢(P,) = 0272 o0
000 —4

313
 (2y,2x+2y+22,2y+2z,—4w)
x =0
y=0
z=20 )
w =0
(5.270)
of of
m(’%%l,w) W(XQ})Z,W)
0% f o%f
W(Xayﬂ»w) W(’%U»Z»W)
0f 0f
a_Zz(X’y)Z)W) W(X)yvz’?w)
0f 0f
W(XHJ»Z,W) W(’%U»Zaw)
020 O
22 2 0
022 ol (5.271)
0 0 0 —4
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O polinémio caracteristico associado a matriz Hess(P,) serd dado por:

PA(A) = [Hess¢(Py) — ALy

A 2 0 0
2 2-a 2 0
o 2 2-a o0

0 0 0 —4—A
=N — 20N —8A 432
Exegicio (4 + 7\) (}\3 o 47\2 — 4N+ 8) . (5272)
Notemos que
AM=—4<0

€ uma raiz do polindmio carateristico pa.
Logo um autovalor associado a matriz hessiana da fungdo f, no seu ponto critico P,, sera

A =—4.
Como a fungéo pa é uma fungéo continua em (R, dr) (pois ¢ uma fungéo polinomial) e

pal0) V3250 e pa2) ) 48 <o,

segue, do Teorema do Valor Intermedidrio (ou do Anulamento), que existe A, € (0,2) tal que

pa(Az) =0,

ou seja, existe um autovalor A, associado a matriz hessiana da fungdo f no seu ponto critico
Py, que € positivo, ou seja,
)\2 > Q.

Portanto, do Teorema acima item (iii) (temos que A; < 0 e A; > 0), segue que o ponto
critico P, = (0,0,0,0) é um ponto de sela da funcao f.

O resultado a seguir, que também é um resultado de Algebra Linear, nos fornece uma
condicdo necessaria e suficiente para decidir se uma matriz simétrica apresenta todos os
autovalores positivos ou todos autovalores negativos.

Para enuncid-lo precisaremos da:

Definig¢ao 5.9.1 Seja A = (ay;) wma matriz quadrada de ordemn ek €{1,2,--- ,n}.
Definimos o menor principal de ordem k associado a matriz A, como sendo o de-

terminante da sub-matriz Ay = (aij)i1<i<k, que serd denotado por mi(A), ou seja, se a

) 1<55<k
matriz A é dada por
an a2 ais Ak Ain
azs az; azs s (65 s (e5
A= k1 ag2 Qg3 s (6859 s Qn y
Au+n1 AQu+n2 Auens oo Qe 0 Qk+)n

an1 an2 an3 e Qnk e Qnn
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entao
apn a2z a3 - Qi
. (a1 Az azz - Ak
a1 k2 a3 -+ Okk

Exemplo 5.9.3 Suponhamos que a matriz quadrada A € dada por

1 =200
2 2 20
A= 0 2 20
0 0 0 4

Encontre todos os menores principais da matriz A.

Resolugao:
Temos que
my[A] = det(A)
1 =2 00
o 2 2 20 Exercicio
=l 2 20 - 32, (5.273)
0O 0 0 4
1 =20 B
malAl =2 2 2| FEe g, (5.274)
0o 2 2
1 =2
my[A] = ) 3 =6, (5.275)
mi[A] = 1‘ ~1. (5.276)
O

Com isto temos o seguinte resultado:
Teorema 5.9.2 Seja A = (ay) uma matriz (quadrada) simétrica de ordem n.

(i) Todos os autovalores associados d& matriz A sGo maiores que zero se, e somente

se,
mg(A) >0, para cada ke{l,2,---n}. (5.277)
(ii) Todos os autovalores assoctados & matriz A sGo menores que zero se, e somente
se, my(A) < 0, para cada k € {1,---,n} que é impar, e m(A) > 0, para cada
ke{l,---,n} que € par, ou seja,
ma1(A) <0, de modo que 2k+1€{1,3,---,n} (5.278)
e

my(A) >0, 2ke{2,4,---,n}. (5.279)
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Demonstracgao:

A demonstracdo deste resultado serd omitida.
OJ

Observacao 5.9.1 A parte (12) seque da parte (i) trocando-se a matriz A pela matriz
—A e notando-se que

my(—A) = (1) my(A).
A demonstragdo da i1dentidade acima serd deizada como exercicio para o leitor.
Com isto podemos tratar do seguinte exemplo :

Exemplo 5.9.4 Suponhamos que a matriz hessiana de uma funcdo f: A C R* - R, de
classe C*> em A, no ponto critico P, € A, onde A é um subconjunto aberto em R*, seja
dada por:

11T 00
1220
Hess¢(P,) = 02 5 0 (5.280)
000 4
Classifique o ponto critico P, da fungdo f.
Resolucgao:
Observemos que:
1100
1220 xercicio
my[Hess¢(P,)] = 02 5 0 Bxerc 4 >0,
000 4
110 B
ms[Hess¢(P,)] = [1 2 2| =1 > 0,
0 25
11
my[Hess¢(P,)] = : 2' =1>0,
my[Hess¢(P,)] = 1’ =1>0.

Como
my[Hess¢(P,)] >0, paracada ke{1,2,3,4},

segue, do Teorema (E-02) item (i), que todos os autovalores da matriz Hess¢(P,) sdo maiores
que zero.
Logo, do Teorema (EZ9) item (i), segue que a fungdo f tem um minimo local no ponto
critico P,.
[

5.10 Exercicios



Capitulo 6

Existéncia e Unicidade de Solucoes
para o PVI de EDO’s

Neste capitulo estudaremos a existéncia e unicidade de solugdes do, assim denominado, PVI
associado a uma EDO de 1.a ordem.
Mais exlicitamente, consideremos t, € R, x, € R", a,b > 0 e denotemos por

lo =[to—a,to+al, By ={xeR";[x—x| <b},

Q=1I,xB, CRxR".

e uma fungdo f: QO — R™ que seja continua em Q.
Com isto podemos considerar o problema de encontar solugdo, x = x(t), do seguinte

problema:
x'(t) = f(t,x(t)), para tel, (6.1)
x(to) = %o (6.2)
x € C'(Iy; By), (6.3)

para algum o > 0.

6.1 Teorema de Picard

Com as notagles acima, nesta segdo, faremos uma aplicagdo do Teorema de Ponto Fixo de
Banach (isto é, o Teorema (EZ1)) para demonstrar o:

Teorema 6.1.1 (Teorema de Picard) Suponhamos que a fungdo f: Q — R™ é continua

z

e limitada em Q, isto €, existe M € (0,00) tal que
|f(t,x)]| <M, paratodo (t,x)ecQ (6.4)

e, além disso, uma funcdo Lipschitiziana em relagao 4 segunda variavel em Q, ou
seja, existe K € [0,00), de modo que

If(t,x) —f(t,y)| < K|x—vyl|, paratodo (t,x),(t,y)e Q. (6.5)

317
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Entao eziste uma tunica solugdo x = x(t) do PVI (E1)-(E2)-(E3), definida em I,

onde
. b
a:{a,m} . (6.6)
Demonstracgao:
Definamos
X =C(Iy; By) (6.7)

que tornar-se-4 um espago métrico completo quando munido da métrica d., (isto é, a mética
da convergéncia uniforme), ou seja, para ¢, € X, definimos

d (¢, ) =sup|d(t) —p(t)]. (6.8)

tels

Para cada ¢ € X, definamos a fungdo F(¢) : [, — R, dada por

t

F(d)(t) = %, +J f(s,dp(s))ds, paracada tel,. (6.9)

to

Observemos que:

1. F(X) C X isto é,
F: X—=X; (6.10)

2. para n € N, suficientemente grande, temos que F"*: X — X é uma contragao.

De fato, para mostrar 1. notemos, primeiramente, que do fato que a fungdo f é contiuna
em Q, e de (E3), segue que F(¢) € C(I4; R)
Observemos também que, para cada t € [, teremos:

(E9)

FO) (1) — xo| xo+J (s, b(s)) ds — xo

to

t
=) J M ds
to
=Mux
S, (6.11)
isto é,
F()(t) € By, paratodo te€l,,
ou ainda,

F(¢) € Cly; By) =X,
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mostrando o item 1.
Para mostrar o item 2., consideremos ¢, € X e n € Z*.
Afirmamos que, para todo t € [, teremos:

< Kt =t

[F* () (t) = F*(p)(t)] < d.(d, ). (6.12)

n!
A demonstragdo da identidade (EI2) acima serd feita por indugéo.

Notemos que (E12) é valida para n = 0, pois
[F()(t) = FP(W)(t)| = [F(d)(t) — F(w) (1)

t
sj K 1o(s)—b(s)| ds
Ssupger, [G(s)—(s)]

gf Kd_(d,0),ds

to

:K|t_t0’dm(¢)d’)>

mostrando que (E12) é valida para n = 0.
Suponhamos agora, que (E132) é valida para n = m, ou seja,

< K™t — to|™

[F™(d)(t) = F* () (t)] < d. (¢, ). (6.13)

m!

e mostremos que a mesma ocorrerd para n =m-+ 1.
Para tanto, notemos que, para cada t € I«, temos:

[F™ () (1) — F™ () (1) = [F(F™) () (1) — F(F™) (W) (1)1,
= {xo—l-Jt f(s,Fm(cb)(s))ds} _ [Xo-i-J

to to

t

(s, F () (s)) ds]

t

J f(s,%)(s))ds—j (s, F™(1)(s)) ds

to

[f(s, F™(d)(s))f(s, F*(W)(s))] ds

sj (s, F(@)(s)) — (s, F" () (s))] ds

(

=)
< KIFM () (s))=Fm(P)(s)]
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K [F™(d)(s)) —F"()(s)] ds

to ~\

Hip. de indugao t
<

B ym sy
m!

< T deo (b))

<K Jt KPS %)™ 4 () ds

to m!
Km+1 t
<Sd@ | (s-tmas
m.: t
Teor. Fund. Célc. Km—H (S _ to)m—H s=t
R Ll e
Km—H ’t_ to’m
= ————"—d

completando a demonstragdo da validade da identidade (ETT3).
Como consequéncia de (E12), para cada n € Z" e t € 1, teremos:

<ax

—
K™ |t - to’ "
n!
K™ o™

<5 a0, (6.14)

[FH (@) (t) = F* () (t)] < d. (¢, )

Notemos que, a série numérica abaixo é convergente:

= (K

Z( (X’) :eK(X,
n!

n=0

Logo, do Critério da divergéncia, segue que

KTL n K n
n(’x :(no'c) — 0, quando m — oo.

Portanto, existe N € N, tal que

KNN
0« X

<1,

que, de (E14), implicard em:

IFN () (t) = FN W) (1)] < —g— d(d, W), (6.15)

com
O<L<T1,

ou seja, FN : X — X é uma contragio em (X,d_).

Como consequéncia do Teorema de ponto fixo de Banach, segue que existe um tnico ponto
fixo da aplicagdo FN em X.
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Portanto, do Coroldrio (E2Z1), segue que existe um tinico ponto fixo da fugdo F em X, ou
seja, existe uma tnica x € X = C(I,; By) tal que

X:F(X))

que, de (E3), é equivalente a, para cada t € I,:

t

x(t) = xo +J f(s,x(s))ds (6.16)

to

Notemos que, como x€ C(I4; R") e f € C(Q;R"), de (EI8), segue que
x € C'(I4; R™)

e, além disso, do Teorema Fundamental do Calculo (versdo 1, isto é o Teorema (EZZ)),
teremos

x'(t) = % [XO+Jt f(s,x(s))ds}

to

d t
=% . f(s,s(s))ds

Teor. Fund. Calc.

= f(t,x(t)),

to
x(te) = x, +J (s, x(s)) ds = xo,

to
isto é, a fungdo x = x(t), dada por (E18), é a 1nica solugdo do do PVI (E)-(E3)-(E3), como
queriamos demonstrar.

U

6.2 Teorema de Peano

Com as notagdes do inicio deste capitulo, nesta secdo, faremos uma aplicagdo do Teorema de
Arzela-Ascoli (isto é, o Teorema (B33)) para demonstrar o::

Teorema 6.2.1 (Teorema de Peano) Suponhamos que a fungdo f: Q — R™ é continua

z

e limitada em Q, isto €, existe M € (0,00) tal que
|If(t,x)|| <M, para todo (t,x)e€Q (6.17)
Entdo existe, pelo menos, uma solugdo x = x(t) do PVI (ED)-(EXR)-(E3), definida
em I, onde « € (0,00) € dado por (EB).

Demonstracao:

Como f € C(Q; R"), do Teorema de Stone versdo real (isto é, o Teorema (BZ3), ou ainda,
o item 1. da Observagdo (BEZ2)) temos que existe uma sequéncia de fungdes (fy)xen onde,
para cada k € N, cada uma das componentes da fungdo fy : O — R" sdo polinémios e

uniformemente
fk — f

, quando k — oo. (6.18)
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Como consequéncia da convergéncia uniforme e do fato que a fungdo f é limitada, temos
que existe N € (0,00) e K, € N, de modo que

|[fi(t,x)|| <N, paratodo (t,x)e€Q, (6.19)

para todo k > K,.

Deixaremos os detalhes da demonstragdo deste fato como exercicio para o leitor.

Notemos que, para cada k > K,, a fungdo fy ird satisfazer as hipéteses do Teorema de
Picard (isto é, do Teorema (ET0)).

De fato, pois a fungéo fy serd continua e limitada em Q (se k > K,, por (E1)), pois suas
componentes sdo fungdes polinomiais definidas em (), logo continuas em Q.

Mostremos que a funcéo fy é Lipschitiziana em relagdo a segunda variavel em Q.

Afirmamos que, como as componentes da fungdo fy sdo fun¢des polinomiais definidas em
0 segue, em particular, que as derivadas parciais em relagdo a ”segunda varidvel”, serdo
uniformemente limitadas no compacto Q.

De fato, como QO = I, x By é um compacto de R x R™ e, para cada i € {1,2,---,n}, as

derivadas parciais de 1.a ordem
ofy

t
et o)

~

:(X1 yX2 5t )XTL)

sdo fungdes continuas em Q, segue, que existe L € (0, 00), tal que

ofx
aXi

(t,x)' <L, paratodo (t,x)e Q.

Logo, do Teorema do valor médio para fungdes de vérias varidveis reais (isto é, o Corolario
(E23)), segue que

Ifx(t,x) — fi(t,y)|| < K|x —yl||, paratodo (t,x)eQ, (6.20)

ou seja, a funcdo fy é Lipschitiziana em relagdo a segunda variavel em Q.
Logo, para cada k > K,, podemos aplicar o Teorema de Picard (ou seja, o Teorema (ET1))
para garantir a existéncia de uma tnica solugdo, que indicaremos por x;, = xi(t), do PVI

xi' (t) = fi(t,x(t)), para tel, (6.21)
X (to) =X, (6.22)
xx € C'(1y; By), (6.23)

onde

) b
xXx=4a, M .
Notemos que (E220)-(E222)-(E=23) € equivalente a:

t
xi(t) = %, —I—J fi(s,xk(s))ds, para tel,. (6.24)

Observemos que:
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1. a sequéncia de fungdes (xy)k>k, € equicontinua em I,
e

2. a sequéncia de fungdes (xx)x>k, € uniformemente limitada em I,

De fato, para k > k, temos:

i) — xe(s)] = [X0+J fk(r,xk(r))dr} _ {xﬁj fk(r,xk(r))dr}
[ e, xelr)) dr—f fo(r, % (1)) dr
[ ey () ar
<[ e, % (m)] ar
Jg Y——
(ESE)M
§M|t—8|,

implicando que a sequéncia de fungdes (xy)x>k, é equicontinua em I,.
Por outro lado,

IA
%
-
-
=~
—
=
X
=~
—
2
—
o
=

(E3)
< b,
ou seja,
% ()] < [I%|l +b, paratodo tel, ek>K,,

mostrando que a sequéncia de fungdes (xy)x>k, é uniformemente limitada em I,.

Logo, do de Arzela-Ascoli (isto é, o Teorema (E=23)), segue que existe uma subsequéncia
da sequéncia de fungdes (Xx)k>k,, que serd denotada como a mesma, isto é, (xi)i>k,, que é
uniformemente convergente em I,, para uma fungio x = x(t), definida em I, ou seja,

uniformemente

Xk — x, em 4. (6.25)
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Para cada s € I, e k > K, temos:

[f(s,xx(s)) — f(s,x(s))] |

[f(s,xk(s)) — (s, x(s))| = || [fu(s,xk(s)) — (s, xxk(s))] +
DI+ (s, xic(8)) — (s, x(s)) |

< Ifils, xils)) — (s, xie(s)) ]|+
uniformerrf)nte em ID‘O, por (m) uniformerrf)nte em choy por (m)
un1former§nte em [« 0 quando k — oco. (6.26)

Logo, passando o limite, quando k — oo, em (EZ4) (e utilizando, em cada componete das
funcdes envolvidas, o Teorema (BZZH)) segue que:
t
x(t) = xo +J f(s,x(s))ds, paracada te€l,, (6.27)
to
ou seja, a fungdo x = x(t) satisfaz o PVI (E)-(E3)-(E33), definida em I,, onde « € (0,00) é
dado por (E@), finalizando a demonstragdo do resulado.
O
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n-ésimo coeficiente de, Z142
coeficientes complexos de,
série (complexa) de,
série de,

funcdo
In, [Z3
i-ésima componentes da,
analitica (real) em um conjunto,
continuamente diferencidvel,
cosseno (complexa), [E3
de classe C?,
degrau unitdrio, E4
derivada,
derivada da,
derivada de uma, B2
derivada parcial da,
derivada parcial de segunda ordem da,
diferencidvel,
exponencial (real), [E2
hessinao de uma, B03
limitada,

Lipschitiziana em relagdo 4 segunda varidvel,

E17
logaritmo natural (real), [Z3
ponto fixo de uma,
Riemann integravel, [3
seno (complexa), [Z3

gradiente
vetor,

integragdo e diferenciagdo
relagdes entre, B2
integral
de funcdes vetoriais, E1

linear

operador, 23
Lipschitiziana

funcdo localmente, 222

métrica
da convergéncia uniforme, E1
matriz
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hessiana de uma fungdo, BI3
menor principal de ordem k, EI24

Parseval
identidade (complexa e real) de,
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refinamento comum de uma, [

refinamento de uma, [
polinémio de Taylor, B4

resto de Taylor, BI04
Riemann
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Lema (complexo) de, 213
Lema (real) de, 218
Riemann-Stieltjes
propriedades da integral de,
integravel, I3,
integral, 3,
integral inferior, [A
integral superior, 3

série de fungdes
convergéncia pontual de uma, [T
convergéncia uniforme de uma, EO
soma de uma, [[A
série de poténcias
em x =0, [Z3
em x = qa, [Z3
expansdo de uma fungdo em, [Z3
expansdo em, [Z3
intervalo de convergénica de, [52
raio de convergénica de, 52
sequéncia de fungdes
convergéncia pontual de uma, [T
convergéncia uniforme de uma, EO
pontualmente limitada, [47
uniformemente limitada, [07
soma



328 INDICE REMISSIVO

inferior, [3
superior, 3

Teorema
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de integragao por partes,
de Taylor, 70
fundamental da Algebra,
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da fungdo inversa, 272
de Arzeld-Ascoli, T3
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de Stone-Weierstrass, [T, 23
de Taylor, 7O
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Weierstrass
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