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Capitulo 1

Introducao

Estas notas tem com o objetivo ajudar os alunos a fixarem melhor o contetido desenvolvido na disci-

plina de Célculo II.
Ao longo do curso serdo introduzidos véariosl conceitos importantes que serdo tuteis em outras

disciplinas do curso de graduagdo (por exemplo: Fisica I, Fisica II entre outras).



CAPITULO 1. INTRODUGAO



Capitulo 2

Integrais indefinidas de funcoes reais
de uma variavel real

2.1 Primitiva de uma funcao real de uma variavel real

Observagao 2.1.1 Sejam A C R nado vazio e f: A — R uma fungdo.
Nosso objetiwvo neste capitulo serd encontrar, se existir, uma fungao F: A — R que seja
diferencidvel em A, tal que
F'(x) =f(x), para x€A. (2.1)

Comegaremos introduzindo a:

Definigao 2.1.1 Seja f : A — R e suponhamos que exista uma fungdo F : A — R, que seja

diferencidvel em A, tal que
F'(x) =f(x), para x€A. (2.2)

Neste caso a fungdo F serd denominada primitiva (ou anti-derivada) da fungao f no con-

junto A.
Consideremos os:
Exemplo 2.1.1 Seja f: R — R a fun¢do dada por
f(x) = 3x*—4x+1, para x€R. (2.3)
Mostre que a func¢do F: R — R, dada por
F(x) =x*—2x*+x, para x€R (2.4)
é uma primitiva da funcdo f em R.

Resolugao:
Notemos que, a fungdo F: R — R é diferencidvel em R (pois é uma fungdo polinomial) e

Fiix) & dix [x3—2x2+x
=3x*—4x+1
@)

f(x), para x€R,

mostrando, pela Definigdo (EZT), que a fungéo F é uma primitiva da fungdo f em R.

Temos também o:
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Exemplo 2.1.2 Consideremos a fung¢do f: R — R, dada por
f(x) =cos(x), para x€R. (2.5)
Mostre que a fungcdo F: R — R, dada por
F(x) = sen(x), para x€R (2.6)
€ uma primitiva da funcdo f em R.

Resolugao:
Notemos que a fungdo F: R — R é diferencidvel em R e, além disso, para x € R, temos:

F'0x) = < [sen)

= cos(x)
=)

mostrando, pela Defini¢do (EZT1), que a fungdo F é uma primitiva da fungdo f em R.

[l
De modo semelhante, temos o:
Exercicio 2.1.1 Consideremos a fungdo f: (—1,1) —» R, dada por
. —1
f(x) = ——, para xe€(-1,1). (2.7)
1—x%
Mostre que a fung¢do F: (—1,1) = R, dada por
F(x) = arccos(x), para xe€ (—1,1) (2.8)

€ uma primitiva da fungdo f em (—1,1).

Resolugao:
Notemos que a fungdo F: (—1,1) — R é diferencidvel em (—1,1) e, além disso, para x € (—1,1),
temos

F'(x) = dix[arccos(x)]

visto em Célculo I —1

mostrando, pela Definicdo (EZT1), que a fungdo F é uma primitiva da fungéo f em (—1,1).

2.2 Propriedades da primitiva
Temos as seguintes propriedades gerais para as primitivas de funcdes:

Proposigao 2.2.1 Sejam A C R ndo vazio e f: A —» R uma fungdo.
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1. Se a fungdo F: A — R é uma primitiva da fungdo f no conjunto A e C € R, entdo a fungdo
G:A — R, dada por
Gx)=Fx)+C, para x€A, (2.9)

serd um primitiva da funcdo f no conjunto A.

2. Se o conjunto A é um intervalo de R e as fun¢des F,G: A — R sdo primitivas da fungdo
f no conjunto A, entdo podemos encontrar C € R, de modo que

G(x)=Fx)+C, para x€A. (2.10)

Demonstragao:
Do item .

Como a fungdo F é uma primitiva da fungdo f no conjunto A, pela Defini¢do (EZT1), temos que a
fungdo F: A — R é diferencidvel no conjunto A e, além disso, temos

F'(x) =f(x), para x€A. (2.11)
Logo a fungdo G : A — R, dada por
G(x)=F(x)+C, para x€A, (2.12)

serd diferencidvel no conjunto A e, além disso, para x € A, temos

o d

G'(x) ™

[F(x) + C]

€

(x),

mostrando, pela Definigdo (1), que a fungdo G também é uma primitiva da fungdo f no conjunto
A.
Do item @. :

Como as fungdes F, G sdo primitivas da fungdo f no conjunto A, entdo, pela Definigdo (ET),
temos que as fungdes F,G : A — R sdo diferencidveis no conjunto A e, além disso, para x € A,
teremos

F'(x) =f(x)=G'(x), para x€A. (2.13)

h(x) = G(x) —F(x), para x€A, (2.14)
serd uma fungdo diferencidvel no conjunto A e, além disso, para x € A, teremos:

(=) di[G (x) — F(x)]
X

=G'(x)—F'(x)
=,

h'(x)

(x) —f(x)
=0.
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Como o conjunto A é um intervalo de R segue, de um resultado de Cdlculo I, que podemos
encontrar C € R, de modo que

h(x) =C, para x€A,
ou seja, de (ET4), teremos: G(x) =F(x)+C, para x€A,

como queriamos mostrar.

Observagao 2.2.1

1. NoitemB. da Proposi¢do (E=21) actma , se o conjunto A nao for um intervalo, a conclusdo
poderd ser falsa, como mostra o sequinte exemplo: Sejam f,F,G:(—oc0,0) U (0,00) — R,
dadas por:

|1, para xe€(0,00)
f(x) =
—1, mpara x€ (—o00,0)

.| x+2, para x € (0,00)
F(x) =
—x, para X € (—o0,0)

. |x, wpara xe (0,00)
G(x) =
—x+3, mpara x € (—00,0)

Com 1sto, temos que as fungdo f,F,G sdo diferencidveis em R\ {p} e, para x # 0, temos

que

A verificagdo destes fatos serd deirada como exercicio para o leitor.

Notemos que nao eziste C € R tal que

F(x) =G(x)+C, para x€R\{0}.

A verificagcdo destes fatos serd deizada como exercicio para o leitor.

2. Notemos que se a fungdo F: A — R é uma primitwva da funcdo f no conjunto A entdo,
para cada x € A, temos que

(EEEE) F/

dF(x) (x) dx

= f(x) dx, (2.15)
ou seja, a diferencial da fungdo F serd dada por:

dF(x) = f(x)dx, para cada x € A. (2.16)
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2.3 Integrais indefinidas

Observagao 2.3.1 Como conclusdo dos itens 0. e B. da Proposigdo (EZZ) acima temos que,
se o conjunto A é um intervalo de R e a fung¢do F: A — R é uma primitiva da funcdo f no
conjunto A, entdo qualquer outra primitiva, que indicaremos por G : A — R, da fun¢do f deverd
ser da forma

G(x)=Fx)+C, para x€A, (2.17)

para algum C € R.
Com isto podemos introduzir a:

Definicao 2.3.1 Dada uma fun¢do f: A — R a colegdo formada por todas as fungdes primitivas
da fungao f mo conjunto A, serd denominada integral indefinida da fungao f no conjunto A
e indicada por

Jf(x) dx,
ou seja, Jf(x) dx ={F: A — R; F é uma primitiva da fungdo f no conjunto A}. (2.18)

Observagao 2.3.2 Notemos que se o conjunto A é um intervalo de R, se a fungdo F: A — R é
uma primitiva da fungdo f no conjunto A entgo, da Observagdo (E3) , segue que

Jf(x) dx={G:A - R; onde G(x) =F(x)+C, paraxc A e CeR}. (2.19)
No caso acima, por abuso de notagcdo, escreveremos:
Jf(x) dx =F(x)+C, para x€A, (2.20)
onde C € R é arbitrdria.

Com isto temos o:

Exemplo 2.3.1 Calcule a integral indefinida Jf(x) dx, onde a funcdo f:R — R ¢ dada por

f(x) =3x*—4x+1, para x€eR. (2.21)

Resolucgao:
Observemos que, do Exemplo (ET0), temos que a fungdo F: R — R, dada por

F(x) =x>—2x*>+x, para x€R, (2.22)

é uma primitiva da fungéo f em R.
Como
R= (—OO, OO)

é um intervalo, da Observagdo (EZ33), segue

f(x)dx ={G:R — R; onde G(x) =F(x) +C, paraxcRe C e R},

(?){G:R%R; onde G(x) = x> —2x*+x+ C, paraxeReCeR},

ou, de modo simplificado: (3 x> —4x+ 1) dx =) F(x)+ C

r

(IZ:D)xg—sz—i-x—l—C, cada x €R,
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onde C € R é arbitraria, completando a resolugio.

O
Exemplo 2.3.2 Calcule a integral indefinida Jf(x) dx, onde a fungdo f:R — R é dada por
f(x) =cos(x), para x€R. (2.23)
Resolugao:
Notemos que, do Exemplo (E7T2), sabemos que a fungdo F: R — R, dada por
F(x) = sen(x), para x€R, (2.24)
€ uma primitiva da fungdo f em R.
Como
R= (*OO ) OO) )
ou seja, é um intervalo, , da Observagdo (EZ32), segue
Jf(x) dx={G:R = R; onde G(x) =F(x)+C, paraxe Re C € R},
+{G:R —> R; onde G(x) = sen(x)+ C, parax € Re C € R},
ou, de modo simplificado: Jcos(x) dx (=) F(x)+ C
=) sen(x)+C, para xeR,
onde C € R é arbitraria, completando a resolugéo.
O

2.4 Propriedades da integral indefinida

Temos o seguinte resultado bdsico para integrais indefinidas:

Proposicao 2.4.1 Sejam A um intervalo de R, f,g: A — R fun¢des dadas, a € R, r € R e
n € N.

Entao:
1. h(af)(x) dx =a Pf(x) dx, para x€A; (2.25)
2. “(f—l— g)(x) dx = | f(x) dx + J g(x)dx, para x€A,; (2.26)
3. n(f—g)(x) dx = hf(x) dx—Jg(x) dx, para x€A; (2.27)
4. ~] dx=x+C, para x€R, onde C € R € arbitrdria; (2.28)
5. u x"dx = nl]xnﬂ +C, para x€R onde CeR ¢é arbitrdria; (2.29)

Além disso, se x € (0,00), temos que

1 r+1
— x4, eR\{-1},
6. fodx: 1 se TeRAAL (2.30)

In(x), se r=-1

onde C € R € arbitrdria.
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Demonstracao:
De (EZZ3):

Se a fungdo F: A — R é uma primitiva da fungdo f: A — R no conjunto f, entfo, pela Defini¢do
(), temos fungdo F: A — R é diferencidvel no conjunto A e, além disso, teremos

F/(x) =f(x), para x€A. (2.31)

Lodo, a funcdo (aF) : A — R serd diferencidvel no conjunto A e, além disso, para cada x € A,
temos que

[aFl'(x) = aF'(x)
=) 4 x), (2.32)

mostrando, pela Definicdo (EZT), segue que a fungdo (aF) serd uma primitiva da funcdo (af) no
conjunto A.
Além disso, temos

an(x) dx =" alF(x)+C]

=aF(x)+aC

deﬁnamo:s: D=aC (aF) (X) +D

(=) & (2=3) J(af)(x) dx, para x€ A,

mostrando a validade de (EZ=23).
De (EZ213):

Como as fungdes F,G : A — R s8o primitivas das fungées f,g : A — R no conjunto A, respec-
tivamente, entdo, pela Defini¢do (ET0), temos que as fungdes F,G : A — R serdo diferencidvel no
conjunto A e, além disso, temos que

f(x), (2.33)
e G'(x)=g(x), para x€A. (2.34)

Logo, a fungdo (F+ G) : A — R serd diferencidvel no conjunto A e, além disso, para cada X € A,
termeos:

[F+Gl'(x) =F'(x) + G'(x)

L 10+ 900

= (f+g)(x). (2.35)

Com isto teremos

(220, (23) e(E=2)

Jf(x) dx—i—Jg(x) dx [F(x) + C] + [G(x) + D]

deﬁnamog E=C+D [F(X) + G(X)] 4+ E
=(F+G)(x)+E

UZm)é(m)J(f%—g)(x) dx, para x €A,
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mostrando a validade de (E=23).
De (EZ22):

Como as fungdes F,G : A — R sdo primitivas das fungdes f,g: A — R no conjunto A, respecti-
vamente, entdo, pela Definicdo (), as fungdes F, G : A — R serdo diferencidvel no conjunto A e,
além disso, temos que

F/(x) =f(x), (2.36)
e G'(x)=g(x), para x€A. (2.37)

Logo, a fungdo (F— G) : A — R serd diferencidvel no conjunto A e, al’ “em disso, para x € A,

teremos

F—Gl'(x) =F'(x) — G '(x)
L 400 - gx)

=(f—g)(x). (2.38)

Logo, temos

(e=20),(z=3)  (E=3)

Jf(x) dx — J g(x) dx [F(x) + C] — [G(x) + D]

deﬁnamog E=C-D [F(X) . G(X)] +E
=(F-G)(x)+E

(C20) e (E=3) J(f —g)(x) dx, para x€A,

mostrando a validade de (E=27).
De (ZZ8):
Seja f: R — R a fungdo dada por

f(x) =1, para xe€R. (2.39)
Entdo a fungdo F: R — R, dada por
F(x) =x, para x€R, (2.40)

é uma primitiva da fungdo f em R, pois a fungdo F é diferencidvel em R e, além disso, temos que

(czm) d

F/(x) o

(x)
="f(x), para xé€R. (2.41)

Assim, da Definigdo (ETT1), temos que a fungdo F é uma primitiva da fungédo f em R.
Portanto

J1 ax Z F(x) 4+ C

(gu)x+C, para x € R,

onde C € R é arbitrédria, mostrando a validade de (E=23).
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De (Z):
Seja f: R — R a fungdo dada por

f(x) =x", para xé€R.
Entéo a funcdo F: R — R, dada por

F(x) = ——x™""', para x€eR,

serd uma primitiva da fungdo f em R.
De fato, pois a fungdo F é diferencidvel em R e, além disso, temos que

poy@@ d [T Ly
P 7= dx [n—i—]x

="f(x), para x€R,

mostrando, pela Definicdo (E11), que a fungéo F é uma primitiva da funcdo f em R.
Logo,

C==)N

= mxn+1 + C) para X € R,
onde C € R é arbitréria, mostrando a validade de (E=29).
De (EZ20):
Para

r=—1,

consideremos a fungdo f: (0,00) — R, dada por

, para x € (0,00).
Ent&o a fungfo F: (0,00) — R, dada por
F(x) =In(x), para x € (0,00),

serd uma primitiva de da fungdo f em (0, c0).
De fato, pois a fungéo F é diferencidvel em (0, 00) e, além disso, temos que

(mm) d

F /(X) ax

[In(x)]

X
()

(x), para xe€ (0,00),

mostrando, pela Defini¢do (EZT0), que a fungdo F é uma primitiva da fungdo f em (0, co).

17

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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Neste caso, temos

(?)ln(x)—i—C, para x € (0,00),

onde C € R é arbitrédria, mostrando a validade de (E229) quando r = —1.
Por outro lado, para

TER\{—]},

considersmos f: (0,00) — R a fungdo dada por

fx) =x"
visto na discipli:na de Célculo I e‘rln(x) . para x€ (O ) OO) ) (246)
Entdo a fungdo F: (0,00) — R, dada por
1
F(x) = — X1, para x e (0,00), (2.47)

¢ uma primitiva de da fungdo f em (0, c0).
De fato, pois a fungdo F é diferencidvel em (0, 00) €, além disso, temos que

(=) d [ 1 1
F/ p Il T+
) dx [r—i— 1" ]

T

=x", para x¢€ (0,00), (2.48)

mostrando, pela Definicdo (EZT0), que a fungdo F é uma primitiva da fungdo f em (0, co).
Portanto
Jxr dx = F(x)+C

(C==) I

mxTH +C, para xe€ (0,00),

onde C € R é arbitréria, mostrando a validade de (E229), e completando a demonstragdo do resultado.
O

Observagao 2.4.1
1. Com os itens da Proposi¢do (EZ1) podemos obter a integral indefinida de qualquer fungdo
polinomzal.
Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.
2. Para o caso
r=-1,

a tdentidade (E=30) pode ser estendida a sequinte situagGo (visto na disciplina de Cdlculo
I):
1
Jx dx =In(]x])+ C, para x € R\{0}, (2.49)

onde C € R ¢ arbitrdra.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.
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Podemos aplicar as ideias acima ao:

Exercicio 2.4.1 Calcular as sequintes integrais indefinidas
1. J(4xz—3x+2) dx, para xeR (2.50)

2. J [secz(x) + sen(x) + Hixz} dx, para x¢€ (—g,g) . (2.51)

Resolugao:
De 1.:
Dos itens (223), (E=23), (E=28) e (=29) da Proposigdo (EZ) acima, segue que:

J(4x2—3x+2) dx (EZ:E)J(ZLXZ) dx+J(—3x) dx—i—Jde
(E)4Jx2dx—3jxdx+2j1dx

13 1,

DVS N i

3x 32x +2x+C
4 3

=3 —%xz—i—Zx—i—C, para x € R,

©) ¢ (£2) ,

onde C € R ¢ arbitréria.
De 2.:
Dos itens (E22H) da Proposigdo (EZT) acima segue que:

] I 1
J [secz(x) + sen(x) + 2] dx (=) J sec’(x) dx —|—J sen(x) dx ~|—J 5 dx
x), & [~ cos(x)]=sen(x) , & [arctg(x)}:ﬁ

= tg(x) — cos(x) + arctg(x) + C,

& [tg(x)l=sec?(

T T
para x € <_§ , 2)’ onde C € R é arbitraria.

Observagao 2.4.2 Notemos que, no Ezemplo (EZ), estamos considerando as fungdes
T T T
tg: (—§,§> —-R e arctg:R— (—Z,E) .
Temos também o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 2.4.2 Consideremos uma particula movendo-se sobre uma reta, onde sua acelera¢do
em cada instante € uma fun¢do a:[0,00) —» R, dada por

a(t) = (2t—1)m/s*, para te[0,00). (2.52)
Sabendo-se que no instante t = 1s, sua velocidade é
v(1) =3m/s, (2.53)

e Sua posi¢do é
x(1) =4m, (2.54)

encontrar a expressdo da velocidade e da posi¢cdo da particula em cada instante t.



20 CAPITULO 2. INTEGRAIS INDEFINIDAS

Resolugao:
Sabemos que se a fungéo

x:[0,00) 2 R

nos da o espago em fungdo do tempo, como uma fungdo duas vezes diferencidvel em [0, 00), entdo

teremos
v(t) =x'(t), para tec(0,00) (2.55)
e a(t)=v’(t), para te (0,00). (2.56)
Sabemos que
v/(t) =a(t)
E=2)2¢ -1, (2.57)

que implicard e,

v(t) = | a(t) dt

(IZE)J(Z‘(—U dt

Bxerciclo 42 ¢ 4 C, parat€[0,00),
ou se€ja, v(t)=t? —t+C, para tel0,00). (2.58)
Mas
30
()2mt:1 1—1+C,
ou seja, c=3,
logo, v(it)=t*—t+3, para tel0,00). (2.59)
Como
x (1) vy
()tz—t+3 , para te[0,o00)
segue que

x(t) = Jv(t) dt

()J<t2—t+3) dt

xercicio1 1
Herc §t3—§t2+3t+C, para te[0,00),

1
ou seja, x(t) = gtg — %tz +3t+C, para tel[0,00). (2.60)
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Mas
4 =)
(@) comt=1 1 1
= 3 2+3+C,
. Exercicio /
to é C=""-
isto é, o
. 15 1, 7
ou se€ja, x(t):§t —it +3t+8, para te[0,00),

finalizando a resolucgéo.

2.5 Técnicas para calcular algumas integrais indefinidas

Comecaremos pelo

Teorema 2.5.1 (substituicao direta para a integral indefinida) Sejam A,B C R intervalos
de R e suponhamos que a fungdo g: A — B € diferencidvel em A e a fungdo f: B — R admaite a
funcdo F: B = R como uma primitiva definida em B.

Entdo a fungdo H: A — R dada por

H(x) = Flg(x)], para x€A, (2.61)
€ uma primitiva da fungdo h: A — R, dada por
h(x) = flg(x)]g’(x), para x€A. (2.62)

Em particular,
Jf[g(x)] g'(x)dx =Flg(x)]+C, para x€A, (2.63)

onde C € R € arbitrdria.

Demonstragao:
Como a fungdo F: B — R é primitiva da fungédo f em B, pela Definigdo (EZT), segue que a fungéo

f serd diferencidvel em B e, além disso, teremos
F'ly)=f(y), para yeB. (2.64)

Como a fungdo g é diferencidvel em A, do Teorema da regra da cadeia (visto na disciplina de
Caélculo I), segue que a fungdo
H=Fog

serd diferencidvel em A e, além disso, teremos:

@@ d o
= dX[F gl(x)

regra da cadeia
SRR g(x)] g (x)

[g(x)]g'(x), para x€A, (2.65)

H (%)

(=)

ou seja, pela Definigdo (1), a fungdo
H=Fog
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serd uma primitiva da fungio
h=(fog)g’,
ou ainda,

Jf[g(x)]g'(x)dx:F[g(x)]+C, para x€ A,

onde C € R ¢é arbitraria, completando a demonstracido do resultado.

Com isto temos a:
Observagao 2.5.1
1. Para o entendimento dos prérimos itens serd importante olharmos o Apéndice 4. .

2. Em um certo sentido o Teorema (EE) acima mos diz como fazer uma “mudancas de
varidvers” na integral indefinida, a saber:

Jf(u) du

se u=g(x), teremos (veja (I=IA)) du=g’(x)dx

e ao final do cdculo da integral indefinida do lado esquerdo de (EER), voltamos a varidvel
original u, ou seja, fazemos

x=g "(u). (2.67)
Neste caso, a substituicdo
u=g(x), para x€A, (2.68)

deverd ser uma mudanga de varidvels continuamente diferencidvel em A, em parituclar,
deverd ser bijetora !

Isto serd de grande importdncia na préozima se¢do.

3. O Teorema (EXT) acima pode ser reescrito da seguinte forma:

Jf[g(x)]) g/(x) dx ug(x), teremos (veja (TETH)) du=g’(x) dXJf(u) du
se F/(u)=f(u) F(w) + C
=gt Flg(x)]+C, para x€A, (2.69)
onde C € R ¢ arbitrdria.
Apliquemos as ideias acima ao:
Exemplo 2.5.1 Calcular a integral indefinida
J]zdx, para xeR\{—b} , (2.70)
(ax+Db) a

onde a #0 e b € R estdo fizos.
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Resolucgao:
Consideremos a fungdo g: R — R, dada por

g(x) =ax+b, para xeR (2.71)

e a fungéo f: (0,00) — R, dada por
1
fly) = y—z, para y € (0,00). (2.72)

Notemos que a fungdo g serd diferencidvel em R e, além disso, temos
g'(x)=a, para x€eR (2.73)

e a fungdo F: (0,00) — R, dada por
Fly) = ?, para y € (0,00), (2.74)

serd uma primitiva da fungao f.
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, pelo Teorema (E271), segue que

1 1 1
szx:Jzadx
(ax+ D) aj (ax+b)

() & (E13) ]E Jf[g(x)] g’(x)dx

= L (Flgtl + D}

('?)]{ - —|—D]

alax+Db
considere Cig 1 —1 b
= aax+b+C,parax€<—a,oo>,
ou seja J1 dx = _ +C, para xe€ (—b oo) (2.75)
’ (ax+ b)? alax+b) ’ a’ ’

onde C € R é arbitraria.
De modo semelhante, podemos considerar a fungéo f: (—oc0,0) — R, dada por

o
f(y)zﬁ, para Yy € (—00,0) (2.76)

e a fungdo F: (—o0,0) — R, dada por
F(y) = ?) para y € (_OO>O)) (277)

que serd um primitiva da funcdo f.
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Deste modo podemos aplicar o Teorema (EZ2) (o mesmo raciocinio acima), para obter
-b

1 -1
— D oo '
J(ax+b)2dx a(ax—i—b)Jr , para xe( 0, a>’ (2.78)
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onde D € R é arbitraria.
Deixaremos os detalhes dos cdlculos acima como exercicio para o leitor.
Assim, de (EZ73) e (E273), temos que

1 -1 b
= D R — .
J(ax+b)2 dx a(ax+b)+ , para xE€ \{a} ) (2.79)

onde D € R é arbitraria, completando a resolugéo.

0
No caso a seguir agiremos mais diretamente, mais precismente:
Exemplo 2.5.2 Calcular a integral indefinida
J sen’(x) cos(x)dx, para x €R. (2.80)
Resolugao:
Neste caso, pelo Teorema (E50), temos, para x € R, segue que:
se u = sen(x),
5 teremos (veja (IE1H)): du = < [sen(x)] dx = cos(x) dx
sen”(x) cos(x) dx =
= J sen’(x) cos(x) dx
—— ———
:uz =du
= Juz du
(=) com n=2 111.3 e
3
= 1
como u—sen(x) 3 sen’(x)+C, para xeR,
1
ou seja, J sen’(x) cos(x) dx = 3 sen’(x) + C, paraa x€R, (2.81)
onde C € R é arbitraria, completando a resolugéo
O
O préximo caso é um pouco mais delicado:
Exemplo 2.5.3 Calcular a integral indefinida
sz V14+xdx, para x€(—1,00). (2.82)

Resolugao:
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Neste caso, pelo Teorema (E5), para x € (—1,00), teremos:

se: u=+x+1,

teremos: x = u? — 1

ou ainda: W =x+1,

assim: & [u?] du= £x+1]dx,
ou seja (veja (IET3): 2udu = dx

szxﬂ—i—xdx = sz \/1—|—x\dzc_/

= J (uz— 1)2 u2udu

Exercicio J <2 w4yt + Zuz) du

(@), (Em) e (zzm) 2, 4 5 2
= 2 5 —i—Su +C
como u=y/x+1 2 74 -
= 5 (\/x+1) 5 (\/X—i—]) < ) C, para x€(—1,00),
2 4 2
ou seja, J VT xdx =2 (4 - s b DE 43 (k DE 4 C (2.83)

para x € (—1,00), onde C € R é arbitraria, completando a resolugéo.

O
Temos também o:
Exercicio 2.5.1 Calcular a integral indefinida
J sen’(x)dx, para xc€R. (2.84)
Resolugao:
Lembremos que
1— 2
sen’(x) = w, para x € R. (2.85)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, pelo Teorema (EZ21), temos:

Jsenz(x) dx = <1 —c;s(Zx)) dx
(11
=|z—= 2
|2 2cos( x) dx
= P1dx—J1cos(2x) dx
)2 2
(E=9) e (&) % J1 dx—% Jcos(Zx) dx

1 1
=5%x—3 Jcos(ZX) dx
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seu=2x,
teremos (veja (I=13))

ou seja, 1du=2dx,
ou ainda: % du = dx

d d

como u—, ] ]
- ZXEX—Zsen(Zx)—i—C, para x € R,
1

X—7 sen(2x) + C, (2.86)

N —

ou seja, J sen’(x) dx =
para x € R, onde C € R é uma constante arbitrdria, completando a resolugio.

O préximo resultado serd de muita utilidade no cdlculo de muitas integrais indefinidas.

Teorema 2.5.2 (da integragao por partes para integral indefinida) Sejam A um wntervalo
deR ef,g: A — R fungdes diferencidvers em A.
Entao

Jf(x) g'(x)dx = f(x) g(x) — J g(x)f'(x)dx, paracada x€A. (2.87)

Demonstracgao:

Notemos que, do fato que as fungdes f e g sdo diferencidveis em A, segue que a fungdo f - g serd
diferenciavel em A.

Além disso

(x)g'(x), para xe€A,

f
ou ainda, f(x)g'(x) =(f-g)'(x) —f'(x)g(x), para x €A, (2.88)

Assim
Jf(x) g’(x) dx = j [(F- )/ (x) — F(x) g(x)] dx

=) j(f- 9)'(x) dx—Jf/(x) g(x) dx
| raas |

(

) (f - g)x) —jf’(x) g(x) dx
= f(x) g(x) —Jg(x)f’(x) dx, para x €A,

como queriamos mostrar.
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Observagao 2.5.2 Notemos que, aplicando o Teorema da substitui¢do para integrais indefinidas
(ou seja, o Teorema (E20)) a ambos os lados das integrais indefinidas (E54) actma, obteremos:

seu="f(x) ev=g(x)
teremos (veja (E1R)): dv =g '(x) dx J

J fx) g (x) dx - fx) g’(x) dx
=u =dv
= Ju dv, (2.89)

seu="f(x) ev=g(x)
teremos (veja (213)): du=f'(x)dx J

[[grr 0 ax - g(x) 1'(x) d
——
=u =dv
= Jv du. (2.90)
Podemos escrever a expressdo (EE1), de modo abreviado, como:
Judv:uv—Jvdu. (2.91)
Apliquemos o resultado acima aos:
Exemplo 2.5.4 Calcular a integral indefinida
J sen’(x) dx, (2.92)

para x € R.

Resolugao:

No Exercicio (E50) calculamos esta integral indefinida utilizando o Teorema da substituigdo para
integrais indefinidas (ou seja, o Teorema (E2T)).

A seguir calcularemos a mesma integral indefinida (E=32), utilizando o Teorema da integragdo por
partes para integrais ondefinidas (ou seja, o Teorema (EZ532)).
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Para isto observemos que (veja a Observagdo (E2532)):

J sen’(x) dx = J sen(x) sen(x) dx
—— ———

=u =dv
= Ju dv
= _ uv — Jv du
. d
como u = sen(x), teremos (veja (IE13)): du = a[sen(xﬂ dx = cos(x) dx,
como dv = sen(x) dx, teremos: v = J sen(x) dx = —cos(x) + C,
se C =0, teremos v = — cos(x)

= sen(x) [—cos(x)] —J[— cos(x)] cos(x) dx

—u =y =V =du

= —sen(x) cos(x) + | cos?(x) dx

= —sen(x) cos(x) + [1 — senz(x)} dx

J

= —sen(x) cos(x) + P1 dx —J sen’(x) dx

1
=3 sen(2x) +x —J sen’(x) dx,

[ 1
isto é, sen’(x) dx = —3 sen(2x) +x — J sen’(x) dx,

J

1
ou seja, 2 J sen’(x) dx = —3 sen(2x) +x+ D,

[ 1 1
ou ainda, sen’(x) dx = 3 X — 7 sen(2x) + C (2.93)

J

para x € R, onde C € R é arbitrédrio, completando a resolugio.
O

Um outro caso em que podemos aplicar o Teorema da substituigdo e da integracdo por partes para
integrais indefinidas (ou seja, os Teoremas (Z51), (E22)) é :

Exemplo 2.5.5 Calcular a integral indefinida
J arcsen(x) dx, (2.94)

para x € (—1,1).

Resolugao:
Neste exemplo aplicaremos o Teorema da substituigdo e da integragdo por partes para integrais
indefinidas (ou seja, os Teoremas (EZ21), (E53)).
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Observemos que

J arcsen(x) dx = J arcsen(x) _dx
—_———

“u =dv

:Judv
(Ei:u)uv—Jvdu

d 1
u = arcsen(x), teremos (veja (IE13)): du = a[arcsen(x)] dx = ——dx

1—x2

dv = dx, teremos: v—J1dx—x+C,

se C =0, teremos v =x

= arcsen(x) _x —J X # dx
—u =v =v
=du
1
= x arcsen(x) — J ——xdx
1—x?

sew=1-x7,

teremos (veja (I213)): dw = —2xdx,

ou ainda: — 7 dw = xdx
1
= x arcsen(x) — J —— xdx
2 v
\] — X —% dw
=W
= x arcsen(x) —J] 2 dw
N vw o\ 2
1
= x arcsen(x) + 7 Jw; dw
=0) com t=—1 1 1
(=2 i > x arcsen(x) + = TW% +C
2 2
como w=1-—x? 2 %
= xarcsen(x)+(1—x) +C,
ou seja, J arcsen(x) dx = x arcsen(x) + V1 —x* + C, (2.95)

para x € (—1,1), onde C € R é arbitririo, completando a resolugio.
O
No préximo caso aplicaremos o Teroema da integragdo por partes para integrais indefinidas (ou
seja, o Teorema (E513)).

Exemplo 2.5.6 Calcular a integral indefinida
Jx sen(x) dx, (2.96)

para x € R.
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Resolugao:

Observemos que

Jx sen(x) dx = J\x// sen(x) dx

=u =dv

:Judv

(EE") uv—J\)du

d
se u = x, teremos (veja (IE13A)): du = a[x] dx = Tdx

se dv = sen(x) dx, teremos: v = J sen(x) dx = —cos(x) + C,

se C =0, teremos: v = —cos(x)

= x [—cos(x)]—J[—cos(x)] dx
<~ =~

=u =v =V =du

= —x cos(x) + JCOS(X) dx

—_—
=sen(x)+C

= —x cos(x) + sen(x)+ C, paracada x€R,

isto é, Jx sen(x) dx = —x cos(x) + sen(x) + C, para x€R, (2.97)

onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.
O

Utilizando o Teorema de integracdo por partes duas vezes (ou seja, o Teorema (EZ53)), podemos
resolver o:

Exemplo 2.5.7 Calcular a integral indefinida
sz cos(x) dx, (2.98)
para x € R.

Resolugao:
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Observemos que

sz cos(x) dx = J x* cos(x)dx = Judv
~ ——
=u =dv

(u;:u) uv—Jvdu

d
se: u=x?, teremos (veja ([ER)): du = a[xz] dx = 2xdx

e se: dv = cos(x) dx, teremos: v = Jcos(x) dx = sen(x) + C,

se C =0, teremos: v = sen(x)
+

= X’ sen(x)—J sen(x) 2x dx
—~— =~

=u =y —v =du

= x? sen(x) — ZJX sen(x) dx

Exemplo (B5T), ou seja, (T232) x%sen(x) — 2[—x cos(x) + sen(x)] + C, para x €R,

onde C € R é arbitrario, isto &,
sz cos(x) dx = x?sen(x) + 2x cos(x) — 2sen(x) + C, para x € R, (2.99)

onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.
O

Neste préximo caso aplicaremos duas vezes o Teorema da integragdo por partes (ou seja, o Teorema
(E33)), para calcularmos a integral indefinida em quest3o.

Exercicio 2.5.2 Calcular a integral indefinida
sz sen(x) dx, (2.100)
para x € R.

Resolucgao:
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Observemos que

sz sen(x) dx = J X% sen(x) dx
N ————

=u Zdv

:Judv

(EEI) uv—Jvdu

d
se: u=x’, teremos (veja (IEIF)): du = o [xz} dx = 2xdx

e se: dv = sen(x) dx, teremos v = J sen(x) dx = —cos(x) + C,

se C =0, teremos v = — cos(x)

= x* [—cos(x)] —J [—cos(x)] 2x dx
Y ~— ~— Y
- =dv =V =du

2
= —X cos(x)—i—ZJZ\x/cos(x)dx

=u =dv

(=) —x? cos(x) + 2 [uv - Jv du]

d
se: u=x, teremos du = d—[x] dx =1dx
X

e se: dv = cos(x), dx teremos (veja (IEIR)):v = Jcos(x) dx = sen(x) + C,

se C =0, termeos: v = sen(x)

_ 2 _
= —x“cos(x)+2 X sen(x) J sen(x) J\%
=u —v —v =du

= —x? cos(x) + 2 x sen(x) — 2 [— cos(x)] + C

= —x% cos(x) + 2x sen(x) + 2 cos(x) + C, para x€R

onde C € R é arbitrdario, isto é,
sz sen(x) dx = (2 —xz) cos(x) +2xsen(x)+C, para x€R, (2.101)

onde C € R é arbitrario, completando a resolugao.
O

Observagao 2.5.3 Os trés Ezemplos (E51), (E22) e (E23) tratados acima, podem ser esten-
didos a situagbes mais gerais, ou seja, calcular as integrais indefinidas

Jx“ sen(x)dx ou Ixn cos(x) dx, (2.102)

para x € R, para cada n € N fizado.
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Para tanto, basta aplicarmos n-vezes o Teorema de integrag¢do por partes para integrais
indefinidas (ou seja, o Teorema (E53)), para encontrarmos as integrais indefinidas envolvidas.
Deizaremos como ezercicio para o leitor a verificagdo deste fato.

Outra situagdo em que o Teorema de integragdo por partes para integrais indefinidas (ou seja, o
Teorema (EZ273)) é 1til é dado pelo:

Exemplo 2.5.8 Calcule a integral indefinida

Je" cos(x) dx, (2.103)

para x € R.
Resolugao:

Observemos que

J e® cos(x)dx = Judv
:{L/ N—
=dv
2
=) uv — Jv du
. : d X X
se: u = e, teremos (veja (IE13)): du = a[e Jdx = e dx

e se: dv = cos(x) dx, teremos v = Jcos(x) dx = sen(x) + C,

se C =0, teremos: v = sen(x)

=_e* sen(x)—J e* sen(x)dx
~~ -7

=u =v =v =du

= e* sen(x) —J e* sen(x)dx
~~

Y N—
=U =qv
= e sen(x) — [UV— JVdU}
. 3 d X X
se: U =e*, teremos (veja (I=13)): du = a[e Jdx = e dx
e se: dv = sen(x) dx, teremos: v = J sen(x) dx = —cos(x) + C,

se C =0, teremos: v = —cos(x)

= ¢* sen(x) — \eL [—cos(x)] —J e* (—cos(x)) dx
=u =V =V —du
= ¢e* [sen(x) + cos(x)] — J e* cos(x) dx .

| ——
=I
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Logo

ZJe" cos(x) dx = e* [sen(x) + cos(x)] + C,

ou seja, Je" cos(x) dx = e~ sen(x) ;_ cos(x) +C, para xeR, (2.104)
onde C € R ¢é arbitrario, completando a resolugéo.
g
Observagao 2.5.4 De modo semelhante podemos calcular
J e*sen(x) dx
em R.
A obtencgdo desta integral indefinida serd deixada como ezxercicio para o leitor.
Para finalizar temos os seguintes:
Exercicio 2.5.3 Calcular a integral indefinida
T T
Jx arctg(x) dx, para xé€ (—z , §> . (2.105)
Resolugao:
Aplicaremos O Teorema da integragdo por partes para integrais indefinidas (ou seja, o Teorema
(=3)).

Para isto observemos que:

J arctg(x) x dx = Judv
—_——

“u =dv

(e uv — Jv du

1

1+x2 dx

d
se u = arctg(x), teremos (veja (IE1R)):du = a[arctg(x)] dx =

2
X
e se: dv =xdx, teremosv:dex:+C,

se C =0, teremos: v = % — 2
w7 = _qu
— %Xz arctg(x) — % : 1—]’__7;27;] dx
:% 2 arctg(x)_% <1 Izi 1 —:xz) dx
_ %Xz arctg(x) 7% J1 de 1 J:XZ dx]
= 5 arctg(x) - %X+ arctg(x) +C, para x € Ggg)
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onde C € R é arbitrario, isto é,

Jx arctg(x) dx = —% X+ X'+ arctg(x) + C, para xE€ (—g , ;[) , (2.106)

onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.
O

Exercicio 2.5.4 Calcular a integral indefinida
Jln(x] dx, (2.107)

para x € (0,00).

Resolugao:

Aplicaremos o Teorema da integragdo por partes para integrais indefinidas (ou seja, o Teorema
(=),

Para isto observemos que:

Jirn = Juar

—u  =dv
(EI) uv— Jv du

se: u=1In(x), teremos (veja (IE=13)): du = %[ln(x)} dx 71( dx

e se: dv=1dx, teremosv:J1dx:x+C,

se C =0, teremos: v=1x

1
:1n(x)\x/—J\xf/dx
=du

:xln(x)—J1dx

=xIn(x)—x+C, para xé€ (0,00),

onde C € R é arbitrario, isto é,
Jln(x) dx =xIn(x) —x+ C, para xé€ (0,00), (2.108)

onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.

2.6 Outra técnicas para o calculo de integrais indefinidas

A seguir exibiremos outras técnicas para encontrar integrais indefinidas.
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2.6.1 Integrais indefinidas envolvendo expressées dos tipos: a’ — x?, a’? + x* ou

x* — a?, para a # 0 fixado.

Nos casos acima tentaremos substitui¢es trigonométricas ou hiperbdlicas, como mostra a:

Observagao 2.6.1 Seja a € R, a # 0 fizado.
Para tentarmos encontrar uma integral indefinida que envolvem expressdes do tipo:

(i) a—x?, (2.109)
(i) a®+x%, (2.110)
(iii) x* — a?, (2.111)

tentaremos uma mudancga de varidveis na integral indefinida do tipo:

(i) Para o caso (i) (ou seja, que envolve um expressGo do tipo (EI0)), tentaremos:

x = asen(0) (2.112)
ou x = atgh(u), (2.113)

para © € I ouu €], onde I ou ] sdo subconjuntos de R escolhidos de modo apropriado.
(ii’) Para o caso (ii) (ou seja, que envolve um expressdo do tipo (ECII0)), tentaremos:

x = atg(o) (2.114)
ou x = asenh(u), (2.115)

para © € I ouu €], onde I ou ] sdo subconjuntos de R escolhidos de modo apropriado.

(iii”’) Para o caso (iii) (ou seja, que envolve um expressGo do tipo (EI1)), tentaremos:

x = asec(0) (2.116)
ou x = acosh(u), (2.117)

para © € I ouu € J, onde I ou ] sdo subconjuntos de R escolhidos de modo apropriado.

Observacao 2.6.2 Observemos que 1 ou | sdo subconjuntos de R de modo que as respectivas
funcdes envolvidas acima, sejam bijetoras sobre a sua i1magem, diferencidvers e suas fungdes
inversas também deverdo ser diferencidvers, nos seus respectivos dominios.

Observagao 2.6.3 Utilizamos, em geral, as sequintes identidades trigométricas ou hiperbdlicas:
Para mais informagdes sobre as funcdes hiperbdlicas veja o Apéndice IA.

1. Para o caso (i’), se utilizarmos a mudanga de varidvers ([Z3), poderemos precisar das
sequintes relagdes:

sen’(0) + cos?(0) =1, (2.118)
d
E[sen(S)] = cos(0), (2.119)

para 0 € L.
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Se utilizarmos a mudanga de varidveis ([ZD), poderemos precisar das sequintes relagbes:

tgh?(u) + sech?(u) =1, (2.120)
d _ 2
a[tgh(u)] = sech“(u), (2.121)

para u € J.

2. Para o caso (ii’), se utilizarmos a mudanga de varidvers ([Z20), poderemos precisar das

relagdes:
1+ tg%(0) = sec’(0) (2.122)
d
<o t80)] = sec’(0), (2.123)
para O € 1.

Se utilizarmos a mudanga de varidveis ([Z3), poderemos precisar das seguintes relagées:

cosh?(u) — senh?(u) =1 (2.124)
d
a[senh(u)] =cosh(u), (2.125)

para u € J.

3. Para o caso (iii’), se utilizarmos a mudanga de varidvers (IZH), poderemos precisar das

relagdes:
1+ tg?(8) = sec’(0) (2.126)
d%[sec(e)] — sec(0) tg(0), (2.127)
para 0 € 1.

Se utilizarmos a mudanga de varidvers ([Z10), poderemos precisar das sequintes relagdes:

cosh?(u) — senh?(u) =1 (2.128)
d
a[cosh(uﬂ = senh(u), (2.129)

para u € J.

Vale observar que as substitui¢cdes acima deverdo, na verdade, ser mudancgas de varidveis,
ou seja, fungdes bijetoras.

Para 1sto teremos, em geral, que restrigir os dominios das fungbes envolvidas, conveniente-
mente, para este fim.

Apliquemos as ideias acima aos:

Exemplo 2.6.1 Para a >0 fizado, calcular a integral indefinida

xz—i-a2

J1 dx, (2.130)

para x € R.
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Resolugao:
A integral indefinida (ET30) acima envolve uma expressdo do tipo (ii) (veja (ET10)).
Neste caso tentaremos a mudancga do tipo (IZ=2), isto é, consideraremos a mudanga de varidveis

(ou seja, uma fungéo bijetora - veja a figura abaixo):

(53) - ®
0 —  x =a tg(0)

X

a tg(0)

Com isto, pelo Teorema da substituicdo para integrais indefinidas (ou seja, o Teorema (E5T)),

teremos:
{ se: x = a tg(0), para 0 € (—5,5),
1 teremos dx = a -3 [tg(0)]d® = asec?(0) dO 1
J > S dx o= JZ 5 a sec’(0) do
X +a [a tg(6)1* +a
1 1
=— J — sec’(0) do
al tg7(0)+1
—_——
(EEE)secz(G)
1
=— J] de
a
1 0=arctg() 1]
=—0+C :g(“)—arctg(§>+C, paracada x € R,
a a a
1 1 X
i é — = — — C R 2.131
isto é, Jx2+a2 dx aarctg(ﬂ)—i— , para x€R, (2.131)
onde C € R é uma constante arbitrdria, completando a resolugéo.
0
Podemos aplicar 0 mesmo ao:
Exercicio 2.6.1 Para a > 0 fizado, calcular a integral indefinida
1
J dx, (2.132)
a? —x?

para x € (—a, a).
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Resolucgao:

Esta integral indefinida (E-T32) acima é do tipo (i) (veja (E10)) e assim tentaremos uma mudanca
de varidveis do tipo (I[Z3), isto é:

x = asen(0), (2.133)
d
assim teremos: dx = aﬁ[sen(e)] d® = acos(0) do. (2.134)

Observemos que na verdade a mudanga de varidveis deverd ser da forma (uma fungdo bijetora, ver
figura abaixo):

asen(0y - - - - - (0, a sen(0)) |

| .
NEN
fer)
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Com isto, pelo Teorema da substituicdo para integrais indefinidas (ou seja, o Teorema (EE)),
teremos:

o
]
I

J 1 4 EDeE= ] acos(0) do
a

2ox? J \/az— [asen(0)]?
1

cos(0) do
\/a2 [1 — senz(e)}
1

cos(0) do

I
(@]
—

aJ Va2 \/cos?(0)
N

= aJ ] cos(0) do

como 0€(—%,5), teremos cos(t)>0 J'

1d0=0+C

= ) arcsen (2) +C,

1
isto é, J dx = arcsen (%) +C, para x€(—a,a), (2.135)
a

para x € (—a, a), onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.

O
A seguir temos vdarios exercicios resolvidos relacionados com as técnicas desenvolvidas acima.
Comecgaremos pelo:
Exercicio 2.6.2 Para a > 0 fizado, calcular a integral indefinida
J 1 d (2.136)
X .
x*—a?

para x € (—oo,—a) U (a,00).

Resolugao:

Neste caso temos que a integral indefinida (EZI28) acima é do tipo (iii) (veja (EZIIW)) e assim
poderiamos tentar fazer a mudanga de varidveis dada por ([ZTM), isto é, (serd uma fungédo bijetora,
ver figura abaixo):
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(u, acosh(u))

Deixaremos como exercicio para o leitor a aplicagdo desta mudanga de varidveis a integral definida
acima e os cdlculos para encontra-la.

Um outro modo de encontrar a integral indefinida (EZT28) acima, seria agir da seguinte forma
(utilizando o Teorema da substituigdo para integrais indefinidas, ou seja, o Teorema (EE1)) :

1 Exercicio 1 1 1
sz—azdx B 2(1J<x—a_x—|—a>dx

1 1
:{j aX_J 1 dx}
2a X—a Xx+a

{ se u=x—a, teremos du = dx

e se v=x+ a teremos dv = dx } 1 1 1
= (Jdu—Jdv)
2a v

u

(Z9)

= (In(ful) —In(jvD] + C

‘

2a
u=agvorta 1 In(jx — al) —In(jx + a])] + C,
2a
ou seja, sz 1 p¥: dx = ;—a In(jx —al) = In(lx+ a|)] + C, para x € (—o0,—a)U (a,oc0),
(2.137)
onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.
O

Observagao 2.6.4 A idéia de como resolver a integral indefinida (EZI38) acima estard, como
veremos, diretamente relacionada com o modo como resolveremos integrais indefinidas envol-
vendo fung¢bes racionais.

O método para encontrar a integral indefinida de funcgdes racionais, serd desenvolvido em
uma se¢ao mais adiante.

Temos também o:

Exercicio 2.6.3 Para a > 0 fizado, calcular a integral indefinida

7 2
Jxxa dx, (2.138)

para x € (—oo,—a)U (a,oo).
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Resolucgao:

Observemos que deveremos ter

X*—a?2>0 e x#0
ou, equivalentemente, x| >a e x#0,

ou ainda, x € (—o0,—a)U(a,o0)

Notemos que, como a > 0, na situagdo acima teremos, necessariamente, que x # 0.

Observemos que a integral indefinida (EI38) € do caso (iii) (veja (ETT11)) e tentaremos uma
mudanca de varidveis do tipo ([Z3), isto é:

x = asec(0), (2.139)
d
assim teremos dx = a@[sec(e)]de = asec(0) tg(0) do, (2.140)

onde ee[o,g), se x € [a,o0)
37

e Ge[, para 5

> , & X € (—oo0,—a].

Assim a mudanca de varidveis serd da forma (uma fungdo bijetora, veja figura abaixo):

(o,g)u(n,iﬂ) — (—00,—a)U(a,0)

0 — x = asec(0)

(x, asec(x))

asec(x)

oV
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Com isto, pelo Teorema da substituicdo para integrais indefinidas (ou seja, o Teorema (E5)),

teremos:

isto é,

como E(O,%)u(n,3”] steremos tg(0)>0

a J tgZ(0) do

como 0€( ,%)U(Tr,ht] , teremos tg(0)>

* a [Itg(0)|— 0] + C
:a[ tgz(G)—G} +C

2(0)=[sec(0)]2—
01 zecl O a[ sec2(0) — 1 +e} +C

xz—az X
=a 57— T arcsec (—) +C
a a
Xz_az—i—acsec(x) +C
=a |——— r —
Va? a
L =lal i

2 2
X-—a X
a0 a [ + arcsec (a) +C

X
= Vx? — a? + a arcsec <7) + C, paracada [x|>a,
a

/2 2
X —a X
de: Vx? — a* + aarcsec (E) +C, para [|x|>a,

X

onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.

Outro caso é dado pelo:

(2.141)
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Exercicio 2.6.4 Encontrar a integral indefinida

J1 dx, (2.142)

para x € (—2,2).

Resolugao:

Esta integral é do tipo (i) (veja (E109) com a = 2) e tentaremos uma mudanca de varidveis do
tipo (IZ3A), isto é:

x =2 sen(0), (2.143)
d
assim teremos dx =2 @[sen(e)] do =2 cos(0) do. (2.144)

Observemos que na verdade a mudanga de varidveis deverd ser da forma (uma funcdo bijetora,
veja a figura abaixo) :

2sen(0)p - - - - - (0,2 sen(0)) |

|
SEN

NI

@
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Com isto, pelo Teorema da substituicdo para integrais indefinidas (ou seja, o Teorema (E2)),
teremos:
1

J] dx (C9) e (2123) J 2 cos(0) do
(4—x2)3 \/{4— 2 sen(e)]z}3
— > (6) de
J\/ 1 — sen’( )]}3 -
) J cos(e) doe
% J \/COT cos(0) do
J cos(0) do
s(0)P
como 0€(—7,3), teremos cos(0)>0 % Jcos3(e) cos(0) do

1 1
T4 Jcosz(e)
= % J sec’(0) dO

visto na d1sc1p11na de Célculo I 1
tg(0) + C

4
1 sen(0)
" 4 cos(0)
como 96(*%,%)geremos cos(0)>0 1 sen(G)

B 4 \/cos?(0

cosz(e):_— sen ! sen
4 \/1 — sen’
sen(0 =y
R 172 +C
4 1 X712
-3
X
RV
1
ou seja, J dx = L C, para x€(-2,2), (2.145)

(1) VAT
4 —x
onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.

Temos também o:

Exercicio 2.6.5 Para a > 0 fizado, calcular a integral indefinida

J\/xz —a’dx, (2.146)
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para x € (—oo,—a)U (a,o0).

Resolugao:

A integral indefinida (E7T2H) é do tipo (iii) (veja (EZIIW)) e assim tentaremos uma mudanga de
varidveis do tipo ([ZT0), isto é:

x = acosh(u), (2.147)

d
imlicando que dx =a a[cosh(u)] = a senh(u) du, (2.148)

mais especificamente, consideraremos a seguinte mudanga de varidveis (uma fungdo bijetora, veja
figura abaixo):

acosh(u)t - - - - - - - - - (u, acosh(w))
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Logo, pelo Teorema da substituigdo para integrais indefinidas (ou seja, o Teorema (EZ21)), teremos:

J \/x2 — a?dx () e () J \/[a cosh(u)}2 — a® a senh(u) du

— J@ \/[coshz(u)]2 — lasenh(u) du

=la

0t =
como a>0 teremos lal=a ) J senh?(u) senh(u) du

= a? Jlsenh(u)l senh(u) du
como u>0, teremos senh(u)>0, assim |senh(u)|=senh(u)

= a? J senh?(u) du

= 5 du

= a? [1Jcosh(2u) du—% J du}

senhz(u)Exer:dCioiCOSh(éu)J ) Jcosh(Zu) —1
a —

2

se v=2u, teremos dv=2du__ a? |:J

2

cosh(v) % dv — J du}

[ senh(v) —u] +C

2
v2u d B senh(21) —u} +C

a? 1
=5 |3 2 senh(u) cosh(u) —u| +C

a2
2
°°Sh(ui E C; { {(2)2 1] E— arccosh (2)} +C

1
= E\/xz—az—— arccosh (f) +C,
2 2 a
1
isto é, J\/xz—a2 dx:g xz—az—i arccosh (E) +C,

para x € (—oo,—a) U (a,o00), onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.

Outro exercicio resolvido é dado pelo:
Exercicio 2.6.6 Para a > 0 fizado, calcular a integral indefinida
J Va2 —x? dx,
para x € (—a,a).

Resolucgao:

\/(coshz(u) — 1) cosh(u) —u

+C

(2.149)

(2.150)
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A integral idefinida (EZIE0) é do tipo (i) (veja (ETH)) e assim tentaremos uma mudanga de
varidveis do tipo ([ZH), isto é:

x = a sen(0), (2.151)
implicando que dx=a die[sen(e)] = a cos(0)do. (2.152)

Observemos que na verdade a mudanga de varidveis deverd ser da forma (uma fungdo bijetora,

veja figura abaixo):
T T
(-3.3) = (o

A
0 — x=asen(0)

asen(8)t - - - - - 7(0, a sen(0)) |

I
CNR!
ferl

Com isto, pelo Teorema da substituicdo para integrais indefinidas (ou seja, o Teorema (E&)),
teremos:

J a’ —x? dx (=) & (==3) J\/{ a’—[a sen(G)]}2 acos(0) do

=a J \/a2 [1 - senz(e)} cos(0) do
=a J@ \/cosz(e) cos(0) do 0 2 chos(e)l cos(0) do

=lal

como 66(—% ,%) , teremos cos(0)>0, assim |cos(0)|=cos(0) 2

= a Jcosz(e) do
=a’ J [1 — senz(e)} do

= a? U1 de —J sen’(0) dﬁ]
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Xemplo ] ]
Bxemplo (B=3) > {9 — [2 0 — 5 sen(0) cos(e)] } +C

como Ge(fg,g)ﬂeremos cos(:)>0, assim cos(8)=+/1—sen?(0) 2 19 + 1 sen(e) 1_ senz(e) LC
2 2
(==3)

0 =x [ 1 2

= a’ | = arcsen <§> TRV (ﬁ) +C
2 a 2a a

o arcse (X>+ o x a2_X2+C
= — T n S —

2 2a /42

Com°a>o—arcse ( )+ xVar—x*+C,
1
ou se€ja, J\/a — X’ dx = — arcsen( )-{-EX\/CLZ—XZ-FC, para x € (—a,a), (2.153)

onde C € R é arbitrdria, completando a resolucéo.
O

Daqui em diante, nosso objetivo principal serd encontrar integrais indefinidas envolvendo funcdes
racionais, ou seja, encontrar integrais indefinidas do tipo:

P(x)
J o0 dx, (2.154)

onde P e Q sdo fungdes polinomiais.
Comegaremos por alguns casos particulares antes de tratar da situagdo geral acima.

1
2.6.2 Integrais indefinidas do tipo: JZ—
X*+px+(
Tratemos das integrais indefinidas do tipo:
1
J ————— dx, (2.155)
X +px+(q

(2.156)

Sejam p, q € R sdo fixados, para os tipos de integrais indefinidas (EZI=23) ou (?7?) acima, comple-
taremos o quadrado na fungdo polinomial do 2.a grau que estd no denominador, isto é, agiremos da
seguinte forma:

Noemos que

xercicio 2 4q— 2
X2 4 px + g e (x—l—%) +¥. (2.157)

Se considerarmos a mudanca de varidveis (uma fungdo bijetora!)

R — R
P,

= ou= =
X x+2

entdo teremos as seguites possibilidades:
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(i) Se

2
teremos X +px+q= (x + %) =u?, (2.158)

ou seja, a expressdo (EI57) é um quadrado perfeito e assim podemos calcular a integral indefinida
obtida.

Como veremos, neste caso, serd facil encontrar a integral indefinida.
(ii) Se
4q—p’
4

4q—mp2
tomando-se a=\1/ q4 P ,

2
2 4q— p?
teremos x2+px+q:(X+E> +< a-—r )

>0,

2 4
=1’ +a?, (2.159)
e assim, podemos aplicar as técnicas da subsegdo E51, para calcular a integral indefinida obtida.
Na verdade estaremos no caso (ii) da Observagdo (E&1) (veja (E211M)).
(iii) Se
2

49—p
4

4q—p2
tomando-se a=1/— q4 Ld ,

<0,

2
2 4q—p?
teremos x2+px+ q= (x+ %) — _¥
=u’—d? (2.160)

e assim, podemos aplicar as técnicas da subegdo BB, para calcular a integral indefinida obtida.

Na verdade estaremos no caso (iii) da Observagdo (E&) (veja (ET10)).

Resumindo teremos:

se ﬂf}ﬁ:O 1 u=x+% | teremos du=dx 1
(x+3) ‘
X+ =
, 2
1 se ﬂ%p—>0, a= ﬂfp—z 1 u:er}z2 , teremos du=dx 1
J S ax= = oyl " - i
X +px+(q X+ )+a2
se ﬂ%ﬁd)» a= *ﬂf}ﬁ 1 u=x+% | teremos du=dx 1
= o pN2 dx = 2 2 du
P u —a
(x + E) a?

(2.161)
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e cada uma das integrais indefinidas do lado direito das igualdades acima (destacadas em vermelho),
podem ser encontradas utilizando as técnicas desenvolvidas em segdes anteriores.
Como aplicagdo das técnicas desenvolvidas acima, temos o:

Exemplo 2.6.2 Calcular a integral indefinida

1
- dx. 2.162
sz—i-Zx—i-S ( )

Resolugao:
Neste caso temos que o denominador da funcdo racional em questdo pode ser escrita na seguinte
forma (completando quadrados):

X +2x+5=(x+1)72+4, (2.163)
que corresponde ao caso (ii) acima (veja (EI=3)).
Logo
1 1
J e ra A Jzz dx
X" +2x+5 (x+1)°+2

seu=x+la=2
teremos: du = dx J 1

du
uz +a

2

Exemplo (E5d) ou (ET=T) l u
= q arctg (a) +C

u=x+1e a=2 1 X—I—]
= > arctg [ 2 } +C,
1 1 x4+ 1
assim ———— dx = = arct +C 2.164
Jx2+2x+5 2 g[ 2 ] ’ (2.164)

onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.
O

Podemos ter situacdes em que teremos que aplicar varias técnicas para obter a integral indefinida,
como no:

Exemplo 2.6.3 Calcular a integral indefinida

sen(x)

J 7 dx. (2.165)
cos“(x) 4+ 2 cos(x) + 5
Resolugao:
Observemos que
se y = cos(x),
sen(x) teremos: dy = —sen(x) dx 1
cos“(x) + 2cos(x) +5 y-+2y+5

1
=—|5———d
Jyz +2y+5 )
Bxemplo (F=2) ou (Z25) 1arctg y+i +C
2 2
como y=cos(x) 1 |:COS(X) +1
= sarctg | ————

5 arc > } +C, (2.166)
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onde C € R é arbitrario, completando a resolugao.

Temos 0s seguinte exercicios resolvidos:

Exercicio 2.6.7 Calcular a integral indefinida

eX
J T a2
e’*—6e+13
Resolucgao:
Consideremos as seguinte mudangas de varidveis (sdo bijetoras!):
R — (0,00)
X = u=e*

que é diferencidvel em R e, além disso, temos que

= dix[ex] dx
=edx

du

R — R
u —= v=u-—3

que também é diferencidvel em R e , além disso, temos

dv:i[u—3]du
du
= du.

Logo
se u=-e",
ex teremos: du = e* dx 1
JZXXdX = szu
es*—6e+13 u"—o6u+13

1
[
(u—3)°+4
v=u-—3,
teremos: dv = du 1
= Jzzdu
v +2
Exemplo (EE) ou (ET=T), com a=21

2 2

como —ex 1 *—3
Lu=e 2arctg<e 3 )—i—C,

como v=u— 1 -3
= 3arctg<u>—i-C

X 1 X
ou seja, Jedx: arctg(e > 3)’)—i—C,

e2X _6e* 13 2

onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.

3 arctg (v

(2.167)
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Observagao 2.6.5 Podemos aplicar as mesmas i1deias actma a integrais indefinidas do tipo:
1
J e dx. (2.169)
VX +px+d
Dewxaremos o tratamento destas como exercicio para o leitor.
Podemos aplicas as ideias da Observagdo (EZ5H) acima ao:
Exercicio 2.6.8 Calcular a integral indefinida
1
J dx. (2.170)
V=2x*+3x+2
Resolugao:
Observemos que
1 1
J = dx = J dx
V=2x"+3x+2 3
\/2 (—xz—i— —Xx+ 1)
2
1 J 1
=— dx. (2.171)
v2 ) [os 3\2
)
Consideremos a seguinte mudanca de varidveis (é bijetora!):
R — (0, 00)
. 3
X = u=x—7
que é diferencidvel e
d 3
du = = <x — 4> dx
= dx.
Logo
J 1 o= J ! dx
V=2x2 +3x+2 v2J 35 3)\?
e
se U =x-— % ,
teremos du = dx 1 1
= — J du
V2 5 2
) -2
(5)
Exemplo (EE) ou (ET=33), com a = % 1 u
= —arcsen | = | +C
V2 5
4
3
41x—-
SR )
u;“\zfarcsen +C,
1 2 4x—3
ou seja, J dx = £ arcsen <X> +C, (2.172)
V=2x*+3x+2 2 5
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onde C € R é arbitrario, completando a resolugao.

L]
.. . . mx—+mn
2.6.3 Integrais indefinidas do tipo: JZ—
ax“+bx+c
Sejam
a,b,c,m,neR,
tais que a0 e mr+n’#£0,
em particular, m=0 ou n#O0. (2.173)

Para estas integrais indefinidas escreveremos a fungdo do numerador em termos da derivada da
funcdo 2.a grau que aparece no denominador, isto é, agiremos da seguinte forma:
Suponhamos que
I — ]
N 2
X = u=ax"+bx+c

seja um mudanca de varidveis (isto é, bijetora).
Logo

du:(%(axz—i-bx—i—c) dx

= (2ax+b)dx.

Deste modo podemos escrever o polindmio do 1.a grau do numerador, das integrais acima, na
seguinte forma:

b
mx—l—n:E(Zax—i—b)—i—n——m (2.174)

a 2a
Assim, utilizando o Teorema da substituigdo para a integral indefinida (isto é, o Teorema (E5)
ou a Observagdo (E53)), teremos que:

mx+n (@) m 2ax+b bm 1
ax“+bx+c 2a ) ax*+bx+c 2a ax“+bx+c
seu=ax?+bx+c,
temos du = & (axz—i—ax—i—b) dx = (2ax +b) dx
1
n [ Lae ()
2a Ju 2a ax"+bx+c
(cz9) m bm)J 1
=" — In(ju))+ (n— dx
2a (] < 2a ax’ +bx+c
comou:a:xz—&-bx—&-cﬂln (‘ax2+bx+c‘)+ n_bm J 1 dx |
2a 2a ) Jax* +bx+c

=]

e a integral indefinida I, poderd ser calculada utilizando-se as técnicas da segdo (EB3) (isto é, da segdo
anterior).
Apliquemos esta técnica ao:

Exemplo 2.6.4 Calcular integral indefinida

3x—2
szdx. (2.175)
x“4+2x+5
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Resolucgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor encontrar intervalos I e J tais que a aplicagéo
I — ]
X — u=x*+2x+5"
seja um mudanca de varidveis (isto é, bijetora).
Logo
du= 4 (x2+2x+5) dx
dx
= (2x+2) dx,
e assim temos que
3
J T 5. = J oo s W&
x“4+2x+5 x“4+2x+5
3 2 2 1
= = sz—i_dX—S szx
2 )X +2x+5 X +2x+5
seu=x>+2x+5,
teremos du = & (x* +2x+5) dx=(2x+2)dx [ 3 1
= = J —du—>5 J - dx
2 x°4+2x+5
(=) 3 J’ 1
=" -In(u])-5| 5———dx
2 (fud X2 +2x+5
como u=x242x+5 3 2 1
0 (s 2008]) 5
2n X*+2x+ X24_27(_1_5dx
Xemplo ou (k1od 3 5 ]
Bxemplo (C2) (—)—1n<‘x2+2x+5’>—farctg Xt +C,
2 2 2
3x—2 3 5 x+1
isto €, 7dx:71n<x2+2x+5)—farct <>+C, 2.176
Jx2+2x+5 2 il )y eete( (2.176)
onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.
O
Observagao 2.6.6 De modo semelhante podemos tratar da integral indefinida do tipo:
J MXEN g« (2.177)
Vax? +bx+c
Dewzaremos o tratamento destas como exercicio para o leitor.
Podemos aplicar a técnica da Observagdo (EBH) acima ao:
Exercicio 2.6.9 Calcular integral indefinida
2x — 8
J x dx.. (2.178)
V=2x*43x+2

Resolucgao:
Deixaremos como exercicio para o leitor encontrar intervalos [ e J tais que a aplicagéo

I — ]
x = uw=-2x2+3x+2
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seja um mudanca de varidveis (isto é, bijetora).
Logo

du = i (—2x2+3x+2> dx
du

= (—4x + 3) dx,

e assim temos que

—1 13
_ — (—4x+3)— —
J 2x—8 dx:J 2 2 dx

V=2x*+3x+2 V=2x*+3x+2

]J —4x+3 13J 1
2 2% +3x+2 2 —2x*+3x+2
seu=—-2x>4+3x+2,
teremos du = (—4x+3)dx | —1 1 13 1
2 JVu 2 —2x% +3x+2
11 1 13 1
=5 7w 5 2 dx
25 2 —2x"+3x+2

como uigxz+3 x+2 _m B E J 1 dx
2 /=22 +3x+2

Exemplo (EE) ou (EZTZ2) _m N E [25\/2 arcsen <4X — 3)

2 32 5

2x — 25v/2 4x —
isto €, J x—8 dx:—\/—2x2+3x+2—35\[arcsen< x 3>+C,

V=2x*+3x+2 64 5
(2.179)
onde C € R é arbitrario, completando a resolugao.
O

2.6.4 Integrais indefinidas envolvendo poténcias de fungoes trigonométricas
2.6.4.1 Integrais indefinidas envolvendo poténcias da funcao seno e cosseno

Comecaremos tratando de integrais indefinidas envolvendo poténcias impares das fungoes cosseno

€ seno:

Proposicao 2.6.1 Seja n € N fizado. Entdo

n 1k
Jcoszn’q (x) dx = Z ( T]z ) 2(k1—:1 sen’ 1 (x) + C, (2.180)
k=0

para x € R.

Demonstragao:
Consideremos a seguinte mudanga de varidveis (é bijetora, ver figura abaixo):

(33 - c
X — u = sen(x)

(2.181)
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sen(x)

C At

Bindmio de Newton J {i ( LL > [— senz(x)}k 1““} cos(x) dx

k=0

I
M=

(%

> (—1)k J sen’*(x) cos(x) dx

k=0
2%

_ - n _1)k

_kZ_O< . )( 1) J se1.1(x) cos(z) dx

se u = sen(x),

—

_ n _k# 2k+T
_Z<k)( Vaay *¢

n
k=0

teremos du = d%[sen(x)] dx = cos(x) dx

n
como u=sen(x) n _ 1yn—k 1 2k+1
= k§_0<k>( 1) T{_Hsen (x)+ C,

completando a demonstracéo.

De modo semelhante temos a:

57
é < T]z ) (—1)* Ju”du
O
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Proposigao 2.6.2 Seja n € N fizado. Entdo

n )k
24 ( 2k+1
J sen E < > 2k+1 cos” ' (x)+ C, (2.182)

para x € R.

Demonstragao:

Deixaremos como exercicio para o leitor.

O
Para as poténcias pares das funcoes cosseno e seno temos a seguinte observagéo.
Observagao 2.6.7
1. No Ezemplo () (veja (E=28)), mostramos que:
2 1 1
sen”(x) dx = %77 sen(2x) + C, (2.183)
para x € R.
Com 1isto podemos encontrar a integral indefinida Jcosz(x) dx, da seguinte forma:
2 _ 2
Jcos (x)dx = J [1 — sen (x)} dx
= J1 dx J sen’(x) dx
(EEE)X— lx—1 sen(2x)| +C
B 2 4
1 1
= Ex—i— 1 sen(2x) + C,
1 1
1sto €, Jcosz(x) dx = 7% + 1 sen(2x) + C, (2.184)

para x € R, onde C € R € arbitrdria.

2. Sejan €N ficado.

Para calcularmos a integral indefinida

Jcoszn(x) dx,

agiremos da sequinte forma:
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(a)

(b)

(c)

(4)

Observemos que:

Jcoszn(x) dx = J [cosz(x)r dx

cos? (X)Elegi6i0]+c°25(z x) J |:1 + COS(Z X) :| "
— | dx

- 2
o

o n
Bmomzoge Newton Z]T J{Z < Tkl ) [COS(ZX)]k 1n—k} dx

k=0

= 21771 é < E > J[cos(Zx)]k dx

1 J[] +cos(2x)]™ dx

seu=2x,
teremos: du = d%[z x] dx = 2dx

- ;i(g)Jcosk(u);du

ou seja, Jcoszn(x) dx = it ( 1]: > Jcosk(u) du, (2.185)

onde, na pendltima integral indefinida, fizemos a mundancga de varidueis (€ bijetora!):

R — R
X = u=2x"

Observemos que a expressGo (ECI2H) nos diz que para calcularmos a integral indefinida
da poténcia par 2n da fun¢do cosseno, precisamos calcular n + 1 integrais indefinidas
de poténcias da fungdo cosseno, desde a poténcia 0 até a poténcia n, ou seja, no
mdzimo metade da poténcia inicial, que era 2n.

Deste modo reduzimos o problema a calcular n + 1 wntegrais indefinidas de poténcias
da fung¢ao cosseno de ordem O até a ordem m.

As parcelas que tém poténcias tmpares podem ser calculadas pela Proposiggo (EE) e
para as parcelas que tém poténcias pares podemos reaplicar, se necessdrio, o raciocinio
acima.

No final, aplicando um niumero finito de vezes o procedimento acima, recairemos na
integral indefinida da fungdo cosseno ao quadrado que for calculada em (EZIZ34).

3. Seja n € N fizado.

Para calcularmos

J sen’™(x) dx,

agiremos da sequinte forma:
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Notemos que

J sen?™(x) dx —J [senz(x)}n dx
= J [1 - cosz(x)}TL dx

Binsmio de Newton J {i < Ll ) [_ COSZ(X)]k ]nk} dx

k=0

= i ( T]z ) (—1)k JCOSZk(X) dx,
k=0

ou seja, reduzimos o problema a calcular n + 1 wntegrais indefinidas envolvendo poténcias

pares da fung¢do cosseno.
Logo, aplicando os item B. desta Observagdo, podemos encontrar a integral indefinida de

poténcias pares da funcdo seno.

2.6.4.2 Integrais indefinidas envolvendo poténcias da funcao tangente e cotangente

Comegaremos tratando das integrais indefinidas envolvendo poténcias da funcao tangente.

Observagao 2.6.8

1. Consideremos a mudanga de varidveis (€ biyjetora, veja a figura abaizo):

(o,g) o (0,1)
X —  u = cos(x)

o
SR
x

Com 1sto teremos:
sen(x)
t dx = d
J glx) dx JCOS(X) *
para X € ( ,7T>

temos u = cos(x) >0,
e du—dicos(x x = —sen(x) dx J 1

= (—du)
u

=) () +
como ;:cos(x) In (| COS(X)” 4 C,

1sto €, J tg(x) dx = —In (Jcos(x)|) + C, (2.186)
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onde C € R € arbitrdrio.
2. Temos também

2(x)=sec?(x)—
J tgz(x) dx te7 () =zec” ()1 J [secz(x) — 1} dx

= J sec?(x) dx — J1 dx

2= [tg(x)]=sec?(x)

T tgx) —x+ C,
1sto €, J tgz(x) dx = tg(x) —x+ C, (2.187)
onde C € R € arbitrdrio.
3. Sejan e N, n>2 fizado.
Entdo teremos
n=k+2, (2.188)

para algum k € N.
Consideremos a seqguinte mudanga de variduvers (€ bijetora, ver figura abaizo):

T T
-,z — R
( 2’ 2) . (2.189)
X = u = tg(x)
uy
tg(x) | - { (x, ta(x))

Com 1sto teremos:

J tg™(x) dx (EZ%) J tg**2(x) dx
- J tg*(x) tg?(x) dx = J tg*(x) [secz(x) - 1} dx

— J tg*(x) sec?(x) dx — J tg"(x) dx

seu = tg(x),
teremos du = f-[tg(x)] = sec?(x) dx Juk du—J tg*(x) dx
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1
S

como Lii tg(x)
= )

k+1 J tgk(X) dx

1
] tg"™ (x) —J tg(x) dx,
1

1sto é, J tg" 2 (x) dx = i tg* 1 (x) — J tg"(x) dx. (2.190)

Portanto, cada vez que aplicamos a identidade (ET90) actma, reduzimos em 2 no expoente
da poténcia da funcdo tangente na integral indefinida a ser calculada, ou seja, aplicando-
se um numero finito de vezes reduziremos o problema a calcular a integral indefinida da
funcgdo tangente, ou da funcgdo tangente elevada ao quadrado, que foram obtidas nos itens
0. e @. desta Observagado.

Para as poténcias da fungao cotangente agimos de modo semelhante, como mostra a:

Observagao 2.6.9

1. Consideremos a mudanga de varidveis (€ bijetora, ver figura abaizo):

(25~

. (2.191)
X — u = sen(x)

sen(x)p - - - - - 7(x, sen(x))

CONRT
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Com 1sto teremos:

cos(x)
sen(x)

J cotg(x)dx = J

para x € (—5,5%),
teremos u = sen(x),

e du= %[sen(x)] dx = cos(x) dx 1
= J du
u
=y (u)) +C

como u=sen(x)

= In (|sen(x)|) + C,

15to €, J cotg(x) dx = In (| sen(x)|) + C,
onde C € R € arbitrdrio.

2. Temos também

coO 2 :COSCCZ —
J cotg?(x) dx 8 )= gosec () J [cosecz(x) — 1} dx
= J cosec’(x) dx — J1 dx

%[cotg(x)}:f cosec? (x)

= —cotg(x) —x+C,

15to €, J cotgz(x) dx = —cotg(x) —x+ C,
onde C € R € arbitrdrio.

3. Sejan e N comn > 2 fizado.

Entao

n=k+2,

para algum k € N.

Consideremos a sequinte mudanga de varidveis (€ bijetora, ver figura abaizo):

0,m) — R
x = u= cotg(x)

63

(2.192)

(2.193)

(2.194)

(2.195)
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Com 1sto teremos:
r
J cotg™(x) dx = | cotg"t?(x) dx
= | cotg®(x) cotg?(x) dx

cotgz(x)zgnsec2 (x)—1

= J cotg®(x) {cosecz(x) — 1} dx

[ K 2 K
= | cotg“(x) cosec”(x) dx—J cotg“(x) dx

{ se u = cotg(x),
teremos du = -L[cotg(x)] dx = — cosec?(x) dx
dx & Juk (—du) —J cotg(x) dx

1
= —mukH —J cotg(x) dx
como u=cotg(x)

1
= i cotg®t! (x) —J cotg®(x) dx,

1
15t0 €, J cotgk+2(x) dx = T cotng (x) —J cotg®(x) dx, (2.196)

onde C € R € arbitrdrio.

Portanto, de modo semelhante com o que o ocorreu mo caso da integral indefinida de
poténcias da fungdo tangente, cada vez que aplicamos a identidade (EI98) acima, Te-
duzimos em 2 o expoente da poténcia da funcdo cotangente na integral indefinida a ser
calculada, ou seja, aplicando-se um niumero finito de vezes reduziremos o problema a cal-
cular a wntegral indefinida da fun¢do cotangente, ou da fun¢do cotangente ao quadrado,
que foram obtidas nos itens 0. e B. desta Observagdo.

2.6.4.3 Integrais indefinidas envolvendo poténcias da fungao secante e cosecante

Para as poténcias pares da funcao secante temos:
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Observagao 2.6.10 Observemos que, para n € N fizado, temos:

J sec’™(x) dx = J [secz(x)r dx

2 ()Tt b2 n
sec” (x)Z1+tg"(x) J [1 T tgz(x)} dx,

n

Binmio de NewtonJ {Z < T]z ) {tgz(x)]k ]n_k} dx

k=0

S5 (1) [, a0
k=0

e cada uma das parcelas na soma (ETIA) actma (cada uma delas envolve uma poténcia da
fungdo tangente) foram tratadas como na Observagdo (EE3R).

As poténcias pares da funcao cosecante sdo tratadas de modo semelhante, como mostra a:

Observacgao 2.6.11 Observemos que, para n € N fizado, temos:
n
J cosec’™(x) dx = J {cosecz(x)} dx

cosec? (x)=1+ cotg? (x) J [1 + cotgz(x)]n dx,

Binémioie Newtonj{i < 1]: > {cotgz(x)]k ]nk} dx

k=0

= Z ( LL ) J cotg?®(x) dx, (2.198)
k=0

e cada uma das parcelas na soma (ET8) actma (cada uma delas envolve uma poténcia da
fungdo cotangente) foram tratadas como na Observagdo (EEH).

Para as poténcias impares da fungao secante temos a:

Observacgao 2.6.12

1. Consideremos a mudanga de varidveis (€ biyetora, verifique!):

(og) - (1,00)

X —  u = sec(x) + tg(x) '
Com 1sto teremos:
sec(x) + tg(

B x) x)
J sec(x) dx = J SeC(X)—SeC(X) T tg(x)

se u = sec(x) + tg(x),
teremos du = %[sec(x) + tg(x)] dx = [sec(x) tg(x) + secz(x)} dx J 1

B sec?(x) + sec(x) - tg(x)
_J sec(x) + tg(x) x

= = —du
u
(=) In(ju)) + C
como =seeb ) 11 (1 sec(x) + tg(x)]) + C,
1sto €, J sec(x) dx = In (| sec(x) + tg(x)|) + C. (2.199)

onde C € R € arbitrdrio.
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2. Para n € N fizado, utilizando-se o Teorema de integra¢cdo por partes para integral indefi-

nida (ou seja, o Teorema (E53)), teremos:

J sec’™ 1 (x) dx = J sec’™ 1 (x) sec?(x) dx
u dv
(1]

= Jud\)
(=) uv — JV du
se u = sec’™ ' (x),

teremos du = & [secz“’1 (x)} dx = (2n —1) sec?™2(x) sec(x) tg(x) dx

e se dv = sec’(x) dx,

teremos v = J sec’(x) dx = tg(x) + C,

em particular, se C=0: v = tg(x)

= sec’™ 1 (x) tg(x) —J tg(x) {(Zn— 1) sec™ ' (x) tg(x)} dx
—_— = 2~

=u =V =V

=du
— sec®™ ' (x) tg(x) — (2n— 1) J sec?™ (x) tg2(x) dx

2(x)=sec?(x)—1

e = sec”™ 1 (x) tg(x) —(2n—1) J sec”™ 1 (x) [secz(x) - 1} dx

= sec’™ (%) tg(x) — (2n — 1)J sec’™ ! (x)dx+(2n—1) J sec?™ 1 (x) dx. (2.200)
|

1]
Assim, de (EZ200), teremos:

(2n—1)+1] J sec’™ 1 (x) dx = sec?™ ' (x) tg(x) —(2n—1) J sec’™ ' (x) dx,

1
2n

2n—1
2n

ou seja, J sec” ™ (x) dx = sec’™ 1 (x) tg(x) + J sec”™ 1 (x) dx. (2.201)

Portanto, cada vez que aplicamos a identidade (E2Z00) actma, reduzimos em 2 o expoente
da poténcia da secante as quais teremos que calcular a integral indefinida.

Logo, aplicando a tdentidade (E2Z00) actma um nidmero finito de vezes restard calcular a
integral da secante que for obtida no item . desta Observagdo.

De modo semelhante temos as poténcias impares da fungao cosecante, como mostra a:

Observagao 2.6.13

1. Consideremos mudanc¢a de varidveis (€ bijetora, verifique!):

(0725) - (1, 00)

X — u = cosec(x) + cotg(x)
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Com 1isto temos que

J cosec(x) dx = J cosec(x) cosec(x) + cotg(x)
cosec(x) + cotg(x)
_J cosec’(x) + cosec(x) - cotg(x)
cosec(x) + cotg(x)
se u = cosec(x) + cotg(x),
{ teremos du = %[cosec(x) + cotg(x)] dx = |—cosec(x) cotg(x) — cosecz(x)} dx }
= J ! (—du)

u

(=) —In(ju)) +C

como u= cosE:(x)wL cotg(x)

dx

—In (] cosec(x) + cotg(x)|) + C,

isto é J cosec(x) dx = —In (] cosec(x) + cotg(x)|) + C, (2.202)

onde C € R € arbitrdrio.

2. Para n € N fizado, utilizando-se o Teorema de integracdo por partes para integral indefi-
nida (ou seja, o Teorema (EE3)), teremos:

J cosec”™ 1 (x) dx = J cosec”™ ' (x) cosec?(x) dx

w dv
5)
Ju dv
(= uv — Jv du
se u = cosec’™'(x),
teremos: du = d% [cosecz“_1 (x)} dx = —(2n — 1) cosec?™%(x) cosec(x) cotg(x) dx
e se, dv = cosec’(x) dx,
teremos: v= [ cosec?(x) dx = —cotg(x) + C
em particular, se C = 0:v = —cotg(x)

— —cosec”™ ' (x) cotg(x) — J[ cotg(x [ (2n—1) cosec’™ ' (x) cotg(x)| dx
%,_/H,_/ %/—/

=u

=du

= —cosec’™ ' (x) cotg(x) — (2n —1) J cosec’™ 1 (x) cotg?(x) dx
coO 2 :COSGCZ —
te” (x)= cosec” (x) -1 —cosec?™ 1 (x) cotg(x) — (2n—1) J cosec’™ ' (x) [cosec?(x) — 1] dx

2n=1(x) cotg(x) — (2n—1) J cosec”™ ! (x) dx+(2n —1) J cosec?™ ' (x) dx, (2.203)

-]

— — COsecC
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Logo, de (E23), seque que

(2n—1)+ 1]J cosec’™ 1 (x) dx = —cosec®™ ' (x) cotg(x) — (2n —1) J cosec?™ ' (x) dx,

2n—1

1
ou seja, J cosec? ™ (x) dx = I cosec’™ 1 (x) cotg(x) + J cosec’™ ' (x) dx.

(2.204)

Com 1sto, cada vez que aplicamos a identidade (E2204) acima, reduzimos em 2 o expoente
da poténcia da fung¢do cosecante as quais teremos que calcular na integral indefinida.

Logo, aplicando a identidade actma um numero finito de vezes restard calcular a integral
da cosecante que for dada no item . desta Observagdo.

1
2.6.5 Integrais indefinidas do tipo: J > - dx , com pP—4q<0ekce
(x*+px+q)
{2,3,--+}
Trataremos a seguir de integrais do tipo
1
J ¢ dx, para ke€{2,3,---}, (2.205)
(xz +px+ q)
onde o polinémio do 2.a grau

P(x) =x*+px+q, para x€R (2.206)

é um polindmio irredutivel em R, ou seja, ndo tem raizes reais, ou equivalentemente,
A=p*—4q<0. (2.207)
Para tanto temos a:

Observagao 2.6.14 Observemos que podemos escrever o polinémio do 2.0 grau que aparece no
denominador da fungdo racional do integrando (ou seja, o polinémio (EZ2ID)) , da seguinte
maneira:

L. 2 2
x2+px+an:egzcw <X+g) +q*%
2 4q—1p?
- (x+ %) + %. (2.208)
Assim, de (EZ207), seque que
4q—p? (z=Zm)
0.
4
Logo, considerando-se
4q— 2
Q= q4 P (2.209)
4q— 2
seque que a’ = u,
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assim a identidade (E2Z08) acima pode ser reescrita da sequinte forma:

2
xz—i—px—l—q:(erE) +a?, (2.210)
2
onde a é dado por (IZ=3).
Logo
1 zm 1
J kdx( = . L dx
2 P
X"+px—+( P 2
( ) (x+5) + ]
seu=x+15,
teremos: du =1dx 1
= Jkdu (2.211)
2, 2
(u +a>

e esta ultima pode ser encontrada utilizando-se as substituigbes dadas pela Observagdo (EE)
Na verdade ela € do tipo (ii) (veja (ECIIO)) e asstm podemos tentar calculd-la utilizando a

mudanga de varidveis (veja ([Z1) e ([Z3)):

u=atg(d),
ou u = a senh(v).

Com 1sto obtemos a integral indefinida dada inicialmente, a saber (EZZ0H).

Apliquemos a idéia acima ao:

Exemplo 2.6.5 Calcular a integral indefinida

1
J(xz—i—x—H)z dx. (2.212)

Resolugao:
Observemos que a funcdo polinémial do 2.a grau

P(x) =x*4+x+1, para xeR

é definida por um polindémio irredutivel em R (isto é, ndo possui raizes reais), pois

A=1"—-4.1.1=-3<0.
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Com isto podemos aplicar as idéias desenvolvidas na Observagdo (E514) acima e assim obter:
[(pavam )l J 1

1
S S
2 2
J(z FRARME:
XT3 4

X —i—x—|—1>
seu;x—i—1
= 3
teremos: du = dx 1

oS

se u =

Jcosz(e) de
| ——
=D 6+4 sen(20)

_8V3
0 —
9 [2 —l— sen

9
como 0= arctg % { [ ( ) >
u u

como u=2%:1 41/3 2V3 [(2x+1 1 2V3 [(2x+1
= —— < arctg +§ sen < 2 arctg 3 5

N
(Jd%
w

bec
Hue

1
+ 7 sen [2 arctg (

9 3 2
, 1 43 V3 (2x+1)
ou seja, 5 dx = 5 arctg — 3
(xz +x 4 1)
2
—I-% sen {2 arctg [\E(;—H)} } +C, (2.213)

onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.

A seguir temos também o:
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Exercicio 2.6.10 Calcular a integral indefinida

1
Jw dx. (2.214)

Resolucgao:
Observemos que a funcdo polinémio do 2.0 grau

P(x) =x*+x+1, para xeR,
é definida por um polinémio irredutivel em R (isto é, ndo possui raizes reais), pois
A=1"—4.1.1=-3<0.

Com isto podemos aplicar a s idéias desenvolvidas na Observagdo (E514) acima e assim obter:

1 1
J(x2+x+1)3dX(gm)J 5

1
seu=x+ 7
teremos du = dx

2
u? + <\f>
se u=—tg(0),
teremos: du = —— sec’(0) do
= J ] ; 373secz(6) do
ﬁt (0) —i—i
2 8 4
:J 5 2] 3 \f sec’(0) do
TS {tg (0) + 1]
= 8\9@ J ! 3 sec’(0) do
[secz(e)}
83 1
N 9J sec?(0)
— 8;6 Jcos4(9) do. (2.215)

Calculemos a integral indefinida da poténcia impar da fungdo cosseno (veja o item Ed. da Ob-
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servagdo (EZ7E)):

Jcos“(@) doe = J {cosz(@)}2 de

cos?(0) _1+co+26 J |:1 + COS(Z e)
2

] de
= lJ [1 +2 cos(20) + cos?(2 9)} do

_1 2
=1 {J] doe +2 Jcos(ZB)dG—i—Jcos (ze)de}

sev=20,
teremos: dv =2d0
ou seja, d0 = % dv 1 1

1 1 2 1]
194—5 Jcos(v)zdv+4 Ucos (v)zdv]

ez 1y, 1 LIy v

= 46+4sen(v)—i—8 2x+4sen(2x) +C

~Llov Lvssenw)+ & sen(2v) + C

2 jg VT sen(v) + 55 sen(2v
como v= 29] 1 1 1

19+86+Zsen(29)+3—2sen(49) +C

3 1 1
=3 0+ 1 sen(20) + E5] sen(40) + C. (2.216)

Logo, substituindo (E=21I8) em (E=ZIH), obteremos

J13d §6+%sen(29)+;—zsen(46) C
<x2+x+1>
como O=arctg 2 1 2
= ( )2 arctg <g/§u> —1—1 sen [2 arctg <fu>]
2
—i——sen [4arctg< fu) +C
comou:X-‘rj 3 2\/§ ] ] 2\/§ ]
= e _ _ 2 cve -
8arctg[ 3 <x—i—2> —i—4sen{ arctg[ 3 x—i—z
1 23
+32sen{4arctg[ 3 <x—|—2> }+C,
ou seja

1 2 1 1 2 1
J3dx:§arctg [f <x+2) +4sen{2arctg [2/5 <X+2}>}
<x2+x+1>

1 23
+ 37 Sen {4 arctg [3 <X—|— 2>

onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.

} +C, (2.217)
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ax+b
2.6.6 Integrais indefinidas do tipo: J i - dx, com p?—4q < 0, k €
(x*+px+q)
{2 ) 3 y T }

Para

ke {2 ) 3 y " }
fixado, trataremos a seguir de integrais do tipo:

J Ll N (2.218)
2
(x +px+ q)

onde a fungdo polinémial do 2.0 grau
p(x) =x*+px+q, para xeR
¢ definida por um polindmio irredutivel em R, ou seja, ndo tem raizes reais ou, equivalentemente,
A=p?—4q<0.
Para tanto temos a:

Observagao 2.6.15 O que faremos para encontrar a integral indefinida (EZZI3) € escrever o
numerador da funcdo racional do integrando, em termos da derivada da fungdo demominador
da mesma.

Observemos que

a ap
ax+b Ezercicio §(2X+p)+b_7
) = = ; e (2.219)
(x +px+q) (x —l—px—i—q)
Com 1sto, agiremos da sequinte forma para cdclculo da integral indefinida (EZZI3):
a ap
ax+b (e=Zm3) §(2x+p)+b—7
cdx = o dx
2 2
<x —|—px—|—q) <x —|—px—|—q)
2 1
ZEJ xtp kdx+(b—a2p” - dx
Xz—i-px—l- X2+PX+
q q
{seuiszrpx—i—q, }
teremos: du = (2x+p) dx 1
= 3 s (0= | e
(x2+px+q>
1
T e (- J  dx
(x2+px+q>
como u=x>+p x+q a 1 ( ap) J 1
= +(b—— dx
k—1 k )
2(ke+1) (x2+px+q> 2 (x2+px+q)

e para calcularmos a integral indefinida utilizamos as técnicas desenvolvidas na subse¢do
EEZA. anterior.
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Apliquemos a técnica acima ao :

Exemplo 2.6.6 Calcular a integral indefinida
J 3x+3

(Eonet) o

Resolucgao:
Sabemos que a fungéo polinémial do 2.0 grau

px)=x*+x+1, para xeR,
é definida por um polindémio irredutivel em R, pois
A=1"—-4.1.1=-3<0.

Logo podemos aplicar a decomposigdo acima e obter (como na Observagdo (EE1H)):

§(2x—i—1)—i—é
J’ 3x+3 dx(l:g:g)J'z zzdx
@?+x+1) @1+x+1
2 1 1
A ] .
<x2+x+1) (x2+x+1)
seu=x>+x+1,
teremos: du= (2x+1)dx | 3 1 1 3 1
= 2J2du+2J2dX
u @?+x+1)
3 -1 3 1
:ET—’—_‘_E —de
@?+x+1)
como u=x2+x+1 3 1 3 1
= —22+2JzdX
X+X+] (X2+X+]>
Exemplo (IZEE),:ou ainda (Z213) _§ 1 § 4 \/:’; arct \/g 2x+1)
2% xt+1 2] 9 & 3
1 2 1
+= sen{Zarctg [\@( x+1) }}}+C,
2 3
ou seja,
3x+3 3 1 2V3 V3 (2x+1)
—zdx:—i T ]—i— 3 arctg —
<x2+x+1> X"+ 2x +

}}+C, (2.221)

—I—% sen {2 arctg [\/3;(2;4—1)

onde C € R é arbitrario, completando a resolugéo.
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2.7 Integrais de funcoes racionais

Nesta secdo desenvolveremos técnicas para o cdlculo de integrais indefinidas do tipo

Jz&% dx, (2.222)

onde as p, q sdo fungdes polinomiais, ou seja, calcular integrais indefinidas de fungdes racionais.
Para isto utilizaremos, entre outras, as técnicas desenvolvidas nas se¢des anteriores.
Lembremos que uma fungdo polinomial,

PZP(X), para x € R,
definida por um polinémio de grau n pode ser colocada na seguinte forma:
p(x)=ao+a1x+---+anx", para x€R, (2.223)

onde a; € R, paraie{0,1,2,---,n}e a, #0.
Comegaremos pelo seguinte resultado, cuja demonstracio serd omitida:

Teorema 2.7.1 (fundamental da Algebra) Um polinémio de grau n pode ser decomposto,
como produto de um numero finito de fatores, onde cada um desses fatores é um polinémio do

<

1. grau ou do 2.0 grau, sendo este ultimo, 1rredutivel em R (isto é, ndo tém raizes reais).

Observacgao 2.7.1

1. Se
p=vp(x), para x€R,

<

€ uma fungdo polinomial, cujo polinémio que a define tem grau n entdo, do Teorema
fundamental da Algebra (ou seja, O Teorema (IZZ)), seque que a fungdo polinomial P
pode ser colocada na sequinte forma:

N
1 ! (2.224)

p(x)=a (x—x3)™ - (x —xp )™ (x2+a1x+b1)n ~~-<x2—|—ajx+bj)

fatores do 1.0 grau fatores do 2. grau, irredutiveis em R

onde cada um dos polinémzios do 2.0 grau na decomposi¢do acima, nao tém raizes reais,
15to é,
a’—4b, <0, paracada ve{l,2,---,j}.

2. Notemos que, de (I=XZ4), segue que
my e Fme+2ng + -+ 20 =n.
3. Na situagdo actma diremos que, para cada i € {1,2,--- Kk}, a raiz (real)
X =X

serd uma raiz de multiplicidade m; do mondmio (x —x;)™:.

Consideremos o:
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Exemplo 2.7.1 Aplique o Teorema fundamental da Algebra (ou seja, O Teorema (EZZ1)) a

funcgdo polinomial p: R — R, dada por

p(x) =x'—2x3+2x* —2x+1, para xeR. (2.225)
Resolugao:
Observemos que
p(1) Eem =l g4 1310922141
=0,
ou seja, x1 =1,
é uma raiz real do polindmio =233 2xr —2x 41, (2.226)

ou ainda, a fungdo polinomial p = p(x), dada por (E=223), serd divisivel pela fungdo polinomial

r(x) =x—1, para x€R,
isto é, existe uma fungdo polinomial
qg=4q(x), para xe€R,
tal que
p(x) =q(x)(x—1), para x€R.

Para encontrar a fungdo polinomial q = q(x), para x € R, aplicaremos o Algoritmo de Briot-Rufini:

xP—2x3 4 2xF —2x+1

x—1

x> —x2+x—1

— (—x3 + x2>

=x—2x+1
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Logo se considerarmos a fungdo polinomial q : R — R dada por

S—x*+x—1, para xeR, (2.227)

q(x) =x
teremos que

px) =xt =23 +2xF = 2x + 1

=(x—1)q(x), para xe€R. (2.228)
Observemos que
q(1) F =3 g2 g
=0,
ou se€ja, x =1,
é um raiz real do polinémio X=X +x—1,

ou ainda, a fungdo polinomial q = q(x), dada por (EZ2Z7), serd divivel pela fungdo polinomial
ri(x) =x—1, para x€R,
isto é, exite uma fungdo polinomial q; = q1(x) tal que
q(x) =qi(x)(x—1), para x€R.

Aplicando-se, novamente, o Algoritmo de Briot-Rufini, podemos encontrar a fungdo q; = q(x):

X—x24+x—1] x—1

Logo se considerarmos a fungdo polinomial g : R — R, dada por

qi(x) =x*+1, para xeR, (2.229)
teremos que
q(x) =) X —xr+x—1
=(x—1)qi(x), para x€R. (2.230)

Observemos que o polindmio

X2 +1
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ndo possui raizes reais (isto é, € um polinémio irredutivel do 2.0 grau em R).
Logo, de ([ZZ34), (I3Z3) e (E229), segue que

p(x) =) xP =23+ 2xF = 2x+1
= (x=1)7 <x2+1) (2.231)
——

~——

(fator do 1.0 grau ) (fator do 2.0 grau irredutivel em R)

e assim temos a decomposi¢do garantida pelo Teorema fundamental da Algebra, completando a re-
solucgéo.
O

Observagao 2.7.2 No Ezemplo (EZ) temos que
x =1
€ uma raiz de multiplicidade 2 do polinémaio
Xt =23+ 2xF = 2x+ 1.

Passaremos agora a tratar do cdlculo da integral indefinida de uma fungdo racional, isto é, do

JZE’S dx, (2.232)

célculo da integral indefinida:

onde p e g sdo fungbes polinomiais dadas.
Consideraremos, primeiramente, o seguinte caso:

2.7.1 Caso que grau(p) < grau(q)

Trataremos nesta subsegdo do caso em que o grau do polindmio do numerador da integral indefinida
da fungdo racional (ou seja, (Z232)), é menor que o grau do polindmio do denominador, isto é,

grau(p) < grau(q). (2.233)
Iniciaremos aplicando o Teorema fundamental da Algebra (ou seja, O Teorema (E=Z0)) a fungio

polinomial q = q(x) (ou seja, ao polindmio do denominador), para obter uma decomposigdo do tipo:

mj

q(x) =a [x —x)™ o (x = x )™ (x2+a1x+b1)m (x2+ajx+bj) (2.234)

fatores do 1.0 grau fatores do 2. grau irredutiveis em R

Nosso objetivo é decompor a fungdo racional

p(x) p(x)

q(x) a(x—xp)™ . (x —x)"* <x2+ a1x+b1>n1 (xz + ajx+bj)

Tl]')

em uma soma finita de funcdes racionais, onde em cada umas das parcelas dessa decomposicdo terd
no denominador, somente, uma expressdo do tipo

(x —xi)%, para L e{1,2,---,my (2.235)
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para cada i €{1,2,---k}, ou do tipo

Sr
(xz—i—arx—i—br) y, para s, €{1,2,--- n;} (2.236)
para cada r € {1,2,---,j}, e no numerador aparecerd uma fungdo polinomial cujo grau serd igual a
zero ou igual a 1, que dependerd da parcela da decomposicdo que estaremos considerando.
p(x)

Tal decomposigdo serd denominada decomposicdo da funcdo racional em fragoes parciais.

q(x)

A seguir descreveremos, de modo mais explicito, como sdo as parcelas associadas ao fator do
denominador ([ZZ7) e ao fator (I[ZZ7).

1. Paracadaie{1,2,---,k} seja

(x —x)™
um dos fatores (do 1.0 grau) na decomposigdo do denominador da fungdo racional 283, isto é,
de (=223) (ou seja, da fungio polinomial q = q(x), dada pelo Teorema fundamental da Algebra).
Na decomposi¢do da fungio racional PEQ em fragdes parciais, associado ao termo do denomi-
nador (x — x{)™, teremos as seguintesqparcelas:
XA_‘; + (x}fi)z + (Xél;iﬁ T (X/il:)m (2.237)

2. Para cada, r€{1,2,---,j} seja
Ny
(xz + arx+br)

um dos fatores (do 2.0 grau irredutivel) da decomposigédo (E=234) (ou seja, da fungdo polinomial
q = q(x), dada pelo Teorema Fundamental da Algebra).

- . . (x) . .. : .
Na decomposicdo da fungio racional Px em fracbes parciais, associado ao termo do denomi-

q(x)

My
nador <x2 + arx+ br) , teremos as seguintes parcelas:

BT,1X+CT,1 4 Br,2X+Cr,2 4 BT,3X+Cr,3 Br,nrx'i‘ Cr,nr

i 5 st . (2.238)
X"+ arx + by (Xz—l-arx—i-br) <X2+arX+br) (x +arx+br)

(x)

Deste modo obtemos uma decomposigdo da fungdo racional Px) em fragOes parciais, a saber:

q(x)
X 1 A A A A
P():{[ 4, ++1mn} oy [k]++kn}
q(x) a [[x—x (x—x1) X — Xk (% — xx)
By 1x+C Byn, x+C Bj 1 x + C; Bj n,x + Cj
M cet L) ]’n‘m 4ot H et ) ]n]nj
¥ +arx + by (xz—l—mx—i—b]) X* + a5 x + bj (x2+ajx+b]~)
(2.239)
Para finalizar observemos, pelas segdes anteriores, sabemos encontrar as integrais indefinidas de
cada uma das parcelas da decomposicdo da funcdo racional w em fragdes parciais (dada por (E2239)),
q(x)
ou seja, podemos encontrar a integral indefinida Jz&; dx.
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De modo mais preciso, transformamos o problema de encontrar a integral indefinida de uma fungéo
racional, isto é, de encontrar aintegral indefinida

plx)
Jq(x) ax,

em calcular a soma de integrais indefinidas dos seguintes tipos:

[
1. dx ;
Jx—a
2 Pédx ara cada k € {2,3 J
“)(X—a)k )p ) ) )
[ b
S L LI
JX"+px+(q
[ b
4, ax+ w dx, para cada k €{2,3,---},

c (xz +px+ q)
que foram tratadas nas segdes anteriores.

- .. o . X o
Observagao 2.7.3 Podemos mostrar que a decomposi¢c@o da func¢do racional L em fracdes

q(x)

parciais, (dada por (E2Z39)), € unica.
A demonstragao deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor.

Apliquemos o processo acima a algumas situagdes:

(x)

Exemplo 2.7.2 Encontre a decomposi¢do da fung¢do racional ;ﬁ em fragbes parciais, onde
P,q:R — R sdo dadas por:

p(x) =4—2x, (2.240)
qx) =x*—2x>+2x* —2x+1, para xeR. (2.241)

Resolugao:
Notemos que
grau(p) = 1 < 4 = grau(q).

Primeiramente devemos aplicar o Teorema fundamental da Algebra (ou seja, O Teorema (E-Z1))
a fungdo polinomial q = q(x) (a fungdo polinomial que aparece no denominador da fungéo racional).
Isto foi feito no Exemplo (EZZ), onde obtivemos

(=)

q(x) (x —1)? (XZ + 1) , para x€R. (2.242)

Portanto
4 —2x 4 —2x

X' =233 4 2xF —2x + 1 - (x —1)2 (x2+1) '

Pelo item M. do procedimento acima, associado ao fator (x — 1)2, do denominador da fungéo

: p(x) . -
racional —, deveremos ter a seguinte soma:

q(x)

(2.243)



2.7. INTEGRAIS DE FUNGCOES RACIONAIS 81

(x)

Por outro lado, associado ao fator irredutivel X% + 1, do denominador da fungdo racional ——

: q(x)’
deveremos ter a seguinte expressdo:
Bix+ Cy
—_—. 2.244
x> +1 ( )
Com isto deveremos ter:
p(x) v‘m!lv‘mll 4—2X
q(x) xP—2x3 2% —2x +1
= L 243 L 244 A_ A B C
a=1,(23),(=zmm) A n 2 . 172<+ 1 (2.245)
x—=1 (x=1) X4 1
Assim, nosso problema passa a ser encontrar
A] )AZ)P’] )C1 ER,
de tal modo que
4—-2x A4 Az Bix+ C;
4 3 2 - + 2 2
X' =2x+2x —2x+1 x—1  (x—1) X"+ 1
A =1) (2 +1) + A (6 +1) + (Bix+ Cy) (x—1)?
(x—1)? <x2—|— 1)
Brercicio (A1 +B1)xC + (“AT + A3 = 2B1 +C1 ) + (A1 +By —2C) x4 (FAH Az Co) -y o

(x — 1) <x2—|—1>

Comparando o polindmio do lado direito com o polindmio do lado esquerdo da identidade (E=2Z8)
acima (ou seja, coeficientes de termos de mesmo grau devem ser iguais), obteremos o seguinte sistema
linear de equagdes do 1. grau, nas varidveis

A])AZaB1)C1 ER)
a saber :
A;1+B; =0
—A1+A;—2B;1+C; =0

Ai+B—2Cy =-2
A1 +A+Ci =4

Ar—2
. « o .. Ay =1
cuja solugdo serd serd (Exercicio): Bo_o (2.247)
‘l =
C =1

Portanto a decomposigdo da fungdo racional %, serd dada por:

p(x) 4—2x

qx) X —2x3 +2xF —2x+1
2 n 1 +2x—|—1
Cx=1 0 (x=1?% X241

(2.248)
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completando a resolugéo.

O
Com isto podemos resolver o:
Exemplo 2.7.3 Encontrar a integral indefinida
4—2x
dx. 2.249
Jx4—2x3+2x2—2X+1 (2.249)
Resolucgao:
Do Exemplo (EZ73) acima (veja (EZ2Z3)) temos que:
4 —_— 2 2 2424 _2 1 2 1
[ B[ e e ] e
X' —2x"+2x"—2x+1 x—=1 (x—=1) X+ 1
1 1 2x+1
e dx + J + J dx. 2.250
Jx—1 (x—1)2 ) x*+1 (2.250)
Mas
seu=x—1,
1 teremos :du = dx 1
J dx = J du
x—1 u
(=) In (ju]) + C
como w5 n Ik — 1)) + C, (2.251)
seu=x—1,
1 teremos du = dx 1
J 5 dx = J — du
(x—1) uw
—1
=—+C
u
como u=x—1 1
= —+4+C 2.252
=15 ( )
2 1 2 1
J ;H_ dx:szdijJ 3 dx
X"+ 1 X+ 1 x4+ 1
seu=x+1,
teremos du = 2x dx 1
= J — dx + arctg(x)
u
(=) In(ju|) + arctg(x) + C
como u=x%+1 2
U= ‘x + 1‘ + arctg(x) + C. (2.253)
—
=x2+1
Logo, substituindo ([Z52), (I323)) e ([324)) em (IZX1), obteremos:
4—2x 1
dx=-21In(jx— 1)) = —— +1In (x* + 1) + arctg(x) + C, 2.254
Jx4—2x3+2x2—2x+1 ( ) x—1 ( ) g(x) ( )

onde C € R é arbitraria, completando a resolugéo.
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Observacgao 2.7.4

1. Como ilustra o Exemplo (EZ23) acima, o método das fragdes parciats é uma ferramenta
muitto importante na obtencdo de integrais indefinidas do tipo

J PO g
q(x)
onde as fungbes p,q sdo fungdes polinomiais, sendo que o grau do polinémio p menor

que grau do polinémio (, isto €,

grau(p) < grau(q). (2.255)

2. Quando na wntegral indefinida

)

p(x)
J a0 &

o grau do polinémio de p (o polonémio do nmumerador) é maior ou igual ao grau do
polinédmio q (ou seja, do polinémio do denominador), ou seja,

grau(p) > grau(q), (2.256)
aplicando-se o Algoritmo de Briot-Rufini, podemos encontrar fungdes polinomiais
r=r(x) e s=s(x), paracada x€R

(o polinémio v = rv(x) serd resto da diwvisdo do polinédmio p = p(x) pelo polinémio q = q(x))
tais que
X T(x
PO L T
q(x) q(x)

onde o grau do polinémio de r é menor que o grau do polindmio de q, ou Seja,

para x € R\ {x € R; q(x) =0}, (2.257)

grau(r) < grau(q).

Deste modo teremos:

JP(X) dx = J [s(x) + (:((7;)} dx

= Js(x) dx—i—J;((i)) dx, (2.258)

onde a primeira parcela € a integral indefinida de uma fungdo polinomial (stmples de
calcular) e a segunda parcela € a integral de uma fungdo racional, onde

grau(r) < grau(q) (2.259)

e assim podemos aplicar o método das fragbes parciais para encontrar sua integral indefi-
nida.

Apliquemos essas ideias ao:

Exemplo 2.7.4 Calcular a integral indefinida

3
1
J4XX3 —dx. (2.260)
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Resolugao:
Observemos que na fungdo racional

p(x) . x> —1 1 1
- R\J—— 0. =
4 A —x’ para x € R\ 2,O,2 ,

o grau do polinémio do numerador (isto &, o polindmio x*> — 1, que tem grau é 3) é igual ao grau do
polinémio do denominador (isto é, o polindmio 4 x3 — x, que tem grau é 3).

Logo precisamos realizar a divisdo dos dois polinémios para podermos prosseguir, como visto no
item O. da Observagdo (E=73).

Aplicando-se o Algoritmo de Briot-Rufini, obteremos:

x> —1 4x3 —x
1 1
Y (OVE B
(5| 3
1
ZX—]
Assim teremos:
1
XS_] _1+ZX—1
433 —x 4 4x3—«x
1T 1 x—4 1 1
=4 - — R\{—%,0,= . 2.261
4+44x3—x’ para x € \{ 7 ,2} (2.261)
Assim
3
x* —1 (m)J’[] 1 x—4]
dx " = -+ - dx
J4x3—x 4 44x3—x
1 1 x—4
LTS et
1 1 x—4
= ZX Z J4X3 . dx. (2262)
Logo, basta calcularmos a integral indefinida
x—4
dx. 2.263
J4x3—x ( )

Para isto aplicaremos o método das fracles parciais.
Observemos que a decomposigdo em fatores do 1.0 grau e fatores irredutiveis do 2.0 grau em R da
funcédo polinomial do denominador em (E=2E3), serd dada por:

1
43_ =4 2_
X X X<X >

() () 200
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Logo aplicando o método das fragbes parciais obteremos:

Xx—4 4241 |A A Az
a47 7]+ 2+

(03 (o () oae ()
TIeD

1
Exercicio | (A1 tAz+ A3) Xz o E (AZ - AS) X Z A]

TS

X —

N\—‘

Ar+A;+A3=0

1
ou seja, -5 (Az—A3)=T1 |

1

A= 4
i

A1 =16

cuja solugdo serd (Exercicio): Ay =-9
Az =—7

Assim, substituindo (EZZ68) em (E=2E3), obteremos:

x—4 71 L6+ -9 + —7

4x3 —x 4 | x 1 1

X+2 X 7

Logo
—4 1|16 9 7
[ R A A S

X’ —x - _
X+2 X 7

{seuix—i—},vix—;, }

teremos: du = dx,dv = dx
= 4J]dx—9Jldu—7J]dv

=D 4 In(x]) — - In(ju]) — 271 In(vl) +C

9
4
como uix-‘r%

e vix—1 9
Lz eV 241n(|x|)+41n<x

85

(2.265)

(2.266)

(2.267)

(2.268)
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Substituindo (E=2E8), (E=261) e (E=2ER) em ([Z1H), obteremos

3
x* —1 1 9 1 7 1
J4X3_de: ZX—HH('X')_Z In < X + ZD 2 In <x—2‘> +C, (2.269)
onde C € R é arbitraria, completando a resolugéo.
O
Temos também o:
Exercicio 2.7.1 Calcular a integral indefinida
3.2
— 3
J XX g, (2.270)
Xt —2x+2

Resolucgao:
Observemos que na fungdo racional

3.2
— 3
Zggizz—;x——i_l—z) paracada x € R,

o grau do polinémio do numerador (isto é, o polinémio x> —x? 4 3, que tem grau é 3) é maior que o

grau do polinémio do denominador (isto é, o polinémio x> — 2x + 2, que tem grau é 2).

Logo precisamos realizar a divisdo dos dois polindmios para podermos prosseguir, como visto no
item B. da Observagdo (E°74).

Aplicando-se o Algoritmo de Briot-Rufini, obteremos:

x> —x2+3 x2—2x+2

—(x3—2x2+2x) x+ 1

x2—2x+3
—(—x2—2x+z)
1
Logo teremos:
3 2
x> —x“+3 1
—_ = x+1)+ . 2.271
x2—2x+2 ( ) x2—2x+2 ( )
Assim:
x> —x*+3 (=zm) 1
(2242 0 [ L] o
X" —2x+2 X —2x+2
1
:J(x+1)dx+J2dx
X°—2x+2
—78+x+J1dx (2.272)
-2 x> —2x+2 '
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Logo basta encontrar a integral indefinida

1
[n—
X“—2x+2

Observemos que o polindmio
x> —2x+2

é um polindémio do 2.0 grau irreditivel sobre R, pois
A=(-2%—-4-1-2=—4<0.

Assim, utilizando as ideias da subsegdo BB (veja o item (ii)), teremos:

1 1
- dx = | —————dx
Jx2—2x+2 J(x—1)2+1

o 2

seu=x—1,
teremos du = dx 1
Ju +1

= arctg(u) + C

como u=x—1

arctg(x — 1)+ C.

Substituindo-se (EZ73) em ([ZE4), obteremos

3 2 2

x> —x"+3 X
7dx:—+x+arct X—] —|—C
Jx2—2x+2 2 el ) ’

onde C € R é arbitraria, completando a resolugio.

dx

87

(2.273)

(2.274)
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Capitulo 3

Integrais definidas de funcoes reais de
uma variavel real

Neste capitulo comegaremos a tratar do segundo problema que aparece no inicio destas notas, a saber,
o problema de encontrar drea, que indicaremos por .4, de uma regido limitada, que chamaremos de
R, contida no plano xOvy, que é delimitada pela representacdo geométrica do grafico de uma funcéo
f:[a,b] — R, pelas retas x = a, x = b e pelo eixo Ox (veja a figura abaixo).

3.1 Somatdrios

Observagao 3.1.1 Quando precisarmos escrever uma soma de muitas parcelas de um modo
condensado usaremos o simbolo E .

Exemplo 3.1.1

4
1. Zi:1+2+3+4.

i=1

2. Dadosn €N e uma fungdo F:N > R, se me{1,2,---,n}, teremos

> FA) =F(m)+Fm+1)+---+Fn).

89
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3. Dadosn €N, a funcgo f:R—R ex;,x2,--- ,Xn,Ax € R entdo

Z f(xi) Ax = f(x1) Ax + f(x2) Ax + - - - + f(xn) Ax.

i=1
3.1.1 Propriedades do somatério
Temos as seguinte propriedades do somatdrio:
Proposicao 3.1.1 Seja n € N fizado.

1. Sec e R, entdo

ic:nc. (3.1)
i1

2. SeceR eF:N—=R ¢ uma fungdo, entdo

n n

D eF)l=c ) F(i). (3.2)

i=1 i=1

3. SeF,G:N — R sao fungdes, entdo

n n n

D [F+GU)I=) Fi)+) G(i). (3.3)

i=1 i=1 i=1

4. SeF:N =R é uma fungdo, entdo

> [F(i) —Fi—1)] = F(n) — F(0). (3.4)

Demonstragao:

As demonstragdes serdo deixadas com o exercicio para o leitor.

3.2 Area de uma regiao plana associada ao grafico de uma funcao
Consideremos f : [a,b] — R uma fungdo continua e ndo negativa definida em [a, b], isto §,
f(x) >0, para x€[a,b]. (3.5)
Nosso objetivo é encontrar (se existir) a drea, que inicaremos por A, da regido limitada, que

chamaremos de R, contida no plano xOvy, delimitada pela representacdo geométrica do gréfico da
funcéo f, pelas retas x = a, x = b e pelo eixo dos Ox (veja a figura abaixo).
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Yy
A
a b -
Para isto, dividiremos o intervalo [a,b] em n partes iguais, obtendo desta forma os pontos
xi, para ie€{0,1,---,n},
de tal modo que (veja a figura abaixo):
X = Q,
Xi = Xo +1AX
=a+1Ax, para i€{l,2,---n},
b—a
onde Ax = . (3.6)
n
]
A
Xo =4 x; x; x3 Xp_1%n = b h
Axl_zfa
Para cada n € N, consideremos a soma:
n
Sn=) flx)Ax
i=1
:A]+A2+"'+An) (37)

onde, para cada i € {1,2,---n}, A;, denota a &rea do retdngulo, denotado por Ri, que tem o como
base o intervalo [xi_;,x;] € altura dada por f(x;) (veja a figura abaixo).
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Observemos que, em geral, para cada n € N, temos que o nimero real S,, néo serd igual drea A,
da regido plana R.

Porém, aumentando-se o valor de n, isto é, o niimero de divisGes do intervalo [a, b], teremos que
o valor do nimero real S, ficard cada vez mais préximo do valor da area A, isto é:

A= lim S,

n—oo
n
=) .
= T}Ln;to(xi)Ax, (3.8)
i=1

se o limite acima existir (isto é, for um nimero real).
Apliquemos este processo ao:

Exemplo 3.2.1 Consideremos a funcgdo f:[0,2] — R, dada por
f(x) =2x, para xe€[0,2]. (3.9)

Calcular a drea, que indicaremos por A, da regido limitada R, contida no plano xOy, deli-
matada pela representacdo geométrica do grdfico da funcdo f , pelas retas x =0, x = 2 e pelo
erzo Ox.

Resolugao:
A figura abaixo descreve a regido plana R, para os quais queremos encontrar a drea.
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1.0 modo:
Observemos que a regido é um tridngulo retdngulo que tem como base o intervalo [0, 2] e altura

f(2) =4.

Assim sua drea serd dada por:

_ base x altura

2
2.4
=—=4u.a., (3.10)

A

onde u.a. denota unidades de area.
2.0 modo:

Podemos reobter o resultado acima utilizando-se o processo desenvolvido anteriormente (isto §,
via (B3)), ou seja, dividindo-se o intervalo [0, 2], em n intervalos iguais teremos, (neste caso temos
a=0eb=2)paracadaie{l,2,---,n}, que:

A = f(xi) Ax
o= ts = 2
xi=a+iAx=1i2 2\ 2
- f(i) 2
n/n
—
42
_ 212) 2
n)n
8
=—i. 3.11
= (3.1)
Logo
(=) n
Sno= ) A
i=1
n
2
i1 \T
8 n
:ﬁzi‘ (3.12)

Sabemos que soma dos n primeiros termos de uma P.A, de razdo igual a 1, é dada por

n

1
Y i- nn+l) (3.13)
, 2
i=1
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo
E@e@Em@ 8 n(n+1)

Sn nz 2

4
:4+E’ para cada m € N. (3.14)
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Substituindo-se (E14) em B3, obteremos:
A= lim S,

n—oo

(B::E) lim <4+ 4)
n—oo n

= lim (4 + 4)
X—00 X

Exercicio

=" 4u.a., (3.15)

como obtido em (BETTO).
U

No caso a seguir, ndo hd como resolvé-lo se ndo for pelo processo desenvolvido anteriormente (isto
é, utilizando (B3)).

Exemplo 3.2.2 Consideremos a funcdo f:[0,2] — R, dada por
f(x) =x*, para x€e€R. (3.16)

Encontrar a drea, que indicaremos por A, da regido limitada R, contida mo plano xOvy,
delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas x =0, x =2 e pelo
eizo Ox (veja a figura abaizo).

Resolugao:
Faremos o processo desenvolvido anteriormente passo a passo (isto é, utilizando (E3)).
No 1.0 passo, considerando o retdngulo que tem como base o intervalo

[0,2]

e altura o intervalo vertical (=)
[0,f(2)] "="10,4],

que serd indicado por R; (veja a figura abaixo).

Entdo a drea da regido Rj, que indicaremos por A;, serd dada por

A; = base x altura
—2.4
= 8)
isto ¢, A =8. (3.17)
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Neste caso néo dividimos o intervalo [0, 2] (isto é, x, =0 e x; = 2).
Logo o valor

A =8
seria uma primeira aproximagdo para o valor da 4rea A4, da regido R.
Yy
A
y =x?
f(2) =4
Ry
> X
X7 =2
Xo =0

Para o 2.0 passo, consideraremos os retdngulos que tém como bases os intervalos
0,11 e [1,2]
e alturas os intervalos verticais
0,£01 = 10,1 e 0,721 =" 10,4,

respectivamente, que serdo indicados por R;; e Ry, respectivamente (veja a figura abaixo).

R2,2

Xo =0

As éreas dos retdngulos Ry 1 e Ry, que indicaremos por A; 1 e A, respectivamente, serdo dadas
por:

Ay = base x altura de Ry

=11

=1, (3.18)
Ay, = base x altura de Ry,

—1.4

=4, (3.19)
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Logo a soma das areas dos retangulos R;; e R; >, que indicaremos por A;, serd dada por:

Ay = A+ Axp

=,

=5,

isto é, Ay =5. (3.20)

Neste caso dividimos o intervalo [0, 2] em duas partes iguais, isto §é,
X =0, =1 e x=2.
Logo o valor

Ay =5

seria uma segunda aproximagéo para o valor da area A da regido R.

Para o 3.0 passo, consideraremos os retdngulos que tém como bases o intervalos

SHERT

e alturas os intervalos verticais

2\1 Em) 4 4\ (=m) 16 (ETm)
IR R « v

respectivamente, que serdo indicados por R3 1, Rz, e R33, respectivamente (veja a figura abaixo).

R3,3

R3,2

R3 .1

wiN
Wl

As areas dos retdngulos R3, R3; e R33, que indicaremos por Ay, A3, e A3z 3, respectivamente,
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serdo dadas por:

A3 = base x altura de Rs;
_ 2 4

8

A3, = base x altura de R3;

_ 2% (3.22)

(3.23)

Logo a soma das dreas dos retdngulos R3 1, R3, e R3 33, que indicaremos por .43, serd dada por:

Az = A3+ A3 + A3z
(e ez e=) 8 32 8
N 27 27 3’
112

=5 (3.24)

isto é, As

Neste caso dividimos o intervalo [0, 2] em trés partes iguais,isto é,

. .2 . 4 .
Xo =0, x1:§, x2:§ e x3=4.
Logo o valor
112
A=77

seria uma terceira aproximagdo para o valor da area .4 da regido R.
Podemos prosseguir dividindo o intervalo [0,2] em 4, 5, etc. partes iguais ou, mais geralmente,
dividindo-se o intervalo [0, 2] em n partes iguais, obtendo os pontos
2—-0 2

Xo =0, x3=Ax, -+, x=j-Ax, -+, xp=2, onde Ax=-—=—,
n n

e fazendo uma construgdo semelhante a que fizemos acima, por meio de retdngulos, que indicaremos

por Rn)j.
Observemos que, para cada j € {1,2,---,n}, o retdngulo R, ; terd como base o intervalo
[Xj—l )Xj]
e altura o intervalo vertical
[Xj ,f(Xj)] .

Com isto obteremos uma nova aproximagdo para a area .4, da regido R, utilizando a soma das
areas dos retangulos R, ; obtidos a partir da divisdo que consideramos acima.
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Em geral, se dividirmos o intervalos [0, 2] em n partes iguais, todos os sub-intervalos obtidos dessa
divisdo, isto os, intervalos [x;_1,x;], para cada j € {1,2,--- ,n}, terdo mesmo comprimento, a saber,

AxiE
n

e estes sub-intervalos serdo da seguinte forma:

2 2
(j1)>nj:|) paracada jG{],Z,"',Tl}.

Xj-1,%5] = [n

,n}, as alturas dos retdngulos R, ; serdo o intervalos verticais da forma

2 \?
[O)f(xj)] = [O) (TL]> ]

Para cadaje{1,2, -

(e3) 4
= [0, —J ] . (3.25)
n
Geometricamente, para j € {1,2,---,n}, o retdngulo R, ; serd dado pela figura abaixo.
]
A
y = x?
Q.
NG
=f(x5) | BAL
2 > X
—G-1 =
o o T

Assim, para cada j € {1,2,---,n}, a 4rea do retdngulo R, ;, que indicaremos por A, ;, serd dada

por:
An; = base x altura de R,
L2 /2
- n Tl]
8 .
=—j%. (3.26)
n
Logo a soma das dreas dos retdngulos R, para j € {1,2,--- ,n}, que indicaremos por S, serd
dada por:

Sh =

M-

—.
—_

(3.27)

I

3,

_M3 A oo
N

—.
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Utilizando-se indugao finita, podemos mostrar, que

jzzn(n+1)6(2n+1). (3.28)

j=1

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Logo
EmeEm 8§ n(n+1)2n+1)
Sn - 73 6
n
3 n 3n?’ '
para cada n € N.
Logo o valor
S, = § + i + i
"3 n 3n2
seria a n-ésima aproximacdo para o valor da area .4 da regido R.
Mas
A= lim S,
n—oo
& . [8 4 4 }
= lim |-+ -+ -—
n—oo 3 n 3n
Cam (8.4, 4
- X—00 3 X 3 XZ
Exercicio 8
= 3 (3.30)
ou seja, a area da regido R serd
A= 8 u.a
=3
O

Observagao 3.2.1 O processo actma nos fornece um modo de calcular a drea de regides do tipo
descrito acima, porém o processo € complicado e trabalhoso.

O que faremos a sequir € tentar colocd-lo de uma forma mais simples de obté-la, que € o
que faremos nas prorimas segdes.

3.3 Soma de Riemann
Comecgaremos pela:

Definicao 3.3.1 Uma conjunto formado por um mumero finito de pontos do intervalo [a,b],
que indicaremos por:
'Pi{XO,X],"',Xn}, (331)

cujos elementos satisfazem:
Xo=aA<X] <X <+ <Xn_1 <Xnp=D>b, (3.32)

serd denominada particao (ou divisao) do intervalo [a,b].
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Neste caso, para cada i€ {1,2,---,n}, defintmos
AXi = Xi — Xi—1 (3.33)

e com isto diremos que norma da particao P, indicada por |P||, serd dada por:

[Pl = max {Ax}. (3.34)
ie(1,2,-n}

Observagao 3.3.1 Observemos que a norma da particdo P é comprimento do maior subinter-

valo determinado pelos elementos da particGo P (veja a figura abaizo).

Axgq

Axq Axy = ||P|| Ax -~ Ay
B — > - 3 , 5,

o =a X1 X2 x3 X4 x5 =b

Seja f: [a,b] — R uma fungdo limitada em [a,b] e

Pi{xo»’ﬂa"' )Xn} (335)
uma parti¢do do intervalo [a, b].
Para cada i€ {1,2,---,n}, escolnamos no subintervalo [x; 1,x;], um ponto, que denotaremos por
&, isto, ¢,
& € [xio1, %l (3.36)

Com isto podemos considerar a seguinte soma (finita)

F(E1) Ay + F(E2) Axg + -+ F(En) Axn = 3 F(£) Ax;. (3.37)

i=1
Com isto temos a:

Definicao 3.3.2 A soma (EZ3) acima serd denominada soma de Riemann da fungao f, asso-
ciada a particao P e aos pontos &;, para cadaic{1,2,---,n}

Observagao 3.3.2
1. Geometricamente poderemos ter a sequinte situac¢do:

Y

a=x0 &1 x7 &2
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2. Vale observar que a fungdo f pode ser negativa (como na figura acima).

Assim a soma de Riemann da funcdo f associada particdo P e aos pontos &;, para cada
ie{1,2,---,n} ndo nos fornecerd, neste caso, uma aprorimac¢cdo da drea da regido plana
limitada, delimitada pela representa¢cdo geométrica do grdfico da funcdo f, pelas retas
x =a, x=">b e pelo eizo Ox, pois a drea dos retdngulos poderdo nao ser, necessariamente,
dados por

f(‘il) AXi )
jd que f(&;) pode ser menor que zero.

Notemos que, na situag¢do da figura acima, isto acontece quando i = 1 ou 1 = 2, pois
f(&) <0, para i€{1,2}.

3. Se a fungdo f € ndo negativa, a soma de Riemann acima, poderd ser uma aproTimacao
para a drea da regido plana limitada, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico
da fungdo f , pelas retas x = a, x =b e pelo ewxo Ox, se a fungdo f for "bem comportada”,
como veremos mazis adiante.

Com isto podemos introduzir a seguinte definigéo:

Definigao 3.3.3 Seja f:[a,b] —» R uma fungdo limitada.

Diremos que a fungdo f € integravel em [a,b], se ezxistir L € R de modo que, dado ¢ > 0,
podemos encontrar & > 0, de modo que, para toda partigdo

P={Xe=0,X],  ,Xn =b} (3.38)
do intervalo [a,b] satisfazendo
[Pl <8 (3.39)
e para toda escolha de pontos
& € [xiz1,x4]  para cada 1e€{1,2,---,n},

deveremos ter:
n

Zf(ii)AXi —L

i=1

<e. (3.40)

Neste caso diremos que o numero real L € a integral definida da fungao f no intervalo

b
[a,b], que serd denotada porJ f(x) dx, isto €,
- a

b
J f(x)dx =L. (3.41)

a

Observacgao 3.3.3

1. A DefinicGo (BEZ23) actma nos diz que a fungdo f é integrdvel mo intervalo [a,b] se, e
somente se, podemos deizar a soma de Riemann da funcdo f, a assoctada a particdo P e
aos pontos &;, para cada i €{1,2,--- ,n}, tdo prézima do numero real L quanto se queira,
desde que, a norma da particdo P seja suficientemente pequena.
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Se a fungdo f € integrdvel no intervalo [a,b] entdo, da Defini¢do (BE23), teremos:

n
L= lim (&) Axy 3.42
fm 3 (&) &, (3.42)
b n
ou ainda: J f(x)dx = lim (&) Axy, (3.43)
a [
para qualquer escolha
E,iE[Xif],Xﬂ, bara cada i€{1,2,-~,n},
onde
P ={xo=a,x1, - ,Xn =b}

€ uma particGo do intervalo [a,b].

b
Na notagdo da integral definida introduzida na Defini¢Go (B223) acima, isto €, J f(x) dx, a

a
fungdo f serd dita integrando, o ponto a serd dito limite (ou extremo) inferior de inte-

gracao, o ponto b serd dito limite (ou extremo) superior de integragao e o simbolo J

serd denominado sinal de integracao.

Vale observar que usaremos o mesmo simbolo para a integral indefinida e para a integral
definida, a saber,

Serd que eziste alguma relagdo entre estes dois conceitos tdo diferentes?

Notemos que se a funcdo f : [a,b] — R € nao-negativa e integravel em [a,b] entdo a
b
integral definida | f(x) dx, nos fornecerd o valor da drea, que indicaremos por A, da regido

limitada, indicadc;1 por R, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica
do grdfico da fungdo f , pelas retas x = a, x =b e pelo eizo Ox (veja a figura abaizo), ou
seja,

b
A= J f(x) dx w.a.. (3.44)

a
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6. A integral definida introduzida na Defini¢cdo (B=33) (veja (BZ1)) € conhecida como integral
de Riemann, da fungao f em [a,, b]

Temos também a seguinte definigio:

Definicao 3.3.4 Se a funcgdo f:[a,b] = R € integrdvel em [a,b], entdo

a b
J f(x) dx = —J f(x) dx, (3.45)
b a
J f(x)dx =0. (3.46)

Com isto temos o seguinte:
Exemplo 3.3.1 Seja f:[0,1] — R a fun¢do, dada por
1 ara x =20
f(x) = { P . (3.47)

0, para xe€(0,1]

Mostremos que a fungdo f € integrdvel em [0,1] e que
1
J f(x)dx =0. (3.48)
0

Resolugao:
A representacdo geométrica do gréafico da fungédo f é dada pela figura abaixo:

Seja
L=0. (3.49)

Observemos que se
P={xo =0,X1,-+ yXn =1}

é uma particdo do intervalo [0,1] e se
E»ie[xiflaxi]) para iE{],Z,"',T\.},

entdo deveremos ter
& #0, paracada i€{2,3,---n}.
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Assim a soma de Riemann da funcéo f, associada a particdo P e aos pontos &;, parai € {1,2,---,n},

serd dada por:

n

i=1

Logo, dado ¢ > 0, consideremos
d=c¢.

Se uma partigdo
,Pi{xo £O>X13"' )Xni ]}

do intervalo [0, 1] é tal que

[Pl <8
€ ((—.ie[xi—1yxi]a para cada ie{l,2,---yn},
teremos:
n n

S f(g) ax— | =

i=1

> flE) A —0

i=1

=) 1(20) axal

= [f(&1)] Axs

(B=3)
<1

< 1 AX]
< max }{Axi}

ie{l, - n

If(x)

(E=3)

=" Pl
=2
(< ) )

=)

mostrando, pela Defini¢do (BE33), que a fungdo f é integrdvel em [0, 1] e além disso

1
J f(x)dx =L =0,
0

completando a resolugéo.

0 2,3, mn}, 1 : i) =0, 23,0,
Z (&) Axq §70 para 1€(2,3,on), logo: (&) para 1€l w f(&1) Axq .

(3.50)

(3.51)

g

A seguir daremos uma condigdo suficiente para que uma funcgéo seja integravel no intervalo [a, b],

a saber:

Teorema 3.3.1 Seja f:[a,b] - R uma fun¢do continua em [a,b].

Entdo a fun¢do f serd integrdvel no intervalo [a,b], ou seja, existe a integral definida

Jb f(x) dx.

a

Demonstragao:
A demonstracdo deste resultado serd omitida.
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Observagao 3.3.4 Os interessados em poderdo encontrd-la na pdgina 125 (Teorema 6.8) do
LIvro Principios de Andlise Matemdtica de W. Rudin.

Observagao 3.3.5 O Teorema (BE=Zd)acima nos dd uma condigdo suficiente para que uma
funcdo seja integrdvel no intervalo [a,b].

Porém, o Ezemplo (BEZJ) actma, mostra que esta condi¢do nao é necessdaria, jd que a
funcdo do Ezemplo ndo é continua em [0,1], mas € integrdvel em [0,1].

Podemos agora introduzir a:

Definicao 3.3.5 Uma parti¢do
Pi{xoza))qf")xn:b} (354:)

do intervalo [a,b] serd dita particao regular do intervalo [a,b] se

xiia—i—i na) bara iE{O,],"‘,TL}. (3'55)

Observacgao 3.3.6

1. Na figura abaizo, a partigdo reqular do intervalo [a,b], possui 2 pontos (n =8).

Xo = @ xg =b
X1 X2 X3 X4 x5 X6 X7 X
-~
b—a
8
2. Se
P ={xo=0a,x1, ++ yXn = b}

<

€ uma particGo regular do intervalo [a,b], entdo todos os subintervalos [xi_1,xil, para
ie{l1,2,---,n}, teém o mesmo comprimento.

De fato, pois

Ax; = Ax
b—a .
=———» para cada ie€{1,2,---,n}. (3.56)
Neste caso, a norma da partigdo serd — , 0U seja,
b—a
1P| = . (3.57)

3. Observemos que se a fungdo f:[a,b] — R € integrdvel em [a,b], entdo podemos considerar
uma particao
,Pi{xo =A,X1, 0 axn:b}

qualquer do intervalo [a,b] e pontos quaisquer

& elxia,xl, para ie{1,2,---,n},
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nos correspondentes subintervalos determinados pela particdo P, para calcularmos o limite
dado no item B. da Observagdo (B=33), que nos fornecerd o valor da integral definida.

Em particular, podemos considerarmos uma parti¢cdo regular, que indicaremos por
P ={xo =a,xy, -+ ,xXn = b},

do intervalo [a,b] e

éiia—i-ib;a, para i€{1,2,--- ,n}, (3.58)
e com 1sto obteremos:
b
L Fx) H%ﬂozf f) Ax
=2 2 ) tim if(a—i—t ) b-a (3.59)
n—oo n

Apliquemos isto ao:

Exercicio 3.3.1 Seja f:[1,3] = R a fun¢do dada por
f(x) =x*, para xel1,3]. (3.60)

Mostre que a fungdo f € integrdvel em [1,3] e encontre o valor da integral definida

3
J X2 dx.
1
Resolugao:
Observemos que a fungdo f é continua em [1,3].
Logo, do Teorema (BE=3), segue que ela serd uma fungdo integravel em [1,3].
Do item B. da Observagdo (BE=23) (ou seja, podemos utilizar uma parti¢do regular do intervalo
[1,3] e escolher em cada subintervalo determinado pelos pontos da partigio onde calcularmos o valor
da fungdo f ) segue que:

3 b
J x% dx =) J f(x) dx

1 a

(E=3) b—a]|] b—a
n11_)115021“ a+i

n n
i=1 —— | ~—~—
=& =Ax;=Ax

a=1.b=3 :-'u 2 2
- JLH;OZ< f) .
2
—JLIEO{n; }
2 n n
JLI%O{a Zn2+4nZi+4Zizl}. (3.61)
i=1

LU i

n? +4in+41i?

le
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Como vimos anteriormente (veja os Exemploe (EZZ1) e (B2232), ou , (E13) e (E21))

n n
n—|—1 nn+1)2n+1)
. 3.62
Loonth o Seoner, x
Logo
3 2 n n n
J x2 dx lim {3 [nzz1+4nZi+4Ziz
1 e (n i - i
=) {23 [nzn+4nn(n+” +4n(n+1)(2n+1)}}
n—oo n 2 6
Eericm [261’1 +24Tl +4n
. [267( +24x% +4x
= lim 3
X—00 3x
Exercmw 26
3 )
ou seja,
3
26
J X dx = =, (3.63)
1 3
completando a resolugdo.
O

Observagao 3.3.7 Notemos que a func¢do f do Ezemplo (E) acima € ndo negativa em [1,3],
ou seja,

(ezm)
f(x) > 0, para xel1,3],

e integrdvel em [1,3] (pois é uma fungdo continua em [1,3]).

Logo, do item B. da Observagdo (E23), seque que a drea, que indicaremos por A, da regido
limitada, 1ndicada por R, contida no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do
grafico da fungdo f , pelas retas x =1, x =3 e pelo eixo Ox serd dada por

=) 23—6 w.a. . (3.64)

A figura abaizo tlustra a cima descrita acima.
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3.4 Propriedades da integral definida

A seguir exibiremos algumas propriedades gerais da integral definida que serdo titeis para o calculo
das mesmas, a saber:

Proposicao 3.4.1 Sejam f,g:la,b] — R fungdes integrdveis em [a,b] e x € R.
Entdo:

1. A fungdo (- f):[a,b] = R serd integrdvel em [a,b] e, além disso,, termos

b b
J (- f)(x) dx:ocJ f(x) dx. (3.65)

a a

2. A fungdo (f+g):la,bl = R serd integrdvel em [a,b] e, além disso, termos

b b

f(x) dx —I—J g(x) dx. (3.66)

a

Jb(f+ g)(x) dx = J

a a

Vale o andlogo para a fungdo (f — g), isto €, a fungdo (f —g): [a,b] — R serd integrdvel
em [a,b] e, além disso, teremos

b

b b
J (f—g)(x)dx = J f(x) dx J g(x) dx. (3.67)

a a a

3. Se c € la,b], entdo as restrigées da fungdo f aos intervalos [a,c] e [c,b], serdo fungdes
integrdveis em [a,c] e [c,b], respectivamente, e além disso, termos

Jb f(x)dx = Jc f(x) dx—l—Jb f(x) dx. (3.68)

a a C

4. Sec,d,e € [a,b], entdo as restrigées da fungdo f aos intervalos com extremos em c,d e
e serdo fungdes integrdveis nos respectivos intervalos e, além disso,, termos

de(x) dx:r f(x) dx+de(x) dx. (3.69)

C C €
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5. Sef:[a,b] - R € uma fun¢do dada por:
f(x)=C, para x€[a,b] (3.70)

entdo a fungdo f € integrdvel em [a,b] e, além disso, termos

b
J f(x)dx=C(b—a). (3.71)
a
6. Suponhamos que
f(x) <g(x), para xé€[a,b]. (3.72)
Entdo termos b .
J f(x)dx < J g(x)dx. (3.73)
a a

7. Suponhamos que ezistem m,M € R, tais que

m<f(x) <M, para x€[a,b]. (3.74)

Entdo, teremos
b

m(b—a)gj f(x)dx <M (b—a). (3.75)

a
8. A funcdo [f]: [a,b] = R, dada por
fl(x) =If(x)I, para x € [a,b], (3.76)
€ integrdvel em [a,b] e, além disso, teremos

b
< J If(x)] dx . (3.77)

a

Jb f(x) dx

a

Demonstragao:

As demonstracdes destas propriedades seguem da aplicagdo, de modo conveniente, da Defini¢do
(B333) de fungdo integravel em um intevalo fechado e limitado, e suas elaboragdes serdo deixadas como
exercicio para o leitor.

Notemos que, em resumo, uma integral definida é um tipo de limite (veja (BZ3)) e assim as
propriedades acima podem ser vista como as respectivas propriedades dos correspondentes limites.

O

Observacgao 3.4.1 Podemos dar interpretagbées geométricas para algumas das propriedades acima
utilizando o item B. da Observagdo (BE33).
Para isto, vamos supor que as fungdes f,g:[a,b] = R, sdo ndo negativas em [a,b], isto €,

0<f(x),g(x), para x € [a,b] (3.78)
e o> 0.

1. A propriedade 0. nos diz, geometricamente, que drea, que indicaremos por Ay, da regido
limitada, de chamaremos de Ry, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo
geométrica do grdfico da funcdo «-f, pelas retas x = a, x = b e pelo eizo Ox pode ser
obtida multiplicando-se por « a drea, que indicaremos por A, da regiGo limitada, que
chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do
grdfico da fungdo f, pelas retas x = a, x =b e pelo eixo Ox (veja a figura abaizo).
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2. A propriedade B. nos diz, geometricamente, que drea, que indicaremos por A, da regido li-
maitada, que chamaremos de R, contida plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica
do grdfico da fungdo f + g, pelas retas x = a, x = b e pelo eizo Ox pode ser obtida somando-
se a drea, que indicaremos por A;, da regido limitada, que chamaremos de R¢, contida no
plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da funcdo f, pelas retas
x =a, x =b e pelo eizo Ox com a drea, que indicaremos por Ay, da regido limitada, que
chamentemos de Ry, contida no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do
grdfico da fungda@ pelas retas x = a, x =b e pelo eizo Ox (veja a figura abaizo).

)
<
x Y
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y=(f—9g)x)

=l
=3
®

3. Se

g(x) < f(x), para x¢€la,b],

a sequnda parte da propriedade B. mos diz, geometricamente, que drea, que indicaremos
por A, da regido limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada pela
representacao geométrica do grdfico da fungdo f —g, pelas retas x = a, x = b e pelo eiro
Ox pode ser obtida da diferenca da drea, que indicaremos por A;, da regiGo limitada,
que chamaremos de R, contida plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do
grdfico da funcgdo f , pelas retas x = a, x = b e pelo eizo Ox pela drea, que indicaremos
por Ay, da regido limitada, que chamaremos de Ry, contida plano xOy, delimitada pela
representacdo geométrica do grdfico da fungdo g,?elas retas x = a, x = b e pelo eixzo Ox
(veja a figura acima,).

4. A propriedade 3. nos diz, geometricamente, que drea, que indicaremos por A, da regido li-
matada, que chamaremos de R, contida plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica
do grdfico da fungdo f, pelas retas x = a, x = b e pelo eixo Ox é a soma da drea, que
wndicaremos por Ay, da regido limitada, que chamaremos de Ry, contida plano xOy, deli-
matada pela representacdo geométrica do grdfico da funcdo f , pelas retas x =a, x =c e
pelo eizo Ox com a drea, que indicaremos por Ay, da regido limitada, que chamenreos de
Ry, contida plano xOvy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f ,
pelas retas x =c, x =b e pelo eizo Ox (veja a figura abaizo).
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Ry

5. A propriedade [)., geometricamente, pode ser vista de modo semelhante a que fizemos no
item acima para a propriedade 3. .

6. A propriedade B. mos diz, geometricamente, que drea, que indicaremos por A, da regido
limitada, que chamaremos de R, contida mo plano xOy, delimitada pela representacdo
geométrica do grdfico da fungao f , pelas retas x = a, x =b e pelo eizo Ox € a drea de um
retdngulo, que tem base de comprimento b —a e altura com comprimento C (veja a figura
abaizo).

7. A propriedade B. nos diz que se

f(x) <g(x), para cada x € [a,b],
entdo a drea, que indicacemos por As, da regido limitada, que chamaremos de Ry, contida
no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas
x = a, x = b e pelo eizo Ox é menor ou igual drea, que indicaremos por Ay, da regido
limitada, que chamaremos de Ry, contida no plano xOy, delimitada pela representacdo
geométrica do grdfico da fungd?g, pelas retas x = a, x =b e pelo eizo Ox (veja a figura
abaizo).
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b
Ag = Ja g(x) dx —

b .
Ag :J f(x)dx —F———
a .

8. Sem >0, a propriedade [1. nos diz que se
m<f(x) <M, par x€la,b],

entdo a drea, que indicaremos por As, da regido limitada, que chameremos de R, contida
no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas
retas x = a, x =b e pelo eixzo Ox é maior ou 1gual que a drea do retdngulo que tem como
base o intervalo [a,b] e altura com comprimento m e menor ou igual drea do retdngulo
que tem como base o intervalo [a,b] e altura com comprimento M (veja figura abaizo).

M(b — a)

Af = Jb f(x)dx

m(b — a)

9. Se f pode assumir valores negativos, a propriedade B. nos diz que o mddulo da integral
definida da funcdo f no intervalo [a,b] € menor ou igual drea da regido limitada, contida
no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo [f|, pelas
retas x = a, x =b e pelo eixzo Ox (veja a figura abaizo).
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Temos o seguinte resultado que serd muito importante para conseguirmos calcular o valor de
integrais definidas de fungdes integrdveis em um intervalo fechado e limitado:

Teorema 3.4.1 (do valor médio para integral definida) Seja f : [a,b] — R uma funcdo
continua em [a,b].
Entdo podemos encontrar x, € [a,b], tal que

Jb f(x)dx = f(xo) (b—a). (3.79)

a
Demonstragao:
Como f : [a,b] — R é continua em [a,b], de um resultado do Célculo 1, segue que existem
So,to € [a,b] tal que

f(so) =m= min f(x) e M = max f(x)="f(t,), (3.80)
x€la,b] x€la,b]
ou seja, m< f(x) <M, para x€[a,b]. (3.81)

Logo, do item [@. da Proposigdo (EZT) acima, segue que

b
o (b—a)sj flx) dx <

a

(b—a). (3.82)

(=),

(so)
Dividindo-se as desigualdades (E=32) acima por (b —a) > 0, obteremos

b
— J f(x) dx

f(so) Fm<de <M
b—a

2 £(t,). (3.83)

Logo, do Teorema do valor intermedidrio (visto na disciplina de Célculo 1), segue que existe
XO e [SO)tO] g [a)b])

de modo que

b
ou seja, J f(x) dx = f(xo)(b—a),
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como queriamos demonstrar.

Observagao 3.4.2 Se a funcdo f for ndo negativa em [a,b], ou seja,
f(x) >0, para x€ [a,b],

do item @. da Observagdo (BE233), o Teorema (BZ) actma mos diz que existe um X, € [a,b] de
modo que, a drea, que indicaremos por A, da regiGo limitada, que chamaremos de R, contida
no plano xOy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas
x=a, x =D e pelo eixzo Ox, serd igual a drea do retdngulo que tem como base o intervalo [a,b]
e altura de comprimento f(x,) (veja a figura abaizo).

<2
=Y

Xo

Definigao 3.4.1 O walor f(x,), dado pelo Teorema do valor médio para integrais definidas (ou
seja, o Teorema (BZ)) serd denominado valor médio da funcao f, no intervalo [a,b].

Observacgao 3.4.3

1. Pela Definigdo (BEZ) actma, o valor médio de uma fungdo f integrdvel em [a,b] é dado
por
b
J f(x) dx
e T 3.84
— (3.84)

2. O wvalor médio de uma funcdo f integrdvel em um intervalo [a,b], estende o conceito de
média aritmética de um conjunto finito de numeros reais.

Para ver 1sto observemos que se

51,52,"' )E»‘n.E [Cl,b],

entdo a média aritmética dos numeros reais

f(&]) >f(5,2) y "t )f(an)

serd dada por
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Por outro lado, se
P ={xo=a,x1, -+ ,Xn =b}

€ uma particdo reqular do intervalo [a,b] e

EviE[Xi—lﬂci]) bara 1',6{1,2,--',1’1},
entdo
Ax = b—a )
n
ou seja n—b_a (3.85)
j 7 - AX "
Logo
n n
D f(&) > f(&)
i=1 (EZ3) =1
n - —a
Ax
n
Z (&) Ax
i=1
== 3.86
— (3.86)

Tomando-se o limite, guando n — oo do lado direito da identidade (B=EH), obteremos:

n n

D flE)Ax  lim 3 f(&)Ax
lim = _ i=1
n—oco b—a b—a
b
J f(x) dx
— a
b—a ’

que, pela Definigdo (BEZD) acima, € o valor médio da fungdo f mo intervalo [a,Db].
Podemos aplicar as ideias acima ao:

Exercicio 3.4.1 Encontre o valor médio da fung¢do do Exemplo (EZX), no intervalo [1,3].

Resolugao:
Do Exemplo (BEZXT) temos que (veja (EE3))
3
26
2
dx = —.
L Xdx =~
Logo, pela Definigdo (BZ), o valor médio da fungdo f no intervalo [1,3] sera:
)
L x“ dx =) §
3-1 6
13

completando a resolucéo.
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3.5 O Teorema Fundamental do Calculo

Nosso obejtivo nesta segéo é exibir um resultado que serd de muita importancia no cdlculo de integrais
definidas.
Tal resultado serd conseqiiéncia do:

Teorema 3.5.1 Seja f:[a,b] » R uma fun¢do continua em [a,Db].
Consideremos a func¢do F:[a,b] — R dada por:

F(x) iJ f(t)dt, para x<la,b]. (3.87)

Entdo a fungdo F serd diferencidvel em [a,b] e, além disso, teremos
F'(x) =f(x), para cada x € [a,b], (3.88)

X
ou seja, dix Ua f(t) dt} =1f(x), para xE€la,b]. (3.89)
Demonstragao:

Como a funcgéo f é continua em [a, b], para cada x € [a,b], ela também serd continua em [a,x].

Logo, pelo Teorema (B=Z), a fungéo f serd integravel em [a, x].

Logo a fungdo F, dada por (EE7), estd bem definida em [a, b].

Mostraremos que F é diferencidvel em x, € (a,b) e que

F /(Xo) =f(xo) -

Os casos em que
Xo=a ou X, =>b,

sdo andlogos e serdo deixados como exercico para o leitor.

Mostraremos que
. F(xo +h) — F(xo)
lim
h—0+ h

existe e é igual a f(x,).
Observemos que

Xo+h Xo
F(xo + h) — F(xo) (EE)J e dt—J f(t) dt

a a
(Ezm) J Xoth

a

a

f(t) dt —I—J f(t) dt
Xo

Xo+h

item B. da Pro:posigéo (=) J f(t) dt. (390)

Xo
Logo, pelo Teorema do valor médio para integrais definidas (isto é, do Teorema (EZ)), aplicado
a fungdo f, no intervalo [x, , X, + hl, segue que podemos encontrar X € [x,,X, + hl, de modo que

Fxo + h) — F(x) = rﬁh f(t) dt

Xo

— (). (3.91)

ou seja,
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Como a fungédo f é diferencidvel em x, € [a,b], de um resultado da discplina de Célculo 1, que f
serd continua em Xx,.
Observemos que se

se h—0,

como X € [Xo X0 + hl,

teremos X — Xo,
assim, segue que lim f(X) = f(xo). (3.92)
h—0+
Logo
F h)—F
lim (o +h) (xo) (=) lim f (%)

h—0+ h—0+
s
= f(xo), (3.93)

= f(x,). (3.94)

Deixaremos, como exercicio para o leitor, mostrar que

. F(xo +h) — F(xo)
lim
h—0— h

existe e também é igual a f(x,) que, como visto na disciplina de Célculo 1, implicard que a fungdo F
¢ diferencidvel a esquerda do ponto x, € (a,b) e, além disso, que

F(xo +h) — F(xo)

F(xo) = hli_)%l,

— f(xo) . (3.95)
Portanto, a fungdo F é diferencidvel em x, € (a,b) e, além disso, teremos

F /(Xo) = f(Xo),

como queriamos demonstrar.
O

Observagao 3.5.1 O Teorema (EX) actma nos diz que a fungdo F: [a,b] — R, dada por (EX=2),
€ uma primitiva da fungdo continua f:[a,b]l — R, ou seja, vale (EZ3).

Como conseqiiéncia do resultado acima temos o:

Teorema 3.5.2 (fundamental do Calculo) Sejam f: [a,b] — R uma fun¢do continua em [a,b]
e G:[a,b] = R uma primitiva da funcdo f em [a,b].
Entdo teremos

be(t) dt = G(b) — G(a). (3.96)
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Demonstracao:
Consideremos a fungdo F: [a,b] — R dada por:

Flx) = fo(t)dt, para x € [a,bl. (3.97)

Do Teorema (BE5) acima, segue que a fungdo F estd bem definida e serd uma primitiva da fungéo
fem [a,b].
Lembremos que, da disciplina de Céalculo 1, segue que existe C € R tal que

G(x)=F(x)+C, para xe€[a,b]. (3.98)

Em particular, para cada x € [a, b], teremos

()

G(x) (x)+C

=) J f(t) dt + C. (3.99)

a

Logo

—_—
(3
b
—J f(t) dt,
a
b
mostrando que J f(t) dt = G(b) — G(a),
a
como queriamos demonstrar.
O
Observagao 3.5.2
1. Denotaremos a diferenca
G(b) — G(a)
por
x=b
G(x) ;
X=a
b
ou ainda, G(x) | ,
a
x=b
1sto é, G(x) = G(b) — G(a). (3.100)
x=a

2. O Teorema fundamental do Cdlculo (isto €, o Teorema (BEE3)) coloca o problema de
calcular uma integral definida de uma fungdo continua em intervalo [a,b], essencialmente,
em termos de encontrar uma primitiva (ou a integral indefinida) da fungdo definida pelo
integrando da integral definida no intervalo [a,b].

Com isto podemos refazer algumas integrais definidas que calculamos pela Defini¢do (E33),
de modo bem mazis simples, como mostram os exemplos a sequir.
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Exemplo 3.5.1 Cualcular a integral definida (caso ezista)

3
J X2 dx. (3.101)
1
Resolucgao:

Seja f:[1,3] = R, a fungdo dada por

f(x) =x*, para xel[1,3]. (3.102)

Observemos que a funcdo f é continua em [1,3] (pois é a restricdo de uma fungdo polinomial ao
intervalo [1,3]), logo, pelo Teorema (B=3), a fungdo f serd integravel em [1,3].
Da disciplina de Célculo 1, temos que uma primitiva da fungio f é a fungdo F: [1,3] — R dada
por:
3
=3
Logo, do Teorema fundamental do Cdlculo (isto é, o Teorema (EE3)), teremos:

3 3
J X% dx =2 J f(x) dx
1 1

F(x) para x € [1,3]. (3.103)

=3 - F)
= ¥ _ T
3 3
26
= .104
= (3.104)
completando a resolugéo. O

Observagao 3.5.3

1. Baseado mo Ezemplo (EX) acima, temos um modo mais simples de calcular a integral
definida (BIO), do que a que utilizamos no Ezemplo (B=T).

2. Como a fungdo f, do Ezemplo (BE21) acima, € ndo negativa em [1,3], ou seja

(eTm)
f(x) > 0, para xe€][l,3]

e integrdvel em [1,3], do item @. da Observagdo (B23), seque que o valor da drea, que
denotaremos por A, da regido limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy,
delimitada pela representagcdo geométrica gréifico da fungao f , pelas retas x =1, x =3 e
pelo erxo Ox serd dada por

3
(E:E) J x? dx
1
(em) 26

=~ — uw.a.,

3

1sto €, serd o valor da integral definida (ETIO).
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Consideremos agora o:

Exemplo 3.5.2 Mostre que a fun¢do f:[1,2] — R, dada por
fx) =x2 VX3 +1, para xell,2], (3.105)

¢ integrdvel em [1,2] e encontre o valor da integral definida
2
J X2 VX3 4+ 1dx. (3.106)
1

Resolucao:

Observemos que a fungédo f, dada por (ETI03), é continua em [1,2].

A verificacdo deste fato serd deixado como exercicio para o leitor.

Logo, do Teorema (B=3), segue que a fungdo f serd integravel em [1,2].

Para calcularmos a integral definida acima, pelo Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teo-
rema (B53)), precisamos encontrar uma primitiva qualquer da fungdo f , ou ainda, sua integral
indefinida, em [1, 2].

Para isto aplicaremos o Teorema da substituicdo para integrais indefinidas (visto na disciplina de
Célculo 1), mais precisamente:

sz\/x3+1dx—;J Ix3+1 3x%dx
=u

=du
seu=x3+1,
teremos: du =3x*dx / 1
= - J Vu du
3 )=~
—uz?
visto na discip]i:na de Caélculo 1 % ] 1 u%J’,] LC
=+ 1
2
111 >
2
como E:X3+1 2 3 %
S (¥+1)*+c,
para x € [—1,00).
Em particular, a fungéo F: [1,2] — R, dada por
.2 (3 3
F(x):§ <x —|—1> , para x€[1,2], (3.107)

serd uma primitiva da fungdo f, dada por (BEIH), em [T, 2].
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Logo, do Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema (E53)), teremos:

2

2
J X2 Vx3 4+ 1dx (B:EE)J f(x) dx
1

1

x=2
) £
x=1
(E:E)E (X3+1>3 =2
9 x=1
Exercicio % -
e 2 [\/é 1} , (3.108)

completando a resolugéo.
O

Observacao 3.5.4 Como a fungdo f do Ezemplo (B22) actma € ndo negatiwva em [1,2], ou seja,

(eTm)
f(x) > 0, para x€[1,2]

e integrdvel em [1,2], do item @. da Observacdo (B233), segue que o valor da drea, que denota-
remos por A, da regiGo limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada pela
representacdo geométrica grdfico da fungao f , pelas retas x =1, x =2 e pelo eixzo Ox serd dada
por

b
A = J f(x) dx

)

) (2

( = )J x2 V3 +1dx
1

(eTm) 2

= §|:\/§—]} u.a.,

1sto €, serd o valor da integral definida calculada em (BEIID).

Um outro exemplo interessante é:
Exemplo 3.5.3 Mostre que a fungdo f:[—4,3] — R dada por
f(x) =x+2, para xe€[—4,3], (3.109)

€ integrdvel em [—4,3] e encontre o valor da integral definida
3
J Ix + 2| dx. (3.110)
—4

Resolucgao:
Observemos que a fungdo f é continua em [—4, 3].
A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, do Teorema (BE=), segue que a funcdo f, dada por (BETI0), serd integrdvel em [—4, 3].
Observemos que serd complicado encontrarmos uma primitiva da funcgdo f no intervalo [—4,3].
Deixaremos para o leitor tentar encontrar uma tal fungio.
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Para facilitar o célculo da integral definida (BT10) acima, observamos que

x+2=x+2, para x€[-2,3],
Ix+2|=—(x+2), para €[-4,-2].

Assim, do item B. da Proposicdo (BEZ), segue que:

2

3 - 3
J |x+2|dx()J X + 2| dx+J
—4 -2

4 ——
como x€[—4 ‘:2], de (B::n)_(x+2)

-2 3
:J —(x—i—Z)dx—i—J (x +2)dx
—4 )

-2 -2 3 -3
:—U xdx—l—ZJ 1dx]+J xdx—i—ZJ 1dx
—4 —4 -2 -2

Notemos que, como visto na disciplina de Célculo 1, segue que

2
pe
Jx dx = > +C,
J ldx=x+D
para x € R.

Em particular, as fungdes F;,F, : R — R, dadas por

2
F (X) = ? )
FZ(X) = Xy

para x € R sdo primitivas, em R, das funcdes

X=X € x— 1.

~2.,3], de (B2
como XE[ :] e ( )X+

123

(3.111)
(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)
(3.117)

Logo, do Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema (E23)) aplicado a cada uma das

parcelas de (BEI13), teremos:

-2
J xdx = [E (x)

—4

x=—2
x——4]
) | [
2 x=—4

(=2)° = (—4)°

(3.118)

(3.119)
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3 x=3
J x dx = Fy(x)
-2 x=—2
(E:EEE) sz x=3
2 x=—2
_ 32 _ (_2)2
N 2
5
=3 (3.120)
-3 x=3
J Tdx = |Fy(x)
-2 x=—2
x=3
(E113) X
x=—2
=3—(-2)
=5. (3.121)
Logo, de substituindo (E113), (E11d), (EI=20) e (E20) em (BETI3), obteremos:
3 5
J |x+2|dx:—[—6+2~2]+§+2-5
—4
29
= —= 122
2 ) (3 )
completando a resolugéo.
O

Observacao 3.5.5 Como a func¢do f do Ezemplo (E53) acima € ndo negativa em [—4,3], ou

seja,
(eTm)
f(x) > 0, para xe€[—4,3],

e integrdvel em [—4,3], do item B. da Observagdo (E=3), seque que o valor da drea, que
denotaremos por A, da regido limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada
pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas retas x = —4, x =3 e pelo eizo Ox
serd de

e (2
(—)J Ix + 2|, dx
—4

(B:Ezz)gua
= 5 wa,

1sto €, o valor da integral definida (BTIO).

Podemos aplicar o Teorema (B=) ao seguinte:

Exemplo 3.5.4 Considermos a func¢do F:[0,00) — R, dada por

X
1
F(x) = dt, para xe€[0,00). 3.123
(x) JO . P ) ( )
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Mostre que a funcdo F é diferencidvel em [0,00) e calcule sua derivada F'(x), para cada
x € [0,00).

Resolucgao:
Como a fungéo f: [0,00) — R, dada por
o1
f(t) = T+ para te[0,00), (3.124)
é continua em [0, 00), para cada x € [0, 00) fixado, do Teorema (EZ=), segue que a fungdo F, dada
por (BEI23), é diferencidvel em [0, x].
Além disso, para cada x € [0, 00), teremos:

=l e
F'ix) = — dt
) dx [Jo 1+t
= 4 U (1) dt]
dx 0
(),g}m a=0 f(X)
(=) ]
142
completando a resolugéo.
O
Um outro caso semelhante é dado pelo:
Exemplo 3.5.5 Consideremos a fungao F: R — R, fun¢do dada por
3
F(x) ij sen (tz) dt, para xeR. (3.125)
X

Mostre que a funcgdo F é diferencidvel em R e calcule sua derivada F'(x), para cada x € R.

Resolucgao:
Consideremos a fungéo f: R — R dada por

f(t) = sen (t2> , para teR. (3.126)

Como a funcgéo f, dada por (BI28), é continua em R segue, do Teorema (B=3T), segue que a fungéo
f é integrdvel em qualquer intervalo fechado e limitado contido em R, em particular, em [0,x], se
x >0, ou em [x,0], se x <O0.

Logo a fungdo F, dada por (EI23) estd bem definida.

Além disso, para cada x € R, do item B. da Proposigdo (EZT), temos que:

x3

Fx) 2 J

sen <t2> dt
X
XS

=) JO sen (tz) dt + Jo sen (t2> dt

X
X3

(BEB) — J: sen <t2> dt + Jo sen <t2> dt. (3.127)

i
bl
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Observemos que, do Teorema (BEZ2), segue que

da [ 2 (B:Eﬂ)dj"
x Uo sen <t) dt] e f(t) dt

= 1(x)

= sen (x2> , paracada xe€R. (3.128)

Notemos que a fungdo g: R — R dada por

g(x)=x>, para xeR, (3.129)

é diferencidvel em R e
g'(x) =3x*, para xcR. (3.130)
Notemos que, do Teorema (B=), temos que a fungdo h: R — R, dada por
Y
h(y) iJ sen (t2> dt, para yeR, (3.131)
0

é diferencidvel em R e, além disso, teremos

y
h'(y) () (fy U sen (t2> dt}
0
(=)

=" sen <y2> , para yeR. (3.132)

Logo, da regra da cadeia (como visto na disciplina de Célculo 1), segue que a fungdo F; : R — R
dada por

Fi(x) = hlg(x)] (3.133)
X3

(m)J sen (tz> dt, para xeR

também serd diferencidvel em R.

Assim, da regra da cadeia (como visto na disciplina de Cdlculo 1), teremos:

(=) d
= a{h[g(x)]}

regra da cadeia

Fi'(x)
h'lg(x)] g’ (x)

(6==3) o (=) sen {[g(x)I*} 3x*

= sen <x6) 3x%, para x€R. (3.134)

Portanto, de (BT23) e (BI334), segue que a funcéo F serd diferencidvel em R e, para x € R, teremos

F/(x) = 4 [— JX sen <t2) dt] + d% Jj sen <t2) dt]

dx 0
e @) (Xz) 1 3%2 sen <X6> ) (3.135)

completando a resolugdo.

A seguir exibiremos alguns exercicios resolvidos:
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3
Exercicio 3.5.1 Mostre que a fungdo f: {721 , Zﬂ} — R, dada por
3
f(x) =cos(x), para xE€ E[ , Zﬂ

T[] e encontre o valor da integral definida

z < T
€ integrdvel em [2 5

3n

Jz cos(x) dx.

N

Resolucgao:
. . , T 37
Observemos que a fungdo f é continua em 5|
37

Logo, do Teorema (B=3), segue que a funcdo f é integravel em [; 5 |-

127

(3.136)

(3.137)

Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungdo f (ou a
integral indefinida da fungdo f) e depois aplicar o Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema

(B232)).
Notemos que

Jcos(x) dy Fxercieio sen(x) + C,

para x € R.
. . m 3m
Em particular, a fungéo F: [2 , 2] — R, dada por
. T 37
F(x) = sen(x), para x€ [2,2] ,
. o . T 37
é uma primitiva da funcéo f em R

Assim, do Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema (BEE3)), temos

3n 3n

JZ cos(x) dx (EZH) JZ f(x) dx

B

completando a resolugdo.

Podemos aplicar as mesmas ideias ao:

(3.138)
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Exercicio 3.5.2 Mostre que a funcgdo f: [O, 72—1 — R dada por
. s
f(x) = sen(8x), para x¢€ [O, ﬂ (3.139)

E} e encontre o valor da integral definida

€ integrdvel em [O, 7

jus

JZ sen(8x) dx. (3.140)
0

Resolugao:
T
Observemos que a funcdo f é continua em [O, —} logo, pelo Teorema (BEZ3), serd integravel em

0.1 2

Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungéo f (ou a
integral indefinida da fungéo f) e depois aplicar o Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema
(E53)).

Para tanto aplicaremos o Teorema da substituicdo para integrais indefinidas (como visto na disci-
plina de Célculo 1), a saber:

(=)

Jf(x) dx = J sen(8x) dx

se u=38x,
teremos: du = 8 dx 1
= J sen(u) - du

8
xercicio 1

Bxcere 3 [—cos(uw)]+C

como u= 1
L =Bx —3 cos(8x) + C, (3.141)

para cada x € R.
T
Em particular, a fungéo F: [O, ﬂ — R, dada por
1
F(x) = —3 cos(8x), para x¢€ [O, g} , (3.142)

Tt
serd uma primitiva da fungdo f em [O , z].
Logo, do Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema (E5)), teremos

s

JOZ sen(8x) dx = J'Er f(x) dx

- —% cos(4 ) —cos(0)

=1 =1



3.5. O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO 129

completando a resolugéo.

O
Temos também o:
Exercicio 3.5.3 Mostre que a fung¢do f: [O, \6/5} — R, dada por
x? 6
f(x) = ——, para xé€ [0, \fS} (3.143)
5+x
é integrdvel em [0, \GfS} e encontre o valor da integral definida
V52
J — dx. (3.144)
0 S5+4+x

Resolugao:

Observemos que a fungéo f é continua em [O, \GfS}

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Logo, pelo Teorema (B=Z), serd uma fungdo integravel em [0, \6/5}

Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungéo f (ou a
integral indefinida da fungdo f) e depois aplicar o Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema
(B532)).

Para tanto aplicaremos o Teorema da substituigdo para integrais indefinidas (como visto na disci-
plina de Célculo 1), a saber:

2
(B:EE)J X ax

f(x)dx = =
J() 5+ x°
2
:JX dx

2

5+ <x3)
se u=x3, 1
teremos: du = 3x% dx J 3

B 5+u2du

:1 ! du

RS

sev= %,
teremos: clv = % du \/gJ 1
1+v2

dv

= \1/53 arctg(v) + C
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Em particular, a fungéo F: [O, \6[5} — R, dada por

3

F(x) = f arctg (\%) , para x¢€ [0, \GfS} , (3.145)

serd uma primitiva da funcdo f em [O, \6/5]
Logo, do Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema (BE3)), teremos

J‘% x2 (B:EE)J"%

dx = f(x) dx
o 5+x° 0
x= 95
== 1 F(x)
x=0
(ETz3) x> x=V5
= —arctg | —=
[15 (ﬁ)]
r 3
6
= @ arct @ — arct <3>
15 g 5 g /5
= @ -arct é -0
15 &\ /5
V5
=15 arctg(1)
V5

completando a resolucéo.
O

Observagao 3.5.6 Como a fun¢do f do Ezemplo (EE3) acima é ndo negativa em [0, \6/5}, ou
seja,

(E1m)
f(x) > 0, para XE{O,%}

e integrdvel em [0,v/5], do item B@. da Observagdo (EZ3), seque que o valor da drea, que
denotaremos por A, da regido limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada
pela representagdo geométrica do grdfico da funcdo f , pelas retas x =0, x = v/5 e pelo eizo Ox
serd dada por

o W
1sto €, o valor da integral definida (BIZ4).

Podemos aplicara as mesmas ideias ao:
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2 2
Exercicio 3.5.4 Mostre que a func¢do f: {(2) ,(g) } — R dada por

f(x) = M, para X € [<ﬂ>2 , (;)1 (3.147)

2 2
€ integrdvel em [(Z) , (g) ] e encontre o valor da integral definida

dx. (3.148)
(37 VX
Resolugao:
) T2 /72
Observemos que a funcdo f é continua em [(4> , (f) ]
Deixaremos a varificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
N2 [/7\2
Logo, pelo Teorema (B=Z), serd uma fungdo integravel em [(4) , (z) ]

Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungéo f (ou a
integral indefinida da fungdo f) e depois aplicar o Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema
(B532)).

Para tanto aplicaremos o Teorema da substitui¢do para integrais indefinidas (como visto na disci-
plina de Célculo 1), a saber:

J fx) dne J cosec? (vx)

Vx
< se u = /x, >
teremos: du = -1~ dx
2
= vE J cosec’(u) 2 du

Exercicio

—2 cotg(u) + C
comou=Vx cotg (vx) + C.

Em particular, a fungéo F: [(2)2 , (72{)2] — R, dada por
F(x) = —2 cotg (v/x) , para xé€ {(2)2 , (g)z} , (3.149)

m\2 /TT\2
serd uma primitiva da fungdo f em [(4) , (5) } .
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Logo, do Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema (E53)), teremos:

(3)° cosec? (VX) (=) (3)°
A L
=(3)°
= P
=(3)°
(ETz3) X:(g)z
= 2t (9]

=2 [cotg (%‘) — cotg (;ﬂ

=—2[0—1]
=2, (3.150)

completando a resolugao.
O

2 2
Observagao 3.5.7 Como a funcdo f do Ezemplo (E24) actma € ndo negativa em [(I) , (72—T> ],

ou seja,
) (Egm) 0, para x€ [(2)2 ’ (;)2]

2 2
e integrdvel em [(Z) , (g) }, do item @. da Observagdo (BE33), seque que o valor da drea, que

denotaremos por A, da regido limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada

) - 7T\ 2 7T\ 2
pela representacdGo geométrica do grdfico da func¢do f , pelas retas x = (Z> , X = (z) e pelo
eizo Ox, serd dada por

(B:E) J(g)z COSEC2 (\/;() dx

(2 VX

=9 2 uw.a.,

=13

1sto €, o valor da integral definida (BETZ3).

3.6 Integracao por partes para integral definieda

Como conseqiiéncia da integragdo por partes da integral indefinida (como visto na disciplina de Célculo
1), temos o:

Teorema 3.6.1 (da integracdo por partes para integral definida) Suponhamos que f,g :

[a,b] — R sdo continuamente diferencidveis em [a,b] (isto é, as fungbes ' e g’ sdGo fungées
continuas em [a,b]).
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Entdo teremos:

Demonstracao:
Sabemos que (como visto na disciplina de Célculo 1),

Logo, do Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema (BE53)), segue o resultado.

Observacao 3.6.1 Se consideramos
u="f(x), v=g(x), para x€[a,b],
entdo teremos
du = f'(x) dx e dv=g’'(x)dx
e a formula (BIE1D) acima poderd ser escrita da seguinte forma abreviada:
x=b b
— J vdu.

X=a a

b
J udv=uv

a

Podemos aplicar o resultado acima ao:
Exemplo 3.6.1 Mostre que a funcdo f: [0, — R, dada por
f(x) =xsen(x), para xé€[0,n],

¢ integrdvel em [0, 7] e encontre o valor da integral definida

TU
J x sen(x) dx.
0

Resolucgao:
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(3.151)

(3.152)

(3.153)

(3.154)

Como a fungdo f é continua em [0, 7] segue, do Teorema (B=), segue que a fungdo f é integravel

em [0, 7).

Para calcular a integral definida utilizaremos o Teorema da integragio por partes para a integral

definida (ou seja, o Teorema (BTET)).
Notemos que

se u = x, teremos du = dx

se dv = sen(x) dx, segue que v = [ sen(x) dx = —cos(x) + C
m em particular, se C =0, teremos: v = — cos(x)
J x sen(x) dx =
0 TU
= J udv
0
X=TT 7T
(=) uv —J vdu
x=0

(3.155)



134 CAPITULO 3. INTEGRAIS DEFINIDAS
Mas,

Jcos(x) dx = sen(x) + C

X=TU
logo, disto e do Teorema fundamental do Célculo, teremos: = [sen(x) }
x=0
=0. (3.156)
Logo, substituindo (BETI58) em (BTEH), obteremos
TU
J x sen(x) dx =, (3.157)
0
completando a resolugéo.
O

Observacao 3.6.2 Como a fungdo f do Exzemplo (BEXE1) acima € ndo negativa em [0, 7], ou seja,

(ET=3)
f(x) > 0, para x€l0,n

e integrdvel em [0, 7], seque que o valor da integral definida (BEIE8), do item B. da Observagdo
(B23), serd o valor da drea, que indicaremos por A, da regiGo limitada, que chamaremos de R,
contida no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungao f , pelas
retas x =0, x =7 e pelo eizo Ox (veja figura abaizo)., ou ainda,

b
A ez J f(x) dx

(e1=3) J“
0

x sen(x) dx

TU
J x sen(x) dx
0

(I=2)

= T7tu.qa..

y = sen(x)

o

N
3
=Y

3.7 Integracao por substituicao para integrais definidas

Temos também o:
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Teorema 3.7.1 (da integragao por substituicao para integral definida)Sejam g:[a,b] = R
uma fungdo diferencidvel em [a,b] e f: g(la,b]) = R uma fun¢do continua em g([a,b]) e tal
que a fungdo F: g(la,b]) = R € uma primitiva de f em g(la,b]), isto €,

F'ly) =f(y), para yeg(la,b]). (3.158)

Entdao teremos

—Flg)] | . (3.159)

Demonstragao:
Observemos que do Teorema da substituigdo para integrais indefinidas (como visto na disciplina
de Célculo 1) segue que

Jf[g(x)] g'(x)dx =Flg(x)]+C, para x € [a,b].

Logo, do Teorema fundamental do Célculo (isto é, o Teorema (BE53)), segue que

b
J flg0x)l g (x) dx = Flg(b)] — Flg(a)],

como queriamos demonstrar.
O

Observagao 3.7.1 Notemos que, do Teorema (B2), seque que a fung¢do G : g([a,b]) — R, dada

por
X

G(x) iJ f(t)dt, para cada x € g([a,b]), (3.160)
g(a)
€ uma primitiva de f em g([a,b]).
Logo, do Teorema fundamental do Cdlculo (isto €, o Teorema (BEE3)), temos que (BEI59) é
equivalente d

g(b)
= J f(y) dy, (3.161)

ou seja, o Teorema da substituicGo para a integral definida (ou seja, o Teorema (BZZ)), nos
diz como mudar de varidveis na integral definida, a saber:

sey =g(x), (bietora) teremos : dy =g’(x)dx
sex=a, seque que y = g(a)

b - =9lb (v)
J flgblg/ny ax © ¢ 0 egue quey = 9lb) Jg

a

Apliquemos estas ideias ao:
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Exemplo 3.7.1 Mostre que a fungdo h: [—g , 72—1 — R, dada por
. T T
h(x) = sen(x) cos(x), para x € [—z , ﬂ , (3.163)

€ integrdvel em [—%[ , g} e encontre o valor da integral definida

JZ sen(x) cos(x) dx. (3.164)

Resolugao:
Como a fungdo h é continua em [—g , g}, do Teorema (B=X), segue que a fungdo h é integravel
T T
n 5.7
Para calcular a integral definida utilizaremos o Teorema da substituicdo para a integral definida
(ou seja, o Teorema (BZZ)), a saber:

se fly) =y
< e g(x) = sen(x), para x € [—% , %] >
2 termeos que g é bijetora e: g’(x) dx = cos(x) dx
J sen(x) cos(x) dx = —

=1
Teorema fundamental do Célculo yj Y
N 2

y=—1

Observagao 3.7.2 Todo cuidado é pouco!
Se estiwermos calculando uma integral definida do tipo

Jd f(u) du

C

e queremos aplicar o Teorema da substituigdo para a sntegral definida (ou seja, o Teorema
(BZD) ), na verdade, precisaremos fazer uma mudanca de varidveis, isto €, a fungdo

u=g(x), para xE€ [a,b]

deverd ser uma func¢do bijetora.
Caso ndo seja uma mudanga de varidveis poderemos cometer erros grosseiros.
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Para ilustrar consideremos o sequinte exemplo.
Se para calcular a integral definida
1
J x? dx,
—1

utilizarmos a substituicdo (nao é uma mudanga de varidvers!)

u=x? logo x = VA,

1
ou seja, dx = @ du ]
logo xzdx:um du= E\/ﬁdu

sex=1, teremos: u=1

sex=—1, teremos: u=1

obteriamos

1 1
J xzdx:J 1\/ﬁdu
1 12

(23) 0.

Porém, pelo Teorema fundamental do Cdlculo (isto é, o Teorema (B23)), temos que

1 3 x=1
J x%dx = x
-1 3 x=—1
_ (=
3 3
2
==-#0.
3 #
Isto ocorreu pois a fungdo
(1,11 — [0,1]
x = X

nao € uma mudancga de varidveis (€ diferencidvel, mas ndo € byetora!).
Apliquemos as ideias acima ao:
Exercicio 3.7.1 Mostre que a fung¢do f:[0,1] —» R, dada por
f(x) =x*V1+x, para x€l0,1], (3.165)

€ integrdvel em [0,1] e encontre o valor da integral definida

1
J X VT +xdx. (3.166)
0

Resolucgao:

Observemos que a fungdo f é continua em [0, 1] e portanto, do Teorema (B=2), que a fungdo serd
integravel em [0, 1].



138 CAPITULO 3. INTEGRAIS DEFINIDAS

Além disso, considerando-se a fungio g: [0,1] — [1,v/2], dada por
g(x)=vV1+x, para xe[0,1], (3.167)

segue que
u=g(x), para xe€l0,1],

serd uma mudanga de varidveis (isto é, bijetora) diferencidvel em [0, 1].
Neste caso, pelo Teorema da substituicdo para a integral definida (na verdade, pela Observagio
(B23)) temos

se u=g(x) =) vVx+1, parax € [0,1]
teremos: U2 =x+ 1, logo 2udu = dx

se x =0, segue que u =1

! se x =1, segue que u =2 V2 5
szmm( AR J (u2—1) u2udu
° 1
Exercici V2
xegmoj 2ub —4ut +2ul du
1
Teorema fundamental do Célculo |:2 7 4 5 2 3:| u=v2
= W —-uw+su
/ 5 3 u=1
2 7_4 5.2 3 2 4 2
SRR ERE RS
16 8 4 56
= —V2—=V2+-V2——
7\[ 5\[+3f 105
72 56
— =/ = |
35 105° (3.168)
completando a resolugdo.
O

Observacao 3.7.3 Como a fungdo f do Exzemplo (E21) actma é ndo negativa em [0, 1], ou seja,

(eTmm)
f(x) > 0, para xe€[0,1]

e integrdvel em [0,1], do item @. da Observagdo (BZ33), segue que o valor da integral definida
acima, serd o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada, que chamaremos de R,
contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas
retas x =0, x =1 e pelo eizo Ox , ou ainda,

b
A (EZ9) J f(x) dx

a

o

()J x2 V1 +xdx
0

(exzm) 72 26

35 105

Para finalizar este capitulo temos a :

Observagao 3.7.4
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1. Sef:R — R é uma fungdo 2 L—periddica, ou seja
f(x+2L) =f(x), para x€R, (3.169)

e integrdvel em [—1L,L], entdo

2L L
J f(x)dx = J f(x) dx. (3.170)
0 ~L

Em geral, temos que para cada x, € R, seque que

Xo+L L
J f(x)dx = J f(x) dx, (3.171)
—L

Xo—L

<

cuja demonstragdo é semelhante a da identidade (EIZ0) e serd deizada como ezercicio
para o leitor.
Notemos que, do item @. da Proposi¢Go (BEZZ0), temos
L o (0
J (x) dx ()J (x) dx—lrJ
-L -L

0

2L L

f(x) dx —l—J f(x) dx. (3.172)
2L

Mas, aplicando-se o Teorema da substituicdo para a integral definida (na verdade a Ob-
servagdo (B3)), seque que

sey=x—2L, € byetora e dy = dx
sex=2L, teremos: y=0

L sex =L, teremos: y=—L -L
J f(x) dx = —J fly+20)dy
2L 0
—L
= )L fly) dy
0
=) —J fly) dy. (3.173)

Portanto, substituindo (BET3) em (BTZ3), seque que

JLL f(x) dx = JOL f(x) dx + J jL f(x) dx— JOL f(x) dx

2L
:J f(x) dx,
0

como queriamos mostrar.
2. Sef:[—a,a] - R é uma fungdo par,isto €,
f(—x) =f(x), para xé€[—a,d] (3.174)

e integrdvel em [—a, a], entdo teremos

Ja f(x)dx =2 Ja f(x) dx. (3.175)
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De fato, notemos que, do item @. da Proposi¢do (BEZ), temos

a o 0 a
J f(x) dx ()J f(x) dx+J f(x) dx. (3.176)
a a 0

Mas, aplicando-se o Teorema da substitui¢cdo para a integral definida (na verdade a Ob-
servagdo (BZ3)), seque que

sey=—x, € byetora e dy = —dx
se x=—a, seque que Yy = a
0 sex =0, seque que y =0 0
| roex z | ) (caw)
—a a
===
="—| fly)dy
a
a
EZ) J fly) dy. (3.177)
0
Portanto substituindo-se (BI74) em (BIZ8) obteremos
a a a
J f(x) dx = J f(x) dx ~I—J f(x) dx
—a 0 0
a
=2 J f(x) dx,
0
como queriamos mostrar.
3. Sef:[—a,a] = R € uma funcdo impar, isto €,
f(—x) = —f(x), para x€[—a,d] (3.178)
e integrdvel em [—a,a], entdo teremos
a
J f(x)dx =0. (3.179)
—a

De fato, notemos que, do item @. da Proposi¢Go (BEZ), temos que

a ) a
J f(x)dx()J f(x)dx+J £(x) dx . (3.180)
—a —a 0

Mas, aplicando-se o Teorema da substituigcdo para a integral definida (na verdade a Ob-
servaggo (BZ3)), segue que

sey=—x, € byetora e dy = —dx,
se x =—a, seque quey =1L
0 sex =0, seque que y =0 0
J f(x) dx ’ = J f(—y) (—dy)
—a a
[somwe:] “
=] way,

ou seja, Ji f(x)dx = —Ja f(y) dy. (3.181)
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Portanto substituindo-se (BEZIZ1) em (BEI20), obteremos:

a a a
J f(x) dx:—J f(y)dy—i—J f(x) dx
—a 0 0
=0 ,
como queriamos mostrar.

4. Lembremos que se as fungdes f,g:[—a,a] — R sdo fungdes pares entdo as fungoes

f
f-g, f+g, f—g e 6

(onde esta ultima estiver definida) também serdo fungdes pares.

Se as fungées f e g forem impares entdo as fungdes

(onde esta ultima estiver definida) serdo fungdes pares e as fugdes
f+g e f—g

serdo fungdes impares.

Se a fungdo f for uma fungao par e a fungdo g for uma fung¢do impar entao as fungées

(onde esta ultima estiver definida) serdo fungdes impares.

As demonstragbes destes fatos serdo deizadas como exercicio para o leitor.
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Capitulo 4

Aplicacoes de integrais definidas de
funcoes reais de uma variavel real

4.1 A funcao logaritmo natural

Consideremos a representagdo geométrica do grafico da fungéo f: (0, 00) — R, dada por (veja a figura
abaixo)

f(t) = %, para te (0,00). (4.1)

Como a fungédo f: (0,00) — R, dada por (E) é continua em (0, co) logo, do Teorema (B=3), serd
integravel em qualquer intervalo limitado e fechado contido em (0, c0), assim podemos introduzir a:

Definicao 4.1.1 Para cada x € (0,00), definimos o logaritmo natural de x, indicado por,
como sendo

In(x) = LX % dt. (4.2)

Asstm temos definida a fungao logaritmo (natural) indicada por In: (0,00) — R dada por

X

1

In(x) iJ T dt, para xe€ (0,00). (4.3)
1

Observacgao 4.1.1 Observemos que, para
x € (1,00),

<

temos que o numero real In(x), dado por (E3), como a fungdo f é ndo negativa e integrdvel
em [1,x], do item B. da Observagdo (BE=23), nos dd o valor da drea da regiGo limitada, que

143
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indicaremos por R, contida no plano xOy , delimitada pela representacdo geométrica do grdfico
da fungdo f , pelas retast=1 et =x.

De fato, pois fungdo f € ndo negativa em (0,00) e continua em qualquer intervalo fechado e
limaitado contido em (0,00), logo integrdvel em cada um desses intervalos.

Por outro lado, para x € (0,1), entdo o numero real In(x), dado por (EZ), nos serd tgual a
menos o valor da drea da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo
geométrica do grdfico da funcdo f , pelas retas t =1 e t =x (veja a figura abaizo).

y

A seguir exibiremos algumas propriedades da funcdo logaritmo e para isto precisaremos do

Lema 4.1.1 Sejam a,b > 0.
Entdo

ab] b]
J dt:J Dat. (4.9)
a t 1t

Demonstragao:

Utilizaremos o Teorema da substituicdo na integral definida (ou seja, o Teorema (BZZ) - na verdade
a Observagdo (BZ72)) para demonstrar a identidade acima.

Para isto consideremos a fungdo g : [1,b] — [a, ab], dada por

g(u) =au, para ue(l,b], (4.5)

que é bijetora e diferencidvel em [1,b], logo serd uma mudanca de varidveis.
Assim temos:

t ..
se u = 3 é bijetora e dt = adu,

set=a, seguequeu=1,

ab q set=ab, seguequeu=> b g
J —dt = Jadu
a t 1 au
L
:J — du,
T u

completando a demonstragdo do resultado.

Com isto temos a:
Proposigao 4.1.1

1.
In(1) =0; (4.6)
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2. para x,y € (0,00), temos que
In(xy) =In(x) + In(y);

3. paraneN ex e (0,00), temos que

In(x") =nlIn(x);

4. para x,y € (0,00), temos que

In (;) =1n(x) —In(y);

5. a fungdo y =In(x) € diferencidvel em (0,00) e além disso, temos

d 1
3 In(l=_, para  x€(0,00);

6. a fungdo y =lIn(x) € estritamente crescente em (0,00) ;
7. a fungdo In: (0,00) — R € byetora.

Demonstragao:
De M.:
Temos que

completando a demonstracdo do item . .
De Q.:

Para x,y € (0,00, , do item B. da Proposicdo (BEZ), temos que

—dt
1t

CHaY: X XY
(:>J 1dt+J Dt
1t X t

X y
(E)J ]dt—i—J %dt

1t 1
= In(x) +In(y),

com X=X XU
In(xy) (23) con UJ 1

completando a demonstragdo do item O. .

De B.:
Como
Xt= x---x,
n—fatores

utilizando-se o item O. obteremos o item B. (na verdade precisamos utilizar indug&o).

De HA.:

145
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X
In(x) =1In ( >
Y Y
item 0., ou:ainda, C=)) In <;() + ln(y) y

ou seja,

completando a demonstragdo do item H. .
De B.:
Do Teorema (BEET), segue que a funcdo y = In(x) é diferencidvel em (0, o), pois a fungdo

é continua em (0, c0).
Além disso

d @) d [[*1
a[ln(x)] =’ — U tdt]

=", para x € (0,00),

completando a demonstragdo do item B. .
De B.:
Como
L) =
dx X
como visto na disciplina de Célculo 1, segue que a fungdo y = In(x) é estritamente crescente em
(0, 00), completando a demonstragdo do item B. .
De @.:
Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que conjunto imagem da fungdo y = In(x) é igula
a R.
Para mostrar isto precisaremos do estudo de integrais impréprias de 1.a e 2.a espécies, que serdo
tratadas no Capitulo B.
Assim, deste fato e do item B., segue que a fungdo In : (0,00) — R serd biletora, completando a
demonstragio do item [@. e do resultado.

>0, para x€ (0,00),

O
Com isto temos todas as outras fungdes, com suas respectivas propriedades, definidas no a partir
da funcéo logaritmo natural (a fungdo exponencial, as fungdes potenciagdes, as fungdes hiperbdlicas e
as fungdes hiperbdlicas inversas).
Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo das mesmas.
Com isto temos o:

Exercicio 4.1.1 Mostre que a fungdo f: [O,g] — R dada por
. s
f(x) = tg(x), para xe€ [O,ﬂ (4.11)

é integrdvel em [O, ﬂ e encontre o valor da integral definida

7T

J“ tg(x) dx. (4.12)
0
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Resolucgao:

Observemos que a fungdo f é continua em [0, Zﬂ logo, do Teorema (B=Z), serd uam fungdo

integrdvel em {O , ;]

Para calcularmos a integral definida (ET3J) acima precisamos encontrar uma primitiva da fungéo
f em [O,ﬂ, ou a integral indefinida da funcdo f no intervalo [O, ﬂ, e depois aplicar o Teorema
fundamental do Célculo (isto é, o Teorema (BE53)).

Observemos que, para x € [O , g], do Teorema da substituicdo para a integral indefinida (como

visto na disciplina de Célculo 1) temos:

Jf(x) dx =) J tg(x) dx

:J sen(x) dx

cos(x)

se u = cos(x)
teremos: du = sen(x) dx J 1

= —du
u
=) In(u)+C
como u=eosti) 1) leos(x)] + C. (4.13)
Logo
3 e € do leorema Iunaamenta o alculo X:%
J4 b () dx & (ET3) e do T . fundamental do Calcul Inlcos(x)]
0 x=0
e
=1In[cos(0)] —In [cos (Z)}
2
=In(1)—In <\[> .
\,—/ 2
=0
g 2
ou seja, J4 tg(x)dx =—1In <\f> ,
0 2
completando a resolugédo.
O
Também temos o:
Exercicio 4.1.2 Mostre que a funcdo f:[1,2] — R, dada por
f(x) =In*(x), para xe€[1,2], (4.14)
€ integrdvel em [1,2] e encontre o valor da integral definida
2
J In?(x) dx. (4.15)
1

Resolucgao:
Observemos que a fungdo f, dada por (EZI4), é continua em [1,2] logo, do Teorema (B=3), serd
integravel em [1,2].
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Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungéo f em
[1,2], ou da integral indefinida da funcg&o f no intervalo [1,2], e depois aplicar o0 Teorema fundamental
do Célculo.

Observemos que, para x € [1, 2], utilizando integracéo por partes para a integral indefinida (como
visto na disciplina de Célculo 1), obteremos:

Jf(x) dx = | In?(x) dx

J

= ludv

J

1
{ se u=In(x), teremos: du = — dx
X

. como visto na disciplina de Célculo 1
se dv =In(x) dx, teremos: v = xIn(x) —x+C }

— uv — Jv du
=In(x) x In(x) — x] — J [x In(x) — %] 71( dx
=x [lnz(x) — ln(x)} — Jln(x) dx +J dx
como visto na disiplina de Caélculo 1 X 1112 (X) x ln(x) ~x ].Il(X) —x]+x4+C
=xIn’(x) —2xIn(x)+2x+C, para xe€ (0,00). (4.16)
Logo
2 2 de (ETH) e do Teorema fundamental d Calculo 2 x=2
In“(x) dx = {x In“(x) — 2xIn(x) + 2x]
1 x=1
~ 2w -2-2m@)+2-2| - [1 W) =21 (1) +2-1]
=21n%(2)—41n(2) + 2,
2
ou seja, J In?(x)dx =2 In?(2) —4 In(2) + 2, (4.17)
1
completando a resolugéo.
O

Observagao 4.1.2 Como a funcdo f, dada por (EXd), do Ezemplo (E12) M acima € ndo ne-
gatwa em [1,2], 1sto €,

(zm3)
f(x) > 0, para xe€ll,2]

e integrdvel em [1,2], do item @. da Observagdo (BE333), seque que o valor da integral definida
acima serd o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada, que chamaremos de R,
contida no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas
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retas x =1, x =2 e pelo eixzo Ox , ou ainda, a drea da regido R serd igual a

Temos também o:

Exercicio 4.1.3 Mostre que a func¢do f: [O, g} — R, dada por
. v
f(x) =e* sen(x), para xe€ [O,z] , (4.18)

€ integrdvel em [O, g} e encontre o valor da integral definida

JZ e* sen(x) dx. (4.19)
0

Resolucao:

T
Observemos que a fungdo f é continua em [O’f] logo, do Teorema (B=3), serd integravel em

07

Para calcularmos a integral definida acima precisamos encontrar uma primitiva da fungéo f no
intervalo [O, 72—1, ou ainda, a integral indefinida da funcio f no intervalo [O,g]) e depois aplicar o
Teorema fundamental do Célculo.

Observemos que, para x € [O, 72—1 , utilizando integragdo por partes para a integral indefinida (como

visto na disciplina de Calculo 1), obteremos:

se u=¢*, teremos: du =e*dx
se dv = sen(x) dx, teremos: v = —cos(x) + C

se C =0 segue que v = cos(x)

J e® sen(x)dx uv—Jvdu
\./

= ¢e* [—cos(x)] — J e*[—cos(x)] dx

X X
= ¢e* cos(x) + J\.e/cos(x) dx
=w  —dt
se w = ¢e*, teremos: dw = e* dx
se dt = cos(x) dx, teremos: t = sen(x) + C
se C =0, segue que t = sen(x)

—e* cos(x) + wt — Jt dw]
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= —e* cos(x) + [e" sen(x) — J e* sen(x) dx}

= ¢ [sen(x) — cos(x)] — J e*sen(x) dx,

|
ou seja, ZJ’eX sen(x) dx = e~ [sen(x) —cos(x)] + C,
ou ainda, Je" sen(x) dx = e* sen(x) Z_COS(X) +C, para x€R. (4.20)
Logo
Jg o sen(x) dx de (EZ0) e do Teorema:fundamental do Calculo |:ex sen(x) — COS(X):| x=7
0 2 x=0
sen (T — cos (7)
_ 7 2) _ o sen(0) — cos(0)
2 2
ez +1
u ud 1
ou seja, Jz e* sen(x) dx = e22+ , (4.21)
0

completando a resolugio.
O

Observagao 4.1.3 Como a func¢édo f, dada por (E213), do Ezemplo (EEI3) acima € ndo negativa
T
em [O,z], ou seja,

(@)
f(x) > 0, para x€

e integrdvel em [O , Tﬂ , do item @. da Observagdo (B=33), seque que o valor da integral definida

actma serd o valor da drea, que indicaremos por A, da regiGo limitada, que chamaremos de R,
contida no plano xOy, delimitada pela representagcdo geométrica do grdfico da funcdo f, pelas

retas x =0, x = 5 e pelo eixo Ox , ou ainda, a drea da regido R serd dada por:

4.2 Area de regioes delimitadas por graficos de funcoes reais de uma
variavel real

Observagao 4.2.1
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1. Como vimos anteriormente no do item H. da Observagdo (BE=23), se a fungdo f:[a,b] - R
€ integrdvel e nao negativa em [a,b] entdo o valor da drea, que indicaremos por A,
da regidgo limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada pela repre-
sentag¢do geométrica do grdfico da funcgdo f , pelas retas x = a, x =b e pelo eizo Ox (veja
a figura abaizo) serd dada por

b
A= J f(x) dx w.a.. (4.22)

2. Se a fungdo f:[a,b] — R € integrdvel em [a,b] (pode assumir valores negativos), entdo
o valor da drea, que indicaremos A, da regido limitada, que chamaremos de R, contida
no plano x0y, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo f , pelas
retas x = a, x = b e pelo eizo Ox (vide figura abaizo) pode ser obtida, geometricamente,
refletindo-se a parte da representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f que fica abaizo do
ewzo Ox (isto €, a parte da representagcdo geométrica do grdfico da funcdo f onde a fungdo
€ negativa) em torno do eizo Ox (veja a figura abaizo).

Observemos que se considerarmos o wvalor da drea, que indicaremos por A’, da regido
limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo
geométrica do grdfico da funcgdgo |f|, pelas retas x = a, x =b e pelo eizo Ox (veja a figura
abaizo), entdo teremos que

A=A
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e asstm .
A= J [f(x)] dx u.a. (4.23)

a

3. Suponhamos que f,g:[a,b] = R sdo integrdveis em [a,b] e que
0<f(x) <g(x), para x€]l[a,b]. (4.24)

Entdo o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada, que chamaremos de R,
contida no plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica do grdfico da fungdo f |
pela representagdo geométrica do grdfico da fungao g, pelas retas x = a, x =b e pelo eizo
Ox (veja a figura abaizo) serd dada por

b
= J [g(x) —f(x)] dx. (4.25)
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4. Na situacdo actma podemos considerar somente o caso em que
f(x) <g(x), para xe€[a,bl], (4.26)

1sto €, ndo tmporta se as fungdes assumem valores negativos (veja a figura abaizo).

Yy =g(x)

Para mostrar isto, consideremos K € R tal que
K <f(x) <g(x), para x€la,b], (4.27)
que existe pois a fungdo f € uma fungdo limitada.
Com isto teremos que
0<f(x) —K<g(x)—K, para x¢€l[a,b], (4.28)

e podemos aplicar o argumento do item B. acima para as fung¢des F,G :[a,b] — R, dadas
por
F(x) =f(x) =K, G(x)=g(x)—K, para x€[a,b]. (4.29)

Observemos que o valor da drea, que indicaremos por A, da regiGo dada incialmente €
1gual a drea regido limitada, que chamaremos de R’, contida no plano xOy, delimitada pela
representacGo geométrica do grdfico da fungdo f , pela representacdo geométrica do grdfico
da fungdo G , pelas retas x = a, x = b e pelo eixzo Ox (pois o que fizemos foi transladar
a representacdo geométrica dos grdficos das fungées f e g de uma mesma constante K -
veja a figura abaizo).

y=gkx)-K
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Logo a drea da regido inicial, isto €, A, serd dada por

ou seja, independentemente das funcdes f e g assumirem valores negativos.

Logo, se (EZZH) ocorrer, teremos que o valor da drea, isto €, A, da regido R dada inicial-
mente serd b
A= J [g(x) — f(x)] dx w.a. (4.30)
a
5. Em geral, se f,g:[a,b] — R sdo integrdveis em [a,b], entdo o valor da drea, que indica-
remos por A, da regiGo limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOvy, delimitada
pela representacdo geométrica do grdfico da funcdo f, pela representagdo geométrica do
grdfico da fungdo f , pelas retas x = a, x = b e pelo eizo Ox (veja a figura abaizo) serd
dada por

b
A= J lg(x) — f(x)| dx w.a.. (4.31)

a

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Apliquemos isto ao

Exemplo 4.2.1 Sejam f,g,h:R — R func¢des dadas por

f(x) =x+6, (4.32)
g(x) =x°, (4.33)
h(x) = —g, para x € R. (4.34)

Encontrar o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada, que indicaremos por
R, contida no plano xOy, delimitada pelas representagdes geométricas dos grdficos das fungdes
f,geh
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Resolucgao:
Observemos que

f(x) = h(x)
se, e somente se X+6= _g ,
ou seja, x=—4, (4.35)
f(x) = g(x)
se, e somente se x+6=x3,
ou seja, x=2, (4.36)
g(x) = h(x)
X 3
se, e somente se —5 = X7,
ou seja, x=0. (4.37)

Logo, geometricamente teremos a seguinte configuragéo:

y=x+6

(=4
I
|

N|®

y=x

Como as fungdes f , g e h sdo continuas nos respectivos intervalos, do item B. da Observagdo

(E=ZD), segue que

0 2
A= j [f(x) — h(x)] dx + j [f(x) — g(x)] dx
4 0

(£2), (=), (=) J°4 [x L6 <_§)} dx + J

0
0 3 2 ;
—J4 <2x+6> dx+L (x+6—x> dx

+ [zx +6x—4x}

’ [x+6—x3} dx

X

Teroema fundamental do Célculo 3 2
= Z + 6Xx

x=—4

Exercicio
=" 22 u.a.,
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completando a resolugéo.
0

Observagao 4.2.2 Em algumas situagbes podemos, se for conveniente, encontrar o valor da
drea de uma regido limitada, que chamaremos de R, contida no plano xOy, como uma integral
definida envolvendo fungdes que dependam da varidvel y, como mostra o exemplo abaizo.

Para ilustrar isto temos o:

Exercicio 4.2.1 Encontre o valor da drea, que indicaremos por A, da regidGo limitada R, contida
no plano x0y, delimitada pelas representacdes geométricas dos graificos das equagdes

2y —x—4=0 (4.38)
e x—y?* =0, (4.39)

contidas no plano xOy.

Resolugao:
A representagdo geométrica da regido R, cujo valor da drea denotaremos por .4, queremos encontrar,
é dada pela figura abaixo.

Observemos que

2y? —d4=x=17,

se, e somente se yz =4,
ou seja, y==2. (4.40)

Logo, se considerarmos as fungdes f,g: R — R, dadas por

f(y)

= 2y2_4)
gly) =y?,

para y <R, (4.42)
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como as fungdes f e g sdo continuas em R teremos, pelo item B. da Observagdo (E=ZT), que

2
A =J Ifly) —g(y)ldy
-2

2
(EZ1) e (EZ2)
= ()]
-2
2
:J ‘y2—4‘ dy
-2
R 2
y?~4<0, para ye[Z,Z}J (—y2+4) dy
-2
Teorema fundam:antal do Célculo _£ +4y v
3 y—
23 (—2)°
[ 3 + ] [ 3 +4-( )}
__Exercicio 2

u.a.,

3

completando a resolugédo.
O
Para finalizar temos os:

Exercicio 4.2.2 Encontre o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada, que cha-
maremos de R, contida no plano xOy, delimitada pelas representagdes geométricas dos grdfico
das fungdes f , g e pela reta x =3, onde as fungées f,g:R — R, sdo dadas por

f(x) = 2%, (4.43)
gx) =2, para xe€R. (4.44)
Resolugao:

A representagdo geométrica regido R, cujo valor de area A, queremos encontrar é dada pela figura
abaixo.

A regido que queremos encontrar o valor da drea, isto é, o valor A, é da regido limitada R, contida
no plano xOvy, delimitada pelas representagdes geométricas dos graficos das fungdes f; : [0,3] — R e
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g1 : [0,3] —» R, dadas por

, para x€[0,3]. (4.46)

e pela reta x = 3.

Como as fungdes f1 e g7 sdo continuas e ndo negativas em [0, 3], do item B. da Observagao (E=ZT),
o valor da drea, isto é, A, pode ser obtida como diferenga entre os valores das dreas, que indicaremos
por A; e Ay, onde A; é o valor da drea da regido limitada, que chamaremos de R;, contida no plano
x0Oy, delimitada pela representagéo geométrica do grafico da fungdo f; , pela reta x = 3, pelo eixo Ox
e A, € o valor da &rea da regido limitada, que chamaremos de R;, contida no plano xOvy, delimitada
pela representagéo geométrica do grafico da fungéo g1, pela reta x = 3, pelo eixo Ox, respectivamente,
isto é,

A=A —A;. (4.47)
Notemos que (pelo Teorema fundamental do Célculo):
3
A = J 2% dx
0
:J'ZX dx::%jt(ﬁ [ ox :| x=3
In(2)] |,_
7
=0 (4.48)
3
Ay = J 27%dx
0
J2* dx=—{g+C 2—x 1 =3
{_lnm} =0
7
=— . 4.49
81n(2) (4.49)
Portanto,
A= A — A
(ez3),(Em) 7 B 7
B In(2) 81In(2)
63 wa
8In(2) 7’
completando a resolugéo.
]

Observagao 4.2.3 Poderiamos calcular a drea da regido do Ezemplo (E222) actma, diretamente,
da sequinte forma (utilizando o item B. da Observagdo (E=2T)):

3
A —j () — g1 ()] dx.,
0

onde as fungdes f1,g7:10,3] = R sdo dadas por (EZ3) e (EZD), respectivamente.
A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.
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Temos também o:

Exercicio 4.2.3 Encontre o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada, que cha-
maremos de R, contida no plano xOy, delimitada pelas representagbes geométricas dos grdficos
das fungbes f e g, pela reta x =4, onde as fungbes f,g:R — R sao dadas por

f(x) =x*4+3x+5, (4.50)
g(x) = —x*+5x+9, para x€R. (4.51)
Resolucao:

A representagdo geométrica regido R, cujo valor da drea, isto é, .4, queremos encontrar, é dada
. x=4 y:X2+3x+5
pela figura abaixo.

Yy

9:7X2+5X+9

Observemos que

f(x) =g(x)
se, e somente se X +3x+5=y=—x>+5x+9
ou, equivalentemente 2x2—2x—4=0
ou seja, x=—1 ou x=2. (4.52)

A figura abaixo ilustra a identidade acima.

A
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Como as fungdes f e g sdo continuas em R, do item B. da Observagéo (EZT), teremos que

A= J: [F(x) — g(x)| dx
(““45“%r1Kkﬁ+3x+5)—(—xl+SX+9N(h

4
:J ‘ZXZ—ZX—4‘ dx
-1

2x2—2x—4>0, para x€(2 y00) e 2 x2—2x—4<0, para x€(—1,2) Jz 4

—<2x2—2x—4> dx—i—J

, (2x2—2x—4> dx

-1

Teorema fundamental do Calculo 2 3 2
= —|zx"—x"—4x

x=2 2
3 +[x3—x2+4x} =3

x=—1 3

Exercicio 79

3 wa

completando a resolugéo.

Para finalizar temos o:

Exercicio 4.2.4 Encontre o valor da drea, que indicaremos por A, da regido limitada, que cha-
maremos de R, contida no plano xOy, delimitada pelas representagdes geométricas dos grdficos
equacgoes

Yy =x+4, (4.53)
X+2y=4, (4.54)

contidas no plano xOy.

Resolugao:
A representagdo geométrica regido R, cujo valor da area, isto é, A, queremos encontrar, é dada
pela figura abaixo.

y2:4+x

= Y
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Observemos que

==

=) (=)

y>—4

se, e somente se, YW +2y—8=0

4-2y,

ou seja, y=—4 ou y=2.

Geometricamente, teremos a seguinte configuragdo para a situagdo acima.

x A

x=y2+2y78

Logo, definindo-se as fungdes f,g: R — R, dadas por

fly) =y* —4,
gly) =4—-2y, para yeR,

como as fungdes f e g séo continuas em R, , do item B. da Observagdo (E=ZT), teremos que
2
A= J f(y) —gly)ldx
—4

== [ [(2-4) 020 o
[ ez

2 — ara — 2
y*+2y—8<0, para x€( 4»2)J _(yz+2y—8> dy
—4

=2
Teorema fundamental do Célculo |:] 3 n yz B 8y:| Yy

3

y=—4

Exercicio
=" 36 u.qa.,

completando a resolugdo.

4.3 Volume de sdlidos pelo método das fatias

Seja S um sélido limitada contido em R3.

161

(4.55)
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Nosso objetivo é encontrar um modo de calcular o volume, que indicaremos por V, do sélido S.
Para isto introduziremos a:

Definigao 4.3.1 Uma secao plana do sélido S € uma regido plana obtida da interseccGo do
sélido S com um plano de R3, que indicaremos por o (veja a figura abaizo).

segdo plana do sélido S

Temos também a

Definigcao 4.3.2 Dado um sélido S e uma retar, que tdentificaremos com eizo Ox, interceptando-
se o solido S com um plano perpendicular & reta r (ou seja, ao eizo Ox) no ponto x, obteremos

uma se¢do plana do sélido S que chamaremos de segao reta do sélido S no ponto x (veja a
figura abaizo).

o segdo reta do sdlido S no ponto x
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Com isto temos o:

Teorema 4.3.1 (para o céilculo do volume de sélidos pelo método das fatias) Suponhamos
que o valor das dreas das se¢bes retas do sélido S seja dada por uma fung¢do A:la,b] —» R que
¢ continua em [a,b].

Entdo valor do volume, que indicaremos por V, do sélido S serd dado por:

b
V= J A(x) dx w.v., (4.58)

a

onde u.v. denota unidade de volume.

Demonstragao:
Consideremos
P ={a=xXo,X1, " yXn = b}
uma partigdo do intervalo [a,b] e
Axi =x{ —Xi_1, paracada ie{l1,2,---,n}.

Com a partigdo P, podemos decompor o sélido S em n sélidos menores, que indicaremos por
Si, para ie{l1,2,---,n},

onde, para cada i € {1,2,---,n}, o sélido S;, denotard a porgéo do sélido S compreendida entre as
segdes retas do sélido S nos pontos xi_1 e x; (veja a figura abaixo).

segéo reta em x;

segéo reta em xi_1

Para cada i € {1,2,--- ,n}, denotemos por V}, o valor do volume da fatia S; do sélido S.
Observemos que, para cada i € {1,2,---,n}, se Ai_j e A; denotarem, respectivamente, o menor e

o maior valor das dreas das segOes retas do sélido S entre os pontos x;_1 € x;, entdo teremos

Aicr (xi —xio1) <V <Ay (x4 —xi-1)

. Vi
ou ainda, A < ————— < A (4.59)
Xi — X{—1
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Isto ocorre pois, para cadai €{1,2,---,n}, o tronco de cilindro com base na segio reta correspon-
dente ao valor da area .A;_; que tem altura [x;_7,x;], estard contida no sélido S; e, por outro lado, o
tronco de cilindro com base na segédo reta correspondente de valor da drea A; que tem altura [x;_1,x],
conterd o sélido S;.

Notemos que

A = Alx;) e A = Alx) (4.60)

para cada j,ke{1,2,--- ,n}

Como a fungdo A = A(x) é uma funcéo continua em [a, b] segue, do Teorema do valor intermedidrio
para fungdes continuas (como visto na disciplina de Céalculo 1), que existe & € [xj,xi] (ou [xx,x;l),
de modo que

Vi
A(&) = ,
(8) = 500
ou seja, Vi = A(&;) Ax; . (4.61)
Mas, por construgdo, temos
n
V=>) W
i=1
P n
=Y A8 Axi (4.62)

Logo, passando o limite, quando n tende a co em (EE2D) e utilizando o fato que a fungdo A = A(x)
é integrdvel em [a,b] (pois ela é continua em [a, b]) segue que

V= lim ;A(amxi

b

Definigéo (BIE),:ou ainda, (BEZ3) J A(X) dx

a

como queriamos mostrar.

Com isto podemos resolver o:

Exemplo 4.3.1 Encontre o valor do volume de um cone circular reto, cujo raio do circulo da
base € igual a v > 0 e cuja altura vale h > 0.

Resolucgao:

Geometricamente temos
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Aplicaremos o Teorema do método das atias (isto é, o Teorema (E=2)) para encontrar o volume
do cone circular reto acima.

Para isto consideremos a reta r, isto é, o eixo Ox, como sendo o eixo do cilindro com origem no
seu vértice e orientado para baixo (veja a figura abaixo).

Observemos que para cada
x € [0,h],

a secdo reta do cilindro em x serd um circulo, cujo centro estd no eixo Ox, distando x unidades do
vértice e cujo raio denotaremos por r’ (veja a figura abaixo).
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Logo, da figura abaixo, teremos que

OB=h, OA=x, BC=t e AD=r1'. (4.63)

segéo reta em x

Observemos que os tridngulos AOBC e AOAD séo semelhantes (caso AAA), assim

AD OA
BC OB’
e o ox
que pela figura (EB3), implicard que: P
ou ainda, ' = %x. (4.64)

Logo, para cada x € [0,h], o valor da area, que indicaremos por A = A(x), da segdo reta do
cilindro em x, serd dada por

727( y (465)

ou seja, o valor da area da segdo reta do cone reto dado serd uma fungio continua de x, para x € [0, h].
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Logo, do Teorema do Método das Fatias (isto é, o Teorema (E=3)), segue que:

1
=3 mr? h w.. (4.66)

completando a resolugdo.
O

Observacao 4.3.1 A formula (EE3) acima para o cdlculo do volume de um cone circular reto,
cujo razo da circulo da base € igual a v > 0 e cuja altura vale h > 0, é conhecida dos cursos
bdsicos de Geometria.

Podemos também aplicar o método das fatias para os seguintes exercicios resolvidos:

Exercicio 4.3.1 A partir de um tridngulo equildtero de lados de comprimento 1, com um dos
vértices na origem e sua altura sobre o eizo Ox, construa um sélido S, cuja se¢do reta do sélido
S, em x, é um quadrado.

Calcule o valor do volume do sdlido S.

Resolucgao:
Geometricamente teremos a seguinte situagio:

S
<

W3
Z

V3

] , 0 valor da a drea, que indicaremos por A = A(x), da

N|e—

=

N|—

2
segdo reta do sélido S, em x, serd dada por:

Observemos que, para cada x € [O,

Ax) =y?, (4.67)

onde y é o comprimento lado do quadrado da segio reta do sélido S, em x (vejam as figuras abaixo).
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segdo reta do sélido em y

e
-

e

N~

Observemos que os tridngulos AOAD e AOBC sdo semelhantes (caso AAA- veja a figura abaixo)
assim, do Teorema de Thales, teremos:

o A B X
OA OB
AD BC
Mas
_ 1 _ - _
OB = f OA = x, BCz% e AD:%. (4.69)
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Logo, de (ETR) e (EEY), segue que

1V3
X _ 2
vy
22
ou seja, y= 2;@ X. (4.70)

3
Logo, para cada x € [O, \zf l] , 0 valor da drea, isto é, A = A(x), da segédo reta do sélido S, em x,

serd dada por:

> 1] , (4.71)

1].

o%

ou seja, o valor da drea da secdo reta do sélido dado, serd uma funcio continua de x, para x € [O ,

Logo, do Teorema do método das fatias (isto é, o Teorema (E=1)), segue que

=1
(E::m)JZ 42 4y
o 3
4 X3 Xzél
o

(GRS ,

Exercico ﬁ
N 6

completando a resolugdo.

Observacao 4.3.2 O sdlido S em questGo no Ezemplo (EZ21) € uma pirdmide de base quadrada,

cuja representacdo geométrica é dada pela figura abaizo.
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segdo reta do sélido S é um quadrado

4.4 Volume de sélidos de revolugao

Comecaremos pela

Definicao 4.4.1 Seja o um plano em R, t uma reta contida no plano o e R uma regido plana

que estd contida num dos semi-planos, do plano o, determinados pela reta t (veja a figura
abaizo).

t

O solido S obtido da rotagdo da regido R (contida mo plano o) em torno da reta t serd

denominado sélido de revolucao e a reta t serd dita eixo de revolugao (a figura abaizo ilustra
a situacdo descrita actma).
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Nosso objetivo é encontrar o volume de um sélido de revolugdo S, como o definido acima.

Observagao 4.4.1 Comegaremos por uma situacdo mais simples, a saber:
Seja f:[a,b] = R uma fung¢do continua e ndo negativa em [a,b], ou seja,

f(x) >0, para xc¢€la,b],

e denotemos por R, a regiGo limitada do plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica
do grdfico da funcgdo f , pelas retas x = a, x =b e pelo ewzo Ox (veja a figura abaizo).

Denotemos por S, o sélido obtido da rotagdo da regiGo R acima, em torno do eizo Ox (isto
é, o eixo de revolugdo serd o erzo Ox).

Neste caso observamos que, para cada x € [a,b], as segbes retas do sélido S, em x, relativa-
mente ao eizo de revolucdo Ox, serd um circulo, cujo centro é o ponto (x,0) e cujo o raio serd
f(x) (veja a figura abaizo).

»x (eizo de revolucdo)

se¢cdo reta do sélido S em x

Logo, para cada x € [a,b], o valor da drea, que indicaremos por A = A(x), da mesma, serd
dada por

A(x) = ntr?

T 2. (4.72)

=

Como a fungdo f é continua em [a,b], seque que a fungdo A = A(x), dada por (E2),
também serd continua em [a,Db].
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Seja V o valor do volume do sdlido S.
Logo, do Teorems da método das fatias (isto €, do Teorema (EZ1)), seque que

b
=) nJ [F(x)12 dx uv. . (4.73)

Apliquemos isto ao:
Exemplo 4.4.1 Consideremos a fung¢do f: R — R dada por
f(x) =x*, para xc€R. (4.74)

Calcule valor do volume V, do sdélido de revolugdo S, obtido da rotagdo da regidGo limitada
R, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da fungdo f, pela
reta x = 2 e pelo eizo Ox, em torno do eizo Ox.

Resolugao:
A representagdo geométrica da regido R, que serd rotacionada em torno do eixo Ox, é dada pela
figura abaixo.

Observemos que, para cada x € [0, 2], o valor da drea, isto é, A = A(x), da segdo reta do sélido S,
em x, serd o valor da drea de um circulo de raio

T = f(x) (20 2
Notemos que a fungdo f é ndo negativa.
Assim, para cada x € [0, 2], teremos que
A(x) = mtr?
L ()
=) [er

=nx*. (4.75)
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X (;ixo de revolugio)

secéo reta do sélido S em x

Observemos que a fungdo A: [0,2] — R, dada por (EZZH), é uma fungdo continua em [0, 2].
Logo, pelo Teorema do método da fatias (isto é, Teorema (E=31)), segue que

completando a resolugéo.
Um esbogo da representacdo geométrica do sélido é dado pela figura abaixo.

O

Observagao 4.4.2 Se a fungdo f : [a,b] — R ¢é continua em [a,b] podendo, eventulamente,
assumir valores negativos, basta observar que o sélido de revolugdo obtido da rotagdo da regido
limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela representagdo geométrica do grdfico da fungdo
f, pelas retas x = a, x = b e pelo eixzo Ox, em torno do eizo Ox, € 0 mesmo que o sdélido
de revolugdo obtido da rotacdo da regido limitada R’, contida mo plano xOy, delimitada pela
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representa¢cdo geométrica do grdfico da func¢do m, pelas retas x = a, x = b e pelo eizo Ox, em
torno do eizo Ox (veja a figura abaizo).
y = f(x)

Com 1isto, observamos que, para cada x € [a,b], o walor da drea, que indicaremos por
A = A(x), da se¢do reta do sélido S, em x, serd a drea de um circulo de centro sobre o eizo Ox
e cujo raio € igual a |f(x)].

Assim, para cada x € [a,b], teremos

= f()N% (4.76)

que € uma fun¢do continua em [a,b].
Logo, o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugdo S, obtido da rotagdo

da regido acima em torno do eizo Ox serd dado, pelo Teorema do método das fatias (isto €,
Teorema (E=31)), por:

(4.77)

Conclusao: Da Observagdo (EZ) e desta Observagdo, podemos utilizar a mesma ezpressao
para calcular o valor do volume de um sélido de revolugdo dos tipos que foram considerados
actma, independente da fung¢do f assumir ou ndo valores negativos, ou seja, para um Ssélido
de revolugdo obtido da rotagdo da regiGo limitada R, contida no plano xOy, delimitada pela
representacdo geométrica do grdfico da funcao f, pelas retas x = a, x = b e pelo eizo Ox, em
torno do eizo Ox.
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Podemos aplicar as ideias acima ao:
Exercicio 4.4.1 Consideremos a fung¢do f: R — R, dada por
f(x) =x*, para xeR. (4.78)

Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revoluggo S, obtido da
rotagdo da regiGo limitada R, contida mo plano xOy, delimitada pela representacdo geométrica
do grdfico da fungao f , pelas retas x =1, x =—1, em torno do eizo Ox.

Resolucgao:
A figura abaixo nos fornece uma representagdo geométrica da regido R.

Observemos que, para cada x € [—1,1], a segdo reta do sélido S, em x, (veja as figuras abaixo) é
um circulo de centro sobre o eixo Ox, cujo raio é

T =[f(x)]

(=23) 5E

y 4

raio do circulo em x é igual a Ix?’\

x (eixo de revolugéo)
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Logo, para cada x € [—1,1], o valor da &rea, que indicaremos por A = A(x), da segdo reta do
sélido em x serd dada por:

Ax) = ntr?

Tl s (‘x‘?”)z . (4.79)

segéo reta em x

x (eixo de revolugdo)

Observemos que a fungdo A: [—1,1] — R, dada por (E3), é uma funcdo continua em [—1,1].
Logo, do Teorema do método das fatias (isto é, Teorema (EZ=1)), segue que

1
:nJ x° dx
-1

x=1
<[

Exercicio 2

7

x=—1

T UV, ,

completando a resolugéo.
A representagdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.
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Observacao 4.4.3 Sejam f,g:[a,b] = R fungdes continuas em [a,b] tais que
0<g(x) <f(x), para x€la,b]. (4.80)

Se considerarmos o solido S, obtido da rotagdo da regido limitada R, contida no plano xOy,
delimitada pelas representagdes geométricas dos grdficos das fungées f e g, pelas retas x = a,
x = b e pelo eizo Ox, em torno do eizo Ox, temos que, para cada x € [a,b], a se¢do reta do
solido S, em x, serd um anel circular, com centro sobre o eizo Ox, cujo raio maior € igual a
f(x) e o raio menor tgual a g(x) (veja a figura abaizo).

>

b x (etzo de revolugio)

se¢do reta do sdélido S em x

Assim, para cada x € [a,b], o valor da drea, que indicaremos por A = A(x), da se¢cdo reta
do sélido S, em x, serd dada por:

AG) = 7 {12 = [gx)12} (4.81)

que é uma funcdo continua em [a,b].
e Logo, do Teorema do método das fatias (isto é, Teorema (EZ31)), seque que o valor do
volume, que indicaremos por ), do sélido S, serd dado por:

b
y (= J Alx) dx

a

= Jb {[f(x)]z — [g(x)]z} dx w.v.. (4.82)

Apliquemos as ideias acima ao:
Exercicio 4.4.2 Sejam f,g:R — R as fungées dada por
flx)=x*+2 e gx)=x+8, para xecR. (4.83)

Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugdgo S, obtido da
rotagcdo da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas representagdes geométricas
grdficos das fungdes f e g, quando rotacionada em torno do eizo Ox.
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Resolugao:
Observemos que, de (E832), teremos:

f(x) = g(x),
se, e somente se, x> +2=x+8,
ou seja, x=3 e x=-—2. (4.84)

Logo, a representacdo geométrica da regido R é dada pela figura abaixo.

y:xz+2

Observemos que, para cada x € [—2, 3], a segdo reta do sélido S, em x, serd um anel circular, cujo
centro estd sobre o eixo Ox, cujo raio do ciculor maior é igual a f(x) e o raio do circulo menor serd
igual a g(x) (veja a figura abaixo).

g=x2+2

=x+38

Segmento que serd rotacionado em torno do eixo Ox

> x (eixo de revolugdo)
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Logo, para cada x € [—2,3], o valor da drea, que indicaremos por A = A(x), da segdo reta do
sélido S, em x, serd dada por:
Alx) = [f(x))* — e [g(x))?
2
=) . (x+8)?%—m (xz + 2) , (4.85)
que é uma fungdo continua em [—2, 3].
Logo, do Teorema do método das fatias (isto é, Teorema (E=21)), segue que

b

A(x) dx

V()J

= fomsst (e

Exercicio

250 T w.v.

completando a resolugéo.
A representacdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.

sec8o reta do sélido S em x

O
Uma situagdo mais geral é dada pelo:
Exemplo 4.4.2 Seja f: R — R a fun¢do dada por
f(x) = x3, para x €R. (4.86)

Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugdgo S, obtido da
rotagdo da regido limitada R, contida mo plano xOvy, delimitada pela representagdo geométrica
do grdfico da fungdo f , pelas retas x =1, y =—1, em torno da retay = —1.
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Resolugao:
A representacdo geométrica da regido R é dada pela figura abaixo.

y = —1 (eixo de revolugdo)

Observemos que, para cada x € [—1,1], a segdo reta do sélido S, em x, serd um circulo (cujo centro
estd sobre a reta y = —1), cujo raio serd dado por ‘1 + x3‘ (veja a figura abaixo).

segdo reta do sélido S em x

(eixo de revolugdo)

Logo, para cada x € [—1,1], o valor da drea, que indicaremos por A = A(x), da segdo reta do
sélido S, em x, serd dada por:

Alx) = ntr?
(140

- (1 +x3)2, (4.87)

que é uma funcdo continua em [—1,1].
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Logo, do Teorema do método das fatias (isto é, Teorema (E=2)), segue que

b

A(x) dx

V()J

a
=2 J; T (1 +x3)2 dx

Exercicio 16
= 7 7T W.V.,
completando a resolugdo.

A representacdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.

A seguir temos os seguintes exercicios resolvidos:

181

Exercicio 4.4.3 Sejam 0 < a < b fizados. Encontre o valor do volume, que indicaremos por
V, do sélido de revolugao S, obtido da rotagcdo da regiGo limitada R, contida no plano xOy, em

torno do eizo Ox, onde

R= {(X,y) ER* XM+ (y—b)* < az} :
A superficie deste sélido é denominada de toro.

Resolucao:

(4.88)

A regido R, contida no plano xOvy, é o circulo, de centro no ponto (0,b) e de raio igual a a, cuja

representagdo geométrica é dada figura abaixo.
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=Y

Observemos que a regido R é a regido limitada, contida no plano xOvy, delimitada pelas repre-
sentagdo geométricas dos gréficos das fungdes f e g, onde f,g : [~a,a] — R sdo as fungdes dadas
por

fx)=b+vVat—x* e gx)=b—Va>—x*, para xe€l[—a,d, (4.89)

cujas representacdes geométricas sdo dadas pela figura abaixo.

Observemos que, para cada x € [—a, a], a se¢do reta do sélido S em x serd um anel circular, cujo
centro localiza-se no ponto (x,0), cujo raio maior serd f(x) e o raio menor serd g(x) (veja a figura
abaixo).
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x (eixo de revolugéo)

Seg8o reta do ségido S em x

Logo, para cada x € [—a,al, o valor da &drea, que indicaremos por A = A(x), da segdo reta do
solido S, em x, serd dada por

Alx) = m[f(x))? — g (x)]?

o Vo | o Vo, (4.90)

que é uma fungio continua em [—a, al.
Logo, pelo Teorema do método das fatias (isto é, Teorema (E=3)), temos que:

(EU)JG {7.[ [b+M}z_7{[b— (12_)(2 2} dx
—a
a

=T h {[b2+2\/a2—xzb+(az—x2>} — [bZ—Z\/az—x2b+ (az—xz)]} dx

a
=T {az—xz—l—Z\/az—xzberz—b2+2\/a2—x2b—az—|—xz} dx

J—a

ra
=T 4va? —x*bdx
J—a
a
:4ﬂbJ 4\/a2—x2dx
—Qa

como visto na distiplina de Caélculo 1 47h |: arcsen (§> a - X2:| x=a
a x=—a
2 2 — —
=47b {{az arcsen (a) % a’— az] — !‘; arcsen <( aa)) + ( za) a’ — (—a)2] }
Exercici a?
xercicio 4 ¢ = .

Logo o valor do volume do sélido S sera

V=2ma’buv.,
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completando a resolugéo.
A representacdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.

Um outro exercicio resolvido é:

Exercicio 4.4.4 Sejam v,h > 0 fizados.

Calcular o valor volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugdo S obtido da rotagdo
da regiago limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas retas

h
y=—x e y=nh (4.91)

T
e pelo eizo Oy, em torno do eizo Oy.
Resolugao:

A representacdo geométrica da regido R é dada pela figura abaixo.

Yy (eixo de ‘revolugéo) y= %X
y=nh
Consideremos f: [0,y] — R a funcdo dada por
f(y) i%y, para he[0,h]. (4.92)



4.4. SOLIDOS DE REVOLUGAO 185
Observemos que, para cada y € [0, h], a segdo reta do sélido S, em y, serd um circulo, de centro

no ponto (0,y) e raio igual a f(y).

Assim, para cada y € [0,h], o valor da area, que indicaremos por A = A(y), da segdo reta do
sélido S, em y, serd dada por:

.
= ﬂﬁyz, (4.93)

y (eixo de revolug8o)

segdo reta do sélido S em y

Observemos que a funcdo A : [0, h] — R, dada por (E=3), serd uma fungdo continua em [0, h].

Logo, pelo Teorema do método das fatias (isto é, Teorema (E=3)), teremos

jhA(y) dy

) =)
0
(=)

h 1n2 9
TSy dy
Jo h?

2 (h 5
=T — d
h? Joy Y

reiere 3 it h wo. ,
completando a resolugdo.

A representagdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.
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sego retaem y

g

Observagao 4.4.4 O sélido do Ezemplo (EZ3) acima € um cone circular reto, cuja a altura
1gual a h e cujo rato do circulo da base € igual a v e seu volume é conhecido dos cursos bdsicos
de Geometria.

Temos também o:

Exercicio 4.4.5 Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugdo S
obtido da rotagdo, em torno do eizo Oy, da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada
pelas representagbes geométricas da curva

e pela reta y =1 e pelo erzo Oy.

Resolugao:
A regido R que serd rotacionada em torno do eixo Oy, tem representagido geométrica dada pela
figura abaixo.

Yy (eixo de revolugéo)
A
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Consideremos f: [0,1] — R a fungio dada por
fly) =y®, para yelo,1]. (4.94)

Observemos que, para cada y € [0, 1], a segéo reta do sélido S, em y, serd um circulo, de centro
no ponto (0,y) e raio igual a f(y) (veja a figura abaixo).

y (eixo de revolugio)
A

secéo retaem y

Assim, para cada y € [0, 1], o valor da 4rea, que indicaremos por A = A(y), da secgdo reta do
sélido S, em y, serd um circulo que tem raio igual a f(y), isto é, serd dada por:

my”. (4.95)

Observemos que a fungdo A : [0, 1] — R, dada por (E=3), serd uma fungdo continua em [0, 1].

Logo, pelo Teorema do método das fatias (isto é, Teorema (E=3)), teremos

1
| 1mzyz]
v(z)LA(y)dy

1
(=39) J ny4 dy
0

Exercicio 1
= 3 T UV,
completando a resolugéo.

A representagdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.
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Para finalizar temos o:

Exercicio 4.4.6 Encontre o wvalor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolug¢ao
S, obtido da rotagao, em torno da reta x = —1, da regiGo limitada, contida no plano xOy,
delimitada pelas retas

h
y=", yon (4.96)
e pelo ewzo Oy.
Resolugao:
A representagdo geométrica da regido R, que serd rotacionada em torno da reta x = —1, é dada
pela figura abaixo.
LY y="hy
y=h
x =—1
Consideremos f: [0, h] — R a fungdo dada por
T
fly) =1+ -y, para yel0,h]. (4.97)

h

Observemos que, para cada y € [0, h], a segéo reta do sélido S, em y, serd um anel circular, de
centro no ponto (0,y), raio maior igual a f(y) e raio menor igual a 1 (veja a figura abaixo).
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segdo retaem y \

-~
1

= Y

fly)=1H3%y

x = —1 (eixo de revolugéo)

Assim, para cada y € [0, h], o valor da 4rea, que indicaremos A = A(y), da segdo reta do sélido S,
em Yy, (é um anel circular) serd dada por:

Aly) =m-f(y) —m- 12

=) [(1 +;y>2—1] . (4.98)

Observemos que a fungdo A : [0, h] — R, dada por (E=8), serd uma fungdo continua em [0, h].
Logo, pelo Teorema do método das fatias (isto é, Teorema (E=3)), teremos

V()J“

Aly) dy
0
1 2
(“EE)J n[(w;y) —1} dy
0
.. 2
Bxercicio 7T <rh+ r3h> w.v.,

completando a resolugdo.
A representagdo geométrica do sélido S é dada pela figura abaixo.
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Observagao 4.4.5 No Apéndice [[]. pode-se encontrar aplicacbes de integrais definidas para o
cdlculo do valor:

e do volume de sdlidos de revolugdo, utilizando o método dos cilindros;

e do comprimento de curvas que sdo grdficos de funcdes a valores reais, de uma varidvel
real;

e da drea de superficies revolugdo.



Capitulo 5

Integrais improprias de funcoes reais
de uma variavel real

Observacgao 5.0.6 Lembremos que, até o monento, so tratamos de estudar integrais definidas
de fungdes que sdo limitadas e definidas em um intervalo fechado e limitado.

O que trataremos neste Capitulo sdo integrais de fungdes definidas em intervalos nao limi-
tados ou de funcdes que nao sdo limitadas.

5.1 Integrais improprias de funcgoes reais de uma variavel real de 1.a
espécie

Comegaremos pela questdo associada ao dominio da fungdo néo ser um intervalo limitado da reta R.
Para isto temos a

Definicao 5.1.1 Seja f:[a,00) = R uma fungdo integrdvel em [a,b] para cada b € [a,00).
Definiremos a integral imprépria, de 1.a espécie, da fungao f em [a, o), denotada por

J f(x) dx, como sendo
a

00 b
J f(x)dx = limJ f(x) dx. (5.1)

a b—oo Jq
o0
Diremos que a integral tmprdpria de 1.a espécie (do tipo (ETD)) J f(x) dx € convergente se
o limite (EX) acima existir e for finito (ou seja, um numero real).
Caso contrdrio, diremos que integral imprdopria de 1.a espécie (do tipo (ED)) Joo f(x)dx €

a
divergente.

De modo anélogo temos a:

Definicao 5.1.2 Seja g: (—o00,b] = R uma fungdo integrdvel em [a,b] para cada a € (—oo, b].
Definiremos a integral imprépria da funcao g, de 1.a espécie, em (—oco,b], denotada por

b
J g(x) dx, como sendo

b b
J g(x)dx = lim J g(x)dx. (5.2)

a——00 a

191
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Diremos que a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (E32)) Jb g(x) dx é convergente
se o limite (E22) acima existir e for finito (ou seja, um numero real)._oo

Caso contrdrio, diremos que integral itmprépria de 1.a espécie (do tipo (E32)) Jb g(x)dx é
divergente. -

Com isto temos o:

Exemplo 5.1.1 Estudar a convergéncia da integral tmprépria de 1.a espécie

o0
J e “dx. (5.3)
0

Caso ela seja convergente, encontrar o valor da mesma.
Resolucgao:

Observemos que, neste caso, a fungéo f: [0, 00) — R serd dada por

f(x) =e™, para xe€[0,00). (5.4)

Como a funcgéo f é continua em [0, c0), do Teorema (B=2), segue que ela serd integrdvel em [0, b],
para cada b € [0, 0co) fixado.
Além disso, temos que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ED)) (BE3), sera:

0o b
J e *dx =) lim J e “dx
0 b—oo 0

=b
Teorema fundamental do Célculo em [0,b] .. —x *
= lim [—e
b—oo x=0
= lim |—e™" — (-1)]
b—oo
L .1 Bxercici
b11m e P = b11m < T
—00 —00 €
2o 1 (5.5)

Logo, de (E@) e da Definigdo (EI), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ETT))
(e.0]

e * dx serd convergente e seu valor é igual a 1, completando a resolugio.

0
O

Observacao 5.1.1 Notemos que a fun¢do f do Exemplo (EEI0) acima é ndo negativa, ou seja,
f(x) >0, para xc[0,c0).

Logo segue que a integral itmprépria de 1.a espécie (do tipo (E51)) (E3) acima nos fornecerd
a drea, cujo valor denotaremos por A, da regiGo R, contida mo plano xOy, delimitada pela
representagdo geométrica do grdfico da fungdo f , pela reta x =0 e o eizo Ox (veja a figura
abaizo), ou seja,
o0

A:J e *dx
0

(Eza) 1 u.a..

A figura abizo ilustra a regidgo R.
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Apliquemos as mesmas ideias ao:
Exemplo 5.1.2 Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

1
1 X
Caso ela seja convergente, encontrar o valor da mesma.
Resolugao:
Observemos que neste caso a fungdo f: [1,00) — R serd dada por
(5.7)

1
f(x) = —, para x€[l,00).
X

Como a funcdo f é continua em [1,00), do Teorema (BE=X), segue que €la serd integravel em [1,b],
para cada b € [1,00) fixado.
Além disso, temos a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ETT)) (EH), seré:

%) b
J ldx(Eu) limJ lzdx

1 x? b—oo J1 X
Teorema fundamental do Célculo em [0, b] x=b
= lim |—
b—oo X |x=1
= lim 1 (-1
N b—oo b
1
b (5.8)
[e.o]
Logo, de (EX8) e da Definigdo (E2T), a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J — dx
1 X
O

serd convergente e seu valor é igual a 1, completando a resolugéo.

Observagao 5.1.2 Notemos que a fun¢do f do Ezemplo (EEI2) acima € ndo negativa, ou seja,

f(x) >0, para xe[0,00).

Logo, seque que a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (EXD)) (EX3) acima nos fornecerd
a drea, cujo valor denotaremos por A, da regido R, contida no plano xOy, delimitada pela



194 CAPITULO 5. INTEGRAIS IMPROPRIAS

representagdo geométrica do grdfico da fungdo f , pela reta x =1 e o eizo Ox (veja a figura
abaizo), ou seja,

1
A:J — dx
2

A figura abaizo ilustra a regido R.

Y 4

Temos também o:

Exemplo 5.1.3 Estudar a convergéncia da integral imprépria de 1.a espécie

1
J Tax. (5.9)
1 X

Caso ela seja convergente, encontrar o valor da mesma.
Resolugao:

Observemos que, neste caso, a fungéo f: [1,00) — R serd dada por

f(x) = %, para x € [1,00). (5.10)

Como a funcgéo f é continua em [1,00), do Teorema (B=Z), segue que ela serd integrdvel em [1,b],
para cada b € [1, 00) fixado.

Além disso temos integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ETD)) (EX), serd:

0 b
J %de") limJ T

1 b—oo J1 X

Teorema fundamental do Célculo em [1,b] _. x=b
= lim |In(x)
b—oo x=1
= lim |In(b) —1n(1)
b—oo ~——
=0
lim In(b) = o
oo _ 0. (5.11)
*1
Logo, de (ECTM) e da Definigdo (ETT), a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ETT)) J < dx
1

serd divergente, completando a resolugéo.
O
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Observagao 5.1.3 Notemos que a fun¢do f do Ezemplo (EEI3) acima é ndo negativa, ou seja,
f(x) >0, para xe€[l,00).

Logo, seque que a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (ETD)) (EX) acima nos fornecerd
a drea, cujo valor denotaremos por A, da regido R, contida no plano xOy, delimitada pela
representacdo geométrica do grdfico da fungdo f , pela reta x =1 e o ewwo Ox (veja a figura
abaizo), ou seja,

<1
.A:J —dx
0o X
()

A figura abaizo tlustra a regido R.

Y i

Os Exemplos (ET3) e (EET3) acima podem ser obtidos do seguinte resultado geral:

Proposicao 5.1.1 Seja p € R.
A integral impropria de 1.a espécie

1
J — dx € convergente
1 xP

se, e somente se, p>1. (5.12)

Além disso, se p > 1, teremos

Joo]dx— 1 (5.13)

Demonstragao:
O caso

p=1

foi tratado no Exemplo (ET3) acima, ou seja, a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (E)) (E13),
com p = 1, serd divergente.
Logo podemos supor que

p#1.
Observemos que, neste caso, a fungdo f: [1,00) — R serd dada por
L]
f(x) = o para X € [1,00). (5.14)

Como a fungéo f é continua em [1,00), do Teorema (B=3T), segue que ela serd integrdvel em [1,b],
para cada b € [1,00) fixado.
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Além disso, temos que integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (EXT)) em (BE-I3), sera:
1 b
J = J — dx
1 X b—oo J1 X
p#le o Teorema fundamintal do Célculo em [1,b] li 1 x=b

b—oo

= 1 lim ] —1
N (1 —p) booo | bP~]

, 1 {0,sep€(1,00),
lim = 1

b—oo bP~] oo,se'pE[O,]) 10 se p>1,

_ P— . (5.15)
oo, se p<l
1
Logo, de (ECTH) e da Definigdo (EZTT), a integral impropria de 1.a espécie (do tipo (E-T)) J - dx
1

serd convergente se, e somente se, p > 1 (em particular, serd divergente se p < 1), completando a
demonstragdo.

O
Observacao 5.1.4 Notemos que a fungdo f da Proposigdo (EEI) acima € ndo negativa, ou seja,
f(x) >0, para xec[l,c0).

Logo segue que a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (EX)) (EEIH) actma nos fornecerd
a drea, cujo valor denotaremos por A, da regiGo R, delimitada pela representagcdo geométrica
do grdfico da funcdo f , pela reta x =1 e o eixo Ox, ou seja,

1
A:J] Xfpdx
1
Em | — wa., se pe(l,oo),

oo, se pe(0,1]
A figura abaizo ilustra a regido R.

Y )

Um outro caso importante é dado pelo:

Exercicio 5.1.1 Sejam s >0 e a € R fizados.
Estudar a convergéncia da integral tmprdpria de 1.a espécia

J e Stdt. (5.16)

a

Caso ela seja convergente, encontrar o valor da mesma.
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Resolucgao:
Observemos que neste caso, para cada s > 0 fixo, temos a fungdo fs : [a,00) — R serd dada por

fg(t) =e %', para tela,o0). (5.17)

Como a fungdo f; é continua em [a,o0), do Teorema (EZ=Z), segue que ela serd integravel em
[a,b], para cada b € [a, co0) fixado.
Além disso temos integral improépria de 1.a espécie (do tipo (ET)) (ETIH) sera:

[e') b
J estqr & limj e Stdt

a b—oo Jo

t=b
Teorema fundamental do Célculo em [a,b] .. 1 st
= lim |[—e
b—oo [ —S t—a
1 : —sb —sa
=-—— lim |[e”" —e
(—S) b—oo
. — . 1 Bxercicio

lim e *® = lim 3 = 0,ses>0
b—oo b—oo € €

= —- (5.18)

(o)
Logo, de (E13) e da Definigdo (ECI0), a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J e Stdx

a
—as

< . € .
serd convergente e seu valor serd ——, para cada s > 0 fixado, ou seja,
s

(o 0] e—as
J e Stdt = , (5.19)
a S

para cada s > 0 fixado, completando a resolugéo.

Observagao 5.1.5

1. Podemos ver que, para
s <0,

a integral impropria de 1.a e “spécie (do tipo (E))
o0
J e stdt
a
serd divergente (veja o limite em (BEIR)).

A verificagcdo deste fato serd deizada como ezxercicio para o leitor.

2. Se a fungdo g:[0,00) = R € uma fungdo limitada em [0, 0), ou seja, se podemos encontra
M >0, de modo que
lg(x)] <M, para x€[0,00).

Entdo, para cada s € [0,00), a integral tmprépria de 1.a espécie (do tipo (ETQ))

F(s) = J:O e Stg(t)dt, (5.20)
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cuja convergéncia pode ser estudada como no Ezercicio (EEI) acima, serd convergente e
desempenhard um papel muito importante no estudo das Equagdes Diferenciais Ordindrias
Lineares.

No Ezemplo (ECIT0) temos o caso
g(t)=1, para te[0,0) e a=0.

Dewzaremos como ezercicio para o leitor a verificacdo deste fato.

A fungdo F:[0,00) — R dada pela integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (ED)) (E=2O)
acima € denominada transformada de Laplace da funcgdo g.

Com as Defini¢ées (EET1) e (EET2) podemos introduzir a:

Defini¢ao 5.1.3 Seja f: R — R uma fung¢do integrdvel em [a,b], para cada a,b € R, com a <b.
Definiremos a integral imprépria da fungao f, de 1.a espécie, em (—oo,00), denotada

o0
porJ f(x) dx, como sendo

Joo f(x)dx = KOO f(x) dx + Joo f(x) dx, (5.21)

onde ¢ € R estd fizo.

o0
Diremos que a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (E220)) J f(x) dx é convergente,
—00

se as integrais improprias
C o
J f(x)dx e J f(x) dx
—0oQ

C

forem convergentes.
(o0}

Caso contrdrio, diremos que integral impropria de 1.a espécie (do tipo (E2ZT)) J f(x)dx €
divergente. -

Observagao 5.1.6

o0
1. Se a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (EZZI)) J f(x) dx € convergente entdo,
—00

para ¢ € R, de (EZZ0) e das Definigdes (E10) e (B13), temos que

Joo f(x)dx = lim ch(x) dx + lim Jb f(x)dx. (5.22)

N a——o00 [, b——o0 J.

2. Observemos que se, para algum c € R, as integrais imprdoprias de 1.a espécie (dos tipos
(ETD) e (BEX3), respectivamente)

C o0
J f(x)dx e J f(x) dx
—0o0 Cc
forem convergentes entdo, para todo d € R as integrais imprdprias de 1.a espécie

EOO f(x)dx e J:O f(x) dx
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também serdo convergentes.
De fato, pots, da Definigées (EEI) e (EE12), temos que a fungdo f € integrdvel em [c,d],
d

seque que a integral definida J f(x) dx ezistird, para qualquer d € R, fizado.
Cc

Logo, pelo item [. da Proposi¢do (BEZ1), teremos:

d d
J f(x) dx =) Lil}l J f(x) dx
. c d
=) lim U f(x)dx + J f(x) dx]
c ¢ ‘ d
= lim J f(x) dx + lim J f(x) dx
a——oo a a——o0 c
(E2) c d
= f(x)dx+ | f(x)dx. (5.23)

De modo semelhante, podemos mostrar que

JOO f(x)dx = JC f(x) dx + JOO f(x) dx

d d c

=) J "t et ro f(x) dx.. (5.24)

A verificagcdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor.

Logo, de (E23), (E224) e (E2X2), seque que

Joo f(x) dx = Jjoo f(x) dx + Jiioo f(x) dx. (5.25)

—0o0
Podemos aplicar as ideias acima ao:

Exemplo 5.1.4 Estudar a convergéncia da integral impropria de 1.a espécie

<
o0

Caso ela seja convergente, encontrar o valor da mesma.

Resolucgao:
Observemos que neste caso a fungdo f: (—oo,00) — R serd dada por

L

f(x) = ara x € R. 5.27
(x) T2 P (5.27)

Como a fungdo f é continua em (—oo,00), do Teorema (B=3), segue que ela serd integrdvel em

[a,b], para cada a,b € R fixados, com a < b.
Além disso, para c € R, temos que

& 1 (E23) JC 1 J‘X’ 1
——dx = dx + dx. 5.28
J—w1+xz —oo1+X2 c 1+X2 ( )
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Notemos que

° b
J ax = limJ S dx
c 14x b—oo J. T4+ x

Teorema fundamental do Calculo em [c,b] .
= lim | arctg(x)

b—oo

N

= lim [arctg(b) — arctg(c)]
b—oo

Bxcercicio g — arctg(c), (5.29)

C ‘I C ‘I
J —— &2 tim J S dx
oo 14+ x a——o00 Jo T +x

Teorema fundamental do Célculo em [a,c] .
= lim |arctg(x)

a——o0

= lim [arctg(c)— arctg(a)]

a——00
Exegicio arctg(c) . <_§)
— arctg(c) + g (5.30)

Logo, de (E229) e (EZ30), temos que as integrais impréprias de 1.a espécie (dos tipos (EX) e (E32),

respectivamente)
o0 1 C ‘I
[ [ 1w
c 1T+x —oo 1+ x
serdo convergentes e assim, da Defini¢do (ECT3), segue que a a integral imprépria de 1.a espécie (do
tipo (E=21))
o0 1
[ e
—oo 1 +x
serd convergente.
Além disso, de (E229), (EZ30) e (BE22T), segue que

] (=) (€ 1 1
J dx = J zdx—i—J 1—i—x2dx

(B e (B=0) [T T
= [2 arctg(c)} + [arctg(c) + 7
T
202
= 7'[)
o0 1
isto é, —— dx =, 5.31
Joo 1 +X2 ( )

completando a resolugéo.
O

Observagao 5.1.7 Em particular, temos que a drea, que indicaremos por A, da regido R, dels-
mitada pela representacdo geométrica do grdfico da func¢éo f, dada por (EZZ2), e pelo eizo Ox,
serd dada pela integral impropria de de 1.a espécie (do tipo (E221)) (EX0) acima, pots a fungdo
f, € ndo negativa em R, ou seja (veja a figura abaizo)

f(x) >0, para x€R.
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Portanto
> 1
A=
—00 1 +x

= 7 wa.

A firgura abaizo ilustra a regiGo R.

Temos as seguinte propriedades para integrais impréprias de 1.a espécie:

Proposicao 5.1.2 Sejam f,g:[a,00) = R fungdes integrdveis em [a,b], para cada b € [a,00) e
AeR.

o0
1. Se a wntegral tmprdpria de 1.a espécie (do tipo (ED)) J f(x) dx € convergente entdo, para
cada ¢
c>a,
(o 0]
temos que a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J f(x) dx serd convergente.
Cc

Além disso,

Joo f(x)dx = JC f(x)dx + J:O f(x) dx . (5.32)

—_— —_—
integral definida  integral smprdpria de 1.a espécie do tipo (ED)

o0
2. Se a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (ED)) J f(x) dx € convergente, entdo a

a
o

integral imprdopria de 1.a espécie (do tipo (ED)) J (Af)(x) dx também serd convergente.
a

Além disso,
o0

J Af)(x)dx =A J f(x) dx. (5.33)

a a

3. Se a wntegrais improprias de 1.a espécie (do tipo (ED)) J f(x)dx e J g(x) dx sdo con-
a a

vergentes, entdo as integrais imprdprias de 1.a espécie (do tipo (ECD)) J (f + g)(x) dx,

a

(o0}
J (f — g)(x) dx, também serdo convergentes.
a
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Além disso,
Joo(f +g)(x)dx = JOO f(x) dx + Joo g(x) dx (5.34)

Joo(f —g)(x)dx = Joo f(x) dx — JOO g(x) dx. (5.35)

o0
4. Se A # 0, a wntegral tmprdpria de 1.a espécie (do tipo (EI]))J f(x) dx € convergente e

a
o)

a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (ESD)) J g(x) dx for diwvergente, entdo as
a
integrais improprias de 1.a espécie (do tipo (ECI))

o (o]

(f—g)lx)dx e j(Ag)(x)dx

a

Jm(f+ g)(x) dx, J

a a

serdo divergentes.

Demonstragao:

As demonstragdes seguem das propriedades bdsicas de limites no infinito e limites infinitos, e serdo
deixadas como exercicio para o leitor.
O

Observacao 5.1.8 Vale um resultado andlogo a Proposigdo (E12) para integrais tmprdéprias de
1.a espécie em

(—o0,b] eem (—o0,00),

ou seja, dos tipos (E2) e (EZ20).
Deiwzaremos a cargo do leitor os enunciados e as respectivas demonstragdes.

Temos também o:

Teorema 5.1.1 (da comparagao para integrais impréprias de 1l.a espécie do tipo (E))
Sejam f,g:la,00) = R fungdes integrdveis em [a,bl, para cada b € [a, o), satisfazendo

0<f(x) <g(x), para xE€la,c0). (5.36)
Entdo:

o0
1. Se a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (ETD)) J g(x) dx for convergente, entdo
o0

seque que a integral tmprdpria de 1.a espécie (do tipo (ED)) J f(x) dx serd convergente.
a

Além disso, teremos

Joo f(x)dx < Joo g(x) dx. (5.37)

a a

(o]
2. Se a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (E)) J f(x) dx for divergente, entdo seque

a
o0

que a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (ED)) J g(x) dx também serd divergente.
a
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Demonstracao:
De @.:

[e.e]
Como a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J g(x) dx é convergente, da Definigdo
a
(ECTD), segue existe e, é finito, o limite

lim Jb g(x)dx.

b—oo Jq

Mas do item B. da Proposi¢do (BZ), temos que:

0< Jb f(x) dx (Bza) Jb g(x) dx, (5.38)

a a

para cada b € [a, co) fixado.
Logo, de (E228) e do Teorema da comparagdo para limites no infinito (como visto na disciplina de
Célculo 1), segue que

b
0 < lim J f(x) dx

b—oo Jq

como visto na disciplina de Célculo 1 b
< lim

g(x) dx < o0, (5.39)

b—oo Jo

b
mostrando, pela Definicdo (ECT1), que o limite blim J f(x) dx existe, e é finito, ou seja, a integral
—00 a
o0

imprépria de 1.a espécie (do tipo (ETT)) J f(x) dx serd convergente.
a
Além disso, de (E39), teremos

Joo f(x)dx < Joo g(x) dx,

a a

completando a demonstracdo do item 0. .
De 0O.:

(e.o]

Suponhamos, por absurdo, que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J g(x) dx serd
a

convergente.
o0

Lofo, do item O., deveriamos ter que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ECD)) J f(x) dx
a

é convergente, o0 que contraria a hipétese de do item D. .
o0

Portanto a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J g(x) dx deverd ser divergente,
completando a demonstragdo do resultado. ¢

O

Observagao 5.1.9

1. Vale um resultado andlogo ao Teorema (ECI) para integrais imprdéprias de 1.a espécie em
(—o0,b] eem (—o0,00),

ou sej, dos tipo (E2) e (BEZZD)

Dewzaremos como ezercicio para o leitor os enunciados e respectivas as demonstracdes dos
mesmos.
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2. Como as fungdes do Teorema (ECID) sdo ndo negativas, seque que as integrais improprias
de 1.a espécie (do tipo (ETD))

(o0} o0
J f(x) dx, J g(x) dx
a a

representam, geometricamente, as dreas das regides delimitadas pelos grdficos das fungdes
f e pelo ewxo Ox, respectivamente.

Logo, sob este ponto de vista, o item O. do Teorema (EEI) acima nos diz, geometrica-
mente, que se a drea de uma regido plana (ndo limitada) é finita, entdo a drea de qualquer
regido plana contida na 1.a também serd finita (veja a figura abaizo).

Por outro lado, o item B. do Teorema (EEI1) nos diz, geometricamente, que se a drea
de uma regido plana € infinita, entdo a drea de qualquer regiGo plana que contenha a 1.a
também serd infinita (veja a figura abaizo).

Como uma aplicagdo do resultado acima temos o:

Exemplo 5.1.5 Estudar a convergéncia da integral imprépria de 1.a espécie

J 1 . (5.40)
1 1+

Resolucgao:
Observemos que se a fungdo f: [1,00) — R é dada por

1
f(x) = ——, paracada x € [l,00), (5.41)

\/1+x3)

entdo temos que a fungdo f serd integrdvel em [1,b] , para cada b € [1,00) fixado (pois ela é uma
funcdo continua em [1,00)).
Se a fungdo g: [1,00) — R é dada por
Lo
g(x) = —, paracada x¢€[l,00), (5.42)
X2
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> 1), temos que a integral imprépria de 1.a espécie (do

3
entdo, pela Proposi¢do (EETT) (com p = 7
tipo (7))
o0 (e.e] ‘l
J g(x)dx = J — dx  serd convergente. (5.43)
1 1 x2
Mas, para cada x € [1,00), temos que
1
0<fix) =
14+x°
T+x3>x3 1
< 3
X2
EZ3
2 5x). (5.44)

), (EZ3) e do item M. do Teorema da comparagdo para integrais impréprias (ou seja,

o item 0. do Teorema (ET)), segue que a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (E-T))

Logo, de (
(o0}
1
|7 e
IRVA S
serd convergente, completando a resolugio.
O
Observagao 5.1.10 Sabemos que a integral tmprépria de 1.a espécie (do tipo (ETD)) (EZZ0) €
convergente mas nao conhecemos o valor da mesma.
Podemos aplicar as ideias acima ao:
Exercicio 5.1.2 Estudar a convergéncia da integral imprdpria de 1.a espécie
*° 1
J ——dx. (5.45)
1 1+x?
Resolucgao:
Consideremos as fungdes f,g: [1,00) — R dadas por:
1 .
g(x) = , f(x)=14x, para xe€[l,00). (5.46)
14+x?
Observemos que
(x+1P=x>4+2x+1>14+x2>0,
ou seja, T+x>V1+x*, para xe[l,o0) (5.47)
Logo
(Ezm) 1
R —
V14+x
(5.48)
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Notemos que

(o0] o0 ‘]
L f(x)de 1+de

Exercicio
- )

isto é, a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET))

1
L T x é divergente. (5.49)
Logo, de (EZ3), (E29) e do item B. do Teorema da comparagdo para integrais impréprias de 1.a

espécie (ou seja, o item B. do Teorema (ECI1)), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo
(o]

1
(E0D)) \/iz dx também serd divergente, completando a resolugéo.
14+x
]
Temos também o:
Exercicio 5.1.3 Estudar a convergéncia da integral imprépria de 1.a espécie
o0 2
J e dx. (5.50)
1
Resolucgao:
Consideremos as fungdes f,g: [1,00) — R dadas por:
f(x) = e*"z, g(x)=e ™, paraa x€[l,00). (5.51)
Observemos que
0 <f(x) (=)
eX<e*
< e
=) g(x), para x€[l,00). (5.52)
Mas
o0 (e.0]
J g(x)dx = J e "
1 1
Exemplo (ET70) 1
- Y
isto é, a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET))
o0
J e “dx é convergente. (5.53)
1

Logo, de (E23), (E23) e do item M. do Teorema da comparagdo para integrais impréprias de 1.a
espécie (ou seja, o item 0. do Teorema (BE-T)), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo
(o0}
(E]))J e dx também seré convergente, completando a resolugéo.
1
U

<

Observacao 5.1.11 Sabemos gque a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (ED)) (BEED) €
convergente mas nao conhecemos o valor da mesma.
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O resultado a seguir pode ser muito 1til no estudo da convergéncia de integrais impréprias de 1.a
espécie, a saber:

Teorema 5.1.2 Seja f:[a,00) — R uma fungdo integrdvel em [a,b], para cada b € [a,00), ndo
negativa em [a,00) e suponhamos que ezriste p € R tal que

lim xP f(x) = A, (5.54)
X—00
onde
A€0,00]. (5.55)
Na situacao acima,
1. se
pe(ly,o) e A€[0,00), (5.56)

(o0}
temos que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J f(x) dx serd convergente.

a
2. Se
pE(—oo0,1] e A€ (0,00], (5.57)

temos que a integral tmprdépria 1.a espécie (do tipo (ETD)) J f(x) dx serd divergente.
a

Demonstragao:
Do item @.:
Como (veja (E23) e (E21))
Xli_)IELO xPf(x) = A € [0,00), (5.58)

dado ¢ =1 > 0, podemos encontrar K > 0 (podemos supor K > a) tal que:

se x > K,
teremos IXPf(x) —Al<e=1,
ou seja, se x > K,
teremos —T+A<XxPf(x)<T+A,
ou ainda, se x > K,
—1+A 1+A
teremos Xi_ < f(x) < ;;, ,
em particular, se x > K,
1+A
teremos 0<f(x) < ; . (5.59)
Como (veja (E28))
p e (1,00)
[e.°]
segue, pela Proposigdo (ET), que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J > dx sera
K

convergente.
Assim, do item B. da Proposigdo (EE12), temos que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo
(ET))

JOO1+A

T dx serd convergente. (5.60)
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Logo, de (E29), (EED) e do item M. do Teorema da comparagdo para integrais impréprias de 1.a

espécie (ou seja, o item 0. do Teorema (ECIT)), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo
o0

(E0D)) J f(x) dx serd convergente.
K

Como a fungdo f é integravel em [a,b], para cada b € [a,00), segue que a integral imprépria de
o0

1.a espécie (do tipo (ET)) J f(x) dx serd convergente, completando a demonstragéo do item . .
Do item BA.: ¢
Consideremos, primeiramente, o caso que A € (0, 00).
Como (veja (E24) e (E21))
lim xP f(x) =A #0,

X—00
dado A

podemos encontrar K > 0 (podemos supor K > a) tal que

se x > K,
A
teremos IXP f(x) — Al < ¢ (=) 5
ou seja, se x > K,
A A
teremos —§+A<xpf(x)<5+A,
ou ainda, se x > K,
A 3A
teremos ﬁ f(X) m y
em particular, se x > K,
A
teremos 0< < f(x). (5.62)
Como (veja (E222))
p € (—o0,1]
o0
segue, da Proposigdo (ECT), que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ETD)) J - dx serd
K

divergente.
Como A # 0, do item B. da Proposigao (E13), a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ECT))

* A
L 737 dx serd divergente. (5.63)
Logo, de (EE32), (EE3) e do item O. do Teorema da comparagdo para integrais impréprias de 1.a

espécie (ou seja, o item B. do Teorema (EZT)), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo
o0

(ETD)) J f(x) dx serd divergente.
K
Como a fungdo f é integrdvel em [a,b], para cada b € [a,00), segue que a integral imprépria de
o0
1.a espécie (do tipo (ET)) J f(x) dx serd divergente.

a
Agora consideraremos o caso

A =o00.

Como
lim xP f(x) = A = o0, (5.64)

X—00
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dado R > 0, podemos encontrar K > 0 (podemos supor K > a) tal que:

se x > K,

teremos xP f(x) > R,

ou seja, se x > K,
R
teremos 0< — <f(x). (5.65)
X
Como (veja (EX27))

o0
segue, pela Proposigdo (EXIT) , que a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J

> dx sera
K X

divergente.
Como R #0, , do item B. da Proposigao (ET32), a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET))

R
J — dx serd divergente. (5.66)
K X

Logo, de (EE3), (EEH) e do item B. do Teorema da comparagdo para integrais impréprias de 1.a
espécie (ou seja, o item B. do Teorema (EZT)), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo
o0
(ETD)) imprépria | f(x) dx serd divergente.
K
Como a fungdo f é integrdvel em [a,b], para cada b € [a,00), segue que a integral imprépria de

o0

1.a espécie (do tipo (ECT)) J f(x) dx serd divergente, completando a demonstragdo do resultado.
a

O

Observagao 5.1.12

1. Vale um resultado andlogo ao Teorema (EI3) acima, tntegrais improprias de 1.a espécie
em

(*OO ) b] )
ou seja, do tipo (BE3).
Dewzaremos como ezercicio para o leitor o enunciado e a respectiva demonstrac¢do do

mesmo.

2. O Teorema (BEEI3) actma nos diz como a fungdo f deve se comportar ”perto” de +oo (de
—00, respectivamente) para possuir uma integral itmprépria de 1.a espécie do tipo (EXD) (do
tipo (E3), respcetivamente) convergente (ou divergente).

Ag rosso modo, se

f(x) ~ o Ppara x~o00 —oo, respectivaente) ,
com
p e (l,00),

entdo integral impropria de 1.a espécie do tipo (BE) (do tipo (E2), respectivamente), serd
convergente.
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3. se no item 0. do Teorema (EI3), tivermos
A =00,

ou no item B.
A=0,

nada podemos afirmar.

Dewzaremos como ecercicio para o leitor encontrar contra-eremplos para cada um dos
casos acima.

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 5.1.6 Estudar a convergéncia da integral imprépria de 1.a espécie

2
o0 2 1
J i X+ 3x+ (5.67)
1 AxT+25%x°+2x+5
Resolugao:
Observemos que se a fungdo f: [1,00) — R for dada por
2
2x +1
f(x) = X hoxd para x € [1,00), (5.68)

T A ¥ 25x3+2x+5°

entdo a fungdo f serd integravel em [1,b], para cada b € [1,00) fixado (pois fungdo f é uma fungédo
continua em [1,00)), ndo negativa em [1,00) €, além disso,, teremos

2
2 1
lim x* f(x) = lim |x* 4X + 3X+
x—00 x—00 4xT+25%x+2x+5

. x4+ 23 + %2
= lim 7 3

x—=o00 4 x" +25x° +2x+5
Exegicio 1

;A (5.69)

Como .
p=2>1 e A:Z‘E[O,oo) (5.70)

. . . o - . o X +2x+1
do item @M. do Teorema (ECT3), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET)) 7} 3
1 4x"4+25x>4+2x+5
serd convergente, completando a resolucdo.

O
Apliquemos as ideias acima aos:
Exercicio 5.1.4 Estudar a convegéncia da integral imprépria de 1.a espécie
o0 ‘l _
Jfﬂ”m. (5.71)
1 X
Resolugao:
Observemos que se a fungdo f: [1,00) — R for dada por
1—
f(x) = cicz)s(x)’ para x € [1,00), (5.72)

X
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entdo a fungéo f serd integrdvel em [1,b] para cada b € [1,00) (pois a fungdo f é uma fungéo continua
em [1,00)), ndo negativa em [1, 00).
Além disso, temos

1 —
lim x%f(X) ) lim [xg cgs(x)}
X—00 X—00 X
.1 —cos(x)
= lim s —
X—00 Xf
Exercicio .
N AL (5.73)

Como 3
p£§>1 e A=0€[0,00)

segue,do item 0. do Teorema (BE-T3), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET))

o0
1—
J )C((;S(X) dx serd convergente, completando a resolugéo.
1
O
Temos também o:
Exercicio 5.1.5 Estudar a convergéncia da integral imprdpria de 1.a espécie
o0
J X ax. (5.74)
[IRVE'SE P
Resolugao:
Observemos que se a fungdo f: [1,00) — R for dada por
f(x) = S para x € [1,00), (5.75)

V1]
entdo a funcéo f serd integrdvel em [1,b], para cada b € [1,00) fixado (pois a fungdo f é uma fungio
continua em [1,00)), ndo negativa em [1,00).
Além disso, temos

lim x f(x) = lim |x ——
X—00 X—00 /X4+X2+1
x2=vVx* .. X4
=" lim

x=oo [ x4 x? 41

Bxerciclo 1 = A (5.76)
Como
p=1ell,o0) e A=1¢€(0,00)
o0
do item B. do Teorema (ECT2), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (E)) J % dx
VA
serd divergente, completando a resolucio.
O
Podemos também aplicar ao:
Exercicio 5.1.6 Estudar a convegéncia da integral impropria de 1.a espécie
© X2
—— dx. (5.77)
J1 Vx4 16
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Resolugao:
Observemos que se a fungdo f: [1,00) — R for dada por

x2 —1
f(x) = ——, para xe€l[l,00), (5.78)

Vxe+ 16’
entdo a fungdo f serd integravel em [1,b], para cada b € [1,00) fixado (pois a fungdo f é uma fungéo
continua em [1,00)), ndo negativa em [1, c0).
Além disso, teremos

2
. Em) . x°—1
Jim xf(x) ©=" lim [" NOIRT:
se x>1 teremos x3—x=v/(x3—x)> _.
= lim
X—00
Bxercicio 1 = A, (5.79)
Como
p=1 e A=1¢€(0,00)
© x2 1
do item D. do Teorema (ECT3), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J ——dx
1 VX +16
serd divergente, completando a resolugéo.
O
Temos também o:
Exercicio 5.1.7 Estudar a convergéncia da integral imprépria de 1.a espécie
0o /42 1
J VX Eax. (5.80)
1 X
Resolucgao:
Observemos que se a fungdo f: [1,00) — R for dada por
2
VXS +1
f(x) = ——>—, para x¢€[l,00), (5.81)
X

entdo a fungdo f serd integravel em [1,b], para cada b € [1,00) fixado (pois a fungdo f é uma funcéo
continua em [1,00)), ndo negativa em [1, 00).
Além disso, teremos:

lim xf(x) "=’ lim 5
X—00 X—00 X

(E=1) [x Vx4 1

como x>0, teremos x=V'x? 1 X"+ 1

[Eericio]

1=A. (5.82)

Como
p=1 e A=1¢€(0,00)
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o) 2
% 1
do item B. do Teorema (E-T3), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J Xij dx
1 X

serd divergente, completando a resolugéo.

Observagao 5.1.13 Observemos que da extensdo natural da Proposi¢gdo ([Z31) utitzando-se
integrais improprias de 1.a espécie, o valor da drea, que indicaremos por A, da superficie de
revolugdo, que denotaremos por S, obtida da rotacdo da representacdGo geométrica grdfico da
fungdo f, dada por (EEIO), em torno do eizo Ox, serd dada por

A=2m | f(x)\/1+ [f'(x)]

=27

ou seja, a drea A, da superficie S, serd +oo (veja as figuras abaizo).

Por outro lado, lembremos que, do Ezemplo (EEI2), temos que a integral tmprdpria
1
J Lax=1, (5.83)
1 X

ou seja, € convergente e seu valor € 1.

Logo, da extensdo natural do Teorema (E=2) utilizando integrais itmprdprias de 1.a espécie,
seque que o volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugdo, que chamaremos de R,
obtido da rotagdo da regido R, contida no plano xOvy, delimitado pela representacdo geométrica

grdfico do grdfico da fungdoy = < pela reta x =1 e pelo eizo Ox (vejam as figuras abaizo)
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serd dado por

Conclusao: a observagdo acima no diz que a superficie S do sdlido de revolugdo R, tem
drea 400, mas seu volume € finito e tgual a Tu.v. .

Temos também o:

Exercicio 5.1.8 Estudar a convergéncia da integral imprépria de 1.a espécie

J"o VX241
1 Xz

dx. (5.84)

Resolugao:
Observemos que se a fungdo f: [1,00) — R for dada por
2
V 1
f(x) = Xiz—i_, para x € [1,00), (5.85)
X
entdo teremos que a fungdo f serd integravel em [1,b], para cada b € [1,00) fixado (pois a fungdo f é
uma fungdo continua em [1,00)), ndo negativa em [1,00).
Além disso, teremos:
(EZ3) VX2 +1

lim xf(x) " =" lim
X—00 X—00 X

2
como x>1>0, teremos x=Vx2 . x“+1
= lim
X—00

2
Exercicio .
o = A, (5.86)
Como

p=1 e A=1¢€(0,00)

00 , /+2 1
do item D. do Teorema (E-T3), segue que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ET)) J x72+ dx

1 X

serd divergente, completando a resolugio.

Para finalizar temos o :
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Teorema 5.1.3 Seja f:[a,00) — R uma fungdo integrdvel em [a,b], para cada b € [a, o).
o0
Se a integral imprdpria | |f(x)| dx for convergente, entdo a integral imprdpria de 1.a espécie

a
o0

(do tipo (ED)) J f(x) dx também serd convergente.
Além disso, geremos:

< JOO If(x)| dx. (5.87)

a

JOO f(x) dx

a

Demonstracao:
Observemos que, para cada x € [a, 00), temos que

— [f(x)] < f(x) < IF(x)I,
ouseja, 0 <Af(x)+[f(x)] < [F(x)][+[f(x)] = 2[f(x)]. (5.88)

o
Do fato que a integral imprépria de 1.a espéice (do tipo (E-T)) J 2[f(x)| dx é convergente, de (EE1)
a

e do item M. do Teorema da comparagdo para integrais impréprias de 1.a espécie (ou seja, o item M.
e .e]

do Teorema (BECT)), segue que a integral imprépria 1.a espécie (do tipo (ET)) J [f(x) + [f(x)[] dx
serd convergente. ¢

Mas

Jm f(x) dx = JOO () + 100 — [£0x)] dx

o9}

_ r’ (%) + [£00] dx—J £(x)] dx,

a

convergente convergente

o0

mostrando que a a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (E-T)) J f(x) dx também serd convergente
a
e vale (E221), completando a demonstragéo.

O

Observacgao 5.1.14

1. Vale um resultado andlogo ao Teorema (EEI3) acima para integrais impréprias de 1.a
espécie em
(—oo0,b] eem (—o0,00),
ou seja, dos tipos (E2) e (EZZ0).

Dewzaremos como ezercicto para o leitor os enunciados e a demonstracoes dos mesmos.

2. Em geral, nao vale a reciproca doTeorema (EEI3) acima, ou seja, pode ocorrer da integral
o0

imprdépria de 1.a espécie (do tipo (ED)) J f(x) dx ser convergente mas a integral impropria

a
o9}

1.a espécie (do tipo (ED)) J [f(x)|dx ser divergente.

a

Por ezemplo, pode-se mostrar que a integral imprdpria de 1.a espécie (do tipo (ECD))

J‘X’ sen(x)

1 X

dx
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é convergente, mas integral imprdpria 1.a espécie (do tipo (ED))

€ dwvergente.

sen(x)
X

dx

I

A demostracdo deste fatos ndo simples e serd deizada como ezercicio para o leitor.

5.2 Integrais improprias de funcgoes reais de uma variavel real de 2.a

espécie

Trataremos agora da questdo associada a integral de uma funcfo ndo limitada em um intervalo limi-

tado.

Para isto temos a:

Definicao 5.2.1 Sejam A um intervalo de R, a € A e f: A\{a} = R uma funcgdo.
Diremos que a funcgdo f tem um descontinuidade infinita em x = a, se uma das sequintes

situagbes ocorrer:

1.

4. ou

lim f(x) =00, (5.89)
x—at

lim f(x) =—o0, (5.90)
x—at

lim f(x) =00, (5.91)
Xx—a—

lim f(x) =—o0. (5.92)
Xx—a—

Observagao 5.2.1 Geometricamente, podemos ter as sequintes situagcdes para a representagao
geométrica do grdfico de uma fun¢do que possua um descontinuidade infinita em x = a:

Y

Y
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®
x

Para ilustrar temos o:

Exemplo 5.2.1 Sejam p € (0,00) fizado e f: R\ {0} = R a funcdo dada por

f(x) = —, para x € R\{0}. (5.93)

0 x 0 x
Resolucgao:
De fato, pois
1
lim f(x) = lim —
x—0+ x—0t X
como p>0

logo, da Definicdo (E=2) (vale (EZ0)), segue que a fungdo f tem uma descontinuidade infinita em
x =0.
Observemos também que:

_ Joo, sepe(0,00) é par
—oo0, sep € (0,00) é impar
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completando a resolugéo.

Com a Defini¢do (E=Z) acima, podemos introduzir a:
Definigao 5.2.2 Seja f: (a,b] - R uma fungdo que tem uma descontinuidade infinita em
Xx=a

e € integrdvel em [c,b], para cada c € (a,b] fizado.
Definiremos a integral imprépria, de 2.a espécie, da fungao f em (a,b], denotada por

b
J f(x) dx, como sendo
a

b b
J f(x)dx = lim J f(x) dx. (5.94)

a c—at J.
Na situagdGo actma, diremos que a integral imprdpria, de 2.a espécie (do tipo (EZE)),

b
J f(x) dx € convergente, se o limite acima ezxistir e for finito.

a
b

Caso contrdrio, diremos que integral tmprdpria, de 2.a espécie (do tipo (E5A)), J f(x)dx €
divergente. ¢
A figura abaizo tlustra uma possivel representagdo geométrica do grdfico da fungdo f (seria

o caso (B9M)).

De modo andlogo temos a
Definicao 5.2.3 Seja g:[a,b) —» R uma fungdo que tem uma descontinuidade infinita em
x=D>

e € integrdvel em [a,cl], para cada c € [a,b) fizado.
Definiremos a integral imprépria, de 2.a espécie, da fungao g em [a,b), denotada por

b
J g(x) dx, como sendo
a

b c
J g(x)dx = lim J g(x)dx. (5.95)

a c—b~ Jq
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Na situagdo acima, diremos que a integral imprdpria, de 2.a espécie (do tipo (EZH)),

b
J g(x) dx é convergente, se o limite acima existir e for finito.

a
b

Caso contrdrio, diremos que integral impropria, de 2.a espécie (do tipo (E=3)), J g(x)dx €
divergente. ¢

A figura abaizo ilustra uma possivel representagdo geométrica do grdfico da fungdo g (seria
o caso (M), comf=gea=Db).

Y A

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 5.2.2 Estudar a convergéncia da integral impropria de 2.a espécie

3
L . (5.96)
Resolucgao:

Observemos que a fungdo f: (0,3] — R, dada por

f(x) = %, para x € (0,3], (5.97)

tem uma descontinuidade infinita em x = 0.
De fato, pois
ET2 1
lim f(x) =) lim —
x—0t+ x—0t X

= 00,

logo, pela Defini¢do (E220) (veja (E=89)), temos a comprovagdo da afirmagdo acima.

Notemos tdmbém que a fungdo f, dada por (EEX7), é continua em (0,3] e, assim, do Teorema
(BZ), ela serd uma fungdo integravel em [c, 3], para cada ¢ € (0, 3] fixado.

Portanto, pela Definigdo (E=22), temos que a integral

b b
J f(x) dx (?)J ldx

a ax

é uma integral imprépria de 2.a espécie em (0, 3] (ou seja, do tipo (E=4)).
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Além disso, teremos:

3 3
J ldx(?) limJ ldx

0 X c—=0t Jo X

Teorema fundamental do Célculo em [c,3] .. =3
= lim |[In(x)
c—0t x=c
= lim [In(3)| —In(c
Jim In(3)| - In(c)
Exegicio 00, (598)

3

mostrando, pela Definigdo (E223), que a integral imprdpria, de 2.a espécie (do tipo (E=94)) J < dx é
0
divergente, completando a resolucédo.

A representacgdo geométrica do gréfico da fungéo f é dado pela figura abaixo.

Observacao 5.2.2 Notemos que fungdo f, dada por (EEX4), é ndo negativa, ou seja,
>0, para x€(0,3].

Logo a drea, cujo valor denotaremos por A, da regido R, contida no plano xOy, delimitada
pela representacdo geométrica do grdfico da funcgdo f , pelas retas x =0, x =3 e pelo eizo Ox,
serd dada pela integral imprdpria, de 2.a espécie (do tipo (E294)), ou seja, por, (EHH), ou ainda:

3
A= Jo f(x) dx

3
(EJ)J 1dx
0 X

(==3)
=" 0.

A figura abaizo nos dd a representagcdo geométrica da regidGo R descrita acima.
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wl—=

Podemos ter outros tipos de integrais impréprias, a saber:

Definigao 5.2.4 Seja f:[a,b]\ {c} = R uma funcdo continua [a,b] \{c} e que tem uma descon-
tinutdade infinita em

Definiremos a integral imprépria, de 2.a espécie, da fungao f em [a,b] \ {c},

denotada por

b
J f(x) dx, como sendo

Jb f(x)dx = JC f(x) dx + Jb f(x) dx . (5.99)

int. imprdpria de 2.a espécie do tipo (EZH)  int. imprdpria de 2.a espécie do tipo (ETA)

b
Diremos que a integral imprdopria de 2.a espécie (do tipo (E5H)) J f(x) dx € convergente,

a
se as integrais improprias de 2.a espécie (do tipo (E29H) e do tipo (BEE94), respectivamente)

forem convergentes.
b
Caso contrdrio, diremos que integral imprdpria de 2.a espécie (do tipo (E0)) J f(x)dx é
divergente. ¢

A figura abaizo ilustra a representagcdo geométrica do grdfico de uma fungdo f que estd na
situagdo acima.
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Podemos aplicar as ideias acima ao:

Exemplo 5.2.3 Estudar a convergéncia da integral imprépria

z
J S (5.100)
0 (x—1)3
Resolugao:
Observemos que a fungdo f: [0,2]\ {1} — R, dada por
1
f(x) = —, para x¢€[0,2]\ {1}, (5.101)
(x—1)s

tem uma descontinuidade infinita em x =1 € [0, 2].

A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Notemos também que a fungdo f e é continua em [0, 3]\ {1}.

Logo destes fatos, e da Definicdo (E2Z4), segue que a integral (ECII) é uma integral imprépria de
2.a espécie em [0, 2] \ {1} (ou seja, do tipo (E=)).

Além disso,

2 ) [ 1 2
de('!')J 2dx+J — dx
)§ 3

0 (x—1)3 0 (x—1 1 (x—1)
e (B0 t ] 2 ]
=2 )i J —_dx+ lim J —ax
t—1- O(X_])§ t—=1+ J¢ (X_])§
Teorema fundamental do:Célculo em [0,t] e [t,1] lim [(X B ])% x=t © lim [(X B ])% x—Z]
t—1- x=0 t—1+ x—t

Exegicio 141

=2, (5.102)
2

mostrando, pela Defini¢do (E224), que a integral imprépria de 2.a espécie (do tipo (E23)) J —dx

0 (x—1)3

é convergente, completando a resolucéo.
A figura abaixo nos dé a representagdo geométrica do gréfico da fungéo f :
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Observagao 5.2.3 Notemos que a func¢do f, dada por (ECIIID), € ndo megativa, ou seja,

T o LI

2
3

— , para x€[0,2]\{1}.
(x—1)

Deste modo, a drea, cujo valor denotaremos por A, da regiGo R, contida mo plano xOy,
delimitada pela representa¢do geométrica do grdfico da funcgdo f , pelas retas x =0, x =2 e pelo

eizo Ox, serd dada pela integral imprdpria de 2.a espécie (do tipo (E=M)), ou seja, por (ECIID),
ou ainda:

2
A= L f(x) dx

2

(EE)J 71 5 dx
0 (x—1)3

(EEZ)Zu.a..

A figura abaizo nos dd a representa¢cdo geométrica da regido R descrita acima

y 4
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Observagao 5.2.4 Podemos ter outros tipos de integrais impréprias de 2.a espécie, como por
exemplo:

1. Seja f: (a,b) = R uma fungdo € continua em (a,b), que tem descontinuidades infinitas
em

A figura abaizo ilustra a representa¢cdo geométrica do grdfico de uma func¢do f na situagdo
descrita acima.

Neste caso definimos a integral imprépria, de 2.a espécie, da fungao f em (a,b), indi-
b

cada por J f(x) dx, como sendo
a

b c b
J f(x) dx = J f(x) dx + J f(x) dx ,  (5.103)

—_ [
int. imprdpria de 2.a espécie do tipo (BEX@)  int. imprdpria 2.a espécie do tipo (BETH)

onde ¢ € (a,b) estd fizado.
b
A integral impropria de 2.a espécie (do tipo (EEI3)) J f(x) dx serd dita convergente, se
a
C
as integrais imprdprias de 2.a espécie (do tipo (E94) e (E9H), respectivamente) J f(x) dx

a

b
e J f(x) dx forem convergentes.
C

b
Caso contrdrio, a integral imprdpria de 2.a espécie (do tipo (ECII3)) J f(x) dx serd dita
divergente. ¢

2. Sejam c € (a,b) estd ficado e f: (a,b)\{c} = R € uma fungdo é continua em (a,b) \ {c}
que tem descontinuidades infinitas em

A figura abaizo ilustra a representacdo geométrica do grdfico de uma funcgdo f que estd na
situagdo.
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Neste caso definimos a integral imprépria, de 2.a espécie, da fungao f em (a,b) \ {c},
b

indicada por J f(x) dx, como sendo
a

b c b
J f(x)dx = J f(x) dx + J f(x) dx . (5.104)

—_— —_—
int. wmpr. de 2.a espécie do tipo (EIIA)  nt. wmpr. de 2.a espécie do tipo (EIIA)

b
A ntegral impropria de 2.a espécie (do tipo (EI04)) J f(x) dx serd dita convergente

a
b

f(x)dx e J f(x) dx, forem

C

C
se as integrais imprdprias de 2.a espécies (do tipo (EI3)) J
convergentes. ¢

b
Caso contrdrio, a integral imprdopria de 2.a espécie (do tipo (EEI04)) J f(x) dx serd dita
divergente. ¢

<

3. Seja f: (a,00) = R uma fungdo €
nfinita em

continua em (a,00), que tem uma descontinuidade

X=a.

A figura abaizo ilustra a representagcdo geométrica do grdfico de uma fungdo f que estd na
situagdo.
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Neste caso definimos a integral imprépria, de 1.a e 2.a espécies, da funcgao f em (a, o),
o0

indicada por J f(x) dx, como sendo
a

ro f(x) dx = JC f(x) dx+ro f(x) dx, (5.105)

a a C

2.a espécie 1.a espécie

onde ¢ € (a,00) estd fizado.

o0 C
f(x) dx serd dita convergente se as integrais 1mproprias J f(x) dx

a

A integral impropria J
a
o0

(esta € de 2.a espécie) e J f(x) dx (esta € de 1.a espécie) forem convergentes.
C
o0

Caso contrdrio, diremos que a integral impropria J f(x) dx serd dita divergente.
a
4. Seja f:(—oc0,b) = R uma fun¢do é continua em (—oo,b), que tem uma descontinuidade
nfinita em
x="b.

A figura abaizo ilustra a representacdo geométrica do grdfico de uma funcdo f que estd na
situagdo.

Neste caso definimos a integral imprépria de 1.a e 2.a espécies, da fungao f em (—oo,b),

b
indicada por J f(x) dx, como sendo
—00

b c b
J f(x) dx = J f(x) dx + J f(x) dx ,  (5.106)
—o0o —o0
int. imprdpria 1.a espécie do tipo (E) int. imprdpria 2.a espécie do tipo (EX)

onde ¢ € (—oo,b) estd fizado.
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b
A integral impropria de 1.a e 2.a espécies J f(x) dx serd dita convergente, se as inte-
—00

c b

grais improprias J f(x) dx (esta € de 1.a espécie do tipo (D)) e J f(x) dx (esta € de 2.a
—0o0 C

espécie do tipo (E593)) forem convergentes.

b
Caso contrdrio, a integral imprdpria de 1.a e 2.a espécies J f(x) dx serd dita divergente.
—00

5. Seja T : R\ {a} — R uma funcdo é continua em R\ {a} mas tem uma descontinuidade
nfinita em
X=a.

A figura abaizo ilustra a representagcdo geométrica do grdfico de uma fungdo f que estd na
situacgdo.

Neste caso definimos a integral imprépria, de 1.a e 2.a espécis, da fungao f em R\ {a},
o0

indicada por J f(x) dx, como sendo

—00

) a 0
J f(x)dx = J f(x) dx + J f(x) dx ,
—0o —0o a

—_— —_
int. ympr. de 1.a e 2.a esp. do tipo (EI0@) int. impr. de 1.a e 2.a esp. do tipo (EIIT)

(5.107)

o0
A integral itmprdpria de 1.a e 2.a espécie J f(x) dx serd dita convergente se as integrais

—00

a (ee]

impréprias de 1.a e 2.a espécies J f(x)dx e J f(x)dx (dos tipos (ECII@) e (EIOH),
—0o0 a

respectivamente) forem convergentes.

o9}

Caso contrdrio a integral imprdpria de 1.a e 2.a espécie J f(x) dx serd dita divergente.

—00

6. Podemos ter outros tipos de integrais imprdprias que podem ser estudadas suas con-
vergéncias sequindo as tdéias acima.
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Apliquemos as ideias acima ao

Proposigao 5.2.1 Sejam a<c ep € (0,00) fizados.
A ntegral tmpropria de 2.a espécie

¢ 1
J —p dx, serd convergente
a (X - C)

se, e somente, se pe(0,1). (5.108)

Demonstracao:
Observemos que se a fungdo f: [a,c) — R é dada por

1
f(x) = CEnL para cada x € [a,c), (5.109)
entdo a fungio f serd continua em [a,c).
Logo, do Teorema (B=3), serd integravel em [a,b], para cada b € [a,c) fixado.
Além disso, terd a funcdo f terd uma descontinuidade infinita em x = c.

A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Logo a integral
C
1
|t
a (X - C)p

€ uma integral imprépria de 2.a espécie (do tipo (E=23)).
Notemos que se

p=1, (5.110)

teremos:

JC 1 (EEIII)JC 1
a(X_C)p B aX—C
t

(e limJ LS

t—c™ Jg X —C

Teorema fundamantal do Célculo em [a,t] .. .
= lim lim (Infjt—c|—Inja—c|]
t—c~ t—e

Exercicio

Logo, da Definicdo (E223), segue que a integral imprépria de 2.a espécie (do tipo (E=H)) (EEIOY)
serd divergente para (E-TTO).
Se
p#1, (5.111)

teremos:

cC 1 Emm o [C T
L G—cP tlf?L G—op &

Teorema fundamantal do Calculo em [a,t] .. 1 T—p
= lim (x —¢)
toe | 1— P

(5.112)
= 1 lim |[(t—¢)"™P —(a— C)H"}
— P toc™
1
=<{p—1
oo, se pe(l,o0)

(a_cﬂ—P’ s€ P€(0>1)>
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Conclusdo: a integral imprépria de 2.a espécie (do tipo (EI3H))

J’° 1 é convergente, se p € (0,1),
a (X - C)p

é divergente, se p e [l,00)

completando a resolugdo.
O
Temos as seguinte propriedades para integrais impréprias de 2.a espécie:

Proposicao 5.2.2 Sejam f,g : (a,b] = R fungdes integrdveis em [a,cl, para cada ¢ € (a,b)
fizados, com descontinuidade infinita em x =a e A € R.

b
1. Se a integral imprdopria de 2.a espécie (do tipo (E54)) J f(x) dx é convergente entdo, para

a
b

cada ¢ € (a,b), temos que a integral tmprdpria de 2.a espécie (do tipo (EA)) J f(x) dx
serd convergente. ‘

Além disso,

b c b
J f(x)dx = J f(x) dx + J f(x) dx . (5.113)

integral definida em [a,c]  wntegral tmprdpria de 2.a espécie do tipo (EA)

b
2. Se a integral impropria de 2.a espécie (do tipo (E5)) J f(x) dx € convergente, entdo a

a
b

integral impropria de 2.a espécie (do tipo (E5A)) J (Af)(x) dx também serd convergente.
a

Além disso,
b

JbO\f)(x) dx:AJ f(x) dx. (5.114)

a a

b b
f(x) dx, J g(x) dx sd@o con-

a

3. Se a integrais improprias de 2.a espécie (do tipo (E=A)) J

a
vergentes, entdo as integrais improprias de 2.a espécie (do tipo (EZE)) J (f + g)(x) dx,
a

b
J (f — g)(x) dx, também serdo convergentes.
a

Além disso,

b b 00
J (f+g)(x) dx:J f(x) dx—i—J g(x) dx, (5.115)
b b -
J (f—g)(x) dx-J f(x) dx—J g(x)dx. (5.116)
b

4. Se, A #0, a integral imprépria de 2.a espécie (do tipo (E94)) J f(x) dx é convergente e a

a
b

wntegral tmprdpria de 2.a espécie (do tipo (E54)) J g(x) dx € divergente entdo as integrais
imprdéprias de 2.a espécie (do tipo (E54))
b

Jb(f—k g)(x) dx, J

a a

(f—g)x)dx e j (Ag)(x) dx

a
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serdo divergentes.

Demonstragao:
As demonstragdes seguem das propriedades basicas de limites no infinito e serdo deixadas como
exercico para o leitor.

g

Observagao 5.2.5 Vale um resultado andlogo para cada uma das outras integrais impréprias
wntroduzidas na Observagdo (E2ZA).
Deizaremos a cargo do leitor os enunciados e as respectivas demonstragbes dos mesmos.

Temos o seguinte resultado importante para o estudo de integrais impréprias de 2.a espécie:

Teorema 5.2.1 (da comparacgao para integrais impréprias de 2.a espécie) Sejam f,g :
(a,b] —» R fungdes continuas em (a,b], com descontinuidades infinitas em x = a e satisfa-
zendo

0<f(x) <g(x), para x€ (a,b]. (5.117)

Entdo:

b

1. se a wntegral tmprdpria de 2.a espécie (do tipo (E=4)) J g(x) dx for convergente, teremos

a
b

que a integral impropria de 2.a espécie (do tipo (EA)) J f(x) dx também serd convergente.
a

Além disso, teremos
b

b
OSJ f(x) dng g(x) dx; (5.118)
a a

b
2. se a integral impropria de 2.a espécie (do tipo (E544)) J f(x) dx for divergente, teremos

a
b

que a integral tmprdpria de 2.a espécie (do tipo (E54)) J g(x) dx também serd divergente

a

Demonstragao:

A demonstragdo deste resultado é semelhante a do Teorema da comparagéo para integrais impréprias
de 1.a espécie (ou seja, o Teorema (ET0)).

Devido a este fato deixaremos como exercicio para o leitor a sua demonstragéo.

g

Observacao 5.2.6 Valem os resultados andlogos ao Teorema (EEZ) actma para cada uma das
integrais improprias introduzidas na Observagdo (BE22A).
Deizaremos como exercico para o leitor enuncid-los e demonstrd-los.

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 5.2.4 Estudar a convergéncia da integral impropria de 2.a espécie (do tipo (EZA)

[[ ot

e dx. (5.119)
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Resolucgao:
Observemos que a fungdo g: (3,6] — R dada por

g(x) = , para x¢€ (3,6], (5.120)

é continua em (3, 6].
Logo, do Teorema (B=3), serd uma fungdo integravel em [c, 6], para cada ¢ € (3, 6] fixado.
Além disso, tem uma descontinuidade infinita em ¢ = 3.
Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
Se considerarmos a fungdo f: (3,6] — R dada por

f(x) = ara x € (3,6] 5.121

(X _ 3)4 y D y Oy ( )
entdo ela serd continua em (3, 6], logo integravel em [c, 6] e também terd uma descontinuidade infinita
em c = 3.

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

Além disso, teremos

(=) 1
(x—3)*

como 3<x, teremos: 1<In(3)<ln(x) ].Il(X) (=)
< - —
- (x—3)4

0 < f(x)
g(x), para x€(3,6].

Além disso, pela Proposigdo (E2Z1) (com p =4 > 1), temos que a integral imprépria de 2.a espécie

(do tipo (ET3))
6 (E_Eﬂ) 6 1
L f(x)dx ' = L . 3)4 dx

é divergente.
Logo, do item O do Teorema da comparagdo para integrais impréprias de 2.a espécie (ou seja, do
item B. do Teorema (EZ2Z)) , segue que a integral imprépria de 2.a espécie (do tipo (E=94))

® ln(x)
L (x —3)*

dx

serd divergente, completando a resolucio.
O
Para finalizar temos a:

Proposigao 5.2.3 Para cada t € (0,00) fizado, consideremos a integral imprépria de 1.a e 2.a
espécie
o0
I(t) ij e x'Tdx, (5.122)
0

que € denominada fungao Gama.
Entdo

1. a integral tmprdpria de 1.a e 2.a espécie (EEI23) é convergente, para cada t € (0,00) fizado;

2. para t € (1,00), temos
rM)=(t—-—1Tt—-1); (5.123)
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3. em particular, se n € N, temos
Mm)=Mmn-1)". (5.124)

Demonstracgao:
Do item [.:
Para cada t € (0, 00), consideremos a fungéo f: (0, 00) — R, dada por

f(x) = e *x*", para x e (0,00). (5.125)

Observemos que

00 1 00
J e *x Tdx = J e xt! dx+J e *x"dx . (5.126)
0 0 1

Comegaremos analisando :

(i) Notemos que, para
tell,o0) (5.127)

fixado, temos que a integral |I | serd uma integral definida em [0, 1], pois a fungéo

(==
> 0
~
x s eXx ]
é uma fungdo continua em [0, 1].
(ii) Por outro lado,
te (0,1), (5.128)
temos que
0 < f(x)
() e X thl

e X<1, para x&(0,00) :
< X'

1

=i Dpara x € (0,1].

De (ETI2R), temos que
1—te(0,1).

Logo, da Proposigdo (E=20), segue que a integral imprépria de 2.a espécie (do tipo (E54))

1 1
1
x''dx = | —— dx serd convergente. (5.129)
. o Xt

Logo, de (EE2H), (ET23) e do item O . do Teorema da comparagdo para integrais impréprias
de 2.a espécie (o tipo (E=)) (ou seja, do item M . do Teorema (EZZ)), segue que a integral
1

imprépria de 2.a espécie (do tipo (E594)) J e *x'"! dx também sera convergente.
0
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Portanto, dos itens (i) e (ii) acima, segue que |I|é um nimeor real, para cada t € (0, c0) fixado.

Analisemos :

Notemos agora que, para cada t € (0, 00), é uma integral imprépria de 1.a espécie (do tipo
(ETD)) (pois o integrando é uma fungdo continua em [1,00)).
Observemos ainda, que

lim x* f(x) = lim x* (e*" xt*]>
X—00 X—00

= lim (e"‘xt“)
X300
Bxercicio y - »
Assim, do item 0. do Teorema (ET2) (com p =2 e A = 0 ), segue a integral imprépria de 1.a
espécie (do tipo (ET)) ro e *x'"! dx serd convergente.
Logo, para cada t e] (0,00) fixado, |I|e sdo numeros reias, de (EEI23), segue que a integral
imprépria de 1.a e 2.a espécie ” e *x'" T dx & convergente, isto ¢, a fungo I': (0, 00) — R, dada por

(ET22), estd bem definida.
Do item O.:
Para cada t € (1,00) temos que

o0
I'(t) =) J e X x T dx
0
b
= lim limj e *x' 1 dx. (5.130)
a—0t b—oo J4

Mas, pelo Teorema de integragdo por partes para a integral definida (ou seja, o Teorema (EE)),
teremos:

b b
e XxlTax = | xt e *dx
\,—/ N’

a a

=u =dv
se u=x""", teremos: du = (t — 1)x"2dx
=< sedv=e*dx, teremos: v=—e*+C
tomando-se C =0, segue que: v=—e *
x=b b
= |uv —J vdu
x=a a
x=b b
=[x (e —J (—e ™) (t—1)x* 2 dx
x=a a
i b
= |[—b" e 4 gt e—a} + (t— 1)J e *x"2dx. (5.131)
- a

Substituindo (ET21) em (E-I30), obteremos:

I't) = lim lim —ble® 4+ gt e +(t=1) | e*x"2dx
a—0T b—oo — N——
—0, quando b—oo  —0, quando a—0"

(o)
=(t—1) J e x!tD=1 gx
0

(T=23) c;mtitfl (t—])F(t—1),
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como queriamos mostrar.
Do item B.:
Notemos que

r(]) (m);om t=1 J e dx
0
b
= lim J e “dx
b—oo Jo
Exegicio 1 (5132)
Logo, do item B. acima, segue que
F(Z) (m)éom t=2 (2 _ 1) ]_,(,I)
(EI22) 1
=1! (5.133)
rE) &Pem S e o)
=95 4
=2! (5.134)
r(4) (EI'.'ZE)éom t=4 (4_ 1) F(S)
(=) 3.2l
=3!

e assim, por induigdo sobre n € N, pode-se mostrar validade da identidade (ECT24), completando a
demonstragdo do resultado.

O
Podemos aplicar estas ideias ao:
Exercicio 5.2.1 Estudar a convergéncia da integral imprépria de 1.a espécie
o0
J e %3 dx. (5.135)
0

Resolugao:
Observemos que

(o)

mostrando que a integral imprépria de 1.a espécie (do tipo (ETT)), J e x> dx serd convergente e seu
0
valor serd 6.

0



Capitulo 6

O Espaco R™

Nosso objetivo neste capitulo serd apresentar o espago euclideano n-dimensional, que serd denotado por
R™, introduzir uma nogédo de distancia entre dois pontos neste espago e algumas de suas conseqiiéncias.

Na disciplina de Calculo I estudamos algumas propriedades do conjunto formado pelos niimeros
reais, que serd indicado por R.

No curso de Geometria Analitica foram introduzidos o conjunto dos vetores do plano, que serd in-
dicado por V?, e dos vetores do espaco, que serd indicado por V3, bem como uma série de propriedades
dos mesmos.

Foi visto, por exemplo, que V2 e V3 podem ser identificados com

R? = { pares ordenados formados por numeros reais}
={X=(x1,%x2) ; onde x1,x; € R}
e R = { ternas ordenadas formadas por nimeros reais}

={X = (x1,%x2,x3) ; onde x1,%x2,x3 € R}
desde que fixemos um sistema de coordenadas ortogonais em V2 ou V3, respectivamente, ou seja,
I =(0,e,e),
onde O denota um ponto do plano e
{e1, €}

é uma base ortonormal de V?, ou
L =(0,e,e,es),
onde O denota um ponto do espago e
{61 ) é’2 ) 63}
é uma base ortonormal de V3.

Seguindo estas idéias podemos definir, de modo andlogo, para cada n € N fixado, o seguinte
conjunto:

R™ = { n-uplas ordenadas formada por nimeros reais}

={X=(x1,x2,+-,Xn); onde x7,X2, -+ ,Xn € R}. (6.1)

Um elemento de R™, isto é, uma n-upla formada por nimeros reais, serd denominada de vetor
de R".

Estes conjuntos serdo os lugares onde desenvolveremos nosso estudo ao longo deste e dos préximos
capitulos.

235
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6.1 Os espacos euclideanos n-dimensionais

A seguir introduziremos duas operagdes em R™ (uma de adigdo entre elementos de R™ e outra de
multiplicagdo de elementos de R™ por nimero real), a saber:

Definig¢ao 6.1.1 Dados
%i(X],Xz,'--,Xn), gihﬂ»yly"')yn)eRn (6'2)
e x € R, defintmos:

e a adicao dos elementos X,y em R", indicada por X+, como sendo o vetor do R™, definido
por:
X+Y=(x1+Y1,X2+Yz2,  yXn +Yn) - (6.3)

(ii) a multiplicacao de um elemento X € R™ por « € R (denominado escalar), indicada por
« - X, como sendo o vetor do R™, definido por:

o X = (0UX], X2, + X Xp) . (6.4)

Deste modo teremos:
+:R"xR"—=SR" e -:RxR'—R"

Com isto temos a:

Proposicao 6.1.1 O conjunto R™, munido das operagdes de adi¢do, dada por (E3), e multi-
plicagdo por escalar, dada por (EQ), satifaz as sequintes propriedades:

(A1) Fechamento da adigao de vetores do R":

(X+1Y) € RY, para todo X,y € R"™; (A1)
(A2) Comutativa da adigao de vetores do R™:
X+y=y+x, paratodo X,yecR"; (A2)
(A3) Associativa da adigao de vetores do R™:
X+4§)+Z=X+(y+2), paratodo X,y,ZecR", (A3)
(A4) Elemento neutro da adigao de vetores do R™: eziste Oc R™, tal que
X+0 =X, paratodo XecR". (A4)
(A5) Elemento oposto da adi¢do de vetores do R™: dado X € R", existe —X € R", tal que
X+ (—x)=0. (A5)
(M1) Fechamento da multiplicacao de escalar por vetores do R":

(x-X) € R"Y, para todo axe€R, e xeR", (M1)
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(M2) Associativa da multiplicacao de escalar por vetores do R":

o-(B-X)=(xp)-X, paratodo a,peR e XxecR";

(M3) Elemento neutro da multiplicagdo de escalar por vetores do R™:

1-X=X, paratodo XeR",

(MA) Distributiva da multiplicacao de escalar pela adi¢do de vetores do R™:

a- (X+y)=a-X+a-y§, paratodo xR e X,§yecR";

(AM) Distributiva da adigao de escalares pela multiplicagGo por vetor do R™:

(x+B) X=a-X+p-X, paratodo o,peR e XxeR™.

Demonstragao:

237

(M2)

(M3)

(MA)

(MA)

As demonstragdes das propriedades acima foram ou serdo mostradas na disciplina de Algebra

Linear e serdo deixadas como exercicio para o leitor.

S4o semelhantes as demonstracdes das respectivas propriedades para V2 e V3, vistas na disciplina

de Geometria Analitica.

Observagao 6.1.1

1. Notemos que

O

(0)

(6.5)

3. Como serd visto na disciplina de Algebra Linear, isto pode ser resumido dizendo-se que

(Rn)“‘»'))

onde + e - sd@o as operagbes de adicdo de vetores e multiplicagGo de vetor por escalar

definidas acima, é um espacgo vetorial sobre R.

4. Geometricamente, a adi¢do de elementos de R"™, dada por (E4), pode ser vista como:

®l
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5. Geometricamente, a substracao de vetores de R™ pode ser vista como:

xl

6. Dos itens [J. e @. acima, concluimos que a adigdo e a subtracdo de elementos de R",
podem ser wistas como as diagonais de um paralelogramo, cujos lados sdo determinados
pelos vetores X e §y do V™.

Estas propriedades sGo semelhates ds respectivas de V> e V3, que foram estudadas na disi-
ciplina de Geometria Analitica.

6.2 Produto interno

No espago vetorial real (R™,+,.), podemos definir uma multiplicagdo entre elementos do préprio
espago que resultard em um ndmero real, a saber:

Definigao 6.2.1 Dados
X = (X1 y X2yt axn))gi (91 yY2,y e ,Un) ERna

definimos o produto interno (ou escalar) do vetor X pelo vetor Y, indicado por X ey, como

sendo o numero real dado por:

Xey=x1y1 +%xy2+ - XnYn €R, (6.6)

15to €, o : R"xR" - R.
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Observagao 6.2.1 Em alguns livros podemos encontrar outras notagdes para o produto interno
introduzido actma (ou seja, dado por (EB)) como, por exemplo, (-,-) ou < -,- >, 1sto §,

(X, ) =x1y1 +X2Y2+ - XnUYn,
(X,§) =x1y1 +X2Y2+ - XnYn -

Xl

Com isto temos a:
Proposicao 6.2.1 Temos que:
(PI1) O produto interno de vetores de R™ é comutativo, isto é,
Xey=yex, para X,jeER". (PI1)
(PI2) O produto interno de vetores de R™ é distributivo em relagdo a adigdo de vetores, isto €,
(X+y)ez=XezZ+1yez, para X,y,zZeR". (PI2)

(PI3) O produto interno de vetores de R™ € associativo (do produto de vetor por escalar pelo
produto interno de vetores), isto é,

— —

(x-X)oy=a(Xey), para X,j€R" e axeR. PI-3
Y Yy Yy

(PI4) O produto interno de R™ € positivo definido, isto €,

XeX >0, paratodo xecR"

Xex=0, se e somente se, X= 0. (P14)

Demonstragao:

As demonstragdes das propriedades acima foram, ou serdo, mostradas na disciplina de Algebra
Linear e serdo deixadas como exercicio para o leitor.

S4o semelhantes as demonstracdes das respectivas propriedades para V2 e V3, vistas na disciplina
de Geometria Analitica.

U
Observagao 6.2.2
1. As propriedades (EIT), (EI2) e (EI=3) tmplicam em
Xe(J+zZ)=Xey+XezZ, paratodo X,y,z€eR", (PI5)
Xe(a-y)=u(Xey), paratodo X,jeR" eaxecR. (P16)

Dewzaremos a verificagdo destes fatos como exercicio para o leitor.

2. As propriedades (EIN), (EX), (EI3) e (EIA), na Proposi¢do (E2X1) nos dizem que o pro-
duto wnterno, no espago vetorial real (R™,+,-), é uma forma bilinear simétrica definida
positiva.

Este tipo de fungbes foram, ou serdo, estudadas na disiciplina de Algebm Linear.
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6.3 Norma de um vetor
Observagao 6.3.1

1. No espacgo vetorial real (R,+,-), temos como associar uma medida para o comprimento
de um elemento x € R, denominado valor absoluto ou médulo de x e indicado por [x|,

dado por:
x| = Vx2. (6.7)

Tal valor determina o quanto este elemento x estd distante do elemento 0 € R (a origem
de R).

2. De modo semelhante, no espaco vetorial real (Rz,—i— , ~), definimos o comprimento do vetor
> . 2
X = (x1,%2) € R7,

denominado norma do vetor X, indicado por ||X||, como sendo

IR]| = \/xi* +x27. (6.8)

Tal valor determina a distdncia deste elemento X d origem 0 = (0,0) € R? (veja figura
abaizo).

X2 b oo

o]}

3. De modo stmzilar, vimos na disciplina de Geometrica Analitica, que no espago vetorial real
(R3,~I—,-), temos definido o comprimento de um vetor

X = (x1,%2,x3) € R3,

denominado norma do vetor X, indicado por ||X||, como sendo

K| = /% + %2+ x3 (6.9)

Tal valor determina a distdncia deste elemento X & origem 0= (0,0,0) € R® (veja figura
abaizo).
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X3

Rl = /%1% + %22 +x3°

De modo geral temos a:

Definigao 6.3.1 Consideremos o espacgo vetorial real (R™,+,-).
Se
7_é‘i()(])xZa"')XTI)G]RTL) (610)

definimos a norma do vetor X, denotada por ||X||, como sendo o numero real

IR = x4l (6.11)
Observagao 6.3.2
1. Com isto temos definida a funcdo || || : R™ — R, dada por
1§ = x4 x2 4+l (6.12)
onde X = (X7,X2, "+ yXn) € R™,

2. Observemos que a norma de um vetor de (R",+,-), determina a distdncia deste elemento
X & origem O = (0,0,---,0) € R",

Em particular, se

X=(x1,%2, - y%), Y=(y1,y2,---,yn) €R", (6.13)
entdo a distancia entre os pontos
(x1,%2, %), (Y1,Y2, -, yn) € R,
que serd indicada por d(X,y), serd dada por:

d(x,y) =[x -yl (6.14)

ou seja, o comprimento (ou, a norma) do vetor X —y € R™ (veja a figura abaizo).
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(Y1, ,yn)

3. Além disso, da Defini¢cdo de produto interno (ou seja, a DefinigGo (E220)), no espago
vetorial real (R™,+,-), se X € R", entdo

B zex. (6.15)

Com isto temos a:

Lema 6.3.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Sejam X,y sGo dois vetores do espago veto-
rial real (R™,+,-). Entdo teremos
X e gl < [IX]] [Iy]|- (6.16)

Demonstragao:
Notemos que, para cada t € R, teremos:

de (EI3) da Proposigdo (E22) . 2
< X+t -yl

do item B. da Observagio (E=3)

(X+t-yle(Xx+t-y)
e (B5) a2 Proposicio (570 Z e R4 Ko (4-G) + (- §) o X+ (L) o (t-T)

de (EI3) da ngosigéo (=) Tex L2t ()_(,.g) n tz (g .g) )

isto &, XoX +2t(Xei)+t* Gey >0. 6.17
& (X o) yey (6.17)
pe =) )2

Logo, do item B. da Observagdo (E3), segue que
IG° t* +2(Xe§) t+ |X||* >0, para teR.
~— — ~—~—
~a =b =c
Observemos que esta inequacdo do segundo grau na varidvel t, garante que o discriminante da
equagdo do 2.0 grau associada a mesma, nao podera ser positivo, isto é,

0>A
=b*—4ac
=4(Xe ) —4 x| |5]?,
ouseja,  (Keq) < [IX|* 5]
isto 6, [ e gl < [%] ]l

mostrando a validade da desigualdade (E18), completando a demonstragdo do resultado.

Com isto temos as seguintes propriedades para a norma de um vetor:
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Proposicao 6.3.1 Sejam X,y sdo dois vetores do espago vetorial real (R™,+,-) e « € R. Entdo,

(N1) temos

Xl = VX e X;
(N2) |IX]| >0, para todo X € R" e

IX| =0, se, e somentese, x=0;

(N3) temos
[Joc - X]| = Il IX]] 5

(N4) (desigualdade triangular)
X+l < X[l + [l -

Demonstragao:
A demonstragdo da propriedade () foi feita no item B. da Observagdo (E=33).
As demonstragdes da validade de ([N2) e (N3) serdo deixadas como exercicio para o leitor.
Faremos a demostragdo da validade de ([N4).
Para isto observemos que:

o, 2@ o oo -
IX+g)” =" (X+17) e (X+7)
de (EIQ) da Proposicdo (BE20) , RN RN RN
= xox—|—xoy+ yeox +yey
<
de (EI3) da Prgposigéio (=), .,

xey
=XeX+2(Xey)+yey
(&) = o = ~
= |RI* +2(Xeg) +[IF]I*.
Logo
X+ 11> < %] + 2% o gl + |15
(m) o= _
<RI+ 2R g1+ 1191
> S 2
= (X[l + NIyl
isto ¢, [[X+yll < [IX]l + [Ivll,

mostrando a validade de (N4)e completando a demostragéo.

(N1)

(N2)

(N3)

(N4)

0

Observagao 6.3.3 A desigualdade triangular, isto €, (N4) nos diz, geometricamente, que o
comprimento de um lado de um tridngulo é sempre menor (eventualmente igual, se o tridngulo
for um segmento de reta) que a soma da medida dos comprimentos dos outros dois lados do

mesmo (veja a figura abaizo).

g1l
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Como conseqiiéncia da desigualdade triangular (isto é, de (N4)), temos o:

Corolario 6.3.1 Sejam X,y € R". Entédo
X =gl = X =191l (6.18)

Demonstragao:

Faremos a demonstragdo para o caso que
X[ = Iyl

ouseja, 0 <I[X]|—|yl. (6.19)

A prova do caso que
1911 = (]|

é, essencialmente, igual a que faremos e serd deixada como exercicio para o leitor.
Da desiguldade triangular (isto é, de (IN4)), temos:

X[=1X—-9)+ ¢
IR =1E=9)+ 5 |
=X =Y
@) - -
< [[%]
= [IX—=gll + [yl
isto &, [IX]| — Ilyll < [[X—yll. (6.20)
S o (B3 o
Logo, X[l =[[glll™="[IX]l — [l
) o
< [IX—=gl,
ouainda,  [[[X[|—|glll < [X—4l,

mostrando a validade de (E18) e completando a demonstragéo .
O

Observacgao 6.3.4 Suponhamos que os vetores X e , sdo dois vetores nao nulos, do espago
vetorial real (R™,+,-) ou, equivalentemente,

IXI[s 1l # 0

Entdo, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, isto é, de (E1H), seque que
X o gl < [IX] 1]l

Como
1X1, [[g1l # 0,

1sto serd equiavalente a:

1< XY g,

XI5l —
Deste modo, eziste um unico 0 € [0,7), de modo que

(6.21)
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Com isto podemos introduzir a:

Definigao 6.3.2 Dados os vetores X e Y, ndo nulos, do espago vetorial real (R™,+,-), defi-
niremos o angulo entre os vetores X e {j, como sendo o valor 0 obtido acima (veja a figura

abaizo).

Observacao 6.3.5 De (EZI) segque que:
X oy = [IX]| [|y]| cos(6). (6.22)

Tendo a nogdo de dngulo entre vetores do espago vetorial com produto interno (R™,+,-), podemos
introduzir a nogdo de "ortogonalidade” entre vetores de R"™, a saber:

Definigao 6.3.3 Dados os vetores X e , ndo nulos, do espago vetorial real (R™,+,-), diremos
que o vetor X é ortogonal ao vetor {j, indicando por X L §j , se

Xey=0. (6.23)
Observacgao 6.3.6

1. Observemos que se os vetores X ey sdo vetores ndo nulos, do espaco vetorial real (R™,+,-),

entao,
X1y
se, e somente se, o dngulo entre eles for igual a 72—t (6.24)
De fato, pois
X1y
se, e somente se, 0=Xey
(BE20) oy 1=
=" IX[l [[G]l cos(8). (6.25)
Como
X1 Iyl # 0,
teos que ([CZH) serd equivalente a
cos(0) =0,
. T
ou seja, =3

como afirmamos.
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2. Outras propriedades relacionadas com a ortogonalidade de vetores no espaco vetorial real
(R™,+,-) serdo estudadas ao longo destas notas.

No espago vetorial real com produto interno (R™,+,-) vale o:

Teorema 6.3.1 (de Pitagoras) Sejam X,y vetores do espago vetorial real (R™,+,-).
Entdo, o vetor X € ortogonal ao vetor | se, e somente se, vale a seguinte identidade

S -2 o -
1%+ 11> = IK1% + 11511 (6.26)

conhecida como identidade de Pitagoras.

Demonstragao:

Do item [. da Observagdo (EZ3H) acima, segue que

X1y (6.27)
nonumber (6.28)
se, e somente se, Xey=0. (6.29)
Mas
A L) NS
K+ '= (R+§) e (X+1)
item (ET3) da Proposigdo (E230) , . . S o oo
= xXex+xey+ o X Tyey
S
item (EM) da Pjogosigéo (=)
:X.y
item B. da Observagdo (E23) | 2 N )
= X1 + 2 (X o) + ([~ (6.30)
Logo, de (E229) e (E=0), segue que
Xey=20
se, e somente se, 1%+ 5117 = 171> + I
completando a demonstragdo do resultado.
g

6.4 Conjuntos abertos, fechados e compactos em R"

Para estudarmos o comportamento de fungdes a valores reais, de varias varidveis reais, precisaremos
de algumas defini¢les e propriedades que estardo contidas nesta segéo.

Para o que segue vamos considerar o espago vetorial real (R™, +, -), munido das operagdes de adigdo,
multiplicagdo por escalar, produto interno, norma, definidas na segio anterior.

Comecgaremos pela:

Definicao 6.4.1 Sejam
)_(’o = (X1)X2)"' )Xn) € R"

er>0.
Definimos a bola aberta de centro em X, e raio v, indicada por B, (X,), como sendo o se-
guinte subconjunto de R™:

Br (7_50) i{% € R" ) ||%_£o|| < T} . (BA)
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Observacao 6.4.1 Uma bola aberta de centro em X, € R™ e rato r > 0 é o conjunto formado
por todos os elementos de R™, que distam menos que r, do vetor X,.

<

Exemplo 6.4.1 Em R, isto ¢, para n =1, temos que

Bi(xo) ={x € R [x —x%o| <71}
~— —
—T<X—Xo<T

= (Xo =Ty Xo + 1), (6.31)

1sto €, € o intervalo aberto de comprimento 21, cujo ponto médio € o ponto X, (veja a figura
abaizo).

By (xo)

Xo — T Xo Xo + T

Exemplo 6.4.2 Em R?, isto é, para n =2, temos que

B,(%X,) = {X = (x,y) € R*; X — %o | <}
N—_——

(E:z) (x—x0)2+(y—yo)?

= {y e R (x—x0) + (y—yo)? <7}, (6.32)

<

1sto €, é o conjunto formado por todos pontos pertencentes ao “interior” da circunferéncia de
centro em Xo = (Xo,Yo) € R? e raio v > 0 (veja a figura abaizo).

Yo

By (o)
Exemplo 6.4.3 Em R3, isto é, para n =3, temos que
Br(io):{ii(x,y,z)e]l@ ) H%_%oH <}
——
%0+ y—yo ) +(z—20)?
_ 3. 2 2 2 2
—{(x,y,z)eR p (X —%0) F (YU—Yo) + (z—20) <r}, (6.33)

1sto €, € o conjunto formado por todos os pontos pertencentes ao “interior” da superficie esférica
de centro em X, = (X0, Yo, 20) € R? e raio v > 0 (veja a figura abaizo).
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By (¥o)

Zo

Xo

A partir da definigdo de bola aberta em R™ (ou seja, da Defini¢do (E21)), podemos introduzir as
seguintes nogdes:

Definicao 6.4.2 Seja A C R"™ um subconjunto ngo vazio.

1.

(v)

Diremos que X, € A € um ponto interior do conjunto A, se ezistir uma bola aberta de
centro em X,, inteiramente contida no conjunto A, ou seja, podemos encontrar v > 0, de
modo que

B. (%) CA. (PI)

| Diremos que X, € R™ é um ponto de fronteira do conjunto A,indezponto!de fronteira
de um conjunto, se toda bola aberta de centro em X,, intercepta o conjunto A e seu
complementar AS, isto é, para cada v > 0, temos que

Bi(Xo)NAF£D e Br(X)NAS#0, (PF)

onde A denota o conjunto complementar do conjunto A, em R", ou seja,

AS =R\ A.

Diremos que X, € R™ é um ponto exterior do conjunto A, se ele for ponto interior do
conjunto AS.

Diremos que X, € R"™ é um ponto do conjunto acumulagao do conjunto A, se toda bola
aberta de centro em X,, intercepta o conjunto A em, pelo menos, um ponto diferente do
ponto X,, isto €, para cada v > 0, temos que

[Br(Xo) N AN\ {Xo} # 0. (PA)

Diremos que X, € A é um ponto isolado do conjunto A,, se o ponto X, ndo é um ponto
de acumulagcdo do conjunto A.
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Apliquemos os conceitos acima ao:

Exemplo 6.4.4 Seja

A={xy)eR?; —1<x<Te—1<y<1}uU(2,2)
=[-1,1] x [-1,11U{(2,2)} C RZ. (6.34)

Encontrar todos os pontos interiores, de fronteira, de acumulagdo e isolados do conjunto A.

Resolugao:

Notemos que o conjunto A, dado por (E=4), é formado pelos pontos que estdo sobre e dentro do
quadrado do R?, dado por [1,1] x [-1,1], reunido com conjunto formado pelo ponto (2,2) (veja a
figura abaixo).

(2,2)

Observemos que todos os pontos do conjunto

Bi{(x,y)G]Rz; —1<x<1,—1<y<1}
:(_1>1)X(_1>])

sdo pontos interiores do conjunto A.

De fato pois, para cada X, € B, podemos encontrar um raio r = r(X,) > 0, de modo que

B:(X,) € B.

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
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Por outro lado, os pontos do conjunto
Ci{(x,—l)eRz; 1 §x§1}u{(x,1)eR2; 1 gxg1}
u{-1yer; 1<y <ibu{i,y e R} -1y <1} uiz,2),

sdo todos os pontos de fronteira do conjunto A.
De fato pois, para cada X, € C e r > 0, segue que

B.(X)NA#D e Bi(Xog)NAS#0D.

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
Temos também que os pontos do conjunto

D={(x,y)eR; -1<x<1,-1<y<1}
=[-1,1] x [-1,1]

sdo pontos de acumulagdo do conjunto A.
De fato pois, para cada X, € D e v > 0, segue que

[Br(Xo) N AN\ {Xo} # 0.

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
Os pontos do conjunto
AS=R*\ A,

sdo pontos exteriores do conjunto A.
De fato pois, para cada X, € A® podemos encontrar v > 0 de modo que

Bi(X,) € A°.

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
O ponto
(2,2) e R?

nao é um ponto de acumulagio do conjunto A.



6.4. CONJUNTOS ABERTOS, FECHADOS E COMPACTOS 251

De fato, pois, por exemplo, a bola de centro no ponto (2,2) e raio r = 1, ndo contém nenhum
ponto do conjunto A diferente, do ponto (2,2).
Portanto o ponto
(2,2) € R?

serd um ponto isolado do conjunto A.

Resumindo, na figura abaixo temos que todo ponto do conjunto C é um ponto de fronteira do
conjunto A, todo ponto do conjunto B é ponto interior do conjunto A, todo ponto do conjunto D
¢ ponto de acumulagdo do conjunto A e todo ponto do conjunto A® U {(2,2)} é ponto exterior do
conjunto A.

(2,2)

Em geral temos a:

Proposigao 6.4.1 Seja A CR"™ e X, € R™.
Se X, € ponto de acumula¢do do conjunto A, entdo temos somente duas possibilidades, a
saber:

1. ou X, € ponto interior do conjunto A,
2. ou X, € ponto de fronteira do conjunto A.

Demonstracao:
Como, por hipdtese, X, é ponto de acumulacio do conjunto A, toda bola B;(X,) intercepta o

conjunto A em um ponto, diferente de X, isto &,

[Br(Xo)] \{Xo} # 0.

Suponhamos que X, nao é um ponto interior do conjunto A, isto é, que existe r, > 0, de modo
que B, (X,) ndo estd contida no conjunto A, ou ainda, para cada s € (0,1,], temos que a bola 5,(X,)
ndo estd contida no conjunto A, ou seja,

Bs (X)) NA®# () paracada se (0,1,).

Com isto, para cada s € (0, 71,], segue que a bola B; (X,) contém pontos do conjunto A (pois x, é
ponto de acumulagdo do conjunto A) e pontos que estdo no conjunto A€ (pois deverd conter pontos
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que ndo pertencem ao conjunto A), ou seja, X, € um ponto de fronteira do conjunto A, completando
a demonstragdo do resultado.
O
Temos também a:

Definicao 6.4.3 Seja A C R™ ndo vazio.

(i) Diremos que o conjunto A é um subconjunto aberto em R", se todo ponto do conjunto
A for um ponto interior do conjunto A.

(ii) Diremos que o conjunto A é um subconjunto fechado em R"™ se seu conjunto comple-

<

mentar em R", 1sto €, o conjunto A, for um subconjunto aberto em R™.

Deixaremos a resolugdo dos seguintes exercicios para o leitor.

Exercicio 6.4.1 O conjunto
A =R?

é um conjunto aberto e fechado em R?(veja a figura abaizo).
Resolugao:

De fato, pois todo ponto de R? é um ponto interior de R* e o complementar de R?, em R?,
é o conjunto vazio, que é um subconjunto aberto de RZ.

O

Yy

FEzxercicio 6.4.2 O conjunto
Ai{(x,y)eRz cx>0e yZO}
=1[0,00) x [0,00),
é um subconjunto fechado em R? (veja a figura abaizo).

Resolucgao:
De fato, pois o seu conjunto complementar, em R?, é um subconjunto aberto de R”.
Deizaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

Y

I

£
&
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Exercicio 6.4.3 O conjunto
Ai{(x,y)ERz x>0 e y>0}
= (0,00) x (0,00],
é um subconjuto aberto em R? (veja a figura abaizo).

Resolugao:
De fato, pois todo ponto do conjunto A é um ponto interior do conjunto A.
Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

X

©

[l
Exercicio 6.4.4 Toda bola aberta B.(X,) de R™ é um conjunto aberto em R™.
Resolugao:
De fato, pois todo ponto do conjunto 5,(X,) é um ponto interior do conjunto B,(X,) (veja a figura
abaixo).
Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
[l

Deixaremos para o leitor o:

Exercicio 6.4.5 Dé ezemplos de subconjuntos de R? que nao sdo subconjunto abertos e mem
fechados em RZ.

Podemos agora introduzir os seguintes subconjuntos de R™:
Definicao 6.4.4 Seja A C R™.

1. Definimos o fecho do conjunto A em R", indicado por A, como sendo o conjunto formado
por todos 0s pontos do conjunto A, juntamente com os pontos de acumulagdo do conjunto
A, em R™,
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2. Definimos a fronteira do conjunto A em R", indicada por A, como o conjunto formado
por todos os pontos de R™ que sdo pontos de fronteira do conjunto A, em R™.

(o]
(iii) Defintimos a interior do conjunto A em R", indicado por A, como o conjunto formado
por todos do conjunto A que sdo pontos interiores do conjunto A, em R™.

Deixaremos para o leitor a resolugdo do:

Exercicio 6.4.6 Encontre o interior, o fecho e a fronteira dos conjuntos dos Ezercicios (EZ)
até (EZ3).

Temos agora a:
Proposigao 6.4.2 Se A C R" entdo:

1. o conjunto A é um subconjunto fechado em R";

2. o conjunto X € um subconjunto aberto em R";
3. o conjunto 0A € um subconjunto fechado em R";

4. Temos que
A=AUDA e ANJA=0.

Demonstragao:
A demonstracdo dessas propriedades serdo deixadas como exercicios para o leitor.

Uma caracterizagdo dos subconjuntos fechados em R™ é dada pela:

Proposicao 6.4.3 O conjunto A € um subconjunto fechado em R"™ se, e somente, se
A=A.

Demonstragao:

De fato, o conjunto A é um subconjunto fechado em R™ se, e somente se, o conjunto A® é um
subconjunto aberto em R".

Mas, o conjunto A€ é um subconjunto aberto em R" se, e somente se, todo ponto do conjunto A€
é um ponto exterior do conjunto A, isto é, se, e somente se, todo ponto de acumulagdo do conjunto A
pertence ao conjunto A, ou seja, se e somente se, A = A, completando a demonstragdo do resultado.

O
Finalizando, temos as seguintes definigdes:
Definicao 6.4.5 Seja A C R".
Se podemos encontrar v > 0, de modo que
A C B, (6) , (CL)

diremos que o conjunto A é um subconjunto limitado em R™.
Se o conjunto A é um subconjunto fechado e limitado em R™, ele serd denominado subconjunto

compacto em R".

Deixaremos a cargo do leitor o:
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Exercicio 6.4.7 Mostre que o conjunto A do Ezemplo (EZ4), é um subconjunto compacto em
R™.

Para finalizar este capitulo temos o:

Teorema 6.4.1 (de Bolzano-Weierstrass) Todo subconjunto limitado do R™, que possui infi-
nitos elementos tem, pelo menos, um ponto de acumulacdo.

Demonstracao:

A demonstragdo deste resultado serd omitida e pode ser encontrada em livros de Andlise Ma-
temdtica (veja, por exemplo, Teorema 2.37, pagina 38 de W. Rudin - Principles of Mathematical
Analysis).

O
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Capitulo 7

Funcoes a Valores Vetoriais - Curvas
Parametrizadas

7.1 Introducao

Neste capitulo trataremos de uma classe importante de funcdes, a saber, as funcdes, de uma varidvel
real, a valores vetoriais e as curvas parametrizadas.
Denotaremos a base candnica do espago vetorial (R™,+,-) por

Bi{€1)€2a"' aén})
onde
ék_(o>0) )O» \1/ )O) ')O>0)€Rn (71)

k-ésima posigdo
Observagao 7.1.1

1. No caso n =2, podemos também indicar o vetor € por i e o vetor € pori 15to é
i=6=01,00 e j=&=(0,1).

2. No caso n =3, podemos também indicar o vetor € por i, o vetor € porj e o vetor €3 por

E, onde
i=e¢ =(1,0,0), j:€2£(0)1)0) e k=¢&=(0,0,1).

3. Notemos que todo elemento de (R™,+,-) pode ser escrito como combinagdo linear dos
elementos do conjunto 3, dado por (ICT).

Comecgaremos pela:

7.2 Funcgoes de uma variavel real a valores vetoriais

Definicao 7.2.1 Sejam A um subconjunto aberto R e F1,F,,---F,: A — R fungdes.
Podemos definir uma fungdo F: A — R"™ (ou F: A — V") dada por

F(t) = (Fi(t), Fa(t),- -, Fa(t))
=F(t)- & +Ft)- €+ -Fo(t)- €1, paracada teA. (7.2)

257
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Tal funcdo serd dita funcao, de uma variavel real, a valores vetoriais ou, simplesmente,

funcao vetorial.
Para cadaie€{1,2, ---,n}, a fungdo F;i : A — R serd denominada i-ésima fungao coordenada

(ou componente) associada a fungao vetorial F.

Observagao 7.2.1 As figuras abaizo dizem respeito a uma fung¢do vetorial F: A5 R? (caso
n=2) e a uma funcdo vetorial G: A — R3 (cason =3).

i
%

-
i

o]
—
Y

Cason =3

Podemos operar com fungdes vetoriais operando com suas fungdes componentes, ou seja:

Definicao 7.2.2 Sejam A subconjunto aberto de R e l?, G:A—RY funcgdes vetoriais tais que

F(t) = (Fi(),Fa(t), -+, Fa(t)

( ) € +F2( ) €2+"'+Fn(t)'€n (7.3)
1(t), Ga(t) - -+, Gn(t))

(t)- €1+ Ga(t)- €2+ -+ Gn(t)-€n, para cada teA. (7.4)

~»

(F
F
G(t) = (G
= G
1. Defintmos a func¢do vetorial (f—i— é) :A — R"™ como sendo

(F+G) (0 =Ft) + G(1) = (A1) + Gi(8), Fat) + Ga(t) -+, Fu(t) + Gin(1))
= [F1 (1) + G (1)] - & + [Fa(t) + Go(B)] - &+ + [Fa(t) + G (V)] - &0, (7:5)

para cada, t € A, que serd dita fungao vetorial soma, da fungao vetorial F com a

fungao vetorial G.
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2. De modo semelhante definimos a fungdo vetorial (I?— é) :A = R"™ como sendo

(F=G) (® = F() = G(t) = (Fi(t) = Ga(t), Fa(t) = Ga(t) -+ , Fu(t) = Ga(1))
=[Fi (1) = G (8)] - & + [Fa(t) = Ga(t)] - &+ + [Fa(t) = Gu(t)] - &, (7.6)

para cada, t € A, que serd dita fungao vetorial, diferenga da fungao vetorial F

pela funcgao vetorial G.

3. Se x € R defintmos a func¢do <oc . l?) :A = R™ como sendo

(- F) (1) = o Flt) = (R (8), Fal(t) -+ , o (2)
= R (0] & + [@Fa(t)] - & + -+ [aFn ()] - &, (7.7)

para cada t € A, que serd dita funcao vetorial, produto da fungao vetorial F

pelo nimero real «.

4. Além disso, podemos definir a funcdo (fo é) :A — R como sendo

—

(?. é) (t) = F(t) o G(t)
Fi(t) Gi(t) + F2(t) Go(t) + - - - + Fu(t) Ga(t)), (7.8)

para cada t € A, que serd dita funcao produto escalar, da funcao vetorial F

pela funcao vetorial G.

5. Se n =3 podemos definir a funcgdo (l? X é) : A = R3 como sendo

—

(? x é) (t) = F(t) x G(t)
= (F1(t), F2(t), F3(t)) x (G1(t), G2(t), G3(t))
= (F2(t) G3(t) — F3(t) Ga(t), —(F1(t) G3(t) — F3(t) G1)), Fy(t) Ga(t) — Fa(t) Gy (t))

=| K{t) FRt) R |, (7.9)
Gi(t) Ga(t) Gs(t)

para cada t € A, que serd dita funcao produto vetorial, da fungao vetorial F pela

funcao vetotial G.

Podemos estudar limites de fungdes introduzidas acima, estudando o limite de suas fungdes com-
ponentes, a saber, temos a:

Definigao 7.2.3 Sejam A um subconjunto nao vazio de R e F:A SR fungdo vetorial, tal que

(), Fa(t),- -+, Fu(t)

F(t) = (Fy
=FK{t)-&1+F(t)- &+ ---+Fy(t)- €., para cada tcA (7.10)

e t, € R ponto de acumulagdo do conjunto A, em R™.
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Diremos que ezxiste limite de I?(t) quando t tende a t, e dd

Li(L1)LZ)"')Ln)€Rn) (711)

se, e somente se,
lim Fi(t)=1;, paracada i€{1,2,---,n}. (7.12)

t—to

Neste caso escreveremos
lim F(t) =L = (L;,Lp,--,Ln)
5t
Observagao 7.2.2

1. A Defini¢ao (Z3) actma nos diz que, caso ezista o limite lim l?(t), deveremos ter:

t—to
tthO F(t) = (35? Fi(t), tthO Fa(t), -, tllﬁlo Fn(t)) ;
= <lim Fy (t)> &+ <1im Fz(t)> et <1im Fn(t)> Ey. (7.14)
t—to t—to t—to

ou seja, para estudarmos limites de fungdes vetoriais, em um ponto t, (um ponto de acu-
mulacdo do conjunto A), basta sabermos estudar os limites de suas fungdes coordenadas

Fi:A— R, paracada i€{1,2, --,n},

no ponto to, 1sto é, de fungbes a valores rears, de uma varidvel real, no ponto t, (estudadas
no Cdlculo 1).
2. Rigorosamente, a defini¢cdo de limites para fungdes vetoriais NAO é a que exibimos acima.

A Defini¢do (ZZ3) acima €, na verdade, uma conseqiéncia da definigdo original, que € a
sequinte:
Diremos que

lim F(t) =L e R"™, (7.15)

t—to

se, e e somente se, dado ¢ > 0, podemos encontrar
5>0,
de modo que

se 0<t—1tol <9,

teremos: Hf(t) —L ‘ <e, (7.16)

onde || e ||-| denotam, o mddulo de nimeros reais e a norma usual em R™, respectivamente.

Deizaremos como ezercicio para o leitor a verificagcdo que a defini¢do que demos anteri-
ormente é equivalente a essa introduzida agora.

Como conseqiiéncia da Definigdo (CZ3) e das propriedades de limites de fungdes a valores reais,
de uma varidvel real (estudas no Célculo 1) temos a:
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Proposicao 7.2.1 Sejam ]?,é : ACR — R" fung¢des vetoriais, t, € R ponto de acumulagcdo do
conjunto A, em R, e x € R.
Suponhamos que existam os limites:

lim F(t)=L e lim G(t) =M. (7.17)

t—to t—to

Entado:

1. existem t111? <]?i @) (t) e, além disso, teremos
—to

lim (?ié) () =L+M,

t5to
1sto €, tli{?o (F + G) (t) = thj% F(t) + tliﬁlo G(t). (7.18)

2. existe tli.'r? (oc-ﬁ) (t) e, além disso, termos
—to

lim (oc-?) (t)=-L,

51,
15to €, lim (oc . ﬁ) (t) = - lim I?(t). (7.19)
51, toto

3. existe tli.'r? <I?o G) (t) e, além disso, teremos
—to

lim (ﬁo é) (t)=LeM,

51,
isto ¢, lim (F. G) (t) = <t15{10 F(t)> . (tlgﬁ G(t)) : (7.20)

4. para o caso n =3, existe tlir? (f X é) (t) e, além disso, teremos
—1to

15t0 €, t1i>r{10 (F X G) (t) = (tli)rg F(t)) X <t1i>1110 G(t)> . (7.21)

Demonstragao:

As demonstragdes dos itens acima sdo conseqiiéncias da Defini¢do (ZZ3) e das propriedades ele-
mentares de limites para fungdes a valores reais, de uma varidvel real (estudadas no Célculo 1).

Os detalhes serdo deixados como exercicio para o leitor.

O
Apliquemos os resultados acima ao:
Exemplo 7.2.1 Sejam I_f, G:R—R3 fungdes vetoriais dadas por:
F(t) = sen(t) - & + <t2+ 1) &t (7.22)
G(t) =cos(t)- &+ (t+1)-& +t &, para teR. (7.23)

Calcule, se ezistir,

lim <ﬁ+ é) (t), lLm (ﬁ— G) (t), lim (2 : ﬁ) (t), lim (ﬁ. é) () e lLm (? X é) (1).

t—0 t—0 t—0 t—0
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Resolugao:

Notemos que, neste caso, temos que as respectivas fungbes componentes Fy,F,,F3,G1,G2,9;3 :
R — R, serdo dadas por:

Fi(t) = sen(t), F(t)=t>+1, F3(t)=t, 7.24)
Gi(t) =cos(t), Gy(t)=t+1, Gz(t)=t>, para teR 7.25
Assim

11mF 11m[sen €1+<t2+1>~€2+t-é’3}

t—0
Definigio (F23) (veja (F=3)) [lim sen(t)} &+ [hm(tz + 1)] & [nmt] &

t—0 t—0 t—0
cldlelo. g +1-8 40K
— é‘2 )
ou ainda,
lim F(t 11m (sen ), 241 ,t)
t—0

Definigéo (Z3)(veja(C3))
N t—0

lim sen(t), 11m( +1), 1imt>
t—0

Célewle 1 (v 11 0. (7.26)

Temos também que

lim G(t) (=) lim [cos(t) A+ (t+1) &+ 53}

t—0 t—0
Definigdo (F=23) (veja (F13)) [Iim cos(t)} &+ {1im(t+ 1)} &+ {lim t3] &
t—0 t—0 t—0
Cél(glol]'é.]_"_] €2+0€3
=e1+ €,

ou ainda,
R (E3) L 3
11_1}1(1)G(t) = 11_r>1(1) (cos(t) yt+1,t )
Definigio (T=23) (veja (7)) <lim cos(t) ,lin(l)(t +1) ,lin% t3)
— —

t—0

CGélewlo 1 (111 0. (7.27)
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Logo, dos itens ., B., B. e @. da Proposigdo ("), segue que:

. 5 o (m),. = . N
i (F+6) (07" tim Fto + lim G0
—=3) e (232
=D 0,1,00+(1,1,0)

:(]»2)0)>
O N =) B
lim (F G) (1) "= mF(t) - im G(t)

=) 6.1,0)—(1,1,0)

:(_1)0)0))
. = (z9) RTI
fm (2 F) (0 =72 i )

=)3.(0,1,0)

:(0>2)O))

lim (? . é) ) Z im F(t) o 1im G(1)
t—0

t—0 t—to
D@ 6,1,0)0(1,1,0)
=0-1+1-14+0-0

lim (? x é) () Z 1im (1) x lim G(t)

10 150 5t
DD (0.1,0) % (1,1,0) = eo1 e12 eo3
11 0
—(1-0—0-1)-&—(0-0—1-0)-&+(0-1—1-1)-&
=(=1)-&
—(0,0,-1),

completando a resolugdo.
O
Tendo a nogao de limites para fungdes de uma varidvel real a valores vetoriais podemos introduzir
o conceito de continuidade para tais funcdes, mais precisamente:

Definicao 7.2.4 Sejam F:ACR — R" funcdo vetorial e t, € A, um ponto de acumulacdo do
conjunto A, em R.

1. Diremos que a fungao vetorial F é continua em t, , se

lim F(t) = F(t,). (7.28)

t—to

2. Diremos que a funcao vetorial F é continua no conjunto A se ela for continua em cada
um dos pontos do conjunto A (que forem de acumulagdo do conjunto A).

Observagao 7.2.3
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1. Na situagdo da Definicdo ([CZA) acima, temos que uma fungdo vetorial F € continua em
to se, e somente, se:

(a) a fungdo vetorial F estd definida em t,;

(b) exziste o limite tli% F(t);

(c) vale a identidade ([C23), ou seja:

lim F(t) = F(t,).

t—to

2. Segque das Definigdes (CZ3) e (ICZA) que, uma funcdo vetorial F é continua em t, € A
(ponto de acumulagdo do conjunto A)se, e somente se, suas fungbes coordenadas, isto €,

as fungées Fi: A = R, para cada i €{1,2,---,n}, forem fungbes continuas em t,, isto é,
a funcdo vetorial F € continua em t, € A se, e somente se,

lim Fi(t) = Fi(to) s (729)

t—to
para cada i €{1,2,--- n}

3. Geometricamente, uma fungdo vetorial F serd continua em t, se, e somente se, a repre-
sentagcdo geométrica do conjunto

{Flo; tea} cry,
é uma curva sem ”saltos” , ou seja, uma curva cuja representacdo geométrica do conjunto

acima pode ser obtido por meio de um uUnico trago, sem que haja necessidade de se tirar
o ldpis do papel (veja a figura abaizo, para o caso n =3).

No cason =3

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 7.2.2 Seja F:RoR3 o fungéo vetorial dada por

=

F(t) = sen(t)- € + (tz + 1) € +t-€3, wpara teR. (7.30)

Mostre que a fungdo vetorial F é continua em R.
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Resolugao:
De fato, notemos que as fungdes coordenadas associadas a fungdo vetorial f, a saber, as fungdes
Fi,F2,F3: R — R, dadas por

Fi(t) = sen(t), F(t)=t>+1, F3(t)=t, para teR, (7.31)

sdo fungbes a valores reais, de uma varidvel real, que sdo continuas em R (visto no Célculo 1).
Logo, do item B. da Observagdo (Z3), segue que a fungdo vetorial F é continua em R, completando
a resolugéo.
O
Como conseqiiéncia da Proposi¢do (Z1) temos o:

Corolario 7.2.1 Sejam ﬁ, G:ACR — R fungdes vetoriais continuas em t, € A, t, um ponto
de acumulagcdo do conjunto A, em R, e x € R.

Entdo as fungdes vetoriais (fj: é), (cx-ﬁ), (f:'o é) e, no caso N = 3, a fungdo vetorial
(l? X é), sdo fungdes vetoriais continuas em t,.

Demonstragao:

A demonstragdo segue do item B. da Observagdo (—23) e das propriedades bésicas de continuidade
de fungbes a valores reais, de uma varidvel real (estudadas no Calculo I).

Os detalhes da mesma serdo deixados como exercicio para o leitor.

O
Além disso temos a:

Proposicao 7.2.2 Sejam B um sbuconjunto aberto em R, f: B — R uma funcdo continua em
So € B, de modo que o conjunto f(B) é um subconjunto de A, que é um subconjunto aberto em

R, e F:ACR > R® funcgdo vetorial continua em t, = f(s,).
Entdo a fungao vetorial (fo f) :B —> R", onde

(fo f) (s) =FI[f(s)], para cada s€],

serd continua em So.

Demonstragao:
De fato, suponhamos que
F(t) = (Fi(t),Fa(t), -~ ,Fa(t)), para teA. (7.32)
Entéo
(Fof) (s) =Fif(s))

= (F1(f(s)), F2(f(s)) - -+, Fu(f(s)))
= ((Frof)(s),(Fa0f)(s)),--,(Faof)(s)), para seB.

Como a funcgio vetorial F é continua em t, = f(s,) segue, do item B. da Observagdo (Z3), que
as fungdes componentes Fi, para cada i € {1,2,---,n}, serdo continuas em t,.

Assim, do Caélculo 1, sabemos que a fungdo (F; o f) serd uma fungio continua em s, € B, para cada
ie{l1,2,---,n}

Portanto, da B. da Observagdo (C23)), segue que a fungdo vetorial (l?o f) serd continua em s,
completando a demonstracdo do resultado.

[l
Podemos tratar também da diferenciabilidade de fungbes vetoriais, a saber:
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Definigao 7.2.5 Sejam A C R aberto, t, € A e F:A 5 R" fungéo vetorial dada por

(t) )FZ(t) y "o )Fn(t))

F(t) = (Fy
=Fi(t)- € +Fat)- &+ +Fn(t) - €n, (7.33)

para cada t € A.

1. Diremos que a fungao vetorial F é diferenciavel em t,, se ezistir o limite

. F(to+h) —F(to)
lim .
h—0 h

Neste caso o limite acima serd denominado derivada da fungao vetorial F em t, e indi-

cado por F'(t,), isto é,

- F(to +h) — F(t
F/(to) ilim (0+ ) (0)

n
Lim, N e R". (7.34)

2. Diremos que a funcao vetorial F é diferencidvel em A, se a func¢do vetorial E, for dife-
rencitdvel em cada um dos pontos do conjunto A.

- bert
Observagao 7.2.4 Seja F: A : E ’ R — R™ uma func¢do vetorial dada por

=
—

F(t) =F(t)- &+ F(t)- &+ +Fn(t) - €n
= (F(t),Fat), -, Falt)) (7.35)

para cada t € A.

Notemos que do item 0. da Observagdo (CZ3), segue que a fungdo vetorial Fé diferencidvel
em t, € A se, e somente se, as fungbes coordenadas associadas & fungdo vetorial ?, 1sto €, as
fungdes Fi: A — R, para cada i € {1,2,---,n}, forem funcées a valores reais, de uma varidvel
real, diferencidveis em t, (estudadas no Cdlculo I).

Neste caso, teremos

F/lto) =F/(t) - & +F2/(t) - &+ + Fu'(t) - &,
= (F1/(to) )le(to) y o )Fn,(tO)) ) (736)

<

1sto €, para estudarmos a diferenciabilidade de funcdes vetoriais, basta estudarmos a dife-
renciabilidade de funcdes a valores reais, de uma varidvel real (visto no Cdlculo I).

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 7.2.3 Seja F:RSR3 o fungdo vetorial dada por

=

F(t)isen(t)-€1+<tz+1>-€2+t-€3, para tecR. (7.37)

Mostre que a fungdo vetorial F é uma funcdo diferencidvel em R e encontre ?’(t), para cada
teR.
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Resolucgao:
Notemos que, neste caso, temos que as fungdes coordenadas associadas a fungdo vetorial F serdo
dadas por:
Fi(t) = sen(t), Fp(t)=t>+1, F3(t)=t, para teR. (7.38)

Observemos que, do Calculo I, sabemos que a fungéo F; é diferencidvel em R, paracadai € {1,2,3}.
Além disso, temos que
d
R0 = Llsen(t)
= cos(t),
(== d [,
R/(H= —[¢2+1]
2'(t) bt
=2t,
(=3) d
= —[t
dt[ ]
=1, (7.39)

F3'(t)

para cada t € R.
Logo da Observagdo (Z4) acima, segue que a fungdo vetorial F é diferencidvel em R e, além disso,
teremos

(=3)

F/ie) = (R0, F (1), F5' (1)

= (cos(t), 2t,1),

para cada t € R, completando a resolucéo.

O
Como conseqgiiéncia da Proposigdo (Z1) temos a:

Proposicao 7.2.3 Sejam A C R aberto, t, € A, ]?,é : A C R — R"™ funcgdes vetoriais dife-
rencidveis em t, e x € R.
Entao:

1. as funcdes vetoriais (Fj: é) sdo diferencidveis em t, e, além disso,
(F+ é)'(to) — F/(tg) £ G /(o) - (7.40)
2. a fungdo vetorial o - Fé diferencidvel em t, e, além disso,
((x.?)'(to) — - Flt) (7.41)
3. a fungdo FeG ¢ diferencidvel em t, e, além disso,
(FoG) (to) = F'(to) o Glto) + Flto) # G '[ts). (7.42)
4. sen=23, a funcdo vetorial (l? X G) € diferencidvel em t, e, além disoo,

(F é)'(to) — F/(to) x Glty) + Flto) x G '(to). (7.43)
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Demonstragao:

Exibiremos a demonstragdo do item B. .

A demonstragdo dos outros itens sdo conseqiiéncias da Observagdo (24) e das propriedades
elementares de derivagdo para fungdes a valores reais, de uma varidvel real (estudadas no Célculo 1)
e serdo deixados como exercicio para o leitor.

Observemos que

- =\ [ram: |
(FeG) (t) D (FGI+ R Gt -+ Fa G (1)

Célculo 1

(F1 Gl), (to) + (FZ GZ)/ (to) +---+ (Fn Gn)/ (to)

GO T /(1) Gi (o) + Fi(to) G1 /(to)] + [F2 ' (to) Galto) + Falto) G2/ (to)]
+oot [Fn /(to) Gn(to) + Fn(to) Gn ,(to)]

= [F1 /(to) Gy (to) +F I(to) Gl(to) +-+ /(to) Gn(to)]

S (10)0G o)
+ [Fl (to) Gy /(to) + Fz(to) G /(to) +oet Fn(to) Gn /(to)]

(E)]?(to )’é "(to)

como queriamos demnostrar.
0
Temos o seguinte resultado que relaciona as nogdes de continuidade e diferenciabilidade de fungées
vetoriais:

Teorema 7.2.1 Sejam A C R aberto, t, € A, F:ACR — R" uma fungdo vetorial que é
diferencidvel em t,.

Entdo a fungdo vetorial F serd continua em t,.

Demonstragao:

Segue da Observagdo ([C24) que a fungdo vetorial F ser4 diferencidvel em t, se, e somente se, cada
uma das suas fungbes coordenadas, isto é, as fungdes F; : A — R, para cada i € {1,2,---,n}, forem
diferencidveis em t,.

Logo, do Cdlculo I, segue que as fungdes coordenadas, isto é, as funcles F; : A — R, para cada
ie{l,2,---,n}, serdo continuas em t,.

Assim, do item B. da Observagdo ([Z23), segue que a fungdo vetorial F serd uma continua em to,
como queriamos demonstrar.

O

Observagao 7.2.5 Nao wvale a reciproca do resultado acima, isto €, existem fungdes vetoriais
continuas em um ponto que nao sdo diferencidveis nesse ponto.
Por ezemplo, a fungdo vetorial F: R — R? dada por

F(t) = (t,|t|), para teR, (7.44)

€ continua em t =0, mas nao € diferencidvel em t =0 (veja a figura abaizo).
A verificagcdo destes fatos serdo deizadas como exercicio para o leitor.
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F(t) = (t,[t)

i

Temos um resultado que nos da condicdes suficientes para que a composta de uma fungéo vetorial
com uma fung&o a valores reais, de uma varidvel real, seja uma funcdo vetorial diferencidvel, a saber:

Proposicao 7.2.4 Sejam A,B C R subconjunto abertos em R, f : B - R uma func¢do dife-
rencidvel em s, € B, tal que f(B) C A e F: A > R" uma funcgdo vetorial diferencidvel em
to = f(so).

Entdo a fungao vetorial (l?o f) :B — R", onde

<ﬁo f) (s) = ]?[f(s)], para S€E], (7.45)

serd uma fungdo diferencidvel em s,.
Além disso, temos que

(Fo f)/(so) — B f(s0)] f/(50) - (7.46)

Demonstracao:

A demonstragdo deste resultado, segue da Observacdo ("Z4) e da regra da cadeia para funcdes a
valores reais, de uma varidvel real (visto no Célculo I).

Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

O
Podemos integrar funcdes vetoriais, como diz a:
Definigcao 7.2.6 Seja F: [a,b] —» R™ uma fungdo vetorial, tal que
F(t) = (Fi(t), Falt) -+, Fu(t))
=Ft)-&+Ft)-e&+---+Fi(t)- €, para tela,b]. (7.47)

Diremos que a fungao vetorial F é integravel em [a,b] se, e somente se, cada uma das
suas fungées componentes, 1sto €, as fungdes Fi : [a,b] —» R, para cada i€ {1,2,---,n}, for uma
fungdo integrdvel em [a,b].

Neste caso definiremos a integral definida da funcgao vetorial F em [a,b] , que serd indi-
b
cada por J F(t) dt, como sendo:

Jb F(t) dt = <Jb Fi(t) dt,Jb Fo(t)dt, - ,Jb Ful(t) dt)

a a

b b b
= U Fr(t) dt} &+ U Fa(t) dt] et U Fa(t) dt] & (7.48)

a a
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Observagao 7.2.6 A defini¢cdo de integral definida, para fungbes vetoriais que eribimos acima,
nao € a definicdo original.

Na verdade a Definigdo (ZZH) acima € uma consegiéncia da defini¢Go original.

A definicdo original é semelhante a definicGo de integral definida, para fungbes a valores
reais, de uma varidvel real (que utiliza soma de Riemann), a saber:

Diremos que a fungdo vetorial F: [a,b] — R", lsmitada em [a,b], € integravel em [a,b], se

existir L € R™ tal que, dado ¢ > 0, podemos encontrar 6 > 0, de modo que, para toda parti¢do,
que indicaremos por P, do intervalo [a,b],

P:{a:XOaX1)"'>Xn:b}>

onde Aa=%X, <X <+ <XxXp=Db,

que satisfaz
1Pl <9,

deveremos ter

n
ZF(Ci) -Ax — L] < £,
i=1
para qualquer escolha de
ci € (xi_1,xi), para cada ie{1,2,---,n},
onde
|P|| = max{Axi =xi —xi_1; 1€{1,2,--- ,n}},

que € denominada norma da particao P.

Na situacdo acima, L € R"™ serd denominado integral da funcao vetorial F em [a,b] e
b

indicado por J F(t) dt, ou seja,

a

b —
J F(t)dt=1L.
a

Uma condicdo suficiente para que uma fungdo vetorial seja integrdvel em um intervalo [a,b] é
dado pela:

Proposigao 7.2.5 Seja F:[a,bl > R" uma fungdo vetorial.

Se a fungdo vetorial F € continua em [a,b], entdo a funcdo vetorial F serd uma funcdo
integrdvel em [a,b].

Demonstracao:

Como a fungéo vetorial F é continua em [a, b] entdo, do item . da Observagdo (Z3), segue que
as fungdes componentes F; : [a,b] — R serdo continua em [a,b], para cada i€ {1,2,--- ,n}

Mas, do Célculo I, sabemos que, sendo uma fungdo continua em [a, b], a fungdo F; serd integravel
em [a,b], paracadaie{1,2,---,n}

Logo, da Definicdo (1), segue que a fungdo vetorial E, serd uma fungdo integrdvel em [a,b],
completando a demonstragéo.

O
Valem as propriedades bdsicas para a integral definida de fungdes vetoriais, a saber:

Proposicao 7.2.6 Sejam F,G: [a,b] — R™ funcgdes vetoriais, que sdo integrdveis em [a,b].
Entédo:
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1. a fung¢do vetorial F+G ¢ integrdvel em [a,b] e, além disso, teremos

Jb (fi é) (t) dt:J

a a

b b

F(t) dt + J G(t) dt. (7.49)

a

2. a fungdo vetorial « - Fé integrdvel em [a,b] e, além disso, teremos

b

’ «-F)(t)dt =« | F(t)dt. (7.50)
(NOICEERY

a a

Demonstragao:

As demonstragdes dos itens acima seguem da Definicdo (2H) e das propriedades bdsicas de
integrais definidas de fungGes a valores reais, de uma varidvel real (visto em Célculo I).

Deixaremos os detalhes da mesma como exercico para o leitor.

O
Apliquemos as ideias acima ao:
Exemplo 7.2.4 Consideremos a funcdo vetorial F: [0,1] = R3 dada por
F(t) = sen(t) - & + (t2+ 1) St 8
= <sen(t), <t2—|— 1) ,t> , para tel0,1]. (7.51)

1

Calcule, se existir, J F(t) dt.
0

Resolugao:

Observemos que a fungdo vetorial F é continua em [0,1] (pois, com visto no Cdlculo 1, as suas
funcbes componentes séo fungdes continuas em [0, 1]).

Logo, da Proposigdo (Z1) acima, segue que a fungdo vetorial F serd uma fungdo vetorial integrével
em [0, 1].

Além disso, da mesma Proposigdo, segue que:

1 o /(] 1 1
J ) at T (J sen(t) dt) &+ (J <t2—|—1> dt> &+ (J tdt) &
0 0 0 0
t=1 £ t=1 2
— 4+t
(3 i )

—

- €1+

—cos(t) >

Teorema fundamental Calculo -
an e+

t=1
. é’3
t=0

t=0 t=0

completando a resolugéo.

7.3 Curvas Parametrizadas

Iniciaremos esta secdo com a:

Definicao 7.3.1 Seja I =[a,b] C R um intervalo fechado e limitado de R.



272

CAPITULO 7. FUNGOES VETORIAIS E CURVAS PARAMETRIZADAS

1. Uma fungdo vetorial v : [a,b] — R™ que € continua em [a,b] serd denominada curva para

metrizada em R".

Suponhamos que

y(t) = (yi(t),v2(t), -, yn(t)
=yi(t)- & +va(t) - &+ +ynlt)- €&, para tela,bl, (7.52)
ondevi:la,b] = R, para cadai€{1,2,--- ,n} (a saber, as fungdes coordenadas associadas

a fungdo vetorial y).

Entdo as equagdes

x1 =v1(t)
2 =72t) , para cada te€ [a,b], (7.53)
Xn = Yn(t)

serdo ditas equagoes paramétricas associadas & curva parametrizada y.

A 1magem do conjunto [a,b] pela funcdo vetorial vy, isto €,
v (la,b]) ={y(t) ; t € [a,b]} CR",

serd dito trago da curva vy (veja a figura abaizo).

2. Diremos que a curva parametrizada vy : [a,b] — R™ € uma curva parametrizada simples

se

v(t) #vy(s), para t,sc<[a,b], com t#s. (7.54)

Em particular, o traco de uma curva parametrizada simples, nao possui auto-intersecgoes
(veja a figura abaizo).



7.3. CURVAS PARAMETRIZADAS 273

3. Diremos que a curva parametrizada 7y : [a,b] — R"™ é curva parametrizada fechada, se

v(a) =v(b), (7.55)

1sto €, se o seu o ”ponto inicial” coincide com o seu "ponto final” (veja a figura abaizo).

A v(a) =vy(b)

ta

t

N/

4. Diremos que a curva parametrizada vy : [a,b] — R™ € curva parametrizada fechada e
simples, se

v(a)=v(b) e vy(t) #v(s) para t,sc(a,b), comt#s. (7.56)

Em particular, o trago de uma curva parametrizada fechada e simples, é uma curva fechada
e sem auto-intersecgdes (retirando-se o “ponto inicial” que € igual ao ”ponto final” - veja
a figura abaizo).
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Com isto temos a:

Observagao 7.3.1

1. Quando n = 1, uma curva parametrizada em R, serd uma fun¢do vy : [a,b] — R que
€ continua em [a,b], ou seja, uma funcdo a valores reais, de uma varidvel real, que é
continua em [a,b].

2. Sen =2, temos que uma curva parametrizada em R?, serd uma funcgdo vetorialy : [a,b] —
R?, que é continua em [a,b].

Neste caso, podemos escrever

)

v(t) (t
+v2(t)- €, para te€la,b], (7.57)

(v1(t),v2
=v1(t) - &

onde as fungbes componentes y1,v2: [a,b] = R sdo fungdes continuas em [a,b].

Notemos que, neste caso, a representacdo geométrica do trago da curva parmetrizada y
serd uma curva no plano xOy, por isto ela serd denominada curva no plano (ou curva pla
na - veja a figura abaizo).

3. Sen =3, temos que uma curva parametrizada em R>, serd uma fungdo vetorialy : [a,b] —
R3 continua em [a,b] e a representacdo geométrica do seu trago serd uma curva em R3.

Neste caso podemos escrever

v3(t))

v(t) = (vi(t),yva(t),
€1 +v2(t) - €2 +v3(t)- €3, para tela,b], (7.58)

=vi(t)-
onde as fun¢des componentes v1,v2,Y3: la,b] = R, sdo fung¢bes continuas em [a,b].

Neste caso, a representacdo geométrica do tragco da curva parametrizada y serd denomi-
nada curva no espago (ou curva espacial - veja a figura abaizo).
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4. Uma curva parametrizada v : [a,b] — R™ tem um sentido de percurso, definido pela
fungdo vetorial v, ou seja, quando t varia de a para b, em [a,b], o trago da curva pa-
rametrizada y, € percorrido no sentido do ponto y(a) para o ponto y(b) (veja a figura
acima,).

5. Ao longo destas notas, as curvas parametrizadas consideradas terdo, em geral, a repre-
sentagdo geométrica do seu trago contidas em um plano (caso n = 2) ou contidas no
espago (caso n=3), ou seja, serdo curvas planas ou curvas espaciais.

6. Uma curva parametrizada € fechada se, e somente se, o “ponto final” do seu trago, coincide
com o "ponto inicial” do mesmo (veja a figura abaizo).

Curva Fechada

7. Se a curva parametrizada é simples, entdo seu tra¢o nao possui pontos de auto-intercec¢do
(retirando-se, eventualmente, o "ponto inicial” e o "ponto final” da mesma, se os mesmos
coincidirem - veja as figuras abaizo).
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Curva Simples

Apliquemos as ideias acima aos

Curva Ndo Simples

Exemplo 7.3.1 Consideremos a funcdo vetorial vy : 0,27 — R?, dada por
v(t) =

(cos(t), sen(t))

=cos(t) - €7 + sen(t) - €7,

para te[0,2m7]. (7.59)
Mostre que v € uma curva parametrizada (plana) e a representagdo geométrica do seu trago
¢ a circunferéncia de centro na origem, a saber, O = (0,0), e raio igual a 1, no R?, que é
percorrida no sentido anti-hordrio.
Resolugao:

De fato, notemos que definindo-se as fungdes v1,7v2 : [0,2 7] — R?, dadas por
Y1(t) = cos(t),

v2(t) = sen(t),

para te (0,27
segue que as fungbes y1 e Yy serdo fungdes continuas em [0, 2 7]

(7.60)
Notemos que estas serdo as fungdes componentes da funcdo vetorial y, dada por (C59)
: )
em R2.

1 7 °d).
Logo, a fungdo vetorial v : [0,271] — R? serd uma funcgio vetorial continua em [0,27], em parti-
cular, pelo item 0. da Definigdo (Z=T), segue que v, dada por (Z53), serd uma curva parametrizada
Notemos também que

v(t)

||| llﬂ

D\ (0P + (07
\/cos sen(t)]2

para te [0 2n],

)
ou seja, para cada t € [0, 27, temos que

y(t) €S,
onde S! {(x,y)ERz;xz—i—y —1}
ou seja, S' denota a circunferéncia de centro na origem O

(7.61)
(0,0) e raio igual a 1, do R?
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Finalmente, podemos verificar que a curva plana
y(la,b]) =

é percorrida no sentido anti-hordrio pela curva parametrizada y (veja a figura abaixo).
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

27

Observagao 7.3.2 Observemos também que, no Exemplo (=3) acima, temos

(E=9) com t=0 (E=9) com t=2m

v(0) = (1,0) = v(2m)
e estes sdo 0s unicos pontos onde isto ocorre, isto é,
se t,se(0,2m), comt+#s, teremos vy(t)#vy(s),

ou seja, da Definicdo (=), a curva parametrizada Y € uma curva parametrizada fechada,
simples e plana.

Observemos também que, neste caso, as equagbes paramétricas associadas & curva parame-
trizada 'y, serdo dadas por :

, para tel0,2m].

Temos também o:

Exemplo 7.3.2 Consideremos a funcgdo vetorial B :[0,7] — R?, dada por

B(t) = (cos(21t), sen(21))
=cos(2t)-€; + sen(2t)- €7, wpara tel0,n]. (7.62)
Entdo B : [0, — R? é uma curva parametrizada, fechada e simples, cuja representa¢do

geométrica do seu trago é a circunferéncia S', de centro na origem O = (0,0) e raio igqual a 1,
contida em I&z, percorrida no sentido anti-hordrio.

Resolugao:
Segue do Calculo I, que as fungdes coordenadas associada a fungdo vetorial B : [0,7] — R?, a
saber, as fungdes 1,2 : [0,7] — R?, dadas por

Bi1(t) =cos(2t) e P(t) = sen(2t), para tel0,7], (7.63)
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sdo fungbes continuas em [0, 7], ou seja, pela Definigdo (=), a fungéo vetorial B : [0, 7] — R? é uma
curva parametrizada.

Notemos que
(E3) com t=0 (E3) com t=m

3(0) = (1,0) = B (),
isto é, a curva parametrizada 3 : [0, 7] — R? é fechada e
B(t) #B(s), se s,te[0,n], com t+#s,

ou seja, pela Definigdo (ZZT), a curva parametrizada 3 : [0, 7] — R? é simples.
Logo, pela Definigdo (=2), 3 : [0,7] — R? é uma curva parametrizada fechada, simples e plana.
Além disso, teremos

18O = /181012 + [Ba(0)?

(=) \/[cos(Z t)]? + [sen(2t))?
=1, para tel0,n],

ou seja, a representagio geométrica do seu trago estd contido na circunferéncia S', de centro na origem
O = (0,0) e raio igual a 1, contida em R?, percorrido no sentido anti-horario.
Na verdade, temos que (veja a figura abaixo)

B ( [O ) 7T] - S] .
A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

A

(1,0) = B(0) = B(m)

Neste caso as equagdes paramétricas associadas a curva parametrizada 3 serdo dadas por:

{ x(t) = cos(21)

y(t) = sen(2t) paracada te[0,mn].

g

Observagao 7.3.3 Vale observar que as curvas parametrizadas dos Ezemplos ([C21) e (232)
sao diferentes, mas tém o mesmo traco, ou seja,

'Y([O,ZT[] = 31 = B([O)TC] .
Os respectivos tragos sGo percorridos no mesmo sentido, mas com velocidades diferentes.

Temos também o:
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Exemplo 7.3.3 Seja §:[0,27 — R?, dada por

5(t) = (cos(2t), sen(21t))
=cos(2t) - € + sen(2t)-€;, para tel0,27, (7.64)

é uma curva parametrizada e seu traco é a circunferéncia S', de centro na origem O = (0,0) e
raio igual a 1, contida no R? percorrida, duas vezes, no sentido anti-hordrio.

Resolugao:
De fato, pois neste caso as fungées componentes associadas a fungéo vetorial vy, dada por (Ed),

serdo dadas por
51(t) =cos(2t), &,(t) = sen(2t), para te[0,2n], (7.65)

que sdo fungdes continuas em [0,2 7] (visto na diciplina de Célculo I).
Logo, pela Definigdo (Z=T), a fungéo vetorial y € uma curva parametrizada plana.
Assim

1850 = /181 (V12 + [82(0)1

(753) \/[cos(zt)]2+[sen(zt)]2:1, para te (0,27,

ou seja, seu trago estd contido na circunferéncia S', de centro na origem O = (0,0) e raio igual a 1,
em R2.
Notemos que esta curva parametrizada percorre duas vezes a circunferéncia S', de centro na origem
O = (0,0) e raio igual a 1, no sentido anti-hordrio (veja a figura abaixo).
O

27

(1,0) =58(0) = 8(m) = 8(2m)

Observemos também que

(1,0) = (cos(2-0), sen(2-0))

= (cos(2-m), sen(2 - 7))

(z=3)

(7t)
= (cos(2-2-m),sen(2-2-m))

( ey )

="5(2m).

Logo a fungao vetorial § é uma curva parametrizada é fechada, mas nao é simples.
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Neste caso as equagdes paramétricas associadas a curva parametrizada 9, serdo dadas por:

{ x(t) =cos(21)

t 27 .
y(t) = sen(2t) ’ para t€ (0,27

0

Observacao 7.3.4 Vale observar que as curvas parametrizadas dos Ezemplos ([Z31), (23) e
(=23) actma, sdo diferentes e tém o mesmo trago, ou seja,

Y(10,27] = B(0,n]) = 89(0,2, 7).
Notemos que seus tragos sdo percorridos no mesmo sentido, mas com velocidades diferentes.
Para finalizar, temos o:
Exemplo 7.3.4 Consideremos a fungdo vetorial vy : (0,27 — R3 dada por
v(t) = (cos(t), sen(t),t), para te[0,27]. (7.66)

Entéoy : 10,27 — R3 é uma curva parametrizada no espago, cuja representa¢do geométrica
do seu trago estd contido no cilindro circular reto, que tem como base a circunferéncia de centro
na origem O = (0,0,0) e tem rato igual a 1, do plano xOy.

Resolugao:

Segue, da disciplina de Cdlculo I, que suas fungbes coordenadas associadas a fung¢do vetorial

v:10,27 — R3, isto é, as fungdes

vi(t) =cos(t), vya(t) = sen(t), vy3(t)=t, para te€l0,27], (7.67)

sdo fung¢des continuas em [0,27].
Logo, pela Defini¢do (=Z1), a fungdo vetorial y € uma curva parametrizada espacial.
Notemos que,

(01 = /B (01 + Fra(0)?

(z=2)

= \/[cos(t)}2 + [sen(t))?
=1, para tE[O,ZT[])

isto é, a representacdo geométrica do trago da curva parametrizaday : [0,27 — R3 estd contido
no cilindro circular reto, que tem como base a circunferéncia de centro na origem O = (0,0,0)
e tem rato i1gual a 1, do plano xOy (veja a figura abaizo).

z

27
v

\

—
o 7N

v(27)
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Observemos também que
v(t) #vy(s), para t,se€[0,27], comt#s.

Logo, pela Definigdo (Z2), v : [0,2 7] — R3 é uma curva parametrizada simples no espago.
O

Observagao 7.3.5

1. A curva acima € conhecida como hélice.

2. Observemos que as equac¢bes paramétricas associadas 4 curva parametrizada vy :[0,2 7] —
R do Ezemplo (LZ4) acima, serdo dadas por:

y(t) = sen(t) , para tel[0,27].
z

Podemos agora introduzir a:

Definicao 7.3.2 Diremos que a curva parametrizaday : [a,b] — R" ¢ diferencidvel em t, € [a,b],
se a fungdo vetorial v : [a,b] = R™ for uma fung¢do vetorial diferencidvel em t,.

Diremos que a curva parametrizada vy : [a,b] — R™ ¢ diferencidvel em [a,b], se ela for uma
funcdo vetorial diferencidvel em cada ponto do intervalo [a,Db].

Observagao 7.3.6

1. Notemos que a diferenciabilidade nos extremos a e b, do intervalo fechado e limitado
[a,b], devem ser wistas como sendo a diferenciabilidade & direita e d esquerda dos pontos
a e de b, respectivamente, ou seja, deverdo ecistir

+ h—0+ h
Lo b+h)—vy(b)
e v-'(b) Jim o ;

denominadas derivada da fungao vetorial y, a direita, de t = a e derivada da fungao

vetorial v, a esquerda, de t = b, respectivamente.

2. Como vimos na Observagdo (CZA), uma fungdo vetorial vy : [a,b] — R™ € diferencidvel em
to € [a,b] se, e somente se, cada uma de suas fungdes componentes forem diferencidveis
em t,, isto €, para cada i< {1,2,---,n}, a fungdo

vi:la,b] 5 R, para cada t<[a,b]
for uma funcgdo diferencidvel em t, € [a,b], onde

(), v2(t),- -y va(t)

Y(t) = (v
=vi(t)- € +valt)- & +ynlt)- €, para tela,b].

Em particular, uma curva parametrizada 7y : [a,b] — R™ serd diferencidvel em [a,b] se, e
somente se, cada uma de suas componentes for diferencidvel em [a,b], ou seja, para cada
ie{1,2,---,n}, a fungdo

Yi:la,bl = R,

for uma funcdo diferencidvel em [a,Db].
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3. Lembremos da disciplina de Cdlculo I a sequinte notagdo:

Se a fungdo f: [a,b] — R for continua em [a,b], diremos que a fungdo f pertence a classe
C° em [a,b].

Neste caso escrevemos

fe C°([a,b]; R). (7.68)

Se k € N, diremos que uma fungdo f : [a,b] — R pertence a classe C* em [a,b], se, e
somente se, as fungées
fof . f*

forem continuas em [a,b].
Neste caso escrevemos

fe C*([a,b]; R). (7.69)
Finalmente, se a fung¢do f:[a,b] — R tem derivada de qualquer ordem em [a,b], diremos
que pertence a classe C*° em [a,b].

Neste caso escrevemos
fe C*([la,b]; R). (7.70)

Com isto temos a

Definicao 7.3.3

1. Se k € N, diremos que uma curva parametrizada v : [a,b] — R™ pertence a classe C* em

[a,b] se, para cadai€{1,2,---,n}, a funcdo coordenada v; : [a,b] — R pertencem a classe
C* em [a,b], ou seja,

vi € C*([a,b];R), para cada ie{1,2,---,n} (7.71)

Neste caso escreveremos
v € C*([a,b]; R") . (7.72)

Se para todo k € N, a curva parametrizada v : [a,b] — R™ pertence a classe C* em [a,b],
diremos que ela pertence a classe C*° em [a,b].

Neste caso escreveremos
vy € C*®([la,b]; R") . (7.73)

Temos a:

Observagao 7.3.7

1. Se a curva parametrizada vy : [a,b] — R™ & diferencidvel em t, € [a,b], podemos dar uma

interpretacdo geométrica para o vetor y'(t,).

Para isto lembremos, da Defini¢do (C2Z3) , que

(=) Y(to +h) —v(to)
= 1m
h—0 h

Y,(to)

b
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Y(to +h) —v(to)

isto €, quando h aprorima-se de 0, o wvetor aprorimar-se-d do vetor
),

v'(to), ou seja, geometricamente (veja a figura abaizo) o vetor

Y(to +h) —v(to)
h

aprorima-se da dire¢do tangente ao trago da curva parametrizada y, no ponto y(t,).

A figura abaizo ilustra a situagdo descrita acima.

b V(to+hy)l*Y(t0) Y(to +h) —v(to)

\ Y(to + h)

> v '(to)

Devido a este fato, o vetory'(t,) serd denominado vetor tangente & curva parametrizada
Y em t,.

2. Vale observar que, o vetor acima serd dito vetor tangente da curva parametrizada y em t,

e NAO vetor tangente, ao trago da curva parametrizada vy : [a,b] — R™, no ponto y(t,).

Isto ocorre para evitarmos situacdes em que a curva tem auto-intersec¢do, isto €, se a
curva parametrizada NAQO for uma curva parametrizada diferencidvel e simples.

Notemos que, no caso da curva parametrizada diferencidvel vy : [a,b] — R" NAO ser
uma curva parametrizada simples, o vetor tangente ao traco da curva parametrizada v :
[a,b] = R™ em um ponto de auto-intersec¢cdo, NAO ficaria bem definido.

Porém, pensando em vetor tangente ao traco da curva parametrizada vy : [a,b] — R™ no
instante to, este estd bem definido (veja a figura abaizo).

° \

t

3. Na figura acima, existem os wvetores v'(t1) e v'(t2), eles sdo vetores tangentes ao trago

da curva parametrizada vy : [a,b] — R™, mas NAO fica bem definido o vetor tangente ao
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trago da curva parametrizada y no ponto y(ti), pois a curva tem auto-intersec¢cdo messe

ponto, 74 que
v(t) =v(t2).

4. Observemos também que se a curva parametrizada 7y : [a,b] — R™ é diferencidvel em t,,
entdo o vetor v'(t,) serd um vetor tangente ao trago da curva parametrizada Y, no ponto
Y(to), se a curva parametrizada vy : [a,b] — R™ for uma curva parametrizada e simples.

Consideremos o:
Exemplo 7.3.5 Consideremos a func¢do vetorial vy : 0,27 — R?, dada por

v(t) = (cos(t), sen(t))
=cos(t)-€; + sen(t)- €2, para te0,27]. (7.74)

Entdo v : (0,27 — R? é uma curva parametrizada que pertence a classe C® em [0,2m], isto

(LN
-

yeC® ([o,m] ; R2> . (7.75)

Resolugao:
De fato, pois suas fungdes coordenadas, a saber, as fungdes y1,v2 : [0,27] — R, dadas por

vi(t) =cos(t) e 1vyz(t) = sen(t), para te[0,27], (7.76)

sdo fungbes que pertencem a classe C* em [0, 2 7).
Observemos também, que

v'(t) = (v’ (1), v (1)

=) (—sen(t),cos(t)), para te[0,27]. (7.77)

Logo

Iy ') = [y 0] + o 0]
(=)

- \/[cos(t)]2 + [sen(t)]?
=1, para te[0,2n],

(7.78)

ou seja, os vetores tangentes & curva parametrizada y : [0,2 7] — R?, para cada t € [0, 2], sdo vetores
unitarios.
Além disso, para cada t € [0,2 7], notemos que

—~

) £ ED (cos(t) , sen(t)) e (—sen(t), cos(t))

cos(t)[—sen(t)] + sen(t)cos(t)
0,

y(t) ey (t)

isto ¢, os vetores y(t) e y /(t) sdo ortogonais em R?, para cada t € [0, 2 7] fixado (veja a figura abaixo).
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27

0 (1,0) =v(0) = v(2m)
v'(t)

O
Outra situagdo interessante é dada pelo:
Exemplo 7.3.6 A curva parametrizada vy : (0,27 — R3, dada por
v(t) = (cos(t), sen(t),t)
=cos(t)-€;+ sen(t)- €, +t-€3, para tec[0,2n (7.79)

pertence a classe C* ([0,27]; R3).
Além disso, o vetor tangente & mesma em qualquer instante, faz Gngulo constante com o
vetor €3.

Resolugao:
Notemos que y € C*® ([O,Zn] ; ]R3), pois suas fungbes componentes, isto é, as funcdes v1,v2,v3:
(0,27 — R3, dadas por

vi(t) =cos(t), va2(t)=sen(t) e <vy3(t)=t, para te 0,27 (7.80)
pertencem a C* ([0,27]; R).

Além disso

v'(t) = (v'(1),v2 (1), v5' (1))
(=) (—sen(t),cos(t), 1)
+£0, para te[0,27],

pois

/@ = (0 (0) + (v )% + (v (1)
(=) \/[— sen(t)]? + [cos(t)]% +17

=1

—V2
#0, para tel[0,27]. (7.81)

Observemos também que

y'(t)e & =(vi'(t),v2'(1),v5(t) ©(0,0,1)

(=) (—sen(t),cos(t),1) ¢ (0,0,1)

=1, para te[0,2n]. (7.82)
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Portanto, para cada t € [0,27], o dngulo, que indicaremos 0(t), entre os vetores y'(t) e €3 =
(0,0,1), serd dado por:

y'(t) ¢ (0,0,1)

cos [O(t)] =
[v'®)] [Io,0,1)]
—
=) ;5 =1
_
V2
_ V2
==,
isto 6,  O(t) % para te 0,27, (7.83)
label6.84A (7.84)

ou seja, o dngulo serd constante (veja a figura abaixo).

2mn

v

Entre as curvas parametrizadas diferencidveis destacaremos uma classe que serd importante no
decorrer destas notas, a saber:

Definicao 7.3.4 A curva parametrizada diferencidvely : [a,b] — R™ serd dita regular (ou suave)

em [a,b], se a funcdo vetorial v : [a,b] — R™ pertence a classe C' ([a,b]; R") e se

v'(t)#0, para tela,bl. (7.85)

A curva parametrizada diferencidvely : [a,b] — R™ serd dita regular (ou suave) por partes
em [a,b] se exitir uma particdGo, que indicaremos por

,Pi{xoia)X])XZ)"')xnib}) (786)
do intervalo [a,b], de modo que a restrigdo da fungdo vetorial vy : [a,b] — R™ a cada um dos
subintervalos da particdo, isto €, aos intervalos abertos (xi_1,%i), para cadai€{1,2,---,n}, for
uma curva parametrizada regular, ou seja, para cada i € {1,2,--- 1}, a curva parametrizada
diferencidvel

Y (%o, %) = R™

€ uma curva regular em (xi_1,%;).
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Observagao 7.3.8

1. Uma curva parametrizada diferencidvel v : [a,b] — R™ € regular em [a,b] se, e somente
se, o vetor tangente d curva parmetrizada vy : [a,b] — R™ em cada instante, ndo € o vetor
nulo (veja (ZZ3)).

2. Pode-se mostrar que se uma curva parametrizada diferencidvel é regular, entdo seu trago
nao poderd ter "bicos”, ou seja, NAO haverd mudang¢as "bruscas” na direcdo do vetor
tangente, ao longo do tragco da curva parametrizada, em cada instante.

3. Na figura abaizo do lado direito, a curva parametrizada diferencidvel B : [a,b] — R é uma
curva parametrizada reqular em [a,b], enquanto do lado esquerdo, a curva parametrizada
diferencidvel v : [a,b] — R3 nao é uma curva parametrizada reqular em [a,b], mas é uma
curva parametrizada regular por partes em [a,b].

v(b)
v(a)

v(to)

Deixaremos para o leitor verificar os:

Exercicio 7.3.1 No Ezemplo (Z3H), temos que a curva parametrizada diferencidvely : [0,27] —
R? é curva parametrizada fechada, simples, plana e também é reqular em [0,2 .

Exercicio 7.3.2 No Ezemplo (CZ33) temos que a curva parametrizada diferencidvely : [0,2 7] —
R3 é curva parmetrizada simples e reqular em [0,2 ).

Temos também o:
Exemplo 7.3.7 A curva parametrizada diferencidvel v : [—1,1] — R? dada por
vt = (¢,2)
=t3.814+t2-&, para tel[-1,1] (7.87)
nao € uma curva parametrizada reqular em [—1,1].

Resolucgao:
De fato, pois ela pertecence a classe

> (11,11 B2

pois suas funcdes componentes tém essa propriedade.
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Em particular, ela pertencers a classe C' ([—1 , 115 Rz), mas

v'(1) = <3t2,2t>
—3t2.¢ +2t-&, para tel[-1,1]

e este vetor é igual ao vetor nulo (isto é, igual 0=(0,0

,0)) quando t = 0.
Portanto a curva parametrizada diferencidvel y : [—1

,11 — R? ndo é uma curva parametrizada

regular em [—1,1].
U

Observagao 7.3.9 Vale observar que mo Ezemplo ([Z31) acima, o vetor tangente 4 curva pa-
rametrizada v : [—1,1] — R? no instante t, isto é, o vetor y'(t), sé serd o vetor nulo quando
t=0. -

Assim a curva parametrizada v : [—1,1] — R? serd uma curva parametrizada regular por
partes em [—1,1].

Para mostrar isto, basta considerarmos a particdo P do intervalo [—1,1] formada, por exem-

plo, pelos pontos (veja a figura abaizo)

’Pi{xoi—])x1£0,7€2i]}.

Dewzaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

Temos também o:

Exemplo 7.3.8 Seja [a,b] C R, de modo que —2,2 € [a,b].
A curva parametrizada diferencidvel v : [a,b] — R?, dada por

y(t) = (t3—4t,t2—4)
:(t3—4t).€1+<t2—4)‘€2, para t¢€ [a,b] (7.88)

€ uma curva parametrizada reqular em [a,bl, que ndo é simples.

Resolucgao:
De fato, ela pertence a classe
= (a,bl; R?)
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pois suas funcdes componetes tém essa propriedade.
Em particular, ela pertencerd a classe C' ([a,b]; R?) e

v'(t) = (32 —4,2¢) (7.89)
:(3t2—4).a+2t.€2
#(0,0), para te€[a,b].

Portanto v : [a,b] — R? é uma curva parametrizada regular.
Observemos que

v(=2) I (2P -4 (<2), (-2 —4)
y(2) ) em =2 (23 _4.2,2 —4)

~(0,0).

Logo a curva parametrizada diferencidvel v : [a,b] — R? nido serd uma curva parametrizada
simples.
Notemos também que (veja a figura abaixo),

B ) (=3) com t=—2

v'(=2 (8,—4)

—8.8 —4-8,

=9) com t=2
'(2) ED 2R (g 4
=8-&1+4-¢;.

Um exemplo geral, é dado pelo:

Exemplo 7.3.9 A representagcdo geométrica do grdfico de uma fung¢do continuamente dife-
rencidvel f : [a,b] — R, pode ser obtida como a representagdo geométrica do trago de uma
curva parametrizada diferencidvel reqular v : [a,b] — RZ.
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Resolugao:
De fato, consideremos a fungo vetorial v : [a,b] — R?, dada por

(t, f(t)
—t.& +f(t)-&, para tela,bl. (7.90)

Como a fungéo f é uma fungéo continuamente diferencidvel em [a, b] (isto é, pertence a C' ([a ,bl; Rz))
segue que a fungdo vetorial v : [a,b] — R? serd curva parametrizada que pertence a C'([a,b]; R?).
Notemos também que
e}
v = (1,6)
=1-&+f'(t) &
#(an)) para tE[a,b],

assim, pela Definigdo (Z24), a curva parametrizada diferencidvel v : [a,b] — R? serd uma curva
parametrizada regular em [a, b].

Notemos também que a representagio geométrica do trago da curva parametrizada v : [a,b] — R?
coinicide com a representagdo geométrica do grafico da funcgéo f.
Lembremos que o grafico da funcéo f, que serd indicado por G(f), é dado pelo conjunto

G(f) ={(x,f(x)); x € [a,b]}. (7.91)

Com isto teremos (veja a figura abaixo)

v ([a,b]) = G(f). (7.92)

Para finalizar temos a:

Definicao 7.3.5 Seja v : [a,b] — R™ uma curva parametrizada reqular (ou regular por partes)
em [a,b].
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Definimos o comprimento da curva parametrizada regular (ou regular por partes) v,
que indicaremos por l,, como sendo:

b
b= [ o] a

b
:J \/ V' (O] + W2 (0P + - + by (012 dt wee., (7.93)

a

onde

Y(t) = (vi(t),va(t), -, yalt)
=vi(t)- €1 +v20t)- &+ ---+vyn(t)-€r,, para cada tcla,b]

e u.c. denota, unidades de comprimento.

Observagao 7.3.10 Para obter uma motivagdo para a férmula (CZ3) acima, vamos considerar
0 caso em que a curva parametrizada reqular (ou regular por partes) é uma curva plana (isto
é,n=2).

Suponhamos que a curva parametrizada reqular v : [a,b] — R? € dada por

v(t) = (x(t),y(t)
=x(t)-€ +y(t)-€, paracada tcla,b].
Consideremos uma parti¢do
P={to=a,t;,t2,--, ta =b}
do wntervalo [a,b], ou seja,
tr=a<ti<th<--- <ty =b0.

Para cadai€{1,2,---n—1}, o comprimento do i-ésimo arco da curva parametrizada reqular
v :la,b] — R?, que une o ponto y(t;) ao ponto y(tir1), pode ser aprozimado pelo comprimento
do segmento de reta que une o ponto y(ti) ao ponto y(ti11) (veja a figura abaizo).

Yy

A

y(tipr
y(tivr) — y(ti)\I
y(ty)

x(ty)  x(tiy1)
Ix(tiq1) —x(ty)l
O comprimento deste segmento é dado por
T de Pitd
Iy (ter) — ()] T PR ) — ()1 + By () —y ()2, (7.94)

Do Teorema do valor médio (visto na disciplina de Cdlculo I), aplicado as fungdes x = x(t)
e y =y(t), no intervalo [ti11,ti], seqgue que existem & ,ni € (ti,tiv1) de modo que

X(tipr) = x(t) =x" (&) (b1 —t) e ylt) —ylt) =y (i) (tig — ). (7.95)
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Deste modo temos que:

n—1
b~ > [y(ti) —y(t)]
i=0

n—1
() e (=) > \/[X (&) (tir — )]+ Ty "(n0) (tigr — 1))
=0

n—1
— % \/[x "ED2+ Iy ,(mﬂz(tii:_t})

>0

e n—1
ALY i (8 + By (ol At
i=0

Observemos que o lado direito da expressdGo acima é a soma de Riemann associada a fungdo

te /B (02 4y (1),

d particdo P e aos pontos &;,1; € [ti,ti 1], para cada i€ {1,2,---,n}
Logo fazendo a norma da particGo P tender para zero, isto é€,

At — 0, wpara cada ie€{1,2,---,n},

teremos que a soma acima tenderd d

a

b

ViR + Iy (01 at,
b

ou seja: L = J \/[x (1)) + [y (1)]? dt

b
~[Tvwle e,

a
como introduzimos na Defini¢do (Z23H) acima.
Como aplicagdo do resultado acima temos o:

Exemplo 7.3.10 Calcule o comprimento da curva parametrizada reqular por partesy : (0,27 —
R? dada por
v(t) = (cos(t),0), para cada tel0,2n].

A

y(m) = (=1,0) v(0) =v(27) = (1,0)
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Resolucgao:
Observamos que a funcio vetorial v : [0,2 7] — R? é curva parametrizada diferencidvel em [0, 2 7,
pois suas fungdes componentes, a saber, v1,7v2 : [0,27] — R?, dadas por

v1(t) = cos(t) e v2(t) =0, para cada te 0,2, (7.96)

sdo fungdes que pertecem a C®([0,27]; R), em particular pertecem a C'([0,27]; R).
Notemos também que
v'(t) (=) (—sen(t),0), paracada te[0,2n]. (7.97)

Logo o vetor vy ’'(t) s6 é vetor nulo, quando t € {0, 7, 27t}

Assim a curva parametrizada diferencidvel y : [0,27] — R?, serd uma curva parametrizada regular
em [0, 27, quando restrita aos intervalos (0,7) e a (7t,27), ou seja, serd uma curva parametrizada
regular por partes em [0, 2 7.

Podemos ver que o comprimento da curva parametrizada regular por partes vy : [0,271] — R? é
igual 4u.c. (duas vezes o comprimento do intervalo [—1,1]).

Pela Definigdo (Z=3H), podemos calcular seu comprimento, da seguinte maneira:

b
Lyzj Iy ()] at

a

27
= L [|(—sen(t),0)]| dt

= rﬂ \/[— sen(t)]? 4 07 dt

0

27t
:J |sen(t)| dt

0
T
= ZJ sen(t) dt
0
T Fundamental do Calcul =
eorema n algen a. o alculo [2 o Cos(t)]
t=0

=4u.c..

Finalizaremos este capitulo com o seguinte exercicio resolvido:

Exercicio 7.3.3 Calcule o comprimento da curva parametrizada reqular v : (0,27 — R3, dada
por

v(t) = (cos(t), sen(t),t)
=cos(t)- €1+ sen(t)- €, +t-€3, para cada tel0,2n], (7.98)

ou seja, da hélice circular (veja a figura abaizo).
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Resolugao:

Temos que a fungdo vetorial y : [0,27] — R? é uma curva parametrizada regular em [0, 27, pois
a fungdo vetorial y : [0,271] — R? é continuamente diferenciavel em [0,27] (na verdade pertence a
C>®([0,27]; R3)) e

v'(t) =" (—sen(t),cos(t), 1)
= —sen(t) - € +cos(t)- &2+ 1-€3# 6, (7.99)

para cada t € [0, 2.
Logo, pela Definigdo (C21), teremos que seu comprimento serd dado por:

b
b= ) at

() JZ T

|(—sen(t),cos(t), 1)| dt
0

=1

27
= J \/[— sen(t)]% + [cos(t)]> +12 dt

27
:J V2 dt
0
27
:foJ dt
0
zz\ﬁnu.c.,

completando a resolugéo.



Capitulo 8

Funcoes a Valores Reais, de Varias
Variaveis Realis

8.1 Definicoes Basicas e Exemplos

Vamos estabelecer a notagdo para facilitar os estudos do que se segue.
Seja n um ntimero natural, isto €,

ne{l,2,3,---}.
Como vimos no Capitulo B (veja (E0)), R™ denota o conjunto das n—uplas ordenadas
X = (X1 y X2yt )Xn)

onde cada entrada da n-upla acima é um ntimero real.
Este conjunto representa as varidveis das quais a quantidade a ser estudada depende.
Introduziremos a:

<

Definigao 8.1.1 Se A C R", nao wvazio, uma funcao f: A - R é uma relagdo que a cada
(X1,X2,-+ yXn) € A associa um, e somente um, numero real, que serd indicado por

f(x1,x2,-++yxn) €R.

Diremos que o conjunto A é o dominio da funcgao f, indicado por D(f).
A imagem da funcao f, que serd indicada por Im(f), € o subconjunto de R, definido por

Im(f) i{f()q y X2yt >Xn); (X1 y X2y >Xn) € D(f)} CR. (8'1)

O grafico da funcao f, que serd indicado por G(f), é o subconjunto de R, definido por

G(f) i{(x] y X2y )Xn)fbﬂ y X2y )Xn)); (X1 y X2y )Xn) € D(ﬂ}an+] . (8'2)

Observagao 8.1.1

1. PFrequentemente, ndo faremos qualquer mengdo ao dominio da funcdo que estaremos ana-
lisando.

Neste caso, o dominio da fungdo envolvida serd o mator subconjunto, para o qual a relagdo
que define a fung¢do dada, facasentido.

295
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2. Notemos que o grdfico de uma fungdo de n (isto é, (E2)) varidveis é um subconjunto de
RnJr] .

Desta forma a sua representacdo geométrica somente serd possivel para n =1 (visto na
disciplina de Cdlculo I) ou n =2, que serd tratado a seguir.

3. Nos casos n =2 e/ou n =3, denotaremos os elementos de R™ por:
(x,y) € R e (x,y,z) € R3,
respectivamente.

Para ilustrar temos o:

Exemplo 8.1.1 Consideremos a fung¢do f:D(f) —» R, dada por

X+
f(x,y) = x—g , para cada (x,y) € D(f), (8.3)

onde D(f)i{(x,y)eRz;x;Ay} . (8.4)

Determinar a imagem e uma representacGo geométrica para o dominio e para o grdafico da
funcdo f.

Resolugao:
Para determinar o conjunto imagem da fungéo f, basta notar que sobre a reta

x—y=1, (8.5)

a fungéo f assume todos os valores reais.
Portanto
Im(f) =R.

De fato poi, sobre a reta (EH) acima teremos
fx,y) =x+y,

que cobre todo o conunto R, quando (x,y) varia sobre a reta (E3) acima.
Abaixo temos a representacdo geométrica do dominio da fungdo f (isto é, do conjunto (E3)).

Y

A

A representagdo geométrica do gréfico da fungdo f (cuja lei de formagdo é dada por (E3)) é dada
pela figura abaixo:
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Observacao 8.1.2 Para obter a representacGo geométrica do grdfico da fung¢do f, dada por

(B3), no software MapleV basta digitar:

plot3d( (z+y)/(z-y),z=-3..8,y=-3..3,azes=BOXED, grid=[40,40]);  (Enter)

Outro caso intererssante é dado pelo:
Exemplo 8.1.2 Consideremos a funcdo f: D(f) —» R, dada por
f(x,y) =+vx—y ++/1—y, para cada (x,y) € D(f),
onde D(f)i{(x,y)eRz;ygx eygl}.
Encontre a representacdo geométricas do dominio e do grdfico da funcgdo f.

Resolucgao:
Abaixo temos as representacido geométricas do dominio e do grafico da funcgéo f.
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O

Observacgao 8.1.3 Para obter a representa¢do geométrica do grdfico da funcdo f, dada por
(E1m), no software MapleV basta digitar:

plot3d(sqrt(z-y)+sqrt(1-y),z=-10..10,y=-10..1,azes=BOXED,grid=[50,50]);  (Enter)

Temos também o:
Exemplo 8.1.3 Consideremos a fungdo f: D(f) C R> = R dada, implicitamente por
z="f(x,y), para cada (x,y) € D(f), (8.8)
que satisfazem a sequinte identidade:
XX+ +22=1, com ze[0,00). (8.9)
Representar, geometricamente o dominio do grdfico da funcgdo f.

Resolugao:
Notemos que, como z € [0, c0), de (EX), seque que

Z:f(x7y)
i\H—xz—yz, para cada (x,y) € D(f), (8.10)
onde D(f)i{(x,y)eRz;xz+y2§1}, (8.11)

ou seja, os pontos que estdo no interior e na fronteira da circunferéncia unitdria (ou seja, o circulo
unitdrio) de centro na origem O = (0,0), contida no plano xOy.
Abaixo temos as representacdes geométricas do dominio e do grafico da fungéo f.
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1. A superficie obtida acima € a calota superior da esfera de centro na origem O = (0,0,0)

e raio iqual a 1, contida em R3.

2. Para obter a representacdo geométrica do grdfico da fungdo f, dada por (EJ0) acima, no

software MapleV basta digitar:

plot3d(sqrt(1-z" 2-y~ 2),z=-1..1,y=-1..1,azes=BOXED, grid=[50,50]);

Outro caso importante é dado pelo:

Exemplo 8.1.4 Consideremos a fung¢do f: D(f) C R? = R, dada por

f(x,y) =y —x?, para cada

Representar, geometricamente o dominio do grdfico da fungdo f.

(x,y) € D(f),
onde D(f)i{(x,y)eRz;ngy} .
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Resolugao:

As representages geométricas do dominio e do grafico da fungio f sdo dadas pelas figuras abaixo.

Yy

y =x?

0.8
0.6
0.4
0.2

/ﬂ%‘; -
/ /[l”;lllllllﬂ%g;l
0

71/

i i

Observagao 8.1.5 =

1. A superficie obtida acima € a parte contida no semi-espago z > 0, do paraboldide de
revolucdo
_ 2 2
y=x"+z".

2. Para obter a representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f, dada por (EI3), actma no
software MapleV basta digitar:
plot3d(sqrt(y-z~ 2),z=-1..1,y=0..1,azes=BOXED, grid=[50,50] ), (Enter)

Uma classe importante de exemplos de funcdes de varias varidveis é dada pelas definigdes abaixo.

Definicdo 8.1.2 Diremos que a fun¢do f: R? — R é uma funcao linear, se puder ser colocada
na sequinte forma
f(x,y) =ax+by, para cada (x,y) € R?, (8.14)

onde a,b € R sdo fizados.
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Observacao 8.1.6 A representagdo geométrica do grdfico de uma fungdo linear, dada por (E13),
serd um plano, que chamaremos de 1, em R3, que passa pela origem O = (0,0,0), ou seja, um
plano que tem uma equacdo geral dada por:

m:ax+by—z=0. (8.15)
Como um caso particular da situagdo acima, temos o:

Exemplo 8.1.5 A func¢do f:R?> — R dada por
f(x,y) =2x—3y, para cada (x,y) € R? (8.16)

é uma funcdo linear em R2.
Obtenha a representacdo geométrica do grdfico da func¢do f.

Resolugao:
A representagdo geométrica do gréfico da fungdo f, dada por (ETH), acima, é dada pela figura
abaixo:

O

Observacao 8.1.7 Para obter a representacdGo geométrica do grdfico da fung¢do f, dada por
(E18), no software MapleV, basta digitar:

plot8d(2*z-3*y,z=-1..1,y=-1..1,azes=BOXED, grid=[80,30] ), (Enter)
Em geral, para o caso de n-varidveis, temos a:

Definicao 8.1.3 Uma fun¢do f : R — R serd dita fungao linear, se puder ser colocada na
forma

f(x1,%2, - yXn) =1 X1 +a2x2+ -+ anXn, para cada (X1,X2, + yXn) € R™, (8.17)

onde aj,az,---,an € R sdo fizados.
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Observacao 8.1.8 A representag¢do geométrica do grdfico de uma fung¢do linear, dada por (EIQ),
serd um, assim denominado, hiperplano em R™' passando pela origem O = (0,0,---,0) €
RnH .

Uma outra situagédo, é dada pela:

Definicdo 8.1.4 Uma fungdo f: R? — R serd dita funcao linear-afim se puder ser colocada na
sequinte forma

f(x,y) =ax+by+c, para cada (x,y) € R?, (8.18)

onde a,b,c € R sdo fizados.

Observagao 8.1.9 A representacdo geomética do grdfico de uma funcdo linear-afim, dada por
(E1R), serd, em geral, um plano em R> (se ¢ # 0, ndo conterd a origem O = (0,0,0)), cuja
equagdo geral serd dada por:

m:ax+by+c—z=0. (8.19)

Um caso particular para a esta situagédo, é dado pelo:
Exemplo 8.1.6 Considere a fungdo f:R?> — R, é dada por
f(x,y)=x+3y—2, para cada (x,y) € R?. (8.20)

Notemos que a fungdo f é uma funcdo linear-afim em RZ.
Obtenha a representacdo geométrica do seu grdfico.

Resolugao:
A representacdo geométrica do seu grafico é dada pela figura abaixo:

O

Observacgao 8.1.10 Para obter a representacdo geométrica do grdifico da fun¢do f, dada por
(BZ2m), no software MapleV, basta digitar:

plot3d(z+3*y-2,z=-1..1,y=-1..1,azes=BOXED, grid=[30,30)), (Enter)

Em geral temos a:
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Definigcao 8.1.5 Uma fun¢do f : R — R serd dita funcao linear-afim, se puder ser colocada
na forma

f(X1,%2, -y Xn) =a1 X1 +ax2+---+anXxn+ 0o, para cada (x1,%2,+yxn) € R™] (8.21)
onde a,,a1,0a2, -+ ,an € R sdo fizados.

Observagao 8.1.11 A representag¢do geomética do grdfico de uma fun¢do linear-afim, dada por
(BZ21), acima, serd um hiperplano em R o saber, o hiperplano de equacdo geral serd dada
por:

X1 t+ax2+--+anxp+a,—z=0. (8.22)

Definigao 8.1.6 Sejap € ZT ={0,1,2,3,---} fizado.
Uma fungao polinomial de grau p, de duas variaveis, a valores reais, é uma fungdo f :

R? — R, que pode ser escrita na sequinte forma:

f(x,y) = Z amn X™y", para cada (x,y) € R?, (8.23)
m+n<p

0s coeficientes amn, SGo numeros reais dados, onde

amn #0,  para algum (m,n) € Z",

satisfazendo
m+n=p.

A seguir exibiremos alguns casos de fungdes do tipo acima, comegando pelo:

Exemplo 8.1.7 A func¢do f:R?> —» R dada por
fix,y) =x*+vy%, para cada (x,y) € R?, (8.24)

€ uma fung¢do polinomial, de grau 2, de duas varidveis reais.
Obtenha a representa¢do geométrica do grdfico da fungdo f.

Resolucgao:
Neste caso, comparando (E23) e (E=24), teremos:

ax =ag =1,

agp = ajp = ap1 = a1 =0.

Como foi visto na disciplina de Geometria Analitica, a representagdo geométrica do grafico da
funcdo f, dada por (E=4), é o paraboldide de revolugdo, obtido da rotagdo do gréfico da pardbola

z=x",
contida no plano xOz, em torno do eixo Oz, cuja equagdo é dada por (veja a figura abaixo)

z:x2+y2.
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Observagao 8.1.12 Para obter a representacdo geométrica do grdfico da funcdo f, dada por
(BEZ3), no software MapleV, basta digitar:

plot3d(z" 2+y "~ 2,z=-1..1,y=-1..1,azes=BOXED, grid=[40,40]); (Enter)
Outro caso importante é dado pelo:
Exemplo 8.1.8 A fun¢do f:R*> — R, dada por

f(x,y) =x?—y*, para cada (x,y) € R?, (8.25)

€ uma fungdo polinomial, de grau 2, de duas varidveis reais.

Obtenha a representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f.
Resolugao:

Neste caso, comparando com (BEZ23) com (EZH), teremos:

azoih
ap =—1,

agp = ajo = agr = aj; = 0.

Como foi visto na disciplina de Geometria Analitica, a representagdo geomética do grafico da

funcéo f, dada por (EZ2H), é o paraboléide hiperbdlico (ou sela), a saber:

z=x*—1y>.
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Observagao 8.1.13 Para obter a representagcdo geométrica do grdfico da fung¢do f, dada por
(B223), no software MapleV, basta digitar:

plot8d(z" 2-y~ 2,z=-1..1,y=-1..1,a2es=BOXED, grid=[40,40]); (Enter)
Temos também o:

Exemplo 8.1.9 A func¢do f:R? = R, dada por

XZ yz

flx,y) = =+ o para cada (x,y) € R?, (8.26)
a

€ uma fungdo polinomial, de grau 2, de duas varidveis reais, onde a,b > 0 estdo fizos.
Obtenha a representagdo geométrica do grdfico da funcgdo f.

Resolucgao:
Neste caso, comparando (EZ23) com (77?), teremos:

]
az =

a2’
1
aoz:ﬁ»
app = ajp = agr = aj; =0.

Como foi visto na disciplina de Geometria Analitica, a representagdo geométrica do seu grafico é
o paraboléide eliptico, a saber:

‘W “1 I m" f
\ ﬂ W
\.‘ I m“mmu “ﬂl‘

Observacao 8.1.14 Para obter a representacdo geométrica do grdfico da funcdo f, dada por
(BEZ28), com a =2 e b =25, no software MapleV, basta digitar:

plot3d((z"2)/4+ (y~2)/25,z=-1..1,y=-1..1,azes=BOXED, grid=[40,40],view=0..0.04);
(Enter)
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Em geral, temos a:

Definigao 8.1.7 Seja m € Z*. Uma fungao polinomial de grau m, de n-variaveis, a valores

reais, € uma funcdo do tipo: f:R™ — R, que pode ser escrita na sequinte forma:

f(X] y X2y )Xn) = Z a Xlk] XZkz"'Xnkn) bara (X1 y X2y )Xn) eRn) (827)

kiks-kn
0<ki+ko+--kn<m

onde a, ,, .. €R, para cada (k1,kz,--- ,kn) € 7T x 7T x - xZ" e
n—fatores
ak1 kp-kn # O)
para algum (kq,k2,---,kn) €EZT x ZT x --- x ZT, satisfazendo

n—fatores
ki+ka+ o +kn=m.

Para ilustrar temos o:

Exemplo 8.1.10 A fun¢do f:R3> — R, dada por
f(x,y,z) =x*+y*+x*, para cada (x,y,z) € R3,

€ uma fungdo polinomial, de grau 2, de trés varidveis reais.

Com isto podemos introduzir uma outra classe de fungdes, que também serd importante, a saber:
Definicao 8.1.8 Uma fungao f: R"™ — R dada por

X X P X
f(x1,x2,---,xn)£p( LRECE RN n), para cada (x1,%2,- - yXn) € Dom(f), (8.28)
Q(thz»"'»xn)

onde as fungbes p e q sdo fungdes polinomiais de n-varidveis e
DOTTL(f) i{()q y X2yt )Xn) € Rn; CI(Xl y X2yt )Xn) 75 O} ) (829)

serd dita funcao racional, de n-variaveis reais, a valores reais.

Para ilustrar temos o:
Exemplo 8.1.11 A fun¢do f:R?* — R, dada por

2 2
. X"+
ﬂx’y)::xz_i;’ para cada  (x,y) € R\ {(x,y); ! —y? =0} ,

é uma funcdo racional, de duas varidveis reais.
Uma outra classe importante de fungdes é dada pela:

Definigao 8.1.9 Seja A C R™, ndo vazto. Uma fungdo f: A C R"™ — R serd dita limitada no
conjunto A, se podemos encontrar M > 0, de modo que

[f(x)] <M, paratodo x€A. (8.30)

Uma outra nogdo importante é dada pela:
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Definicao 8.1.10 Seja A C R", ndo vazio e p € R*. Uma fungdo f : A\ {p} — R serd dita
limitada no ponto p € A, se podemos encontrar v > 0, de modo que a funcdo f, quando restrita
ao conjunto

[ANB:(p)\{p},

for uma fungdo limitada mo conjunto [A N B:(p)] \{p}, ou seja, existe M > 0, de modo que
If(x)] <M, para todo x € [ANB(p)]\{p}. (8.31)

Para ilustrar temos o:

Exemplo 8.1.12 Consideremos a func¢do f:R? — R, dada por
f(x,y) = sen <x2y> + cos (xyz) , para cada (x,y) € R?. (8.32)

Mostre que a fungdo f € limitada em RZ.

Resolugao:
De fato, pois se considerarmos
M =2,

segue que
If(x,y) = | sen (xzy) + cos (xyz) |

< |sen <x2y> | + | cos <xy2> |

<1 <1
<14+1=2
= M)
para cada (x,y) € R?, mostrando que a fungio f é limitada em R’ e completando a resolugéo.
O
Uma outra situagdo é dada pelo:
Exemplo 8.1.13 Consideremos a func¢do f: A =R?*\{(0,0)} = R dada por
1
fix,y) = m, para cada (x,y) € R\ {(0,0)) (8.33)

A funcgdo f nao é uma funcgdo limitada em
A =R*\{(0,0)},
mas a fungao f € uma funcdo limitada em qualquer ponto P, € A, fizado.

Resolugao:
De fato, notemos que

quando x — 0,

2 1 visto na disciplina de Célculo I
flx,x") = —

teremos:
X% 4+ x4

)

mostrando que a fungio f ndo pode se uma fungio limitada em A =R\ {(0,0)}.
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Por outro lado, se
Po = (Xo )UO) € A)
estd fixo (logo P, # (0,0)), teremos

d= d(PO,O) = d[(xoyyo)a(())O)]
= H(Xoayo) - (0,0)H

— /(%0 — 012 + (yo — 0)?

= \/X02+y02 >0)

pois (%o »Uo) # (an)-
Considerando-se

r=

d
§>O’

segue que para todo (x,y) € B;(P,), teremos:

d((x0,Y0),(0,0))<dl(x0 ,Yo) ,(x,y))+d((x,y),(0,0)]

dl(x,y),(0,0)] > dl(x0,Yo), (0,0)] = dl(xo, Yol (x,y)]
d[( 0 O))( bl H T
: y>xy ) d—r
d d
=d—5=25>0, (8.34)

isto é, se (x,y) € B;(P,), teremos que

2
X +y?t = [\/(X—O)z—i—(y—O)z]

= [|(x,y) — (0,0
={dl(x,y),(0,0)]}

= G)z . (8.35)

Logo, considerando-se,

(E=3) 1
|f(x,y)| = x2+y2
(E=3) 1
<

=M,

ou seja, a fungdo f serd uma fungéo limitada em B,(P,), ou ainda, a fungio f é uma fungio limitada
em cada ponto P, € A =R?\ {(0,0)}, completando a resolugio.
O
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Observagao 8.1.15 Lidaremos, mais adiante, com a primeira dificuldade jd observada acima,
a saber, representar geometricamente o grdfico de funcgbes a valores reais, de duas varidvess.

Para facilitar, em algumas situagdes, este estudo podemos olhar certos subconjuntos relacio-
nados com o grdfico da mesma, que serdo eribidos na proxima sec¢do.

8.2 Funcoes de Duas Variaveis a Valores Reais: Curvas de Nivel

Nesta secdo consideraremos algumas propriedades de fungdes, de duas varidveis reais, a valores reais.
Sejam A C R? n#o vazio e f: A C R? — R uma fungfo, de duas varidveis reais, a valores reais.
O gréfico da fungdo f é, como vimos, o subconjunto de R® dado por

G(f) ={0x,y,f(x,y)); (x,y) € AJC R’

A representacdo geométrica do grifico de uma fungdo de duas varidveis nao é, em geral, tarefa
facil.

Um recurso 1util é olharmos algumas curvas, sobre a representacdo geométrica grafico, cuja repre-
sentacdo geométrica podem ser mais simples de serem apresentadas geometricamente.

Uma classe importante de curvas, que estdo relacionadas com grafico de uma fungdo de duas
varidveis reais, a valores reais, é dada pela:

Definigao 8.2.1 Sejam A C R? ndo vazio e f: A C R? — R fun¢do, de duas varidveis reais, a
valores reais e ¢ € R.
O conjunto
7 ({e) ={(x,y) €A ; flx,y) =c} C R’ (8.36)

serd denominado curva de nivel do grafico fungao f, correspondente ao nivel z = c.

Observagao 8.2.1

1. O conjunto f~'({c}), definido acima, também é denominado por imagem inversa, pela fun-

cao f, do conjunto {c}.

2. o conjunto 7' ({c}) é formado por todos os elementos do dominio da fun ¢do f, cujas
imagem SG0 1guais a C.
3. Notemos que grdfico da fungdo f é um subconjunto de R>.

Por outro lado, uma curva de nivel, associada a fung¢do f, como acima, serd um sub-
conjunto do conjunto A, isto €, do dominio da fungao f, e portanto um subconjunto de
R2.

7

4. A fungdo f assume um mesmo valor (isto €, é constante) sobre os pontos de uma curva
de nivel fizada.

5. Se c € Im(f) entdo a curva de nivel c, associada & fungdo f, serd o conjunto vazio.

De fato, pois como ¢ &€ Im(f), seque que nao ezxiste

(x,y) € D(f), tal que f(x,y)=c.

Portanto o conjunto

e ={x,y) €A flx,y) =c)
0.
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6. Uma curva de nivel c, associada a fungdo f, como acima, pode ser obtida, geometrica-
mente, como a interseccao do plano
z=c,
com superficie determinada pela representacdGo geométrica do grdfico da fungdo f, proje-
tada no plano xOy.

Veremos 1sto, com mais detalhes, em alguns casos a sequir.
Exemplo 8.2.1 Seja k € R fizado e consideremos f:R*> = R, a fung¢do dada por
f(x,y) =k, para cada (x,y) € R?, (8.37)

1sto €, a funcdo f € a fungdo constante.
Encontre algumas curvas de nivel e a representagcdo geométrica do grdfico da fungdo f.

Resolugao:

Notemos que a representagdo geométrica do grafico da fungdo f é o plano (veja a figura abaixo a

esquerda)
z=k.

Observemos que neste caso, as curvas de nivel ¢ = k, associadas a funcdo f, serdo todas as curvas
que estdo contidas no plano xOy pois, para qualquer curva, que indicaremos por C, contida no plano
xOy teremos

f(x,y) =k, para cada (x,y)ecC.

Por outro lado, se ¢ # k, ndo teremos curvas de nivel ¢, ou seja, serd o conjunto vazio, pois neste
caso
f(x,y) =k #c, paratodo (x,y)ecR?.

Logo podemos concluir que:
0, se c#k
ffl ({c}) = ) . 8.38
R?, se c=k (8.38)

g

Observacao 8.2.2 Se, no Ezemplo (BEZZ) acima, tivermos k =5, temos que a representagdo
geométrica do grdfico de f e suas curvas de nivel serdo dadas pelas figuras abaizo.

6 2,
55
5
-4 -2 0 2 x 4
4.5
4 -2
-10 -10
-5 -5
yo (0% =47
5 5
10 10

Para obter a representagdo geométrica do grdfico da fungdo f do Exemplo (EZZ) acima, no
software MapleV, basta digitar:
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plot3d(5,z=-1..1,y=-1..1,azes=BOXED, grid=[40,40]); (Enter)

with(plots):  (Enter)
e depois
contourplot(5,z=-10..10,y=-10..10);  (Enter)
Temos também o:
Exemplo 8.2.2 Sejam a,b,c € R fizados e consideremos f: R> - R, a fungdo dada por

f(x,y) =ax+by+c, para cada (x,y) € R%. (8.39)
Encontre algumas curvas de nivel e a representagcdo geométrica do grdfico da funcgdo f.

Resolucgao:
Notemos que a representagdo geométrica do grafico da funcéo

z ="f(x,y)
é o plano de R3, que tem por equagédo geral

m:ax+by+(—1)z+c=0.

A curva de nivel z = k associada a fungdo f serd a curva, do plano xOy, que tém equagdo geral
(no plano xOy) dada por:
ax+by+(—-1)k+c=0,

isto é, serd uma reta do plano xOy que tém equagdo geral na forma:
T:ax+by=k—c.
Logo as curvas de nivel, a associadas a fungdo f, serdo retas que tém equacio geral da forma
T:ax+by=k—c,
contidas no plano xOy, ou ainda, todas as retas paralelas a reta que tem equagéo geral dada por:
ax+by=0,

contidas no plano xOvy.

Observacgao 8.2.3

1. Se, no Ezemplo (EZZ3), consideraremos

temos que a represetacdo geomética do grdfico da funcdo f e suas curvas de nivel sergo
dadas pela figura abaizo.
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// B
— 4
Yy |
_— 21
/—‘4 = 2% 4

Observemos que meste caso as curvas de nivel serdo as retas do plano xOy da forma

2x—3y—1=c,

1sto €, todas as retas paralelas d reta

2x—3y =0,
contidas no plano xOy.

2. Para obter a representagdo geométrica do grdfico da fungdo f do Ezemplo (BEZZ2) acima,
no software MapleV, basta digitar:

plot3d(2*z-3*y-1,2=-1..1,y=-1..1,azes=BOXED, grid=[40,40] ), (Enter)

with(plots):  (Enter)
e depois

contourplot(2*z-8*y-1,z=-10..10,y=-10..10);  (Enter)

Temos também o:

Exemplo 8.2.3 Sejam a,b nimeros reais, ndo nulos, fizados e consideremos a fun¢do f:R? —
R dada por
X2yl ,
flx,y)=—+ i para cada (x,y) € R~. (8.40)
a

Encontre algumas curvas de nivel e a representagao geométrica do grdfico da funcgao f.

Resolugao:
Observemos que se
a#b,
a representdo geomética grafico da funcédo f, dada por (BEZ0), nos fornecerd um paraboldide eliptico e

se
a=">

teremos um paraboléide de revolugdo (visto na disciplina de Geometria Analitica, mais especifica-
mente, no estudo das Quddricas).
Assim as curvas de nivel ¢ associadas a fungdo f serdo:
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e para a # b teremos, no plano xOvy,

h, se c<O
se, e somente se, (0,0), se ¢c=0

contida no plano xOy.

e para a = b teremos, no plano xOy, teremos:

se ¢c<0
c=0
se, e somente se,

QN‘ 2,
‘C
AolSe

c1rcunferenc1a de centro no ponto O =

raio igual a ay/c, se ¢>0

contida no plano xOvy.

Observagao 8.2.4

1. Se, no Ezemplo (EZZ3), considerarmos

as curvas de nivel c serdo:

elipses, se c>0,
serd o ponto O = (0,0), se ¢c=0,
o conjunto vazio, se c<0,

no plano xOy.

Para ver isto, isto basta estudarmos a equagao

Ll_
1T 9 7%

no plano x0Oy, para cada c € R.

b
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2. Para obter a representacdo geométrica do grdfico da fungdo f do Exemplo (EZ23), com
a=2eb =3, no software MapleV, basta digitar:

plot3d((z"2)/4+(y" 2)/9,2=-3..3,y=-3..3,azes=BOXED, grid=[40,40]); (Enter)

with(plots):  (Enter)
e depois
contourplot((z”2)/4+(y"2)/9,z=-3..3,y=-3..3); (Enter)

Temos também o:

Exemplo 8.2.4 Consideremos a fung¢do f:R*\{(0,0)} = R, dada por

1
fx,y) =4 2yl (x,y) # (0,0)

0) seé (x,y):(0,0)

(8.41)

Encontre algumas curvas de nivel e a representagcdo geométrica do grdfico da fungago f.

Resolugao:
Neste caso, para cada ¢ € R, as curvas de nivel c, associada a fungéo f, seréo (veja a figura abaixo,

a direita):
e as curvas

x2+y: , se c¢>0,

ou seja, circunferéncia de centro no ponto O = (0,0) e raio igual a
e 0 ponto

=l

0=(0,0), se c=0;
e 0 conjunto vazio, se ¢ <0,

todas contidas no plano xOvy.
Uma representagdo geométrica do gréfico da fungéo f, dada por (EZZ1) é dada na figura abaixo, a

esquerda.
O
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Observacgao 8.2.5 Para obter a representa¢do geométrica do grdfico da fungao f, dada por

(BEZ1), no software MapleV, basta digitar:

plot3d(1/{z" 2+y" 2},z=-3..8,y=-3..3,azes=BOXED,grid=[40,40], view=0..10 );

e depois

contourplot(1/{z" 2+y " 2},z=-3..3,y=-3..3);

Temos também o:

Exemplo 8.2.5 Consideremos f:R?> — R a func¢do dada por

with(plots):

f(x,y) =x para cada (x,y) € R?.

(Enter)

(8.42)

Encontre algumas curvas de nivel e a representa¢do geométrica do grdfico da funcgdo f.

Resolucgao:

Para cada c € R, a curva de nivel c, associada a fungéo f, sdo as curvas dadas pela equagéo

contidas no plano xOuy, isto €, sdo hipérboles no plano xOy (veja a figura abaixo a direita).

A representagéo geométrica do grafico da fungédo f é o paraboldide hiperbdlico (também conhecida,

em Geometria Analitica, por sela - veja figura abaixo a esquerda).

0
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Observagao 8.2.6 Para obter a representa¢do geométrica do grdfico da funcdo f, dada por
(BEZ2) actma, no software MapleV, basta digitar:

plot3d(z" 2-y~ 2,z=-3..8,y=-3..3,azes=BOXED, grid=[40,40]); (Enter)

with(plots):  (Enter)
e depois
contourplot(z” 2-y~ 2,2=-3..83,y=-3..3), (Enter)
Para finalizar temos o seguinte:

Exercicio 8.2.1 Seja f: R* = R, a funcdo dada por
X
X2yl +1 ’

Encontre algumas curvas de nivel e a representacdo geométrica do grdfico da funcdo f.

f(x,y) = para cada (x,y) € R2. (8.43)

Resolugao:
Se ¢ =0, teremos

X
2, .2 =0
X" +y +1
se, e somente, se x=0.

Por outro lado, se ¢ € R, ¢ # 0, a curva de nivel ¢, associada a fungéo f, serd uma curva do plano
xOy dada por:
X

7:C
Xyt

ou seja, x2+y2+1:§,
ou ainda, xz—%—H—i—yz:O,
L 1\ 1
isto é, X— o +y +1—4—C2:O,
——
421
4c2
ou seja <X—E>+ z_ﬂ
J) 2 y - 4C2 )

ou seja:
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e temos que

1
se O<c2<z1 e c#0,
isto é —1<c<1
isto &, 7 ,

. . . 1 .
a curva de nivel c associada a funcdo f, serd a circunferéncia centrada no ponto (2 ,0 ) eraio
c

2

ioual g V1 —4C
igual a 20c]

(veja a figura abaixo, a direita);

N

N

Fal
LI L L L0 1 1 N L L L B L L L

2 4

SR
e
SRR : -4 -2

(L I S

c=0,
a curva de nivel 0, associada a fungdo f, serd a reta
x=0, istoé, oeixo Oy
(veja figura acima a direita);
e ¢ finalemnte:

se ct> -,

isto é c<—= ou c>=
) 2 2 Y
a curva de nivel ¢, associada a funcio f, serd o conjunto serd vazio,

todas contidas no plano xOy.
A figura acima a esquerda nos fornece uma representagdo geométrica do grafico da funcéo f.
O

Observagao 8.2.7 Para obter a representacdo geométrica do grdfico da fung¢do f, dada por
(BEZ3), no software MapleV, basta digitar:

plot8d(z/(z"2 + y~ 2 + 1),z=-5..5,y=-5..5,azes=BOXED,grid=[40,40]), (Enter)

with(plots):  (Enter)
e depois

contourplot(z/(z° 2 + y" 2 + 1),z=-5..5,y=-5..5);  (Enter)
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8.3 Funcoes de Trés Variaveis: Superficies de Nivel

Observacao 8.3.1 Uma fungdo f: A C R3 — R tem o seu grdfico contido em R* e este serd
dado por:
G(f) ={(x,y,2,f(x,y,2)) ; (x,y,z) € A}CR".

Para termos uma 1déia geométrica do comportamento da fun¢do podemos desenhar alguns
tipos de superficies que podem nos auziliar a estudar a representacdo geométrica do grdfico da
funcdo f, 7d que NAO poderemos obter uma representacdo geométrica do grdfico da fungdo,
pois este estd contido em R*.

Um classe importante desse tipo de superficies sdo dadas pela

Definicao 8.3.1 Sejam A C R3 ndo vazio e f: A C R3 — R uma funcdo.
Dado c € R, o conjunto

' ({c}) ={(x,y,2z) €A; f(x,y,z) =c} CR?, (8.44)

serd denominado superficie de nivel ¢ associada a fungao f.

Para finalizar, temos o:
Exemplo 8.3.1 Seja f:R> = R, a fun¢do dada por
f(x,y,z) =x*4+y?*—z, para cada (x,y,z) € R, (8.45)
Encontre algumas superficies de nivel, associadas a funcdo f.

Resolugao:
Notemos que, para cada c € R, a superficie de nivel c, associada a f, serd dada pela equagédo

x2+y2—z:c

contida em xOyOz, ou seja, serdo paraboldides de revolugdo (visto na disiciplina de Geometria
Analitica), obtidos da rotagdo da pardbola
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Observacgao 8.3.2 Para obter a representagcdo geométrica das superficies de nivel c, para
c=0, 10, 20 e —10,

associada & funcgdo f, dada por (BEZ4) acima, no software MapleV, basta digitar:
with(plots):  (Enter)

e depois

implicitplot3d([z” 2+ y~ 2-2=0,z" 2+y " 2-2=10,z" 24y~ 2-2=20,z" 2+y " 2 -z=-10]
,2=-5..5,y=-5..5, 2=-15..15,9r1d=[20,20,20],color=grey, ares=BOXED); (Enter)
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Capitulo 9

Limite e Continuidade de Funcoes
Reais de Varias Variaveis Reais

Neste capitulo trataremos do limite de fun¢bes de n-varidveis reais, a valores reias.
Como veremos, a definigdo é semelhante ao caso de fungdes de uma varidvel real a valores reais,
mas com conseqiiéncias diferentes desta 1ltima.

9.1 Limite de fungoes a valores reais, de varias variaveis reais

Definigao 9.1.1 Sejam A C R™ um subconjunto néo vazio, f: A — R uma fungdo, X, um ponto
de acumulag¢do do conjunto A, em R".
Diremos que limite de f(X) quando X tende para X, é L € R, denotando por

lim f(X) =L (9.1)

X—Xo
se, e somente se, dado € > 0, podemos encontrar
0=0(Xo,€) >0,

de modo que, se X € A,

satisfaz, 0 < |[Xx—%] <0,
implicar que [f(X)—Ll <e. (9.2)
Observagao 9.1.1
1. A norma || - || acima & esquerda é a norma usual do R™ e |-| é o mddulo na reta R (ou

seja, a norma usual em R).

2. Como no caso de fungdes, de uma varidvel real, a valores reais (tratadas na disciplina de
Cdlculo I), para estudarmos o limite de uma funcdo, de vdrias varidveis reais, a valores
reais em um ponto, a fungdo nao precisa, necessariamente, estar definida nesse ponto,
ou seja, ndo interessa o que ocorre no ponto X,.

3. Da Defini¢do (1), temos que
lim f(X)=1L

X—¥Xo

321
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se, e somente se, dado ¢ > 0, podemos encontrar d = d(X,,€) > 0, de modo que

(=)

f(Bs(Xo) N A\{Xo}) € Be(L) (L—e,L+e). (9.3)

Logo
lim f(X) =1L

X—Xo

se, e somente se, dada uma bola aberta
Be(L) CR

(ou seja, um ntervalo aberto do tipo (L—¢,L+¢) - veja (ET)), podemos encontrar uma
bola aberta

Bé(%o) - Rn»

de centro em X,, de modo que

se X € (Bs(Xo) NA)\ {Xo},
deveremos ter f(X) € Be(L), (9.4)

que, geometricamente, corresponde a figura abaizo:

<

No caso em que n = 2, isto €, para fungdes de duas varidveis reais, a valores reais, se
considerarmos

X=(x,y) e Xo=(X0,Yo),

denotaremos o limaite

por lim f(x,y) =1L, (9.5)
(va)_)(xo »yO)

ou ainda, pela Definigdo (EEI), dado ¢ > 0, podemos encontrar
o= 6((Xo >yo)> 5) > 0)
de modo que, se (x,y) € A

satisfaz 0 < |(x,y) — (%0, Yo)l| <8,
deveremos ter If(x,y)—Ll<e, (9.6)

onde || - | denota a norma usual de R? (veja (EX)).
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Apliquemos o conceito acima ao:

Exemplo 9.1.1 Em cada um dos itens abaizo, mostre que

lim f(x,y) = f(xo0,Yo)
(ny)_)(xo »yo)

para (xo,Yo) € R? fizado.

1. Seja f:R? = R, a func¢do dada por

f(x,y) =k, para cada (x,y)ERz,

onde k € R é uma constante fizada.

2. Seja f:R* = R, a fun¢do dada por

f(x,y) =x, para cada (x,y) € R%.

Resolucgao:
Do item . :
Tomando-se
L=%="f(X0,Yo)

temos que, dado ¢ > 0, consideremos
d=¢e>0.

Logo, se (x,y) € R?
satisfaz 0 < |I(x,y) = (x0,Y0)|| <&,

teremos:  [f(x,y) — k| =) [k — K|

=0<ce.

Logo, da Definicdo (ECI), segue que

lim fix,y) =k.
(x,y)— (%o yYo)

Observagao 9.1.2

1. Em particular, mostramos que:

lim k=k,
(ny)_%xo »Uo)

para cada (X, ,Yo) € R? fizado.
2. Notemos que neste caso, como
f(xo »yo) = k»
teremos

lim f(x,y) (E::Eu)k
(x,y)— (%0 yYo)

= f(xo )Uo) )

para cada (Xo,Yo) € R? fizado.
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Portanto, no item 0. do Ezemplo (1), temos

lim  f(x,y) =f(x0,Y0),
(ny)_%xo »yO)

para cada (Xo,Yo) € R? fizado.

Do item B. :
Tomando-se
L =%, ="(xo »yo) y

dado ¢ > 0, consideremos
d=¢e¢>0.

Logo, se (x,y) € R?
satisfaz 0 < [l(xyy) = (x0,Yo)|| <&,
teremos: [f(x,y) — Xol (E) X — Xo

= (X_Xo)2

(X*XO)ZS(X*XO)ZJF(U*UO)Z
< v

= H(X)y) - (XovyO)H

oz
(<)6

=,
Logo, da Definigdo (ECTT), segue que

lim f(x,y) =xo,
(X)y)_)(xo )UO)

para cada (x,,Y,) € R? fixado.

Observagao 9.1.3
1. Em particular, acabamos de mostrar (veja (E9) e (EI3)), que

lim X =Xg,
(X »y)A)(XO vyo)

para cada (X, ,Yo) € R? fizado.

2. Notemos que neste caso, como
f(xoayo) =x-+o0,

teremos

lim f(x,y) (B::EE) Xo
(x,y)—=(x0 yYo)
[ome ]
(:) f(xo yYo)

para cada (X, ,Yo) € R? fizado.

(x — Xo)z +(y _Uo)z

(9.13)

(9.14)

(9.15)

(9.16)

(9.17)

(9.18)
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Portanto, no item B. do Exemplo (1), temos

lim f(X»U) = f(xo ,Uo) ) (919)
(va)ﬂ(xo ayO)

para cada (Xo,Yo) € R? fizado.

De modo semelhante temos o:

Exercicio 9.1.1 Mostre que
lim Yy=1Yo- (9.20)
(x,y)—=(%0 ,Yo)
Resolucgao:
A resolugdo deste é semelhante ao item B. do Exemplo (ECI) acima por isso, sua resolugdo serd
deixada como exercicio para o leitor.

U
Temos também o:
Exemplo 9.1.2 Seja f:R*\{(0,0)} = R, a fun¢do dada por
2y ,
fix,y) = m, para cada (x,y) € R\ {(0,0)}. (9.21)

Verifique se existe o limite de f(x,y), quando (x,y) tende para (0,0), isto €, se existe

lim f(x,y).
o Y

Resolucgao:
Consideremos uma bola de centro em O = (0,0) e raio & > 0 qualquer, isto é,

85((0)0)))

para & > 0 e vamos analisar os valores da fungdo f em pontos desta bola aberta, excetuando-se o ponto
0 =(0,0).
Notemos que
s€ (X)O)GBB((O)O))) para X7é0>

(x,04(0,0) e (=) X% — 07

teremos: f(x,0)

x? 4 07
= (9.22)
e se (0,y) € Bs((0,0)), para y#0,
teremos: f(0,y) OY#0Y « (=) Oj — yj
0°+vy
-1, (9.23)

ou seja, temos pontos na bola aberta
Bs((0,0))

que serdo levados, pela funcdo f, no valor 1 (a saber, (x,0) € Bs((0,0)) - veja a figura abaixo) e pontos
dessa mesma bola aberta, que sdo levados pela funcdo f no valor —1 (a saber, (0,y) € B;s((0,0)) -
veja a figura abaixo).
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1
€€ (0,2> s

para qualquer § > O que conisderarmos, teremos que

Desta forma, se tomarmos

f(Bs((0,0))\{(0,0)})
nao pode estar contida em um intervalo de comprimento
2e<1,

pois este intervalo deveria conter os pontos —1 e 1 e assim seu comprimento deveria ser maior que 2.
Desta forma, nao poderd existir o limite da fungdo f, quando (x,y) tende para (0,0), isto é,
nao existe

lim f(x,y)
o) YD

finalizando a resolucgao.

~1=£(0,y)

(0,0)

1="f(x,0)

Este exemplo motiva o seguinte resultado:

Teorema 9.1.1 Sejam A C R™ um subconjunto ndo vazio, f: A — R uma fung¢do, X, um ponto
de acumulagdo do conjunto A, em R™.
Suponhamos que exista
lim f(X) =L. (9.24)
X—Xo
Sejam 1, intervalo aberto de R contendo t,, e y: 1 — R™ uma curva parametrizada, de modo
que

Y(to) = 7_50 )
Y(t) # %o
e v(t) € A, para cada tel\{ty}. (9.25)
Entdo teremos:
lim fy(t)] =L. (9.26)

t—to
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Demonstracao:

De fato, como existe o limite lim f(X) e
X—Xo

lim f(X) =1L,

X—¥Xo

dado ¢ > 0, da Definigdo (ECI), segue que podemos encontrar

5 >0,
de modo que, se X € A,
satisfaz 0<|IX—%o| < b1,
deveremos ter If(X)—L|<e. (9.27)

Assim, como v : I — R™ é uma curva parametrizada segue, em particular, que ela é uma funcdo
vetorial continua em t, (veja o item 0. da Definigdo (Z=20)).
Logo, dado &7 > 0, poderemos encontrar

6>0,
de modo que, se t €1
satisfaz [t —to] < 0,

deveremos ter  [y(t) = Ko, [ =[v(t) = (to)]
=y (to)
< 8. (9.28)
Assim, de (23), se t € I,
satisfaz 0<t—1to <9,
de (EE218), segue que: Iy (t) — X < & (9.29)
e v(t) € A, para cada teI\{t.}.

Portanto, de (E=27), segue que
Ifly(t)] — Ll <,

ou seja, dado ¢ > 0, podemos encontrar & > 0, de modo que,se t € 1

satisfaz 0<t—tol <0,

deveremos ter Ifly(t)] — L < e,
ou seja (visto na Disciplina de Célculo 1): tlir{l fly(t)] =1L,
—to

como queriamos demonstrar.
O

Observagao 9.1.4 1. A grosso modo, o Teroema (1) actma mos diz que, para qualquer
curva parametrizada que escolhamos para mos aprozimar do ponto X, (cujo trago estd
contido no dominio da funcdo f), os valores da fungdo f, nos pontos desta curva parame-

trizada, deverdo ficar prézimos do valor L, desde que ezista o limite lim f(X) e seja igual
X—Xo

ao valor L (veja a figura abaizo).



328

CAPITULO 9. LIMITE E CONTINUIDADE

to — 0 to to + 0

2. Notemos que, como consequéncia do Teroema (ECI) acima temos que, se

Yi,v2: 1= R"

sdo duas curvas parametrizadas, satisfazendo as condigdes do Teorema (1) e tais que

lim fly;(t)] =Ly,
t—to
lim fly,(t)] = Ls,
t—to
com L #1L,, (9.30)

entdo, do Teroema (ECI), podemos concluir que NAO ezistird o limite

lim f(X) .
X—Xo

Esta pode ser uma forma de mostrar a NAO ezisténcia de um limite, para fungdes a
valores reais, de vdrias varidveis reais.

Podemos mostrar a nao ezisténcia do limite no Exzemplo (C12) usando o Teorema (ECI),
ou ainda o item B. desta Observagdo.

Deizaremos a verificacGo deste fato com ezercicio para o leitor.

Na verdade, nas hipdtese do Teorema (EI), nao utilizamos o fato que vy : I — R™ fosse

<

uma curva parametrizada, 1sto €, uma fungdo vetorial continua em t,.

Na verdade, olhando a demonstragdo do Teorema (ECI) com cuidado vemos que, basta
que a fungdo vetorial v :1 — R" satisfaca as sequinte condigdes:

v(t) € A, para cada tel
e lim y(t) =%, . (9.31)

t—to

5. Vale a rectproca do Teorema (ECI).
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Maas precisamente, se para cada fung¢ao vetorial y:1 — R"™, com t, € I de modo que

v(t) € A, para cada tel,

satisfazendo lim y(t,) = X0,
t—to

temos que lim fly(t)] =L,

t5t,
entdo deveremos ter

lim f(X) = L.
X—X

o

A demonstragdo desse fato serd omitida.

Apliquemos os resultados acima ao:

(9.32)

Exemplo 9.1.3 Calcule o valor dos limites abaizo, caso existam, justificando as respostas:

2
X
a lim ———;
(@) (x,y)—(0,0) x? + y*
4
. Y
b lim ————;
(®) (x3y)—(0,0) x> +y*
2
. Xy
c lim @ ————.
©) (x,y)—(0,0) x* + y*
Resolucgao:
De (a):
Seja f: R?\ {(0,0)} — R, a fungdo dada por
2
f(X»U)im> para cada (X)U)GRZ\{(O)O)}

Observemos que se considerarmos a fungéo vetorial y; : R — R?, dada por
vi(t) =(t,0), paracada teR,

entdo y1 : R — R? serd uma curva parametrizada em 1&2, satisfazendo:

v1(0) = (0,0)
\\:-/
e lim f[y (t)] (=) lim f[(t, 0)]
t—0 t—0
(E38) com 40 t?

1m —-———-
-0 t2 4 0
—1.

Observemos que neste caso (veja a figura abaixo)

zoi(xoﬂjo):(oao) e t,=0.

(9.33)
(9.34)

(9.35)

(9.36)

(9.37)

(9.38)
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\r

Por outro lado, se considerarmos a fungéo vetorial v, : R — R? dada por
v2(t) =(0,t), paracada teR, (9.39)

teremos que v, : R — R? também serd uma curva parametrizada em R?, satisfazendo (veja a figura
abaixo):

e limfhy(t)] = tim (0, 1)
t—0 t—0

(E=3) com t#0 ., 03
= m-——
=0 02 + t*
=0. (9.40)
y
y A
f
- 0
(0,0)

Logo, de (E=23), (2Z0) e do Teorema (ECI), segue que ndo existe o limite

2
].im ﬁ .
(x,y)—=(0,0) x* +y
De (b):
Seja f: R?\ {(0,0)} — R, uma fungéo dada por
v
f(x,y) = 5>, paracada (x,y) € R*\{(0,0)}. (9.41)

X" +y
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Observemos que se considerarmos a fungio vetorial y; : R — R?, dada por
vi(t) = (t,0), paracada t e R, (9.42)
entdo v : R — R? serd uma curva parametrizada em R?, satisfazendo (veja a figura abaixo):
v1(0) = (0,0)
\:—/
=Xo
e limfly(t)] "= lim fi(t, 0)]
t—0 t—0
(EZ3) com t#0 . 04
= im —-——
-0 3 4-0*
=0. (9.43)
Observemos que neste caso
)?0 - (O y 0) € to = O
Yy
A
*
;
. 0
(0,0) .
‘\ i
5 t
Por outro lado, se considerarmos a fungio vetorial v, : R — R? dada por
v2(t) =(0,t), para cada teR, (9.44)
entdo v, : R — R? serd uma curva parametrizada em R?, satisfazendo (veja a figura abaixo):
v2(0) = (0,0)
\:—/
=Xo
e im fly2(t)] = Lim (0, t)]
t—0 t—0
(E£Z3) com t#0 . 4
= im ———
-0 0% + t*
=1. (9.45)
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Logo, de (FZ3), (Z3) e do Teorema (ECI), segue que ndo existe o limite

4
lim % .
(x,y)—=(0,0) x” +y
De (¢):
Seja f: R\ {(0,0)} — R a fungio dada por
. xy? 2
f(x,y):m, para cada (x,y) € R°\{(0,0)}. (9.46)

Observemos que se considerarmos a fungéo vetorial y; : R — R? dada por
vi(t) =(t,0), paracada t € R, (9.47)

entdo yi : R — R? serd uma curva parametrizada em Kz, satisfazendo (veja a figura abaixo):

v1(0) = (0,0)
—~—
=Xo
e limfly:(t) = tim f((t, 0)]
t—0 t—0
(Z8) com t#0 .. t-0?
= ma—
0 t2 40
~0. (9.48)

Observemos que neste caso

(0,0) .

\w

0

Notemos agora que, se considerarmos a funcio vetorial v, : R — R?, dada por
v2(t) =(0,t), paracada teR, (9.49)

entdo v, : R — R? serd uma curva parametrizada em R?, satisfazendo (veja a figura abaixo):

¥2(0) = (0,0)
—
=

e limfly,(t)] = lim £[(0, t)]
t—0 t—0

(EZ8) com t#0 .. 0- tz
= lim ——
=0 0% + t*
=0,

e nada poderemos concluir.
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Porém, se considerarmos a fungio vetorial v3 : R — R?, dada por
v3(t) = (tz,t) , para cada teR, (9.50)

entdo v3 : R — R? serd uma curva parametrizada em R?, satisfazendo (veja a figura abaixo):

o lmfn(l = g e[ (v1)

(E23) com 170 | t2.t?

=0t ¢!
1
==. 9.51
: (9.51)
]
f 1
- .
Logo, de (EZ3), (EC21) e do Teorema (ECT), que ndo existe o limte
2
lim g,
(x,y)—(0,0) X2 4y
completando a resolugdo.
U

Como aconteceu na disciplina de Cdlculo 1 (para fungbes de uma varidvel real, a valores reais) nao
é preciso muito esforco para que nos convencamos que estudar a existéncia de um limite utilizando,
sempre, a Definigdo (ECTT), serd uma tarefa ardua.
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Neste sentido vamos procurar estabelecer certas propriedades do limite intorduzida acima, que nos
permitam ampliar bastante a classe de fungbes para as quais podemos verificar a existéncia do limite
e o cdlculo do seu valor, simplesmente conhecendo-se a existéncia dos correspondentes limites, para
algumas funcdes elementares.

Um resultado nesta diregdo é a dado pela:

Proposicao 9.1.1 Sejam A C R™ um subconjunto ndo vazo, f, g, h: A — R fungdes, X, ponto
de acumulagdo de A, em R", e x € R.

1. Suponhamos que eristam os limites lim f(X) e lim g(X) e, além disso,
X—Xo X—Xo

lim f(X)=1L; e lim g(X)=1L,. (9.52)

X—¥Xo X—¥Xo

Entado

(a) existe o limite lim (f £ g) (X).
X—¥Xo

Além disso, teremos

lim (f£g)(X) =Ly £ Ly,

X—¥Xo
15to €, lim (f £ g)(X) = lim f(X) £ lim g(X); (9.53)
X—Xo X—Xo X—Xo

(b) existe o limite lim (f- g)(X).

X—Xo
Além disso, teremos

X—¥Xo
18to €, lim (f- g)(X) = lim f(X) - lim g(xX); (9.54)
X—Xo X—Xo X—Xo

f
(c) se L, #0, eziste o limite lim () (X).

X—%o \ g

Além disso, teremos

f L
lim <> (X) = —],
X—%o \ g Lz
lim f(X)
' 5 li SR = e )
1sto €, %LI?O g (X) Tim %) (9.55)
X—¥Xo

. : T T -
Em particular, existe o limite lim <> (X).
X—Xo

Além disso, teremos

15to €, lim <> (X) = # (9.56)
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2. Suponhamos que ezista o limite lim f(X) e, além disso,
X—Xo

Entdo ezistird o limite lim (ocf)(X).
X—¥o

Além disso, teremos

15to é€,

3. Suponhamos que exista o limite lim f(X) e, além disso,
X—Xo

e a fungdo g seja limitada no ponto X,.

Entdo eziste o limite lim (f- g)(X).
X—X,

Além disso, teremos

4. Temos que

o

lim (f-g)(X) =0.

=
X—%Xo

se, e somente se,

5. Em particular, temos que

6. (Teorema da comparacao) Suponhamos que

se, e somente se,

f(x)

<g(X), para cada

e eristam os limites lim f(X) e lim g(X) e

Entdao teremos

X—Xo

S
X—Xo

lim f(X)
X—Xo

15to é€,

:L] e

L <L,

X € (Br(Xo) NA)\ {Xo}

lim g(X) =
X—Xo

erista v > 0, de modo que

L.

lim f(X) < lim g(X).

X—¥Xo

335

(9.57)

(9.58)

(9.59)

(9.60)

(9.61)

(9.62)
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7. (Teorema do confronto ou do sanduiche) Suponhamos que ezista r > 0, de modo que

f(X) < g(X) <h(X), paracada X € (Br(Xo) NA) \{Xo}, (9.63)
que existam os limates lim f(X) =L, lim h(X) =L e
X—Xo X—Xo
lim f(X) = lim h(X) =L. (9.64)
X—Xo X—Xo
Entdo ezistird o limite lim g(X).
X—¥Xo
Além disso, teremos
lim g(X) =L
X—Xo
= lim f(X)
X—Xo
= lim h(X). (9.65)
X—Xo

8. (Teorema da conservagao do sinal) Suponhamos que exista o limite lim f(X) e que
X—Xo

lim f(X) =L >0. (9.66)

X—Xo
Entdo, podemos encontrar v > 0, de modo que

f(X) >0, para cada X € (B:(X,) NA)\{Xo}- (9.67)

De modo andlogo, se L <0, podemos encontrar s > 0, de modo que

f(X) <0 para X e (Bg(X,) NA)\{Xo}- (9.68)

Demonstragao:

As demonstracdes dos itens acima sdo semelhantes as que foram feitas na disciplina de Célculo 1,

para fungdes de uma varidvel real, a valores reais.

Por isso faremos apenas a demonstragdo do item 3. .
As outras demonstragdes serdo deixadas como exercicio para o leitor.

De 3. :

Dado ¢ > 0, pela Definigdo (ECI), precisamos encontrar

5>0,

de modo que se X € A

satisfaz 0 < |IX—%] <9,
deveremos ter (f+g)(X)— (L1 + L) < e.

Observemos que



9.1. LIMITE 337

1. como existe o limite lim f(X) e lim f(X) = L, podemos encontrar
X—¥Xo X—¥Xo

51 >0,

de modo que, se X € A

satisfaz 0 < |IX—%] < 01,

segue que [f(X) — L] < % . (9.69)

2. como existe o limite lim g(X) e lim g(X) = L,, pela Definigdo (1), podemos encontrar
X—Xo X—Xo

5, >0,

de modo que, se X € A

satisfaz 0 < [|X =%l < 82,

segue que  |g(X) — Ly| < % (9.70)

Seja
6= min{61,62} >0.
Com isto teremos

0<d < e 0<d<0,. (9.71)

Logo, se X € A

satisfaz 0<|IX—%| <0,
de (E7D), segue que: 0 < [|X =Xl < &1 (9.72)
e 0<|X—%| < b2, (9.73)

teremos

I(f + g)(x) — (Li + L)l = [[f(X) — L] + [g(x) — Lal|
desigualdade triangular . .
< (%) — L1l + |g(X) — Ly

(e3),(eZ3) ,(<) e (€M)

+ €.

N m

£ _
5=

Portanto, pela Definigdo (E1T), existird o limite lim (f + g)(X), além disso, teremos:
X—Xo

lim (f 4+ g)(X) = lim f(X) + lim g(X),

X—Xo X—¥%o X—%Xo

como queriamos demonstrar.

Observagao 9.1.5
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1. Seja ACR™ um subconjunto aberto de R".

Diremos que a fungdo f: A — R é um infinitésimo no ponto X, se

lim f(X) =0, (9.74)

X—¥Xo
onde X, é um ponto de acumulagdo do conjunto A, em R™.
Deste modo o item @. da Proposi¢Go (ECI1) actma, pode ser reescrito da seguinte forma:
”O produto de uma fungdo que € infinitéstmo no ponto X,, por uma fungdo limitada no
ponto X,, serd uma fun¢do que € infinitéstmo no ponto X,”.

2. Notemos se p,q:R*> = R sdo fungbes polinomiais, entdo existem

ooy 0ol y Aoy - yAmn € R
e boo s bo1, 10, ak € R,
tais que P(X) = Qoo + Qo1 X + a10Y + a2 X2 + a1 Xy + a2 y? + - - - + A X™ Y™,
e q(x) = boo + bo1 X + b1o Y + boza x* + by xy + boa y* + -+ + b x*y',

para (x,y) € R2.

Devido ao fato acima e considerando as fungdes
f1(Xay)£k> fZ(XﬂJ)iX e fg(x,y)iy, para cada (X)y) ERZ) (9'75)

podemos gerar as fungoes polinomiais p q acima.
Assim, do faot acima e dos itens Id. e IA. da Proposigdo (EI), poderemos encontrar

0s valores dos limites lim p(X) e lim q(X) e da fun¢do racional lim P (X), se X, per-
X—Xo X—¥Xo X—Xo -

tence ao dominio da fungdo racional, ou seja, podemos estudar os limites das de funcgdes
polinomiais e de fungdes racionais em pontos dos seus respectivos dominios.

3. Na situagdo acima, dos itens 0. e B do Ezemplo (1), do Ezercicio (EI) e dos itens
3. ed. da Proposi¢do (1), que existirdo os limites lim p(X) e lim q(X). além disso,
X—X

X—Xo o

teremos:
lim p(X) =p(X,) e lim q(X) =q(X,). (9.76)

Além disso, se

temos que existird o limite lim <P> (X).
X—¥Xo

Neste caso, teremos

lim (p) (z) = Po) (9.77)

X—%o q(Xo)
Os detalhes das demonstragdes destes fatos serdo deizadas como ecercicio para o leitor.

Apliquemos as idéias acima ao:
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Exemplo 9.1.4 Calcule os limaites, caso existam:

5, .4
-2
(a) im Y = (9.78)
(b) lim X sen )2( i y3 . (9.79)
(X»y)_)(ovo) X _y
3
li —- . 9.80
©) (e)00,0) 2 + y* (5.80)
Resolugao:
De (a):
Consideremos as fungées f, g : R> — R, dadas por
fix,y) =x° +y* -2 (9.81)
e g(x,y) =x*+y*+1, paracada (x,y) € R%. (9.82)

Dos dos itens @ e B. do Exemplo (ECI), do Exercicio (ECT0) e dos itens [d. e [H. da Proposigdo
(ECTD), segue que

. (e=Z3) . 5 4
lim  f(x = lim (x +y - 2)
() —(1,-1) v (xyy)—(1,=1) Y

=) lim (XS ) + lim (y4> — lim 2
(X»U)—>“ 17]] (X )y)_>(] )71) (va)_>“ 37])

(=) 5 4
= ( lim x) + ( lim y) — lim 2
(x,y)—=(1,-1) (x,y)—=(1,-1) (x,y)—=(1,-1)

(ec9) ,(e=2m) ,(E:E),C:OD'I (%0 sYyo)=(1,—T1) ]5 + (_] )4 -2

=0. (9.83)
Pelos mesmos motivos acima, teremos

. (e=x32) . 2 4
lim (x,y) = lim (X +y*+ 1)
it -1 970 (xyy)—(1,=1) Y

=) lim (x2)+ lim (y4)+ lim 1
(X)y)_%] »_]) (X»y)_)(] 7_]) (X vy)_>(] a_])

(=3) 2 4
= ( lim x> + ( lim y) + lim 1
(X»U)—>“ )7]) (X)U)H” 17]) (va)_)(] )7]]

(E) ,(E:ZD) ,(E),gm (xo ,yo]i(] »7]) 12 + (_1 )4 4 ]
=3+£0. (9.84)

Logo, do item B. da Proposigdo (ECI), segue que

lim f(x,
lim X4y =2 @@ e @@ xy)o,- y)
ol A = 7
oy =0-1 X" +y7 + 1 (x,ngﬂﬁng(x,y)
(m)é(a:xzn) 9
3

0. (9.85)
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5, .4
-2
Portanto, existe o limite lim Xty

—— 7 & além disso, teremos

5 4
—2 (==
SV 2@
o)== X% +yt + 1

De (b):
Consideremos as fungdes f: R? 5 Re g: A =R*\ {(x,y) € R?; y? =x?} — R, dadas por
f(x,y) =x, para cada (x,y) € R? (9.86)
e g(x,y) = sen (>2<—|—y3> , para cada (x,y) €A. (9.87)
X =y
Observemos que
lim f(x = lim x
(x,y)—(0,0) (x,y) (x,y)—(0,0)
item O. do Exemplo (E:EI]), com (Xo0,Yo) = (0,0) 0. (988)
Além disso,
X+
lg(x,y)l = |sen <zy3>‘
X —y
<1, paracada (x,y) €A. (9.89)

Logo, do item B. da Proposigdo (ECIT), segue que

X+y )] D@D him e, y) glx, y)]

lim {x sen < 5 3
(x,y)—(0,0) X" —y

(x,y)—(0,0)
=y, (9.90)
. .. . X+y . .
Portanto, existe o limite  lim [x sen <23>} e, além disso, teremos
(X)U)*}(O»O) X _y
lim {x sen< §+93)] (EED)O.
(X»U)H(O)O) X _y
De (c):
Consideremos as fungées f: R? R e g: A =R?\ {(0,0)} — R, dadas por
f(x,y) =x, paracada (x,y) € R? (9.91)
2
e g(x,y) = %, para cada (x,y) € A. (9.92)
X" +y
Observemos que
lim f(x,y) (= lim x
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0)

item B. do Exemplo (B:EI]) , com (Xo,Yo) = (0,0) 0 (9 93)
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Além disso,

XZ

[emew |
lg(x,y)l (=)

2oyt (x? 4yt
2y

=1, paracada (x,y) A= R?\{(0,0)}. (9.94)

Logo, do item B. da Proposigdo (ECT), segue que

X3 Xz
(x,y)—(0,0) X~ +y (y)—(0,00 \ x"+y
(m);(m)

li f(x,
(x,yff%o,m[ (x,y) g(x,y)l

=y, (9.95)

3

. .. . X .
Portanto, existe o limite ~ lim ——— e, além disso, teremos
(x,y)—(0,0) x* +y

3
(x,y)—(0,0) X2 +y

completando a resolugéo.

Observagao 9.1.6
Vale observar que mo item (c) do Ezemplo (EEI4) acima, NAO podemos aplicar:

1. o item [IA. da Proposigdo (ECI), isto €, limite do produto € tgual ao produto dos limites.
De fato, como vimos no item (a) do Exemplo (E13), nao existe o limite
2
lim % = lim g(x);
(x;y)—(0,0) X“ +y (x,y)—(0,0)
2. oitemId. da Proposigdo (EI) isto €, limite do quociente € 1gual ao quociente dos limaites.

De fato, pois o limite do denominador em questdo € zero, como mostra:
lim (2 +y') =) iy () + 1m (y')
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0)

(=) 2 4
= < lim x> + < lim y>
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0)

(E3),(E2m), com (xo,yo)=(1,-1) 040
=0.
Para aumentar ainda mais a classe de fungdes a valores reais, de vdrias varidveis reais, para as

quais possamos garantir a existéncia do limite e saber calcular seu valor, temos o seguinte importante
resultado:
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Teorema 9.1.2 Sejam A C R™ um subconjunto ndo vazio de R", f: A — R uma fung¢do e X,

um ponto de acumulagdo do conjunto A, em R", de modo que existe o limite lim f(X) e, além
X—Xo

disso,
lim f(X) =L. (9.96)
X—Xo
Suponhamos que I C R é um intervalo aberto, L €1 e g:1\{L} = R é uma fungdo tal que
existe o limite 11_)11{ g(t) e, além disso, tenhamos

lim g(t) = M.. (9.97)

t—L

Entdo, eziste o limite lim g[f(X)] e, além disso, teremos
X—Xo

lim g[f (X)] =M. (9.98)

5
X—Xo

Demonstracgao:
Da disciplina de Cdlculo 1, dado ¢ > 0, como

limg(t) =M,

t—L

podemos encontrar 87 > 0, de modo que, se t € I

satisfaz It—L| < 6y,

deveremos ter Ig(t) — M| < ¢. (9.99)
Por outro lado, da Definigdo (ECT), como 7211}11} f(X) =L, para
51 >0
podemos encontrar
d>0,

de modo que, se X € A

satisfaz 0< X—=%] <9,
deveremos ter [f(X) — L] < 8. (9.100)

Portanto, dado ¢ > 0 conseguimos encontrar

5>0,
de modo que, se X € A
satisfaz 0<|IX—%o| <8,
de (EIO0), teremos [f(X) — L] < &7,
e de (@), com t = f(X), teremos Ig[f(x)] — M| < ¢,

mostrando, pela Definigdo (ECI), que existe o limite lim g [f (X)] e, além disso, que
X—Xo

lim g[f(X)] =M,

X—¥Xo

como queriamos demonstrar.
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Observacgao 9.1.7

1. O Teorema (EEI32) actma, pode ser visto como um modo de "mudar de vdriaveis” no limite
considerado.

Isto pode ser visto da seguinte forma: queremos calcular o sequinte limite (caso ezista):

lim g[f (X)] . (9.101)

X—¥o
Para tanto, se consideraramos a "mudanc¢a de varidveis”:
t=1(X), para cada XeEA, (9.102)
no limite (ECI0) acima, de (E93), segue que
se X — X,

teremos t="f(X) - L. (9.103)

Deste modo teremos:

lim g [f ()] LTy

X—¥o t—L

(=) M.

2. Em particular, se no Teorema (1) acima, tivermos que a fungdo g:1 — R é continua
em L € I (wsto na disciplina de Cdlculo I), o resultado actma permanecerd vdlido, pois
neste caso

lim g(t) = g(L),

t—L
15to é€, M = g(L),
e assim teremos: lim g[f(x)] = g(L),
X—Xo

ou seja, vale a sequinte identidade:

lim g[f(X)] =g {lim f()’c’)] , (9.104)

)‘(‘*}720 %*)720
ou, a grosso modo, podemos "trocar” o limite, quando X — X,, com a fung¢do g.

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 9.1.5 Mostre que existe e calcule o valor do sequnte limite

. X3
lim cos 5 7] -
(x,y)—(0,0) X" +y

Resolucgao:
Consideremos a funcio f: R?\ {(0,0)} — R, dada por

3
f(x,yﬁ%, para cada  (x,y) € R2\{(0,0)}. (9.105)
X +y
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Lembremos que do item (c) do Exemplo (EET4), segue que

3
(X,yl)ig%o 0) fx,y) = (x,yl)iLn(O,O) xziy“
= (9.106)
Seja g : R — R, a funcdo dada por
g(t) =cos(t), paracada teR. (9.107)

Da disicplina de Célculo I, segue que a fungéo g é uma fungdo continua em R, em particular em

t=0 =,

Logo, da Observagédo (ECI2), segue que

3
X
lim cos|{———]= Ilim [f(x,y)]
(x,y)—(0,0) <x2+y4> )00 Y

() :
= lim f(x
I 00,0 (o)
(=zm),y
= cos(0)
=1. (9.108)
3
Portanto, existe o limite ~ lim cos | ——— | e, além disso,, teremos
(x,y)—(0,0) X"ty
. x> ()
lim cos| 5— =1,
(x,y)—(0,0) x* +y
completando a resolugéo.
O

9.2 Continuidade de funcoes reais de varias variaveis reais

A nocgdo de continuidade para fungdes a valores reais, de varias varidveis reais, é semelhante a relaci-
onada com fungdes reais de uma varidvel real vista na disciplina de Célculo 1, mais precisamente:

Definigao 9.2.1 Sejam A C R™ um subconjunto aberto em R™, f: A — R uma func¢do e X, € A.
Diremos que a fungdo f é continua em X, se, e somente se,

lim (X) = f(X,) . (9.109)

X—¥Xo

Se a fungao f é continua em cada um dos pontos do conjunto A, diremos que ela é continua no
conjunto A ou, simplesmente, continua em A.

Observagao 9.2.1
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1. Para uma fungdo ser continua em X,, ela precisa estar definida mo ponto X, (ou seja,
Xo € A), deverd ezistir o limite da fungdo no ponto X, e, além disso, o valor do limite da
fungdo mo ponto X, deve ser igual ao valor da fung¢do no ponto X,, ou seja,

e, além disso, devemos ter:

eziste f(Xo),
eziste o limite lim f(X),
X—Xo

X—¥Xo

lim (%) = f(X,).

2. Como consegqiéncia da Definigdo (EI) (wsto €, da definigdo de limites para fungdes a
valores reais, de vdrias varidveis Teais) temos que a fungdo f é continua em X, se, e
somente se, dado ¢ > 0, podemos encontrar

de modo que, se X € A

deveremos ter

6>0,

satisfaz
[f(X) —f(X,) | < €.

X =% <8,

(9.110)

Do ponto de vista do diagrama de Venn temos a sequinte situagdo:

f(Xo) + €
(%)
f(Xo)

f(Xo) — €

Exemplo 9.2.1 Para cada um dos itens abaizo, encontrar o maior conjunto onde a fungdo

f:R? > R serd continua.

f(x,y) =k,
f(x,y) =x,
f(x,y) =y,
f(x,y) =
f(x,y) =

para cada (x,y) € R?.
para cada (x,y) € R?.
para cada (x,y) € R?.
22
X -y
A (X) ) (an)
xz—i-yz ul#
0) (x,y):(0,0)
X oy £0,0
X2+y2) Y ’
O) (x,y):(0,0)

(9.111)
(9.112)
(9.113)

(9.114)

(9.115)
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Resolugao:

De (a):

Neste caso basta observar que para cada (o, o) € R?, do item . do Exemplo (E2IT) (veja (EIT)),
segue que

im  f(x,y) ="  lm k
(X»y)_)(XO)yO) (X»U)H(Xo»yo)

C==)

k
(e
( = )f(xoayo))
ou seja, lim f(x,y) = f(X0,Yo)-

(x,y)—=(x0 ,Yo)

Logo da Definigdo (ECZT), segue que a fungéo f é continua em cada (x,,Y,) € R?.
Como (x0,Yo) € RZ ¢ arbitrério, segue que a fungdo f é continua em R2.
De (b):
Observemos que, para cada (X, ,Yo) € R?, do item O. do Exemplo (E2I0) (veja (E18)), segue que

lim f(x,y)( = lim X
(x,y)—=(x0 yYo) (x,y)—= (%0 ,Yo)

(3) o
[mma
( = ) (%o )UO))
ou seja, lim f(x,y) = (%0, Yo) -

(x,y)—=(x0,Yo)

Logo da Definigdo (ECZT), segue que a fungéo f é continua em cada (x,,Y,) € R?.

Como (X, ,VY,) € R? é arbitrario, segue que a fungéo f é continua em R?.
De (c):

Observemos que, para cada (x0,Yo) € R?, do Exercicio (EZI0), teremos

lim f(x,y) =) lim y
(xyy)—= (%0 yYo) (xyy)—(x0 yYo)
[emeus |
(=3) Yo
[ommc|
( = ) f(Xo ,Uo)>
ou se€ja, lim f(x,y) =f(x0,Yo) -

(X»y)_)(xo »yO)

Logo da Definigdo (E-ZT), segue que a fungéo f é continua em cada (%, ,Y,) € R%.

Como (X, ,VYo) € R? é arbitrario, segue que a fungéo f é continua em R?.
De (d):

Observemos que:
1. Se

(X0,Yo) # (0,0), (9.116)
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teremos
. (xo W 0,0 ¢ (ETT) . X =y’
lim f(x,y) = lim 5>
(x,y)—={x0 ,Yo) (x3y)= (%0 ,y0) X° +y
(e=m3) lim (Xz — yz)
como Xo® +yo> # 0, do item [@. da Proposigéo (EC) (x,y)—(Xo ,Yo)

: 2.2
lim )(x +y)

(X»U)H(XO yYo

(Em) Xo& — Yo

B on +yoz
( 0 0)75(0»0) m
oo = o ) f(XO )yo) .

Logo, da Defini¢do (E2ZT), segue que a fungdo f é continua em cada (x,,y,) € R?\ {(0,0)}.

Como (X0,Yo) € R2\{(0,0)} é arbitrario, segue que a fungio f é continua em R?\ {(0,0)}.

2. Por outro lado, se
(%0 ,Yo) = (0,0), (9.117)

afirmamos que o limite

lim f(x,y)
(x9S ttewe) Y

nio existe.

De fato,
e se considerarmos a curva parametrizada y; : R — R? dada por
vi(t) =(t,0), paracada teR, (9.118)
teremos:

lim f [y; (t)] "= lim £ [(t, 0)]

t—0 t—0
t£0 e (TTm) |, t2 — 02
= m ——-
=0 t2 407
=1. (9.119)

e por outro lado, se considerarmos a curva parametrizada v, : R — R? dada por
v2(t) = (t,t), paracada teR (9.120)
teremos:

tim fly2(t)] = lim £ [(t, 1))
t—0 t

—0
t#£0 e (EIA) .. t2—t?
= P
=0. (9.121)
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Logo, de (ECIT3), (ECI=21) e do Teorema (ECI), segue que ndo existe o limite

lim f(x,y).
(x,y)—(0,0)
Logo, da Definigdo (E=XT), a fungdo f ndo serd continua em (0,0).
Com isto, de [. e O. acima, segue que o maior subconjunto de R? onde a fungdo f é continua sera
R\ {(0,0)}.
De (e):
Observemos que:
1. Se
(X0, Yo) # (0,0), (9.122)
teremos:
3
(xyy)—(x0 yYo) (x,y)—(%0 ,Yo) X +U
lim x3
como Xxo® + o2 #0eo item [@. da Proposigéo (E) (x,y)—(x0 ,Yo)
lim <x2 + y2>
(x,y)—= (%o o)
€)X
X + Yo

(%0 Yo )#(0,0) e (I3

Yoo 2L B g o).
Logo, da Defini¢do (E2Z), segue que a fungdo f é continua em cada (x,,y,) € R\ {(0,0)}.
Como (X0 ,Yo) € R?\ {(0,0)} é arbitrario, segue que a fungio f é continua em R?\ {(0,0)}.

2. Por outro lado, se
(X0,Yo) = (0,0). (9.123)
Consideremos as fungdes g : R> = R e h:R?\{(0,0)} — R, dadas por
g(x,y) =x, paracada (x,y) € R? (9.124)
2
e h(x) = %, para cada (x,y) € R?\ {(0,0). (9.125)
X" Ty

Notemos que, para cada(x,y) € R?\ {(0,0)}, teremos:

3
f(x,y) (x,y)#(0,0) e (ETTH) X

x? + yz
2

x? + yz
(=) ;(a::zs)

g(x,y) hix,y).

=X

(9.126)
Observemos que

. (=)
lim (x,y) lim «x
eyt Y (x,y)—(0,0)
0.

(ET8), com x0=0

(9.127)
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Além disso

X2

(E::EE')
x? + yz

Ih(x)]

x2<x?4y?

x? —I-yz
x? +y2
=1, paracada (x,y)€ R?\{(0,0)}. (9.128)

Logo, do item [d. da Proposigdo (EC11), segue que

X3 (xy)#(0,0) ¢ (eIm)

lim ———— = lim f(x,y)
(x3y)—(0,0) x* + y? (e)lo,0)
(T=m) .
= lim  [g(x,y) hi(x,y)]
e al0,0) 0 Y
infinitésimo vezes limitada no ponto (0,0) 0
- )
3
ou seja, lim % =0
(x,y)—(00,0) x* +y
= ¢00,0).

Logo, da Definigdo (ECZ), a fungédo f é continua em (0,0).

Portanto, dos itens 0. e O., segue que a fungdo f é continua em cada ponto (x,,Yo) € R?, ou seja,

a funcdo f é continua em R?, completando a resolugio.
O

Temos a:

Proposicao 9.2.1 Sejam A C R™ um subconjunto aberto em R™, f,g: A — R fungées e X, € A.
Suponhamos que as fungées f,g sdo continuas em X, e x € R entdo:

e as fungdes f £ g serdo continua em X,
e a fungdo f - g serd continua em X,
(c) a fungdo «f serd continua em Xo;
- ~ (T . . o
e Se g(X,) #0, a fungdo | — | serd continua em X,.
g Xo
: . (1] ) ) -
Em particular, a fungdo | — | serd continua em X,.
g Xo
Demonstracgao:

As demonstragdes dessas propriedades seguem dos itens da Proposigdo (ECID) e serdo deixadas
como exercicio para o leitor

U
Como conseqiiéncia da Proposi¢do (ECZ1) acima e do item B. da Observagdo (ECITH) temos:

Corolario 9.2.1 Toda fungdo polinomial de n-varidvers, é continua em R" e toda fun¢do raci-
onal de n-varidves, é continua no seu dominzo.
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Demonstragao:

Devido ao que foi dito acima, deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
O
Como conseqiiéncia do Teorema (ECTJ) temos o:

Coroléario 9.2.2 Sejam A C R™ um subconjunto aberto em R™, f: A — R continua em X, € A,
I C R wm intervalo aberto tal que Im(f) C 1 e g: 1 — R uma fungdo continua em f(X,).
Entdo gof serd continua em X,.

Demonstragao:
Segue da Defini¢do de continuidade (ou seja, da Definigdo (E221)) e do Teorema (ET3).
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

O
Um caso importante é dado pela:
Proposicao 9.2.2 Para cada i€ {1,2,---,n}, a aplicagdo m; : R — R dada por
T[i(X],Xz,"',Xi,"',Xn)iXi (9'129)
é continua em R".
Esta aplicagdo é denominada i-ésima projecao.
Demonstragao:
Sejam
16{1)2»"'”’1} € 7_{o:(xolvxoly"'»Xoi)"')Xo‘n)eRn-
Mostremos que a fungéo 7; é continua em X,.
Para isto notemos que, dado ¢ > 0,
considerando-se d=c¢, (9.130)
se IIX—%o|| <0, (9.131)
segue que:
|7t (%) — (%o )| = IXi — Xl
=/ (xi — x01)°
(% = %ot)? < D (x5 — xo3)?
j=1
<
= [[X =Xl
[muca ]
( > ) 5
[mucul
= (9.132)
Logo, da Definigdo (ECT), segue que
lim mi(X) = mi(Xo)
X—Xo
que pela Definigdo (ECZT), implicard que a fungéo m1; é continua em cada ponto X, € R™.
Portanto, para cada i € {1,2,---,n}, a fungdo 71; € continua em R", como queriamos demonstrar.
O

Como conseqiiéncia do Teorema (EC12) e da Proposigdo (F-232) acima, temos o:
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Corolario 9.2.3 Sejam g: 1 C R — R uma fungdo continua em 1, onde I é um intervalo aberto
de R, e a fungdo h:D(h) C R? - R ¢ dada por
h(x,y) =g(x), para cada (x,y) € D(h), (9.133)
onde D(h)i{(x,y)E]Rz; XEI} .

Entdo a funcdo h € uma funcdo continua em D(h).

De modo andlogo, se considerarmos a fungdo f: D(f) — R, dada por

f(x,y) =g(y), para cada (x,y) € D(f), (9.134)
onde D(f)i{(x,y)ERz; yel},

entdo a fungdo f serd uma funcdo continua em D(f).

Demonstracao:
Observemos que

hix,y) = glx)
(),:com i=1 9[7_[] (X,yﬂ
2(907[1)(7(»9), para cada (X>U) GD(h)) (9135)

onde a fungédo m; é a 1. projegéo (veja a Proposigdo (E223)).

Como, por hipétese, a fungéo g e, pela Proposigéo (23), a fungéo 71y € continua nos seus respec-
tivos dominios, do Coroldrio (E£232), segue que a fungdo h (veja (ECI3H)) serd uma fungdo continua em
D(h).

"~ De modo semelhante, temos que

(=)

fix,y) = "gly)
(),:com i=2 g[T[z(X,y”
=(gom)(x,y), paracada (x,y)e€ D(f), (9.136)

onde a fungéo m, € a 2. projegdo (veja Proposigdo (ECZ3)).

Como, por hipétese, a fungéo g e, pela Proposigédo (E-Z3), a fungéo 71, € continua nos seus respec-
tivos dominios, do Coroldrio (E£23), segue que a fungdo f (veja (EI38)) serd uma fungdo continua em
D(f), completando a demonstracio.

- O

Concluimos este capitulo com um resultado sobre fungdes continuas definida em subconjuntos
compactos de R™ (veja a Definigdo (EZ3)), a saber:

Teorema 9.2.1 Sejam A é um subconjunto, ndo vazio, compacto de R" e f: A — R é uma
fungdo continua em A.
Entdo existem X1,Xy € A, tais que

f(xX1) < f(X) < f(X2), para cada XEA,
1sto €, a fungdo f atinge seu mdzimo e seu minimo globais (ou absolutos) no conjunto A.

Demonstragao:

A demonstragdo serd omitida.
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Capitulo 10

Derivadas Parciais de uma Funcao a
Valores Reais, de Varias Variaveis
Reais

O objetivo deste capitulo é introduzir a nogdo de diferenciabilidade para fungdes a valores reais, de
véarias varidveis reais, € dar algumas aplicagbes deste conceito.

Como veremos, a nogdo de diferenciabilidade para fungdes a valores reais, de vdrias varidveis reais,
é um pouco mais delicada de se introduzir que no caso de fungdes a valores reais, de uma varidvel real
(estudada na disciplina de Célculo 1).

Comecaremos estudando as:

10.1 Derivadas parciais de primeira ordem

Trataremos inicialmente de fungdes a valores reais, de duas varidveis reais, e mais tarde tratremos do
caso geral de fungbes a valores reais, de n-varidveis reais.

Observacao 10.1.1 Sejam A C R?> um conjunto aberto de R?, (xo,Yo) € A, f: A — R uma
funcdo, que denotaremos por
z="f(x,y).

Como (X0,Yo) € A e A é um subconjunto aberto em R?, temos que existe & > 0, tal que
Bs((xo0,Y0)) CA.
Com 1isto podemos definir a funcdo g:D(g) — R, dada por
g(x) =f(x,Y0), para cada x € D(g) (10.1)
onde (veja a figura abaizo) D(g) ={x € R; (x,Y0) € Bs((x0,Yo))} € R.

(x0,Yo) (X, Yo

353
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Definigao 10.1.1 Se a fungdo g:D(g) C R — R, dada por (), for uma fungdo diferencidvel
em X, (como na disciplina de Cdlculo 1), entdo sua deriada em X, isto €, g'(x,), serd denoma-
nada derivada parcial (de primeira ordem) da fungao f, em relagao a variavel x, no ponto

(x0,Yo) € indicada por:

of 0z

7(7‘0»90)) fx(meo), axf(XOan)> aix

3 (Xo>Uo)a fo(xo>yo) ou axZ(Xo>Uo)- (10-2)
X

Observagao 10.1.2
1. Na situagdo da Definigdo (IT) acima, temos que
of

3 XorYo) = g (x0) (10.3)
visto da di.sciplz;w de Cdlculo 1 lim M
X—Xo X —Xo
(“I'::“) lim f(XﬂJo) — f(xo )yo)
X—Xo X — Xo
Axééfxo lim f(xo + AX)UO) - f(xmyo)
Ax—0 Ax
h=Ax lim f(xo +h,Yo) — f(x0,Yo) . (10.4)
h—0 h

2. Consideremos of
B = {(x,y) € A, eziste ax(x,y)}.

: . of
Com 1isto, temos definida a fungao P :B— R.

Esta fungdo serd denominada fungao derivada parcial (de primeira ordem) da funcgao f
em relagao a variavel x.

3. De modo andlogo, definimos a derwada parcial de f em relagdo a varidvel y, nmo ponto
(X0, Yo)-
Masis precisamente, na situagdo da Observaggo (), podemos definir a fungdo h :
D(h) — R dada por

h(y) =f(x0,y), para cada ye€ D(h (10.5)

)y
onde (veja a figura abaizo) D) ={yeR; (x0,Y) € Bs((x0,Y0))} CR.

(xo0,Y)

(X0 ,Yo)
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Se a fungdo h:D(h) C R — R, dada por ([IIT), for diferencidvel em y,, entdo sua deri-
vada em Yo, (como na disciplina de Cdlculo 1), isto €, h'(x,), serd dita derivada parcial
(de primeira ordem) da fungao f, em relagao a varidvel y, no ponto, e serd indicada

por

of 0z
@(Xoayo% fy(xo>yo)» ayﬂxoyyo)> @(xoﬂjo)» Zy(xo>y0) ou ayz(xoyyo)' (10'6)

4. Na situagcdo do item B@. acima, temos que

of L
@(meo) =h (Uo) (10-7)
lim h(y) —h(yo)
Y=Yo Y—Yo
(=) o Fxo,y) — flxo, Yo

visto na disciplina de Cdlculo 1

Y=o Y — Yo
AYEY—yo |; (X0, Yo + AY) — f(x0,Yo)
= 1m
Ay—0 Ay
-+ K)—f
K28y iy 05 Yo 1K) = lxo, yo) (10.8)
k—0 k

5. Consideremos

of
C;{(x,y)e/\; existe ay(x,y)}.

of
Com 1isto temos definida a fungdo @ :C—-R.

Esta funcdo serd denominada funcao derivada parcial (de primeira ordem) da funcao

f, em relagao a variavel y.

of of
ox’ dy
C (wntroduzidos itens B. e @. acima), respectivamente, serdo denominadas de derivadas
parciais de primeira ordem da funcgao f.

6. As funcgdes derivadas parciais (de primeira ordem) , defintdas nos conjuntos B e

7. A seguir daremos uma interpretacdo geométrica para as derivadas parciais de 1.a ordem
de uma fungdo f, no ponto (x,,Yo) € A, no caso delas ezistirem.

Observemos que, por abuso da notagdo, a representacdo geométrica do grdfico da fungdo
g9(x) =f(x,yo), para cada x €< D(g),

serd um curva, contida na representacGo geométrica do grdfico da funcgdo f.

A representacdo geométrica do traco desta curva pode ser obtida fazendo-se a intersecgdo,
em R3, do plano

Y =Yo,

com a representagdo geométrica do grdfico da funcgdo f (veja a figura abaizo).
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Yo /-« - o e

Lembremos, da disciplina de Cadlculo I, que g'(x,) mos fornece o valor do coeficiente an-
gular da reta tangente a representagao geométrica do grdfico da fungdo g, mo ponto X,
1sto €, € igual tg(x) (veja a figura actma).

No nosso caso, relativamente ao plano

Y = Yo,

a inclinagdo da reta tangente 4 representagdo geométrica do trago da curva z = ¢(x), no
ponto (xo,9g(xo)), serd dada por g'(x,), isto €, por

of

Ox (%o »Uo) .

Logo, geometricamente, a deriwada parcial

of
Ox (%0, Yo)
nos fornece, relativamente ao plano
Y =TYo,

o coefictente angular da reta tangente a representacdo geométrica do traco da curva pa-
rametrizada

x = (g(x),Yo), para cada x € D(g),

obtida da intersec¢do do plano
Y ="Yo,

com a representagdo geométrica do grdfico da fungdo z = f(x,y), no ponto
((X0,Yo), T(X0,Yo)) -
Assim, no nosso caso, olhando no plano

Y = Yo,
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a wnclinagdo da reta tangente a representagdo geométrica do grdfico da fungdo z = g(x),
no ponto (xo,g(xo0)), serd dada por g’(x,), isto €, serd igual a

of

a(xo >Uo) .

8. De um modo semelhante temos que, geometricamente, a derivada parcial

of
@ (%0 ,Yo)
serd, relativamente ao plano
X = Xo

o coeficiente angular da reta tangente 4 representagcdo geométrica do trago da curva
y — (x0,h(y)), para cada y € D(h),
(veja a figura abaizo) obtida da intersec¢do do plano
X =Xo,
com a representagdo geométrica do grdfico da fungdo z = f(x,y), no ponto

((xo yYo) >f(X0»Uo)) .

X = Xo .

(x0,Y0)

Lembremos, uma vez mais da disciplina de Cdlculo I, que h'(y,), é o coeficiente angular

<

da reta tangente a representagdo geométrica do grdfico da fungdo h mo ponto y,, 1sto €, €
tgual tg(B) (veja a figura acima).
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Assim, no nosso caso, relativamente ao plano
X = XO y

a inclinag¢do da reta tangente a representacdo geométrica do grdfico da fungdo z = h(y),

no ponto (h(yo),Yo), serd dada por h'(y,), isto €, serd igual a

of
@(Xo yYo)

Apliquemos os conceitos acima ao:

Exemplo 10.1.1 Consideremos a fungdo f:R? — R uma funcdo dada por

f(x,y) ixzy, para cada (x,y) € R?. (10.9)
Chalcule, se existir,
of of
—(1,-1 —(1,-1).
a1 e g 1)
Além disso, calcule, onde existir E(x ) e g(x )
7 7 ) ax )y ay )y *
Resolugao:
Neste caso, temos que
(X0, Yo) = (1,—1). (10.10)

Definamos a funcdo g: R — R, dada por

g(x) = f(x,Yo)
(=) _
R (CN)
(IJI:E) XZ . (_1)
— —x?, paracada x€R. (10.11)
Como a fungéo g é diferencidvel em R (visto na disciplina de Calculo 1), em particular, serd
diferencidvel em x, = 1.

Assim, segue existe
of (cm) Of

a(XO)yO) - a(])_])

e, além disso:

=| &

visto na disciplina de Célculo 1
= —2xd lx=1
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De modo semelhante, se definirmos a funcdo h: R — R, dada por

h(y) = f(xo,Y)

Xo( = )1

f(1,y)
‘Y

=y, paracada

(EP) -IZ

yeR, (10.12)
entdo, como a funcdo h é diferencidvel em R (do Cdlculo 1), em particular serd diferencidvel em
Yo = —1.

Logo, segue que existe

of (zzzm) of
@(Xovyo) = @(1)_1)
e, além disso,

@@= | d
~ |y
NG

=1.

Observemos também que, para cada (X, ,Y,) € R? fixado, temos que:

of (=10y0) B o o (@3
3 (b)) 7T =T " g (xo)
d
a<X2yo)
—_—
visto na discipli:na de Caélculo 12)“:,0 Nex
[ZXUOHXZXO
:ZXOQO) (1013)
of hy)=fx0 y) = xe? y o (T2
g (xa i) M SR B gy

d‘; (xozy)

visto na disciplina de Célculo 1 2

Xod ly=y,
Nl
Y=Yo

2
=Xo

(10.14)
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isto é, existem as derivadas parciais de primeira ordem da fungéo f em cada ponto (x,y) € R? e além
of of

disso teremos que as funcdes Pl @ : R?> — R serdo dadas por
%f(x,y) "= 2xy
of
e ay(x,y)(mim) x*, para cada (x,y) € R?,
completando a resolugao.
O
Temos também o:
Exemplo 10.1.2 Consideremos a fungdo f:R?> — R dada por
f(x,y) =x% sen(x +y) +y cos(x), (x,y) € R%. (10.15)
Calcule, caso existam, fy (%[ ,O) e fy <§,O>.
Onde existir, calcule fx(x,y) e fy(x,y).
Resolucgao:
Neste caso
(Tt
(meo) = (z,o) . (10.16)
Considerando a fungdo g : R — R, dada por
g(x) = f(x,yo)
(z=m)
= T (x,0)
=) 2 sen(x) + 0 cos(x)
=0
—=x’ sen(y), paracada xe€R, (10.17)

temos que a fungdo g serd diferencidvel em R (visto na disciplina de Célculo 1), em particular, no
T
ponto x, = 3
Além disso, teremos

visto na disciplian de Célculo 1
P2 {Zx sen(x) + x? cos(x)}

~23 s (3)+(5) s (3)

=1 =0
= . (10.18)

xXx=

NI

Portanto fx (g ,O) =TI,
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Por outro lado, considerando a fungdo h: R — R dada por

h(y)=f(x0,y)

(@=)

(1)

= (G) (G rv) e (3)
@)

=0

— (g)z sen (g +y) , paracada y€ER, (10.19)

temos que a fungdo h serd diferencidvel em R (visto na disciplina de Célculo 1), em particular, serd
diferencidvel em y, = 0.

Logo
7T | imamns]
fy (§>O> ( = )fy(xo>yo)
32
( — ) h«/(yo)
yo =0

= "h’(0)

= (LG mG)])

visto na disciplga de Caélculo 1 { <E)2 coS <E + y) }
2 2

(3) =)

y=0

Portanto fy (g ,O) =0.

Observemos também que, para cada (X, ,Y,) € R?, teremos:

) se g(x)éf(x’yoj(?)xz seﬂ(x-i—yo)-i-yo COS(X) e (IJIEE)

.fx(XOaUO 9/(X0)

d
= { [xz sen(x + Yo) + Yo cos(x)} }
dx X=Xo
visto na disciplina de Célculo 1 {

2x sen(x +yo) + x? cos(x +Yo) — Yo sen(x)}

= 2%, sen(xo +Yo) + x& cos(xo +Yo) — Yo sen(xo), (10.20)

| 5o Ry =ilxo W)=k sen(xa+y)+y cos(xo) & (TT) W

fy(XO)Uo (Uo)

— {dil [on sen(xo +y) +y COS(Xo)}}

Y=Yo

visto na disciplina de Caélculo 1 2
= Xo~ €08(xo + 1Y) + cos(xo)
Y=Yo
2

=Xo €08(Xo +Yo) +cos(xo), (10.21)
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isto é, existem as derivadas parciais de primeira ordem da fungio f em R? e, além disso, as fungdes
.2 x
fx,fy : R — R, serdo dadas por

fo(x,y) (=0 )« sen(x +y) + x> cos(x +y) —y sen(x)
(=) >

e fy(x,y) =" x° cos(x +y) + cos(x),
para cada (x,y) € R?, completando a resolugéo.
O
O caso a seguir é um pouco mais elaborado, como veremos:
Exemplo 10.1.3 Consideremos a fungdo f:R?> — R a fung¢do dada por
3 2
X —
525, para (x,y) #(0,0)
- X" +y
fx,y) = . (10.22)
O> bara (x,y):(0,0)
Calcule, caso existam, fx(0,0) e f,(0,0).
Resolugao:
Neste caso
(%0,Y0) =(0,0). (10.23)
Consideremos a funcio g: R — R dada por
g(x) = f(x,yo)
(=)
= P (x,0)
3.2
x> —0
- ara x # 0
@@= | ol p #
0, para x =0
x, parax#0
= , para cada x € R,
0, parax=0
ou seja, g(x) =x, para cada x € R. (10.24)

Logo a fungdo g ¢ diferencidvel em R (visto na disciplina de Célculo 1) e

=3
fX(O,O) ( = ) 1:x(Xo )UO)

3
( — ) g /(Xo)

(=
©="g(0)
IIA‘ i

N dxX

~~—
=1 x=0

visto na discipliana de Calculo 1 1
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Portanto
f(0,0) =1.

Por outro lado, considerando a fungdo h: R — R dada por

h(y) = f(x0,Y)

(=3)

0 =70
Y= T 1(0,y)
03 2
————, para 0
@) ) 0?1y P v7
0, paray =0
—1, paray #0

= , para (x,y) € Rz,

0, paray=0.
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temos que (visto na disciplina de Célculo 1) a fungdo h nao é diferencidvel em y = 0, pois ndo é

continua em y = 0.
Portanto néo existe f,(0,0), completando a resolugéo.

Observacao 10.1.3 Notemos que, no Ezemplo (IIT3) acima, existe a derivada parcial

of
&(an))

mas nao existe a deriwada parcial

of
@(O)O))

ou seja, pode acontecer de uma fungdo possuir uma das derivadas parciais de 1.a ordem sem
que, necessariamente, possua a outra deriwada parcial de 1.a ordem, em um mesmo ponto.

Podemos definir as derivadas parciais de uma fungdo a valores real, de n-varidveis reais, de modo

andlogo, como mostra a definigdo a seguir:

Definigao 10.1.2 Sejam A C R™ um subconjunto aberto de R™, Xo = (Xo1,X02, " yXon) € A €

f: A — R uma fungdo.

Como A C R™ ¢ um subconjunto aberto de R™ e X, = (Xo1,X02," " yXon) € A, podemos

encontrar & > 0, de modo que
Bs(Xo) C A

Consideremos a fun¢do g1 : Dom(g;) — R, dada por

g1(x1) =f(x1,X02, - yXon)y , para cada x; € Dom(gi),
\ﬁ/_/
estao fizos
onde Dom(g1) ={x1 € R; (X1,X02," " yXon) € Bs(Xo)}

(isto €, firamos as (n — 1)-tultimas coordenadas na fungdo f).

(10.25)
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Se a fungdo g1, dada por (IIIZ3), for uma funcdo diferencidvel em Xxo1 (visto na disciplina
Cdlculo 1), entdo sua derivada em Xxo1, 15to €, g1 '(x01), serd denominada derivada parcial (de
primeira ordem) da funcao f, em relagao a variavel x;, no ponto X, e serd indicada por

of . - -
a—X](xo), fx, (X%6), 0x,f(Xo) ou Dy f(Xo). (10.26)
Em geral, para cada i € {1,2,--- ,n}, consideremos a fun¢do g; : Dom(gi) —» R dada por
gi(xi) = f(X10,X02, "+ y Xo(i-1) » X yXo(i+1)s """ yXon), Xi € Dom(gi), (10.27)
. L. . %/_/
estdo fizadas 1—esima posigao estdo fizadas
onde Dom(gi) = {xi € R (X10,X02," " »Xo(iu1) s Xi» Xo(i+1) > * »Xon) € Bs(Xo)}

(isto €, fitamos (n — 1)-coordenadas da fungdo f, a Unica que varia € a i-éisma coordenada da
fungdo f).

Se a fungdo gi, dada por ([ILZ7), € uma fungdo diferencidvel no ponto X.i (visto na disciplina
Cidlculo 1), entdo sua derwada no ponto Xoi, 1sto €, gi'(x0i), serd denominada derivada parcial
(de primeira ordem) da fungao f, em relagao a varidvel x;, no ponto X, e serd indicada por

Ox: (7_{0) y fxi (7_{0) y axif(%o) ou Dxif(go) . (10'28)

Com isto podemos resolver o:

Exemplo 10.1.4 Consideremos a func¢do f:R3> — R, dada por
f(x,y,z) =x cos(y) +z, paracada (x,y,z)eR>. (10.29)

Encontre, se existirem, as derivadas parciais de primeira ordem da fungdo f, em relagdo a
X, Y e z, em cada ponto de R3.

Resolugao:
Para cada (Xo,Yo,20) € R3 teremos:

. (m=a)
( ):f( yYo o) = ( o)+ o =2
1:X(XO)yO)ZO)segx X, Yo ,Z :Xcosy Zo € )QI(XO)

= i[xcos + 2o]
]l dx Yo T Zo

visto na disciplina de Calculo 1

X=Xo

cos(Yo) - (10.30)

. [imnmea}
se h(y)=f(xo ,y ,zo)( :_)xo cos(y)+zo e (II22) h'

fy(xoﬂJo>Zo) = (Yo)

= i[x cos Y + Zo]
- dy (o) y (0]

visto na disciplina de Calculo 1

Y=Yo
—Xo sen(yo) . (10.31)

. [imemeac]
se t(z)=f(xo ,Yo ,Z)( :_)xo cos(yo)+z e (I27) _ ,

t (ZO )
XO COos y o z

visto na disciplina de Calculo 1 1

f2(Xo0 Yo » Zo)

=20

(10.32)
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Portanto, de (I=30), (II5T) e ([32), a fungdo f tem derivadas parciais de primeira ordem, em
relagdo a x, Y € z, em cada ponto de R3.

Além disso, novamente , de (II=50), (I3T) e (32), segue que as fungdes

serdo dadas por:

of of of

a,@,aiz:R‘gﬂR,

of (c=m)
a(xvy>z) - COS(U))

;j(x,y 2) D _y sen(y)
of (mr=3)

e a*Z(X&l)Z)

para cada (x,y,z) € R3, completando na resolugio.

A seguir temos o:

Exemplo 10.1.5 Para n € N fizado, consideremos as fun¢ées f,g,h:R? toR, dadas por

f(x,y) =k, (10.33)
g(x,y) =x", (10.34)
h(x,y) =y". (10.35)

para cada (x,y) € R?.

Mostre que as fungées f, g e h possuem derivadas parciais de 1.a ordem em relagdo d x e
em relagdo a 'y, em cada por de RZ.

Além disso, temos

;t(x,y)—;j(x,y):(), (10.36)
%(x,y) =nx", (10.37)
gi(x,y) =0, (10.38)
%(x,y) —0 (10.39)
e ng(x,y) =ny"', (10.40)

para cada (x,y) € R?.

Resolugao:
Para cada (X, ,Yo) € R?, definamos a fungio g; : R — R, dada por

g1(x) = g(x,Yo)

= (10.41)

Com isto, pela Defini¢do (ITT) (veja (IT3)), temos:

0
67)9((7% ,yo) (EE) 91/(Xo)

(0TZD), visto na disciplina de Calculo 1 n
= nxo",
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mostrando a existéncia da derivada parcial de 1.a ordem, em relagdo a x, no ponto (xo,Yyo) € além
disso, temos a validade da 1.a identidade de ([T==7).
A verificacdo das outras afirmagdes serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

Para fungGes a valores reais, de duas variaveis reais, temos a:

Proposicao 10.1.1 Sejam A um subconjunto aberto de R?, (xo,Yo) € A e f,g: A — R fungdes
que possuam derivadas parciais de 1.a ordem, em relagdo & x, mo ponto (xo,Yo) € ¢ € R. Entdo:

1. a fungéo f+ g admaitird derivada parcial de 1.a ordem, em relagdo d x, no ponto (X, ,Yo)
e, além disso, teremos
o(f+g) of og
T(Xoﬂsjo) :a(xoyyo)‘i‘a(xoﬂ;}o)- (10.42)
2. a func¢do f — g admitird derwada parcial de 1.a ordem, em relag@o d x, mo ponto (Xo,Yo)
e, além disso, teremos

a(fa;g)(xo>yo) :g(xoayo)*@(xoﬂk)- (10-43)

ox 0x
3. a fungdo c - f admitird deriwvada parcial de 1.a ordem, em relagdo d x, mo ponto (Xo,Yo)

e, além disso, teremos
o(c-f)

ox

of
(XO)yO) :Ca(xoyyo)- (10'44)

4. a fungdo f-g admaitird derivada parcial de 1.a ordem, em relagdo d x, no ponto (Xo,Yo)

e, além disso, teremos

o(f- of 0
9 (o) = O (50 Uo) - 9l Uo) + Tl0 Yo ) - 2201 Yo) . (10.45)

9(x0,Yo) #0,
f
a funcgdo 5 admatird deriwada parcial de 1.a ordem, em relagdo & x, no ponto (Xo,Yo) e,
além disso, teremos
f of d
0 <9> 7("0»90)'Q(Xoyyo)_f(xo>yo)'%(Xoayo)

0x 0
X = . 10.46
Ox (X0, Yo) gz(Xo,yo) ( )

Demonstragao:
As demonstragdo dos itens acima sdo consequéncias das propriedades andlogas da diferenciagdo de
funcdes a valores, de uma varidvel real (veja a Definigdo (1), ou ainda (IX3)).

g

Observagao 10.1.4

1. Vale um resultado andlogo & Proposi¢do (IIT) para a derivada parcial de de 1.a ordem,
em relagdo ay, no ponto (Xo,Yo).

Deizaremos o enunciado e a respectiva demonstragdo como exercicio para o leitor.
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2. Notemos que se p: R*? - R é uma funcdo polinomial de grau igual a

m-n, (10.47)
ou seja,
P(X) = Qoo + Qo1 X + Q1o Y + Qo2 X* + a11 XY + Qo2 Y2 + -+ A X" Y, (10.48)
para cada (x,y) € R?, onde
Qmn # 0,
entdo, dos itens 0., @. da Proposi¢do (L) e do Exemplo (IT3), existirdo as derivadas
0 0
parciais de 1.a ordem, a—i(x,y) e %(X,y), para cada (x,y) € R? e, além disso, teremos:
0 rz3) 0
a—z(x,y) =) I [aoo + a1 X+ Aoy 4 a2 x> + a1 Xy + apay’ + - + amnxmy“]
(=) 0 9 o 9 (a2 o 0 a2y
= 5 (@00l + ™ l[aor x| + ™ [aioyl + x| G027 + 5 l[an xyl + 3y G2
6l
+ -+ aix [amnxmyn]
rza) 0 0 0 0 0
= oo + ot o X+ a1 o [yl + 602 5[] + ann 5 xy)
+a 9 [yz} +--4a i[xmyn]
02 Ox mn Ox
( );(m)0+a01-1+a10-0+a02-2-x+a11-y
+a02.0+...+amn.m.xm71yn
= Ao +20a02X+ a1 Y+ FmMamx™ Yy, (10.49)

que também trata-se de uma func¢do polinomaial.

. . 0
De modo semelhante podemos mostrar que a deriwada parcial de 1.a ordem, %(x,y)
também é uma fung¢do polinomaial.
3. Portanto podemos concluir que uma fungao polinomial admite as derivadas parciais de

1.a ordem, em relacdo & varidvel x e em relagcdo & varidvel y, em cada ponto de R’ e,
além disso, estas também serdo fungdes polinomziass.

4. Notemos que (veja (IIZY)) a fungdo polinomial obtida a derivada parcial de 1.a ordem,
em relagdo d varidvel x e em relagdo a varidvel y, serd uma fungao polinomsal de grau

m+n—1, (10.50)
ou seja, um a menos que o grau da fung¢do polinomial (IIZ3) (veja (IIZ1D)).

5. Como consequéncia do item @. acima, e do item B. da Proposi¢gdo (1) (veja ([IZH)
e o item 0. acima), que uma fungdo racional admaite as derivadas parciais de 1.a ordem,
em relagdo a varidvel x e em relagdo & varidvel y, em cada ponto do seu dominio e, além
disso, estas também serdo fung¢des raionais.

6. Valem as mesmas consideracdes acima para funcdes polinomiais e racionais de vdrias
varidvels reais.

Deszaremos a verificag@o das afirmagdes acima como ezercicio para o leitor.
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10.2 Derivadas Parciais de Ordem Superior

Definicdo 10.2.1 Consideremos A C R? um subconjunto, ndo vazio, aberto de R> e f: A — R
uma fungdo, que possui derwadas parciais de 1.a ordem, relativamente a x e a 'y, em cada
ponto do conjunto A.
Entdo, para a funcgdo
of

fx=—:A>R

dx ’
podemos tentar encontrar sua derivada parcial de 1.a ordem, relativamente a x, no ponto
(X0,Yo) € A; 1sto €, a derwada parcial da fungdo fy, relativamente a x, no ponto (x,,Yo).

Caso ezista, ela serd dita derivada parcial de segunda ordem da funcgao f, relativamente

a varidvel x, no ponto (x0,Y,) e serd denotada por

o%f
fxx (X0, Yo) OU a—xz(xo,yo) ou aif(xo,yo) ou Dif(xo,yo), (10.51)

ou seja,

o%f
fax (X0 y Yo) = TXZ(XO yYo)

0 [/ of
= a <aX> (%o )Uo) (10'52)

= (fx), (X0 Yo)
of of
(ED:]) hm &(Xo +h)y0) - a(xo »Uo)
h—0 h
— lim fx(xo + h,yo) - fx(xo )UO)
h—0 h '

(10.53)

De modo andlogo, a derwada parcial da fungdo fx, relativamente ay, no ponto (xo,Yo), caso
ezxista, serd dita derivada partial de segunda ordem da funcao f, relativamente as varidveis
x e a Y, no ponto (x,,Y,) e denotada por

o f
fry(Xorbo)  ou 5o (x0ry0) 0w 05 f(%0, o) ou  DF f(x0,Yo), (10.54)
ou seja,

o
oy 0x

0 [of
= @ (ax> (Xo »yo) (10'55)

= (), (%o, Yo)
of of
i k) — —
(IJ:D::E) i ax(xo yYo + k) Ox (X0 ,Yo)
k—0 k
_ lim fx(xo )yo + k) - fx(xo >HO)
k—0 k ’

fxy(xoayo) = (xo>yo)

(10.56)
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De modo andlogo, definimos derivada partial de segunda ordem da funcao f, relativa-
mente & varidvel y, no ponto (x,,Y,) (se ezistir), denotada por

o%f
fyy(Xo,Yo) ou @(xo,yo) ou aﬁf(xo,yo) ou Dif(xo,yo), (10.57)

ou seja,

o%f
fyy(xmyo) = @(Xo yYo)

0 of
=0 <ay> (X0 Uo) (10.58)

= (fy)y (Xo»yo)

of of
() . @(Xoﬂjo +k)_®(X0)Uo)
= 1m
k—0 k

fy(xo>yo+k) _fy(xovyo) (10.59)

)

= lim K

e a derivada partial de segunda ordem da fungao f, relativamente as variaveis y e a x,

no ponto (xo,Yo) (se existir), denotada por

o%f

fyx(xo yYo) o0U m(xo yYo) o0Uu aiyf(xo yYo) 0U Diyf(xo yYo) s (10.60)
ou seja,
o f
fyx(xo yYo) = m(xo yYo)

.0 of
:a @ (X0 Yo)

= (fy)x (%0, Yo)

of of
(3) .. @(Xo“‘h)yo)_@(xoyyo)
=" lim
h—0 h
— lim fy(X0+h)yo)_fy(X0»yo) ‘ (10.61)
h—0 h

Observacgao 10.2.1

1. Todo cuidado € pouco!.
A ordem em que aparecem mas vdrias deriwvadas parciais na Definigdo (IZT) actma é

importante.

Veremos, em um exemplo mais a frente, que pode ocorrer situacdes em que
fyx(xo yYo) # fxy(xo yYo) -
Para que nao ocorra confusdo basta lembrar, por ezemplo, que

fyx(x»y) = (fy)x(xvy)
0 f Q) (af

€ que M(Xoﬂjo):* @

™ ) (X0, Yo) -
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2. Podemos, de modo semelhante, definir as derivadas parciais de terceira ordem da fun-
cao f em (x0,Y,), a saber:

03f
frox (X0 y Yo) = 3(X0»yo)
—_——— 0x
:(fxx)x
. 0 ﬁ (x )
aX ax Xo» Yo
(E‘E) lim fxx(Xo +h Uo) frx (Xo »Uo)
h—0 h
03f
@.X/ (X0 ,Yo) = W(XO yYo)

22 () )
~ 9x \oxdy 0 Yo

(IJII:E) lim fyx(xo+h)yo) yx(’%ﬂ;}o)
h—>0 h
o> f
&yfx/ (X0, Yo) = W(Xo yYo)

:(fxy )x

22 () )
~ 0x \ Oy dx 0> Yo

(“I':]) lim fxy(xo+h>yo) xy(xo>yo)
h—0 h

o3 f
fyyx (%o, =
NG (X0 o) 0x 0%y

:(fUU)x
.0 [0 (x )
aX ay 0»Yo

(IJIIZE) lim fyy(xo“‘h Yo) — yy(xowyo)

(%0, Yo)

}Ho h
o3 f

f —_ —

\yg (Xo>yo) ay axay (Xo>yo)

:(fyx)y

Ay (U B YR
9y \ 0xdy 0 Yo

(r=3) lim fyx(xo yYo + k) — fyx(xo yYo)
- k—0 k
o*f
f\yg—y/ (X0 ,Yo) = ay3 (X0 yYo)

.0 [0
:a OTJZ (X0, Yo)

(“I'::B) lim fyy(xo yYo + k) — fyy (%o vyo)
k—0 k
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o
- dy2ox

L0 [ o (X . us)
~ 0y \ 0y ox 0 Yo

fxyy (XO)yO) (Xoayo)
—

:(fxy]y

(“I:EE) lim fxy(xo yYo + k) — fxy (%o )UO)
k—0 h
o3 f

Txxy (X0,Yo) = (X0, Yo)

—~~ oy ox?

:(fxx)y
.0 [0
:@ Q (X0, Yo)

(E:EE) lim frx (X0 y Yo + k) — frx (X0 , Yo)
k—0 h
03f
f - -
& (XO)yO) ay axay (XO)UO)

:(fxy )y

AT
~ dy \oxdy oo

(E:EE) lim fyx(xo yYo + k) — fyx(xo yYo)
K—0 h )

3. De modo semelhante podemos definir as derivadas parciais de ordem maior ou igual a
quatro, em relagdo a x e em relagdo a 'y, da fungdo f ponto (xo,Yo).

Dewzaremos como ezxercicto para o leitor introduzi-las.
4. Podemos definir as derwadas parciais de ordem superior, em um ponto X,, para fungdes
de trés ou mazis varidveis, a valores reais, utilizando as idéias acima.

Dewzaremos como ezxercicio para o leitor introduzi-las.
Com isto temos a:

Definigao 10.2.2 Sejam A um subconjunto, ndo vazio, aberto em R", f: A C R"™ —» R uma
fungédo e k € N fizado.

Diremos que a funcgdo f é de classe Ckem A sea fungao f e cada uma das suas derivadas
parciais até a ordem k, existirem e forem funcgdes continuas no conjunto A.

Neste caso escreveremos

fe CHA;R). (10.62)

Diremos que a funcdo f € de classe C* em A se a fungdo f € de classe Ck em A, para cada
k € N.
Neste caso escreveremos

fe C®(A;R). (10.63)

Apliquemos as ideias acima
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Exemplo 10.2.1 A fun¢do f:R?* — R, dada por
f(x,y) =xy, para cada (x,y) € R? (10.64)

€ de classe C* em &2, ou seja,
feC (RZ; ]R) .

Resolucgao:
De fato, pois
(=) 9
fx(x,y) =" 5 Iyl
=y, (10.65)
(=) 3
= (xy]
—=x, (10.66)
o0 [of
fux(x,y) = x [ax(x,y)]

(=) 0

= 3 lyl
=0, (10.67)
0 | of
fuwlxu) = 5 [ay(x,y)]
(zm) 0
T dx [x]

=0, (10.68)
0 [of
fxy(xay) = @ |:ax(xay):|
(cz=m) 9
= @[y]

= ]’
0 [of

fyx(xay) - a [ay(xﬂﬁ]

(mzm) 3

N ax[x]

=1, (10.69)
i ﬁ( )
ox |2 Y
(Toz3)

fxxx(xay) =

)

de modo anélogo, pode-se mostrar que: frxy (X, Y) = Fryy (X, Y) = fyyy(x,y)
= fyxy(xyy) = fyxx(x>y)
= fxyx(x>y) = fyyx(x>y) =0,
para cada (x,y) € R?.

E, de modo semelhante, teremos que todas as demais derivadas parciais de ordem maior ou igual
a quatro, sdo nulas em R2.
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A verificagdo deste fato segue das identidades acima e os detalhes da mesma serd deixada como
exercicio para o leitor.

Como a fungéo e todas as suas derivadas parciais, de qualquer ordem, sdo as fung¢des continuas em
R? (pois sdo fungdes polinomiais), da Defini¢do (IIZ3), segue que

fec™ (RZ;R> ,

completando a resolugdo.

Observagao 10.2.2

1. Notemos que, do item @. da Observagdo (T4), Defini¢do (I2ZT) e da Coroldrio (=),
uma fung¢do polinomial de n-varidveis é de classe C*° em R™, ou seja, pertence a

C*® (R™; R).
2. Além disso, do item @. da Observagdo (IITA), se o polindmio que define a fungdo poli-

nomzial tem grau
n, € N,

entdo todas as deriwadas parciais da func¢do polinomial, de ordem maior ou igual a
n,+1,

serdo 1guais a zero, em todo R™.

Isto ocorre devido ao fato que a cada deriwvada parcial considerada, a fungdo polinomial
obtida terd grau menor ou tgual a um a menos que o grau da fungdo polinomzial considerada
wnictalmente (veja (IZD), (IE0) e o item B. da Observagdo (IILA)).

3. Logo, do item 0. acima e do item B. da Observagdo (IT4), temods que uma fungdo
ractonal de n-varidveis é de classe C*°, no seu respectivo dominzo.

Deizaremos como ecercicio para o leitor a demonstragdo dos fatos acima.
Podemos aplicar as consideracdes acima ao
Exercicio 10.2.1 Mostre que fun¢do f:R?> — R, dada por
f(x,y,z) =T4+x—2y+3x*+4x*y>, para cada (x,y,2z) € R3,

€ de classe C* em &3, ou seja,
fe ™ <R3; R) :

Trataremos agora do
Exercicio 10.2.2 Mostre que a fungao f: RZ & R, dada por
f(x,y) = x sen(y) —|—y2 cos(x), wpara cada (x,y) € R? (10.70)

€ de classe C*® em &2, ou seja,
feC® (RZ; R) :
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Resolugao:
Para cada (x,y) € R?, temos:
(C=m) 0 2
fx(e,y) =" 50 {x sen(y) +y COS(X)}

=1 sen(y) + y* [—sen(x)]
= sen(y) —yz sen(x) (10.71)
(o) 0 2

= 3y {x sen(y) +y cos(x)}

=x cos(y) + 2y cos(x), (10.72)

fxx(xyy) = i [;(X)y)]

ox
0
(=) I {sen(y) — yz sen(x)}
= y? cos(x), (10.73)
0 [of
fxy(x>y) = @ |:ax(x>y):|
(=) aay [sen(y) —yz sen(x)]
=cos(y) — 2y sen(x), (10.74)
0 af( |
o [
(=) 0
= 5 [x cos(y) + 2y cos(x)]
=1-cos(y) + 2y [—sen(x)]
=cos(y) — 2y sen(x), (10.75)
0 [of
fyy(xyy) = a |:ay(xyy):|
() 3
= [x cos(y) + 2y cos(x)]
=x[—sen(y)] + 2 cos(x)

= —x sen(y) + 2 cos(x) . (10.76)

fy(xwy)

fyx(x>y) =

Notemos que todas as fungdes acima, juntamente com a funcio f, sdo funcdes continuas em R2.
Considerando-se derivadas parciais de ordem maior igual & dois também serdo fungdes continuas
em RZ.
A verificacdo deste fato serd deixado como exercicio para o leitor.
Deste modo teremos
feC® (RZ; R) ,

completando a resolugéo.

Observacao 10.2.3 Como vimos no Ezemplo ([Z32):

fry (X, ) (=) cos(y) — 2y sen(x)

| imamvaz|
= ¢, y), (10.77)
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para cada (x,y) € R%.

Infelizmente, 1sso NAO ocorre sempre, como mostrard o Ezemplo (Z3A) mo final deste
capitulo.

A pergunta que temos € a seguinte: sob que condi¢des teremos a identidade (IZZ4) actma?

Para responder a esta questdo temos o:

Teorema 10.2.1 (de Schwarz) Sejam A um subconjunto, ndo vazio, aberto em R? e f: A C
R? — R uma fungdo.

Suponhamos que a fungdo f € tal que as fungdes fyy e fyy, eristem e sejam fungbes continuas
no conjunto A. S

Entdo

iy (%, y) = fyx(x, ), (10.78)
para cada (x,y) € A.

Em particular, se a fungdo f é de classe C2 em A, temos que a igualdade (A) estard
satisfeita, em todo ponto do conjunto A.

Demonstracao:

Faremos a demonstragdo para o caso em a fungdo f é de classe classe C?em A.
A demonstracio para o caso geral serd omitida.
Fixemos (X, ,Yo) € A e consideremos os pontos

Xo = (X0,Yo)y X1 = (% +A%,Yo), X2=(X0,Yo+AY) e X3=(xo+AX,Yo+ Ay),
onde Ax e Ay, sdo tais que o retdngulo
Q= {(X»U) € R? ; Xo <X <X +AX, Yo <Y Syo+Ay} = [Xo,X0 + Al X [Yo,Yo + A

estd contido no conjunto A (isto é possivel pois o conjunto A é um subconjunto aberto em R? - veja
a figura abaixo, supondo Ax,Ay > 0).

Yy A

Yo +AY ¢t - - -

Yo t - - -~ - - - -~ > X1

Xo Xo + Ax

Consideremos

Af = f(xo + Ax, Yo + AY) — f(xo + A%, Yo) — F(X0 , Yo + AY) + (X0 ,Yo) -
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Se definimos a fungio ¢ : [xo, %o + Ax] — R, dada por:
b(x) =f(x,yo +Ay) — f(x,yo), para cada X € [Xo,X0 + AX],

teremos que
Af = P(xo + Ax) — d(x,) .

Como a fungdo ¢ é differencidvel no intervalo (x,,X, + Ax) e continua em [x,,X, + Ax] (pois a
fungdo f é de classe C? em Q) segue, do Teorema do valormédio (visto na disciplina de Célculo 1),
que podemos encontrar & € (x,,X%, + Ax), de modo que

Af = ¢ '(£)Ax
= [fx(&,Yo + Ay) — (&, Yo)] Ax. (10.79)

Consideremos agora a fungdo V : [y, ,Yo + Ayl — R, dada por:

Y(y) =1fx(&,y), paracada Yy € [Yo,Yo+ Ayl, (10.80)

onde & estd fixado, como acima.

Como a fungdo 1 é diferencidvel em (y,,Yo + Ay) e continua em [y, ,Yo + Ayl (pois a fungéo f é
de classe C2 em Q), aplicando novamente o Teorema do valor médio (visto na disciplina de Calculo
1), temos que podemos encontrar n € (yo,,Yo + Ay) de modo que

Af =1 '(n) Ay Ax
nam:s]
2= ¢ (6,m) Ax Ay. (10.81)
Procedendo exatamente da mesma forma com a fungdo ¢ : [yo,yo + Ayl — R, dada por

¢(y) =flxo +Ax,y) = f(xo,y), paracada ye€lyo,yo+Al,

obteremos que
Af = (Yo + Ay) — ¢(yYo)

e existirdo y € (xo,%0 + Ax) € 0 € (yo,Yo + Ay), tais que
Af = fyy(y,0) Ay Ax. (10.82)
Logo, de ([IIZ1) e (=32), segue que
fyx(&,m) = fiy(v,0).

Fazendo
(&,m), (v,0) = (%0,Yo),

da continuidade das derivadas parciais mistas de 2.a ordem, fyx e fy,, segue que

fyx(xo )yo) = fxy (Xo yyo) )

como queriamos demonstrar.

Observacgao 10.2.4
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1. O Teorema (1) actma nos dd condicoes suficientes, para que possamos trocar a ordem
de derwacdo das deriwadas parciais de seqgunda ordem de uma fungdo, sem alterar o valor

das mesmas.

2. Vale o andlogo do Teorema ([IZ1) acima para funcgdes a valores reais, de vdrias varidveis
reats, ou seja: se A C R"™ é um subconjunto, nao vazio, aberto de R" e f: A — R é uma
fungdo tal que todas as derwadas parciais de segunda ordem da fungdo f (isto €, fyx;, para

cada i,j €{1,2,--- ,n}) existem e sdo funcdes continuas em (Xo1,X02, " ,Xon) € A entdo,
para cada i,j €{1,2,--- ,n}, seque que
fxpcj (Xo1 yXo2y " )Xon) = fx]-xi(xm yX02y " )Xon) .

A demonstracdo deste fato serd omitida.

Consideremos agora o:

Exemplo 10.2.2 Seja f:R? = R, a fun¢do dada por

Xy3
0, para (X)U):(O)O)

Mostre que a funcdo f é de classe C!' em Kz, mas nao é de classe C2 em R2.
Mostre também que
0%f 0%f
(0,0) # 5 5:(0,0).

0x 0y

Resolucgao:

Notemos que a fungdo f é continua em R2.

De fato, a fungdo f é continua em (x,,Yy,) # (0,0), pois é uma fungdo racional cujo denominador
s6 se anula em (0,0) (veja (I=E3)).

A verificagdo que a fungdo f é continua no ponto (0,0) serd deixada como exercicio para o leitor,

ou seja, que
. (Tz=3)
1 f =0 ="1(0,0).
(e )(0,0 (o) (0,0)

Observemos que se (x,y) # (0,0), teremos:
Y <x2 +yz> —xy®2x
2
(xz —1—92)
5_.2.3
_y oy (10.84)
(xz +y2)
3xy? (xz —|—yz> —xy32y
2
(xz +y2)
B xy4 +3x3 yz

2
<X2 + yz)

Exercicio

fx(x,y)

Exercicio

fy(X»y)

(10.85)
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Para (x,y) = (0,0), se considerarmos as fungdes f, g : R — R, dadas por

g(x) = f(x,0) Ly paracada xR (10.86)

h(y) = f(0,y) Bxercicio 0, para cada y eR, (10.87)
entdo teremos:

fx(0,0) =g(0)

i 90V —9(0)
h—0 h

lim

h—0 h
ho?
2 2 0

h#£0 e (=) li h+0

= im-—-——

h—0 h

=0, (10.88)

(o)

k—0 k
m
k—0 k
0K’
R 2 2
hs£0 :(n:n:xz) lim 0"+ k
k—0

=0. (10.89)

Logo, de ([I[E4), ([IL=H), (I=H) e (ILEJ), segue que as fungdes fy, fy : R? — R, serdo dadas por:

5 3243
J XY para (x,y) #(0,0)
folx,y) = (x2+y2) , (10.90)
0, para (x,y) = (0,0)
4 3.2
xy” +3x
M TR Y para (x,y) #(0,0)
fylx,y) = (xz +y2> . (10.91)
0, para (x,y) = (0,0)

Observemos que as fungdes fx e fy sdo fungbes continuas em R2.

De fato, elas sio fungdes continuas em R?\{(0,0)}, pois sio fungdes racionais e portanto continuas
em seus dominios, a saber, em R?\ {(0,0)}.
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Para verificar a continuidade das funges fx e fy no ponto (0,0) observamos que, para (x,y) #
(0,0), teremos:

() | y° —x*y’

()
. y3 <yz_xz>
(xz-i-yz)z
;yzg\ <P y?
_ el
B 242 2
<x2J<r:2 | )
Wl (2 +v?)
<x2+y2)2
< (xz +y2)2 [yl
(xz—i-yz)z
= lyl,

que, do Teorema do sanduiche (ou seja, do item @. do Teorema (EI)), implicard que:

0 < [fx(x,y)l

li f -0
(x,9)3(0,0) <06y

[imamenn |
=9 ¢ (0,0)

xyt+333y?
2
(xz +yz)
3xy? <; Y2+ x2>
2
(xz erz)
<xty?
1
31X y? <3 yi+ Xz)

= 2
<x2+y2)
<x?+y?
PN
Xy (X2+yz)

2
(xz + yz>

0 <Ify(x,yll =
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le(xz%-yz)
<7
— XZ +y2
= [x]

que, do Teorema do sanduiche (ou seja, do item @. do Teorema (ECT)), implicard que:

. (=)
lim fy(x =0"="14(0,0
) 500.0) y( yY) y( ,0),
mostrando que as fungdes fy e f, sdo fungdes continuas em (0,0) e assim serdo fungdes continuas em
R2. a
Portanto a fungio f é de classe C' em R2.
Observemos também que:

h0* +3h3 02
-

(hz—koz)
h—0 h

—0 (10.92)

0

= jim K
K — 02K
5 —0
2,12
kA0 e (TO) . <0 tk >
= im
k—0 k
=1, (10.93)
ou seja, fyx(0,0) =
= fxy(0,0),

como afirmamos.

Vamos agora verificar que a fungéo f,, néo é continua em (0, 0), mostrando que f nao é de classe
C? em R

Na verdade a funcio f nio é de classe C2, em qualquer subconjunto aberto de R? que contenha a
origem (0,0) e no conjunto R?\ {(0,0)} ela serd de classe C>.

A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Notemos que, derivando parcialmente a fungdo fy, relativamente a x, no ponto (x,y) # (0,0),
obteremos: B

fux(x,y) = (fy)x(x,y)
(T=m) com (x,y) # (0,0) <U4+9X292> <X2+y2>2—4x (xy4+3x3y2) (x2+y2>

= 4
(xz + y2>
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Logo da identidade acima e de ([II23J) segue que a fungéo fyy : R? — R serd dada por
2
<y4 + 9x2y2) (xz + yz) —4x <xy4 +3x3 y2> (xz —I—QZ)
R y para (x,y) #(0,0)
i, y) = (< +v?)
O) para (X,U)Z(())O)
Mostremos que a fungéo fyx nao é continua em (x,y) =(0,0), ou seja,
lim  fyx(x,y) # 0= fy(0,0). (10.94)
(x,y)—(0,0)

Para isto calcularemos o limite acima a esquerda, ao longo da curva parametrizada vy : R — R?,
dada por

v(t) = (t,t), para cada teR. (10.95)
Com isto, obteremos:
. (rem)
lim f t = "limfy,(t,t
t1—1>1(1) yxh’( )] t1—1>1(1) yx( yt)
2
w0 (t4+9t2t2) (t2+t2> —4t (tt4+3t3t2) <t2+t2)
= lim 7}
t—0 (tz 4 t2>
Exegicio 1
2

e observamos que este é distinto de
0= fyx(o ) O) )
independentemente da existéncia do limite em ([=4).
Logo a fungdo fyx nao é uma fungéo continua em (x,y) = (0,0), mostrando que a fungéo f nao
é de classe C? em RZ.

O

Observagao 10.2.5 No Ezemplo (23) acima, vimos que a derwada parcial de 2.a ordem fyx
nao € uma fun¢do continua no ponto (0,0) e que

fxy(oao) =1 7é
0 = £, (0,0).
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Capitulo 11

Diferenciabilidade de Funcoes a Valores
Reais, de Varias Variaveis Reais

11.1 Motivacao

Vimos na disciplina de Cadlculo I que para funcles a valores reais, de uma varidvel real, diferen-
ciabilidade de uma fungdo implicard na continuidade da mesma, ou seja, para que uma fungéo seja
diferencidvel em um ponto é necessario (mas ndo suficiente), em primeiro lugar, que ela seja continua
naquele ponto.

O conceito de derivadas parciais introduzido no capitulo precedente, nao apresenta esta proprie-
dade, ou seja, é possivel que uma fungdo a valores reais, de varias varidveis reais, tenha todas as
derivadas parciais em um ponto, mas nao seja continua nesse ponto.

O exemplo a seguir ilustra este fato.

Exercicio 11.1.1 Seja f:R? = R a fun¢do dada por

X
—_-— ara (x,y) # (0,0)
fxy) =4 Xyt T v # 10, (11.1)
O) bara (X)U)Z(O)O)
Entdo a func¢do f nao € continua em (0,0).
Além disso, a fungdo f tem derivadas parciais de primeira ordem em (0,0).
Resolugao:
De fato, a fungdo f nao é continua em (0,0), pois o limite ( l)irr%O o f(x,y) ndo existe, jd que o
- x?y - )
limite, quando t — 0, sobre a curva parametrizada v; : R — R?, dada por
vi(t) =(t,0), paracada teR, (11.2)
nos fornecera:
lim fly: (t)] "= lim fl(t, 0)]
t—0 t—0
t#£0 e (L) ., t0
= Imsg
t=0t° 40
=0.
Por outro lado, se considerarmos a curva parametrizada v, : R — R?, dada por
v2(t) = (t,t), para cada teR, (11.3)

383
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teremos:

lim fly2(t)] "= lim f((t, t)]
t—0 t—0
t#£0 e (CI) .. tt
= lim > 5
-0 t2 4t

Logo, do Teorema (ECIT), segue que ( l)in%o o f(x,y) ndo existe, logo a fungdo f nao é continua
x?y - )
em (0,0).

No entanto, as derivadas parciais de 1.a ordem associadas a fungdo f existem em (0,0) e, além
disso,

x(0,0) = fy(0,0) =0.
De fato, pois se considerarmos as funcdes g,h: R — R dadas por

x#0e () x0

f(x,0 = —— =0 ara x #= 0
g(x) = (0 x? + 0% > P 7 =0, paracada x€R,
£(0,0) =0, para x =0
#0e(m Oy
f0,y) 7 = =0 ara 0
h(y) = Y 0% +y? P v? =0, paracada y€eR,
£(0,0) =0, se y=0

segue que as fungdes g e h serdo diferencidveis em x = 0 e y = 0 (visto no Célculo 1), respectivamente
(sdo constante e iguais a zero) e assim segue que existem as derivadas parciais de primeira ordem
associadas a funcdo f em (0,0) e, além disso, teremos:

9/(0) :0)
£,(0,0) =h'(0) =0.

Portanto a fungdo f tem as derivadas parciais de primeira ordem no ponto (0,0), mas nao é
diferencidvel nesse ponto.

g

Observagao 11.1.1

1. Logo, na definigdo de diferencibilidade que daremos mais adiante (veja Definigdo (II=21)),
nago serd suficiente considerarmos somente a eristéncia das deriwadas parciais da fung¢@o
em questdo, no ponto estudado.

2. Procuraremos um conceito de diferenciabilidade para fungdes a wvalores reais, de vdrias
varidvers reais, que implique, em particular, que a representacdo geométrica do grdfico

da fungdo ndo possua ”bicos” e, em particular, que ndo possua ”saltos” (ou seja, que a
fungdo seja continua messe ponto).

3. Vimos, na disciplina de Cdlculo 1, que uma fun¢do a valores reais, de uma varidvel real,
wintervalo aberto

f:l - R — R, € diferencidvel em x, € I, se, e somente se,

. f(xo +h) —f(xo)
lim
h—0

(11.4)
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eristir.

Aquela definigao no entanto, nao se adapta, imediatamente, para fungbes a valores reais,
de vdrias varidveis reais, jd que, neste ultimo caso, o acréscimo h serd um vetor do R™
e o quociente acima (denominado, razdo incremental) ndo fard sentido no udltimo caso
(dividir um nudmero real por um vetor h do R™ ?).

4. Uma outra maneira de interpretar ([IF) é verificarmos que para uma fun¢do a valores
reais, de uma varidvel real, temos que a fungdo f € diferencidvel em x, se, e somente se,
eziste a € R (que é denotado por f'(x,)) tal que

f(xo +h) —f(xo)

fimy h =%
) . f(xo+h)—f(x,) —ah
ou seja, lim =0,
h—0 h
) 3 . f(xg+h)—f(xs) —aeh
1sto €, lim =0.
h—0 |h|

Observemos agora que, a Ultima i1dentidade & direita faz sentido se h pertence a R", pois
, e este ultimo serd um nidmero real.

poderemos trocar |[h|, por Hﬁ

11.2 Definicao de Diferencibilidade

Deste modo, agora estamos em condigbes de introduzir a nogdo diferenciabilidade para fungées
a valores reais, de vdrias varidveis reais.

Definigao 11.2.1 Sejam A um subconjunto, ndo vazio, aberto de R, f: A C R" - R uma

fungdo e Xo = (Xo1,X20," " yXon) € A.
Diremos que a fung¢do f € diferenciavel em (xq1,X20, " ,Xon), S€ existir
(a1 y 257" )an) ER“,
tal que
lim f‘(Xo1 +hy y " )Xon“‘hn)_f(Xo] y "o )xon)_ ((11 y " )an) .(h1 y " )hn) -0
(h] »"'vhﬂ.)_}(ov"' »O) H (h] y ' »hn)H ’
(11.5)

onde e denota o produto interno usual de R".

Diremos que a funcgdo f € diferenciavel em B C A, se a fungdo f for diferencidvel em cada
ponto do conjunto B.

Diremos, por simplicidade, que a fungao f diferenciavel, se a funcdo f é diferencidvel em

cada o ponto do seu dominio, a saber, o conjunto A.
Observagao 11.2.1
1. Se definirmos
d=(ar,az, +,an)y, Xo={(Xo1,%02,"""y,Xon) € h=(h1,hy- hy),

entdo a expressdo (IH) serd equivalente a:

=y}

f(£0+ﬁ)—f(>zo)—a.
lim

R0 K|

=0. (11.6)



386 CAPITULO 11. DIFERENCIABILIDADE

2. Para n =2, podemos reescrever a Definigdo (II—21) acima, do sequinte modo: a fungdo
f: A CR? = R € diferencidvel em X, = (X0 ,Yo) € A, onde A é um subconjunto aberto, ndo
va210, em Kz, se, e somente se, podemos encontrar um vetor

d=(a,b) € R?,
f h k)—f — b h,k
de modo que m (%o +h,yo + k) — f(x0,Y0) — (a,b) e (h, ):0,
(h k) =(0,0) (R, k)]
. . f(xo + h,yo + k) — f(xX0,Yo) —ah—bk
ou seja, lim =0. 11.7
I (h,k)—(0,0) (R, k)| (17)

Definindo-se o numerador da expressGo (II-4) actma por
E(h,k) = f(xo+h,yo + k) — f(xo0,yo) —ah—bk, para (h,k)€Bs((0,0)), (11.8)
podemos reescrever a identidade (I4) como:

E(h,k)
im ——— =90. 11.9
(h,k)—(0,0) || (h, k)] (119)

O préximo resultado, nos mostra que a diferenciabilidade de uma fungdo em um ponto implicard
na continuidade da mesma nesse ponto, a saber:

Teorema 11.2.1 Na situagdo da Definigdo ([T—Z1), se a fungdo f € diferencidvel mo ponto
Xo = (Xo1,%02," " yXon) € A, entdo a fungdo f serd uma funcdo continua no ponto

Xo = (Xo1yX02," "+ yXon) -

Demonstragao:

De fato, consideremos

—

hi(h1)h2)"' )hn)>
E(ﬁ)zE(m,hz,---,hn)

= f(Xo1 + h1,%X02 +h2y - ;Xon + ) — f(Xo1, -+, Xon)
_(a1)a23"')an).(h1)h2)"')h'n)- (1110)
Com a notagdo acima, a fungdo f serd diferencidvel em X, = (Xo1,%02," " ,Xon) € A se, € somente
se,
E(hi,hy,---,h
lim (hiyha, o) (11.11)
(h1 7h2)"'7hﬂ)_)(ov0)"'70] ||(h1 3h2 y T )hﬂ.)H
Logo, de ([T10), segue que
f‘(X01 +hy,--- )Xon+hn) :f(xol y o )Xon)+(a1 y ot )an).(h1 y )hn)+E(h1 y ' )hn)- (11-12)
Observemos que
lim (a1)a2>'”)an).(h1>h2)"‘)hn)20) (11-13)

(hy sha e »hn)ﬁ(oaoy“' ,0)

pois, como vimos anteriormente, a fungio o produto interno é uma fungio continua no seu dominio.
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Portanto passando o limite na expressdo (IT13), quando

(hl)hZ)"' )hn)H (030)"' )O))

obteremos:
. i~ ] .
lim f(xol + h] yXo2 t+ hZ “yXon hn) ( = ) lim {f(X(,] yX02y " aXon)
(h] )hZ »"'»hﬂ)_ﬂo )07"'v0) (h] »hZV"')hTI)_}(O »O)"')O)
+ (Cl] y A2y )an) .(hl ahZ)"' )hn) +E(h1 )h2>"' ahn)}
= f‘(7(01 yXo2y " )xon) +0+ (hy 1 )_”’}1:11)11%(0’0“”’0) E(h1 )hZ y "o )hn)
. E(h1)h2>"')hn)
= f + 1 hi.hh.--- . h
(Xo1y%02 y Xon) h ,h2,~--,h}11§1—>(0,0,~--,0){H(h],hz,"' )hn)HH( 1,N2, y n)”
(=)

= f(Xo1 yXo02y" " axon))

mostrando que a fungdo f é continua em X, = (Xo1,%02," " yXon) € A, como queriamos demonstrar.

O
Observagao 11.2.2 O resultado a sequir garante que se a funcdo f é diferencidvel em
Xo = (Xo1,%X02," " yXon)
entdo a fungdo f terd todas as derivadas parciais de primeira ordem no ponto (X1 ,Xo2,"** »Xon)
e, além disso, podemos encontrd-las utilizando o limite (I3).
Proposigao 11.2.1 Sejam A subconjunto aberto, ndo vazio, de R™ e Xo = (Xo1,X02,"* ,Xon) € A.

Suponhamos que a fungdo f: A — R ¢é diferencidvel em Xo = (Xo1,X02yy" " yXon)-
Entdo a fungdo f terd todas as derivadas parciais de primeira ordem no ponto (Xo1,Xo2,** »Xon)
e, além disso,, teremos

of
ai(xm yX02y " »Xon) = ar,
X1
of
TXZ(XM yXo02y " )Xon) = az,
:)
of
I (Xol)Xo2y oy Xon) = @n, (11.14)
n
onde o vetor
ad=(ar,az,--,an) € R", (11.15)

é dado pela Definigdo (ICTZ).

Demonstragao:

Observemos que se o limite ([T3) existe, segue que o mesmo existird sobre, por exemplo, a curva
parametrizada vy : I — R™ dada por

—

V1(t)£(t>0)"')o)
=t-€, paracada tel, (11.16)

onde, 0 € I e I é uma intervalo aberto de R.
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Notemos que, na parametrizagdo (ITIH) acima, consideremos

em ([T3), e assim, a representagdo geométrica do trago da curva parametrizada y; : I — R™ estd
contido no eixo Oxq, isto é, no hiper-plano:

X =X3=---=%, =0.
Assim, de ([TH), obteremos:
(ngm)(xol+t X025 yXom ) (Em)(xol X025 yXon) (EE:E)(al ,02 4+ 4An ) (EEE)(t»OV"' ,0)
=~ ~
0@ I Xotynilt)  T—A Xo ) — a e wi(t)
=0 I x|
——
(Em)(tyov"'vo)
— lim f(xo1 + 1ty %02, yXon) — (X013 X02, s Xon) — at
— lim f(Xo1 +t,%02,++ yXon) — f(Xo1 X025 "+ yXon) —ar t
t—0 |t|
— lim f(Xo1 + %025+ yXon) — f(Xo1y %02, + yXon) —ar t
t—0+ t
— lim f(Xo1 +t, %02y yXon) — F(Xo1, %02, "+ y Xon) o t
t—0+ t t
— lm f(Xo1 + 1ty %02, yXon) — (X013 X025+ * y Xon) —lim at
t—0+ t t50 t
—
t£0
= q
. . T(xo1 +1ty%X02,+ yXon) — F(Xo1 yX02y -+ 4 X
ou seja, lim (Xo1 y *o2 ) on) ( ol *o2 ) on) —q. (11.17)
t—0 t
. . . . . of
Mas, o lado esquerdo da identidade (ITT7) acima, nos diz que existe a—X](xO] s X205 yXon) €,
além disso, de (I117), teremos
of
aixl(xo] yX02y """ yXon) = a7 .

Portanto a fungdo f possui derivada parcial de primeira ordem em relagdo a x;, no ponto X, =

(Xo1 X025 yXon) €, além disso,
of
(X01 yX02y " )Xon) =ar.
0Xq

A existéncia das outras derivadas parciais de primeira ordem da fun¢do f no ponto

Xo = (Xo1yX02,"** yXon)

podem ser obtidas de forma completamente andloga a esta que apresentamos acima.
Para tanto basta, para cada k € {1,2,--- ,n}, considerar o limite (ITH) sobre a curva parametri-
zada (cujo trago estd contido em uma reta do R"), que indicaremos por yy : I — R", dada por

Yn(t)i(o)o)"') \tf, )"')O)

k-ésima posigédo

=t-€, paracada tel, (11.18)
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onde, 0 € I e I é intervalo aberto R.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.
Deste modo, completamos a demonstracdo do resultado.

A seguir exibiremos algumas propriedades gerais de diferenciabilidade, mais precisamente:

Proposicao 11.2.2 Sejam A um subconjunto aberto, ndo vazio, de R", f,g: A — R fungdes
diferencidveis em X, € A e x € R.
Entdo as fungdes (f+g), (f —g), («f) serdo fungdes diferencidvers no ponto X,.

- ~ i L . S
Se g(Xo) #0, entdo a fungdo (9) serd uma fungdo diferencidvel no ponto Xo.

Demonstragao:
As demonstragdes serdo deixadas como exercicio para o leitor.

O
Agora vamos introduszir a:

Definicdo 11.2.2 Sejam A um subconjunto aberto, ndo vazio, de R’ e f: A — R uma fun¢do é
diferencidvel em X, = (X0,Yo) € A.
A expressao

fx(xovyo)(X_xo)“‘fy(xo»yo)(y_yo)» para cada (x,y) €A,

daremos o nome de diferencial da fungao f no ponto X, = (x,,Y,), relativamente aos acrés-

cimos Ax =x —Xx, € Ay =y — Y, e serd indicada por df(x,,Yo), tsto €,

df(xo,Yo) = fx(Xo,Yo) Ax + fy(Xo,Yo) Ay. (11.19)

Observagao 11.2.3

1. Definindo-se
Af =1 (xo + Ax, Yo + AY) — (X0, Yo) , (11.20)

a condigdo ([I-A) para a diferenciabilidade da fungdo f no ponto X, = (X0,Yo) pode ser
reescrita da sequinte forma: a func¢do

f € diferencidvel em (Xo,Yo)
Af — df(xo,Yo)

se, e somente se, (Ax,All_ijri’(O’o) (Ax,Ay)| 0. (11.21)
2. Notemos que
Af = df(xo,Yo) + axm,
onde  m = 2f=dfxo,bo) a = |[(Ax, Ay)]|. (11.22)

| (Ax, Ay)||

Se f(x,y) = f(xo + Ax,yo + Ay),
entdo teremos: f(x,y) = f(x0,Yo) + df(x0,Yo) + &m. (11.23)
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Logo, se o numero real positivo « for ”pequeno”(isto é, se os niumeros reais positivos,

Ax e Ay estdo "prozimos” de zero) teremos que o wvalor df(x,,Yo) estard "prérimo” do
) I

valor Af, ou ainda, o numero real f(xo,Yo) + df(Xo,Yo) estard "prérimo” do mumero real

f(xo + Ax,yo + Ay), ou seja,

f(xXo + Ax, Yo + AyY) ~ (X0 ,Yo) + df(x0,Yo) se  [[(Ax,Ay)|| ~0. (11.24)

Deste modo, podemos utilizar a diferencial de uma fun¢do em um ponto, para obter valores
prézimos de um valor conhecido da fungdo (no caso f(xo,Yo)), como foi feito na disiciplina
de Cdlculo 1, para o caso de fungbes a valores reais, de uma varidvel real, utilizando-se
diferenciais.

3. Podemos definir, de modo semelhante, a diferencial para fun¢des a valores reais, de trés,
quatro ou, em geral, n varidveis reais.
A formulagao destes casos serd deizada como exercicio para o leitor.

Na verdade a diferencial de uma fungdo é uma transformacdo linear que, de uma certa
forma, é a melhor aproxzimacdo linear da func¢do dada, perto do ponto considerado.

A nogao de transformagao linear serd estudada na disiciplina de Algebra Linear.

Para finalizar temos o:

Exercicio 11.2.1 Consideremos uma caiza que tem a forma de um cilindro circular reto, cujo
raio da base € 3m e sua altura, relativa a base circular, é de 8 m, com um possivel erro na
afericdo das medidas de 0,05 m.

Use diferenciais para estimar o volume do sélido em questdo, devido ao erro cometido acima.

Resolugao:
Lembremos que o volume, que denotaremos por V, de um cilindro circular reto é

V=mnr’h, (11.25)

onde 1 é o raio da base do cilindro (que é um circulo) e h sua altura, relativa a base circular.
Como a fungdo V = V(r,h) é diferencidvel em R?, temos que

dV(ro,ho) ( = ) av(rO)ho)AT+ aV(TO»ho)Ah
or oh
(

=) ) trhAr + i Ah. (11.26)
Tomando-se, na expressdo acima,
To=3, ho=8 e Ar=Ah==0,05,
obteremos

dV(T‘O )ho) = dV(3 ) 8)

=) (487 1+ 970) (+0,05)
— 577 (+0,05). (11.27)
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Assim

V(3 +£0,05, 8 £ 0,05) ~V(3,8) +dV(3,38)

(=) £ () 25 4+ 57 7 (+0, 05)

=(72 £ 2,85)m.
Logo, o volume do sélido obtido, devido aos erros cometidos, serd de :

(72 £ 2,85)mm?>.

11.3 Critério Para o Estudo da Diferenciabilidade

A seguir estudaremos alguns exemplos do ponto de vista da diferenciabilidade.

Antes porém daremos um resultado que podera ser muito util no estudo da diferenciabilidade de
funcdes a valores reais, de varias varidveis reais.

No que segue, vamos nos restringir ao caso n = 2.

A generalizagdo para n > 3, € simples e sua elaboragdo serd deixada como exercicio para o leitor.

Comecaremos por sintetizar o que devemos verificar para concluir que uma funcéo a valores reais,
de duas varidveis reais, seja diferencidvel em um ponto dado do seu dominio, a saber:

Corolario 11.3.1 Sejam f: A C R? = R uma fungdo definida em um subconjunto A aberto, ndo
vazio, de R? e X, = (X0 ,Yo) € A.
Entdo a fungdo f € diferencidvel em X, = (X0 ,Yo) Se, e somente se:

1. a fungdo f tem derivadas parciais de primeira ordem em Xo = (Xo,Yo) ;

2.
(h}k]an(O’O) m =0, (11.28)
onde
E(h,k) = f(xo + h,Yo + k) — f(x0,Yo) — fx(Xo,Yo) h — fy (%o, Yo) k, (11.29)
para (h,k) € R?, de modo que (xo +h,yo, + k) € Bs ((x0,Y0)) C A, sendo &> 0.
Demonstragao:

A demonstragdo desse resultado é uma conseqiiéncia imediata da Defini¢do (IT—21), de diferenciabi-
lidade.
O

Observagao 11.3.1 Como consequéncia do Teorema ([I=21), da Proposi¢do (II21) e do Co-
roldrio ([I=30) acima, temos que:

1. Se a func¢do f nao é uma fun¢do continua mo ponto X, = (Xo,Yo), entdo a fungdo f nao
serd diferencidvel no ponto Xo = (Xo,Yo)-

2. Se a fungdo f € continua no ponto X, = (X0,Yo) €, uma das suas derivadas parciais de
primeira ordem, nao existir no ponto X, = (X0 ,Yo), entdo a fungdo f nao serd diferencidvel
no ponto X, = (X0 ,Yo)-
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3. Se a funcgdo f é continua no ponto X, = (X0 ,Yo) €, ambas as derivadas parciais de primeira
ordem, existirem no ponto X, = (Xo,Yo), mas o limite

. E(hK
(hk)—(0.0) [|(h, K]
nao existe, ou nao for igual a zero, entdo a fungdo f nao serd diferencidvel no ponto

Xo = (Xo >Uo)-

4. Vale os respectivos andlogos das observagdes acima para fungdes a valores reais, de n
varidveis reais, com n > 3.
Podemos agora tratar do:
Exemplo 11.3.1 Mostre que a func¢do f:R? — R, dada por
f(x,y) = xzy, para cada (x,y) € R? (11.30)
é uma fungdo diferencidvel em RZ.

Resolugao:

Primeiramente notamos que a fungdo f é continua em todo ponto de R’ (pois é uma fungéo
polinomial, nas varidveis x e y).

Em seguida, notamos que as derivadas parciais da fungdo f, relativamente a x e a y, existem em
cada ponto de R? e que no ponto (X, ,Y,) € R?, valem

fx(X0,Yo) = 2%0 Yo (11.31)
e fy (X0, Yo) =X, (11.32)
Em seguida, verificaremos que
im EWK
(1500 (R, K
Para isto observemos que
E(h, k) =7 £ + Yo +K) — flxa,Yo) — fulxo, o) b — fy X0, o) K
CI=m) e (=0
( A ) (xo+h)2(yo—|—k)—xozyo—Zxoyoh—xozk
Bxercicio p2.41o + 2% hk + h? k. (11.33)
Logo
o < [ENK)
[[(h, k)|

hﬁb+z%hk+ﬁk’

Vo

(=)

[h? yo+2x0 hk+h? k|§<|hzyo|+\2xo hklHR2K] 2 Yol 2 x| [0 K| h2 K|
< + +
V242 VRI+IE VR K
h K h
< ol Il — 4 2 Th— 4 o —

Vh? + ¥ Vh? + K2 Vh? + K2

)
og{|:| B \/*/::2 <Vh? + %2
| |_ /h2+k2 /h2+k2

Vh? + k?

T + 2ol N T —— + [k - ——
2 2 2 2 2 2
vVhe+k vVhe+k vVhe+k

< Yol IR
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= [Yol Inf + 2 xo| M + M| [k]. (11.34)

Notemos que

. Exercicio
1 hl+2 h|+ |h||k =""0. 11.35
o m (Yol IRl + 2 %ol IR + [h][K[] ( )

Logo, de (I[I=33), (IT==H) e do Teorema do sanduiche (ou seja, do item M. do Teorema (EIT)),
conluimos que

im [E(h, k)| _ 0
(k=00 [[(h,K)
E(h,k
que é equivalente a: li (k) _ 0. (11.36)

m _ T =
(h,k)=(0,0) [[(h, k)|

Portanto, de (IT==8) e da Definigdo (I[1T—21) (para o caso n = 2), segue que a fungéo f é diferencidvel
em X, = (Xo,Yo) € R?, completando a resolugio.

O
Deixaremos para o leitor a resolucdo do seguinte exercicio:
Exercicio 11.3.1
1. Dado C € R, mostre que a fungdo f:R?> — R, dada por
f(x,y)=C, para cada (x,y) € R? (11.37)
é diferencidvel em R? e, além disso,
fx(x,y) = fylx,y) =0, (11.38)
para cada (x,y) € R%.
2. Mostre que a fungdo f:R?> — R, dada por
f(x,y) =x, para cada (x,y) € R? (11.39)
é diferencidvel em R? e, além disso,
fr(x,y) =1 e fy(x,y) =0, (11.40)
para cada (x,y) € R?.
3. Mostre que a fungdo f:R* — R, dada por
f(x,y) =y, para cada (x,y) € R? (11.41)
é diferencidvel em R? e, além disso,
fr(x,y) =0 e fylx,y) =1, (11.42)

para cada (x,y) € R2.



394 CAPITULO 11. DIFERENCIABILIDADE

4. Mostre que, para cada i €{1,2,---,n}, a funcdo m; : R™ — R, dada por
i (X) = xi, (11.43)

onde
X = (X],Xz,"' y Xiy o )Xn) eR"

e diferencidvel em R"™ e, além disso,

. 1 s
0T (72’):{ , para j=1 (11.44)

0X; 0, para j;éi)
para cada X E R™ eje{1,2,--- ,nh

Como conseqiiéncia dos itens ., B. e B. do Exercicio (IT31) e da Proposigdo (I1T=22), podemos
demonstrar o:

Corolario 11.3.2 Toda fungao polinomial, de n varidvess, € diferencidvel em R" e toda fung¢do
racional, de n varidvess, € diferencidvel no seu dominio.

Demonstragao:
A demonstracgio serd deixada como exercicio para o leitor.

g

Observagao 11.3.2 Chamamos a ateng¢do para o fato que a verificagdo se uma fungdo € dife-
rencidvel em um ponto nao é, em geral, tarefa fdcil, mesmo nos casos mais elementares (como,
por exzemplo, nos Exemplos acima).

Isto nos faz pensar que deveriamos procurar uma forma mais simples de tentar verificar a
diferenciabilidade de fungdes a valores reais, de vdrias varidvers reais.

Para ilustrar consideremos o:

Exemplo 11.3.2 Mostre que a func¢do f:R? — R, dada por

2xy?
f(X,y) = X2+y4, para, (%U)?é(())o) (1145)

0) bara (Xay):(())O)

nao € diferencidvel no ponto (0,0).

Resolugao:
Observemos que a funcdo f ndo é continua no ponto (0,0), pois o limite

lim f(x,y) 11.46
epm00) Y (11.46)
néo existe.
De fato, para mostrar isto, calculemos o limite acima, sobre a curva parametrizada y; : R — R?,
dada por
vi(t) =(t,0), paracada t e R. (11.47)
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Neste caso teremos:

(==2)

lim fly;(t)] * = lim f[(t,0)]
t—0 t—0

tA0e (orm) 2t 02
-0 t2 4+ 0

=0.
Calculemos agora, o limite (ITZd) acima, sobre a curva parametrizada vy, : R — R?, dada por
va2(t) = <t2,t) , para cada teR. (11.48)

Neste caso teremos:

fim (0] =t [ ()]

e (orm) 2 t2 ¢
=0 <t2>2 1 t4
—1,

mostrando que ndo existe o limite

lim f(x,y).
0 Y

Portanto a fungdo f nao é continua no ponto (0,0) e, como conseqiiéncia do Teorema (IT2T),
ndo serd uma funcgéo diferencidvel no ponto (0,0), como pedido.

O
Consideremos agora o:
Exemplo 11.3.3 Mostre que a fun¢do f:R? — R, dada por
3
fx,y) =< x*+y?’ para (x,y) #(0,0) (11.49)

O) bara (X>y):(0)0)

nao € diferencidvel no ponto (0,0), embora seja uma fun¢do continua no ponto (0,0) e tenha
todas as derivadas parciais de primeira ordem mno ponto (0,0).

Verifique que as derivadas parciais de primeira ordem da fungdo f, em relagdo a x e a y,
nao sdo fungées continuas no ponto (0,0).

Resolucgao:
Observemos que a fungio f é continua no ponto (0,0), pois:

2
lim f(x,y) (ew)#0.9) e ( ) lim X 72)( 5
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0) X" +y

infinitésimo x limitada (ver (CIT=1))

0

=D ¢0,0), (11.50)
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pois,

lim x=0
(x,y)—(0,0)
N R T i
=1, (11.51)

para (x,y) # (0,0).

Existem as derivadas parciais da fungdo f no ponto (0,0), pois:

() com Xo =yo=0

. f(0+h,0)—f(0,0)
lim
h—0 h
= lim
h—0 h

x(0,0)

h3
h0 e (E0Em) . W42
h—0 h

' (11.52)

(I3) com xo=yo=0 .. T(0,0+k)—f(0,0)
= lim

k—0 k
. T(0,k)—f(0,0)
= lim
k—0 k

fy(0,0)

03
oF+ K 0
lim ———
k—0 k

k0 e (CTZ9)

.0
:11m—3
k—0 k

200, (11.53)

Portanto, de (IT=0), ([IT23) e (I=3), a fungdo f é continua no ponto (0,0) e tem derivadas

parciais de primeira ordem no ponto (0,0).

Vamos agora analisar a diferenciabilidade da fungdo f no ponto (0,0).

Para isso devemos analisar se o limite

m £k
(h,k)—(0,0) || (h, K) ]

existe e d4 igual a zero.
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Para isto observemos que, para (h,k) # (0,0), teremos
=, = =
— — ——
E(h,k) (T=9) f0+h,0+k)—f(0,0)—T1 (0,00 h— fy(0,0) k
[[(h, Kl [[(h, K|
(h,k);é((),i) e (C=z@) 3
o h2 412
—
B f(h,k) —1-h—0-%k
[(h, k)
——
vl
h3
2 ;—h
_h"+k
Vh? 4 Kk?
Exegicio _kz h . (1154)
(\/ h? 4+ k? )
Notemos que, sobre a curva parametrizada y; : R — R?, dada por
vi(t) = (t,t), paracada teR, (11.55)

o limite acima nio existe em R, pois

Eyi (t)] (oz=m) . E(E, 1)

1m 1m
=0 [ly1(t)]] =0 [|(t, )]
140 e (CTE3) ., —t%t
= lim———
B (T e)
3
=—lm————
t—0 23 (\/?)
.t
= -3 ].lm 73
23 t—0 |t|
1 .. tt

=——Ilim——
23 50 [t [t]
0 .
= —— lim —,
22 t—0 |t|

que ndo existe em R.
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De fato, como

. t t>0, logo t|=t . t
lim — = lim
t—0+ |t t—0+ t

0 |

=) i ©
o= m s

3
Logo, de ([T=8) e ([IT=1), segue que ndo existe o limite lin(:g e
t—

Portanto, deste fato e (IT=4), teremos que ndo existird o limite lim
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(11.56)

(11.57)

Ely:(t)]

=0 [yt

Portanto, o limite

im  ELK)
(h,k)—(0,0) [[(h, K) ||

nio existira.

Portanto, da Definigdo (IT—=2), a fungdo f nédo é diferencidvel no ponto (0,0).
Observemos que as fungdes fy, fy : R? — R nao sio continuas no ponto (0,0).

De fato, das regras de derivagdo bdsicas, de (IT22) e (IT=3), segue que:

3x2 2x4
2 2 5, para (X,y)#(0,0)
fe(x,y) =< X FY <x2~|—y2) (11.58)
1) para (Xay):(())())
e
2yx>
— 9% para (x,y) #(0,0)
fylx,y) = <x2+yz> (11.59)
Oa para (X)y) :(O)O)

Deixaremos a verificagdo destes fatos como exercicio para o leitor.
Estudemos os limites

lim fy(x,y) e lim fy(x,y).
(o0 X0 Y oo, VY

Notemos que, sobre a curva parametrizada ; : R — R?, dada por

Bi(t) =(0,t), paracada t € R,

(11.60)
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temos que:
. .
lim (81 (t)] "= Lim £,((0, t)]
t—0 t—0
t0 e (CT53) 3.0% 2.04
= lim

10 | 0% +t2 B (OZ +t2)2
=0 (11.61)
e

tim £y [81(6)] =7 lim £,[(0, 1)

t—0 t—0
t£0 e (CT) 2t-0°
= = lim——

S 0 e)
=0. (11.62)

Porém, sobre a curva parametrizada 8, : R — R?, dada por

Ba2(t) = (t,t), paracada teR, (11.63)
temos que:
lim fy[B2(t)] " =7 lim fy[(t,t)]
t—0
e ([IT= tz 2t4
Foe L )lim 3

=1, (11.64)
e
(=) ,.
113(1)1‘14[[52&)] = 11_I>1(1)fy[(t)t)]
] 3
0 e (I )lim— 2tt

2t
= lim -
t—0 4t
1
T2 11.65
2 (11.65)
e portanto, de (ITED), ([T53) e ([TE3), ([TET), respectivamente, segue que ndo existem os limites
lim f,(x e Iim  fy(x
(X»U)—%O,O) X( ’y) (X,U)—>(0,O) y( ’y))

mostrando, pela Definicdo (ECZT), que as fungdes fy e fy néo sdo continuas no ponto (0,0).

O
O resultado a seguir nos dd uma condigdo suficiente para que uma fungio a valores reais, de duas
varidveis, f seja uma funcdo diferencidvel em um ponto (xo,Yo).
A importancia deste resultado se deve a facilidade na verificagdo de suas hipdteses.
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Teorema 11.3.1 Sejam A um conjunto aberto, ndo wvazio de R?, f : A — R uma fungdo e
Xo = (X0, Yo) € A.

Suponhamos que a fungdo f seja continua no ponto X, = (Xo,Yo) € suas derivadas parciais
de primeira ordem, em relagdo a x e Yy, ezistem mo conjunto A e sGo continuas mo ponto
Xo = (X0, Yo).

Entdo a fungdo f serd diferencidvel no ponto X, = (Xo,Yo).

Demonstragao:
Como o conjunto A é um subconjunto aberto de RleX, = (x0,Yo) € A, podemos escolher nimeros
reais positivos h, e ko, suficientemente pequenos, de forma que o retdngulo

Qi{(x,y)eRz; Xo <x<%xo+h, Yyo <y Syo—i—k}
:[XO)XO+h] X [HO)yo—i_k])

esteja contido no conjunto A, para cada (h, k), de modo que

Ihl<h, e [kl<ko.

Consideraremos o caso que
0<h<h, e 0<k<ko,

cuja figura abaixo ilustra a situagdo.
Os outros casos podem ser tratados de modo semelhante e serdo deixados como exercicio para o
leitor.

Notemos que

f(xo + Ny Yo + k) — (X0 ,Yo) = f(Xo + Ny Yo + k) —f(X0 , Yo + k) + (X0 , Yo + k) —f(X0 ,Yo) . (11.66)
=0

Definamos as fungdes G : [xo,%o + h] — R, dada por
G(x) =f(x,yo + k), paracada X € [Xo,%X0 + N, (11.67)
e H:[yo,yo + kl — R, dada por
H(y) = f(x0,y), paracada Y € [Yo,Yo + k. (11.68)
Assim, utilizando-se ([T51) e (ITE3), segue que ([THEH) tornar-se-a

f(xo + hyyo + k) — (X0 ,Yo) = G(Xo + ) — G(X0) + H(yo + k) — H(yo) - (11.69)
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Como as fungdes G e H sdo continuas [x,,%, + hl, [yo,Yo + k], respectivamente (pois a fungéo
f é continua em X, = (x0,Yo)) € diferencidveis em (x,,%o +h), (Yo,Yo + k), respectivamente (pois
a fungdo f tem derivadas parciais de primeira ordem no ponto X, = (X0,Y,)) segue, do Teorema do
valor médio (vista na disciplina de Célculo 1), que existem

X € (Xo,Xo+h) e T€(Yo,Yo+k), (11.70)
de modo que,
G(xo+h)—G(x) =G’ (X) h (11.71)
H(yo, + k) — H(yo) :H,(g) k. (11.72)
Mas
- . G(xX+h)—G(x)
() —
G'(x) = lim h
(q@Hmfﬁ+hmo+M—ﬂiyo+M

a h—0 h

(3A), com xééi,yoéyoJrk fxb_(,yo +K). (1173)

De modo andlogo, podemos mostrar que
H/(g) :fy(xo>g)' (11'74)

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Assim, de ([THE3), (T—2D) e (IT—72), segue que

F(xXo + 1Yo + k) — (X0, Yo) =) G(xo +h) — G(xo) + H(yo + h) — H(ys)
253 Grz)n+ H(g) &
[13) e (TZA@ _ _
(= ) £ (R, 40 + K) o+ fy (%0, ) K. (11.75)

Logo, se (h,k) # (0,0), é tal que (x, + h,yo + k) € Q, segue que
E(h,k) () f(xo +hyyo + k) — (%0 ,Yo) — fx(Xo,Yo) h — fy(xo yYo) k
[[(h, %] (R, k)|

(EEB) [fx(X,Yo + k) — fx(X0,Yo)l h 4 [fy(xo»g) _fy(xoyyo)] k
(R, k)| [(h, K|

Observemos que se (h,k) — (0,0), de (II=20), deveremos ter

(11.76)

(%,9) — (xX0,Yo) € Yotk —Yo-

Logo, da continuidade das derivadas parciais fx e fy no ponto Xo = (X0,Yo) (veja a Definigdo
(X)), segue que

lim  fy(X,yo + k)= lim o (%
(h,k)—(0,0) (X, Yo ) (%.0) 5 ) (X, Yo)
fo(Xo,yo)
€
lim f. (x,. 1) = lim £ (xn T
el 0 W0 BN = g B fuleo D)

f‘y(xo yYo)
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Logo, teremos

li £, (% k) — f )] =0
“hkgﬂop)[ (X,Yo + k) (X0, Yo)]

(h,kl)iin(o o [fy (X0, ) — fy(xo,Yo)l = 0. (11.77)

Por fim, notemos que

ho |

‘\|(h>k)"_\/h2+kz
h=VRZ<VRTRRE \/RZ 1 K2
Vh? + k2

=1 (11.78)

INAI

e, de modo semelhante, teremos: (11.79)

’k ‘<1
Tl =

A verificacdo desta tltima desigualdades serd deixada como exercicio para o leitor.
Portanto passando o limite, quando

(h,k) — (0,0),

em ([IT7H), segue de ([I71), (T73) e (IT—A) que (utilizando-se que infinitésimo vezes limitada no
ponto também serd um infinitésimo no ponto, ou seja, do item B. da Proposigdo (ECTT)):

k500 ||[(hK)|

que, pela Definigdo (I[IT=20), a fungdo f é diferencidvel no ponto X, = (Xo,Yo), como queriamos

demonstrar.
O

Observagao 11.3.3 Vale o resultado andlogo para funcdes a valores reais, de n varidveis reais.
O enunciado e a demonstracdo do mesmo serdo deizados como exercicio para o leitor.

Como conseqiiéncia imediata temos o:

Corolario 11.3.3 Sejam A um subconjunto aberto, ndo vazio, de R" e f: A C R™ — R fungdo.
Se a fungdo f € de classe C' em A, entdo a funcdo f é uma funcgdo diferencidvel em A.

Demonstragao:

De fato, se a fungéo f é de classe C' em A, ent3o ela e suas derivadas parciais de primeira ordem
serdo continuas no conjunto A.

Assim, do Teorema ([I=31), segue que ela serd uma fungdo diferencidvel em A, completando a
demonstragdo.

O
Com isto fica facil tratar o:
Exemplo 11.3.4 Consideremos a fungdo f:R?> — R dada por
f(x,y) = sen (xz —i—yZ) , Dpara cada (x,y) € R%. (11.80)

Mostre que a fungdo f é uma fungdo diferencidvel no RZ.
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Resolucgao:
De fato, notemos que as derivadas parciais de primeira ordem da funcdo f sdo dadas por

fx(x,y) =) % [sen (xz +y2)]

Bxecico ) » cos (xz + yz) (11.81)
e
(c==m) O 2,2
fylx,y) = oy [sen (x +y )]
(=) 2y cos <x2 —|—y2> , Dpara cada (x,y) € R2. (11.82)

Logo, pode-se verificar que, de (IIT=20), ([T=X1) e ([I=232), a fungdo f e suas derivadas parciais de
primeira ordem séo fungdes continuas em RZ.
A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, do Teorema (ITZ1), segue que a fungdo f serd uma funcdo diferencidvel em R2.
[l

Observacao 11.3.4 Embora o Teorema ([T21) acima, nos leve a achar que resolvemos todos
0s problemas, no que se refere a mostrar que uma fun¢do a valores reais, de vdrias varidveis
reais, € diferencidvel em um ponto, hd casos em que ele nao se aplica porém a fungdo tratada
€ diferenicdvel no referido ponto, ou seja, existem funcgdes a valores reais, de vdrias varidveis
reais, que sdo diferencidveis em um ponto e cujas derivadas parciais nao sdo continuas neste
ponto.

Isto é o que mostra o exemplo a sequar.

Neste caso, a verificagdo da diferenciabilidade deve ser feita pela Definigdo (IT—ZT).

Para ilustrar a situagdo acima temos o:

Exemplo 11.3.5 Consideremos a fung¢do f:R?> — R dada por:

1
f(x,y) = yz sen <x2—|—yz> y para (x,y) #(0,0) ' (11.83)
0 ) bara (X>U) = (an)

Pede-se:
1. a fun¢do f é continua em R?;
2. determinar as fungdes fy e fy, onde elas existirem;

3. mostrar que as fungées fx e fy nao sdo continuas no ponto (0,0),

4. mostrar que a funcdo f é diferencidvel no ponto (0,0) (na verdade, em todo R?).

Resolucgao:
De @.:
Notemos que a dificuldade de estudar a continuidade da fungdo f, dada por (IT=Z3), é estudar a
continuidade da fungéo f no ponto em (0,0).
Deixaremos a verificagio da continuidade da fungio f em R%\{(0,0)}, como exercicio para o leitor.
No caso da continuidade da fungdo f em (0,0), o limite em questio, é do tipo infinitésimo vezes
limitada no ponto (0,0). -
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A verificacdo do mesmo serd deixada como exercicio para o leitor.
De A.:

Observemos que a fungio f tem derivadas parciais de primeira ordem em todo ponto (x,y) # (0,0)
e , além disso, teremos:

2

LAY (212> : (11.84)
<Xz+yz> Ll Y
(=3 0 | ,
)
3
(EEE)Zy sen< 5 ] 2> N 5 COs (212> . (11.85)
X"ty (Xz+yz) X"ty

Notemos também que, existem as derivadas parciais da fungio f de primeira ordem no ponto (0, 0).
De fato, pois

(=),
(0 +h,0) —f(0,0)
([I3) com Xo=Yo=0 .. yV) — )
fx(0,0) = ]11151}) h
. T(h,0)
= lim
h—0
2 1
0 sen )
h£0 e (TT=3) I h“+0
= 1m
h—0 h
=0, (11.86)

(=),

—~
. f(0,0+k)—1(0,0)
lim
k—0 k

(r3) com Xo =yo=0

fy(0,0)
f(0,k)

= lim
k—0

1
o ()
k0 e (TT3) lim 0°+k
h—0 k

= lim [k sen <12>]
h—0 k

infinitésimo x limitada
2 0, (11.87)

ou seja, de ([C=4), (CT=E) e (CTEH), (ITITXED), segue que as fungdes fy, fy : R? — R, serdo dadas por:
2

2x 1
P ) ) pan () £ (0,0
fu(x,y) = (x2+y2) Xty (11.88)
O» para (x,y):(0,0)
243 1
2y sen ( ) — cos < > para (x,y) # (0,0)
fylx,y) = oty (x2+92)2 iyt ) , (11.89)
O) para (X»U)Z(Oyo)
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De B.:
Notemos que as derivadas parciais fy e fy nao séo fungdes continuas no ponto (0,0).
De fato, sobre a curva parametrizada y; : R — R?, dada por

vi(t) = (t,t), paracada teR, (11.90)

teremos:

(cm

lim oy (0] "= Lim fy[(t, t)]
t—0 t—0

t£0 e (CTZ3) ., 2-t-t? 1
= lim |— 7 COS | 5
t—0 (tz+tz> t°+t

1 1
— lim |——— o
i%[ 2t C°S<zt2>] !
que nao existe.

A justificativa deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
De modo semelhante, teremos:

= Jim £, [(t, 1))

t—0

243

1 1
lim |2t sen — cos
t—0 <t2+t2) <tz+tz>2 (tz—i—tZ)

=lim |2t sen L — l cos L
150 22 2t 2¢2 )|
que também nao existe.

A justificativa deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Portanto as fungdes fy e fy nao séo fungdes continuas no ponto (0,0).
De @ B -

Verifiquemos que a fungio f é diferencidvel em (0,0).

Para isto observemos que, para (h, k) # (0, 0), teremos:

t£0 eL)

IIhk|’

_ [E(h, k)|
Kl
=), = =
— —
(=) [F(0+h,0+ %) — F(0,0) —F,(0,0)h — F,(0,0) K
I(h, k]|
_If(h, k)]
I(h, k)]
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Vo — 1
—_ hz +k2 seEn (M) y

1
< Vh? —i—kz sen (hz—i—k2> , para cada (h,k) # (0,0). (11.91)

ou seja,

Notemos que

lim [\/ h% 4+ k? sen <212>} =0 (11.92)
(h,k)—=(0,0) h* +k
pois o o limite acima é do tipo infinitésimo vezes limitada no ponto (0,0).
Deixaremos a verificagdo da afirmagdo acima como exercicio para o leitor.
Logo, de (ITT), (TX2) e do Teorema do sanduiche (ou seja, o item refp4.1.1-7. do Teorema
(ECTD)), segue que
E(h,k)

im ———= =0
(hk)>0,0) [|[(h k)|~

mostrando que a fungdo f é diferencidvel em (0,0), completando a resolugéo.
O

Observagao 11.3.5 Para finalizar esta se¢do wvale observarmos que tudo o que tratamos até
agora esteve relacionado com fungbes a valores reais, de n varidveis reais, isto €, fungées do
tipo

aberto

f:A C R"—R.

Funcgodes do tipo
aberto
f:A C R"—R™
(com m > 2) serdo tratadas mais adiante, a saber, no Capitulo 3.
Porém, vale chamar a atencdo que podemos tratar da diferenciabilidade deste tipo de fungdes,
bastando, para tanto, olhar as fun¢des coordenadas que a definem.
Veremos mais adiante que se

f (7_6) = (fl (7_{) )fZ(%) y "o afn(%)) y para cada X € Aa

entdo a funcdo f serd diferencidvel em X, € A se, e somente se, cada uma das suas funcdes com-
ponentes, isto €, as fungdes fi: A CR™ > R, paraie€{1,2,---,n}, forem fungbes diferencidveis
em Xo.

11.4 Regra da Cadeia Para Funcoes a Valores Reais, de Varias
Variaveis Reais

Sejam A um subconjunto aberto, nio vazio, de R?, f : A — R uma funcgio, v : I € R — R? curva
parametrizada dada por
v(t) = (x(t),y(t)), paracada tel, (11.93)

de modo que y(t) € A, para cada t € I, onde I é um intervalo aberto de R (veja a figura abaixo).
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Queremos mostrar que se as fungdes f e y sdo diferencidveis em X, = y(to) e t, € I, respectivamente,
entdo a funcdo composta

[(x(t),y(t))], paracada tel, (11.94)

também serd diferencidvel em t,.

Além disso, queremos obter uma expressio para a derivada F’(t,), isto é, para a derivada da fungéo
composta F = foy : I — R, em termos das derivadas parciais de l.a ordem da funcdo f no ponto
Xo = (X0 ,Yo) € do vetor tangente & curva parametrizada vy : I — R? em to, ou seja, do vetor v '(to).

R

A A
~
—=

o

to

No caso abaixo podemos agir diretamente, isto é:
Exemplo 11.4.1 Consideremos a func¢do f:R?> — R, dada por
f(x,y) £x2+y2, para cada (x,y) € R? (11.95)
e a curva parametrizada v : R — R?, dada por
v(t) = (sen(t),cos(t)), para cada teR. (11.96)
Represente geometricamente o trago da curva parametrizada dada e calcule %(f oy)(t), para
t € R, onde existir.

Resolucgao:
Neste caso temos que
(foy)(t) = fly(t)]
= f(sen(t) , cos(t))]
(=9) [sen(t)] + [cos(t)]?
=1, paracada teR.
Logo, a fungdo F=fovy:R — R, serd dada por

F(t) = fly(t)]
=1, paracada teR, (11.97)

isto é, serd a fungdo constante igual a 1, em R (veja a figura abaixo).



408

CAPITULO 11. DIFERENCIABILIDADE

2T
N,

\/

F=fovy

Logo a fungdo F é diferencidvel em R e

d /
afh/(t)] =F'(t)

=,

Por outro lado, observemos que

of

ox

) 0
(x,y) =2

2x,
(cgs)%(xzﬂz)

=2y,

@(X»U)

Logo,

ox

paracada teRR.

(11.98)

()

para cada

(11.99)

(x,y) € R?. (11.100)

0

&fh’(t)] -

(

2

Além disso,

v'(t)

)

x(t)
v
(T==m

sen(t)

(2 sen(t),2 cos(t)),

) (cos(t),—sen(t)), paracada teR.

2 y(t)
~~

= )cos(t)

para cada teR. (11.101)

(11.102)

Portanto, para cada t € R, de (IIT100) e (IIT103), segue que:

9
ox

0

fh/(t)] ) @

(

0,

fh/(t)]) oy /(t) = (2 sen(t),2 cos(t)) ® (cos(t), —sen(t))

(11.103)
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ou seja, neste exemplo temos que:

d

dtf[ v(t)] =F'(t)
=) ,
(rm) of '
= <ax v(t) g (t)])-v (t),

completando a resolugéo.
0
Isto vale em geral, como nos afirma o seguinte resultado:

Teorema 11.4.1 (daregra da cadeia) Sejam A subconjunto aberto, ndo vazio, em R?, f: A — R
fungdo ey :1— R? curva parametrizada, de modo que y(t) € A, para cada t € 1.

Suponhamos a curva parametrizada v : 1 — R? seja diferencidvel em to e a fungdo f seja
diferencidvel em X, = y(to).

Entdo (veja a figura abaizo) a fungdo F:1 — R, definida por

F(t) = [fovyl(t), para cada tel, (11.104)

serd diferencidvel em t, e, além disso, teremos:

d(fovy),, -/
gt () =F(to)
= (fx(Xo)) , fy (o)) @ v '(to)
xow (to) af 6f ’
<ax[ (to)], oy [y(to)]> oy '(to). (11.105)

to

Demonstracao:

Sejam

X =(x,y) €A,

Xo = = (Xo ayo)

h=x—x%,
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Com isto teremos que
(h,k) =X—%,.

Como o conjunto A é um subconjunto aberto de R? e X, € A, segue que podemos encontrar & > 0,
de modo que

B =Bs(Xo) CA.

Como a funcgio f é diferencidvel em X, = y(t,), temos que

o = N =
£(X) — (%) "= £ (Ro) N + £y (Zo) K + E(h, k)
= (fx(Xo), fy(Xo)) ® (h, k) + E(h, k)
(hK)=X—Fo . . L o
=7 (fx(Xo) , Fy(Ro)) @ (R — Xo) + E(X — o) (11.106)
. E(h,k)
onde lim ————==0,
(h,kj—(0,0) [|(h, k)|
E(%_
ou, equivalentemente, lim M =0. (11.107)
X% ||X — Xo|

Definamos a funcdo H: B — R, dada por:

E(%
MY para ve A ()
H(x) =< |IX]| (11.108)
0, para X=0
Logo, (ITT07) é equivalente a
lim H(X) =0
¥—0
=H(0), (11.109)
ou seja, pela Definigdo (E-2T), temos que a fungdo H é uma fungéo continua em 0.
Com isto, para X # X,, teremos que
S | (cm S . L L
(%) — (%o) T (£(%o) , Fy(To)) o (¥~ To) + E(X — %o
X#Xo = S o o Loy X=X
Y (£,(%0) g (Ro)) @ (R — o) + E(7 — %) |0l
X — Xo|
- - o oy, EX—=%) o o
:(fx(xo)>fy(xo))°( o) > —»O X — Xol|
X — o]
X#Xo e ([T - - > o S o= =
T e LT (£ (%) , £y (Ro)) @ (K — Ko) + H(X = %o) [R — Ko - (11.110)

Na expressdo ([IT110) acima, substituindo o vetor X pelo vetor y(t), o vetor X, pelo vetor y(t,) e

dividindo o resultado por t —t,, para t > t,, com t € I, obteremos:

iy (t)] — fly(to)] _ (£e(%o) s £y (o) @ Y(t) —v(to)

+ H[’Y(t) _y(to)] ||Y(t) _Y(tO)H

tito t*to t*to
2o | y(tlylto)
= (305 o) o YDty oo |21 )

Notemos que se passarmos o limite na expressdo acima, quando
t— s,

teremos:
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e como a funcio vetorial v : I — R? é continua em to, segue que
y(t) = v(to).
e como consequéncia do item acima teremos que

”Y(t) _'Y(to)” — 0)

assim, de ([ITI), segue que
Hly(t) —v(to)] — 0.

e além disso, temos que
”ﬂﬂ—vﬁd

-0,
t—t,

quando t — t} , pois a curva parametrizada y: [ — R? é diferencidvel em to.

Assim, das consideragbes acima, teremos:

lim {Hh/(t) —v(to (11.112)

t—to

)] HY(t) _Y(tO)H } =0.
t—t,

Portanto ao passarmos o limite na expressio (CI_I11), quando t — t;, obteremos:

F+,(t0) _ tlirg fh/(t)i : :h/(to)]

(fx(%o) , fy (Ro)) ® lim [—

= (fx(Xo) y Ty (X)) @y /(to) »

(r=TT) ;(EI:II'Z)

o que mostra que (visto na disciplina de Céalculo 1) a fungdo F = (f oy) é diferencidvel a direita de to
e que vale a identidade ([TT0H), para a derivada a direita da fungdo F no ponto t,.

De modo andlogo, pode-se mostrar que a fungdo F = (f oy) é diferencidvel a esquerda de t, e que
vale a identidade (CITT0H), para a derivada a esquerda da fungédo F no ponto t,.

Assim, a derivada a direita e a esquerda da fungdo F existem, sdo iguais a (ITT0d), no ponto t,, ou
seja, a a fungdo F = (f o y) é diferencidvel no ponto t, e que vale a identidade (ITT0H), completando
a demonstragdo do resultado.

O

Observagao 11.4.1

1. Se a curva parametrizada v :1 — R?, é dada por

v(t) = (x(t),y(t)), para cada tel (11.113)

€ uma curva parametrizada diferencidvel em t, e

Y(to) = (xo,vo) e v'(to)z(d"(to),‘m(to)>,
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poderemos reescrever ([I10H), da sequinte forma:

d(fovy) _dr
(k) = (ko)
ey (O O ) dy
= (ax(xmyo)) oy (Xo>yo)> b (dt (to), dt (to)
_of dx of dy
= &(Xoayo) a(to) + @(xo,yo) E(to), (11.114)

ou, omatindo os pontos (xo,Yo) € to em questdo, poderemos escrever:

d(fovy) _ dr
dt dt
:%% g;i‘i, (11.115)
onde a fungdgo F: 1 — R € dada por
F(t) = f[x(t),y(t)], para cada tel.l (11.116)

2. Podemos provar um resultado andlogo ao Teorema ([TZ1) para fungdes a valores reais,
de 1 varidvers reais e curvas parametrizadas diferencidveis em R", isto €, para a func¢do
f:ACR"™ = R ea curva parametrizada v : | = R", satisfazendo condi¢des andlogas as do
Teorema ([TZ).

Deizaremos como ezercicio para o leitor o enuctado e a demonstragcdo do mesmo.

3. Observemos que, na situag¢do do item B. acima, se a fun¢do F: 1 — R é dada por
F(t) = (fovy)(t), para cada tel, (11.117)

temos que a ezpressdo (ITIA) tornar-se-d:

[ of of of o
Flta) = (GeBrito)l, goBrito) s g lta)]) 0 1),
, Odf | dxg

ou, de uma outra forma: F'(to) = E a(xo)a(to), (11.118)

onde a curva parametrizada vy : 1 — R™ é dada por

y(t) = (x1(t),x2(t), -+ yxn(t)), para cada tel, (11.119)

satisfazendo: Xo =Y(to) .

Ou, de forma resumida, escreveremos:

(11.120)

onde a fungdo F:1 — R é dada por

F(t) = f(x1(t),x2(t), -+ ,xn(t)), para cada tel. (11.121)
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4. Podemos provar um resultado andlogo ao Teorema (IITZ) para fungdes a valores vetoriais,
de n varidveis reais e curvas parametrizadas em R™, isto €, para uma fungdo

f:ACR"—> R™
e uma curva paramerizada y : I — R" satisfazendo condigées andlogas das do Teorema
(T=z).
Dewzaremos como ezercicto para o leitor o enucitado e a demonstragdo do mesmo.

Observemos que a fung¢do F:1 — R™ serd dada por

F(t) = (foy)(t)
= ((f1oy)(t), (f20¥)(t),---,(fnoV¥)(t)), para cada tel. (11.122)

Neste caso, temos que

F /(to) _ <d(f:1:Y) (to) : d(féj Y) (to) S vd(ﬂgtoy)(to)> , (11‘123)

onde, aplicando ((T10H), a cada uma das componentes da fungdo F'(t,), obteremos:

n

af] N dXi of; N dXi afm . dXi
F/() — M) ) S D)y =t 11.124
(to) ; o, (%o) g (to), ; ax, (%) gy (to), ; ax, (Kol gy (to) |5 (11.124)
j-éstma posigdo
onde a curva parametrizada vy : 1 — R", é dada por
v(t) = (x1(t),x2(t), -+ ,xn(t)), para cada tel, (11.125)
satisfazendo: X = v(to) .
Ou de forma resumida:
g — - %% - %% i afm% (11.126)
dt — ox; dt ’ ’ - ox; dt ’ ’1—1 ox; dt ’ '
= = =
j-ésima posigdo
onde a funcgdo F: 1 — R™ ¢ dada por
F(t) = (filalt), - yxnlt)), -y fmlxai(t), -+ ,xn(t))) , para cada tel. (11.127)

5. Podemos obter um resultado andlogo para o sequinte caso:

Sejam A e B abertos, ndo vazios, de R™ e R™, respectivamente, (veja a figura abaizo).
f:ACR" >R e ¢g:BCR™—R"
sdo fungdes tais que a fungdo g seja diferencidvel em

t, €B



414 CAPITULO 11. DIFERENCIABILIDADE

(no sentido da Observagdo (IT3H)),

e a funcdo f ser diferencidvel em

RrR™ A

- >

Neste caso a fung¢do F: B C R™ — R dada por
F(t)=(fog)(t), paracada teB,

serd diferencidvel em io e, além disso, para cada j €{1,2,---,m}, teremos:
oF = of dx;
~(E)) = (R 2 (E
atj ( 0) ; 0x; (Xo) dt]' ( 0) ’

onde a fung¢ao F: B — R"™ € dada por

F(E) = (Xl(tl yta, - )tm)aXZ(t1 yta, - )tm))"' )Xn(h yta, - )tm)) )

para cada
t:(tl)tZa"' )tm) €B.

Consideremos os:
Exemplo 11.4.2 Consideremos a funcdo f:R? — R, dada por
f(x,y) ixzy, para cada (x,y) € R?
e a curva parametrizada v : R — R?, dada por

y(t):(etz,Zt—H), para cada tcR.

. . .. ., dF
Verifique que a fungdo F = foy: R — R € diferencidvel em R e calcule a
teR.

(11.128)

(11.129)

(11.130)

(11.131)

(11.132)

(t), para cada
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Resolucgao:
Observemos que a fungéo f, dada por (IITI=1), é diferencidvel em todo o R? (pois é uma fungéo
polinomial) e v : R — R? é curva parametrizada diferencidvel em R (pois suas fungdes coordenadas

sdo fungdes diferencidveis em R).
Deixaremos a verficagdo das afirmagdes como exercicio para o leitor.

Logo, do Teorema (ITZ), segue que a funcdo F: R — R, dada por

F(t) = (fovy)(t), paracada teR,

serd diferencidvel em R.
Notemos que

=D,

(= )x2 para cada (x,y) € R%.

)

Além disso, se
v(t) = (x(t),y(t)
= (etz 2t 4+ 1) , paracada teR,

teremos:
y(t) = (x"(t),y (1)
(=S )<2tet2,2), paracada teR.

Logo, da regra da cadeia (isto é, do Teorema ([ITIH)), segue que:

dF of of ,
E(t) = <axh/(t)] ) ayh’(tﬂ) oy /(1)

of of / /
— (SE), w0, el (0 ) o (1), 10
FELE 2wy, k0P o (2t ,2)

x(t)=et?, y(t)=2t+1 2 242 2
(Ze 2t+1),e )o(Zte ,2)

— 22t (4t2+2t+2>, para cada t€ER,

completando a resolugéo.

Temos resolvido o:

Exercicio 11.4.1 Consideremos a funcdo f:R? — R, dada por

f(x,y) =x*—y®, para cada (x,y) € R?

(11.133)

(11.134)

(11.135)

(11.136)

(11.137)

(11.138)
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e a curva parametrizada v : R — R?, dada por

= (t,t3> , para cada tecR. (11.139)
. ) P . dF
Mostre que a fung¢do F = (fovy) : R — R € diferencidvel em R e calcule E(t)’ para cada
t e R.
Resolugao:

Como as fungdes f e y sdo diferencidveis em R? e R.
Deixaremos a verificagdo destes fatos como exercicio para o leitor.
Temos também que:

o, y) =0 a% -

= 5y, (11.140)

== 0 [, >
fy(x>y) = oy [X Yy }
—2y, paracada (x,y) € R?, (11.141)
y'(t)=Kx'(t),y'(t)

(=) (1 ,3t2> , para cada teR, (11.142)

(=)

temos, pelo Teorema ([TZ1), que a fungdo F = (f oy) é diferencidvel em R.
Além disso, teremos:
==, =23 2
— —
df . (o) of dx of

dy
prild 55 (X, y (0] (1) +®[(x(t) ) (1)

(m==m) of /3 of 1 3\ 32

=5 (t,t) 1+ay (t,t) 3t
— A
&=y, =) .3

=2t—6t>, paracada teR,

completando a resolucéo.

Observacgao 11.4.2 Seja A um subconjunto aberto, ndo vazio, de R? e (xo,Yo) € A.
Suponhamos que a fun¢do f: A — R seja diferencidvel em

Xo = (X0,Yo) €A
e que a funcdo y: 1 C R — R seja diferencidvel em
X0 €1,
de modo que (x,y(x)) € A, para cada x € 1, com

U(Xo) =Yo -
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Deste modo se considerarmos a curva parametrizada vy : 1 — R? dada por

v(x) = (x,y(x)), para cada x €1,

temos que a curva parametrizada vy : 1 — R? serd diferencidvel em Xo e Y(I) C A.

Logo, do Teorema ([IZ1), seque que a fungdo F= (foy):I — R dada por

F(x) = (foy)(x)
=f(x,y(x)), para cada x e,

serd diferencidvel em x,.
Além disso, da Regra da Cadeta, teremos

dF (=) of dx of dy
a(xo) = ah’(xo)]a(xo)‘i‘@[ (Xoﬂa(xo)
B of of dy
= ax(xo>yo) 1+ oy (X0 ,Yo) dx (%o0)
of of
= a(xo yYo) + @(Xo yYo) Yy /(Xo) .

417

(11.143)

(11.144)

(11.145)

Notemos que, na situagdo acima, o trago da curva parametrizada v : I — R? coincide com
o grdfico de uma fungdo da varidvel x, a saber, serd o grdfico da fungdo y = y(x), para cada

x € I (veja a figura abaizo).

v(x)=(x,% 20 = vixd)

Xo

11.5 O Vetor Gradiente

Definicdo 11.5.1 Sejam A um subconjunto aberto, ndo vazio, em R?, (xo,Yo) € A e

f:ACRZSR

uma funcdo que tem deriwadas parciais no ponto (X ,Yo).

Definimos o vetor gradiente da fungao f no ponto (x,,Y,), tndicado por Vf(x,,Yo,), como

sendo o vetor
V(%o ,Yo) = (fx(Xo0,Yo) afy(xo yYo)) -

Observacgao 11.5.1

(11.146)
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1. Geometricamente, o vetor gradiente da fungdo f no ponto (x,,Yo,) € visto como um vetor
associado ao ponto (xo,Yo) (veja a figura figura abaizo).

Vf(xo,Yo)

/

(x0,Y0)

2. Podemos definir, de modo andlogo, o vetor gradiente no ponto X, € A para uma fung¢do
f: A CR"™ — R, que tenha todas as derivadas parciais de primeira ordem no ponto X, € A,
onde o conjunto A é um subconjunto aberto, ndo vazio, de R".

Neste caso definiremos vetor gradiente da fungao f no ponto X,, indicado por Vf(X,),
como sendo o vetor de R" dado por:

.. (of _ of _ of
Vil5o) = g (o). o (o) o0 ()
of . . of . . of _ . _
:ai)q(xo)'el+67X2(X0)'€2+"'+a(xo)'en- (11.147)
Apliquemos as ideias acima ao:
Exemplo 11.5.1 Seja f:R? = R a fun¢do, dada por
f(x,y) =x*+y*, para cada (x,y) c R%. (11.148)

Calcule, se existir, VI(1,1) e represente-o geometricamente.

Resolugao:
Observemos que a funcio f é de classe C*®° em R? (pois é uma fungéo polinomial).
Como
=) 0 [,
fx(oy) =" o [x +y }
2%, (11.149)
(=) 0 [ 5, 2
fy(xyy) = dy [X +y }
(= )Zy, para cada (x,y) € R?, (11.150)
temos que
Vf“ )1) = (fX“ )]) )fy(])]))
(mmee|
=12,2)
=2-&1+2-6.

A figura abaixo a esquerda, nos déd uma representagdo geométrica do vetor Vf(1,1).
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y
-~ z:x2+yz
Vf(1,1)=2-&; +2-¢€;
1 /
> > x
B, T 1
€2 x
—_—

A representagdo geométrica do grafico da funcio f é o paraboldide de revolucdo, obtido da rotagdo
da parabola z = y? do plano yOz em torno do eixo do Oz (veja a figura acima, a direita), completando

a resolugéo.
O

Observacgao 11.5.2

1. Sejam A subconjunto aberto, ndo vazio, de R?* e suponhamos que a funcdo f: A — R é
diferencidvel no ponto (xo,Yo) (veja o item O. da Observagdo (IT—Z), wsto €, (ITH)).

Sabemos que

fx(xo ,yo) (H:D:m) ].im f(XO +h)y0) _f(XO )yo) (11151)
h—0 h
(@) .. f(xo,Yo +k)— (X0, Yo)
fy(Xo,Yo) = ]133) SRR o SRR (11.152)
asstm teremos:
(=3)
f(xo +hyyo +k) = f(xovyo)+fx(xo»Uo)h+fy(xo>yo)k+E(h»k)

= f(Xo0,Yo) + (fx(X0,Yo) afy(xovyo)) e (h,k) +E(h,k)

T1Z2a
= £x0,yo) + V(X0 o) ® (N, k) + E(R, k), (11.153)

. E(h,k)
onde lim — = =0.
(h,k)—=(0,0) [|(h, k)|

Tomando-se
ii(xﬂj)) %oi(xoﬂJo)) h=x—% k=y—y,e Xﬁf{—f{m

entdo, a erpressGo (II1=23) pode ser reescrita como:




420 CAPITULO 11. DIFERENCIABILIDADE

2. Vimos, na disciplina de Cdlculo 1, que se a fungdo f é diferencidvel em x, € I, onde 1 é
um wntervalo aberto de R, entdGo considerando-se

h=%x—Xo,
teremos: f(x) = f(xo) + f'(xo) h + E(h)
E
onde lim ﬁ =0
h—0 |h|

e f'(x,) é denominada derivada primeira da fungdo f no ponto x,.

Logo, para fungées f a valores reais, de duas varidvets, se ela for uma funcdo diferencidvel
em (Xo,Yo), nada mais natural que definir a derivada primeira da funcao f no ponto
(X0 yYo), que indicaremos por f'(x,,Yo), como sendo

/(X0 Yo) = VF(Xo,Yo) . (11.154)

3. De modo semelhante se f: A C R™ — R € diferencidvel em X, € A, onde o conjunto A é
um subconjunto aberto de R", para cada X € A, teremos:

f(X) =1 (Xo) + VI(Xo) @ (X = Xo) + E(X — Xo)

X% £(30) + VH(R,) e X+ E ()?) (11.155)
E(X
onde lim <_,> =0.
X—0 HX

Como no item B., definimos a derivada primeira da funcao f no ponto X,, que serd in-
dicada por f'(X,), como sendo:

/(%) = VF (%) . (11.156)
4. Se a fungdo f: A CR™ — R™ € diferencidvel no ponto X, € A, onde A é um subconjunto
aberto de R™, como poderiamos definir a derivada da fungdo f no ponto X, 2

A resposta a esta questdo serd dada mais adiante.

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 11.5.2 Seja f:R3 = R a funcdo dada por

1
f(x,y,z) ii (xz—i—yz—l—ZZ) , para cada (x,y,z) e R3. (11.157)

Mostre que a fungdo f é diferencidvel em R® e encontre o vetor gradiente Vf(x,y,z), para
cada (x,y,z) € R3.

Resolugao:
A funcdo f é diferencidvel em &3, pois é uma fungdo polinomial em R3.
Além disso, para cada (x,y,z) € R3, teremos:

of =) of [T/, 2
ax(x’y’z) N 6x[2( Ty +Z)

1
:sz

=x, (11.158)
(11.159)
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of (c=2) of |1/, PR
ay(x,y,z) Y [2 (X +y —i—z)
1
==2
7Y
=y, (11.160)
of (c=2) of [ 1/, 5
ZowE =g, [z( 7))
1
- EZZ
=z. (11.161)
Logo, para cada (x,y,z) € R3, segue que:
Vf(x,y,z) (= )fx(x,y yz) - €1+ fy(x,y,z) - &+ f(x,y,z) - &
(CTT=3),(CE) e (CTIED) S S
= x-er1+y-e+z-e3,
ou ainda,
Vf(x,y,z) =(x,y,z), paracada (x,y,z) e R,
Temos também o:
Exemplo 11.5.3 Seja f:R?> = R a fun¢do dada por
f(x,y) =x*—y%, para cada (x,y) € R>. (11.162)

Mostre que a funcdo f é diferencidvel em R? e encontre o vetor gradiente Vf(x,y), para cada
(x,y) € R%

Resolucgao:
A fungio f é diferencidvel em R? pois é uma fungio polinomial em R2.
Além disso, para cada (x,y) € R?, teremos

of (=) of [,

2x, (11.163)
of (zz=2) of
@(X»U) = v [XZ—UZ}

=—-2y. (11.164)

Logo, para cada (x,y) € R?, segue que
rTz2 . .
Vix,y) T ) @+ ylx,y) 6

(L 5 08— 2y - 6. (11.165)
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Observagao 11.5.3 Notemos que, no Ezemplo (IT53) temos, em particular, o vetor

, com x=1 e y=0 N
( ), com 2. &

=(2,0) (11.166)

V£(1,0)

€ ortogonal & curva de nivel da fun¢do f que passa pelo ponto (1,0), isto €, é ortogonal a curva

TI53), com x=1 e y=0 [immnaw|
O R e (O T e |

De fato, uma parametriza¢do da curva de nivel acima pode ser dada por y:R — R?, onde
v(t) = (\/1 +t2, t) , para cada teER. (11.167)

Logo, v : R — R? é uma curva parametrizada diferencidvel e o vetor tangente & mesma em
t serd dada por:

=7 (1 2t
y’(t)( =) ~——— 1|, paracada tecR. (11.168)
21+
Em particular, o vetor tangente & curva parametrizaday : R — R? em t =0, que corresponde
ao ponto

[T154), com t=0
=m0 o),

v(0)
, ’ (??), com t=0
serd o vetor: v (0) = (0,1). (11.169)

Portanto

(CTTEm) e (T7mm)

VF(1,0) ey '(0) (2,0)(0,1)

=0

mostrando que estes vetores sGo ortogonais.
Notemos que o ponto

v(0) =(1,0)

€ um ponto da curva de nivel c =1, associada a func¢do f.
Na figura abaizo, temos a representacdo geométrica da curva de nivel acima bem como os
vetores y'(0) e Vf(1,0).

{x vy er?sfx,y) =1} =v(®)
\ A
A
v '(0) ¢
—_—
T 0
Vf(1,0)

O que ocorreu no Exemplo (ITE53), ou ainda, na Observagdo (IT53) acima, é um fato geral que
é uma conseqiiéncia da:
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Proposicao 11.5.1 Seja f: A C R> — R uma fungdo diferencidvel em (xo,y,) € A, onde A é
um subconjunto aberto, ndo vazio, de R? e

V(X0 ,Yo) # (0,0). (11.170)

Entdo o vetor gradiente Vf(xo,Yyo) € um vetor normal (ou ortogonal) & curva de nivel
da fungdo f que contém o ponto (xo,Yo), OU sSeja, se a curva de nivel acima possuir uma
parametrizagdo reqular dada por v : 1= (t, — 8,t, + 6) — R?, de modo que

Y(to) = (X0, Yo)

(veja a figura abaizo), teremos
Vily(to) ey /(o) = 0. (11.171)

to

Demonstracao:

Observemos que, serd mostrado mais a frente, que com as hipdteses acima (a saber, que (ITT70)),
teremos que a curva de nivel

¢ =f(xo,Yo),

que contém o ponto (X, ,Yo), pode ser obtida como o trago de uma curva parametrizada regular

vil=(to—58,to+8) — R?,
com V(to) = (Xo>yo) .

Supondo que isto seja verdade, como a curva parametrizada vy : I — R? é curva regular, segue que
deverd ser diferencidvel no intervalo aberto I e além disso, se

v(t) = (x(t),y(t)), paracada tel,
teremos vy '(t) = (x(t),y’(t)) #0, paracada tel.

Como a curva parametrizada v : I — R? é uma curva de nivel associada & fungéo f, deveremos ter

fly(t)] = fly(to)], para cada tel (isto é, deverd ser a funcdo constante). (11.172)
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Como as fungdes f e y séo diferencidveis em (x,,Yo) € to, respectivamente, segue que a fungéo
F=(fovy):I— R, serd direncidvel em t,.

Derivando a equagdo ([II73), em relagdo a t, no ponto t = t, obteremos, pela Regra da Cadeia,
que:

(foy) (£)=flx(t) y(t)] dx dy
= fily(to)] E(tO) + fy [y (to)] E(

= (vt Rybrito) o (Srita), St )

to)

= Vf(xo,Yo) @Y /(to) )

isto €, o vetor gradiente Vf(x,,Yo), serd um vetor ortogonal & curva parametrizada v : I — R? no
instante t = t,, isto é, & curva de nivel da funcdo f que contém o ponto y(t,) = (Xo,Yo), COmMO
queriamos demonstrar.

O

Observagao 11.5.4 Vale um resultado andlogo para funcgdes a valores reais, de vdrias varidveis
Teas.

Deiwzaremos como exercicio para o leitor enuncid-lo e demonstrd-lo.

Exemplo 11.5.4 Encontrar uma equagdo vetorial (ou uma equagdo geral, pois a reta estd no

<

plano xOy) da reta mormal & curva que € a representagdo geométrica do grdfico da fungdo
g:R — R dada por

y=g(x)
=x+ sen(x), para cada x€R (11.173)

que contém o ponto

Resolugao:
Para isto, definamos a funcio f: R? — R dada por

f(x,y) =x+ sen(x) —y, paracada (x,y)eR?,, (11.174)
) 0
fx(x,y) (= I [x + sen(x) — vyl
1+4cos(x), paracada (x,y)eR?, (11.175)
) 0
fyle,y) T 5kt sen(x) — ]
Yy
——1, paracada (x,y)eR?. (11.176)

Observemos que a fungdo f é diferencidvel em R2.

Deixaremos a verificagido destes fatos como exercicio para o leitor.

Notemos também que a curva de nivel zero, associada a fungao f, é a curva dada pela representacao
geomeétrica do grafico da fungdo g.
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De fato, pois

curva de nivel zero associada a fungéo f

{(x)y) € R*; f(x,y) 20}

( ) X,Y) ) € R?: x + sen(x) — y:O}

=< (x,y) e R?; y =x+ sen(x)
~—_—
=

g(x)
€ Rz =
>U Y = 9( )

)) € R?; XER} (11.177)

gréfico da fungéo g

Observemos também que a curva acima, dada por (I—TZ7), pode ser obtida como o trago da fungéo
vetorial v : R — R?, dada por

= (t,t+ sen(t)), paracada te€R, (11.178)

que serd uma curva paramentrizada regular.
De fato, pois é de classe C* em R e, além disso, teremos

y(t) = (x"(t),y (1)
(=) £ (B9 (91 4 cos(t))

#(0,0), paracada teR.

Notemos que

Ve, y) T (Fulx,y), fy(x,y)

(= )(1 +cos(x),—1), paracada (x,y)eR?. (11.179)

Logo, da Proposigdo (IT=) acima, segue que o vetor

vf (7’[ T T, 1) (),com:xé%,yég_;_]

< N . . .
serd um vetor normal & curva parametrizada regular vy : R — R?, no instante t = 5

Portanto uma equagdo vetorial da reta que é normal a representacdo geométrica do grafico da
fungdo g (dada por (ITIZ3)), no ponto

T 7
%o = (— z +1) , (11.181)
serd dada por:

X=%X,+t-Vf(X,), paracada teR
que, de (TI=ET) e (ICII=2D), é equivalente a:

(x,y) = (g,g—l—]) +t-(1,—-1), paracada teR.

Geometricamente, temos a seguinte situagéo:
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[SE|

Yy = x + sen(x)

Observagao 11.5.5 Uma outra maneira de encontrar uma equac¢do vetorial da reta mormal
acima € lembrando que, de (II20), o vetor

#0

é um vetor normal & curva em questdo, no ponto X, dado.
Logo a equagdo geral da reta normal & curva dada, no ponto em questdo, serd (estamos no
plano xOy):

T-y+(=1)-x+d=0,
ou seja, y—x+d=0. (11.182)

Para encontrar o valor da constante d na equagdo (IITI22) acima, basta lembrar que o ponto

(33

deverd pertencer & reta em questdo, cuja equagdo geral é dada por ([TIZ3).
Logo, substituindo as coordenadas do ponto X, na equagdo ([ITI83), deveremos ter:

(F+1)+a=o,

T_
2
d=1. (11.183)

0 que tmplicard em:

Portanto, substituindo ([IT153) em ([II123), teremos que uma equagdo geral (pois estamos
70 &2) da reta normal & curva dada, no ponto X,, serd dada por:

y—x+1=0.
Podemos aplicar as mesmas ideias ao:
Exemplo 11.5.5 Consideremos a fungdo f:R? — R dada por
f(x,y)=xy+1, para cada (x,y) € R%. (11.184)

1. Represente, geometricamente, as curvas de nivel zero, de nivel 1 e de nivel 2, associadas
a fungdo f, em alguns pontos de R?;

2. Represente, geometricamente, alguns vetores gradientes da func¢do f;

Resolucgao:
De @.:
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e Curva de nivel zero, associada a funcéo f:
Neste caso, temos:
{(x,y) e R?; f(x,y) :O} (== {(x,y) eR?; xy+1 :O}
z{(x,y) eR?; xy=— } ,
ou seja, uma hipérbole no plano xOy (veja a figura abaixo).

A Y

{(xyyl €R?; xy :*1}

e Curva de nivel 1, associada a funcgio f:

Neste caso temos
=3
{(X»HJGRZ; flx,y) = }( = ){(x,y)eRz;xyH :1}

z{(x,y) ERz;xyZO},

ou se€ja, as retas
x=0 e y=20,

ou ainda, os eixos coordenados do planlo xOy (veja a figura abaixo).

{(x,y) eR2; f(x,y) :1}
7 f 1

Yy A

X

e Curva de nivel 2, associada a fungdo f:

Neste caso temos

{(x,y) e R?; f(x,y) :2} = {(x,y) eR?; xy+1 :2}

—{xyer xy=1},

ou seja, uma hipérbole no plano xOy (veja a figura abaixo).
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De 1. :
Sabemos que, em cada ponto (x,y) onde

Vf(x,y) # O,

teremos o vetor gradiente Vf(x,y), deverd ser normal a curva de nivel associadada a funcdo f, que
contém o ponto (x,y), no ponto (x,y).

O tnico prolm é saber o sentido que ele aponta ("para dentro” da curva de nivel ou ”para
fora” da mesma).

Veremos mais a frente que eles devem apontar no sentido de ” maior crescimento” da fungéo f.

Baseado nestas informagdes temos a seguinte figura associada a fungdo f e seus respectivos vetores

gradientes:

—
AN
0 I* p 1 =
//

o

O
11.6 Plano Tangente e Reta Normal a uma Superficie
Comecgaremos pela:
Definicdo 11.6.1 Suponhamos que a fun¢do F: A — R3 € dada por
Flu,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), para cada (u,v)€ A, (11.185)

onde o conjunto A é um subconjunto aberto, ndo vazio, de RZ.
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A 1magem
S =F(A) CR’,

daremos o nome de superficie parametrizada pela funcao F.

Observagao 11.6.1 Na situagdo da DefinigGo (IITB1) actma, geometricamente, teremos:

Para prosseguir precisaremos da:

Definicdo 11.6.2 Seja S = F(A) C R? uma superficie parametrizada pela fung¢do F, como na
Definigdo (ITE) acima e P, € S.

Diremos que um vetor ii € R3 é um vetor tangente a superficie parmetrizada S, no ponto
Po, se podemos encontrar uma curva parametrizada diferencidvel, passando, no instante t,, pelo
ponto Py, cujo tragco estd contido ma superficie S e cujo vetor velocidade no instante t,, coin-
ctde com U, ou seja (veja a figura abaizo), se podemos encontrar uma curva parametrizada
diferencidvel

o l=(to—8,to +08) CR — R?,

de modo que
a(ty) = Py, a(t) €S, para tcl e U=a'(ty). (11.186)

Ou seja, o vetor U deverd ser vetor tangente a alguma curva parametrizada diferencidvel,
que passa pelo ponto P, € S e estd contida na superficie S.

Observacgao 11.6.2 A seguir, exibiremos dois vetores tangentes a uma superficie parametrizada
no ponto P, € S, particularmente importantes.
Para 1sto consideremos a sequinte situa¢go:
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1. seja
Qo = (W, Vo) €A
um ponto do conjunto A.

Como o conjunto A é um subconjunto aberto em R?, podemos encontrar1,] C R, intervalos
aberto de R, de modo que
IX]JCA,

ou seja, o retdngulo 1 X ] estd contido em A (veja a figura abaizo).

v A

Qo = (U0, Vo)

Assim podemos considerar as sequintes duas curvas parametrizadas diferencidveis, cujos
tracos estdo contidos na superficie parametrizada S = F(A), a saber:

e v:1 =R dada por

v(u) =F(u,ve), para cada uel, (11.187)
e B:] = R3 dada por

B(v) =F(u,,v), paracada ve]J, (11.188)

que serdo denominadas linhas coordenadas da superficie parametrizada S = F(A) no

ponto P, = F(u,,v,).

Com 1sto, temos a seguinte situacdo geometricamente:

y(u) = Flu,vo)

] - B(v) = F(uo,v)
Qo |= (Uo , Vo
vV =V,

2. Suponhamos que a fung¢do F: A C R? — R3 dada por como em
Flu,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)), para cada (u,v)e€A, (11.189)
seja uma funcdo diferencidvel no ponto

QO = (uO )VO))
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ou seja, cada uma de suas fungdes coordenadas, a saber, as fungdes
x,Yy,z: A =R,

sdo fungdes diferencidvel em A (este estudo serd feito com maiores detalhes no Cdpitulo
3).

Neste caso, diremos que a superficie parametrizada S = F(A) C R?® é uma superficie
parametrizada diferenciavel.

Com isto temos que as curvas parametrizadas
y:I-R e B:J—o R,

introduzidas no item 0. actma (isto €, as linhas de coordenadas, dadas por ([TIE7) e
(ITT=218) ), serdo curvas parametrizadas diferencidveis, em

Uy €1 e vo €7,

respectivamente (pois sGo fungdes compostas de fungdes diferencidvers).

Além disso, os vetores tangentes as linhas coordenadas
v:IS R e B:]%R"’, em u, €l e v,€],

respectivamente, serdo dados por:

¥ (o) = L (F(u,vo)
du U=,
(o) d
= du(X(u,Vo),y(u,Vo),Z(u,vo)) .
() (Ox %y 9z
= <au(uo Vo) s au(uo Vo) s au(uo yVo)
Notagdo:
=" 0uF(X0,Yo) (11.190)
e
B/ (ve) "= L (F(uy )
dv V=V,
(=) i(x(u v),y(ue,v),z(uy,v))
- d‘\) 0 ) ?y 0y )] 0 v—ve
(=) (Ox %y 0z
= <av (Uo yVo) s v (Uo, Vo), av(uo yVo)
Notacao 5 Flxo , o) - (11.191)

Em particular, os vetores
'Y,(uo) € B/(Vo)»

serdo vetores tangentes d superficie parametrizadas diferencidvel S =F(A), no ponto P, =
F(Qo) (veja a figura abaizo).
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Qo |= (U0 , Vo

Baseado nas consideragfes acima, temos a:
Definigao 11.6.3 Na situagdo acima, suponhamos que, para cada (u,v) € A, tenhamos

y/(uW) x B’'(v) #0, (11.192)

onde x denota o produto vetorial em V3, ou seja, os vetoresy'(u) e p'(v) sdo L.I. em V3, para
cada (u,v) € A.

Neste caso, diremos que a superficie parametrizada diferencidvel S = F(A) € uma superficie p-
rametrizada regular de R3.

Observagao 11.6.3

1. Suponhamos que S = F(A) é superficie parametrizada reqular e « : K — R3, é uma curva
parametrizada diferencidvel, cujo trago estd contido na superficie S e s, € K, onde K é um
intervalo aberto de R (veja a figura abaizo).

Entdo, o vetor tangente d curva parmetrizada « : K — S, no ponto s,, 1sto €, o vetor

o’'(so), pode ser escrito como combinagdo linear dos vetores (eles sGo L.I. em V3)

Y'(w) e B'(vo),
ou seja, podemos encontrar constantes a,b € R, de modo que

a'(so) =a-y'(u) +b-B'(vo), (11.193)
onde Po = o(so)
= (x(1o, Vo), Yo, Vo), Yo, Vo)),  para  (uo,vo) € A
e also) =v(uo)

= B(vo),

para algum u, €1 e v, € ].

Lembremos que, como anteriormente, as curvas parametrizada v:1 —S e f3:] — S sao
as linhas coordenadas da fungdo F, pelo ponto (u,,v,) € A (veja a figura abaizo).
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vV =vo

So

De fato, consideremos, K um intervalo aberto de R e a funcdo ¢ : K C R — R?, dada por
©(s) = (u(s),v(s)), para cada se¢€K, (11.194)
de modo que (veja a figura abaizo)

a(s)=(Fo@)(s), para cada seK

e @(so) = (ulso),v(so))
= (Uo, Vo) - (11.195)

A
v
a)] = F(Po)
F
_—
Q(P(So) = (uo,Vo)

Deste modo, o vetor tangente & curva parametrizada oc: K — S, em sq, € 1, serd dado por:

doc @z d o
E(So) = i [Fo @] (so)
= L uls), vls), y () v(s)) 2(uls) V(s |
regra da cadeia [aux[u(so) ,v(so)]%(so) + Oyx[u(so) , V(so)] dv(so)} - €
S ds

it i) G 50) + duplulsal viso) 5o &

 [ouzfulsa) visal) G (50) + duzlutso) lsol) G150l -
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du
= E(So) (0ux(Uo y Vo) y 0wy (Uo, Vo), Ouz(Uo, Vo))
=0y (1)
dv
+ a(so) (0vx(Uo Vo) y 0vY(Uo, Vo), 0vZ(Ug, Vo))
¢ = )B/(to)
_du

, dv /
= a(so) v (u) + E(SO) B (vo)

= a'yl(uo) +b'B/(Vo)»
onde a e b sdo os numeros reais, dados por

Sy e b sy, (11.196)

¢ ds ds

1sto €, o vetor tangente & curva parametrizada «: K — S, da superficie S = F(A), no ponto
Po = «(r,) € S, pode ser escrito como combinacdo linear dos vetores tangentes ds linhas
de coordenadas da superficie S no ponto P,, ou seja, como combinagdo linear dos vetores

v (uo) e B/(Vo)a
como queriamos demonstrar.
2. Vale observar que, da disciplina de Geometria Analitica, dois vetores de V> tém produto
vetorial ndo nulo se, e somente se, eles sdo L.I. em V3.

Logo, esses dois vetores juntamente com um unico ponto, geram um plano em R3.

Em particular, se a superficie parametrizada S = F(A) € regular, seque que os vetores
tangentes ds linhas coordenadas sGo vetores tangentes superficie S, que serdo L.I. em V3,
1sto €, os vetores

v (u) e B'(vo),
serdo vetores tangentes d superficie S = F(A), no ponto (1, ,Vv,) e sdo L.I. em V3.

Portanto eles, juntamente com o ponto P, = F(Q,) da superficie S = F(A), geram um tinico
plano de R3.

Com isto temos a:

Definicao 11.6.4 Na situacdo acima, definimos o plano tangente a superficie parametrizada
regular S = F(A), no ponto

Po = F(Qo) = (x(uo, Vo) ay(uo Vo), z(Uo, Vo)),

como sendo o plano de R3, que contém o ponto P, e tem como vetores diretores os vetores

'Y/(U—o) € B /(Vo)

(que sdo vetores L.I em V3, pois a superficie parametrizada é reqular e eles sdo vetores tangentes
a superficie parametrizada diferencidvel S = F(A), no ponto Q, = (U, Vo)).



11.6. PLANO TANGENTE E RETA NORMAL 435

Uma equag¢do wvetorial do plano tangente 4 superficie parametrizada regqular S = F(A), no
ponto

Po =F(Qo)

(x(Uo y Vo) y Yo, Vo), z(Uo , Vo))
pode ser dada, explicitamente, por:
X=P,+t-v'(uo)+s-B’'(vo), para cada t,s €R. (11.197)

O vetor
Y /(uo) x 3 /(Vo)

serd dito vetor normal a superficie parametrizada regular S = F(A), no ponto Q, = (1, Vo).

Observacgao 11.6.4 Observemos que, na situagdo acima, o vetor

Y /(uo) X B /(Vo)

serd dito vetor normal a superficie S = F(A), no ponto Q, = (u,,V,) e nao no ponto P, = F(Q,),
da superficie S = F(A) (veja a figura abaizo).

Y (wo) X B’ (vo)

Y

Isto decorre do fato que a superficie parametrizada regqular S = F(A), pode possuir auto-
intersecgbes e assim nao ficaria bem definido o vetor normal d superficie parmetrizada regular
S =F(A) em um ponto que pertenca a auto-interse¢do, mas o vetor mormal, definido acima,
ficard sempre bem definido.

Temos um resultado andlogo da Proposigdo ([IT=), para o caso n = 3.
Mais precisamente, temos o:

Proposicao 11.6.1 Sejam B um subconjunto aberto, ndo vazio, de R3, Py = (X0,Yo0,20) € B e
f:B C R = R uma fungdo diferencidvel em Po, de modo que

VF(P,) # O. (11.198)

Entdo a superficie de nivel f(P,), associada & fungdo f, pode ser obtida como uma superficie

parametrizada regular em uma vzinhanga do ponto P,, isto €, em uma bola aberta Bs(P,), para
algum 6 > 0.
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Mais precisamente, podemos encontrar um subconjunto A aberto, ndo vazio, de R* e uma
fungdo F: A C R? — R3, que é diferencidvel em A, de modo que S = F(A), seja uma superficie
parametrizada regular, com

f(Py) €S
e flF(u,v)] =f(Py), para cada (u,v) €A. (11.199)
Além disso, o vetor Vf(P,) (que ndo € o vetor nulo) é um vetor normal (ou ortogonal) d
superficie parmetrizada reqular S = F(A) no ponto P,, isto €, d superficie de nivel da fungdo f,
de wvalor f(P,), que contém o ponto P,.
Neste caso, uma equacdo geral do plano tangente d superficie parametrizada reqular S = F(A),

no ponto P,, serd dada por:

fx(Po) (x —%o) + fy(Po) (Y —Yo) + f2(Po) (z—20) =0, (11.200)
ou, de modo abreviado, PeS
se, e somente, se Vf(P,) e (P—P,) =0, (11.201)

onde P = (x,y,z) € R3.

Demonstragao:
Serd mostrado mais adiante, que podemos obter a superficie de nivel f(P,), da fungdo f, como
uma superficie parametrizada regular, definida em uma vizinhanga do ponto P,, ou seja, podemos

encontrar um subconjunto A, aberto de R? e uma fungdo F: A C R? — R3, que é dada por

x =x(u,v)
Flu,v)=<¢y=y(u,v) , para (u,v)c€A, (11.202)
z=1z(u,v)
de modo que (Up,vo) €A,
Po = F(uo, Vo)
= (x(Uo, Vo), Y(Uo, Vo), Z(Uo , Vo))
e F(A)Cf({P.]), (11.203)
ou seja, f[F(u,v)] = f(P,) (= constante), para (u,v)€A. (11.204)

Geometricamente, a situagdo acima pode ser ilustrada pela figura abaixo:

A (wo ,Vvo)
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Como
S=F(A) Cf'({Po})

é uma superficie paramerizada regular, temos que um vetor tangente a superficie S, no ponto P,, pode
ser obtido como anteriormente, isto é, como combinagédo linear dos vetores

Y'(uw) e B'(vo),

onde as fungdes v : I C R — R3 e f : ] C R — R3, sdo as linhas coordenadas da superficie
parametrizada diferencidvel S = F(A), no ponto

Po =7v(uo)
=Bvo), W€l e vo€],
correspondentes as curvas coordenadas: v=v, € u=1,, respectivamente,
ou ainda, v(u) =F(u,v,), paracada uwel (11.205)
e B(v) =F(u,,v), paracada , paracada vE],

(11.206)

onde I e ] sdo intervalos abertos de R, contendo u, € v,, respectivamente, e satisfazendo IX JC A
(veja a figura abaixo).

(uo,vo)

Y {zu 0 eR¥ i fix,y,2) = £(Po)} = F(A)

Como as fungdes f e F sdo fungdes diferencidveis em P,, Qo = (1o, V,), respectivamente, segue que
as curvas parametrizadas y: I — R3 e §: ] — R3, serdo curvas parametrizadas diferencidveis em U, €
Vo, respectivamente.

Além disso, teremos:

= 2, v,), (11.207)

= 7(u0)\;)_ (11.208)
Logo, como

£ [x(w, ), y(u,v), 20w, v)] = AR, v)] (11.209)
= "f(Py), para (u,v)el, (11.210)
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derivando esta identidade, parcialmente em relagdo a u e a v, no ponto Q, = (1, ,V,), Obteremos:

0 (=) 0(foF) (1g Vo)
ou
(CT=Zm) e regra da cadeia (veja (TTI03)) E % E E)iy ﬁ %
= aX(PO) au( 0y Vo) + ay(Po) d (Uo , Vo) aZ(PO) au(uO)VO)
_(of of of ox oy 0z
- <aX(PO)) @(PO)) aZ(POJ> L4 <all(u0) vo)) R(uo )Vo)) a(uo )v0)>
= G(py) 0 O (g, vo)
ou
=) 6 Py) 0y (1), (11.211)
0 (Tr=zm) 0(foF) (1tg Vo)
ov
(CT=m) e regra da cadeia (veja (TTI03)) g % g 679 E %
= aX(PO) d (Uo, Vo) + ay(Po) d (Uo , Vo) + aZ(PO) av(UOaVo)
_ [ of of of 0x dy 0z
— (GtPaly 51 (Pa)y 51 P0) ) o (Gtia vo), S o ve), G (e ve))
( );( )Vf(Po)°ﬁ(u0aVo)
ov
=) 96 P,) 0 B/ (vo) (11.212)

ou seja, de ([ITZI) e (ITZ13J), segue que o vetor Vf(P,) é ortogonal aos vetores

v'(uo) e B'(vo),

que sdo vetores geradores do plano tangente a superficie parametrizada regular S = F(A), no ponto
Qo = (Uo , Vo).

Isto implicard que o vetor Vf(P,) (que n&o é o vetor nulo) é um vetor normal ao plano tangente
a superficie parmetrizada regular S = F(A), no ponto P,, ou ainda, & superficie de nivel da superficie
parametrizada regular S = F(A), no ponto P,.

Neste caso, como visto na disciplina de Geometria Analitica, a equagdo do plano tangente a
superficie parametrizada regular S = F(A), no ponto Q, = (1o, Vo), serd dada pela equagéo (IT—200)
ou a equagdo ([T—ZOT), finalizando a demonstragdo.

O

Observacao 11.6.5 A demonstrag¢do da Proposi¢do (ITE) acima, pode ser utilizada para mos-
trar que se a fung¢do vetorial

$:KCR - R?

é uma curva parametrizada diferencidvel, dada por

$(t) = (x(t),y(t),z(t)), para cada teK,
com d(to) = Po,

cujo trago estd contido na superficie de nivel f(P,) da fungdo f (que vamos supor ser uma
superficie parametrizada regular), entGo sabemos que

flp(t)] =f(Py) para teK, (11.213)
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entdo os vetores Vf(P,) (vetor mormal d superficie parmetrizada reqular S =F(A), isto é, a

superficie de nivel da fungdo f em P,) e & '(t,) (vetor tangente d& superficie parametrizada

reqular S = F(A), em to, ou ainda, em P,) serdo vetores ortogonais (veja a figura abaizo).
Para mostrar isto, basta derwar a equagdo (IZI3), em relagdo a t, e utilizar a regra da

cadeia (ou seja, o Teorema ([ITZ)), para concluirmos que
Vild(to) e d'(to) =0.
Dewxaremos a verificagcdo deste fato como exercicio para o leitor.

b’ (to) Vildb(to)] ,

/42

to

Apliquemos as ideias acima aos:
Exemplo 11.6.1 Seja S uma superficie que € o grdfico da equac¢do
xzyz+3y2 —2xz>—8z, para cada (x,y,z) € R?,
1sto €, Si{(x,y,z)eR3; xzyz+3y2:2xz2—8z}.
Pede-se:
1. mostrar que, em alguma vizinhanga do ponto

Poi(hZ,—U GS,

a superficie S pode ser obtida como uma superficie parametrizada regular;

2. encontrar uma equagdo geral do plano tangente a superficie S mo ponto

Poz(])zy_1);

(11.214)

(11.215)
(11.216)

(11.217)

3. encontrar uma equagdo vetorial da reta normal & superficie S, no ponto P, = (1,2,—1);

4. a reta normal obtida no item @. intercepta o plano m, que tem por equagdo geral

m:x+3y—2z=10 7?

Caso afirmativo, em que ponto se interceptam 2.
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Resolugao:
De @.:
Consideremos a fungdo f: R — R, dada por

f(x,y,z) =x*yz+3y>?—2xz*+8z, paracada (x,y,z)eR>. (11.218)

Notemos que a superficie S, sera a superficie de nivel zero, associada a fungéo f, isto §,

S:{(x,y,z)eR3;f(x,y,z):o}. (11.219)
Observemos que

(=)

f(PO) (])2)_1)

(E=) com TTy=2e 2571 92 5 (1) 43-22-2-1- (=124 8- (—1)

=0,

(=)

isto é, P (1,2,-1) €S (veja (CI=Z1T)).

Além disso, a fungdo f, dada por (IIT2I3), é uma funcdo diferencidvel em R3 (pois é uma fungéo
polinomial) e

of (C=zm) 0 [ ) 2 5.2
ax(x,y,z) = o [x yz+3y-—2xz +82}
=2xyz—22%, (11.220)
of (C=zm) 0 7 ) 2 2
@(x,y,z) = 3 [x yz+3y-—2xz +32}
=x*z+6vy, (11.221)
g(x y z)( = )E[XZyz+3y2—2xz2+8z}
oz 7’ 0z
=x*y—4xz+38, (11.222)
logo,
of of of
Vf(x,y,z): <ax(x>y>z)vay(x»y7z)>az(xvyyz)>
( ) (2 o )(nyz—ZZz,xzz+6y,x2y—4xz+8) ,  (11.223)
assim:
vi(1,2,—1) FFEhcom STv= e s==mT 0 gy 4 (11.224)
#1(0,0,00=0.

Logo, da Proposigdo (ITE1) segue que, em uma vizinhanga do ponto P, = (1,2,—1) € S, a
superficie S pode ser obtida como uma superficie parametrizada regular.
De 1Q.:

Da Proposigédo ([IT51), segue que o vetor



11.6. PLANO TANGENTE E RETA NORMAL 441

. [immeaw
serd um vetor normal a superficie S, no ponto P, (=) (1,2,—-1) eS.
Logo, como visto da disciplina Geometria Analitica, temos que uma equagéo geral do plano, que
indicaremops por 7, tangente & superficie S, no ponto P,, serd da forma:

m:—6x+1ly+14z+d=0, (11.225)
onde a constante d pode ser obtida sabendo-se que o ponto
Po=(1,2,-1)
pertence ao plano 7, isto é,

—6+22—144d=0,
ou seja, d=-2. (11.226)

Portanto, de (IT=223) e (IT2ZH), uma equagdo geral do plano 7, tangente a superficie S, no ponto
P, =(1,2,—1), serd dada por:

—6x+11y+14z—-2=0. (11.227)
De B.:
Como o vetor
vi(P,) "= (—6,11,14)

é¢ um vetor normal a superficie S, temos que uma equagdo vetorial da reta, que indicaremos por T,
normal & superficie S, no ponto P,, serd da forma:

r:X=P,+t-VFf(P,), paracada teR,
ou seja, (x,y,z)=(1,2,—-1)+t-(—6,11,14), paracada teR. (11.228)

De a.:
Seja P = (x,y,z) o ponto onde a reta normal do item B. encontra o plano

x+3y—2z=10. (11.229)
Como o ponto P pertence a reta r, deverd existir t € R, tal que

(X>1Ja ): (] »2>_])+t’ (_6>]] )14)
=(1—6t,2+11t, ), (11.230)

para algum t € R.
Para esse ponto P pertencer ao plano 7, que tem equagdo geral (IT—229), devemos ter:

T—6t)+32+111) —2( ) =10,

(
ou seja, t=-1.

Fazendo t = —1 na equagdo ([T—230), temos que o ponto que pertence a reta r normal e ao plano
Tt acima, serd o ponto
P=(7,-9,-15).

Temos agora o:
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Exercicio 11.6.1 Dada a curva parametrizada diferencidvel v : R — R3, cujas equagdes pa-
ramétricas, sGo dadas por:

x = et
y=et , para cada teR, (11.231)
z=+21t

15to €, y(t) = (et,e_t,ﬁt) , para cada teR, (11.232)

encontrar uma equacdo geral do plano normal ao traco da curva parametrizada v :R — R3 em
1=0.

Em particular, teremos uma equacgdo geral do plano normal ao trago da curva parametrizada
v:R — R3 no ponto

Po =7v(0)
=2 11,1,0). (11.233)
Resolugao:
Observemos que um vetor normal ao plano normal ao trago da curva parametrizada y : R — R3 no
ponto P, =y(0), serd um vetor tangente & curva parametrizada em t = 0, ou seja, serd o vetor y’(0)
(veja a figura abaixo).

PO
P ﬁ\\ij
v '(0)
Mas
v = (e~ v2)
#(0,0,0) :6, paracada teR, (11.234)

logo a fungdo vetorial v : R — R® é uma curva parametrizada regular.

Portanto, o vetor
[T234), com t=0
y'(0) UL (1,11,02))

serd um vetor normal ao plano procurado.
Logo, uma equagio geral do plano normal ao trago da curva parametrizada y : R — R3, em t = 0,
serd dada por:

Lx—i—(—])'y—l—( >'z+d:O,
ou seja, X—y+v2z+d=0. (11.235)



11.6. PLANO TANGENTE E RETA NORMAL 443

Como o ponto

Po :Y(O)

(IEI:ZE),:com t=0 (1,1,0), (11236)

deve pertencer ao plano procurado, deveremos ter

1—14+V2.04+d=0,
isto é, d=0. (11.237)

Portanto, substituindo (IT=237) na equagdo ([1T233), uma equagio geral do plano normal a curva
parametrizada v : R — R3, em t = 0, serd dada por:

x—y—i—\FZz:O,

completando a resolugéo.

Observacgao 11.6.6

1. Consideremos A um subconjunto aberto, ndo vazio, em R?, (xo,yo) €A eg: A CR?> =R
uma funcdo.

Suponhamos que a superficie S € o grdfico da fungdo g, isto €,
s={(x,y,90,1) €R'; (x,y) €A} C R, (11.238)

onde a fungdo g € uma fungdo diferencidvel em A (vide a figura abaizo).

S=Gl(g)

(x0,Yo0,9(x0,Y0))

A questdo que colocamos € a sequinte: como obter a equag@o geral do plano tangente d
superficie S, no ponto

Po = (X0,Yo, 9(X0,Yo)) s
se este existir?

Para responder esta questao, observemos que se considerarmos a funcgago f: V=AxR — R,
por
f(x,y,z) =g(x,y) —z, para cada (x,y,z)€EV (11.239)
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temos que a superficie S serd a superficie de nivel zero associada & funcdo f isto é,

(X)U)Z) GRa; f(x,y,z) =0, = {(X)U)Z) €R3; g(x,y)—z:O}
———

=3
=g y)—2

= {(x,y,z) ER;z= 9(X>U)}

= {(XJJ)Q(X)U)) eRg; (X»U) € A}
=) g

Como a fungdo f, dada por ([TZZM), € uma funcdo diferencidvel em V (pois a fungdo g €
diferencidvel em A) e

() (Of of of
vitx,u,2) = (0.2, g x0y2), 30w
0 0
( = )(ag(x)y))ag(x>9))_1> ) (11'240)
0 0
teremos: Vf(xo»yovzo) = <ai(xo,yo)valj(xo>yo)> )
+£(0,0,0)=0.

Logo, da Proposigdo (ITHE), seque que este vetor serd um vetor normal a superficie S,
no ponto Py = (X0, Yo, 9(Xo,Yo))-

Portanto, uma equagdo geral do plano tangente a superficie S, no ponto P,, poderd ser
dada por (devido o ([IT=ZO) e (II=2ZM)):

d d
%(Xoyyo)'x+£(xo>yo)'y+( J-z+d=0,
. og og
ou seja, 3y (Koo Yo) - x+ @(xo,yo)-y+(—1)-z+d:o. (11.241)

Como o ponto
Py = (Xo yYo Q(Xo )yo))

deverd pertencer a este plano, cuja equacgdo geral é dada por ([I2Z1), deveremos ter:

0 0
Fi(XO’UO)XO + %(Xoﬂjo)yo - Q(Xo>yo) +d=0,
] d=g(x )—%(X )% —a—g(x ) (11.242)
ou Seja') - 9 0)y0 aX (0] )HO (6] ay (6] )UO UO . .

Portanto, subsituindo ([I2Z32) na equagdo do plano tangente d superficie S no ponto P,,
1sto €, na equagdo (I2Z1), obteremos:

0 0 0 0
37796(7(0 yYo) X + %(Xo yYo)Y —z+ g(Xo ,Yo) — 872(7% yYo) Xo — %(Xo yYo) Yo =0,
. og 0g
ou awnda: z=g(xo,Yo) + a(xo yYo) (X —%o) + @(Xo yYo) (Y —Yo) . (11'243)

Geometricamente, temos a sequinte situa¢do para as considera¢oes acima:
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(X0 ,Yo »9(x0 ,Yo))

2. Compare a expressdo (I2Z3) com a expressGo da defini¢do de diferenciabilidade da fungdo
g em (Xo,Yo) (a saber, (II2) trocando-se a fungdo f pela fungdo g).

O que hd de comum?

3. Outro modo de tratar o problema acima seria considerar uma fun¢do F: A C R? — R3
dada por
Flu,v) = (u,v,g(u,v)), para cada (u,v)e€A. (11.244)

Geometricamente teremos a sequinte situacdo, relativamente ao caso acima:

(u,v,glu,v))

Como a fungdo g € diferencidvel em A, segue que a fungdo F serd diferencidvel em A.

Além disso,

OF ) &= 99

v = (1 0, au(u,\))> (11.245)
aF IIE @

e afv(u,v) = <0,1 ' 3y (u,v)) , (11.246)

para cada (u,v) € A e estes dois vetores sdo, obviamente, L.I. em V3.

Portanto S = F(A) é uma superficie parametrizada reqular e o plano tangente d superficie
S =F(A), no ponto (u,,v,), terd uma equagdo geral dada por ([I=2Z3), pois as linhas
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coordenadas no ponto (U,,Vv,) € A, a saber, as funcdes y :ICR - R epf:JC R — R3
dadas por

y(u) = (u,vo,g(u,vo)) (11.247)
e BV =(uo,v,9(u,v)), (11.248)

para w € 1 e v € ], respectivamente, serdo fungbes diferencidveis em 1 e ] (que sdo
intervalos abertos de R, tais que I x ] C A), respectivamente, e os vetores

v/ () =2 (1 0, gﬂ(u,v)) (11.249)
e p'(v) =2 <0,1 ,g?)(u,v)> (11.250)

sdo, obviamente, L.I. em V3, para cada (u,v) € 1 xJ.

Em particular, os vetores
0
v (uo) = (1 ,O,Q(uo,vo)> (11.251)
ou
/ 99
e B vo) = (0,1, 5 (1o, Vo) |, (11.252)

poderdo ser tomados vetores diretores do plano em questdo.

Asstm uma equagao vetorial do plano em questdo, serd dada por:
X = (Uo,Vo,g(Uo,vo)) +t-v' () +t-B'(vo), para cada t,scR, (11.253)

e, por meto desta, podemos obter uma equagao geral do plano em questdo, que nos forne-
cerd a equagdo ([IT2Z3).

Dewzaremos estes detalhes como exercicio para o leitor.

Resumindo temos, pelo menos, trés modos diferentes de apresentar uma superficie para-
metrizada regular, em uma vizinhanga de um ponto P,, pertencente a mesma, a saber:

(a) Se a superficie S é dada como a imagem de uma aplicagdo F: A C R? — R3 dife-
rencidvel em Qo, = (Uy,Vvo) € A, de tal modo que os vetores

/

v (o)
e B (vo) sdo L.I. em V3,
onde v(u) =F(u,v,), paracada uel (11.254)
e B(v) =F(u,,v), paracada vE€E], (11.255)

sdGo as linhas coordenadas da superficie S = F(A), pelo ponto (u,,V,), 2Sto €, temos
uma superficie parametrizada regular (veja a figura abaizo).

Neste caso, uma equagdo vetorial do plano tangente d superficie parametrizada regular
S =F(A), no ponto Qo = (Uy,vo) € A, serd dada por:

X=Py+t-v'(u)+s-B’'(vo), para cada t,scR. (11.256)
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B/ (to) A
v :
! Ve v/ (to)
i~ ;
F Po ——mm f(Po)
/— _—
Qo = (uo , vy

— >

~__ | u / N

Yy

(b) Se a superficie S é dada como uma superficie de nivel

f(Po) = f(X0, Yo, Zo)

aberto
de uma funcdo diferencidvel f:B C R3 — R, de modo que

VF(P,) #O.
Neste caso, uma equacgdo geral do plano tangente & superficie
ScC {P e R3; f(P) = f(PO)} , (11.257)

no ponto Py = (X0,Y0,20) € S, serd dada por:

of of of

a(Po) (x =%0) + =—(Po) (y —yo) + 2z

oy (Po) (z—20) =0. (11.258)

<

Em particular, o vetor Vf(P,), que ndo € o wvetor nulo, serd um vetor normal a
superficie S no ponto P, (veja a figura abaizo).

z Vi{(Po)

Y

(c) Se a superficie S, é dada como o grdfico de uma func¢do g: A C R? — R diferencidvel
em A.
Neste caso, uma equacao geral do plano tangente a superficie

s {(xu,90x,y) € R (x,y) €A} (11.259)
no ponto Py = (X0 ,Yo,9(X0,Yo)) € S, serd dada por (veja a figura abaizo):
99 99
a(xo yYo) (X —Xo) + @(Xo yYo) (Y —Yo) =2+ g(X0,Yo) =0. (11.260)
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(X0 Yo »9(X0 ,Yo))

11.7 Derivada Direcional de Fungoes Reais de Varias Variaveis

A seguir introduziremos o conceito de derivada de uma funcio a valores reais, de varias varidveis reais,
em um ponto, na dire¢cdo de um vetor, a saber:

Definigao 11.7.1 Consideremos A um subconjunto aberto, ndo vazio, do R™, P, € A, f: A C
R™ — R uma fungdo e Vv € R™ um vetor unitdrio (isto €, ||V|| =1).
Definimos a derivada direcional da fungao f no ponto P,, na direcao de V, que serd de-

notada por g,(Po), como sendo o limite

, (11.261)

quando este limaite existir.

Notagao 11.7.1 Outras notagdes para a derwada direcional de f mo ponto Py, na direcdo
(unitdrio) de V sdo:

05f(Po) ou f3(Po) ou Dyf(Po) . (11.262)
Observagao 11.7.1

1. Se existir, podemos interpretar, geometricamente, a derwada direcional da fung¢do f no

L, R of
ponto P,, na dire¢Go do vetor (umitdrio) V, isto €, o numero real ?(PO), como sendo o
— v
coeficiente angular da reta tangente & representacdo geométrica do grdfico da fungdo a
valores reais, de uma varidvel real, g: 1 — R, dada por

g(t)=f(Po+t-Vv), paracada tel, (11.263)
onde 1 € uma wntervalo aberto de R contendo t = 0.
Logo,
f(Po +1t-V)—f(P
t—0 t
(rzm) . 9(t) —g(0)
t—0

visto na disciplina de Cdlculo 1 ,(0)
- )

of

35(Po) =9 (0). (11.264)

ou seja,
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2. Consideremos a fungdo f: A — R, definida no conjunto A, um subconjunto aberto, ndo
vazio, de R?, Py = (X0,Yo) € A e 0s vetores unitdrios

61:(])0) e 622(0)1)

Calculemos as derivadas direcionais (caso existam)

fé] (PO) e féz(PO) .

Neste caso teremos:

of f(P, +t-¢e7) — f(P
0¢€; t—0 t
Po+t‘€1:éxo+tvyo) lim f(Xo + tﬂJo) - f(XO )yo)
t—0 t
rra) Of
(=) =~ (%0, Vo) (11.265)
e
of f(P, +t-¢&;) — f(P
T(Po) (E::Zﬂ) ].lm ( 0+ 62) ( 0)
aez t—0
Pott&=(xo Wott) 1, f(Xo,Yo +t) — f(x0,Yo)
t—0 t
=) Of
=) 3y (X0 10)- (11.266)

Conclusao: a derwada directonal da fungdo f no ponto Py, na diregdo dos vetores unitdrios
€1 € €2,

serdo as derivadas parciais de primeira ordem da fungdo f, em relagdo a x e a'y, no ponto
Po = (%0,Yo), Tespectivamente.

3. Em geral, se A é um subconjunto aberto, ndo vazio, de R", P, € A, e a fungdo f: A = R

é diferencidvel em P,, se considerarmos, para cada i€ {1,2,---,n}, os vetores unitdrios
— . n
ei—(O)"')O) \]/ )O)"')O)ER )

i-éstma posi¢do

entdo
of of

—(P —

= (Ps), wpara cada ie€{1,2,---,n}. (11.267)

A verificagdo desta afirmagdo serd deizada como ezxercicio para o leitor.
4. No caso n =2, consideremos um vetor unitdrio
Po = (%0,Y0) e V=(a,b) (11.268)
e definamos a funcdo g:1 — R, dada por
g(t) =f(xo+at,y,+bt)

(=) f(Po+t-V), para cada tel (11.269)
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e a curva parametrizada diferencidvel y: 1 — R3, dada por

Y(t) = (xo +at, yo+bt, g(t))

(=) (Po+t-V, g(t)), paracada tel, (11.270)

onde 1 é um intervalo de R, contendo t =0, considerado de modo que as expressées acima
facam sentido.

Como

Y(t) = (xo+at,yo+bt, g(t))
= (X0,Y0,0)+g(t) - (0,0,1)+t- , para cada tel,

temos que o trago da curva parametrizada v : 1 — R3 estard contido no plano 7, que tem
uma equac¢do vetorial dada por:

T X=(X0,Yo,0)+A-(0,0,T)+p- , para cada A,p ER. (11.271)

Para verificar este fato, basta tomar os sequintes valores para os pardmetros do plano:

Observemos que o plano m é um plano perpendicular ao plano xOy, pois o vetor
(0,0,1) x )

€ um vetor, diferente do vetor nulo, e normal ao plano @ e é ortogonal ao vetor (0,0,1),
que € um vetor normal ao plano xOy.

Notemos que, o coeficiente angular da reta tangente a representacdo geométrica do grdfico
da fungdo g, no ponto (0,9g(0)), serd dado por:

/(O) visto na disciplz;w de Cdlculo 1 lim g(t) - 9(0)
t—0 t
() Hm f(xo +at,yo +bt) —f(xo,Yo)
t—0 t
— lim f[(XO, yo) +t- (a)b)] - f(xo >yo)
t—0 t
(=) . f(Po +t-V) — f(Po)
= " lim
t—0 t
[T 200 af
= % py. (11.272)

ov

Por outro lado, o vetor tangente d curva parametrizada vy :1 — R3, em t =0, serd dado
por:

v'(0) = (a,b,9(0))
( = )<a)b)a1—i(P0)>
ov
of

+==(Po) - (0,0,1), (11.273)
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1sto é, o wvetor y'(0) é paralelo ao plano 7, pois um seu vetor diretor, a saber, o vetor
(0,0,1), € paralelo a wm dos vetores diretores do plano 7, no caso, € coincidente.

. . of .
Deste modo podemos identificar o numero real a—v(Po), com o coeficiente angular da reta

tangente & representacdo geométrica do grdfico da curva parametizada diferencidvel vy :
I —» R3, que estd contida no plano @, em t =0.

Mas, como wvisto na disciplina de Cdlculo 1, sabemos que o coeficiente angular da reta
tangente € dado por tan(w,), onde x, € o dngulo que a reta tangente, que estd contida no

plano 7, faz com a reta passa pelo ponto y(0) e tem a direcdo do vetor vV # 6, que também
estd contido no plano © (veja a figura abaizo).

Conclusao: geometricamente, as consideragées acima podem ser caracterizadas na figura

abaizo:
of

E(PO) =tan(o) . (11.274)

]
Apliquemos as idéias acima ao:
Exemplo 11.7.1 Consideremos a funcgdo f:R? — R dada por
f(x,y) =x*—xy+5y, para cada (x,y) € R%. (11.275)
.. of
Calcular, se existir, a—\?(PO), onde
3 4
v=|-,—= 11.2
5= (3,-3) (11.276)
e Po=(—-1,2). (11.277)

Resolucgao:
Observemos que

=33

S (6]

=1,
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ou seja, o vetor V é um vetor unitario em V2,
Assim, se existir, temos que:

af(Po) (=) lim f(Po+1t-V)—f(Py)

R t—0 t
3 4
() o () [(_] AN <5’_5>] —ha
= lim
t—0 t
f<1 +3t,24t> —f(-1,2)
. 5 5
=lim
t—0 t
2
<—1 +;t) — <—1 +;t) (2—2%) +5 <Z—gt>] — [(—1)2+(—1)2+5-2]
(=m) 1
= ' lim
t—0 t
36 21 ,
. (13—5t~|—25t > —13
=lim
t—0 t
= lim —% + ﬂ t
N t—0 5 25
36
=——. 11.2
. (11.278)
- ., of
Logo, pela Definigdo (ITT), existe R’(PO)'
Além disso, teremos
of (=zm) 36
55(Po) = 5 (11.279)

ou seja, a derivada direcional da fungdo f no ponto P, = (—1,2), na diregdo do vetor (unitdrio)

.. (3 4 - 36 «
v=|=,—=) serd igual a —5 completando a resolugdo.

5> 5
d
Observagao 11.7.2 Observemos que, no Ezemplo (1) acima, temos que:
o) (Of 0
vt = (Fixu) g x0)
(@)= (2x —y,—x+5), para cada (x,y) € R%. (11.280)
Assim, seque que
vi(P,) =2 vi(—1,2)

=0 (4.6). (11.281)

Notemos que:

55
12 24
-5 5
36
5

(wzzm) of

Po
a\—)»( ))
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ou seja, no Exemplo (I_) acima.

Com isto temos a sequinte identidade:

O (P} = VF(Po) 0 .
ov

Como veremos a seguir, isto ocorre em geral, mais precisamente temos o:

Teorema 11.7.1 Sejam A um subconjunto aberto, ndo vazio, de R%, Py = (xo,Yo) € A, f: A C
R? = R uma fungdo e V = (a,b) um vetor unitdrio de V2.

Se a funcdo f € diferencidvel em P,, entdo a fungdo f admitird derivada direcional no ponto
Po, na diregdo V.

Além disso, teremos

O (py) = Vi(Py) o 7. (11.282)

Demonstracao:

Consideremos a fungio vetorial v : I — R?, dada por

v(t) = (x(t),y(t)) (11.283)
= (xo+at,yo+bt) (11.284)
=Po+t-V, paracada teR, (11.285)

que é uma curva parametrizada diferencidvel em R?, satisfazendo

=v. (11.286)
Definamos a fungéo g: I — R, dada por

g(t) = (foy)(t)

= fly(t)]

22 (1), y(1)] (11.287)
= f(xo + at,yo + bt) (11.288)
(=) f(Po+t-V), paracada tel, (11.289)

onde I é um intervalo aberto de R, escolhido de modo conveniente para que o ponto
(Po+t-V) €A,

para cada t € I (veja a figura abaixo).
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Y(t) = (xo +at,yo +bt)

Da diferenciabilidade da fungdo f no ponto P, = (x,,Y,) € da curva parametrizada diferencidvel
v:1— R? em t = 0 segue, da Regra da Cadeia, a diferenciabilidade da fungdo g =foy, em t =0.
Além disso, da Regra da Cadeia, segue que:

(c—=2) d

! — -
9'(0) =) Z(fov)(t)
regra da cadeia (veja ([TI03)) dx dy
= fx(Po) a(o) + fy(Po) E(O)
r==a) of of
=2 T (Pg)a+ o (Py) b
0x oy
of of

— (5Pl 55 1Pa)) # (a,0)
Po=(x0 Yo

25 Tt(xg, yo) 07 (0)
22 Gfixo ,yo) o 7. (11.290)

Da Definigdo (II=T), teremos

if,(Po)( pons )li f(Po+t'v)_f(Po)
ov t—0 t
=) | fy(1)] = iy (0)]
t—0 t
(cz=) . 9(t) — g(0)
t—0

visto da discipli;na de Célculo 1 g ,(0) . (11291)

Logo, existe a derivada direcional da fungdo f em P, = (x,,Yo), na diregdo do vetor V e, de (I[ITZ4d)
e (T=Z41), segue vale a seguinte identidade

como queriamos demonstrar.
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Observacao 11.7.3

1. Vale o andlogo do Teorema ([IZJ), para uma fungdo a valores reais, de n varidveis

aberto
reats, 1sto €, se f: A C R"™ — R é uma fungdo diferencidvel em P, € A, onde A é um

subconjunto aberto, ndo vazio. de R", entdo para cada vetor v.€ V" unitdrio, temos que
existe a derivada direcional 9;f(P,) e, além disso,, teremos:

of
—(Po) = VIF(Py) ®V. (11.292)

ov
2. O Teorema ([I—Z) actma mos diz que se a fungdo f: A C R™ — R € uma fungdo dife-
rencidvel em P, € A entdo, para cada vetor Vv € V", que € unitdrio, temos que eziste a

f
derwada direcional g,(Po).

Porém, em geral, nao vale a reciproca, isto é, é possivel que uma funcdo f tenha to-
das as deriwadas direcionais em um ponto, em qualquer direcGo unitdria, mas nao seja
diferencidvel neste ponto.

Para ilustrar esta situacdo temos o sequinte exemplo:

Consideremos a fung¢do f:R?> — R, dada por

x|yl
—, (x,y) # (0,0)
f(x,y) = \/XZ—Q—UZ ey . (11.293)
Oa para (X>U) = (O»O)

Notemos que a fungdo f é continua em

P, = (0,0). (11.294)
De fato, pois
lim  fx,y) C CYFOQ @R x Iyl
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0) /Xz+yz
= limO . XL
(x,y)—(0,0) /Xz+yz
Notemos que
lim x=0 (11.295)
(x,y)—(0,0)
e
lyl

0< ———
\/ X2 —i—yz
\ylzx/lﬁiwfﬂz V< +y?

=1, (11.296)
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para todo (x,y) € R*\ {(0,0)}.

Portanto, seque que (infinitésimo x limitada)

lim  f(x,y) (=2) lim X i

(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0) /Xz +y2

|I-u!l:

0
( = )f(())O))
ou seja, a fung¢do f € continua em
Po =(0,0).

Mostremos que a fungdo f tem derwada direcional, no ponto
P, =(0,0),

em qualquer direcdo unitdria v € V2.
Consideremos

v=(a,b), (11.297)
um vetor unitdrio de V? (isto €, |[V]| = Va®+b*=1)

Deste modo, teremos:

ov t—0 t

=0
—
(Cr=zm) e (TT2wa) lim f(0+ta,0+tb)—f(0,0)
- t—0 t
. f(ta,tb)
=lim ——
t—0 t

0 e (O L 1 (ta)|(tb)]

=0t (ta)?+ (tb)?

=/2(a21p2)=V2\/ a? + b? = [t| V a? + b? |

e [T thtlalbl
=0 | t g y/a? + b2

T
Va2l e 0 ) (11.298)

Portanto, a fun¢do f tem derivada direcional no ponto P, = (0,0), na diregdo do vetor
unitdrio V, para cada vetor unitdrio Vv = (a,b) € V2.
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Em particular, :

se V=¢€
(\/ \O/)’
~a b
of of
teremos: +(0,0) = ==-(0,0)
ox o€
a=1,b=0 em (TT=3) 0, (11.299)
e
se V=€
= (0,1),
of of
teremos: ~—(0,0) = —=-(0,0)
dy 0€
a=0,b=1 em (ITZTW) | (11.300)

Assim, para estudarmos a diferenciabilidade da funcdo f mo ponto P, = (x0,Yo) = (0,0),
precisaremos estudar o limate

E(h,k)
(hk oo 190

onde, para (h,k) # (0,0), temos que:

3
B, k) = #(xo + hyyo + k) — (X0, Yo) — Fx(Xo o) h — fy (X, Yo) K

@ =), @@=, (=),
(Xo Y0)=(0,0) 00— 0 0 h_f0.0
f(h,k) —f(0,0) —fx(0,0) h —fy(0,0) k
:f( ) )
(hk)#0,0) e (=)  hlk|
Vh 412
hk|
V212 . 11.301
h? + k? ( )
Logo,
h k|
Vh? 4K
lim M( = ) lim h? + K
(hK)—(0,0) [ (R, k)| (hK=00) /R 112
— tm K (11.302)
T (- 0,0) h2 4 k2 '

Observemos que, considerando-se a curva parametrizada v : R — R?, dada por

v(t) = (t,t), para cada teR, (11.303)
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temos que o limite acima, ao longo dessa curva parametrizada, tornar-se-d:

Ely(t)] @=m) .. E[(t,t)]
1m = 1
=0 [[y(t)] =0 [|(t, ]
= iy
t—=0t° +t
_! lim i
S 2%50 t

e este limite nao existe (tente calculd-lo pela direita e pela esquerda de t =0, ou seja,
o limite (T=Z02) ndo existird, mostrando que a fungdo f nao € diferencidvel no ponto
P0 = (O ) O)

Uma demonstragdo andloga a que exibimos para o Teorema (1), mostra que o mesmo
resultado € vdlido para funcdes a valores reais, de n varidveis reais.

Mass especificamente, se a fungdo f: A C R" — R € diferencidvel no ponto P, € A, onde
A € um subconjunto aberto, ndo vazio, de R", e o vetor Vv um vetor unitdrio de V", entdo
existird a derivada direcional da fungdo f no ponto P,, na dire¢do de V e, além disso,
temos

of
~=(Po) = VI(Po) o V. (11.304)
ov
Observemos que se, para cada , 1 €{1,2,---,n}, o vetor
Eii(o)"')oa 1 )O)"')O)

i-éstma posi¢do

€ um vetor unitdrio de V", entdo teremos:

of of
2 (P) = —(P
= T(p,) 0 &, (11.305)
of
1sto €, a(PO) =Vf(P,)eéi, paracada ie€{1,2,---,n} (11.306)
i

Sejam A um subconjunto aberto de R?, P, € A, f: A — R uma fungdo diferencidvel no
aberto
ponto P ey:1 C R— R? uma curva parametrizada diferencidvel, satisfazendo

Y(to) =Po, to€l,

y'(to) # 0,
cujo traco da curva parametrizada v : 1 — R? esteja contido em uma curva de nivel
associada & fungdo f.
Suponhamos que

v(t) = (x(t),y(t)), para cada tel.
Como
g(t) = fly(t)] = constante, para cada tel, (11.307)

pois o trago da curva parametrizada vy : 1 — R? estd contido em uma curva de nivel
associada a funcdo f, e as fungoes f e y sdo diferencidveis em P, e t,, respectivamente,
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seque, da regra da cadeia (ou seja, o Terema ([IZ1)), que a fungdo g =foy serd uma
fungdo diferencidvel em t,.

Derwando, em relagdo a t, a equagdo (CI=30A), obteremos, pela Regra da cadeta (ou seja,
o Terema ([TZ)), que:

O (m: ) g /(to)

d
= g fovlito)

d
— a{f[(x(t) yy(t)l}

t=to

regra da cadeia (veja ([II1H dx d
? 2009 E5 £10x(to)  y (o)) G (o) + Ryllx(te) y (k)] 2 (10)
= Vfly(to)l e v (to)
Iy ‘(to)lI#0 |\, v (to)
Iy o) (Wit o it
H o H o H'Y/(to)H
= [y "(to) | VFly(to)] o,
/
t
onde Giiy/( o) .
v (to)]]
Notemos que, por construgdo, o vetor v é um vetor unitdrio de V2.
Como
v "(to)ll # O,
deveremos ter Vily(ty)] eV =0. (11.308)

Em particular, os vetores Vf(P,) e v'(t,) sdo ortogonais, ou seja, o vetor gradiente da

fungao f mo ponto P,, € ortogonal a4 curva de nivel associada a4 funcdo f, que contém o
ponto P, (veja a figura abaizo).

Po = v(to)

N
-
<
o

V§(Po)

to

Logo a derwada direcional da fungdo f no ponto P, = y(t,), na direcGo do vetor tangente
(unitdrio) a uma curva de nivel associada d fungdo f no ponto P,, serd nula.



460 CAPITULO 11. DIFERENCIABILIDADE

6. Observemos também que, na situag¢do acima, se
Vi(P,) # 0,

como visto na disciplina de Geometria Analitica, temos que:

of (C=m)

%’(PO) V§(P,) oV

= [ VF(Po) || [[V]| cos(B)
MY 7 (Py)| cos(®), (11.309)
onde 0 € [0,71] é o dngulo entre os vetores, ndo nulos, Vf(P,) e V.

Como conseqiiéncia do item B. da Observagdo ([I—Z3) acima, temos o:

Corolario 11.7.1 Sejam A subsconjunto aberto, ndo vazio, de R?, Py = (xo,Yo) € A, f: A C
R? — R uma fungdo diferencidvel em Po, satisfazendo

Vi(P) 20 e veV?

um vetor unitdrio.

Entdo a deriwada direcional ?(PO) assumird seu mator valor quando
v

— Vf(PO)
V= . 11.310
[VF(Po)] (11:310)
. o of .
Por outro lado, a derivada direcional a—v(Po) assumird seu menor valor quando
. V£(Po)
V=—r——. 11.311
[Pl (1131

. . . of -
Finalmente, a derivada direcional a—v(Po) serd nula se o vetor v for um vetor tangente

(unitdrio) & curva de nivel f(P,), associada & fungdo f, ou seja, (veja a figura abaizo)d curva
parmetrizada v : 1 — R, tal que

fly(t)] = f(Py), para cada tcICR

Demonstracao:
Do item B. da Observagdo (IIT—73) temos que

of

ov

Logo o valor da expressdo ([1T=312) serd mdximo se, e somente se,

(Po) = [[VF(Po)]|| cos(0). (11.312)

cos(0) =1,
isto &, 0=0,

ou seja, os vetores Vv e Vf(P,) téem mesma diregdo e sentido (veja a figura abaixo).
Concluséo, como o vetor vV deve ser unitdrio, deveremos considerar o vetor:

V£(Po)
VF(Po)||

V=
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O valor da expressdo ([T31J) serd minima se, e somente se,

cos(0) =—T1,

isto é, 0 =m,

ou seja, os vetores Vv e Vf(P,) téem mesma diregdo e sentidos opostos (veja figura abaixo).
Conclusdo, como o vetor V deve ser unitario, deveremos considerar o vetor:

Vi(Po)

gz Yol

IVE(Po)]l
Finalmente, a expressdo ([IT312) serd igual a zero se, e somente se,
cos(0) =0,
. . Tt
isto é, 0= R
ou seja, os vetores vV e Vf(P,) deverdo ser ortogonais.
Sabemos que o vetor tangente a uma curva de nivel f(P,), associada a fungdo f, isto é, o vetor

v '(0), deve ser ortogonal ao vetor Vf(P,).
Logo o vetor ¥V devera ser paralelo ao vetor 'y ’(0), pois

VLVEP,) e v'(0)LVF(P,) em V2.

Portanto, podemos encontrar uma parametrizagio da curva de nivel f(P,), associada a fungio f,
para que a mesma tenha como vetor tangente no ponto P, o vetor vV (veja a figura abaixo), completando
a demonstragdo do resultado.

’ Sentido do Maior Crescimento de j‘

Diregéo do Crescimento (ou Decrescimento) Nulo de f

Sentido Maior Decrescimento de f

Observacao 11.7.4

1. Vale o andlogo do Coroldrio (L) acima, para fungdes a valores rears, de n varidveis

aberto
reais, 1sto €, suponhamos que f: A C R" — R é uma fungdo diferencidvel em Py, com

Vi(P,) 20 e veVv"
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um vetor unitdrio.

Entdo a derwada direcional 03T(Py) serd mdzima se, e somente se,

[VE(Po)]|
serd minima se, e somente se,
[VE(Po)]|

e serd nula se o vetor Vv é um vetor (unitdrio) tangente a hiper-superficie de nivel f(P,),
associada & fungago f.

A demonstragdo deste resultado é semelhante a que apresentamos acima e serd deizada
como ezercicio para o leitor.

Como a deriwvada directonal pode ser interpretada como o coeficiente angular da reta tan-
gente a representacdo geomeétrica do grdfico de uma fungdo a valores reais, de uma varidvel
real (veja o item B. da Observagdo (I_L1)), seque que ela, em um certo sentido, nos for-
nece o crescimento (ou decrescimento) da fungdo.

Baseado nisto, podemos observar que as conclusdes do Coroldrio (I_Z) acima, nos dizem
que, estando em um ponto P, do dominio da fungdo f, a diregdo e sentido que devemos
tomar para que a fun¢do f cresca mais rapidamente, € direcGo e sentido do gradiente da
fungdo f em P, (pois nesta dire¢do a fungdo terd o maior crescimento).

Por outro lado, a diregdo e sentido que devemos tomar para que a fungdo f decres¢ca mais
rapidamente, € a diregdo e sentido oposto do gradiente da fungdo f em P, (pois nesta
diregdo a fungdo terd o mator decrescimento).

E, finalmente, a direcdGo que devemos tomar para que a fungdo f ndo cresga, nem decresca
(isto €, figue constante) € a do vetor tangente das hiper-superficies de nivel f(P,), associadas
d fungdo f no ponto P, (pois nesta diregdo a fungdo serd constante).

Geometricamente, as consideragdes acima podem ser caracterizadas pela figura abaizo:

curvas de nivel associadas a fungdo f

A

[~

X

funcdo f constante

valor da fungdo f
mator crescimento da fungdo T

mator decrescimento da fungdo f
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Como veremos mais a frente (serd visto no Capitulo [[4), estas informagdes serdéo muito
uteis para encontrarmos mdzimo e/ou minimo globais (ou absolutos) para fungdes a va-
lores rears, de vdrias varidveis reais, continuas em subconjunto compactos de R".
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Capitulo 12

Transformacoes Entre Espacos
Euclideanos

Tratamos, surperficialmente, na Observagdo (I[IT=33), questdes relacionados com fungdes a valores
vetoriais, de varias varidveis reais.
Neste capitulo faremos um estudo mais aprofundado de tal sitagéo.

12.1 Definicoes e Propriedades Basicas

Definicao 12.1.1 Sejan,m € N fizados. Uma fungdo T: A C R™ —» R™, serd dita transformagao
do R", no R™.
Podemos escrever a transformac¢do acima da sequinte forma:

T(x1,x2,yxn) = (Ti(x1,%2, s Xn)y o Tx1, %2,y X))
para cada (X7,X2, " ,Xn) € A (12.1)
ou, de forma abreviada,
T(P) = (T3(P), T2(P)y--- , Tin(P)), para cada Pe A, (12.2)
onde as funcgdes T:ACR" =R,

paraj €{1,2,---,m}, serdo denominadas fungoes coordenadas, associadas a transformacao T.

Observagao 12.1.1 Notemos que, a DefinigGo (1) , nos diz que uma transformagGo entre
espagos euclideanos nada mais é que uma funcdo de vdrias varidveis reais, a valores vetoriais.

Podemos definira a soma e multiplicagdo por um escalar de transformagdes, como nos diz a:

Definigao 12.1.2 Sejam T,S: A CR"™ — R™ transformagdes e A € R,
Entdo, definiremos

1. a transformgdo (T+S): ACR™ — R™, dada por
(T+S)(P)=T(P)+S(P), para cada PeA, (12.3)
2. a transformagdo A-T: A CR"™ — R™, dada por
(A-T)(P)=A-T(P), para cada PeA. (12.4)

465
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Temos também a:

Definicao 12.1.3 Uma transformagdo T: A C R™ — R™ serd dita injetora, se para P,Q € A

satisfazendo P #Q,

teremos: T(P) #T(Q), (12.5)
ou ainda, se T(P)=T(Q),
deveremos ter: P=Q. (12.6)

Uma transformagdo t: A C R™ — R™ serd dita sobrejetora se

para cada Q e R™,

podemos encontrar Pec A,
de modo que t(P)=Q, (12.7)
ou seja, t(A) =R™, (12.8)
onde
T(A) ={S(P); PA}, (12.9)

ou seja, o conjunto imagem da transformacgdo t.
A transformacao T : A C R™ — R™ dita bijetora se for uma transformagdo injetora e

sobrejetora.

Podemos também compor transformagdes, ou seja, temos a:
Definigao 12.1.4 Sejam T: ACR"™ - R™ e S: B C R™ — RP transformagdes, tais que

T(A) CB. (12.10)

Definimos a transformacgao composta de S com T, indicada por So T, como sendo a trans-
formagdo SoT: A CR"™— RP, dada por

(SoT)(P)=SI[T(P)], para cada Pe A. (12.11)

A figura abaizo ilustra a situagdo descrita acima.

m
R™ T R S RP
—_— —
SoT

Como isto podemos definir a transformagéo inversa (quando existir), isto &,
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Definigao 12.1.5 Sejam A CR™ e B C R™,
Diremos que a transformagdo T : A — B € uma transformacgao inversivel, se ezistir uma
transformagdo S : B — A de modo que

(SoT)(x) =x, paracada x€A

(ToS)(y) =y, paracada yEB.

Deste modo temos o seguinte resultado:

Proposicao 12.1.1 Se T: A C R"™ — B C R™ ¢ uma transformagdo inversivel entdo a trans-
formagago S: B CR™ — A C R" acima serd unica.

Demonstragao:
A demonstracdo serd deixada como exercicio para o leitor.

Devido a propriedade acima temos a:

Definigao 12.1.6 Se a transformagdo T : A C R™ — B C R™ ¢ wnversivel, a transformacdo
obtida na Proposi¢cdo acima serd dita transformacgao inversa da transformacao T e denotada
por T, isto 6, T"':BCR™ — A C R™ € tal que

(Til o T) (x) =x, paracada x€A

ToT ') (y)=y, para cada €B.
Yyl=y E

Geometricamente temos:

A A
R™ R™

T =~

B

Com isto temos a seguinte propriedade:

Proposicao 12.1.2 Suponhamos que T:A CR" —- B eS:B CR™ — C C RP sdo transformagdes
mnuversiveis.
Entdo a transformag¢do composta (SoT): A CR™ — C CRP ¢ uma transformagdo invertivel

<

e sua transformag¢do tnversa serd dada por (T_] o S_]) :CCRP -5 A CR"M, 1sto €,

(SoT) '=TTos™.

Geometricamente temos:
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Demonstragao:

A demonstracio serd deixada como exercicio para o leitor.

Um modo de verificar se uma transformagéo é inversivel é dado pela:

Proposicao 12.1.3 Uma transformagdo € invertivel se, e somente se, for uma transformagao
byetora, 1sto €, for injetora e sobrejetora.

Demonstragao:

A demonstracdo serd deixada como exercicio para o leitor.

Podemos agora introduzir a:

Definicao 12.1.7 Sejam A subconjunto aberto, ndo vazio, de R, P, ¢ A eT: A CR" —- R™
uma transformacdo.

Dizemos que a transformagdo T é continua no ponto P, € A se dado ¢ > 0, podemos en-
contrar § > 0, de modo que

se Pe€A satisfaz [|[P—Pollrn <06, deveremos ter ||T(P)—T(Po)|rm < €. (12.12)

Se a transformacgdo T for continua em todos os pontos de A diremos que a transformacgdo
T € continua em A.

Uma outra maneria de testar a continuidade de uma transformacio é dado pela:

Proposigao 12.1.4 Sejam A subconjunto aberto, ndo vazio, de R™ e P, € A.
A transformagdo T: A C R™ — R™ € continua no ponto P, se, e somente se, cada fungdo
coordenada associada a transformagdo T for uma fungdo continua mo ponto P,, ou seja, se para

cadaj €{1,2,---,m} a fungdo T, : A C R™ — R, dada por ([Z32), seja uma funcdo continua no
ponto P,.
Demonstracgao:

Suponhamos que a transformagéo T seja uma fungdo continua no ponto P,.

Consideremos, para cada j € {1,---,m}, a fungéo (a j-ésima projegéo) 7; : R™ — R dada por

ﬂj(U])UZ)"')ym)iy]') (y1)92)"'vym)eRm-
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Vimos, na Proposigéo (E£23), que, para cada j € {1,2,---, m}, a fungdo 71; é uma fungdo continua
em R™.
Notemos que, para cada j € {1,2,---,m}, temos que
T=moT

e portanto, pela Proposicdo (IZTH), segue-se que a transformagéo T; serd uma fungéo continua no
ponto P,.

Reciprocamente, suponhamos agora que, para cada j € {1,2,---,m}, a fungdo T; : A C R™ — R,
seja uma fungdo continua no ponto P,.

Logo, dado ¢ > 0, podemos encontrar ; > 0, de modo

se pc€ A satisfaz ||P—Po|lgn < d;, teremos |T;(P)—T;(Po)||rm < \/75771’
ou seja,
= €
2

; [T;(P) — Tj(P,))* < Nk (12.13)
Consideremos

O =min{61,02,---,0m}. (12.14)
Se P € A satisfaz

(==3) .

|[P—Pollrn <& < b, paracada je€{1,2,---,m},

teremos:

ou seja, a transformagéo T € € uma fungéo continua no ponto Py, completando a demonstragéo.
O

Para a composigdo de transformagdes continuas temos a:

_ . aberto abert
Proposicao 12.1.5 Sejam T: A C R*—R™, S:B C

TA)CBeP,e A
Se a transformagdo T € continua no ponto P, e a transformagdo S € continua no ponto
T(P,) € B entdo a transformagdo composta So T serd continua no ponto P,.

o]
R™ — RP transformacgdes tais que

Demonstracao:
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Como a transformagdo S é continua no ponto T(P,), dado ¢ > 0, podemos encontrar &; > 0, de
modo que

se Q€ B satisfaz ||Q — T(Po)|lrm < 81, teremos [|S(Q) — S[T(Po)l||rr < €. (12.15)

Como a transformagdo T é continua no ponto P,, podemos encontrar & > 0 (tomamos ¢ = 07 na
Defini¢do da continuidade para a transformagéo T no ponto P,), de modo que

se P e A satisfaz ||[P—Py|gn <6, deveremos ter | T(P)—T(Po)|rm < &7. (12.16)
Logo para cada P € A satisfazendo
[P —Pol[rn <,

teremos, por (IE3), que
[T(P) — T(Po)[lrm < &7.

Assim, de ([Ed), implicard em
SIT(P)] — SIT(Po)l[|rr < e,

mostrando que a transformagdo S o T é continua no ponto P,, completando a demonstragdo.

Como conseqiiéncia temos a:

aberto
Proposicao 12.1.6 Se T,S: A C R"™ — R™ sdo transformag¢des continuas no ponto P, € A

entdo a transformagdo soma (T +S) € uma transformagdo continua no ponto P,.
Se A € R entdo a transformagdo A -T € uma transformagdo continua no ponto P,.

Demonstragao:
As demonstragdes serdo deixadas como exercicio para o leitor.

A seguir trataremos da diferenciabilidade de uma transformagdo T: A C R™ — R™.
Antes observemos que:

aberto
Observagao 12.1.2 Sabemos que uma fungdo f: A C R"™ — R (fung¢do a valores reais, de
n-varidveis reais) € diferencidvel em P,, se existirem as suas derivadas parciais de 1.a ordem
no ponto P, e

lim —=*~ = lim —
h—0 hH -0 Hh
=0.

Observemos que, fizado o ponto Py, vemos que a aplicagdo
h— Vf(P,) e h
define uma transformagdo linear de R™ em R, isto €, a transformag¢do S:R™ — R dada por

S (ﬁ) = VI(P,) e ﬂ, para cada heR"
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satisfaz as sequintes propriedades:
S (Fu +ﬁz) . (Hl) +S (ﬁz) e S ((x~ﬁ) — x-S (ﬁ)

para todo hi,h),h € R" e x € R.
Esta nog¢do se estende de maneira andloga para transformagbes entre espagos euclideanos,
conforme veremos a sequir:

Definicao 12.1.8 Sejam A subconjunto aberto, ngo vazio, de R", P, c A eT: A CR"— R™

uma transformagdo.
Diremos que a transformagdo T é diferenciavel no ponto P, se, para cadaj €{1,2,---,m},

<

existirem as derivadas parciais de 1.a ordem das fungbes coordenadas Ty mo ponto P,, isto §,

L(Py), e além disso:
’Oxi

para cada i €{1,2,---,n}, eristem

[T (Po+ 1) = T(Po) — Jr(Po)

lim - EZ =0, (12.17)
h—0 h
RTL
onde J1(P,) € a matriz de ordem m x n definida por:
oTh RN
—Tpy ... p
e (Po) o 5 (Po)
J1(Po) = : - : (12.18)

0T 0T
—Mmepy ... —M(p
S (Po) - (P

que serd denominada matriz jacobiana da transformacao T no ponto P,.

Observagao 12.1.3

1. Observemos que

oT oT
3 (Po) o 5 (P
X] . Xn. h1
J1(Po) h= : ‘ :
h
oT, oT. m
7m(Po) e i(Po)
0xq 0xn

ou seja, o produto de duas matrizes, onde o vetor

—

hi(hlthY" )hn))

estd sendo visto em termos da matriz de suas coordenadas em relagdo & base canénica
B={&,e, --,e} do R", ou seja, como

hy
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2. Sem=1, 1sto ¢, seT: A CR" = R € diferencidvel em P, € A entdo
]T(Po) = VT(PO))

onde o vetor gradiente VT(P,), estd sendo interpretado como a matriz linha

VT(P0)=<§;(POJ ;;L(Po)»

ou seja, identificamos o vetor gradiente VT(P,) com a sua matriz das coordenadas em

relacdo 4 base candnica B do R™.

Com isto temos a:

Definicao 12.1.9 Na situa¢do acima, suponhamos que m = mn.
Neste caso, o determinante da matriz jacobiana da transformagdo T no ponto P, (como m =
n serd uma matriz quadrada) serd denominado jacobiano associado a transformacao T no

ponto P, e indicado por jr(P,), ou seja,

0Ty 0Ty
TX](PO) a(Po)
jT(Po) = [J7(Po)l = : : . (12.19)
0Tm 0Tm
a—X](Po) a(Po)

<

Observagao 12.1.4 Observemos, como indicado, a norma no numerador do limite (IEI) € a
norma do R™ e a norma no denominador serd a norma do R™.

Em geral, omitiremos estas indicagbes, ficando implicito que norma utilizaremos em cada
um dos membros daquele quociente.

A seguir enunciaremos alguns resultados relativos a diferenciabilidade de transformacdes que serdo
importantes no decorrer das notas.

Proposicao 12.1.7 Sejam A subconjunto aberto, ndo vazio, de R™ e P, € A.
Uma transformagdo T : A C R™ — R™ € diferencidvel no ponto P, se, e somente se, cada uma

fungdo de suas fungdes coordenada for diferencidvel no ponto P,, usto €, para j €{1,2,--- ,m},
a fungdo T : A CR™ — R for diferencidvel em P,.

Demonstragao:
A demonstracdo deste resultado serd deixada como exercicio para o leitor.

Temos o:

Teorema 12.1.1 (Regra da Cadeia para Transformagoes) Sejam A ,B subconjuntos aberto,
nao vazio, de R" e R™, respectivamente e as transformacdées T: A CR" - R™, S: B CR™ — RP,
modo que P, € A e T(A) C B.

Se a transformagdo T € diferencidvel no ponto P, e a transformagdo S € diferencidvel no
ponto T(P,), entdo a transformagdo composta (S oT) serd diferencidvel no ponto P,.

Além do mais, a matriz jacobiana da transformagdo (SoT), no ponto P,, serd dada por

J(so1)(Po) = Js [T (Po)] - J7(Po), (12.20)
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1sto €, a matriz jacobiana da composta das transformagdes S com T, no ponto P, (ou seja, da
transformagdo (S oT)) serd o produto da matriz jacobiana da transformagdo S, no ponto T(P,),
pela matriz jacobiana da transformagdo T, no ponto P,.

Demonstracao:

A demonstragio serd deixada como exercicio para o leitor.

Observagao 12.1.5

(a) A ordem da multiplicacGo das matrizes na expressGo (IZ20) (onde aparecem as matrizes
jacobianas, J(so1), Js € JT) € fundamental.

(b) Se a transformagdo T : A C R™ — R" é injetora ela serd sobrejetora sobre sua tmagem,
isto €, a transformacdo T : A C R™ — B = T(A) C R", admate transformagdo inversa
T1:B—A.

Suponhamos que as transformagées T e T~' sejam diferencidveis nos ponto P, e Q, =
T(P,), respectivamente.

Entdo temos, pelo Teorema acima, que a transformagao
[d=T"oT
serd diferencidvel no ponto P, e além disso:

J1a(Po) = Ji1-101)(Po)

= TP - T (Po) - (12.21)

onde Iq : R"* - R™ ¢ a, assim denominada, transformac¢do identidade, dada por

Id(XhXZ)"' >Xn) = (X1 y X2y »Xn)> (X1 y X2y )Xn) €EA.

Mas, a matriz jacobiana da transformagdo 1d serd a matriz identidade de ordem n (que
wndicamos por 1), isto €,

]Id(Po) = In»
onde I, denota a matriz 1dentidade de ordem m.

A demonstracdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Logo a ezpressdo (IETH), tornar-se-d:
In - ]T*‘ [T(Po)] : ]T(Po)>

ou seja, a matriz J1(P,) serd uma matriz inversivel e sua matriz inversa serd a matriz
Jr—1 [T(Po)].

Portanto temos a sequinte rela¢do:

Jr1[T(Po)] = [J1(Po)] ", (12.22)

ou seja, a matriz jacobiana da transformacdo T, no ponto T(P,), serd a matriz inversa
da matriz jacobiana da transformacdo T, no ponto P,.
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A seguir consideraremos alguns exemplos para ilustrar o que tratamos acima.

Exemplo 12.1.1 Sejam T:R? - R e S:R — R as transformagdes dadas por:

T(x,y) =x*+vy%, para cada (x,y) e R?, (12.23)
S(t) = (t,t,e'), para cada teR. (12.24)

Encontre, se existir, as matrizes jacobianas das transformagées T e S nos pontos (xo,Yo) € R?
e to € R, respectivamente.

Encontre a matriz jacobiana da transformagdo (SoT), no ponto (xo,Yo) € R?, diretamente
e utilizando a Regra da Cadeia (isto é, o Teorema (IZTI1)).

Resolugao:

Observemos que a transformacio T é diferencidvel em R?, pois é uma fungio polinomial de duas
varidveis, e a transformacdo S é diferencidvel em R, pois suas fungdes coordenadas sdo diferencidveis
R.

Logo a transformacdo S o T serd uma transformagéo diferencidvel em RZ.

Além disso:

(i) as componentes da transformagdo S (veja (IZ24) serdo:

Si(t) =t, Sy(t)=t, S3(t)=e', paracada teR, (12.25)

SY/(t)=1, SY(t)=1 e S3(t)=e', paracada tecR. (12.26)

(ii) Temos também que:

oT oT
a(x,y] (C=3) 2x e @(x,y) (C=9) 2y, paracada (x,y)€ R?. (12.27)
Portanto
§1(to
Js(to) = [ S3(to
S}t
] ]
( = ) 1 S M3X1(R) (12.28)
eto
e
oT oT
Ji(soro) = (5 vl 5 (o))
=2
=7 (2x0  2Yo) Mix2(R). (12.29)
Como

(SoT)(x,y) = S[T(x,y)]
(=) ¢ <X2+yz>

(=) (¢ +v?, 2 +y?, ), paracada (x,y) € R



12.1. DEFINICOES E PROPRIEDADES 475

temos que as componentes da transformagio (S o T) serdo dadas por :
(SoThix,y) =+, (SoThlx,y) =x +y> e (SoT)s(x,y) =e 'V, (12.30)

para cada (x,y) € R?, com isto teremos que a matriz jacobiana associada & transformagéo (S o T), no
ponto P, = (X0, Yo ), serd dada por:

0(SoT) 0(SoT)
Ox ( 0»Yo) oy (XO)UO)
a(SoT)z(X | a(SoT)z(X )
](SOT)(XQ,UQ) — aX o>yo ay o>yo
a(SoT)g(X | a(SoT)g(X )
Ox osyYo ay 0y Yo

— 2%, 2y,
= 2 %o 2y, € Mzx2(R). (12.31)

2xo €% 1Ys 2y, eXotys

Utilizando a Regra da Cadeia (isto é, o Teorema (I[Z11)) teremos que:

JisoT) (Xoy Yo) = Js [T (Xoy Yo)) - J1(Xoy Yo)

]
EREED 0 ] (2% 2y0)

eX(Z,—Fy(Z,
2%, 2y,
= 2%, 2y,

2%, eXgﬂLU(z) Zyo eXg+U(2)

que foi o mesmo obtido, por via direta (isto é, é igual a(=Z=T)).
Para finalizar temos as seguintes propriedades bdsicas, a saber:

Proposicao 12.1.8 Sejam A subconjunto aberto, ndo vazio, de R™, T,S: A C R™ — R™ trans-
formagdes diferencidveis no ponto P, € A.

Entdo a transfomagdo soma (T +S) serd diferencidvel no ponto P,.

Além disso,

Jr+5)(Po) = J1(Po) +Js(Po), (12.32)

15to €, a matriz jacobiana da soma das transformagées T em S, no ponto P,, serd tgual a soma
das matrizes jacobianas das transformagées T e S, no ponto P,.

Se A € R entdo a transfomagdo A - T serd diferencidvel no ponto P,.

Além disso,

Joam) (Po) = AJ1(Po), (12.33)

1sto €, a matriz jacobiana da transformagdo A-T, no ponto P,, serd igual a matriz jacobiana
da transformagdo T, no ponto P,, multiplicada pelo nimero real A.

Demonstragao:

As demonstragdes serdo deixadas como exercicio para o leitor.
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12.2 Exemplos Importantes

Nesta secdo trataremos de varios exemplos de transformacdes que serdo importantes no decorrer dos
préximos capitulos.
Comecgaremos pelo:

Exemplo 12.2.1 (Coordenadas Polares)
Sejam
A={(r,0);re(0,00), 6€[0,2m)}=(0,00) x [0,2m) CR*> e B=R>\{(0,0)}. (12.34)
Definamos a trasformagdo T: A — B por
T(r,0) = (rcos(0),rsen(0)), para cada (r,0)cA. (12.35)

Geometricamente temos a sequinte situagdo:

y
(r cos(0),r sen(0))

Observemos que cada uma das funcdes coordenadas assoctadas a transformacdo T, a saber,
as fungdes Ty, T, : A — R dadas por

Ti(r,0) =rcos(0) e Ty(r,0)=rsen(0), para cada (r,0)c A, (12.36)
sdo funcdes diferencidvets no conjunto A (verifique!) e
0T 0T
r —(r,08) =cos(0), %(r,e) = —rsen(0),
oT. oT.
a: (r,0) = sen(0), aez(r 0) =rcos(0), para cada (r,0) € A. (12.37)
Logo, da Proposicdo ([Z-11), segue que a transformagdo T serd diferencidvel no conjunto
A.
A matriz jacobiana da transformagdo T, no ponto (r,0) € A, serd dada por:
0T 0Ty
7 —(r,0) 30 —(r,0)
Jr(r,0) = - -
2 2
ﬁ(ﬂe) 20 —5(1,0)

(==2) (cos(S) —r sen(9)> . (12.38)

- sen(0) 1 cos(0)

<

Calculando-se o determinante dessa matriz, isto é, o jacobiano da transformacdo T, no

ponto (r,0) € A, obteremos:

jt(r,0) = det [J1(r,0)]
_|cos(6) —rsen(0)
~ |sen(8) 1 cos(0)

=7 £0. (12.39)
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Em particular, o jacobiano da transformacdo T, no ponto (r,0) € A ,ndo depende de 0 €
[0,2m).
Temos as sequintes consideracdes sobre a transformagdo T acima:

Observagao 12.2.1
1. ser, € (0,00) estd firado, a imagem, pela transformagdo T, do segmento de reta
{ro} x [0,2m)

serd a circunferéncia centrado na origem (0,0) e de raio v, (veja a figura abaizo).

De fato, pois

“x =y
(=m) ——— ——"——
T(ro,0) =" (1o cos(0),r1, sen(0)), para cada 0 € [0,27), (12.40)
e assim teremos
x*+y? = [ro cos(0)]* + [r, sen(0)]?

=15 |cos?(0) + sen?(8)

2
=To,
para 0 € [0,27).
o v
270 o e Yo
T
(to,8) -,

2. Se 0, € 0,27 estd fizado, a 1magem da semi-reta
(0,00) x {6}

pela aplcagao T serd uma semi-reta com origem em (0,0) e dire¢do do vetor (ndo nulo)
(veja figura abaizo)
U = (cos(6,), sen(6,)) . (12.41)

De fato, pois
T(r,00) (=3) (r cos(B,), 1 sen(6,))

=1 (cos(0,), sen(6,))

(@)r.ﬁ, para cada 1€ (0,00),

O vetor U (dado por (IZZ1)) serd um vetor diretor da semi-reta.
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(r cos(0o),1 sen(6,))

G Yy

20T Yo

0o - > >~
(r,00) Xo x

3. A transformagdo T : A — B acima, dada por ([Z3H) € biyjetora, isto €, admite trans-

formagdo inversa, T-' : B — A dada por

T '(x,y)=(r,0), paracada (x,y)€ B, (12.42)
onde y
arctg (;) , para x #0,
T
r=Vx24+y2, e 0= 5> para x=0ey>0 } (12.43)
3
771, para x=0ey<0

Deizaremos como ezercicio para o leitor a verificacdo que, de fato, a transformagdo T—',
dada por (XZ3A), € a transformagdo tnversa associada a transformagdo T, isto €, que

T 'T(r,0)] = (r,0), para cada (r,0) € (0,00) x [0,27)
TT'(x,y)l = (x,y), para cada (x,y) € R*\{(0,0)}.

. Além disso, a transformagdo T~ serd diferencidvel em B, pois suas componetes sdo

fungdes diferenciudvers em B.
Deizaremos como ezercicio para o leitor a verificacdo deste fato.
Da Observagdo (IZTH) item (b) seque que

(x

Wy)=T(r,0
VT, 0)]

"= {1(r,007", para cada (x,y) €B.

IT*‘ (X>U)
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5. Em resumo, com o Ezemplo acima podemos representar pontos do plano R? de dois modos
diferentes, a saber:

Coordenadas Cartestanas

Coordenadas Polares

Po

Po .
Yo |- - .

B

Xo

(@]
x

A transformagdo que relaciona esses dois modos de representar pontos de R%\ {(0,0)} é
dada pela transformagdo T : A — B, dada por ([ZZ33), que mo caso, pega as coordenadas
polares de um ponto do plano menos a origem, e leva nas suas coordenadas cartesianas.

Um outro exemplo importante é:

Exemplo 12.2.2 (Coordenadas Cilindricas)
Sejam

A={(r,0,z);re(0,00), 0€[0,2m),zecR}CR> e B=R>\{(0,0,z); zeR}. (12.44)
Definamos a transformag¢do T: A — B dada por:
T(r,0,z) = (rcos(0),rsen(0),z), para cada (r,0,z)€A. (12.45)

Vé-se que T é uma transformacdo diferencidvel em A, pois suas fungbes componentes,
T, T, T3 : A — R dadas por

Ti(r,0,z) =rcos(0), Ty(r,0,z)=rsen(0), T3(r,0,z)=2 (r,0,z) €A (12.46)
sdo fungdes diferencidvers em A (verifiqgue!) e
0Ty B 0Ty L [} B
E(T,S,z) = cos(0), 30 (r,0,z) = —rsen(0), 32 (r,0,z) =0
@(T,G,Z) = sen(0), @(T,e,z) =rcos(0), ﬂ(r,@,z) =0
or 00 0z
T3 B T3 B 0T3 B
W(T’ 0,z) =0, 30 (r,0,z) =0, 32 (r,0,z) =1 (r,0,z) € A. (12.47)

Logo, da Proposi¢do ([Z-11), seque que a transformagdo T serd diferencidvel no conjunto
A.
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Além disso, a matriz jacobiana da transformacgdo T, no ponto (r,0,z) € A, serd dada por:

oT; oT; oTq
ﬁ(rv 0,z) E(r’ 0,z) Tz(r’ 0,z)
0T, 0T, 0T,
0 = = _ < _ <
JT(ra )Z) or (T,G,Z) 00 (T,G,Z) oz (T,G,Z)
oT: oT: oT:
a: (T,B,Z) 6793(1"9)2) Tj(r)e>z)
I cos(0) —rsen(0) O
=) sen(0) 7rcos(@) 0 (12.48)
0 0 1

cujo determinante, isto €, o jacobiano da transfomagdo T, no ponto (r,0,z), serd dado por:
cos(0) —rsen(8) O
jiT(r,0,2) = [Jr(r,0,z)] = |sen(8) rcos(®) 0| =rcos’(®)+0+0—0—0— [—r senz(e)} =,
0 0 1
1sto €,
jT(r,0,2) = det [J7(r,0,2)] =r#0, (r,0,z) € A, (12.49)

ou seja, nao depende de O ou de z.

Temos as sequintes consideragdes sobre a transfornmagdo T acima:

Observagao 12.2.2
1. Notemos que para r, € (0,00) fizado, a transformagdo T leva a fatia ilimitada do R3,
{ro} x [0,27) x R

no cilindro

{(X)y)Z) €R3 > X2+y2 :T%}'

De fato, pois

T(r0,0,z) = (rocos8(0),7o8en(0),z), 0€[0,2n] e z€eR, (12.50)
—_—— ——
=x =y

teremos

: 2 (==0) 1o cos(@)]2 + 1 sen(e)]2 = rg [cosz(e) + senz(e)] — 2

[}

=1

Geometricamente temos:
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2. Para 0, € [0,2n) fizado, a transformagdo T leva a fatia do R3,
[0,00) x {0,} x R
no semi-plano

{(x,y,z) € R3; sen(0,)x —cos(0,)y =0 e x cos(0,) +y sen(6,) > 0},

POLS
T(r,00,2z) = (rcos(0,),rsen(6,),z), r€(0,00) e zeR. (12.51)
—_——— ——
2x =y
Assim
sen(0,) x —cos(6,) y (=) sen(0,) [rcos(0,)] — cos(0,) [rsen(6,)] =0
e

(==3) [

x cos(0,) +y sen(0,) = " [rcos(0,)] cos(0,) + [rsen(0,)] sen(6,)

=1 |cos?(8,) + senz(Go)] =1>0.

Geometricamente temos:
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3. Para z, € R fizado, a transformac¢do T leva a faiza do plano z = z,, menos o ponto (0,0, z,)

(que corresponderia a v =0), isto €, o conjunto
{(r,6,20); v € (0,00), 0 € [0,2m)}
no plano z = z,, menos o ponto (0,0,z,), ou seja, no conjunto

{xu,2) €R 2 =20, (x,y) # (0,00}

De fato, pois

T(r,0,z,) = (rcos(0),rsen(0),z,), te€(0,00), e 06¢][0,2ml. (12.52)
=X =y

Logo
(x,y) = (rcos(0),rsen(0)) # (0,0), para cada (r,0) € (0,00) x [0, 27].

0

. A transformagdo T : A — B acima € biyjetora.

Logo admite transformagdo inversa, T-' : B — A dada por

T '(xy,2) = (1,0,2), (x,y,2z) € R®\{(0,0,2) ; z€ R},

onde y
arctg(;), x # 0,
s
r=vxi+yl e 0=15, x=0ey>0 (12.53)
377T, x=0ey<0

Observemos que a transformagdo T~ é diferencidvel em B.
A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Logo, da Observagdo (IZTA), podemos concluir que

xY,z)=T(1,0,z _
Jroa (o y,z) PPN T 0,2)) = (8,2, (x,1,2) € B.
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5. Em resumo, com o Ezemplo acima nos diz que podemos representar pontos do espago R3
de dois modos diferentes, a saber:

l Coordenadas Cartesianas l Coordenadas Cilindricas

Y
z
Zo
Zo
- Po . Po

. Xo

To

A transformagdo que relaciona esses dois modos de representar pontos de R3\ {(0,0,z)}

€ dada pela transformagdo T acima, que mo caso, pega um ponto do espago dado em
coordenadas cartesianas e leva nas suas coordenadas cilindricas.

Outro exemplo importante é:

Exemplo 12.2.3 (Coordenadas Esféricas)
Sejam

A={(p,08,9); pe(0,00), 8€[0,2n, ¢ €[0,} =(0,00) x [0,27] x [0,] e B=R>\{(0,0,0)}.
Definamos a transformacdo T: A — B dada por

T(p,0,¢) = (p sen(¢) cos(0), p sen(¢) sen(0), p cos(¢)), (p,0,¢) € A. (12.54)

A transformacdo acima é diferencidvel em A, pois suas fungdes coordenadas, a saber, as fungdes
Ti, T, T3 : A — R dadas por

Ti(p, 0, @) = p sen(@) cos(0), T2(p,0,¢) =p sen(@) sen(6) e T3(p,0, ) =p cos(p), (12.55)

para (p,0, @) € A, sdo fungdes diferencidveis em A (verifique!) e

oT. oT oT.

a—;(p,e,@) = sen(¢) cos(0), a—g(p,e,cp) = —psen(p) sen(0), a—(;(p,@,(p) = pcos(¢)cos(0)
oT. oT. oT.

=2(p,0,¢) = sen(@) sen(8), ——(p,0, ) = psen(¢) cos(8), =—=(p,6,¢) = pcos(¢)sen(6)
dp 00 ¢

oT. oT. oT.

a;(p)e)(p) :COS((P)> aes(p)e)(p) :0) a(;(p)e)(p) :_psen((p) (1256)

Logo, da Proposigdo ([Z17), segue que a transformagdo T serd diferencidvel no conjunto A.
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Além disso, a matriz jacobiana da transformacgédo T, no ponto (p,0, @) € A, serd dada por:

0Ty 0Ty 0T,

3 (p,0,0) S5(p,0, ) 30 (,6, )

0T 0T 0T
]T(p,e,(P) = Tp(p>6)@) %(p,e,@) %(9,9,(0)

T3 Ty T

(p> e) (P) %(p) e) (P) %(py e) (P)

ap
_ [sen(@)(cos®) —psen(p)sen(0) pcos(¢)cos(0)
(= sen(@)sen(0) psen()cos(0) pcos(¢p)sen(D) (12.57)
cos() 0 —psen(op)

cujo determinante, isto é, o jacobiano da transformacgdo T, no ponto (p, 6, ¢), sera:

det [Jr(p, 6, ¢)] = sen(p) cos(6) p sen(¢) cos(8) [—p sen(¢)]
— p sen(@) sen(0) p cos(p) sen(0) cos(¢)
— p sen(@) (p sen?(¢) cos?(0) + p sen’(¢) sen?(0))
= —p” cos’ (@) sen(p) — p* sen’ (@) = —p” sen(¢@),

para cada (p,0, @) € A, em particular, nao depende de 6.
Ou seja, 0 jacobiano da transformacdo T no ponto (p, 6, @) serd dado por

i7(p, 0, @) = det [J1(p,0, @)l = —p? sen(@), (p,0, ) € A. (12.58)

Observemos que jt(p, 0, @) # 0, para cada (p, 0, @) € A, satisfazendo ¢ # 0, 7.

Observagao 12.2.3
1. Vejamos agora como esta transformagdo age sobre alguns subconjuntos do espago R3.
Para isto usaremos a seguinte notagdo para as fungdes coordenadas:
x = p cos(0) sen(p)
y = p sen(0) sen(¢)
z=p cos(p).

(12.59)

Observemos que valem as relagdes, cujas demonstragdes deiraremos como erercicio para

o leitor:
2 .2..,2 2
X" +yYy +zt =
e TR (12.60)
X*+Yy® =p° sen“@
2. Para p, € (0,00) fizado, consideremos o conjunto
Aps ={(0,0,0) € A; p=po}
Neste caso a 1magem deste conjunto pela transformacdo T serd:

T(Ap,) = {(po cos(0) sen(¢), po sen(6) sen(¢), po cos(¢)); ,0 € 0,27, ¢ € [0,7]}. (12.61)

=x éy =z
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Com 1sto teremos

(r=z=7) [ 2

X2 +y?+22 = [po cos(0) sen(@))* + [p, sen(0) sen(¢)]* + [po cos()]
= p% cos?(8) sen’ (@) + p% sen’(0) sen’(@) + pg cos? (@)

= pé {cosz(e) + senz(e)} sen’ (@) + pé cos? ()

=1

— 02 |sen’ () + cos?(@)| =},

=1
15to €, o conjunto A,,, que representa, mas varidveis p,0 e @, uma regido retangular do

plano p = po, serd levado, pela transformagao T, na esfera centrada nma origem e de Taio
gual a po.

Na verdade, pode-se mostrar que a 1magem € toda a esfera.

A verificagdo deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor (veja figura abaizo).

A z

3. Para 0, € [0,2n) fizado, consideremos

Aeo i{(p,e,(p) €A ) 0= 90}.

Neste caso, a 1magem do conjunto acima pela aplicagdo T serd o sequinte conjunto:

T(Ag,) ={(p cos(6,) sen(¢), p sen(6,) sen(p), p cos(@)) ; p € (0,00), ¢ € [0,7]}. (12.62)
—
x =y =z
Notemos que
xsen(B,) —ycos(6,) = [p cos(8,) sen(¢)] sen(0,) — [p sen(B,) sen(¢)] cos(6,)
=0,
ou seja,
sen(0,)x —cos(0,)y =0

que representa a equagdo gerla de um plano vertical (ndo depende de z) e que contém o
eizo Oz.

Por outro lado, temos que:

x cos(0,) +ysen(0,) = [p cos(0,) sen(@)]cos(6,) + [p sen(6,) sen(@)] sen(O,)
= p cos?(0,) sen(p) + p sen’(0,) sen(op)

= p [cos?(0,) + senz(eo)] sen(¢) = psen(¢) > 0,

=1
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pois p € (0,00) e @ € [0,7], ou seja, a tmagem de Ag, pela transformagdo T serd um
semi-plano, na verdade serd o semi-plano (veja figua abaizo)

T(Ag,) ={(x,y,2) ; xsen(6,) —ycos(0,) =0 e xcos(6,)+ysen(0,) > 0.}

4. Para @, € (0,7 fizado, consideremos
Ag, ={(0,6,90) EA S @ = @0}
Assim teremos:

T(Ag,) ={(p cos(0) sen(p,), p sen(0) sen(p,), p cos(@,)) : p € (0,00), 8 € [0,2n]}. (12.63)

X =y =z

Neste caso teremos:

=
22 "= [0 cos(,)1* = p?cos?( @)
(=) x*+y? 2 2, .2 2
= mcos ((PO) = (X +y ) Cotg ((Po) (1264)
Por outro lado, temos que
z = pcos(go),

o sinal de z deverd ser o mesmo de cos(@,), que coincide com o de cotg(w,), quando
Qo € (0,7) (pots neste caso teremos sen(@,) > 0).

Logo a equagdo ([ZHA) tornar-se-d
z = cotg(@o) VX2 +y2.

Esta dltima equagdo representa um cone circular reto de abertura @,.
T

Note que ele se "degenera” mo plano z =0 quando @, = 7

Observe também que o cone € voltado para cima quando @, € <O, g) e voltado para baizo

quando @, € (g,%) (veja figura abaizo).
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5. A transformagdo T : A — B € bijetora, logo admite transformagdo inversa, T~' : B — A
que serd dada por

T'(%y,2) = (p,0,0), (x,y,z) € R*\{(0,0,0)},

onde

p=/x2+y?+2z2

arctg (%), x # 0,
E, x=0ey>0
g={2 ,
37“, x=0ey<o0 (12.65)

2 2
e (VI ), 0

T
2’

(pi

z=0

Logo a transformagdo T~ serd diferencidvel em B.
Dewzaremos como exercicio para o leitor a verificacdo destes fatos.

Além disso, da Observagdo (IZIA) item (b), teremos
3Y,2)=T (1,6, _
]T*‘ (X,U,Z) (X‘JZ):U ? ]T*‘ [T(r,G,q))] = [JT(T)G)@)] 13 (X,U,Z) € B.

6. Em resumo, com o Ezemplo acima podemos representar pontos do espago R3\{(0,0,0)} de
outro modo diferente, a saber:
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Coordenadas Cartestanas Coordenadas Esféricas

y

Zo . .
. P

- Xo

A transformagdo que relaciona esses dois modos de representar pontos de R3\ {(0,0,0)}
€ dada pela transformagdo T acima, que mo caso, pega um ponto do espago dado em
coordenadas cartesianas e leva nas suas coordenadas esféricas.

O exemplo a seguir nos mostrard como levar uma regido do plano num cilindro e este numa esfera
preservando as correspondetes areas.

Exemplo 12.2.4 Consideremos os sequintes conjuntos:

A ={(xy); x€(0,2m), y € (=1,1)} = (0,27) x (—1,1) C R?, (12.66)
B={(xy,2); ¥4y =T,z (-1,1),(xy) # (1,0} C R, (12.67)
C= {(x,y,z) Xy =124 1 24 x #V1 —zz} CR3. (12.68)

O conjunto A representa um retdngulo em ]Rz, o conjunto B representa um cilindro, do
qual foi retirado o segmento {(1,0,0)} x (—1,1) e o conjunto C representa a esfera unitdria
intervalo
centrada na origem, retirado um meridiano (que corresponde & curva x = V1 —2z2, z € [-1,1] -
veja figura abaizo) e os dois polos norte e sul (que correspondem aos pontos (0,0,1) e (0,0,1),
respectivamente).

z x=V1—-22

Consideremos as transformagées T: A — B e S: B — C dadas por

T(x,y) = (cos(x), sen(x),y), (x,y) €A, (12.69)
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S(x,y,z) = (xx/l — 22, y\/1 —Zz,z), (x,1,z) € B. (12.70)

Observemos que as transformagdes T e S sdo diferencidveis em A e B, respectivamente (pois suas
correspondentes fungdes coordenadas séo fungdes diferencidveis em A e B, respectivamente - verifique!).
Deixamos como exercicio para o leitor mostrar que a transformagéo T leva o conjunto A no conjunto

B, isto €,
T(A) =B, (12.71)

e que a transformacdo S leva o conjunto B no conjunto C, isto é,
S(B) =C. (12.72)

Além disso, afirmamos que as transformacgdes T e S sdo transformagdes injetoras e, por (IZ°Z0) e
(IZ72), segue que elas serdo bijetoras sobre suas correspondentes imagens (ou seja, T: A - B =T(A
e S:B — C = S(B), sdo transformacades bijetoras).

As verificagOes destes fatos serdo deixadas como exercicio para o leitor.

Logo as transformagées T: A — B e S: B — C admitem transformagdes inversas, T~': B — A e
S~1:C — B, respectivamente.

Notemos que um modo de verificar que estas transformacbes T e S sfo transformagdes invertiveis
é encontrando, explicitamente, suas transformagdes inversas T"': B —- A e S™':C — B.

Para isto, seja

(u,v,w) € B.

Como
UZ+V2:] € (u>v)7é(]70)>

podemos encontrar um tnico nimero x = x(u,v) € (0, 27), de modo que
u=cos(x) e v=sen(x). (12.73)

Geometricamente temos:

Desse modo, podemos definir a transformagdo W : B — A por

Wi, v »w)=0w), (wv,w)eB, (12.74)
=cos(x) =sen(x)

onde x é definido com acima, isto é, se

. A% . T
u#0, temosque x = arctg <E) ese u=0, teremosx = 5
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Logo, para (x,y) € A teremos:

WIT(x,y)] =2 Wicos(x), sen(x),yl "= (x,y) (12.75)
e para (u,v,w) € B teremos:
TW(u, v, w)] (n:;m) Tx(u,v),w] |-m [cos[x(u,v)], sen[x(u,v)],w] (n?) (u, vy w). (12.76)

Portanto, a transformagdo W : B — A é a transformagdo inversa da transformagido T : A — B, ou
seja, a transformacdo T: A — B é uma transformacgio inversivel, ou ainda,

T =W

Geometricamente, o que a transformagéo T faz é "enrolar”o retangulo A sobre o cilindro x*+y? =1,
de modo que ele fique com o forma do cilindro B sem ”colar” as bordas.
Obviamente, T~' = W faz o oposto, isto ¢, "desenrola” (veja figura abaixo).

(0,0,174 . =

27 T

Observemos que para cada y, € (—1,1), o segmento (0,27) x {yo} contido em A é levado na
circunferéncia
Ay, ={(cos(x), sen(x),yo) ; x € (0,27)}

do cilindro B (veja figura abaixo).
Além disso, para cada x, € (0,27), o segmento {x,} x (—1,1) contido em A é levado no segmento
de reta

Ax, = {(cos(xo), sen(xo),y) ; y € (—1,1)}

do cilindro B (veja figura abaixo).

t
Yo ]
2mn T
Xo Y . )
Y ]
|

iy

L A,

v
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Consideremos a transformagéo R : C — R? dada por

) u v
R(U,V,W) = <\/1 — 2 ) \/1 _W2>W> ) (U,V,W) cC. (1277)
Notemos que
R(u,v,w) € B, paracada (u,v,w)e C.
De fato, pois
2 2 2
_ 1—
L 4 L u +V u2+v2_1 —w? 1 e Cwe [_]’”)
View?) T\VTowt) T Tw? T—w?
isto é, R(u,v,w) € B.

Além do mais,

RI[S(x,y,z [\/1—22 y\/1—zz }

) (W1 —22 yv1—22 )
B VIi—z22' J1=22°
Z(X»U»Z)

para todo (x,y,z) € B, ou seja,
(Ro S)(X>U)Z) = (X)U)Z)) para cada (x,y,z) € B.

Temos também:
u A%

w
VTI—w2’ V1 —wz)

Vimwd, o Tow w)

S[R(u, v, w) = S {

(o

= (u,v,w)
para cada (u,v,w) € C, ou seja,
(S ° R)(u)\))w) = (LL,\),W), (u)v)W) e C.

Portanto a transformagdo R: C — B é a transformacio inversa da transformagdo S : B — C, ou
seja, S~! = R: C — B, em particular a transformagéo S : B — C é uma transformagéo inversivel (veja
figura abaixo).

V1—2z2

®
Il

(0,0 1)?

<
‘n
V/P
o
~
Il
w
|
<
‘ |

0,0, 1)s .
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Geometricamente, a transformagdo R "projeta” o cilindro B sobre a esfera C preservando a altura
do ponto projetado.

Notemos que como as transformagdes T: A — B e S: B — C sdo ambas transformacdes invertiveis,
a transformagdo composta H=SoT: A — C também serd (veja a Proposigdo ([Z13)).

Vamos denotar por G : C — A a transformagdo inversa associada a transformacdo H: A — C, isto

[O8

G=H'=T"os".

Para ilustrar, pensemos no conjunto C como se fosse o globo terrestre e no conjunto A como sendo
um mapa-mundi (veja figura abaixo).

Podemos verificar que os meridianos do globo sdo levados pela transformagdo G em segmentos
verticais no mapa-mundi A.

Por outro lado, os paralelos (sdo circunferéncias) do globo sdo levados em segmentos horizontais
no mapa-mundi.

A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor (veja figura abaixo).

z

S
e T

Al : —— G(Aq)

Podemos verificar, analiticamente, que ao "equador” do globo C corresponderd, pela transformacéo
G, ao segmento

{(x,0) ; x € (0,2m)} = (0, 2r) x {0}

do mapa-mindi A.
A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor (veja figura abaixo).
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equador

Os "paralelos” do globo (isto é, da esfera C) sdo levados, pela transformagdo G, em segmentos
horizontais

{(%y0) 5 x € (0,2m)} = (0,271) X {yo}

do mapa-mundi A.
A verificagdo destes fatos serd deixada como exercicio para o leitor (veja figura abaixo).

Baseado nestas observagdes podemos concluir que regies no globo (isto é, da esfera C) ” préximas”ao
pdlo norte (ou seja, o ponto (0,0, 1) da esfera) serdo levadas pela transformagio G em regides ” préximas” a
parte superior do mapa-mundi (isto é, do retdngulo A), isto é, préximos do segmento

{0, 1) 5 x € (0,2m)} = (0, 27m) x {1}

do conjunto A (veja figura abaixo).

E interessante notar a distor¢do que ocorre neste caso, isto é, uma pequena calota ao redor deste
pélo corresponde a uma faixa extensa no mapa, em particular, a transformagéo H: A — C (e sua
transformacéo inversa G =H': C — A) nao preserva comprimento.
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A mesma andlise é vdlida para o pélo sul (isto é, perto do ponto (0,0,1) da esfera C).
Entretanto, a representagdo é mais ”fiel” (no sentido de preservar o tamanho entre regides corres-
pondentes) quando as regides de C encontram-se mais préximas do equador.

- 27

!'I
%

Mais surpreendente ainda é o fato que em qualquer caso (regides préximas aos pélos, ou ao equador
no globo) as areas das regides correspondentes, isto é, a drea de uma regido A; C A e a de sua
imagem G(A;) C C sdo as iguais, ou seja, a transformagdo H: A — C (e sua transformagdo inversa
G=H":C — A) preserva drea.

Essa afirmacdo, entretanto, sé podera ser verificada quando estudarmos integrais de superficies

(serd visto no Capitulo 18).

z

Por ora, podemos verificar que a drea do retdngulo A e da esfera C sdo iguais a 47, ou seja, sdo
iguas!



Capitulo 13

Maximos e Minimos de Funcoes a
Valores Reais, de Varias Variaveis
Reais

13.1 Definicoes e Resultados Gerais

Definigcao 13.1.1 Seja f: A CR"™ = R uma funcdo.
Diremos que P, € A é um ponto de méximo global (ou absoluto) da fungao f se

f(P) < f(P,), paratodo PcA.

Neste caso diremos que f(P,) € o valor do maximo global (ou absoluto) da fungao f em
A.

De modo semelhante, diremos que P, € A é um ponto de minimo global (ou absoluto) da
funcgao f se

f(P) > f(Py,) para todo P € A.

Neste caso diremos que f(P,) € o valor do minimo global (ou absoluto) da funcao f em A.

Definigao 13.1.2 Seja f: A CR"™ = R uma funcdo.
Diremos que P, € A € um ponto de maximo local (ou relativo) da funcao f, se podemos

encontrar uma bola Bs = Bs(P,), centrada em P,, de modo que
f(P) < f(P,) para todo P e ANBs.

Neste caso diremos que f(P,) € o valor de maximo local (ou relativo) da fungao f.
De modo semelhante, diremos que P, € A é um ponto de minimo local (ou relativo) da
funcgao f, se podemos encontrar uma bola Bs = Bs(P,), centrada em P,, de modo que

f(P) > f(P,) para todo P& ANBs.

Neste caso diremos que f(P,) é o valor de minimo local (ou relativo) da funcao f.

Observacao 13.1.1

1. Empregaremos o termo extremo global (ou absoluto) da funcao f em A para designar-
mos um ponto do dominio da fungdo f que é um ponto de mdzimo ou de minimo global
(ou absoluto) da fungdo f.

495
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De modo andlogo, empregaremos o termo extremo local (ou relativo) da fungao f para
designarmos um ponto do dominio da funcdo f que € um ponto de mdzimo ou de minimo
local (ou relativo) da funcgdo f.

2. Segue das definigbes actma que se uma fungdo f tem extremo global (ou absoluto) no ponto
P, € A entdo a fungdo f terd extremo local (ou relativo) mo ponto P, € A.

A reciproca € falsa, isto €, uma func¢do f pode ter um extremo local (ou relativo) no ponto
P, € A mas ndo ter extremo global (ou absoluto) no ponto P, € A.

Mazs adiante eribiremos exemplos que mostram que 1sto pode ocorrer.

Consideremos os seguintes exemplos:

Exemplo 13.1.1
Considere a fun¢do f:R?> = R dada por

fx,y) =x*+y%, (xy) € RA

OO
SRLXKAKD
A “\\‘:0:::;0

.. . R
AR XS
Encozztre, se existirem o0s extremos globais da \§§§§§§%§s§:§%“ 7
fungéo f. NS 7
N PO 7Z
Resolugao:

Notemos que
fix,y) =x*+y?> > 0="1(0,0), paracada (x,y)eR?

ou seja, o ponto (0,0) é ponto de minimo global (e portanto local) da fungéo f.
Logo
0 =f(0,0)

serd o valor de minimo global (e local) da funcéo f em RZ.

Note que a representacdo geométrica do grafico da fungdo f é o paraboléide de revolugdo, com
vértice na origem e "concavidade” voltada para cima (veja figura acima).

Notemos também que a fungdo f nao possue maximo global ou local.

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

Observagao 13.1.2 Como afirmamos anteriormente, se uma fungao f tem deriwadas parciais
de 1.a ordem em seu dominio e o gradiente da mesma ndGo se anula, entdo o gradiente da
funcdo f, em cada ponto do dominio, aponta na direcdo e sentido de maior crescimento da
mesma (e na dire¢do e sentido oposto do mesmo teremos o maior decrescimento).

Isto seque, como vimos anteriormente, do sequinte fato:

Sef: A CR"™— R é uma funcdo diferencidvel em um subconjunto aberto, A, de R", P, € A e
U um vetor unitdrio de R™ entdo a derivada direcional da fung¢do f no ponto P, € A, na dire¢do

U, serd dada por
of

ﬁ(PO) = Vf(P,) @i = ||Vf(P,)] cosb,
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onde 0 € [0,71] € o dngulo entre os vetores Vf(P,) e 1.
Deste modo, a derwada direcional serd mdzima quando

cos0 =1, ou seja, quando 0 =20

e minima se
cos0 =—1, ou seja, quando O =T

Isto nos diz que, para que a derivada direcional seja mdzrima, o vetor U deverd ter a mesma
diregcdo e sentido de VI{(P,) e para ser minima, o vetor U deverd ter a mesma dire¢do e sentido
oposto do vetor VI(P,).

Baseado nesta observagio trateremos do seguinte exemplo:
Exemplo 13.1.2 Consideremos o conjunto
Ai{(x,y)eRz;0§x,0§y,x+y§3ex§y}ng. (13.1)
Seja f: A = R a fun¢do dada por
f(x,y) =2x—vy, (x,y) € A. (13.2)
Encontrar, se existirem, os pontos de mdzimo e minimo globais da fungdo f no conjunto A.

Resolucgao:

Observemos que a fungdo f é continua em A e o conjunto A é um subconjunto compacto de R?
(pois ¢ um subconjunto fechado e limitado em R?, verifique!).

Logo, do Teorema (5.2.1), segue que a fungdo f tem maximo e minimo globais em A.

Na figura abaixo temos a representacdo geométrica do dominio da funcao f:

] A

x+y=3

Temos que a funcdo f é de classe C*° em A (pois é uma fungdo polinomial) e

of o of L (=2 S L
Vf(x,y) = 7(X)y) -e1+ 7(X)y) ) ( = ) 2. €1 —e= (2)_1)) (X>y) € Rz-
0x oy
Da Observagédo acima segue que os valores da fungdo f crescem mais rapidamente (resp., diminuem
mais rapidamente) a medida que se avanga na diregdo e sentido (resp., sentido contrario) do vetor

gradiente da funcio, isto é, do vetor

Vi(x,y)=2-€ —éy,
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no ponto (x,y) € A.

Notemos que, neste exemplo, o vetor gradiente é constante, logo a fungdo cresce na direcdo e
sentido do mesmo e decresce na diregio e sentido oposto do mesmo.

Logo pela ilustragdo abaixo podemos perceber que o minimo global da fungdo f é atingido no

33
ponto (0,3) e o seu maximo global ocorrerd ponto < ) .

2’2
Yy
— y
x+y =3
o v
"N (0,3)
Fungéo Diminui -
x
1 R N .
VEP) - TN
Fungfo Aumenta -

Vamos verificar que isto de fato ocorre.
Se (x,y) € A, teremos (veja ([=))

x+y<3 e x<vy.
Logo somando-se estas duas desigualdades obteremos
2x+y<3+y e x<y

que é equivalente a
e x<wvy. (13.3)

Logo, para cada (x,y) € A, teremos

3 3\ (=) 3 3 3 3
— —. — = — — — — — | = — —_ = = —_ = — < .
f(x,y) —f <2, 2) 2x —y [22 2] 2x —y 3 <x 2) +(x—y) < 0

Portanto,

33
f(X»U) <f <2a 2> ) para cada (X>y) € Aa

33

isto é P,= (2,2
isto €, o ponto P, (2, >
O valor méximo global de f em A serd

é um ponto de maximo global da fungdo f em A.

Agora vamos verificar que o ponto P; = (0,3) é ponto de minimo global da fungdo f em A.
Notemos que, se (x,y) € A, teremos

=3 x>0,3—x—y>0
(=) S

f(x,y) — f(0,3) 2x—y—[20-3=2x—y+3=3x+3—x—y)
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Ou seja,
f(x,y) > f(0,3), paracada (x,y) €A,

isto é, o ponto P; = (0,3) é um ponto de minimo global de f em A.
O valor de minimo global de f em A serd

f(Py) = £(0,3) = 2.0 —3 = —3.

Observacao 13.1.3 No Ezemplo acima também podemos observar que as curvas de nivel asso-
ctadas & fungdo f sGo as retas

2x—y =k, para cada keR.

Logo se formos na diregao perpendicular ds mesmas teremos as maiores variagdes da funcdo
f, mais precisamente, de maior crescimento ou mator decresctmento da fungdo f.
A direcao perpendicular as retas

2x —y =f(x,y) =k

(que sdo as curvas de nivel associadas d funcdo f) é dada pelo vetor (2,—1) € R?, isto €, a
direcGo do vetor gradiente da funcdo f que, neste caso, é constante (veja figura abaizo).

y A

2x —y = const. .~ x

x+y=3

21—

Para comecar a encontrar os pontos de maximos ou minimos locais de uma fungéo a valores reais,
de n-varidveis reais, temos o seguinte resultado:

Teorema 13.1.1 Sejam A um subconjunto aberto em R™ e f : A — R uma fun¢do que tem
mdzimo (ou minimo) local no ponto P, € A.

Se as derivadas parciais de 1.a ordem da f existirem no ponto P, entdao elas deverdo ser
1guais a zero neste ponto, isto é,

of

—(Py) =0 13.4

. (Po) (13.4
para cada i € {1,2,---,n}, ou seja,

V£(P,) =0. (13.5)
Demonstragao:

Exibiremos a demonstragio para o caso em que o ponto P, é um ponto de maximo local da fungao
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O caso em que o ponto P, é um ponto de minimo local fica demonstrado a partir deste tomando-se
a fungdo g = —f.

Os detalhes deste caso serdo deixados como exercicio para o leitor.

Para cada i €{1,--- ,n}, consideremos €; o vetor unitdrio do R™ que possui a i-ésima coordenada
igual a 1 e as restantes iguais a 0 (ou seja, o i-ésimo vetor da base candnica de R™).

Como A é um subconjunto aberto de R™ e P, € A é um ponto de maximo local da fungio f,
podemos encontrar uma bola aberta B = B, (P, ), centrada em P, e de raio ¢ > 0, que podemos supor
estar contida em A, de modo que

f(P) < f(P,), paracada P <B.
Sabemos que, para t € (—¢, €), temos (veja figura abaixo):

P,+t-& €BCA.

Po + t€;

Desse modo, a fungdo a valores reais, de uma varidvel real, g : (—¢, ¢) — R, dada por
glt)=f(Po+t-€), —e<t<e
estard bem definida (veja figura abaixo).

Y(t) =Po +t-&;

g=foy

-+
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Observemos que:

lim M = lim f(Po+t- ei) — f(Po) por De:ﬁnigao ﬁ(P |
t—0 t t—0 t ox; o)y
ou seja, a fungio g possui derivadaem t=0e
of
(0) = 5 (Po). 13.6

Além do mais,
g(t) =f(Po+t-e) < f(Py) =g(0), —e<t<e,

pois, por hipdtese, a funcdo f tem um mdaximo local no ponto P,.
Logo, em t = 0, a fungdo de uma varidvel real, a valores reais, g tem um ponto de mdximo local.

Assim, por um resultado do Calculo I, devemos ter g’(0) = O e portanto, de (I38), segue que

of
a(Po) =0, para cada i € {1,--- ,n}, completando a demonstragido do resultado.
i

0

Observacao 13.1.4 Em outras palavras, o Teorema acima nos diz que se uma fung¢do atinge um
mdzimo (ou minimo) local (ou seja, um extremo local) em um ponto interior do seu dominio e
suas derivadas parciais existem neste ponto, entdo o gradiente da funcdo deverd ser nulo neste
ponto.

Deste modo, o Teorema acima fornece uma condicao necessaria para que um ponto, do
interior do dominio de uma funcdo a valores reais, de vdrias varidveis reais, que tenha derivadas
parciais no seu dominio, seja um extremo local da fungdo.

Como veremos na Observacgdo a sequir, esta condicdo pode nao ser suficiente, isto €, exis-
tem funcdes que tém o gradiente nulo num ponto e a mesma nao tem extremo local nesse ponto
(tente encontrar uma fungdo que tenha essas propriedades!).

Com isto temos a:

Definicao 13.1.3 Suponhamos que f : A C R"™ — R seja diferencidvel em A, onde A é um
subconjunto aberto de R™.
Os pontos P € A tais que
V{(P)=0

serdo chamados de pontos criticos da fungdo f.

Observacao 13.1.5 Notemos que nmem todo ponto critico de uma fungdo a valores reais, de
vdrias varidvels reais, € ponto de mdzrimo ou minimo local da funcdo.
Para ver isto, basta considerar a funcdo f:R?> — R dada por

f,y) =x* =% (xy) e R (13.7)
A funcdo f é diferencidvel em R? (pois é uma fungdo polinomial) e seu gradiente serd
Vil,y) = (2% -2y), (xy) € R?

que somente se anula no ponto
Po = (0) O)
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Porém este ponto nao é ponto de mdzimo ou de minimo local da fungdo f.
De fato, para todo € > 0, teremos

) (

£(0,e) =V —e? < 0 < 2 = (¢, 0) (13.8)
mostrando que, em qualquer bola aberta de centro em P, = (0,0) e rato ¢ > 0, ezxistem pontos
prozimos de (0,0) onde os wvalores da fungdo ficam abaizo ou acima do valor da fungdo f no
ponto P,, mostrando que no ponto (0,0) a fung¢do f nao tem um extremos locais (veja figura

abaizo).

(,0)
(0,0) X

A representacdo geométrica do grdfico da funcdo f é o paraboldoide hiperbdlico, isto €, a sela
(veja figura abaizo).

Neste caso temos a:

Definigcao 13.1.4 Um ponto critico de uma funcdo que ndo € ponto de mdzimo local, nem de
minimo local serd chamado de ponto de sela da fungdo.

Exemplo 13.1.3 A fun¢do da Observagdo (ILZTA) tem um ponto de sela no ponto P, = (0,0).

Resolucgao:
De fato, pois é um ponto critico da fungdo f que ndo é ponto de maximo ou de minimo local da
funcdo f (veja (I33)).

Observacgao 13.1.6
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(a) Observemos que um ponto critico P, é um ponto de sela de uma fungdo f se em cada bola,
B, centrada em P,, podemos encontrar pontos Py e P,, pertencente a mesma, de modo que

f(P1) < f(Po) < f(P2).

(b) Notemos gque, pelo Teorema ([ZI), para localizar extremos locais de uma funcdo que tem
as deriwadas parciais de 1.a ordem no interior do seu dominio, basta restringirmos nossa
atencdo aos pontos criticos da funcdo f, ou seja, os pontos de mdrimo ou minimo locais
da funcdo f no interior do seu dominio estGo entre os pontos criticos da fungdo f.

Isto serd de grande importdncia no estudo dos extremos locais de uma fungdo a valores
reais, de vdrias varidvels Teais, COmo UVeremos a Sequir.

13.2 Teste do Hessiano

Os resultados a seguir nos fornecerdo condigoes suficientes para decidir se um ponto critico de uma
funcdo a valores reais, de varais varidveis reais, é um ponto de méximo local, minimo local ou ponto
de sela da fungéo.

Apresentaremos primeiramente um resultado para fungdes a valores reais, de duas variaveis reais.

Tal resultado é conhecido como Teste do Hessiano.

O caso de fungdo a valores reais, de mais de duas varidveis reais, serd tratado mais a frente (veja
o Teorema ([ZZ)).

Antes, porém, introduziremos a seguinte definicdo:

Definicdo 13.2.1 Seja f: A C R™ — R uma funcdo de classe C? definida em um subconjunto
aberto A de R".

Definimos a matriz hessiana da funcao f no ponto P € A, indicada por Hess¢(P), como
sendo:

0 f o’ f
—(P) .
0x] 0Xx1 0Xp,
0%f 0%f
- P) ...
Hess¢(P) 3%, Ox; 9%, Ox (13.9)
o2 02
P) ... —(P)
0% 0X1 oxZ

O determinante da matriz acima serd denotado por H¢(P) e denominado hessiano da funcao f

no ponto P € A, 1sto €,

0%f 0%f
—(P)
ox? 0x7 OXp,
0% f 0%f
- P) ... p
He(P) 0x2 8x1( ) 0x2 axn( |- (13.10)
2¢ . 2 :

o°f P) ... ﬂ(p)

Oxn 0X1 X2

Observacgao 13.2.1
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(a) Podemos dar a sequinte caracteriza¢do para a matriz hessiana associada a fungdo f: A —

R, no ponto P € A, onde estd € de classe C2 em um subconjunto aberto A de R":

Comegamos considerando a fungdo grandiente da fungdo f, isto é, a funcdo Vf: A —- R
dada por

VH(P) = < of p of of (P)) .

T}q ) TXZ(P)) ) 377(1 (13'11)

Como f € C*(A;R) seque que Vf € C'(A;R"™), em particular, eziste a matriz jacobiana
associada a transformagao VT, no ponto P, a saber:

0 of 0 of
am<mJ”)“ anmy”

Jvi(P) =

Teor. Schwarz

0%f
— (P
o2 ")
of
aX2 a)q

o%f
axn aX1

0 of 0 of
m&m)”)”‘mn@my”

2 /ot
m(x)”)

> /ot
m&m)”)

o%f
0x10Xn,

of
0% 0Xp,

of

3.2 (P

=3
=" Hessy

(P).

Conclusao:

Hess¢(P) = Jv¢(P), para cada P € A. (13.12)

(b) Suponhamos que a fungdo f: A C R> — R seja de classe C? no subconjunto aberto A de

R2
Neste caso a matriz hesstana da funcdgo f no ponto P serd dada por:
o f o%f o f o f
= (P) 2SR —(P)
0x 0x 0y Teor. Seh 0x 0x 0y
Hess¢(P) = cor A : (13.13)
G Q% f G o%f
. 22 (P) (P) ~5(P)
y 0x oy 0x dy oy
logo a matriz quadrada Hesss(P) serd uma matriz simétrica, 1sto €,
[Hess¢(P)]* = Hess¢(P),
onde B! denota a matriz transposta associada d matriz B.
Além disso, o hesstano da fungdo f no ponto P serd dado por:
Q% f o f
~—(P)
0x 0x 0y 2f  df 92 2
Hy(P) = e~ (5rP) - (1319)
02f 02f A b
P —(P
™ ay( ) ayz( )
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(c)

(d)

(e)

(f)
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Em geral, se f : A C R"™ — R a fungdo € de classe C* em um subconjunto aberto A de
R"™ seque, do Teorema de Schwarz (I'’Z1), que a matriz quadrada Hess(P) € uma matriz
simétrica, 1sto €,

[Hess¢(P)]' = Hess¢(P).

Deizaremos a verificagao deste fato como ezercicio para o leitor.
Notemos que, se A,B e C sGo numeros reais tais que
AC—B?>0 (13.15)

entdo, seque que
A, C #0.

De fato, caso contrdrio, se A =0 ou C =0, deveriamos ter

AC —B?>=-B%’<0,
=0

contrariando ([Z13).

Notemos também que, se A,B e C sGo numeros reais tais que

AC—B*>0 e A>0 (13.16)
entdo deveremos ter
C>0.
De fato, caso contrdrio,
(=Tm)

se C<O0 teriamos AC<O0

e asstm

AC —B? <0,

~—

<0 <0
0 que contradiz ([Z1M).
De modo andlogo, se

AC—B*>0 e A<O (13.17)
entdo, deveremos ter
C<o.

Dewxaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

No caso n =2, considerando a fungdo f: A C R? = R de classe C* no subconjunto aberto
A de R?, se H¢(P) > 0 teremos, por (IZ1d), que

2% % o\’
Ot ) 9 py P)) =H(P) > 0. 13.18
3Pl (P) = (g 7)) =Ha(P) > (13.18)
Definindo-se
. 0% . O . o
A:W(X’y)’ C:w(x»y)y B:axay(x’y)
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teremos,
AC—B?>0

e assim, dos itens (d) e (e) acitma, seque que

% o

w(P) >0 se, e somente se, @(P) > 0. (13.19)

Para classificar os pontos criticos de funcées a valores reais, duas varidveis reias, de classe C? em
um subconjunto aberto de R?, temos o:

Teorema 13.2.1 (Teste do Hessiano: caso n=2)
Seja f: A C R? uma fungdo de classe C? definida em um subconjunto aberto A de RZ.
Suponhamos que P, € A é um ponto critico da funcdo f isto é,

VT(Py) =0. (13.20)
Entdo:

(i) se
ot
ox?2

entdo o ponto P, serd um ponto de minimo local da fungdo f.

H¢(Py) >0 (Py) >0 (13.21)

(ii) se
Caul
ox?

entdo o ponto colorred P, serd um ponto de mdzimo local da fungdo f.

H¢(Py) >0 (Py) <O (13.22)

(iii) se
H¢(Po) <0 (13.23)

entdo o ponto P, serd um ponto de sela da fungdo f.

(iv) se
H¢(Py) =0 (13.24)

ndo podemos afirmar nada sobre a natureza do ponto critico P, da fungdo f.

Demonstragao:
De (i):
Lembremos que
of of
VT(Ps) =0 se, e somente se, —(P,) =—(P,) =0. (13.25)
0x oy

Como o conjunto A é um subconjunto aberto de R? e as derivadas parciais, até segunda ordem,
da fungdo f sdo continuas em A (pois a fungdo f é de classe C? em A)e

o%f

Hf(PO) >0 e w

(Po) >0,
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segue que existe uma bola aberta B, = B(P,), centrada em P, = (x,,Y,) de raio ¢ > 0, de modo que

H¢(P) >0 (13.26)
&?:(P) >0 (13.27)
para todo P = (x,y) € B..
Consideremos
Po = (X0, Yo)
e definamos

h=x—% € k=y—y,
onde P = (x,y) € B, ou seja,
P =(xy)=(xo+hyo+k) €BCA.

A férmula de Taylor de ordem 1 para a fungdo f, no ponto P, = (X0,Yo), (ver (IZ13) com n = 1)
nos fornecera:

1 [of of 1[0% — 5 ?f *f — 5
f(P) = f(x,y) = f(Po) + — | = (Po)h+ ——(Po)k| 4+ = |=— (P)h2 +2 P)hk+ — (P)k
(P) = F0x,) = f(Po) + 5y | g (Pl 5 (PolK| + 3 |55 (P) 2+ 2575 () k52 (P)
2 (Po) =21 (Po) =0 1[0 — P2f %
x dy 2 2
= f(P = |=— (P)h"+2 P)hk+ — (P) k 13.2
(o) + 3 |5 YW+ 250 @)k 2L (7)1 (13.28)
onde P € B, é da forma
P = (X,Y) = (x0 + ch,y, + ck),
para algum c € (0,1).
Definamos
o*f o
A=— (P 0 13.29
ax2( ) >0, ( )
P
B = P
axay()
*f
C=—(P).
ayz()
Temos que
(=) 9% — 9*f 2t 17 ,
0 He(P) = —(P) — (P) — P)| =AC-B.
= P = 3P 51 ()~ [ oogs (P)

Para k # 0, a expressdo ([323) tornar-se-a:

1 K2 h\? h
f(x,y) = flxo,yo) = F(P) — F(Po) = 5 [Ah2 + 2Bhk + Ckz] e = |A (k) +2B+C|. (13.30)
Se tomarmos h
= _ 13.31
V=g (13.31)

teremos que ([3=30) serd equivalente a:

kZ
f(XﬂJ)_f(XO)Uo):? AvZ 4+ 2Bv + C]|.
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Logo quem determina o sinal da expressdo a esquerda acima é o sinal da expressdo a direita, ou
2

. k . . .
ainda, como k # 0, temos que > > 0, ou seja, quem determinard o sinal da expressdo a esquerda é o

sinal da expresséo:
AV? + 2Bv + C. (13.32)

O discriminante associado a equagdo do 2.° grau

AV +2Bv+C =0

é dado por

A= (2B —4AC =4 <BZ _ AC)

_ (=3
:—4H(P)( =0, (13.33)

Logo, a pardbola
p(v) = Av? +2Bv+C

tem concavidade voltada para cima (pois, de (I3=29) temos que A > 0) e ndo possue raizes reais (pois,
de (C2=3) temos que A < 0), portanto

p(v) >0, paracada veR.

A figura abaixo ilustra a situagéo.

Portanto, se k # 0, temos:

2

k
f(x,Y) = flxo,Yo) = = [AV1+2Bv+C| = = pv) >0,

~—~—

kZ

2
~— -0
>0

ou seja,
f(x,y) —f(x0,Yo) >0 para (x,y) € Be.

Se k = 0 teremos, de ([Z=21), que:

1
f(x%,Y) — (X0, Yo) = EAh2 > 0.

Portanto, para todo (x,y) € B, teremos
f(x,y) — f(x0,Yo) = 0,

isto é,
f(x,y) > f(x0,Yo) para (x,y) € B,
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mostrando que f tem um minimo local em P, = (X0, Y, ), completando a demonstragdo (i).
De (ii):
Neste caso, consideramos a fungdo g: A — R dada por

glx,y) =—flx,y), (xy) €A.

Logo teremos
g, o
o2t % X2
e o hessiano da fungdo g é igual ao hessiano da fungdo f em cada ponto de A (os sinais se cancelam
nas multiplicagdes que aparecem no determinante - verifique!).
Portanto, pela item (i) temos que a fungdo g terd um ponto de minimo local no ponto P,, con-
seqiientemente, a fungdo

(Py) >0

f=—g
terd um ponto de mdaximo local no ponto P,, completando a demonstragéo de (ii).
De (iii):
Dado

v = (h, k),
consideremos a curva parametrizada v : (—e, ¢) — R? dada por
Y(t) =Po+t-vV=(xo +thyyo +tk), te(—e¢)
e a fungdo ¢ : (—¢,e) — R dada por
e5(t) = fly(t)] =1 (Po +t-V) = f(xo + ht,yo + kt)

onde t € (—¢, ) como no item (i) (veja figura abaixo).
Notemos que a curva parametrizada y é de classe C* em (—¢, ¢) e além disso,

v'(t) = (hk) =¥,

em paticular, teremos
(13.34)

<l

Observe que a fungéo @y é a restrigdo da fungdo f ao segmento de reta de R? de extremos nos
pontos P, —¢ -V e P, + ¢ -V (veja figura acima).

Esta restrigdo nos fornece a informacéo de como é o grafico da fungdo f quando cortado por um
plano vertical paralelo ao vetor V e passando pelo ponto (P, f(P,)).
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Usando a Regra da Cadeia (isto é, Teorema ([TZ1)) obteremos

Lt oyi(t) = Vvl oy /(8 = Ly (01 () + Ly

ey (t) = 3 = oYWl B+ @Mtﬂ Gl
Mzt I iy Ly (13.35)
X oy
0 que implicard que
9} (0) = VI (0)] v '(0) =2 Ve (P,) o v

Derivando a equagdo (I3=33), em relagéo a t, e utilizando novamente a Regra da Cadeia, obteremos:

@y (t) = [;t <§i ov) (t)] h+ Kg:, OY> (t)] k
_ { (g:) (0] ov'(t)] ht [v (2“) (0] -v’(t)]
Yy

/=t [ (0*f o’f O2f 32¢
(50 g g e} o O et | (53 (o, G200 o o)
0’f o%f o2 o2

B {axzh/(t)] h+ dy ox ax Y [y(t) h+t, a2
o2f _ a%f 32f

- - o ot
oy e () hk + =5
y

<

[v(t)]k] h + { [y (t)] k] k

—[y(t) h? 42 )] k2.
S VI 425 Fy(®)]
Fazendo t = 0 na expressdo acima, obteremos

0% o’ f o%f

"0) = =~ (Po)h? + 2 Po)hk 4+ — (Po ) k2. 13.
@5 (0) = 57 (Po)h” + axay( o) +ay2( o) (13.36)
Definindo-se 5 5 5
O2f o2f O2f
A=_—(P B = P C=_—(P
32 (Po)s axay( o) e ayz( o)
teremos 5
o%f o%f o%f
B - AC = Po)| — |55 (Po)| |25 (Po)| = H¢(Po) < O.
eag Po)] | 5P| [ ga(Pa] = Hitpo) <
Consideremos a fungad Q : R? — R dada por
Q(¥) = Q(h,k) = @Z(0) = Ah? + 2Bhk + Ck?. (13.37)

Afirmagdo (I): existem vetores unitérios U e Vv, de modo que

ei(0) e @0

tém sinais opostos.

Se isso for verdade, pelo teste da derivada segunda para fungdes a valores reais, de uma varidvel
real (visto no Calculo 1), a restrigdo da fungdo f a uma diregdo terd um minimo no ponto P, € na
outra direcdo terd um mdaximo no ponto P,.

Com isto temos que existem pontos, arbitrariamente préximos, do ponto P, cujos valores da fungdo
f sdo maiores do que f(P,) (na diregdo de minimo) e outros pontos onde valores sdo menores do que
f(Po) (na direcdo de médximo).

Isto é, P, é um ponto sela para a fungdo f como queriamos demonstrar.

Para mostrarmos a afirmagéo (I) consideraremos os seguintes casos:
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Caso 1:se A=0e C=0:
Neste caso, como

0 > H¢(P,) = B> — AC = B?, logo devemos ter B # 0.
Assim =
Q(1,—1) "=V A2 £ 2BI(-1) £ C(—1)2 M0 0B
© ==z
Q(1,1) "=V A.(1)2 + 2B.1.1 + C.12 M50 2B,
isto é, Q(1,—1) e Q(1,1) tém sinais opostos.
Neste caso tomamos: Y
L. (1,=1) 2
1= ————=—(1,-1)
10, =Nl 2

teremos a conclusdo da afirmagéo (I).
Caso2:se A=0e C#0:
Neste caso, como

0 > H¢(P,) = B> — AC = B? logo devemos ter B # 0.
Assim
C 2 C , A0 C
Q(-S) A (-S) v (&) arerd
3C 3C 2 A=0
Q(H26) = a (39) am () e
isto €, Q( < > e Q< 3¢ > tém sinais opostos.
Neste caso tomando se:
<
g 4B’
N C
_EJ
° 3C
(%)
M YaETe
_7)1

teremos a conclusdo da afirmagéo (I).
Caso 3:se A £ 0:
Temos que

Q01,00 =V A.(1)2 + 2B.1.0+ C.O2 = A

A’ A

2
Q <B —1> = A, <B> +2B. (i) (=1)+ C(—1)2 = B2 — ACIA",

511
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B
isto é, Q(1,0) e Q <A,—1> tém sinais opostos (pois B2 — AC = H;(P,) < 0).

Neste caso tomando-se:

()

A
B
(x)]
teremos a conclusdo da afirmagéo (I).

Ou seja, em qualquer um dos casos é possivel encontrar dois vetores unitdrios i e V de modo
que @7(0) e @Z(0) tém sinais opostos, mostrando que afirmagdo (I) é verdadeira e completando a
demonstragdo do item (iii).

De (iv):

Consideremos as seguintes fungdes: f,g,h: R* — R dadas por

u=

.

<i

fix,y) =x'+y?, glxy) =—x' -y, hixy) =x'—y!  (xy) € R~

O ponto P, = (0,0) € um ponto critico para as fungdes f, g e h (verifique!).

O hessiano das fungdes f , g e h também se anula em P, = (0,0).

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

Entretanto, a origem é um ponto minimo (global) para a fungdo f, um ponto méximo (global)
para a fungdo g e um ponto de sela para a fungdo h, isto é, nada podemos concluir nesta situagao.

Deixaremos a verificagdo destes fatos como exercicios para o leitor.

Isto completa a demonstracdo do resultado.

Observagao 13.2.2

(a) Da Observagdo (IXZZ) item (f), seque que podemos demonstrar um resultado equivalente
ao Teorema acima trocando-se a hipdtese

ZZ(PO) >0
por
@(Po) >0,
1sto €, vale o sequinte resultado:
Seja f: A C R? uma fungdo de classe C? definida em um subconjunto aberto A de RZ.

Suponhamos P, € A € um ponto critico de f 1sto €,

V£(P,) =0.

Entado:

(i) se

He(Py) > 0 L2 (Po) >0 (13.38)

entdo o ponto P, serd um ponto de minimo local de f.



13.3. APLICACOES 513
(ii) se

RS

dy?

entao o ponto P, serd um ponto de mdximo local de f.

H¢(Po) > 0 (Py) < 0 (13.39)

(iii) se
He(Po) < 0 (13.40)

entdo o ponto P, serd um ponto de sela de f.

(iv) se H¢(P,) =0 ndo podemos afirmar nada sobre a natureza do ponto critico P,.

(b) A equagdo (TTFA) pode ser reescrita na sequinte forma:

0%f 0%f
2 2 2 W(PO)}H_ 0x 0 (Po)k
" o%f 5 o%f o%f 5 Y h
95 (0) = 55 (Po)h” + 2 (Po)hk + 52— (Po)k* = .
ox 0x dy oy o2f o2¢ k
—(Po)k Po)h
ayz( o) +axay( o)
of o’ f o%f o2
ﬁ(Po) %0 (Po) ﬁ(Po) D (Po)

N (OO (G
aZf aZf k “\k azf azf k “\k
axay(P") @(POJ aan(Po) @(Po)

= [Hess¢ (P, )V] .V

1sto €,
@ (0) = [Hess¢(Po)V] ., (13.41)

onde . denota o produto de matrizes.

13.3 Aplicacoes

Nesta segdo consideraremos alguns exemplos para aplicarmos o que foi desenvolvido na segéo anterior.
Comegaremos pelo:

Exemplo 13.3.1 Classifique os pontos criticos da fungdo f:R?> — R dada por
fx,y) =x*+y* —2¢* —2v%,  (x,y) € R?, (13.42)

1sto €, encontrar todos os pontos criticos da funcdo f e dizer, em cada um destes pontos, se a
fungdo tem ponto de mdximo local, um ponto de minimo local ou um ponto sela.

Resolucgao:
Observemos que a fungéo f é de classe C*° em R? e para (x,y) € R? temos:

of of

55 (o) =4 —4x, ay oY) =4y’ — 4y (13.43)
0%f 0%f
@(x,y) =12x* — 4, @(x,y) =12y*>—4 (13.44)
621‘ [Teor. Schwarz] azf
(X)y) = (X)y) =0. (13'45)

oy 0x 0x 0y
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Vamos procurar os pontos criticos da funcio f, ou seja, (x,y) € R?, de modo que:

of of =z
Vi) = 0,0) & (500, 50 00)) = 10,0) B (46 - an iy - ay) = 0,0
0=14x3—4x =4x(x —1 1 =0,1, -1
x3 x=4x(x—1)(x+ 1) o x=0,1, (13.46)
0=4y’ -4y =4yly—Ty+1) y=0,1,-1
que nos fornece as seguintes solugdes:
P1i(070)) PZZ(O)])> P3:(O)_1))
P4£(1)0)) P5£(1)1)> Péim)_])) (1347)
P7:(—1,0), PSZ(_])]) P‘?:(_])_])
A matriz hessiana associada & fungdo f, no ponto (x,y) € R?, serd dada por:
o) )
A2\ Ao AL
ox 0x 0y (=) e (@) [ 12x2 —4 0
Hess¢(x,y) = = N (13.48)
2 2 O 12'9 —4
ﬁ(x ) ﬂ(x )
Logo o hessiano da fungéo f em (x,y) serd dado por e assim
(=) 12x2 —4 0 - 2 2
Helx,y) e 0 124 ‘ —16 <3x 1) (3y 1) . (13.49)

Com o Teste do Hessiano podemos montar a seguinte tabela:

2

P H¢(P) %(P) Classificagdo do ponto P | f(P)

Py =(0,0) 16>0 | 4<0 méximo local 0
P, =(0,1) —-32<0 sela —1
P;=(0,—1) | =32<0 sela -1
P4y = (1,0) —-32<0 sela —1
Ps =(1,1) 64 >0 8§>0 minimo local —2
Ps = (1,—1) 64 >0 8§>0 minimo local -2
P;=(-1,0) | -32<0 sela —1
Pg=(—1,1) 64 >0 8§ >0 minimo local -2
Py = (—1,—1 64 >0 8§ >0 minimo local -2

Observe que o ponto P; é apenas um ponto de maximo local da fungdo f, pois, por exemplo,

(=m3)

£(2,0) "= 8 > 0 = £(0,0) = f(P;).

Porém, os pontos de minimo locais sdo na verdade pontos de minimo globais.
De fato, nestes pontos a fungéo f terd o valor —2 (veja tabela acima) e para todo (x,y) temos

fx,y)+2=x"+yt —2* -2y’ +2= <X4—2x2+1)+ (94—2y2+1)

:(xz—1)2+<yz—1)220,
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portanto,
f(x,y) > —2, paratodo (x,y) € R?
isto é, os pontos de minimo locais sdo pontos de minimo globais da fungdo f, mostrando a afirmagéo
acima.
A figura abaixo a direita mostra o grafico da funcéo f e a figura abaixo a esquerda mostra os pontos
criticos da fungdo f e a curva de nivel —1 da fungdo (isto €, a curva de nivel que contém os pontos de
sela).

S P
\ /f\ )
\ y /
N i \ / "’l‘

T ge o ‘ 3 l'::o“ N0 '
/ W N \(5‘»{’}0‘3‘;//4#”
/ Ry \ s / 15
[ e ‘
N — | T~

1.5 1.5

Observagao 13.3.1 O Teorema (ITZZ1) s6 € vdlido em R?, isto é, para funcgées a valores reais,
de duas variaveis reais.
Situagbes mais gerais (fungdes a valores reais, de duas ou mais variduvers) serdo tratadas na

prézima sec¢do.

13.4 Caso Geral: Autovalores da Matriz Hessiana

Antes de exibirmos outros exemplos aplicando o teste do hessiano daremos um resultado geral para
classificarmos os pontos criticos de fun¢des a valores reais, de n varidveis reais, que estende o teste do
hessiano exibido na se¢do anterior.
Antes porém vejamos alguns fatos importantes que serdo vistos no curso de Algebra Linear.
Detalhes sobre estes tépicos serdo tratados na disiciplina de Algebra Linear.

Notagao 13.4.1 Denotemos por Mnxm(R) conjunto formado por todas as matrizes reais que
tém n linhas e m colunas (isto €, sGo do tipo n x m).

Uma matriz de Mnxm(R) serd indicada por A = (ay) , onde aj € R, i € {l,--- ,n} ej €
{1,---,m} serdo ditos elementos da matriz A.

Quando m = n o conjunto acima serd denotado por M, (R) e seus elementos serdo ditos
matrizes quadradas de ordem n.

Em uma matriz quadrada A = (ai;) os elementos ai;, i € {1,2,--- ,n} formardo o que cha-
maremos de diagonal principal da matriz A.

Indicaremos por 1, a matriz quadrada de ordem n que tem todos os elementos da diagonal

<

principal 1guais a 1 e os outros elementos 1guais a zero, isto é,

L
aiji{’ T a<ij<n
0, i#]j

Tal matriz sera denominada matriz indentidade de ordem n.
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Podemos agora introduzir a seguinte definicio:

Definicao 13.4.1 Seja A = (aij)i<ij<n € Mn(R) uma matriz quadrada de ordem n.
Diremos que A € C é um autovalor da matriz A, se podemos encontrar uma matriz, nao
nula, v € M, «1(R) de modo que

Av = Av. (13.50)

No caso acima, a matriz coluna v serd dita autovetor da matriz A associado ao autovalor

A.

Observagao 13.4.1 Observemos que A € C € autovalor da matriz A € M, (R) se, e somente se,
existe uma matriz coluna v € My »1(R), ndo nula, tal que

Av=Av, ou seja, Av—Av=0,

ou ainda,
(A —=AL)v =0, (13.51)

onde 1,, é a matriz identidade de ordem n.
Mas 1sto € equivalente a dizer que a matriz quadrada de ordem n

A — Al
nao admite matriz inversa, ou equivalentemente, que
PA(A) =|A — ALy =0. (13.52)

Vale observar que pa é um polindmio de grau n (verifique!).
Logo

Ao € C € autovalor da matriz A se, e somente se, A, € C € raiz do polinémio pa,

1sto é,
Pa(Ao) = 0.

Definicao 13.4.2 Na situagdo acima o polinémio pa, dado por ([Z22), serd dito polindmio
caracteristico associado a matriz A e a equacdo

pA(N) = A = AL =0

serd dita equagao caracteristica associada a matriz A.

Observagao 13.4.2

(a) Como consequéncia do que vimos acima, A\, € C € autovalor assoctado & matriz A se,
e somente se, A\, € solugcdo da equacdo caracteristica associada & matriz A, 1sto €, da
equagao

pPa(A) =IA = ALyl =0,

ou seja, uma raiz do polindmio carateristico pa.
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(b) Sabemos que um polinémio de grau n tem n raizes, em geral, complezas, ndo necessaria-
mente distintas.

Esse resultado é conhecido como Teorema Fundamental da Algebra.
Asstm toda matriz quadrada de ordem n tem n autovalores que, em geral, sGo numeros
complezos e ndo, necessariamente, todos diferentes entre si.

(c) Conhecendo-se os autovalores associado d& matriz A podemos encontrar, para cada auto-
valor fizado, um autovetor associado a matriz, relativamente ao autovalor fizado.

Para 1sto basta encontrar uma solugGo matrictal v (uma matriz coluna), ndo nula, da
equac¢do matricial
Av = Av, (13.53)

onde A € um autovalor associado d matriz A.

A equagdo matricial (IZ23) pode ser reescrita como um sistema linear de n equagdes a
n incdgnitas, que serdgo as coordenadas da matriz coluna v, como veremos no exemplo a
Sequar.

Para ilustrar consideremos o exemplo abaixo:

Exemplo 13.4.1 Consideremos a matriz

A= (2). (15.54

Encontre todos os autovalores associados d& matriz A e um vetor associado d matriz A,
relativamente a cada autovalor encontrado.

Resolucgao:
Primeiramente encontraremos todos os autovalores associados a matriz A, ou seja, todas as raizes
do polinémio caracteristico pa, ou ainda, da equacdo caracteristica

A — AL =0.

A equacido carateristica associada a matriz A é dada por:

A @@= (2 0\ /1T 0\ _[2=-A O | _ 5 2.
N YU [ N
Logo

A=2

serd a (tnica) solugdo da equagdo caracteristica (com multiplicidade algébrica igual a 2), ou seja, a
matriz A tem dois autovalores (reais) iguais, a saber,

A=A =2. (13.55)

Encontremos um autovetor associado ao autovalor A = A; = A; = 2, ou seja, devemos encontrar
uma matriz v € M1 de modo que
Av = Av.
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Para isto, consideremos

de modo que

= 1 v o,
isto é,
2 0\ [a a
G 2)6)-26)
—_— =
(2a [2a
~\2b ~\2b
ou ainda,

(2(1)_(2(1) — 2a =2a s 0=0
2b)  \2b 2b=2b 0=0

ou seja, qualquer matriz 2 x 1, ndo nula,

()76

serd um autovetor associado a matriz A, relativamente ao autovalor Ay = A; = 2.
Se, por exemplo, considerarmos

teremos que a matriz coluna

serd um autovetor associado a matriz A, relativamente ao autovalor Ay = A; = 2.
Observemos também que se considerarmos

a=0 e b=1,

- ()

também serd um autovetor associado a A, relativamente ao autovalor A; = A, = 2.

teremos que a matriz coluna

Neste caso temos que as matrizes colunas v; e v, sdo dois autovetores associados a matriz A e eles
sdo L.I. em My (R), ou seja, o conjunto {vy,v,} é uma base para M;(R).

Notemos também que a base acima obtida é ortonormal, pois v; e v, sdo ortogonais e unitdrios,
segundo o produto interno usual de M, (R).

Conclusao: no exemplo acima, obtivemos uma base de M, (R) formada por autovetores asso-
ciados & matriz A, a saber, {v;,v,} é uma base de M;1(R), formada por autovetores associados a
matriz A.

Observacgao 13.4.3
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A matriz quadrada A do Ezemplo acima serd denominada matriz diagonal, ou seja,
€ uma matriz quadrada que tem a propriedade que os elementos que mdo estdo ma sua
diagonal principal ser@o iguais a zero.

Vale observar que os autovalores assoctados a matriz A do Ezxemplo acima (a saber, \y =
A2 =2) sGo os elementos da diagonal principal da matriz A.

Isto € um fato geral, ou seja, se uma matriz é uma matriz diagonal, entdo os autovalores
associados a matriz sGo todos elementos da sua diagonal principal.

Isto segue do fato que uma matriz diagonal, de ordem n, tem a seguinte configuracdo:

an 0 s 0
0 az 0 (13.56)
0 0 Ann

Assim a polinémio caracteristico associado & uma matriz do tipo acima terd a Segquinte
forma:

an —A 0 0
A =A-ALj=| 0 T D
0 0 cer Qpn— A
= (a1 —A)(azz —A) -+~ (ann — A) (13.57)

Logo os seus autovalores (que sGo as raizes do polinémio caracteristico) sergo:

7\1 = ary, 7\2 = az, -, }\n = Ann. (13.58)

Em particular, todos serdo niumeros reais.

Temos também um outro resultado importante que no diz:

Se a matriz quadrada A é uma matriz triangular inferior ou superior entdo os autova-
lores associados a matriz A serdgo todos os elementos da sua diagonal principal.

Para ver 1sto, lembremos que uma matriz quadrada A = (ai;) serd denominada triangular
superior (respectivamente, inferior) se

aj =0, para cada i>j (respectivamente, i <j),
ou seja, os elementos que estdo ”abaizo” (respectivamente, ”acima”) da sua diagonal
principal deverdo ser iguais a zero.
Uma matriz triangular superior tem a sequinte configuragdo:
an a2 -0 A
0 ax -+ am

(13.59)
0 -+ 0 anmm
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Assim a polinémaio caracteristico associado d uma matriz triangular superior de ordem n
(como acima) terd a seguinte forma:

an—A  app - Qin
AN =A-AL=| D ST e
0 0 cer Opn— A

= (an —A)(azz —A) -+ (@nn —A) (13.60)

Logo os seus autovalores (que sGo as raizes do polinémio caracterisitico) serdo:

A =an, A2=ay, -+, Ay = Qnn. (13.61)

Em particular, todos serdo numeros reais.

A matriz do Ezemplo ([3Z) é uma matriz simétrica, isto ¢,

At =A. (13.62)

Vale observar que os autovalores da matriz A do Ezemplo ([ZZ1) sdo todos miumeros
reais e além disso, o espacgo vetorial real My 1(R) possui uma base ortonormal formada
por autovetores associados 4 matriz A.

Na verdade vale um resultado mais geral, a saber:

Proposicao 13.4.1 Seja A = (aij)nxn uma matriz com coeficientes reais e simétrica, 1sto €

At =A.

Entdo a matriz A possui n autovalores reais (ndo mecessariamente distintos).

Além do mazis, podemos encontrar n autovetores associados 4 matriz A de modo que estes
formem uma base ortonormal de M, «1(R).

Um outro modo de ver a conclusdo acima seria: existem n numeros reais

7\13 e )7\11 eR
e N matrizes
Vi, -+ ,Vp € R"
tais que
A\_;j = 7\]' . \7]~,
e
Lo 1, sei=j .
Viev; = . . ) ]E{],"'TL},
0, sei#j,
onde, para cada j € {1,---,n}, a erpressGo AVj deve ser entendida como o produto da matriz A

pela matriz das coordenadas do vetor V; em relagdo a base candnica de R"™, ou seja, identificamos
os elementos de R™ com os elementos de M, x1(R).

Demonstragao:

Sera vista na disiciplina de Algebra Linear.

g

Retornemos ao problema de classificar os pontos criticos de uma fungio real de n-varidveis reais.
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Observacao 13.4.4 Lembremos que se f : A C R™ — R uma funcdo de classe C? definida em
um subconjunto aberto A C R™, entdo a matriz hessiana de f no ponto P € A, 1isto €, a matriz
quadrada Hess¢(P), € uma matriz simétrica e portanto podemos aplicar o Teorema acima a
mesma e assim obter n autovalores reais associados d matriz A e uma base ortonormal de R™
formada por autovetores associados d¢ matriz A, relativamente aos n autovalores associados a&
matriz A.

Para ilustrar, consideremos os exemplos abaixo:
Exemplo 13.4.2 Seja f:R? = R a fun¢do dada por
fi,y) =2x* +y%,  (xy) € R% (13.63)

Encontrar os pontos criticos associados a4 fungao f e classificd-los do ponto de vista de
extremos locais.

Resolucgao:

Notemos que a fungdo f tem um minimo local (na verdade é um minimo global) no ponto P, =
(0,0).

De fato, pois

flx,y) = 2% +y* > 0=(0,0) = f(P,), para (x,y) € RZ

Observemos também que a fungdo f é de classe C*® em R’ e, para (x,y) € R?, temos:

of of
7 oY) =4% 6§(x,y)::2y (13.64)
azf alf
32y =4 a—y—z(x,y):z (13.65)
aZf Teor. Schwarz aZf
W(X, ) = m(x&l) =0 . (13.66)

Além disso,

(i, 2f (o) 2
vitxy) = (g0l e txw) ) = 2y, (g e B
logo
Vf(x,y) = (0,0) se, e somente se, (x,y) = (0,0).
——
:(47(»29)
ou seja,

Po = (0> 0))

é o tinico ponto critico associado & fungdo f em R?.
A matriz hessiana da funcio f serd dada por :

o f o%f
w(x{y) ox ay (X’y) |‘-m |‘-iﬁ 4 O
Hessf(x,y) = = <0 2> ) (X)U) € Rz)
o f o f
w(%y) @(Xay)
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em particular,

Hess¢(Py) = <g g) .

Como a matriz Hess¢(P,) é uma matriz diagonal, seus autovalores séo o elementos de sua diagonal
principal, ou seja:
M=4 e N=2

Ou seja, todos os autovalores associados a matriz Hess¢(P,) sdo niimeros reias maiores que zero,
isto é:
Ay, A2 >0 (13.67)

e a funcdo f tem um ponto de minimo local no ponto critico P,.
Vejamos o préoximo exemplo:

Exemplo 13.4.3 Seja f: R? = R a fun¢do dada por
fx,y) =x*—y%  (xy) € R~ (13.68)

Encontrar os pontos criticos associados & fungdo f e classificd-los do ponto de vista dos
extremos locais.

Resolugao:
Observemos também que a fungéo f é de classe C*® em R’ e para (x,y) € R? temos:

of of
3 oY) = 2% @(x,y) =2y (13.69)
azf aZf
32y =2 @(x,y) =-2 (13.70)
aZf Teor. Schwarz aZf
P = =0 . 13.71
2y (x,y) 2% 2y (x,y) ( )

Observemos também que a fungio f tem ponto de sela no ponto
Py = (O) O)
De fato, pois

f(x,0) =x*—0*>0="1(0,0), xeR
f(0,y) = 0> —y* <0 =f(0,0), yeR,

ou seja, perto do ponto P, = (0,0) temos pontos para os quais o valor da funcio f fica acima e abaixo
do valor da funcdo f no ponto P, = (0,0).
Além disso,

af af L3 04
viix ) = (o), 5 w)) T 2x -2, () R

em particular,
Vf(x,y) = (0,0) se, e somente se (x,y) = (0,0),
———
(zxv_zy)

ou seja, o ponto P, = (0,0) é o tinico ponto critico associado & funcgio f em RZ.
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A matriz hessiana associada a funcgdo f serd dada por :

ﬁ(x ) if(x )
2 Y ox dy 'Y m) /2 0
Hess(x,y) = = ( ), (x,y) € R%.
o%f o f 0 -2
W(Xﬂd) @(X»U)
Em particular,
2 0
Hess¢(P,) = (O _2> .

Como a matriz Hess¢(P,) é uma matriz diagonal, seus autovalores serdo o elementos de sua diagonal
principal, isto é:
?\1 =2 € ?\2 =2,

Ou seja, tem um autovalor associado a matriz Hess¢(P,) que é positivo e outro que é negativo, ou
ainda,
AM>0 e A<O0 (13.72)

e a fungdo f tem um ponto de sela no ponto critico P,.

Os dois exemplos acima nos motivam a enunciar o seguinte resultado geral para caracterizagdo
de pontos criticos de funcdes a valores reais, de n-varidveis reais, utilizando os autovalores da matriz
hessiana num ponto critico, a saber:

Teorema 13.4.1 (Classificagao de pontos criticos por meio de autovalores)
Seja f: A C R™ = R uma fungdo de classe C? definida em um subconjunto aberto A C R™.
Suponhamos que o ponto P, € A é um ponto critico da funcdo f.

Sejam Ay, --- ,Aq 0S autovalores (que pela Proposi¢do (IZZ) serdo mumeros reais) associa-
dos & matriz hessiana da funcdo f no ponto P,.
Entdo:
(i) se
A; >0, paracada je{l,---,n} (13.73)

entd@o o ponto critico P, da fungao f serd um ponto de minimo local da fung¢do f.

(i) se
A; <0, paracada je{l,---,n} (13.74)
o ponto critico P, da fung¢do f serd um ponto de mdzimo local da func¢do f.
iiii) se existirem dois autovalores Aj, e As,, j1, j2 € {1,--- ,n}, com sinais opostos, por exemplo,
t d toval Aj, e, {1 } t l
A, >0 e Ay, <0,
entdo o ponto critico P, da fungdo f serd um ponto de sela da funcdo f.

(iv) nos demazts casos, isto €,

(a) se A\j > 0, para todo 1 < j <n e existe, pelo menos, um autovalor A\ =0 ou

(b) se Aj <0, para todo 1 <j <n e existe, pelo menos um, um autovalor Ay =0

nao podemos afirmar nada sobre a natureza do ponto critico P, da fungdo f.
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Demonstragao:

Daremos a seguir uma idéia da demonstragéo.

Ao invés de usarmos a base candnica de R™ usaremos a Proposigdo ([Z3Z) para obter uma base
ortonormal {Vi,---,V,} de R", formada por autovetores associados a matriz hessiana da fungdo f no
ponto P,.

Em particular, teremos

Hess(Py)Vj = Aj -Vj, paracada je{l,2,---,n}k
Consideremos a fungdo g : [0, 1] — R dada por
g(t):f(Po+tﬁ)) te [0)]])

onde o vetor U é um vetor ndo nuloe, com norma suficientemente pequena, para que o ponto P, +t-u €
A para cada t € [0, 1] (isto é possivel pois o conjunto A é um subconjunto aberto em R™ e P, € A).
Usando a Regra da Cadeia podemos mostrar que (veja (I=Z10)),

g'(0)=Vf(P,)eti=0 e ¢”(0)=[Hesss(P,)t] e1.

Observemos que, da Férmula de Taylor de ordem 2 para a fungdo f no ponto P,, quando a norma
do vetor U é pequena o bastante, o valor de f(P), para P = P, + U, ficard suficiente préximo de

—

f(Po) + = [Hess¢(Po)U] o 1.

N\—‘

Com isto, escrevendo o vetor U na forma (lembremos que {Vi,---,Vy} é uma base de R™)

—

ﬁz}u .\‘;’1 _|_..._|_hn.{;’m
teremos que:

2[f(P) — f(Po)] ~ [Hess¢(Po)u] @ 1l = [Hess¢(Po)(hy - Vi + - +hy - Vi)l @ (hy - V] + - - 4+ hyy - Vi)
= []’L] HQSSf(Po)\_ﬁ +---+hy HGSSf(PO)\_fn] ° (]’L] . G] +---+hy Vn)

H Po Vi =\ Vs . . . .

ST (yAg) T () - Bl Lo (R B <)

n
Z (Ahihy) (B e 5) T Z?\ h2 = AhS 4 -+ 4 Agh2, (13.75)
=1 i=1
pelo fato dos autovetores associados a matriz hessiana da fungdo f no ponto critico P, formarem uma
base ortonormal de R™.

Com isto podemos completar a demonstragdo do Teorema tratando cada um dos casos separada-
mente.

Mostremos que (i) ocorre.

Para isto, suponhamos
Aj >0, paracada je{l,---nk (13.76)

Entdo ([Z7H) implicard que
Mh 4+ Ah2 >0, pois T=hy ¥+ -+ hy -V #0.
Logo, de ([Z74), teremos
2[f(P) — f(Po)] ~ imh% >0,



13.4. CASO GERAL: AUTOVALORES DA MATRIZ HESSIANA 525

ou seja,
f(P) > f(Py), paracada P~ P,
que nos diz que a funcdo f tem um ponto de minimo local no ponto critico P,.
Mostremos que (ii) ocorre.

Para isto, suponhamos
Aj <0, paracada je€{l,---,n} (13.77)

Entdo (IZ717) implicard que
Mhi4+- 4 Ah2 <0, pois T=h; -Vj+---+hy vy #0.
Logo, de (=3), teremos .
20f(P) = f(Po)l ~ ) Aih{ <0,
ou seja,
f(P) < f(P,), paracada P ~P,

que nos diz que a funcdo f tem um ponto de maximo local no ponto critico P,.
Com isto mostramos (i) e (ii).
Mostremos que (iii) ocorre.
Suponhamos agora que existam

A<O e 7\j >0, (13.78)
para i,j € {1,--- ,n}
Consideremos
Pi=P,+hi-vicA, onde h;i#£0 (13.79)
P, =P,+h;-vieA, onde hj+#O0. (13.80)
Deste modo temos, por ([Z73):
2[f(P1) — f(Po)] ~ [Hess;(Po)hivi] @ (hivi) = hi [Hess;(Po)Vi] @ Vi
HeSSf(PgV?.:Ai'vi h% [)\1 . \—}»i ° \—)»J Vl.vlf] }\ hz (m)z()

2[£(P2) — £(Po)] ~ [Hess(Po)hyvi] @ (hyvi) = hy [Hess¢(Po)Vi] o

s s =3 ==0
Hessf(Po__)vJ Aj Vi ]’L]-z [7\j ) \7j o HJ] )\ hz ( );( ) 0.

Vj ov)71
Estas duas desigualdades mostram que,

f(P1) <f(Po) e f(P2)>1(Po), P1,P2~Po,

completando a demonstragédo de (iii), isto é, que a fungéo f tem um ponto de sela no ponto critico P,.
O caso (iv) segue de exemplos semelhantes ao do Teorema do caso bidimensional.
Por exemplo, se considerarmos as fungdes f, g, h: R"™ — R dadas por

-4, 4 .4 4 -4 4
f(X],---,Xn):X]—i—XZ, Q(Xh"wxn):—X]—Xz, h(Xh"an):X]—Xz»

onde (x1,---,Xn) € R™, entdo teremos que que a origem
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serd um ponto de minimo local (que também serd ponto minimo global) para a fungéo f, serd um
ponto méximo local (que também serd ponto de méximo global) para a fungdo g e também serd um
ponto sela para a funcdo h.

A verificacdo destes fatos serd deixado como exercicio para o leitor.

Note que nos trés casos, os autovalores associados as respectivas matrizes hessianas das fungoes f,
g e h, no ponto critico P,, serdo todos nulos.

Deixaremos como exercicio para o leitor a verificagdo destes fatos.
O

Observagao 13.4.5 Notemos que o Teorema (I3Z-1), no caso n = 2, € equivalente ao Teorema
(ZZ2) (isto €, ao Teste do Hessiano).
Para mostrarmos isto, definamos

o%f o%f o%f
A=_—(P B= _—(P C= P H = H¢(P,) = AB—C?.  (13.81
axz( o)y ayz( o)y axay( o) e #(Po) ( )
Deste modo teremos
Hess;(Po) = (€ (13.82)
fllro) — C B . .
Portanto, o polinémio caracteristico associado 4 matriz hessiana da fungdo f serd dado por:
A—A C
P(A) = [Hess(Po) — Al = ’ C B_A ‘
=N (A+BA+AB—C* =N —(A+BA+H (13.83)
que terd como raizes oS NUMeros reais
A+B A A+B—vVA
A = i A = u’ (13.84)
2 2
onde
A=(A+B)?—4H=(A—B)?+4C?*>0. (13.85)

Caso (i): Vamos supor que a hipdtese de (i) do Teorema (TZZ) seja vdlida, isto €,
A>0 e H>O. (13.86)

Queremos mostrar que 0s autovalores associados d matriz hessiana da funcdo f nmo ponto
critico Po, isto €, A1 e Ay, sGo matores que zero, isto €, (jd sabemos que sGo numeros reais pois
a matriz Hess¢(P,) € uma matriz ssmétrica)

A1, A2 > 0. (13.87)
Notemos que
H=AB—C?>0, seque que deveremos ter ~AB > C? > 0. (13.88)
Mas, de ([3=8), temos
A >0, e sto implicard, juntamente com ([Z=Z3), que B >0,

logo
A,B > 0. (13.89)
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Logo,
>0

7
=2 B B
)\](E)A—I— + A>A—|— (>)O

2 = 2
Notemos também que
2 (==3) 2 2 2
AB—C’=H > "0 = AB>C? = 4AB>4C* = 2AB >4C’>—-2AB
= A2+ B?+2AB > A% +B?4+4C?2—2AB = (A —B)*+4C?
~————
=(A+B)2
= (A+B)?>(A—B)P?+4C* = (A+B)?’>A (13.90)
~——
(C==3)=A
L3 XY A B_ A
=) AyB—|aA+B>va =V 7\2—+Z\F>0,

ou seja, (ZZ1A) ocorrerd.
Reciprocamente, se A1 e A\, sGo matores que zero, isto €, satisfazem ([3X1), seque de ([Z=Z4)
que deveremos ter

(n:ixzn)A—i-B-i-\/Z

o< = s = 0<A+B+VA = —A—B< VA
A+B—VA
0<>\2(E_E')+2‘F = 0<A+B—-vVA = VA<A+B
= —A-B<VA<A+B = VA<|A+B] (13.91)

(==m)
<

(A+BP2—4H D A (A+B)? = —4H <0 = H>0.

Logo,
AB—C’=H>0 = AB>C?>0

e, portanto A e B deverdo ter o mesmo sinal.
Se
A<O entdo deveremos ter B <0

e neste caso

0
<\/>
A+B—VvVA A+B
}\2: +2 < —21_ <O)

0 que contraria o fato que estamos supondo que A1, A, sGo maiores que zero.
Portanto, se os autovalores associados 4 matriz Hesss(P,), isto €, A1 e Ay, sdo maiores que

zero devemos ter
A>0 eH>O0,

que s@o as hipdteses de (1) do Teorema (ICIZ1).
Caso (ii): Vamos supor que a hipdtese de (1) do Teorema (ILZZ) seja vdlida, isto €,

A<0 e H>O0. (13.92)
Neste caso, como anteriormente (veja ([3E3)), deveremos ter

B < 0. (13.93)
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Assim
<0
r-/\/\»
==a) A+ B—vVvA A+ B (E=)e(==3
}\2(:) +2 < ;L ( )<( )0'

Também, como antes (veja ([Z90)), teremos

(=) e (==3)

H>0 = (A+B?2>A= —(A+B)™ =  %laiB>VvaA

A+B+VA

= A+B+VA<0 = A = 5

<0,
mostrando que
Ay A2 < 0. (13.94)

Reciprocamente, se \i e A, sGo menores que zero, isto €, se vale (Z9A), segue, como mo

caso (1) (veja (ZM)), que
VA<|A+Bl = AB—C*=H>0 = AB>C*>0

e, portanto, A e B tém o mesmo sinal.

Se twéssemos A > 0, deveremos ter B > 0 e isto implicaria que

A+B
7\12+

>0,

uma contradi¢do, pois estamos supondo que os autovalores associados 4 matriz Hess¢(P,) sdo
menores que zero.

Portanto deveremos ter
H>0 e A<DO.

Isto mostra a equivaléncia das hipdteses entre os sequndos itens dos dois Teoremas.
Caso (iii): Suponha agora que

H<0 e A<O. (13.95)
Neste caso teremos (como em ([Z))

AB—C*=H<0 = AB<C?> = |[A+B|<VA
A+B+\/Zpor(a)

(a) (b) () | M=
—V B <V
= A<A+B<VA "= A+B \/Zpor(b)
A= 0.
2
Assim,
)\2 <0< 7\1,

ou seja, 0s autovalores associados 4 matriz Hess¢(P,) tém um sinais opostos.
Reciprocamente, se 0s autovalores associados & matriz Hesss(P,) tém um sinais opostos, isto

€, se
A <0< N

entdo, de ([3E4), seque que

A+B—VA<0<A+B+VA = |[A+Bl<VA
= (A+B?<A=(A+B)* —4H = H<O,
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Isto mostra a equivaléncia das hipdteses entre os terceiros itens dos dois Teoremas.
Para os quartos itens, obsarvemos que

=0

/-/\ L3 X4
27 = (=3 (==3)

(CZ9) A+B)? & VA=IA+B o A =V0 ou A .

H=0 & A" =" (A+B)

Isto termina a prova da equivaléncia entre os Teoremas (IXZ1) e (I3Z-1) no caso bidi-
menstonal (isto é, quando n =2).

Apliquemos o resultado acima ao exemplo:

Exemplo 13.4.4 Classifique os pontos criticos da fungdo f:R3> — R dada por

f(x,y,2) =X = 3x+y> +22 -2z, (x,y,z) € R (13.96)
Resolucgao:
Observemos que a fungéo f é de classe C*° em R3 e para (x,y,z) € R? temos:
of of of
ab@y)z) :37(2_3) @(Xﬂ%z) :2y> &(X,y,l) =2z-2 (13'97)
G o f G
TXZ(X»U»Z) _6X) @(XJJ)Z) —2) @(X,U,Z) =2 (1398)
azf [Teor. Schwarz) azf
= — =0 13.
agax(x“”’z) axag(x“”’z) , (13.99)
azf [Teor. Schwarz) azf
— = — =0 13.100
azf [Teor. Schwarz) 62f
= — =0. 13.101
agaz(x,y,Z) azay(x“y’z) ( )
Encontremos os pontos criticos da fungdo f a saber:
3x*—3=0 x =+1
(0,0,0) = Vf(x,y,2) "= (3 —3,29,22-2) & {2y =0 & {y=0
2z—2=0 z=1
ou, equivalentemente,
P] i(],o,]) ou Pzi(—ho,]), (13.102)

sdo os unicos pontos criticos da fungdo f.
A matriz hessiana associada a fungdo f em P = (x,y,z) serd dada por:

2 oY ox dy Uy oxoz 09
0%f 0% o%f
HCSSf(X,y,Z) = m(X)y’Z) @(XQJ)Z) m()‘)yyz)
0% f 0% f 0%f
m(’%%l) m(xﬂjyl) @(X»U»Z)
(=), (=) ,(C=Im) (=) ox 00
= 0 2 0. (13.103)

0 0 2
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Desta forma teremos, para o ponto P; = (1,0, 1), que

uz:n:a6
(==

0 0
Hess¢(P) = Hess¢(1,0,1) * = 20
0 2

o

Como a matriz acima é uma matriz diagonal, seus autovalores sdo os elementos da diagonal prin-
cipal, isto é, os autovalores associados a matriz Hess¢(Py) serdo

?\] =6 e 7\2 = }\3 =2. (13.104)

Logo todos os autovalores associados a matriz hessiana de f no seu ponto critico P; sdo positivos
(isto é, maiores que zero).

Portanto, do Teorema ([ZZ) item (i), segue que o ponto critico Py = (1,0,1) é um ponto de
minimo local da fungéo f.

ePara o ponto P, = (—1,0, 1) teremos:

0 0
Hess;(P,) = Hesse(—1,0,1) "= | 0 2 o0
0 0

N

Como a matriz acima é uma matriz diagonal, seus autovalores sdo os elementos da diagonal prin-
cipal, isto é, os autovalores associados a matriz Hess¢(Py) serdo

M=—6 e M=A=2 (13.105)
Logo os autovalores da matriz hessiana de f em P»,
M=—6 e A=2
tém sinais contrarios.
Portanto, do Teorema (I32Z) item (iii), segue que o ponto critico P, = (—1,0,1) é ponto de sela

da funcdo f.

A seguir temos um exemplo para uma funcdo a valores reais, de quatro varidveis reais, a saber:

Exemplo 13.4.5 Classifique os pontos criticos da func¢do f:R* — R dada por

f(x,y,z,Ww) = 2xy + 2yz +y> + 22 — 2w?*,  (x,y,z,w) € R%, (13.106)

Resolucgao:

Observemos que a fungio f é de classe C>° em R3 e, para P = (x,y,z,w) € R*, teremos:
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of of of of
—(P)=2 —((P)=2x+2z—-2 —(P)=2 2 —(P)=—4 13.107
5 (P) =2y, ay() X + 2z — 2y, 5, P =2y+2z o (P) wo )
0%f 0%f 0%f 0%f
aZf Teor. Schwarz aZf
P S = P) = 13.109
5yox” 3oy P =2 (13.109)
alf Teor. Schwarz aZf
P = = 13.11
azax( ) axbz( ’ (13.110)
aZf Teor. Schwarz alf
P = P) = 13.111
AR LA (13.111)
aZf Teor. Schwarz aZf
P = P) = 13.112
ox aw( ) ow ax( ) =0, ( )
alf Teor. Schwarz aZf
P g —_— = 13.113
552w ") sway P =0 (13.113)
aZf Teor. Schwarz aZf
P = P) =0. 13.114
0z aw( ) ow az( ) ( )
Encontremos os pontos criticos associados a fungéo f, a saber:
(0,0,0,0) = V(x,y, z,w) T=") (2y, 2x + 2y + 22, 2y + 22, —4w)
que é equivalente ao sistema linear:
2y=0
2x+2y+2z2=0
2y+2z=0 ’
—4w =0
ou seja,
P, = (0,0,0,0) (13.115)
serd o o tnico ponto critico da fungéo f em R?.
Temos que
a—Zf(x zZ, W) ﬂ(x Z, W) a72f(x zZ, W) ot (x,y,z,wW)
axz )U) ) axay )y) ) axaz ?y’ ) axaw ?y’ )
a72]C(x Z, W) ﬁ(x Z, W) ﬁ(x Z, W) ot (x,y,z, W)
ay ax )y) ) ayz ?y’ ) ay az )y) b ay aw )y) b
Hess¢(x,y,z, W) =
o f o f o f o f
m(’%yﬂvw) m(’%yyf’%w) @(X»U»Z»W) W(X»U»Z»W)
o f o f o’ f o f
m(X»%Z»W) M(X’U)Z)W) m(xﬂb%w) W(X»U»%W)
020 O
(=), (=) (=) ([, (1) (@) e (=) (2 2 2 0
= AN (13.116)
000 —4
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para cada (x,y,z,w) € R? (isto é, é uma matriz constante).
Em particular, no ponto critico P, = (0,0,0,0), teremos:

020 0
222 0
Hess¢(P,) = 02 2 o0
000 —4
O polindémio caracteristico associado a matriz Hess(P,) serd dado por:
A 2 0 0
2 2—A 2 0

PA) =[Hessi(Po) Al =| o 5" %

0 0 0 —4-A
= A — 20A% — 8A + 32 FRE (4 L A ) (A3 —4N2 — 4A + 8). (13.117)

Notemos que
AM=—-4<0

€ uma raiz do polinémio carateristico pa.
Logo um autovalor associado a matriz hessiana da fungéo f, no seu ponto critico P,, serd

A= —4.
Como pa € uma funcdo continua em R (pois é uma fungdo polinomial) e
a0 F=P3250 e pa2) =2 a8 <,

segue, do Teorema do Valor Intermedidrio (ou do Anulamento), que existe A, € (0,2) tal que
pA(AZ) = O)

ou seja, existe um autovalor A; associado a matriz hessiana da fungdo f no seu ponto critico P, que é
positivo, ou seja,
A > 0.

Portanto, do Teorema acima item (iii) (temos que A < 0 e A; > 0), segue que o ponto critico
P, =(0,0,0,0) é um ponto de sela da fungédo f.

O resultado a seguir, que também é um resultado de Algebra Linear, nos fornece uma condigdo
necessaria e suficiente para decidir se uma matriz simétrica apresenta todos os autovalores po-
sitivos ou todos autovalores negativos.

Para enuncia-lo precisaremos da:

Definicao 13.4.3 Seja A = (ay) uma matriz quadrada de ordem n ek € {1,--- ,n}.
Definimos o menor principal de ordem k associado a matriz A como sendo o determa-
nante da sub-matriz Ay = (aij)i<i<k, que serd denotado por my(A), ou seja, se a matriz A €

1<5<k
dada por
an a2 a3 arx Ain
azi az azs s Ak T azn
A= aq a2 ags 0 Qe Qe |
Ak+11 A+12 QGk+13 0 Ak 0 Qk+T)n

an1 an2 an3 s Qnk T Qnn
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entdo
ap ap a3 - Ak
. (a1 azp az - Az
mk(A) = .
a1 Qax2 Qg3 -+ Qkk

Exemplo 13.4.6 Suponhamos que a matriz A é dada por

1 =2 00
2 2 20
A= 0 2 20
0 0 0 4

Encontre todos os menores principais da matriz A.

Resolugao:
Temos que
1 =2 0 0
2 2 2 0| Bxercicio
myl[A] = det(A) = o 2 20 - 32 (13.118)
0 0 0 4
1 =20 »
mslAl =2 2 2| Ty (13.119)
0 2 2
1 =2
malAl=|) | =6 (13.120)
my[A]l =[1] =1 (13.121)

Com isto temos o seguinte resultado:

Teorema 13.4.2 Seja A = (aij;) uma matriz quadrada simétrica de ordem n.

(i) Todos os autovalores associados d matriz A sGo matiores que zero se, e somente se,

mg(A) >0, para cada ke{l,---nh (13.122)

(ii) Todos os autovalores assoctados d& matriz A sGo menores que zero se, e somente se,
my(A) <0, para cada k € {1,--- ,n} que € impar, e my(A) > 0, para cada k € {1,--- ,n} que
€ par, ou seja,

myk1(A) <0, de modo que 2k+1¢€{l,---,n} (13.123)
e
my(A) >0, 2ke{l,---,nh (13.124)

Demonstragao:

Sera vista na disiciplina de Algebra Linear.
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Observacao 13.4.6 A parte (11) seque da parte (i) trocando-se a matriz A pela matriz —A e
notando-se que

my(—A) = (=1)* my(A).

A demonstrag¢do da identidade acima serd deizada como exercicio para o leitor.
Com isto podemos tratar do seguinte exemplo :

Exemplo 13.4.7 Suponhamos que a matriz hessiana de uma fungdo f: A C R* = R, de classe
C? em A, no ponto critico P, € A, onde A é um subconjunto aberto em R*, seja dada por:

1T 100
12 20
Hess¢(Py) = 025 0 (13.125)
00 0 4
Classifique o ponto critico P, da funcgdo f.
Resolugao:
Observemos que
1T 100
o 12 20 Exercicio .
my[Hess¢(Po)] = 025 0 4 >0
0 0 0 4
1T 10 »
ms[Hesse(Po)l = [1 2 2| =150
0 25
11
my[Hess¢(Po)] = 1 o= 1>0

my[Hess¢(P,)] = |1‘ =1>0.

Como
my[Hess¢(P,)] >0, paracada ke{1,2,3,4}

segue, do Teorema ([ZZ3) item (i), que todos os autovalores da matriz Hess¢(P,) sdo maiores que
Z€ro.

Logo, do Teorema ([ZZ) item (i), segue que a fungdo f tem um minimo local no ponto critico
Po.

13.5 Aplicacao

No Exercicio resolvido a seguir o objetivo é encontrar o minimo global da fungéo.

Utilizaremos o Teste do hessiano para classificar o nico ponto critico da funcdo envolvida, que
serd um ponto de minimo local.

O trabalho maior serd mostrar que esse ponto de minimo local é na verdade um ponto de
minimo global da funcgio.
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Exercicio 13.5.1 Deseja-se construir uma caiza, sem tampa, com a forma de um paralelepipedo
reto com volume de Vm? fizado.

Determine as dimensdes da caiza para que se gaste o minimo de material possivel para
construi-la.

Resolugao:
Denotemos por x e z as dimensdes da base da caixa e por y a sua altura, todos estes elementos
dados em metros (como na figura abaixo).

|
|
%

e

A drea total da caixa (sem tampa - veja figura abaixo) serd a dera do paralelepipedo reto, ou seja,
serd dada por:

A =2yx+2yz+xz paracada x,y,z>0. (13.126)
Yy Yy
y Yy
Yy Yy
Yy Yy

Como, para cada x,y,z > 0, temos que
V =xyz (13.127)
é dado (volume de um paralelepipedo reto), segue que, por exemplo,

z=—. (13.128)

Substituindo-se ([ZT23) em ([ZT2d), obteremos

vV V
Alx,y) =2xy + 2; + v’ para cada x,y > 0. (13.129)
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Notemos que a fungdo A é de classe C* no conjunto R, onde
R ={(xy) € R*; x,y > 0} = (0,00) x (0, 00)

e além disso:

aA |x-lu! v aA |‘-lu! V
o = oy 22 o = )y — 2
5 oY) y—25 oy (x,y) T
0%A (x,v) (===m) 4V aZA(X u) (=z=m) 2V
ox2 " X3 oy’ RTE
0A Teor. Schwarz OA (===m)
S = = 2
axay(x> ) axay( 'Y)

(13.130)

(13.131)

(13.132)

Nosso problema se resume em achar o ponto de minimo global da fungdo A no conjunto R.
Observemos que a funcdo A é de classe C* no conjunto R (pois é uma fungdo racional) e o conjunto

R nao é um subconjunto compacto de R? (pois ndo é fechado; também né&o é limitado).

Logo nao podemos garantir, até esse momento, que a fungdo A tem um minimo global no conjunto

R.

O que faremos é encontrar os pontos criticos da fungdo A no conjunto R e mostrar que em um

deles a fungdo terd um minimo global no conjunto A.
Vamos procurar os pontos criticos da fungdo A no conjunto R, isto é:

0A 0A =T=0 Vv Vv
0=VA(x,y) = <(x,y) (x,y)) (=) <Zy—2xz,2x—yz>

ox ' dy
A%
x yx2 =V
= = s
\V4 2xy- =V
ZX—?:O

Com isto obtemos (verifique!)

Xo = V2V e yo:f/%,

ou seja, a fungdo A tem um tnico ponto critico e este ocorre no ponto

, Y
Py = (32v, ; 4>.

Como
XoYoZo =V
deveremos ter (verifique!)
zo = V2V.
Notemos que, a matriz hesseiana associada a funcido A serd dada por:
2’A 2’A
W(XQJ) m("»y)
HA(X>U) =
2’A ’A
m(xﬂﬁ @(X»U)
4v
(=) o () | 33 2 _8V?
= ; v | = fo’ _

(13.133)

(13.134)

(13.135)

(13.136)
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Assim

Ha(Po) = Ha (VSZV, ﬂ>( = 1250

’A ’A IV (==
axz(P"):axZ<32V’ ; 4>( = )2>O.

Logo, pelo Teste do Hessiano, podemos concluir que o ponto

Py = <\3/2v, v X)

¢ um ponto de minimo local da fungdo A no conjunto R.

Na verdade, mostraremos a seguir que o ponto P, € um ponto de minimo global da funcdo A no
conjunto R.

A verificagdo deste fato, pode ser mostrada da seguinte maneira.

Observemos que, para cada Yy, > 0 fixo, a fungéo Ay, : (0,00) — R dada por

L3 124 V V
Ay, (X) = A% yo) T 2xy, + 2=+ —, xe(0,00), (13.137)

o

possui um (tnico) ponto de minimo global no conjunto (0, o).
Para mostrarmos isto observemos que a fungdo Ay, tem um tnico ponto critico no conjunto (0, o),

Xo = \/yv € (0,00). (13.138)

De fato, pois para encontrar os pontos criticos da fungéo A,,, basta encontrarmos x € (0, c0) de
modo que:

que ocorrerd no ponto

V x2 -V
0= A{Jo (X) = Zyo — 2; = ZUOT)
0 que implicard em
yoxz -V =0,
isto é,
X=y4/—.
Yo

|V . . .
Portanto x, = ™ € (0,00) € o tnico ponto critico da fungéo Ay, no conjunto (0, co).
o

Notemos que

. Exercicio de Célculo 1

lim Ay, (x) = +00,
x—0t

. Exercicio de Célculo 1

lim Ay, (x) = +00
X—-+00

Portanto, podemos concluir que a fungdo A,, (que é diferencidvel em (0, 00)) terd um ponto de

: . . .|V
minimo global da fung¢do Ay, no seu, tnico, ponto critico, isto é, no ponto x, = 4/ —, como afirmamos
Yo

(veja figura abaixo).
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Vo + o5

/v x
Yo

O valor do minimo global da fungdo Ay, em (0, c0), sera:

. =Tz \%
myo - AUO (XO) ( = ) AUO (\/;)
== , ( /:,y()) =4 o+ (13.139)
o (o)

Com isto teremos que:
A(x,Yo) = Ay, (X) > my,, x € (0,00). (13.140)

Por outro lado, a fungdo my : (0, 00) — R dada por

m(y) = my = Ay(x,) =4/ Wy + \y/ y € (0,00) (13.141)

(que nos fornece o valor do minimo global da fungdo Ay em (0,00)), também possui um ponto de
minimo global em (0, c0).

De fato, observemos que a fungio m tem um tnico ponto critico em (0, co).

O ponto critico da fungdo m ocorrerd quando:

(=) v \4 Vv \'4 Exercicio 3 Vv
O=m'(y)" = "Q|——— = 24|/—=— Y=
y v y oyl 4
implicando que
Vv
Yo = ff (13.142)
4
€ 0 o unico ponto critico da fungdo m em (0, c0).
Notemos que
lim m(y) Exercicio cg Célculo 1 +00, lim m(y) Exercicio CE Célculo 1 to0,
y—0* y—+oo

e a funcdo m ¢é diferencidvel em (0,c0), segue que seu ponto minimo global ocorrerd no seu inico

. /v, . .
ponto critico yo = { 7 (veja figura abaixo).
Portanto

m(y) > m(y,) =m ( \ X) , para y € (),00). (13.143)
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Y Y
Assim, para todo x,y € (0,00), teremos
Ay = A0 = my T )
= <\ﬁ> = Ay 000) = A (32v, f)
4 4
Portanto, o ponto
P, — (32\/, 3 X) (13.144)

serd o ponto de minimo global da fungdo A no conjunto R = (0,00) x (0, co).
Finalmente, segue que de ([Z1Z4) e (I3123), que as dimensdes da caixa de volume V que gastard
menos papeldo para ser construida serdo:

x=V2V, y= ,3/% e z=vV2V.

Observacao 13.5.1 No Ezemplo acima nao temos um resultado que nos garanta que o minimo
global da fung¢do A no conjunto R eziste.

Notemos que a fungdo A € continua em R = (0,00) x (0, 00), mas este conjunto nao é fechado,
nem limitado em R?, logo ndo é um conjunto compacto de R?.

O que fizemos for mostrar que o ponto de minimo local obtido pelo teste do hessiano aplicado
a fungdo A €, na verdade, um ponto minimo global da fung¢do A no conjunto R = (0,00) x (0, 00).

13.6 Extremos Globais de Funcgoes a Valores Reais, de Varias Vairaveis
Reais, Definidas em Regioes Fechadas e Limitadas de R"

Assim como ocorre com fungdes a valores reais, de uma varidvel real , uma funcio a valores reais, de
varias varidveis reais, nao precisa, necessariamente, atingir pontos de madximo ou de minimo globais
no seu dominio .

Um exemplo bem simples é dado pela fungio f : R? — R dada por

f(X,y):X—l-y, (X)U)GRZ-

Esta fungdo nao possui pontos mdximo nem minimo globais e, a bem da verdade, nem possui
pontos criticos (verifique!).
Lembremos do seguinte resultado enunciado no Capitulo 6 (veja o Teorema (EC20)):
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Teorema 13.6.1 Seja K C R"™ um subconjunto compacto de R™.

Se a fungdo f: K — R for uma fungdo continua em K entdo existem pontos P1,P; € K, de
modo que

f(P1) < f(P) < (P2)

para todo P € K.
Em outras palavras, o ponto P1 é um ponto de minimo global da funcdo f em K e o ponto
P, é um ponto de mdzimo gloal da fungao f em K.

Observagao 13.6.1

()

(b)

Os pontos Py e P; nao precisam, necessariamente, ser os unicos com a propriedade acima,
1sto €, a fungdo f pode, eventualmente, ter vdrios pontos de mdzimo ou de minimo globazis.

Neste caso, em todos os pontos de mdzimo globais a fung¢do terd o mesmo valor.
Analogamente para os pontos de minimo globazs.
Um exemplo deste fato é uma fungcdo que seja constante.

Neste caso, todos os seus pontos sdGo pontos de mdximo globais e todos o0s seus pontos sao
pontos de minimo globais da fungdo.

Se o conjunto K € um subconjunto compacto de R™ e a fungdo f: K — R € diferencidvel em
K, entdo pelo Teorema (LZZ) existem pontos de mdzimo e minimo globais da funcdo f
em K.

Isto seque de um resultado anterior, que diz que sendo a fungdo diferencidvel em K, ela
deverd ser uma fung¢do continua em K.

Para localizd-los podemos comegar procurando os pontos criticos da fungdo f no interior

do conjunto K (isto €, os pontos do conjunto K que ndo fazem parte da sua fronteira) e
comparar com os valores da fungdo f sobre a fronteira do conjunto K.

Note que nao hd necessidade de utilizarmos o teste do hessiano (ou dos autovalores) nos
pontos criticos encontrados acima, pois estaremos interessados em localizar os pontos de
maximo e minimo globais da fungdo f no conjunto compacto K.

Assim, bastard encontrar os valores da fung¢do em todos os pontos criticos (que estdo no
wntertor do conjunto K) e sobre os extremos globais da restrigdo da fungdo f a fronteira
de K.

O maztor entre os valores acima serd o valor mdzimo global da fung¢do f em K e o menor
valor actma serd o valor minimo global da fungdo f em K.

Enfatizamos que podem ocorrer extremos da fungdo f na fronteira do conjunto K e estes
extremos nao serem pontos criticos da fungdo f como veremos em exemplos a seguir.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 13.6.1 Determine os ertremos globais da fung¢do f: K — R dada por

fy) = +y° =3x =3y, (xy) €K (13.145)

onde o conjunto K é dado por

K = {(x,y) eR*;x€[0,2], ye [—z,z]} —[0,2] x [-2,2]. (13.146)
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Resolucgao:

Notemos que o conjunto K é um subconjunto compacto em R? (pois é fechado e limitado em R?,
verifique!) e a fungdo f é de classe C* em K (em particular, é uma fungdo continua em K).

Logo, pelo Teorema (IZ5), a fungdo f atinge médximo e minimo globais em K.

A regido K é um retdngulo ilustrado na figura abaixo.

Y
2

A 13

L 5}

Vamos procurar os pontos criticos da fungdo f no interior de K.
Notemos que

K= {(x,y) eRY; x € (0,2), y€ (—z,z)} —(0,2) x (—2,2). (13.147)
Notemos que

of . of .2

a(x,y) =3x"—-3 @(x,y) =3y —3 (13.148)

Notemos que (x,y) €K serd ponto critico da fungdo f se, e somente, se:

0 0
0,01 = Vi) = (5 ixu), g xul ) = (3¢ 23,357 3) = 0,0

X2 —-3=0 x ==+1
) &
3y —3=0 y = =1
Logo os pontos criticos da funcdo f em K serdo:

[¢]

Pi=(1,-1)eK e Py=(1,1)¢eK. (13.149)

Notemos que
(_1)1)¢K € (_])_]))gk)

logo nao sdo pontos criticos da fungdo f no interior de K (nem mesmo pertecem a K).
Com isto teremos:

P (x,y) | no interior K | f(P) (veja (IZTZ3))

Pr | (1,-1) ok 0

P, | (1,1) ok —4 (13.150)
(—1,1) ndo —4
(—1,-1) nédo —4

Passemos agora a andlise dos valores de médximo e minimos da restrigdo da funcdo f a fronteira do
conjunto K.
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Dividiremos a fronteira de K em quatro casos, cada qual contemplando um lado do retdngulo dado
pela figura acima (que é a representacgdo geométrica do conjunto K).
Notemos que a fronteria de K é dada por

oK=L ULU3Uly, (13.151)

onde 1y, 1,13 e l4 s&o como na figura acima.
Caso 1: sobre o conjunto

u={0y eR;ye-2,2} =0 x[-2,2. (13.152)

Neste caso, a restrigdo da fungédo f ao conjunto l; nos fornecerd a fungdo g; : [—2,2] — R dada por
) =1z

g1(w) = 10,y) =y -3y, yel-22. (13.153)

Encontremos o maximo e o minimo globais da fungdo g; no intervalo fechado [—2,2] (que existe
pois a fungdo g; é continua em [—2,2], e este é um subconjunto compacto de R) utilizando as técnicas
desenvolvidas na disiciplina de Céalculo 1.

Para isto, comecemos, encontrando os pontos criticos da fungdo g; no intervalo aberto (—2,2).

Como a funcdo g; é diferenciavel o intervalo aberto (—2,2), seus pontos criticos ocorrerdo somente
nos pontos onde a sua derivada é zero, ou seja,

Yy e (_2)2) ) tais que 91/(1J) = Oa

Como

(=T=3) 32—

0=giy) 3, istoimplicardque y=-1€(—-22) e y=1¢€(-2,2),

sdo os lnicos pontos criticos da fungdo g; que pertencem ao intervalo aberto (—2,2).
Assim teremos que levar em conta o valor da funcio f nos pontos

P3=(0,—1) e Pys=(0,1). (13.154)
Finalmente, devemos calcular o valor da fungdo g; nos extremos do intervalo de variagdo de y, isto

é, nos pontos y = —2 e y = 2, ou seja, precisaremos levar em conta o valor da funcio f nos pontos:
Ps =(0,-2) e Peg=(0,2). (13.155)

Caso 2: sobre o conjunto
= {(z,y) eR%:y e [—z,z]} — (2} x [-2,2]. (13.156)

Agimos de modo semelhante ao Caso 1.
Neste caso, a restrigdo da fungdo f ao conjunto 1, nos fornecerd a fungdo g, : [—2,2] — R dada por

(

=143
0:(y) = f2,y) "= 2497 —3y, —yel-2,2. (13.157)

Como temos a seguinte relagdo entre as funcdes g; € g, (veja ((ZI23) e ([ZI217))

g92=2+g,
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obteremos os mesmos valores para y do Caso 1, porém lembremos que, neste caso, teremos x = 2, ou
seja, deveremos levar em conta o valor da funcdo f nos seguintes pontos

P, =(2,—1), Pg=(2,1), Po=(2,-2) e Pp=(2,2). (13.158)
Caso 3: sobre o conjunto
5= {(X,Z) ER: x € [0,2]} — [0,2] x {2). (13.159)

Neste caso, a restrigdo da fungdo f ao conjunto 13 nos fornecerd a fungéo g3 : [0,2] — R dada por

9300 = £(x,2) T=D 3 _3x+2, x€0,2). (13.160)

Encontremos 0 maximo e o minimo globais da fungdo g3 no intervalo fechado [0, 2] (que existe pois
a fungdo g3 é continua em [0, 2], e este é um subconjunto compacto de R) utilizando, novamente, as
técnicas desenvolvidas na disiciplinade Célculo 1.

Para isto, comecemos, encontrando os pontos criticos da fungdo g3 no intervalo aberto (0,2).

Como a fungdo g3 é diferencidvel no intervalo aberto (0, 2), seus pontos criticos ocorrerdo somente
nos pontos onde a derivada é zero, ou seja,

x € (0,2), taisque gj(x) =0,
Como

) (=) 302

0=gjx 3, isto implicard que x=-1¢(0,2) e x=1¢€ (0,2),

assim o tnico ponto critico da fungdo g3 que pertence ao intervalo aberto (0,2) serd o ponto x = 1.
Assim teremos que levar em conta o valor da fungéo f no ponto

P =(1,2). (13.161)

Finalmente, devemos calcular o valor da fungdo g3 nos extremos do intervalo de variagdo de x, isto
é, nos pontos x = 0 e x = 2, ou seja, precisaremos levar em conta o valor da fungdo f nos pontos:

P12 =1(0,2) =P e P13=1(2,2) =Pyo. (13.162)
Caso 4: sobre o conjunto
b= {(x,-2) e xe 0,2} =10,2 x (-2, (13.163)

Neste caso, a restricdo da fungdo f ao conjunto 14 nos fornecerd a fungdo g4 : [0,2] — R dada por

ga(x) = f(x,—2) F= 3 _3x—22, xe0,2. (13.164)

Como temos a seguinte relagdo entre as fungées g3 e g4 (veja (IZI80) e (IZ164))

92:2+91)

obtemos os mesmos valores para x do Caso 3, porém lembremos que, neste caso, teremos y = —2, ou
seja, deveremos levar em conta o valor da funcéo f nos seguintes pontos:

P14 = (1,-2) =P12, P15=(0,-2)=P5 e Pig=(2,-2)=Ps. (13.165)

Resumindo, os pontos, e respectivos valores da fungdo f nos mesmos, que nos interessam estdo na
seguinte tabela:
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| vy [ fxy) |
P; =(1,-1) 0
=1 | —4
P; =(0,—1) 2
Pi=(0.1) | -2
Ps=(0,-2) | -2
Ps = (0,2) 2
P —(2,—1) | 4
Ps=(2,1) 0
Py = (2,-2) 0
P10 = (2,2) 4
P =(1,2) 0
Po=(1,-2)] -4

Para obtermos o mdaximo global da fungdo f basta encontrar o maior valor da fungdo f na lista
acima, que é o valor 4 (na coluna a direita).

Este valor ocorrera nos pontos
P;=(2,-1) e Pio=1(22),

ambos pertencentes a fronteira do conjunto K, ou seja, os pontos maximo global da funcio f no
conjunto campacto K ocorrerdo nos pontos

(2,—1),(2,2) € 3K. (13.166)

Para obtermos o minimo global da fungdo f basta encontrar o menor valor da fungdo f na lista
acima, que serd o valor —4 (na coluna a direita).

Este valor ocorrerd nos pontos

Py=(1,1) €K e Pp=(1,-2)cdK,

ou seja, os pontos minimo global da fungdo f em K ocorrerdo nos pontos
(1,1) ek e (1,-2) € K. (13.167)

Conclusao: a fungio f tem dois pontos de méximo globais no conjunto compacto K que ocorrem
nos pontos

(2>_]) € (2)2))

que estdo na fronteira do conjunto K, cujo valor de méximo global da funcdo f sera 4.
Além disso, a funcdo f tem dois pontos de minimo globais no conjunto compacto K, que ocorrem
nos pontos

(]>1) € (])_2))

sendo que o primeiro pertence ao interior do conjunto K e o segundo pertence a fronteira do conjunto
K, cujo valor de minimo global da fungdo f serd —4 (veja figura abaixo).
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Maximo global de f em K

(1, 1)
Minimo global de fem K ————F——% - ’

Podemos aplicar a mesma técnica ao
Exemplo 13.6.2 Determine os extremos globais da funcgdo f: K — R dada por
fix,y) =xy, (xy)eK (13.168)

onde
Ki{(x,y)eRz;szryZé]}. (13.169)

Resolugao:

Como no exemplo anterior, o conjunto K é um subconjunto compacto de R? (um disco fechado,
verifique!) e a fungdo f é de classe C* no conjunto K (em particular, serd uma fungdo continua no
conjunto K).

Logo pelo Teorema (I35E1), a fungdo f atinge mdximo e minimo globais no conjunto K.

Neste caso o conjunto K é o circulo de centro na origem e raio 1 (vide figura abaixo).

y
/ (1,0)

Notemos que, para cada (x,y) € K, teremos:

of of
oY=y e @(x,y)zx (13.170)
Encontremos os pontos criticos da fungdo f no interior do conjunto K, isto é, os pontos do interior
do conjunto K onde o gradiente da fungdo f é igual a zero.
Os pontos criticos de f no interior de K deverdo satisfazer:

of of

0
(0,0) = Vf(x’y) = (ax(xyy%ay(xyy)) (B::Eu) (U7X) & {z:() ,

cuja tnica solugéo é
P1 =(0,0) (13.171)
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que pertence ao interior do conjunto K (é o centro do circulo).
Assim teremos que levar em conta o valor da fungdo f no ponto

P = (0,0). (13.172)
Encontremos os valores de médximo e minimo globais da restricdo da fungéo f a fronteira do conjunto
K.

Observemos que a fronteira do conjunto K é a circunferéncia de centro em (0,0) e raio 1, isto é:

oK = {(x,y) ERY; X2 4y = 1} — [(cos(t), sen(t)): t € [0, 27} (13.173)
Assim, a fungdo a ser considerada serd a funcédo g : [0,27] — R dada por
103 ]

g(t) = flcos(t), sen(t)] (=== cos(t) sen(t) = Esen(Zt), t € [0, 2mn]. (13.174)

Observemos que a fungéo g é continua em [0,27], que é um subconjunto compacto de R, logo
sabemos que ela deverd assumir valor maximo e minimo globais no intervalo [0, 27].

Para encontrar esse extremos globais da fungdo g no intervalo [0, 27] basta aplicarmos as técnicas
desenvolvidas na disiciplina de Célculo 1.

Notemos que os pontos criticos da fungdo g em (0, 27r) ocorrerdo em (a fungéo é diferencidvel no
intervalo aberto (0, 27t)) onde a derivada é igual a zero, isto é:

(=Tm)

0=g'(t) = "cos(2t)=0, te(0,2n),
ou seja, nos pontos
T 37 57 7T
- = — — 13.1
4) 4 )] 4 € 4 Y ( 3 75)

todos estes pontos, pertencentes ao intervalo aberto (0, 27).
Assim teremos que levar em conta o valor da fungdo f nos seguintes pontos

()= (£F) (o) ()= (5]
(o) () - (2 B) (e () (T)) - (22),

ou seja, nos pontos

py (Y2 V2 po (V2 V2
2= 22 37 272
Py= <_\f’_\f> Ps= <\f)—\éz> (13.176)

Além do mais, temos que considerar os valores da fungdo g nos extremos do intervalo [0, 271], isto
é, teremos que levar em conta o valor da fungéo f nos seguintes pontos

(cos(0), sen (0)) = (1,0) e (cos(2m), sen (2m)) = (1,0),

ou seja, no ponto
Ps = (1,0). (13.177)

Resumindo, os pontos, e respectivos valores da fungdo f nos mesmos, que nos interessam estdo na
seguinte tabela:
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| (%) | f(x,y)
P1 = (0,0) 0

(V2 E) |

=27 ) | 2

(A i

=27 ) | 2
b V2 V2 1

=777 2
(2 1

=777 ) | 2

Ps = (1,0) 0

acima, que é o valor 7 (na coluna a direita).

Este valor ocorrerd nos pontos

P_(ﬁ\ﬁ) _(vi«ﬁ>
=l ) e el )

ambos pertencentes a fronteira do conjunto K, ou seja, os pontos maximo global da fungdo f no
conjunto campacto K ocorrerdo nos pontos (veja figura abaixo).

<\£2’\é2> ,<__x§2,_\£2> € oK. (13.178)

Para obtermos o minimo global da fungdo f basta encontrar o menor valor da fungdo f na lista
. 1 ..
acima, que serd o valor — (na coluna a direita).

Este valor ocorrerd nos pontos

o (£5) e (29)

20 2

ambos pertencentes a fronteira do conjunto K, ou seja, os pontos minimo global da funcdo f no
conjunto compacto K ocorrerdo nos pontos (veja figura abaixo).

V2V (V2 VI _ .
22\ ) e

Para obtermos o mdaximo global da fungdo f basta encontrar o maior valor da fungdo f na lista
1

(13.179)

Ponto de méximo global de f em K
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Capitulo 14

Multiplicadores de Lagrange

14.1 O Problema com Um Vinculo

14.1.1 Introducao

Suponhamos que f, g: A C R?> — R fungdes a valores reais, de duas variveis reais, definidas em um
subconjunto aberto A de R? de classe C' em A.

O problema que passaremos a estudar serd o de encontrar os extremos (mdximo e/ou minimo)
da fungdo f, quando esta estd sujeita a uma restricdo do tipo g(x,y) = 0, para (x,y) € A, ou seja,
encontrar os extremos da fungdo f, para pontos dominio da fungdo f, que estdo sobre a curva de nivel
zero da fungéo g, isto €, encontrar os extremos (globais) da fungéo

f{xy)eA; glxy) =0 =R
Ou seja, queremos encontrar o(s) ponto(s)
(xy) e A

que satisfaz(em) a condigédo

Q(X,U) =0,
denominado vinculo (ou condigao lateral) que maximizem ou minimizem os valores da fungéo f
(veja figura abaixo).

g(x,y) =0

Yy A

549
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14.1.2 Teorema do multiplicador de Lagrange, para um vinculo

Faremos o estudo do problema colocado na segdo acima, por meio das seguintes observagdes:

Observagao 14.1.1

(a) Notemos que o vinculo

{(X>y) EA, g(x,y) = O}> (14'1)
representa a curva de nivel zero associada & fungdo g, que assumiremos satisfazer a

condi¢do

—

Vg(x,y) # O, para cada (x,y) € A.

Curva de nivel zero associada d g

9
- 5 0

(b) Para cada t € R, o conjunto

vyl e As flxy) =t}

representa a curva de nivel t associada & fungdo f.
Variando t € R obteremos uma familia de curvas de nivel assoctadas & funcgdo f.

Suponhamos, por ezemplo, que a curva de nivel t, assoctada & fungao f, intercepta a curva
de nivel zero associada a fungdo g, isto €,

{(xy) € A glx,y) =0}

transversalmente, isto €, de modo que uma curva nao seja tangente & outra, ou ainda,
os vetores Vf(x,y) e Vg(x,y) sdo linearmente independentes, no correspondente ponto de
intersecg¢do, que denotaremos por Py = (x0,Yo) € A (veja figura abaizo).
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to = f(Po)

Entdo, para valores de t prdozimos do valor t,, a curva de nivel

{(X)H) EA; f(X)U) = t}

também ird interceptar a curva de nivel zero associada a fungao g, 1sto €, a

{(x,y) € A; glx,y) =0},

mats do que 1550, as duas curvas de nivel t associada d fungao f interceptardo a curva de
nivel zero associada & fungdo g, transversalmente nos pontos da interse¢cdo entre ambas
(veja figura abaizo).

t
tCJ
t2

Isto significa que o valor t, nao pode ser um valor de minimo ou de mdzimo da funcgdo f
quando restrita ao vinculo

{(Xay) €A Q(X,U) = 0}

De fato, se as curvas de nivel t assoctadas & funcgdo f, para t prézimo de t,, cruzam trans-
versalmente a curva de nivel zero associada a funcdo g entdo, para € > 0 suficientemente
pequeno, temos que se

t1 € (to,to + €) (14.2)

a curva de nivel t; associada & funcdo f, cruzard transversalmente a curva de nivel zero
associada d fungdo g, ou seja, a curva (I[ZD).

Neste caso teremos que o numero real t, nao poderd ser um wvalor mdzrimo da funcgdo f,
quando restrita ao vinculo ([Z), pois se

Py = (meo) € {(X7y) €A ) 9(X7y) = O}m{(xvy) €A ) f(X,y) :to}
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Py = (x1,y1) € {(x,y) € A5 g(x,y) =0}Nn{(x,y) € A : f(x,y) =t1},

entdo teremos
(==32)
f(X1,y1) =t > t,= f(XOan)-

Por outro lado, para ¢ > 0 sufictentemente pequeno, teremos que se
tz € (to - S)to), (14.3)

a curva de nivel t, associada d funcdo f cruzard transversalmente a curva de nivel zero
associada & fungdo g, isto é, a curva (IZ).

Logo t, nao poderd ser um valor de minimo da funcdo f, quando restrita ao vinculo (Z).
De fato, pois se
P2 =(x2,92) €{(x,y) € A glx,y) =0N{(x,y) €A : flx,y) =12}
entao teremos
(=)
f("Z,UZ) =t < t,= f(xmyo)-

Portanto, das andlises feitas acima, podemos conlcuir que a fun¢cdo f somente poderd
atingir um valor extremo (mdzimo ou minimo) quando restrita ao vinculo (IZ), em um
determinado ponto P, = (X0,Yo), Se a curva de nivel

f(x,y) = f(Po)

for uma curva tangente a curva de nivel zero associada & fung¢do g mo ponto P,, ou seja,
se os vetores Vf(P,) e Vg(P,) forem paralelos, ou ainda,

V£(Po) =AV - g(P,), (14.4)

para algum A € R (veja figura abaizo).

’ f(Po) serd valor eztremo

Note que as observagbes acima podem ser verificadas da segquinte forma:

Suponhamos que a curva de nivel zero associada d fungdo g, 1sto €,

{(X»U) €A ) Q(X»y) :O}
possa ser representada ma forma paramétrica pela curva parametrizada reqular v : 1 =
(a,b) — R? dada por

v(t) = (x(t),y(t), tel,
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ou seja,
v'(t) = (x'(t),y'(t)) #0 para cada tcl.

Veremos mas adiante que se a funcgdo g € diferencidvel em A e Vg(x,y) # 6, para cada
(x,y) € A, entdo a sitagdo acima ocorrerd.

Logo, a restri¢do da fungdo f sobre o vinculo (IZZD) serd a restrigdo da funcdo f sobre a
curva parametrizada v : 1 — R?, que denotaremos por ¢ : 1 — R, onde

(1) = fiy(t)] = fix(t),y(t)], tel. (14.5)

Deste modo, para analisar os extremos da fungdo f sobre o vinculo (IZ1), basta encontrar
os extremos da fungdo @ mo intervalo 1, esta fungdo € uma fungdo real, de uma varidvel
real (estudada no Cdlculo I).

Observemos que a fungdo ¢ é de classe C' em I (pois ela é a fungdo composta de fungdes
de classe C1) e asstm se existir um extremo da fungdo @, ele deverd ocorrer em ponto
critico da funcdo @, ou seja, em um ponto t, € I, de modo que

o'(to) = 0. (14.6)
Mas, da Regra da Cadeia, temos que:
0'(1) = S0, y(0] G (043 x(ty(0)] )
=) Ut (t), y(t)] o v (1). (14.7)

Assim, substituindo em t =t, e tomando-se P, = (x(to),y(to)), teremos

)

z3a
VE(Po) oy (te) "= =,

(P,(to)

ou seja, o vetor y'(t,) deve ser ortogonal ao vetor Vf(P,).

Lembremos que o vetor y'(t,) é ortogonal ao vetor Vg(P,) (pois vy :1 — R? é uma para-
metrizagdo da curva de nivel zero associada d fungdo g).

Como o wvetor Vf{(P) é ortogonal ds curvas de nivel associadas d fungdo f que contém o
ponto P, seque-se que mo ponto Py, a curva de nivel zero associada & fungdo g (isto é,
(Z) ) e a curva de nivel f(P,) associada d fungdo f ( isto é, {(x,y) € A; f(x,y) = f(P,)})
deverdo ser tangentes no ponto P,.

Portanto, deveremos ter
VE(Po) = Ao - Vg(Po)

para algum A, € R.

Observe que as condi¢do
Vi(xoyYo) = Ao Vg(Xo,Yo)

para algum A, € R e
g(xo»yo) =0
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sdo equivalentes a que 0 ponto (Xo,Yo,Ao) € A X R seja um ponto critico da fungdo de trés
varidvers h: A x R — R dada por dada por

h(x,y,A) = f(X,y) - AQ(X)UL

(x,y,A) € A xR. (14.8)

De fato, (Xo,Yo,Ao) € A X R € um ponto critico da fung¢do h se, e somente se:

Vh(XO)UO) }\o) = (O>O) O)

&

oh rz=) of 0

0= a(xmym}\o) ( = ) a(XO)yO) — Ao ai (XO’yO)
oh za) Of 0

0= @(Xo»ym)\o) ( = ) @(XO»UO) - }\0 63 (X0>y0)
oh 3

0= a(xmymxo) ( = ) —9(X0, Yo)

mas as duas primeiras equagoes acima sGo equivalentes a equacao

Vf(xmyo) = }\ng(XO)UO)

e a terceira a € equivalente a equacdo

g(x0yYo) = 0.

(e) O raciocinio acima pode ser aproveitado para o caso de n-varidvess.

Vejamos o caso em que as funcdo f e g sdo funcdes de trés varidveis, a valores reais,
satisfazendo as mesmas hipéteses acima, a saber, sGo funcdes de classe C' em A, um

subconjunto aberto de R3, e

Vg(P) #0

para P e A.

Esta tltima condigdo garante (como veremos mais a frente) que a suferficie de nivel zero

associada G fungdo g, isto €,

{(x,y,2) € A; glx,y,z) =0},

(14.9)

venha a definir uma superficie S, que é uma superficie parametrizada reqular perto de

cada ponto P, € A.

Em particular, para cada P, € S, eristem duas curvas

satisfazendo que

e 0s vetores

Yj - (_53 5) — Sv

j:1)2>

Y1(0) =v2(0) =P,

v1'(0) e v2'(0)

sdo linearmente independentes (estas curvas sdo as linhas coordenadas associada & para-
metrizacdo da superficie S - veja a figura abaizo).
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Se Po = (Xo0,Yoy20) € um ponto de extremo da fungdo f restrita ao viculo (IZH), entdo as
funcdes @1, : 1 — R dadas por

e1(t) = fly1(t)] e @at) =fly2(t)], tel (14.10)

também terGo extremo (mdzimo ou minimo) quando t =0, que corresponde ao ponto
Po =v1(0) =v2(0).

Como as fungbes @1, ¢, sdo de classe C' em 1 (pois sdGo fungdes compostas de fungées
de classe C' ), seque que onde elas tiverem um extremo, este deverd ser ponto critico das
mesmas, em particular t =0 deverd ser um ponto critico das fungées @1, @2 (sGo fungdes
a valores reais, de uma varidvel real, estudadas no Cdlculo 1), ou seja,

©1(0) = ¢3(0) = 0. (14.11)

Deriwvando em as relagées em relagdo a t e utilizando a Regra da Cadeia, obtemos as
relagdes (semelhante ao que fizemos em ([Z1)) :

@1(t) =Vilyi(t) ey '(t) e @y(t) = VFly(t) ey2 (t). (14.12)
Em particular
0= 0,10) = V0 e '10) e 0= ,'(0) =T Vily(0)] 072 (0),
ou seja,
Vi(P,)ey1'(0)=0 e Vf(Py)ey2'(0)=0 (14.13)

Como os wvetores y1'(0) e y2'(0) sdo linearmente independentes, deveremos ter Vf(P,)
ortogonal ao plano gerado por estes dois vetores, isto €, pelos vetores y1'(0) e y2'(0), e
que contém o ponto P,, que nada mais € que o plano tangente & superficie de nivel zero

da fungdo g (ou seja, (IZd)) no ponto P,.

Como Vg(P,) # O é um vetor ortogonal a este plano, seque-se os vetores Vg(P,) e Vf(Po)
devem ser paralelos, 1sto €,
VE(Po) = Ao - Vg(Po)

para algum A, € R.



556 CAPITULO 14. MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

<

(f) Este resultado se estende para n-varidveis e o argumento a ser usado é andlogo ao que
utilizamos acima, bastando para tanto considerar (n— 1) curvas parametrizadas requlares
contidas na superficie de nivel zero associada & fungdo g, que contém o ponto P,, cujos
(n —1) vetores tangentes formem um conjunto linearmente independente.

A ezistécia dessas curvas parametrizadas requlares serd garantida em um resultado que
serd visto mais adiante.

Com isto terminamos de exibir um esbogo da demonstracdo do:

Teorema 14.1.1 (Teorema do Multiplicador de Lagrange para Um Vinculo) Sejam f, g :
A CR™ = R fungées de classe C' definidas num aberto A de R™.

Suponhamos que

Vg(P) #0, para cada P €A. (14.14)

Se no ponto P, € A a fungdo f possui um ponto extremo (mdzimo ou minimo) quando
restrita ao vinculo

{peA; g(P)=0,} (14.15)
entdo deverd existir A, € R tal que
VI(Po) =Ao - Vg(P) e g(Po) =0, (14.16)

ou, de outro modo, o ponto (Po,Ao) € A XR deverd ser um ponto critico da fun¢do h: AxR — R
dada por

h(P,A) = f(P) —A-g(P), (P,A)€A xR, (14.17)

Demonstracgao:

Feita na Observacdo acima.

Observagao 14.1.2

1. Na situagcdo que n = 2, se tivermos em maos a representacdo geométrica dos grdficos das
curvas de nivel da funcdo f e da curva de nivel zero da fungdo g (isto é, do vinculo)
entdo podemos, visualmente, saber onde a fun¢do f poderd ter seus extremos (mdzimo ou
minimo), quando restrita ao restrito ao vinculo {(x,y) € A ; g(x,y) = 0}.

A figura abaizo nos fornece uma representacdo geométrica das curvas de nivel associada
d funcdo f e da curva de nivel zero associada d fungdo g.
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Podemos ver que os pontos extremos (mdzimo ou minimo) da fungdo f restrita ao vinculo
{(x,y) € A; g(x,y) =0}, se existirem, deverdo ocorrer nos pontos P;, P3 e Py.

De fato, pois nestes pontos as curvas de nivel associadas d funcdo f e de nivel zero asso-
ciada & fungdo g serdo tangentes, 1sto €,
VF(Pi) = A - Vg(Pi)
para A\ € R, com i €{1,3,4}.
2. A figura actma tlustra o fato que as condigdes do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange

s@o necessarias, mas podem nao ser suficiente para encontrarmos os extremos de uma
funcdo restrita a um vinculo.

Neste caso (como na figura acima), devemos encontrar entre os pontos encontrados mno
Teorema dos Multiplicadores de Lagrange quais deles tém as propriedades que queremos,
ou seja, ser mdximo ou minimo global da fung¢do restrita a um vinculo.

3. Uma situagdo mais critica seria o caso de encontrarmos vdrios pontos que satisfazem o
Teorema dos Multiplicadores de Lagrange e entre eles termos pontos onde a fun¢do nao
tem nem mesmo um extremo local, quando restrita ao vinculo.

No situagdo apresentada na figura abaizo, temos que o ponto P, é um ponto onde vale o
Teorema do Multiplicador de Lagrange mas a fungdo f nao tem um extremo (local) em P,
quando restrita ao vinculo {(x,y) € A ; g(x,y) = 0}.

\ A
fx,y) = f(Po)
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14.1.3 Aplicacgoes

A seguir aplicaremos o Teorema do Multiplicador de Lagrange a alguns exemplos:
Exemplo 14.1.1 Encontre o ponto P = (x,y), sobre o ramo da hipérbole

xy=1, (xy) € (0,00) xR (14.18)
mais prozimo 4 origem.

Resolugao:
A fungdo a ser minimizada é funcdo distdncia a origem P, = (0,0), isto é, a fungdo d: R xR — R
dada por

Ao y) = d(PP) = /(x— 02 + (y— 02 = VX2 + %, (xy) € B2 (14.19)

sujeita ao vinculo
{(x,y) € A5 glx,y) =0}, (14.20)

onde a fungdo g: A = (0,00) x R — R é dada por (a representagdo geométrica do seu grafico é dado

pela figura abaixo)
glx,y) =xy—1, (x,y) €A. (14.21)

y A

g(x,y) =xy —1=0

Um fato simples é que se o ponto P = (x,y) é um ponto que satisfaz o vinculo ([Z=20) e minimiza
a funcio d entdo este mesmo ponto minimizara a fungéo f : R* — R dada por

f(x,y) = d*(x,y) =x*+y%, (x,y) €R? (14.22)

restrita ao mesmo vinculo (IZ=20) e reciprocamente.
Logo basta encontrarmos o(s) ponto(s) de minimo da funcgéo f sujeita ao vinculo ([Z=20).
Esta observagdo facilitard nos cdlculos das derivadas parciais, pois a fungdo f nio envolve radicais.
Logo, nosso problema, resume-se a encontrar o minimo global da fungdo f : R> — R dada por

foy) = +y%  (ny) eR? (14.23)

sujeita a ao vinculo
gx,y)=xy—1=0, (x,y)€A. (14.24)

Observemos que as fungdes f e g sdo de classe C*° em R? e em A, respectivamente.

Notemos que

Vilxy) = (gi(x,y), g;c(x,yo =) 502y), (xy) € B2 (14.25)
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e que
Vo) = (5200, $200w) = () £ 00,y cA= Qo) xR (142

Logo, pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange (isto é, o Teorema (IZ—T)), um ponto P = (x,y)
que satisfaz a condigdo de minimizar a fungdo f restrita ao vinculo (IZ=Z4), deverd satisfazer, para
algum A € R, as equagdes

2x = My
= {2y =Ax

{Vf(x,y) =A-Vg(x,y) (023) e (zm) {(2x,2y) = Ay, x)
xy=1, x¢€(0,00)

9(X>U)=O> (X)H)GA XU—] :0> (X>U)€A

2x = ?\2§
. 2 A=—2o0ul=2
=Ax 0,00
F 5 \ L) 2y = Ax
Y = AX

xy=1, x€(0,00)
xy=1, x¢€(0,00)

A=2 A=-2
Exgrcicio
X=Yy ou X=-Y
xy=1, x¢€(0,00) xy=1, x¢€(0,00)

Notemos que o sistema a direita nao possui solugdo pois, das duas tltimas equacles, deveriamos
ter —x? = 1, que nao tem solugio real.
Assim, a tinica solucdo corresponderd ao sistema a esquerda, cuja mesma sera:

A=2 e (xy)=(1,1). (14.27)

De fato pois, neste caso, das tltimas duas equagdes, deveremos ter x> = 1 e como x € (0, 00), segue
que x =1eassimy=1.
Afirmamos que no ponto
Po = (]> ])

a fungdo f tem um de minimo quando restrita ao vinculo (IZ=0).
De fato, como
xy=1, para x € (0,00),

entao
K12
—_
(z3) » P (IZ=3) implica que y:% ) 1
f(x,y)—f(1,1) = "x"+vy -2 fa N +;_2
X =24l (X2_1)2 >
B x2 o x2 = Oa
isto €,

f(x,y) > f(1,1) =2,

para todo ponto (x,y) sobre o ramo de hipérbole xy = 1, x € (0, 00).
Note, porém, que a distdncia minima, é v/2, ou seja, é dada por

an, 1 = a0,
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pois minimizamos a funcio d?.
A representacdo geométrica da situagdo do exemplo é descrita na figura abaixo.

Y A

~ ‘

(0,0) x

V2 é a distancia minima do ramo da hipérbole al origem

Outro exemplo é:
Exemplo 14.1.2 Determine o ponto P = (x,y) sobre a reta
x+2y=1 (14.28)
cujas coordenadas tenham produto mdzimo.

Resolugao:
A fungio a ser maximizada é a fungio f: R2 — R dada por

fix,y) =xy, (x,y)€ R? (14.29)
quando sujeita ao vinculo
{(x,y) eR?; g(x,y) = O}, (14.30)
onde a fungdo g : R — R é dada por
gx,y) =x+2y—1, (x,y) R (14.31)
y o}
g(x,y) =x+2y—1=0

Observemos que as fungdes f e g sdo de classe C*° em R2.
Notemos que

of of

Vf(x,y)=<ax(x,y),ay(x,y)) =" (y,x), (xy)eR? (14.32)
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e que

Vglxy) = (;2<x,y), Zj(x,y)) =D (12) £(0,0), (x,y) R (14.33)

Logo, pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange (isto é, Teorema ([Z—11)), um ponto P = (x,y)

que satisfaz a condicdo de maximizar a fungdo f restrita ao vinculo ([Z=30) deverd satisfazer, para
algum A € R, as equagdes

Vi(x,y) =A-Vg(xy) (@) e (@) ] (%) =A(1,2)
g(XaU):()) (X>H)GR2 X+2‘J:] =0, (X)U)ERZ

1
A= -
4
A y==
y= =3
A=% 2 xercicio
— {x=2A Vi Expreici X:%
x+2y=1, (x,y)eRz 4N =1, (x,y)e]Rz
1
v=g

Logo, o candidato ao ponto procurado é o ponto

11
Po e (2, 4> .
1
Afirmamos que o ponto P, = <2, 4> é realmente um ponto de méximo global da fungédo f quando
restrita ao vinculo (TZZ2D).

De fato, como

X+2y:1) (X>U)GR2>

entdo
fly) — f (1 1> (== y — 1 (=) implicard que x=1-2y (- 2y)y — 1
’ 2’4 8 8
:—2y2+y—1:—2< —1>2<o,
8 4) —
isto é,

11 1
< —, — =

para todo ponto P = (x,y) € R? que esteja sobre a reta x + 2y = 1 (veja figura abaixo).

A

x+2y—1=0

% é o malior valor do produto das coordenadas dos pontos sobre a reta x + 2y =1
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Um problema envolvendo fungdes a valores reais, com trés varidveis reais, é dado pelo:

Exercicio 14.1.1 Suponhamos que a’> +b? +c? #0 e d € R estdo fizados.
Encontre o ponto P = (x,y,z) € R3 sobre o plano

ax+by+cz+d=0 (14.34)

mais prézimo ao ponto Py, = (Xo, Yo, Zo)-
Encontre também a correspondente distdncia minima.

Resolucgao:
Precisamos minimizar a fungéo distdncia de um ponto P ao ponto Py, isto &, d : R?> — R dada por

d(x,y,2) = d(P,Po) =/ (x —xo) + [y —yo) + (2~ 20)%,  (%,y,2) € R, (14.35)

sujeita ao vinculo
{(x,y,2) € R? ;9(x,y,2) = 0}, (14.36)

onde a funcdo g : R — R é dada por
g(x,y,z) =ax+by+cz+d=0, (x,y,z)eR. (14.37)
Como agimos no Exemplo ([Z_0), basta minimizarmos a fungéo f : R> — R dada por
f(x,y,2) = A*(%,1,2) = (x = %0 )* + (Y —Yo)* + (2 — 20)%, (x,y,2) € R? (14.38)
sujeita ao vinculo ([Z=1).

Po = (X0,Yo,20)

ax+by+cz+d=0

e

Observemos que as fungdes f e g sdo de classe C* em R3.
Notemos também que

vammn=<“um)aﬂmw “umo

ox ’ @ ' oz
=3
= (2 —x0), 20 —10), 22— 20)),  (%,1,2) € R? (14.39)
€
_ (99 g g
Vg(x,y,z) = (ax(x,y), oy (xy), az(x,y))
(=3 a?+b?+c2£0

=D (a,b,c) £ (0,0,0), (x,y,2) € R3, (14.40)
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Logo podemos aplicar o Teorema do Multiplicador de Lagrange, assim um ponto P = (x1,y1,21)
que satisfaz a condigdo de maximizar a fungdo f restrita ao vinculo ([Z=38) deverd satisfazer, para

algum A € R, as equagdes:

Vi(x1,y1,z1) =AVgxn,yn,z1) @@ e @m) | (2(x1 —%o), 2(Y1 — Yo), 2(z1 — 20)) = A(a, b, ¢)
g(x1,Y1,21) =0 ax+by+cz+d=0
Aa
X‘] :7+X0
2(x1 —x%o) =Aa y Ab Ty
1= 5 o
2(y; — =Ab 2
— (Y1 —yo) —
2(z1 —zo) = Ac Ac
axi+byr+cz1+d=0 21 =5 tZ
ax;+by;+cz1+d=0
Aa _7\70+
X1 = 7+x0 X1 = 5 Xo
Ab Ab
91—7+yo U= + Yo
& & (14.41)
Ac Ac
Z1:7+Z0 21—7“‘20
A/l o o 5 B A axo+byo+czo+d
E(Cl +b +C>+aXo+byo+CZo+d—O 2_ a2+b2+C2
o a’x, + aby, + acz, + ad _ b(bx, — ay,) + clex, — azo) — ad
P a? + b2 4 2 - a? + b2 4 2
bax, + b?y, + bez, + bd a(ayo, — bx,) + ccyo — bz,) — bd
— =Y, — = =
Y1 =1o aZ+b2+c? Y a?+b2+c? ’
_ cax, + cby, + c?zy +cd _ a(azo —cxo) +b(bzo —cyo) —cd
21 =Zo— 2 +bltc2 a4+ b2 +c?

para (x,y,z) € R3.

Observemos que no ponto (x1,yr,z1) a fungéo f tem um minimo global quando restrita ao vinculo
(IZ=@), pois a fungdo ndo possui maximo quando restrita ao vinculo (I[Z=8) e

f(x,y,z) =x*4+y?>+2z2>0 paracada (x,y,z) € R’
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Além disso, a distancia do ponto P, = (X0, Yo, 20) a0 plano ax + by + cz + d = 0 serd dada por:
(z=3)
Vi, ynzi) \/X1 — %) y1 Yo)? + (21 — 26)2 = V/A2a2 + A2b2 + A2c2
W_/
=Aa —)\b =Ac

—\/7\2 a?+b?+c?) = A |\/az+bz—i—c2

=VAZy/(a2+b2+c2)
(=) |ax, + by, + ¢z + d
Va2 + b+ c?

que é a férmula conhecida da disténcia de um ponto

Po = (XO)yO)ZO)
a um plano que possui equagdo geral dada por
ax+by+cz+d =0,

vista na disiciplina de Geometria Analitica (veja figura abaixo).

= V(P Po = (X0,Y0,20)

distancia do ponto P, ao plano ax +by +cz+d =0

®

y

Um outro problema emvolvendo fungdes a valores reais, de trés varidveis reais, € dado pelo seguinte
exercicio resolvido:

Exercicio 14.1.2 Determine as dimensdes do paralelepipedo reto de volume mdzimo, com ares-

tas paralelas aos eizos coordenados, inscrito no elipsdide
2 2
xX° 0y z
—+ =4+ —==1. 14.42
779" (1442)
Resolugao:
Representando por (x,y,z) os comprimentos das arestas do paralelepipedo, com (x,y,z) no pri-
meiro octante (isto é, x,y,z > 0) vemos que o seu volume é expresso por (veja figura abaixo):

V(x,y,z) =8xyz, (x,y,2) € (0,00)°. (14.43)

|

z

|
>

y

s/

-——— X

Assim, devemos encontrar o maximo da fungdo V = V(x,y, z), restrita ao vinculo



14.1. PROBLEMA COM UM VINCULO 565

{(X,y,Z) eR’; gx,y,z) = 0}, (14.44)
onde a fungéo g : R> — R é dada por
X2y 2
g(x,y,Z)ZZJr%Jrﬁ—], (x,y,2) € R?, (14.45)

isto é, quando o ponto (x,y,z) pertence ao elipséide de equagdo ([ZZ3).

Lembremos que como o elipséide é um conjunto fechado e limitado em R3 (isto ¢, ¢ um conjunto
compacto de R?) e a fungdo V ¢ de classe C* em R (em particular, é uma fungfo continua em R3)
segue que esta possuird valores de maximo e minimo globais sobre 0 mesmo.

Observemos que a fungdo g também é de classe C*° em R3.

Além disso teremos:

ov ov ov
VV(x,y,z) = <ax(xay>z)v @(X»‘%Z)a aZ(X)va)>
zZz3
( = ) (8y2> 8xz, 8XU)) (X>U)Z) € (O)OO)3> (14'46)
9 99 %
Vaixu) (5200021, 200 ,2), 2 n,2))
zz3 2
(=%§j®¢ma%(mmmW. (14.47)

Logo, podemos utilizar o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para encontrarmos o possivel
ponto P = (x,1,z) € (0,00)3, que resolverd o problema.
Com isto, deverd existir A € R de modo que:

B x 2y z
{VV(x,y,Z)ZAVQ(x,y,Z) (D) ¢ (c23) (8yz 8xz, 8xy) = A <2’9’8)

2 2 2
g(x,y,z):O .,y z —
4+9+16 1=0
2 9% 2 2
8yz:& 79:27 yizxi
2 x Y 9 4
SXZ:@ E:A’l 22 — 4y2
9 X
= = =
Sy = z _ 8y Z_y
8 2y 9z 16 9
XZ yZ ZZ Xz 2 2 XZ XZ XZ
— =+ == A AR IA |
i e MR T Pt
vt
9 4
x——zﬁ
2 3
> \/g y,z2>0 ¢ Exercicio
=L = y=+3
Z_y
16 9 43
=3
4 4 4
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para (x,y,z) € (0,00)%.

Como s6 temos esse ponto satisfazendo o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange segue que ele
nos dd o ponto de maximo global da funcdo V = V(x,y,z) restrita ao vinculo (IZZ4) (observe que o
volume minimo serd zero, que corresponderia ao volume de um retdngulo inscrito no elipséide).

Como os lados do paralelepipedo sdo paralelos aos planos coordenados segue que os vértices do
mesmo deverdo ser (veja figura abaixo):

= (2‘3@,\@, 4?) , P, = (—z\f,\/?;, 4?)
Ps = (2‘3/5,\@,—4‘f> , Ps = (—2‘3@\@ 4?) ,
P; = (2‘3/3;@[1‘3/5) , Ps = (2‘?\/3’)4\3@) )

e seu volume serd igual a

3 unidades de volume.

zA

—

14.2 O Problema com Dois Vinculos

O objetivo desta segdo é considerar o problema de achar os extremos (mdximo ou minimo) de uma
fungdo de trés varidveis, f: A C R? — R, sujeita as condigdes, denominados de vinculos,

{(X)y)Z) €A, g(x,y,Z) :O} € {(X)U)Z) €A, h(x,y,z) :O}) (1448)
onde g,h: A — R sfo fungdes dadas.
O que faremos é uma andlise semelhante a que foi feita na segdo anteior.
14.2.1 Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para Dois Vinculos

Comegaremos estabelecendo o resultado principal, a saber:

Teorema 14.2.1 (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para Dois Vinculos) Conside-
remos A um subconjunto aberto em R3 e as funcées f,g e h: A — R de classe C' em A.
Consideremos
B ={(x,y,2z) € A; g(x,y,z) =h(x,y,z) =0} C R3 (14.49)
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e suponhamos que os vetores Vg(x,y,z) e Vh(x,y,z) sejam linearmente independentes para cada
(x,y,z) € B (ou seja, ndo sdo paralelos em cada ponto do conjunto B).

Se Py = (X0,Yo,20) € um extremo (mdzimo ou minimo) da fungdo f restrita ao conjunto B
entao deverdao existir constantes A, Lo € R tais que

V1(Xo, Yoy Zo) = Ao - Vg(Xoy Yo, Zo) + Ho - VI(X0s Yo, Zo)- (14'50)

Demonstragao:
Observemos que as restrigdes

{(x,y,z) € A; g(X)y)Z) =0= h(x,y,z)}

nos fornece uma curva obtida da intersecgéo das superficies de nivel zero das fungdes g e da fungdo h
(veja figura abaixo).

n
o]

h(x,y,2z) =0 /_\l\ g(x,y,2z) =0
/ 9

®

Seja Py = (X0, Yo, Zo) um extremo (mdximo ou minimo) da restricdo da fungdo f ao conjunto B.

Vamos assumir que P, é um ponto de maximo da restrigdo da fungdo f ao conjunto B.

A demonstragdo para o caso em que P, é um ponto de minimo da restrigdo da funcdo f ao conjunto
B é andloga e serd deixada como exercicio para o leitor.

A condigdo que os gradientes da funges g e h sdo linearmente independentes em cada ponto B
garante (como veremos mais a frente) que pontos do conjunto B, préximos ao ponto P,, podem ser
descritos por uma curva parametrizada diferenciavel, que indicaremos por vy : I = (—¢, +¢) — R3, que
serd dada por

Y(t) = (x(t), y(t),z(t), te€ (—¢e), (14.51)

satisfazendo
Y(0) =P, e v'(t)#0, para te(—¢¢e). (14.52)

Em particular, a curva parametrizada y : I — R? serd uma curva parametrizada diferencivel
regular.
Deste modo temos que a funcido u: I — R dada por

terd a seguinte propriedade:

P, é o ponto de méximo de f, relativamente a ([ZZ1) —
u(t) = fly(t)] < f(Po) =7 ¢

[Y(O)] = ‘LL(O), te (_E) €)>

pois a fungdo f tem um maximo no ponto P, = y(0) quando restrita ao conjunto B (veja figura abaixo).
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(1)

z |
h(x,y,z) =0 g(x,y,z) =0
P ~ .
\/& _— f(Po) = fly(0)] = u(0)

X

Assim, a fungdo
u=foy:(—ee) o R

que é uma fungdo a valores reais, de uma variavel real, de classe C' em (—¢, ¢) (pois é composta de
funcdes que tem essa propriedade) atingird seu valor mdximo no ponto 0 € (—¢,¢).
Logo, do Caélculo I, segue que deveremos ter

u’(0) = 0. (14.53)

Mas, pela Regra da Cadeia,

u/(t) Regra déCadeia Vf[’y(t)] oy /(t)) te I) (1454)
em particular,
[Z 4 0)=P,o
0 = w(0) =T wely(0)] v '(0) =T TH(P) -y (0),
ou seja,
VF(Py) -v'(0) =0. (14.55)

Como para cada t € (—¢, ¢) temos

Y(t) €B :{(x,y,z) €A ) g(x,y,z) = h(X,y,Z) = O}>

segue que
gly(t)] =0 = hly(t)], te (—ee). (14.56)
— ~—
=(goy)(t) =(hovy)(t)

Derivando estas duas equagles em relagdo a t e utilizando a Regra da Cadeia, obteremos

Regra da Cadeia d (==3)

Vobv(tl -y (1 S(eeM® =0
Vhiy(B] -y '(0) LR L hoyt) o, te (0,

em particular, se t = 0, teremos

Vgly(0)]-v'(0) =0, Vhly(0)]-v'(0) =0. (14.57)
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Como y(0) = P,, teremos
Vg(Po)-v'(0)=0 e Vh(P,) -v'(0) =0. (14.58)

Desta forma, vemos que o vetor ndo nulo, vy '(0) é ortogonal aos vetores Vg(P,) e Vh(P,).

Como, por hipétese, os vetores Vg(P,) e Vh(P,) sdo linearmente independentes, segue de ([ZX3)
e da Geometria Analitica, que o conjunto {y’(0), Vg(P,), Vh(P,)} forma uma base para o R>.

Ou seja, todo vetor de R? pode ser escrito como combinagéo linear desses trés vetores.

Em particular, o vetor Vf(P,) pode ser escrito como combinagéo linear desses trés vetores, ou seja,
existem constantes A,, 1o € vV, € R, de modo que

VT(Po) = Ao - Vg(Po) + Ho - VR(Pg) + v, -y (0). (14.59)
Mas:
0 "= T1(Po) o v /(0) "= Ao - Vg(Po) + o - VR(Po) + vo -7 (0)] o7 '(0)

propridades do produto interno

Ao [ Vg(Po) ey '(0) | + 1o | VR(Po) @y '(0) | +vo | ¥'(0) ey '(0)
—_—— —_———— —_———

=), (=), =llv "(0)]2
= Vo [ly "(0)]%.

Como v '(0) # O, segue que 'y "(0)||*> # 0, logo, da identidade acima segue que deveremos ter
e assim, de (IZ=3), segue que

como queriamos demonstrar.
O

Observacao 14.2.1 Observemos que a condi¢do ([IZ-50) é uma condigdo necessaria para que
a fungdo f tenha um extremo global no ponto P, quando restrita aos vinculos ([ZZ3) mas
pode nao ser uma condi¢cdo suficiente, ou seja, podemos obter vdrios pontos que satisfazem a
condigdo ([Z20) e asstm precisaremos descobrir entre eles qual deles € que resolve o problema
em questao.

14.2.2 Aplicagoes

A seguir aplicaremos o resultado acima ao seguinte exemplo:

Exemplo 14.2.1 Determine os semi-eizos maior e menor da elipse dada pela intersecdo do
ctlindro (veja a figura abaizo).

{(x,y,z) eR?; X2 —|—y2 = 1} (14.60)

com o plano
{(x,y,Z)€R3; X+y+z=o}. (14.61)
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Resolugao:

Como o plano ([ZEM) contém a origem (0,0,0) e o eixo de rotagédo do cilindro (IZX0) é o eixo Oz
(isto é, é dado pela intersegdo dos planos x =y = 0) vemos que o centro da elipse devera ser a origem
(0,0,0).

Assim, precisamos encontrar os pontos sobre a elipse que estdo mais préximos e mais afastados da
origem (que é o centro da elipse).

Estes pontos serdo os extremos dos eixos menor e maior da elipse, respectivamente (veja figura
abaixo).

(0,0,0)

x

Centro da elipse

Logo precisaremos minimizar e maximizar a fungio distancia & origem, d : R®> — R dada por

d(x,y,2) = d(P,Po) = /(x 012 + [y — 012 + (z— 02 = Vi T y? + 2, (xu,2) € B,
restrita aos vinculos
B = {(x,y,z) eR3; g(x,y,2) =0 e h(x,y,z) = 0}, (14.62)
onde as fungdes g, h : R® — R sdo dadas por
gx,u,z) =x*4+y>—1 e h(xy,z)=x+y+z, (x,y,z)€R>. (14.63)

Tendo em vista observagdes anteriores, basta encontrarmos os extremos (mdximo e minimo) globais
da fungdo f: R® — R dada por

fx,y,z) = d*(x,y,z) =x* +y* + 2%, (x,y,z) € R?
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(isto é, o quadrado da distancia a origem) sujeita aos vinculos ([ZE3).
Notemos que a fungdo f é de classe C*® em R> e além disso

Vflx,y,z) = (2x, 2y, 2z), para (x,y,z) € R3. (14.64)

Observemos também que as fungdes g, h sdo de classe C* em R3.

Além disso, como o conjunto B C R? é um subconjunto compacto de R? (verifique!), segue que a
funcdo f, quando restrita ao conjunto B, terd maximo e minimo globais, que estardo entre os pontos
encontrados pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrande.

Notemos que

Vg(x,y,z) = (2x,2y,0) e Vh(x,y,z) =(1,1,1), para (x,y,z)€ R3. (14.65)

Logo estes vetores sdo linearmente independentes, para cada (x,y,z) na intersecgdo das superficies
de nivel zero associadas as fungdes g € h.

Para mostrarmos isto, notemos que se (x,y,z) € B entdo deveremos ter x>+y® = 1, o que implicara
em x # 0 ou y # 0, mostrando que Vg(x,y,z) = (2x,2y,0) # O e assim os vetores Vg(x,y,z) e
Vf(x,y,z) serdo lineramente independentes em cada ponto do conjunto B.

Logo, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (isto é, o Teorema ([Z=T) as coordenadas
do ponto P = (x,y,z) € B, que for um ponto extremo (mdximo e minimo) da fungdo f sujeita aos
vinculos B, deverdo existir A, 1, € R tais que (utilizaremos ([Z£0), ([ZH1), ((Z54) e ([ZE1)):

VE(x,y,z) = Ao - Vg(x,Y,2) + Ho - Vh(x,y,z) (2x,2y,22) = Ao (2x,2y,0) 4+ wo(1,1,1)
g(x,y,z) =0 (XX +y?=0
h(x,y,z) =0 x+y+z=0
2x = 2A%x + Wo 2(T—=2Ao)X = Ho
2y = 2A0Y + Ko 2(1 =20y = o
& (2z2=1, & (2z2=, . (14.66)
X +y? =1 X +y?=1
x+y+z=0 x+y+z=0

Assim, das duas primeiras equagdes teremos
(T—=2Ao)x = (1T —2Ao)y. (14.67)

e Se
Ao #1, deveremos ter x=vy. (14.68)

Com isto, das duas ultimas equagdes do sistema (IZE3), obteremos:

isto é,
X =+—, (14.69)

que resultardo nos pontos

P] = (?)?)_ﬁ) € PZ = <_\£2)_\/z ﬁ) . (14‘70)
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o Se
Ao =1 (14.71)

da primeira equagdo do sistema ([ZE1), segue que
Ho =0
e assim, da terceira equagdo do sistema ([ZEA), terermos

z=0. (14.72)

Desta forma, as duas tltimas equagdes do sistema ([ZT5H) tornar-se-do:

V2 V2

X=—= X=——

{x2+yzz1 {2x2:1 2 2
= = ou

x+y=20 Yy =—x V2 V2

Yy=—>5 y=->

dando origem aos seguintes pontos

P3 = (\éz)_\éz)o> € P4 = <_\£Z) éz)o) . (14'73)

Notemos que
£(P) = f(Py) PFE 3 o f(P3) = f(P,) T,

Assim, o semi-eixo maior da elipse obtida da intersecdo do cilindro ([ZE0) com o plano (I[ZHEI)
serd dado pelo segmento OP; (ou o segmento OP;) e terd comprimento igual a v/3 e o semi-eixo menor
ser4d dado pelo segmento OP3 (ou o segmento OP4) e terd comprimento igual a 1.

Em particular, o eixo maior da elipse obtida da intersegdo do cilindro (IZZ0) com o plano ([ZE)
é dado pelo segmento P1P; e o eixo menor serd dado pelo segmento P3P,.

Em particular, os vértices da elipse ocorrerdo nos pontos Py, P, P3, P4, dados por ([Z0) e ([Z73).

Deixaremos para o leitor a resolugdo do seguinte exercicio:

Exercicio 14.2.1 Consideremos dois planos concorrentes dados pelas equagdes gerais

m o aix+biy+ciz+d; =0

M dyx+ by +cz+d; =0,

Notemos que a condi¢do de serem concorrentes se traduz em termos dos vetores normazis
ao0s planos, 1sto €, os vetores

ﬁ] = ((11,b],C1), T_1'2 = (al)bbcl))

serem linearmente independentes.

Dado um ponto Py = (X0, Yo, Zo) € R, utilize o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para
dois vinculos (isto é, o Teorema ([Z-Z1)), para encontrar o ponto (x,y,z) € R3, pertencente a
intersecgdo dos planos dados (que é uma reta), que estd mais préozimo do ponto P, (veja figura
abaizo).

Encontre também o wvalor da distdncia minima.
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ax + By +vyz+5=0

ax+by+cz+d=0
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Capitulo 15

Apendice I: Diferencial de uma Funcao
a Valores Reais, de Uma Variavel Real

15.1 Definicoes e aplicacoes de diferenciais de uma funcao

Observacao 15.1.1 Sejam A um intervalo aberto de R, a € A e f: A — R uma funcdo dife-
renctdvel em x = a.

f h)—f
Logo existe o limite lim la+h) (a) e, além disso, teremos
h—0 h
. fla4+h)—"f(a)
f'(a) =1 . 15.1
(a) = lim 0 (15.1)

Portanto, para 6 > 0, suficientemente pequeno, temos que a fung¢do ¢ : (a —&,a+90) — R,

dada por
{f(a+h)f(a)f’(a), para h#0

h , (15.2)
0, para h=0

e(h) =

estd bem definida e, além disso, é um infinitésimo em h = 0.
De fato, pois

h#0 e (T53) lim f(a+h)—f(a)

li h —f/
hli%q)( ) h—0 h (a)
_ lim fla+h) —f(a) _f'(a)

h—0
(t—gﬂ)f,(a)

=f'(a) — f'(a)
=0.

Logo, da definigdGo de diferenciabilidade (ou seja, da ezisténcia da derivada - visto na disci-
plina de Cdlculo I), dado € > 0, poderemos encontrar & > 0, tal que

para h| < b,

teremos: f(a+h]i—f(a)_f,(a) =" |o(h)]

<e, (15.3)

575
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ou ainda, se diminurmos & > 0 acima obtido, para que
0<d<T, (15.4)
teremos

para [h| < & (15.5)

seque que |f(a+h) —f(a) —f'(a)h| (=) | (h)h|
= |@(h)[[h]

==
(<)£|h|

i
< e-8

(=3)
< e. (15.6)

Definindo-se, para h # 0 suficientemente pequeno (ou seja, satisfazendo (I[EH)),

Af(a) =f(a+h) —f(a), (15.7)
teremos
para h~0,
de (I=H), teremos: Af(a) —f'(a)h ~0,
ou, equivalentemente Af(a) ~f'(a)h,
ou ainda, fla4+h)~f(a)+f'(a)h. (15.8)

Com 1sto, para h suficientemente pequeno, podemos utilizar a erpressdo
f(a) +f'(a)h, (15.9)

<

para encontrar um valor aproriamado de f(a+ h), isto €, o valor da fungdo f em a+ h.

Devido a este fato, introduziremos a:
Definicao 15.1.1 Na situag¢do acima, diremos que a erpressdo
f'(a)h

€ a diferencial da funcao f no ponto a, calculada para o acréscimo h e serd denotada por
df(a), ou seja,

df(a) =f'(a)h. (15.10)

Observagao 15.1.2

1. Logo, da Defini¢do (I21) acima, a expressdo ([23) pode ser reescrita da sequinte forma:

fla+h) ~f(a) +df(a), para h~0. (15.11)
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2. Observemos que se a fungdo f:R — R é dada por

f(x) =x, para x€R, (15.12)

entdo a fungao f serd diferencidvel em R e, além disso, teremos

f'(x)=1, para x€R, (15.13)
assim, df(x) (= )f’(x)h
=) L
=h. (15.14)
Logo, como f(x) =x, para x€eR,
seque, de ([2T14), que dx = df(x),
ou ainda, dx =h, (15.15)

ou seja, acréctmo h pode ser substituido por dx.

Assim a expressdo ([EI0) poderd ser reescrita da sequinte forma:
df(a) =f'(a)h
(=3 )f’(a) dx, (15.16)

e portanto teremos a sequinte equivaléncia:

daf
Sola) =1'(a),
se, e somente se, df(a) =f'(a) dx. (15.17)
3. Se a fungdo
y = f(x)

é diferencidvel no conjunto A, poderemos denotar a diferencial da fung¢do f no ponto x
(calculada para o acréscimo dx) como

dy = f'(x) dx. (15.18)
~ - !/ £ dy N
Lembremos que uma outra nota¢do para a derivada f'(x) € L assim teremos
dy
dy = — dx. 15.19
y =5, & (15.19)

Temos as seguintes propriedades bésicas para as diferenciais de fungdes diferenciaveis:

Proposicao 15.1.1 Sejam A um intervalo aberto de R, a € A e f,g: A — R fungébes dife-
rencidveis em x = a.
Entdo

1. se

f(x) =c, para x€A, (15.20)
entdo df(a) =0; (15.21)



578 CAPITULO 15. APENDICE I: DIFERENCIAIS
2. a diferencial da soma serd igual a soma das diferenciais, 1sto é,
d(f + g)(a) = df(a) + dg(a); (15.22)
3. a diferencial da diferenca de duas funcgdes serd igual a diferenca das diferenciais das
respectivas fungdes, isto é,
d(f — g)(a) = df(a) — dg(a); (15.23)
4. temos que a diferencial do produto de duas fungdes serd dada pela sequinte expressdo:
d(f-g)(a) = df(a) g(a) + f(a) dg(a). (15.24)
Em particular, de (I223) e ([E=Z0), seque que
d(cf)(a) =cdf(a). (15.25)
5. se g(a) # 0, entdo a diferencial do quociente da funcdo f pela funcdo g, serd dada pela
seguinte expressdo:
f af —f(a)d
d (> (@) = (a) 9(61)2 (a)dg(a) : (15.26)
g g9-(a)
6. paran € N, n > 2 fizado, temos que
dx™ =nx™dx. (15.27)
Demonstragao:
Do item [.:
Como
d
fl(x) = —
(x) dx[ ]
=0, para x€A, (15.28)
segue que
df(a) "= £/(a) dx
= gax =0,

como afirmamos.
Do item B.:

Como as fungdes f e g séo diferencidveis em a € A, segue que a fungdo f + g serd diferencidvel em

X = a.

Além disso temos:

df+g)(a) =7 (f+9)(a) dx
propriedade:da derivada [f /(Cl) +9 ’(a)] dx
=f'(a)dx+g'(a)dx
= df(a) +dg(a),
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como afirmamos.

Do item B.:
Como as fungdes f e g sdo diferencidveis em a € A, segue que a fungdo f — g serd diferencidvel em

X = a.
Além disso temos:

df - g)(a) = (f—g)(a) dx
propriedade:da derivada [f /((1) g /(Cl)] dx
=f'(a)dx—g'(a)dx
= df(a) —dg(a),

como afirmamos.

Do item B.:
Como as fungdes f e g sdo diferencidveis em a € A, segue que a fungéo f - g serd diferenciavel em

X = da.
Além disso temos:

aif- gl = (f- g)'(@) ax
propriedade:da derivada [f’(a) g(a) . f(a) g ,(a” dx
g(a)f’(a) dx —f(a) g'(a) dx
= g(a) df(a) —f(a) dg(a),

como afirmamos.
Do item B.:

Como as fungbes f e g sdo diferencidveis em a € A e g(a) # 0, segue que a fungdo 6 serd

diferencidvel em x = a.
Além disso temos:

d <f> (a) =@ <f> /() dx
g g

ropriedade da derivada il —f /
propriedade da derivad [ (a)g(a) —f(a)g'(a) i

9*(a)
_gla)f’(a)dx —f(a) g'(a) dx
- 9°(a)
_ gla) df(a) — f(a) dgla)
9*(a) ’

como afirmamos.
Do item B.:
Se f:R — R é a funcdo dada por

f(x) =x", para x€R, (15.29)
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entdo ela serd diferencidvel em x € R (pois é uma fungdo polinomial) e temos:

dx" (=) df(x)

(=9 ¢ (x) dx

(=) d

=" 3 [x"] dx

=nx""dx,

como afirmamos, completando a demonstragdo do resultado.

O
Temos agora o:
Exercicio 15.1.1 Consideremos a fun¢do f: (1,00) — R, dada por
VX =1
f(x) = 32 para x € (1,00). (15.30)
Encontre a diferencial da fungédo f, para cada x € (1,00).
Resolugao:
Observemos que a funcdo f é diferencidvel em (1, o).
A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Além disso, temos:
d 3 3 d
) = & VX 1] Bx—2 - [V - - Bx—2]
(3x —2)?
1 /3 3,2 3
) [2 (¥-1) * 3| Bx-2-[V¥-1] B
a (3x—2)?
§xz (3x—2)—3 (xs— 1)
=2 . (15.31)
Vx3—1(3x—2)?
Logo, para cada x € (1,00) teremos:
df(x) =2 £/(x) dx
3.2 3
-x"(3x—2)—-3(x*—1
. o),
Vx3—1(3x—2)?
completando a resolugéo.
O

O préximo exercicio nos dd uma aplicagdo interessante de diferenciais de uma fungdo, a saber:
Exercicio 15.1.2 Encontre um valor aproximado de

V28,

utilizando a diferenciais de uma fungdo.
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Resolucgao:
Consideremos a fungdo f: (0,00) — R, dada por:

f(x) = v/x, para x€ (0,00).

Observemos que a fungio f é diferenciavel em (0, c0) e

=
f(x)_dx[w}
1
:§X* , para x € (0,00).

WIN

Assim a diferencial da fungdo f, para cada x € (0, 00), serd dada por:

|l.1u!

df(x) = f'(x)dx
=1 1

3%

Observemos que, do item 0. da Observagdo ([E12), segue que

dx.

para a>0, com a~0,
teremos: fla+h) ~f(a) + df(a) = f(a) + f'(a) dx.

Consideremos
a=27 e dx=1.

Da expressdo ([53H) acima, levando em conta (I[53H), teremos:

£(28) = F(27 + 1)
) 07y +£/27) 1
1
=27+ =
\F+33772
L1
T
3{327}

i
27°

1
ou seja, Vz@~3+ﬁ,

=3

completando a resolugéo.
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Capitulo 16
Apendice II: Funcoes Hiperbdlicas

Tendo-se a fungdo exponencial, podemos definir novas as fun¢des, assim denominadas fungoes hiperbo-

licas, o que serd feito na segdo a seguir:

16.1 Definicoes e propriedades
17.1 A funcgao cosseno-hiperbdlico

Definicao 16.1.1 Para cada x € R, definimos o cosseno-hiperbdlico do nimero real x,
que serd indicado por cosh(x), como sendo:

eX+e ¥
2

Assim podemos definir a fungdo, demominada funcao cosseno-hiperbdlico, da segquinte
forma: cosh: R — R, dada por

cosh(x) = (16.1)

e+ e ¥

cosh(x) = 7 ,

para x € R. (16.2)

A fungdo cosseno-hiperbdlico tem as seguintes propriedades:
Propriedades 16.1.1

(a) temos que
cosh(x) =1 se, e somente se, x=0; (16.3)

(b) temos também que
cosh(x) > 1, para x€R; (16.4)

(c) o conjunto imagem da fungdo cosseno-hiperbdlico é [1,00), 1sto é,
cosh(R) = [1,00); (16.5)
(d) a fungdo cosseno-hiperbdlico é uma fungdo par, isto é,
cosh(—x) =cosh(x), para xe€R. (16.6)

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representacdo geométrica do gréfico da fungdo cosseno-hiperbélico é dada pela figura abaixo.

583
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(x, cosh(x))

cosh(x)

Serd mostrado mais adiante que a representagdo geométrica do grafico da fungdo cosh, dada por
(IED), é dada pela figura acima.

17.2 A fungao seno-hiperbdlico

Definicao 16.1.2 Para cada x € R defintmos o seno-hiperbdlico do niimero real x, que
serd indicado por senh(x), como sendo:

eX—e™ ¥

5 (16.7)

senh(x) =

Com 1isto podemos definir uma fungao, denominada funcao seno-hiperbdlico, da sequinte
forma: senh:R — R, dada por

eX—e ¥

5 para x € R. (16.8)

senh(x) =

A fungdo seno-hiperbdlico tem as seguintes propriedades:
Propriedades 16.1.2

(a) temos que
senh(x) =0 se, e somente se, x=0; (16.9)

<

(b) o conjunto imagem da fungdo seno-hiperbdlico é R, isto é,
senh(R) = R; (16.10)
(c) a fungdo seno-hiperbdlico é uma fungdo ‘mpar,isto é,
senh(—x) = —senh(x), para x€R; (16.11)
(d) a funcdo seno-hiperbdlico é uma estritamente crescente.

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representacdo geométrica do grafico da fungéo seno-hiperbdlico é dada pela figura abaixo.
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(x, senh(x))

senh(x)t - - - - - -

Serd mostrado mais adiante que a representagdo geométrica do gréafico da fungdo senh, dada por
(IEXA), é dada pela figura acima.

A funcgao tangente-hiperbdlica

Definicao 16.1.3 Para cada x € R, definimos a tangente-hiperbdlica do nimero real x,
que serd indicado por tgh(x), como sendo:

. senh(x)
tgh(x) = cosh(x)

(=) (=2) e¥ — e ©
) , 16.12
ef+e ( )
Com 1isto podemos definir uma func¢ao, denominada funcao tangente-hiperbdlica, da
sequinte forma: tgh: R — R, dada por

. senh(x)
h(x) =
tgh(x) cosh(x)
X _ =X
(m):,(m)%’ para x € R. (16.13)

A fungdo tangente-hiperbélica tem as seguintes propriedades:
Propriedades 16.1.3

(a) temos que:
tgh(x) =0 se, e somente se, x=0; (16.14)

(b) o conjunto imagem da fungdo tangente-hiperbdlica é (—1,1), isto é,
tgh(R) = (—1,1); (16.15)

(c) a fungdo tangente-hiperbdlica é uma fungdo impar, isto €,

tgh(—x) = —tgh(x), para x€R. (16.16)
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(d) a fungdo tangente-hiperbdlica é estritamente crescente.

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representagdo geométrica do grafico da funcdo tangente-hiperbélica é dada pela figura abaixo.

tgh(x)y - - - - - -

Serd mostrado mais adiante que a representagdo geométrica do gréfico da fungdo tgh é dada
pela figura acima.

17.4 A funcgao cotangente-hiperbdlica

Definicao 16.1.4 Para cada x € R\ {0}, defintmos a cotangente-hiperbdlica do ntiimero

real x, que serd indicado por cotgh(x), como sendo:

cotgh(x) = m

(wE2) (ED) eX + e *
Com 1sto podemos definir uma funcdo, denominada funcao cotangente-hiperbdlica, da
sequinte forma: cotgh:R — R, dada por

. cosh(x)
Cotgh(x) = m
X —X
(E53) () % para x € R\ {0}. (16.18)

A fungdo cotangente-hiperbdlica tem as seguintes propriedades:
Propriedades 16.1.4

(a) temos que
|cotgh(x)| > 1, para x € R\{0}; (16.19)
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(b) o conjunto imagem da fungdo cotangente-hiperbdlica é R\ [—1,1], isto é,
cotgh (R\ {0}) =R\ [-1,1]; (16.20)

(c) a fungdo cotangente-hiperbdlica é uma fungdo impar, isto €,

cotgh(—x) = —cotgh(x), para x e R\{0}. (16.21)

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representacdo geométrica do grdfico da funcdo cotangente-hiperbdlica é dada pela figura
abaixo.

Serd mostrado mais adiante que a representagdo geométrica do gréfico da fungdo cotgh, dada
por ([E13), é dada pela figura acima.

17.5 A funcao secante-hiperbdlica

Definicao 16.1.5 Para cada x € R, definimos a secante-hiperbédlica do nimero real x,
que serd indicado por sech(x), como sendo:

1
sech(x) = cosh(x]

2
= __2 (16.22)
e +e*
Com 1sto podemos definir uma fungdo, denominada fungao secante-hiperbdlica, da se-
guinte forma: sech:R — R, dada por

sech(x) = cos:l(x)

2
(= e Ppara x eR. (16.23)
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A fungdo secante-hiperbdlica tem as seguintes propriedades:
Propriedades 16.1.5

(a) temos que
sech(x) =1 se, e somente se, x=0; (16.24)

(b) o conjunto tmagem da fungdo secante-hiperbdlica é (0,1], isto é,
sech(R) = (0, 1]; (16.25)
(c) a fungGo secante-hiperbdlica é uma fungdo par,isto €,

sech(—x) = —sech(x), para x € R. (16.26)

Demonstragao:

As demonstracdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representacdo geométrica do gréafico da fungdo secante-hiperbélica é dada pela figura abaixo.

sech(x)

Serd mostrado mais adiante que a representacdo geométrica do gréfico da fungdo sech, dada por
(IE=23), ¢é dada pela figura acima.

17.6 A funcao cosecante-hiperbdlica

Definicao 16.1.6 Para cada x € R\ {0}, definimos a cosecante-hiperbélica do nimero
real x, que serd indicado por cosech(x), como sendo:

1
senh(x)
(=) 2
- ex — e—x

cosech(x) =
(16.27)

Com 1sto podemos definir uma fungdo, denominada fungao cosecante-hiperbdlica, da
sequinte forma: cosech: R\ {0} — R, dada por
1
senh(x)
(=) 2
T ex—ex?

cosech(x) =

para x € R\{0}. (16.28)
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A funcgéo cosecante-hiperbdlica tem as seguintes propriedades:

Propriedades 16.1.6

(a) temos que
cosech(x) #0, para x € R\{0}; (16.29)

(b) o conjunto imagem da fungdo cosecante-hiperbdlica é R\ {0}, isto é,
cosech (R\ {0}) = R\ {0}. (16.30)
(c) a fungdo cosecante-hiperbdlica é uma funcdo impar, isto €,
cosech(—x) = —cosech(x), para x € R. (16.31)

Demonstragao:

As demonstragdes dessas propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

A representagdo geométrica do gréfico da fungéo cosecante-hiperbdlica é dada pela figura abaixo.

(x, cosech(x))

cosech(x) -

Serd mostrado mais adiante que a representagdo geométrica do grafico da fungdo cosech, dada
por ([E23), é dada pela figura acima.

Temos as seguintes propriedades bésicas das fungdes hiperbdlicas, definidas acima:

Propriedades 16.1.7

1. Temos que
cosh?(x) — senh?(x) =1, para x €R; (16.32)

2. temos também que
cosh(x) + senh(x) =e*, para xe€R; (16.33)

3. temos
tgh?(x) + sech’(x) =1, para x € R; (16.34)
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4. €
cotghz(x) — cosech’(x) =1, para x e R\{0}. (16.35)

Demonstracgao:
Faremos a demonstragdo do item 0. .
As demonstragdes dos outros itens serdo deixados como exercicio para o leitor.
Observemos que, para cada x € R, temos:

cosh?(x) — senh?(x) = 7

[eZX L 2eXe x4+ e*ZX] o [eZX —2e¥e X+ e*ZX]
4

(TET) ,(CE2) [e" + e"]z B {e" — e"r
2

R NES

b

mostrando a validade da identidade (IE=33) e completando a demonstragdo do item (a).
O

Observacao 16.1.1 Pode-se mostrar que, dado a > 0, a representagdo geométrica do grdfico da
funcdo f: R — R, dada por
. cosh(ax)

f(x) —, » Ppara xeR,

descreve a posicdo de equilibrio de um fio homogéneo, cujas extremidades estdo presas a uma
mesma altura, deizado sob a ag¢do da for¢a da gravidade.
Tal curva € denominada de catenaria.

y (X, coshc(lu x) )




Capitulo 17

Apendice III: Outras Aplicacoes de
Integrais Definidas

Nas trés préximas segdes exibiremos aplicacdes de intergaris definidas para calcular o valor:
e do volume de sdlidos de revolugdo, utilizando o método dos cilindros;
e do comprimento de curvas que sdo graficos de fungdes a valores reais, de uma varidvel real;
e da d4rea de superficies revolugao.

17.1 Método dos cilindros (ou cascas cilindricas) para sélidos de
revolucao

Para sélidos de revolugao podemos encontrar seu volume por meio de um outro processo, denomi-
nado método dos cilindros (ou casas cilindricas) .

Para isto temos a:

Definigao 17.1.1 Sejam L <a e f,g:[a,b] = R fun¢des tais que

g(x) < f(x), para x€ [a,b]. (17.1)

Consideremos o sélido de revolugdo S obtido da rotagdo da regido limitada R, contida mo
plano xOy, delimitda pelas representagbes geométricas dos grdficos das fungées f e g, pelas
retas x = a, x = b, em torno da reta x = L, 1sto €, a reta x = L serd o eixo de revolugdo do
solifo S.

Para cada x, € [a,b], A(x,) denotard o wvalor da drea do cilindro obtido da rotacdo do
segmento, que € a intersec¢Go da reta x = X, com a regido R, em torno da reta x =L (veja a

figura abaizo).

591
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eizo de rotagdo ———»

segmento a ser rotactonado em torno da reta x = L

x = L (ewxo de revolugdo) x = L (eixo de revolugdo)

O cilindro acima obtido serd denominado segao cilindrica (ou cilindro) do sélido S em x,
(veja a figura abaizo).

segdo cilindrica do sélido S em X o

x = L (eizo de revolugdo)

Observagao 17.1.1 Observemos que, na situa¢do acima, temos que, para cada x € [a,b], o
valor da drea, 1sto é, A= A(x), da se¢do cilindrica do sélido S, em x, serd dada por:

A(x) = 27mtr(x) h(x), (17.2)

onde

r=r(x) e h=h(x)

sdo, respectivamente, os valors do rato e a altura da seg¢do cilindrica do sélido S, em x (veja a
figura abaizo).
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h(x) = f(x) — g(x)
a x b g
x = L (eizo de revolugdo)
Com 1isto, para cada x € [a,b], teremos que
r(x) =x—L, (17.3)
h(x) = f(x) — g(x). (17.4)
Substituindo ([Z3) e ([Z4) em ([2): A(x) =2m(x —L) [f(x) — g(x)]. (17.5)

Na situagdo acima temos o:

Teorema 17.1.1 (do método das cascas cilindricas (ou cilindros) para o cdlculo do volume
de uma sélido de revolugao) Sejam a,b,L tais que

L<a<hb.
Suponhamos que as fungdes f,g:[a,b] = R sdGo continuas em [a,b] e satisfazem
g(x) <f(x), para x € [a,b]. (17.6)

Entdo o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugdo S, obtido na Ob-
servagdo (1), serd dado por

b
y= J Alx) dx, (17.7)
ou seja, Yy=2r J (x — L) [f(x) — g(x)] dx w.v., (17.8)

onde u.v. denotard a unidade de volume.

Demonstracao:
Para mostrarmos a identidade (IZ7) acima, consideremos

Pi{a:XO)X1)”"Xn:b} (179)
uma parti¢do do intervalo [a,b] e, para cada i € {1,2, - ,n}, consideremos um ponto

& € [xim1,xil. (17.10)
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Consideremos a regido plana, formada pela reunido dos n retdngulos, que denotaremos por Ri,
paraie{1,2,---n}, (veja a figura abaixo) cujas bases sdo os intervalos

[Xi—1 3Xi]

e cuja alturas sdo os intervalos

(&, 9(&)), (&, f(&))],

cujo valor do comprimento é igual a

f(&) —g(&) .

.

a Xi—l :, Xiy, N
x = L (eixo de revolugéo)
Para cada i € {1,2,---,n}, rotacionando-se o retdngulo R, em torno da reta x = L, obtemos
um sélido de revolugdo, cuja reunido, para i € {1,2,---,n}, serd formada pelo que chamaremos de

cascas cilindricas e indicaremos por Si, que nos fornecerd uma aproximagdo para o valor do volume
do sélido S (veja a figura abaixo).

Para cada i€ {1,2,---,n}, o volume, que indicaremos por V;, de da cascas cilindrica S;, serd dado
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por (veja a figura abaixo)

[raio externo]” [valor da altura] — 7t [raio interno]® [valor da altura]
(xi — L)? [f(&) — g(&)] — 7t (xim1 — L) [f(&) — g(&)]

(¢ = 2%+ 12) = (1 — 20l + 12)] (&) - gl&)

¢ — 23—y + 2% 1L [£(&) — g(&0)]

=7t [xi +xip1 — 2L [f(&) — g(&)] (i —xi1) - (17.11)

ViZTE
7T

x = L (eixo de revolugéo)

=

Xi—1 Xi

xi—1 — L

xi — L

Logo,
o0
V= tm ) W
1=

= dim Y b — 21 (18 — 9] (x —xi1)

i=1

ST nll_)ngo Z 7 [xi +xip1 — 2 L] [f(&) — g(&)] Axg
i1
b
(2x —2L) [f(x) — g(x)] dx

Def. Integral de Riemann (veja (EZ3)) - J
a

b
=27 J (x = L) [f(x) — g(x)] dx w.v.,

a

como queriamos demonstrar.

Observagao 17.1.2

1. O Teorema (1) acima € conhecido como Teorema do método das cascas cilindricas

e, como veremos, serd util para o cdlculo do valor do volume de certos sdlidos de revolugdo.
Aplica-se SOMENTE para sélidos de revolugdo.
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2. Se o eixo de revolugdo € a reta

X=1,
onde L<a
ou b<L

e a fungdo f — g muda de sinal em [a,b], entdo o valor volume, que indicaremos por V,
do sdlido de revolugdo S, obtido da rotagdo da regido limitada R, contida no plano xOvy,
delimitada pelas representagcées geométricas dos grdficos das fungdo f e g, e pelas retas
x=aex=Db em torno da reta x =1L, serd dado por

b
VZZ?TJ Ix — L|[f(x) — g(x)] dx w.v.. (17.12)

a

Deizaremos como ezercicio para o leitor a verificagdo deste fato (veja a figura abaizo).

x = L (eizo de revolugdo)

3. Notemos que, no item B. actma (veja a figura actma), para cada x € [a,b], o valores do

rato e da altura da sec¢do cilindrica do sdlido S, em x, serdo dados, respectivamente, por:

r(x)=Ix—L e h(x)=If(x)—g(x)|. (17.13)

Sejam a,b,L € R tais que
L<a ou bZL.

Se a rotagao da regido R, for em torno de uma reta paralela ao eizo Ox, mais precisamente,
a reta
y=1L

(ou seja, o ewzo de revolugdo for a reta y = L), entdo podemos aplicar o Teorema do
método das cascas cilindricas (ou seja, o Teorema ([ZL1)), para obter o volume do sdlido
de revolugdo S (dado como no item B. acima), a saber,

b
V:27TJ y—LlIf(y) —g(y)| dy u.v., (17.14)

a
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onde a regid@o plana R é a regiGo limitada, contida no plano xOvy, delimitada pelas repre-
sentagcdes geométricas dos grdficos das fungdes

x="f(y), x=gl(y), paracada x € [a,b]

e pelas retas y = a, y =>b (veja a figura abaizo).

y = L (eizo de revolugdo)

A verificagdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

5. Observemos que, no caso do item [. acima , para cada y € [a,b], a segdo cilindrica do
sélido de revolugdo S, em y, pode ser otida rotacionando-se um segmento apropriado em
torno da reta y =L (veja figura abaizo).

No caso em que
L<a e gy <fly), para yE€la,bl,

temos a sequinte situacdo geométrica:

h(y) = f(y) —g(y)

y = L (eizo de revolugdo)

Com 1sto temos que, para y € [a,bl, o valor da drea, que indicaremos por A = A(y), da
se¢do cilindrica do sélido de revolugdo S, em y serd dada por

Aly) =2n(y —1) [f(y) — gy, (17.15)
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que nos fornece o integrando da integral definida acima, para o caso considerado, ou seja,
o volume do sélido de revolugGo S, serd dada por (CZI4).

6. A verificagdo da validade da expressdo ([ZId) para valor do volume V, do sélido de re-
volugdo S, no caso geral, serd deizada como exercicio para o leitor.

7. Notemos que, nmo caso do item B. acima, (veja a figura acima), para cada y € [a,bl, os
valores raro e da altura da segdo cilindrica do sélido de revolugdo S, em y, serdo dados,
respectivamente, por:

ry)=ly—L1 e h(y) =Ifly)—gly)l. (17.16)

Apliquemos as ideias acima ao:

Exemplo 17.1.1 Sejam f,g:R — R fungbes dadas por
fix) =1—x% g(x)=x*—1, para xeR. (17.17)

Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugdo S, obtido da
rotagdo da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas representagdes geométricas
dos grdficos das fungbes f e g, em torno da reta x = 2.

Resolugao:

As fungdes f e g sdo continuas em [a, b].

Logo podemos aplicar o Teorema do método das cascas cilindricas (ou seja, 0 Teorema (7))
para calcular o valor volume V do sélido de revolugédo S.

Observemos que

f(x) =g(x),
se, e somente se, T—x2=x>—1 ,
ou seja, x=1 e x=—1. (17.18)

A representagdo geométrica da regido R é dada pela figura abaixo:

eixo de rotagio

y \
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Notemos que, para cada x € [—1, 1], temos que o valor da area, que indicaremos por A = A(x), da
segdo cilindrica do sélido de revolugdo S, em x (é a rotagdo de um segmento em torno da reta x =2 -
veja a figura abaixo), serd dada por:

A(x) = 27tr(x) h(x)
—27(2—x) [(1—%)—(%—1)} dx, (17.19)
que é uma fungdo continua em [—1,1].

eixo de rotagio

sec8o cilindrica de S em x

y:17x2

Fan| a0 [(-¥) - (#-1)] o

Exercicio 32
= — 7T U.V.
3 )

completando a resolugdo.
O
Podemos também aplicar as ideias acima ao:

Exercicio 17.1.1 Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do solido de revolugdo
S, obtido da rotagdo da regido limitada R, contida no plano xOy, em torno da reta x = 3, onde

<

R € o circulo de centro no ponto (0,0) e cujo raio tem wvalor igual a 2, isto €,
Ri{(x,y)eRz; ,x2+y2§4}. (17.20)

Resolucao:
A representacdo geométrica da regido R é dada pela figura abaixo:
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x“+y- =4

x = 3 (eixo de revolugéo)

O sélido de revolugdo S é um toro, cujo volume foi encontrado anteriormente utilizando-se o
Teorema do método das fatias.

No Exercicio (EZ3), tratamos de um caso semelhante.

Aplicaremos o Teorema do método das cascas cilindricas (isto é, o Teorema (IZ11)) para encontrar
o volume V do toro acima.

Para isto observemos a figura abaixo:

>

Y

:)/47x2
A
\\ h(X):\/47)427(*\/4*7(2):2\/47)(2
/ |
I
/'r(x]=3x
4 x?

x = 3 (eixo de revolugéo)

y=—

Deste modo, para cada x € [—2,2], o valor da &4rea, que indicaremos por A = A(x), da secdo
cilindrica do sélido de revolugdo S, em x, serd dada por:

A(x) = 27t [raio da segdo cilindrica do sélido S, em x] - [altura da segdo cilindrica do sélido S, em x|

=2m(3—x) (\/4—x2—\/4—x2)
=4m(3—x)V4—x2, (17.21)

ou seja, uma fungéo continua em [—2,2].
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Portanto, do Teorema do método das cascas cilindricas (isto é, Teorema (IZ11)), segue que

b
1% = J A(x) dx

a

2
(nI:m)47_[J (3—x)V4—x*dx

-2
2 2
=47 U 3\/4—x2dx—J X\/4—x2dx}
2 2

como visto na disciplina de Calculo 1 22 X 1 x=2 1 3 x=2
=2 47 {3 | = arcsen (7> +-x V22 —%? + |—= (4—x2)
2 2 2 x=—2 3 x=—2
Bxercicio 2472 wv..
Portanto

V =247 uwv.,
completando a resolugdo.
Abaixo temos uma figura que nos fornece uma representacio geométrica do sélido S em questio.

O
Para finalizar temos o:

Exercicio 17.1.2 Encontre o valor do volume, que indicaremos por V, do sélido de revolugdo S,

obtido da rotagdo da regido limitada R, contida no plano xOy, delimitada pelas representagdes
geométricas das retas

x=y—3, x=—-y+3, y=1, (17.22)
em torno da retay = 1.
Resolucgao:
A representacdo geométrica da regido R é dada pela figura abaixo.

x=y—3
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Observemos que
y—3=x=-y+3,
se, e somente, se, y=3. (17.23)

Logo, para cada y € [1,3], o valor da drea, que indicaremos por A = A(y), da segéo cilindrica do
sélido de revolugdo S, em y, serd dada por (veja a figura abaixo)
A(y) = 27t [raio da segdo cilindrica do sélido S, em y] - [altura da segdo cilindrica do sélido S, em y]

=2n(y—1)I[38—y)—(y—3) )
=2n(y—1)(6—-2y), (17.24)

ou seja, uma fungio continua em [1, 3].

Ty =y—1

Portanto, do Teorema do método das cascas cilindricas (isto é, o Teorema (1)), segue que

b
y = J Aly) dy

a

3
(z)ZnL(y—n(e—zmdy

Exercicio 232
= — 7T W.V..

Portanto
232
V = ED T WV, ,

completando a resolugéo.
Abaixo temos uma figura que representa o sélido em questio.
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17.2 Comprimento de curvas dadas pelo grafico de uma funcao, a
valores reais, de uma variavel real

Consideremos f : [a,b] — R uma fungio.
Nosso objetivo é encontrar uma expressdo para o valor do comprimento, que indicaremos por 1,
da curva determinada pela representacdo geométrica do gréafico da fungdo f (veja a figura abaixo).

A idéia central do resultado a seguir é, "aproximar” a curva por uma poligonal, as quais sabemos
calcular o valor do seu comprimento.
Para isto temos o:

Teorema 17.2.1 (do comprimento de uma curva que é grifico de uma fungao) Seja f :
[a,b] = R uma fun¢do continuamente diferencidvel em [a,Db].

Entdo o valor do comprimento 1, da curva determinada pela representacdo geométrica do
grafico da fungao f serd dado por:

b
l:J 14 [f/(x)]% dx we., (17.25)

a

onde u.c. denotard a unidade de comprimento.

Demonstragao:

Para tanto, consideremos

P={&xo=a,x1, - ,xn =1}

uma partigdo do intervalo [a,b].
Consideremos, para cada i € {1,2,---,n}, o ponto

P = (xq, f(xi))

que pertence ao grafico da fungéo f, e o respectivo segmento de reta (veja a figura abaixo)

Pi_1,Pi,
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a = Xgp X1 X2 X3 b =x4 X

Observemos que o comprimento do segmento Pi_;P; é dado por (pelo Teorema de Pitdgoras - veja
a figura abaixo)

Teorema de Pitdgoras

V(Ax)? + (Aye)?

= /(A + [F(xi) — Fxi ). (17.26)

Pi_1P;

Axi

Como a fungdo f : [a,b] — R é continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b) (pois a fungdo f é
continuamente diferencidvel em [a,b]), para cada i€ {1,2,---,n}, do Teorema do valor médio (como
visto na disciplina de Célculo 1), segue que podemos encontrar &; € [xi_1,%;], de modo que

£ /(E.i) Teorema do:valor médio f(xi) — f(Xi—1 )
X1 —X{—1
_ i) = flxia)
Axi ’

ou seja, f(xi) — f(xi1) = /(&) Axq . (17.27)
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Substituindo (I7Z7) em ([Z2A), obteremos

PuiPi= y/(ax)? + [ (6 Ax)’
= \/1+ [f/(&)]) A% (r:28)

Logo
n
L= lm ) PiiP:

i=1
n
= 31 () o
i=

Def. Integral de Riemann (veja (EZ3)) Jb 1+ [f /(X)}z dx
= y

a

como queriamos mostrar.

U
Apliquemos as ideias acima ao:
Exemplo 17.2.1 Seja f:[1,8] — R a fun¢do dada por
f(x) =3+x2, para xcl1,8]. (17.29)

Encontrar o valor do comprimento 1 da curva que € a representacdo geométrica do grdfico
da fungdo f .

Resolucgao:
A representacdo geométrica do gréfico da fungédo f é dada pela figura abaixo.

' ()i 3
fi(ix) = ix [3—1—7(2}
zéx%, para x € [1,8], 17.30
2

que é uma fungio continua em [1, 8], ou seja, a fungio f é continuamente diferencidvel em [T, 8].
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Logo, do Teorema do comprimento de uma curva (ou seja, o Teorema ([Z21)), segue que:

b
1('13')J 1+ [f/(x)]” dx

8 1

3 2
] ]+ |:2X2:| dx

como x>1>0, tere:mos (vX)2=Ix|=x] JS 14 ZX dx
1

apliquemos o Teorema de subtituigdo na integral definida (ou a Observagdo (EZZ)):
se w=1-+ 7x, teremos: du = dx

(=) J

se x =1, teremos: u= %

se x =8, teremos: u= 7 =19
19 4
J Vu = dx
13 9
Exercicio 1
g [152\/19—13\/13} we.,

ou seja,

1:% [152\@—13\1@] we.,

completando a resolugao.

O
Podemos também aplicar as ideias acima ao:
Exercicio 17.2.1 Seja f:[1,v/3] = R a fungdo dada por
f(x) =1n(x), para x€[1,V3]. (17.31)

Encontrar o valor do comprimento 1 da curva que é a representacdo geométrica do grdfico

da funggo f .

Resolugao:
A representacdo geométrica do grafico da fungdo f é dada pela figura abaixo.
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Observemos que a fungio f é continuamente diferenciavel em [1,+/3] e, além disso, termeos

£1(x) = d% (In(x)]
= %, para x € [1,V3]. (17.32)

Logo, do Teorema do comprimento de uma curva (ou seja, o Teorema (I[Z—21)), segue que:
(=) [° 2
1= J 1+ [f'(x)]" dx
a

V3 2
("IZE)J 1+H dx

X

1
V3o X241
== - dX
1 X
como x>1>0, temos VxZ=x J\g Xz +1 dx
1 X

Exegicio 7 _ \/2—{— In [2 <ﬁ+ ]) \/ﬂ u.c.,

ou seja,

1=2—V2+In {2 (ﬁ—H) \@} u.c.,

completando a resolugéo.

Para finalizar temos o:

Exercicio 17.2.2 Encontrar o valor do comprimento l da curva que € a representacdo geométrica
do grdfico da fungdo f:[1,3] —» R dada por

fly) = 6y 1, para xe€[1,3]. (17.33)

Resolugao:
A representacdo geométrica do gréfico da fungdo f é dada pela figura abaixo.
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Observemos que a fungdo f é continuamente diferencidvel em [1,3] e, além disso, temos

=3 d |1 ;3 1
f = — |2y — -1
(y) ay Ly 3
3 2
=Y Ty PA V€ 1,3l (17.34)

Logo, do Teorema do comprimento de uma curva (ou seja, o Teorema ([Z21)), segue que:

= [ ) ay

a

3 2
(=3 3, 1
B L \/1 - {zy UZ} dy

6
3
Exercicio 9 2 1 )
= -y +-——=]dy
L (6 y?

AN
118 6Y] [y
118
_Tu.c,
ou seja,
118
L:TU.C,

completando a resolucéo.

17.3 Area de uma superfice de revolugao

Seja f: [a,b] — R uma funcdo ndo negativa em [a,b], ou seja,
f(x) >0, para x€ [a,b].

Nosso objetivo é encontrar a area, que indicaremos por A, da superficie de revolugdo, que chama-
remos de S, obtida da rotagdo da curva dada pela representagdo geométrica do grafico da fungio f em

torno do eixo Ox (veja a figura abaixo).
y = f(x)

| |
~

a b x (eixo de revolugdo)

Com a notagdo acima temos o:
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Teorema 17.3.1 (da drea de uma superficie de revolugao) Seja f : [a,b] — R uma fungdo
continuamente diferencidvel e ndo negativa em [a,b].

Entao
.AZZT[Jb f(x)\/1+ [f’(x)]zdx u.a., (17.35)

a

onde u.a. denota unidades de drea.

Demonstragao:
Consideremos
P={xo=a,x1, - yXn = b}
uma parti¢do do intervalo [a,b].
Consideremos, para cada i € {1,2,---,n}, o ponto do grifico da fungéo f, que denotaremos por

P = (xi, f(xi))

e o respectivo segmento de reta (veja a figura abaixo)

Pi1,Pi.

Quando o segmento P;_;P; é rotacionado em torno do eixo Ox, obteremos a superficie lateral de
um trono de cone, que indicaremos por S; (veja a figura abaixo), cujos raios da base e do topo séo

rior = f(xio1) e T =1f(x), (17.36)

respectivamente.
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x (eixo de revolugdo)

Axi = Xi —X{_]

Observemos que a geratriz deste tronco de cone acima é o segmento P;_1P; que, como vimos na
secdo anterior, tem comprimento dado por

PiaPi= 1+ [f/(&0)]° A (17.37)
onde &; € [xi_1,xi], paracada i € {1,2,--- ,n} (veja (C=23)).

Assim, par cada i € {1,2,---,n}, a area lateral do trono de cone S;, que indicaremos por Aj;, serd

dada por
A Veja (*) na Obéervagéo abaixo . (T‘i T ) (Pi_] Pl)

veja a ﬁgura a:cima € (m) e [f(Xl) + f(Xi_] )] [ (Eﬂ.)] Axl (1738)

Logo
= T}Lngoz A= nlLIEoZ {ﬁ (xi) + flxim1)] /T + [f’(ii)]zAxi}

b

Def. Integralzde Riemann ZT[J f(X) 1+ [f /(X)]Z dx wa.,

a
como queriamos mostrar.

]
Observagao 17.3.1 A identidade (*) utilizada na demonstragdo acima, pode ser mostrada da

sequinte forma:

Se A wndica o valor a drea lateral de um cone, que tem como raio da base T e geratriz
medindo 1, entdo temos que (veja a figura abaizo):

& . 2nr
7'[12 - 27l
ou seja, Ac=mrl. (17.39)
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drea lateral do cone ao lado

27r

-—
T

Com 1isto, como veremos a seguir, podemos obter a
(veja a figura abaizo), onde

drea lateral de um tronco de cone At

AC=1l, AE=1l;, BC=11 e DE=n;. (17.40)

A

Para tanto, observemos que os tridngulos AABC e AADE sdo semelhantes (caso AAA -

figura abaizo) logo

DE _BC
AE  AC’
de (CZZO), teremos: n_n
L L
ou seja, nh=-"1. (17.41)
Logo
|'u
AT = 7 ],] —T[T‘zlz
= 4 12) (L= L) wa., (17.42)

que for a identidade (*) utilizada na demonstragGo do Teorema (CZ3) acima.

Apliquemos as ideias acima ao:
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Exemplo 17.3.1 Seja f: [O, 72—1 — R a fung¢do dada por

f(x) = sen(x), para x¢€ {O,g} . (17.43)

Encontre a drea, que indicaremos por A, da superficie de revolugcdo S, obtida quando rota-
ctonamos a representacdo geométrica do grdfico da fungdo f em torno do eizo Ox.

Resolugao:
Como a fungéo f é continuamente diferenciavel em [O, g} e, além disso, temos
=) d
t/(x) =V = [sen(x)
dx
=cos(x), para x¢€ [O,g] . (17.44)

Logo, do Teorema da drea de uma superficie de revolugdo (ou seja, o Teorema ([CZ31)), segue que

b
A(HI:E)ZNJ £(x) /14 [f/(x)]* dx
a
(=) e (==3), Jz sen(x) /1 + [cos(x)]? dx
0

aplicando o Teorema da substituigdo para a integral definida (ou a Observagdo (BEZZT))
se u = cos(x), teremos: du = —sen(x) dx
sex=0u=1
se x =5, teremos: u =0

:JO V1+u? (—du)

1

Exercicio [\/§ +1n (ﬁ + 1)} u.a.,

ou seja,

A=mn {\ﬁ—i—ln(\/i—H)] u.a.,

completando a resolucéo.
A superficie S tem sua representacdo geométrica dada pela figura abaixo:

Temos os seguinte exercicios resolvidos:
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Exercicio 17.3.1 Calcular a drea lateral de um cone circular reto cujo rato da base mede v > 0

e a altura mede h > 0.

Resolugao:
Geometricamente temos

-— >
T

Observemos que a superficie acima pode ser obtida como rotacdo do grafico da geratriz do cone
(veja a figura abaixo) em torno do eixo Ox.

Yy |

Podemos descrever a geratriz como grafico de uma fungdo de x, para x € [0, h], da seguinte forma:
Na figura abaixo os tridngulos AABE e AACD séo semelhantes (caso AAA).

D
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Logo
AB _AC
BE CD
ou, equivalentemente x h (17.45)
v —_— == .
) q ) f(X) T )
ou seja, a fungdo f: [0, h] — R serd dada por
f(x) = %x, para x € [0,h]. (17.46)
Notemos que a fungio f é continuamente diferencidvel em [0, h] e, além disso, temos,
(tzzm) d 7
Tl 1t
() dx hX
. para x € [0,h]. (17.47)

h )
Logo, pelo Teorema da drea de uma superficie de revolugéo (ou seja, o Teorema ([Z3T)), segue
que
(c=m), (P o2
A= ZT[J f(x)\/ 1+ [f'(x)]" dx

a

(orm) ¢ (erm) J "

T 112
— x4/ 1 {—} dx
o h + h
Exercicio
=" nrlu.a.,
ou seja,
A=nrlua.,

completando a resolugéo.
O

Para finalizar temos o:

Exercicio 17.3.2 Calcular a drea da superficie de revolucdo S, obtida da rota¢do da Tepre-
sentag¢do geométrica do grdfico da fungdo f em torno do eizo Oy, onde a fungdo f:[0,1] = R
é dada por

fly)=vy®, para yel0,1]. (17.48)

Resolugao:
A representacdo geométrica do gréfico da fungéo f é dada pela figura abaixo.

y (eixo de revolugdo)
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Notemos que a fungio f é continuamente diferencidvel em [0, 1] e, além disso, temos,

(=) d(L [93}

=3y%, para xel[0,1]. (17.49)

f'(y)

Logo, pelo Teorema da drea de uma superficie de revolugéo (ou seja, o Teorema ([Z3T)), segue
que

27

ou seja,

Az%(WVﬁ—ou&,

completando a resolugdo.
A superficie revolugdo S tem sua representacdo geométrica dads pela figura abaixo:
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Capitulo 18

Apendice IV: A Férmula de Taylor
Para Funcoes a Valores Reais, de
Varias Variaveis Reais

18.1 Formula e Polinomio de Taylor para Fungoes Reais de uma
Variavel Real

Nesta se¢do recordaremos a férmula de Taylor para fungdes a valores reais, de uma varidvel real, vista
na disiciplina de Célculo I, a saber o:

Teorema 18.1.1 (de Taylor) Seja g: [a,b] — R uma funcdo de classe C* em [a,b] tal que g™
¢ diferencidvel em (a,b).
Entdo existe c € (a,b) tal que

gb)=gla)+g'(a)(b—a)+---+

Com isto temos a:

Definicao 18.1.1 Dada uma fung¢do g : I — R definida num intervalo 1 que seja n-vezes de-
riwdvel no ponto a € I, o polinédmio de Taylor de ordem n associado a funcao g no ponto
x =a , wndicado por pn, € definido por:

2 g™ (a)

"
g9"(a) T
n!

2!

pa(x) = g(a)+g'(a) (x—a) + (x—a) (x—a). (18.2)
Observacao 18.1.1

1. Observemos que nas condigées do Teorema (IEZL) acima, se considerarmos

h=b—a, (18.3)
teremos que ([E1), tornar-se-d:
gla+h) =pn(a+h)+Ruii(h) (18.4)
(n+1) n+1
L g™ (e)h

onde Rn_H (h) = W (185)

. . Rn+1 (h) .
satisfaz ]1115:(1) = 0. (18.6)

617
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2. Se

em (E), entdo teremos:

(18.7)
para algum c € (0,1).
Temos também a:

Definicao 18.1.2 O numero real Ry11(h), dado por (IZH), serd denominado resto de Taylor de
ordem n, associado a funcao f, no ponto x = a, isto ¢,

g(n+1)(c)hn+1

m+1)!
Observagao 18.1.2 Na disciplina de Cdlculo 1, uma aplicagdo importante do Teorema de Tay-
lor, pode ser estudar os pontos criticos de uma fung@o a valores reais, de uma varigvel real, 1sto
€, determinar os pontos de mdzimo, minimo locais (ou relativos) de uma fun¢do g: A C R — R.

Lembremos que do Teste da deriwada sequnda (visto ma disciplina de Cdlculo 1) diz o se-
guinte: Suponhamos que a fun¢do g: 1 C R — R é duas vezes diferencidvel em 1 e tem um ponto
critico em xo € 1, isto €,

Rat1(h) = (18.8)

g /(Xo) =0,
entdo:
1. se
9 ”(Xo) >0,
teremos que a fungdo g tem um minimo local (ou relativo) no ponto x,;
2. se
g "(xo) < 0,

teremos que a fungdo g tem um mdzimo local (ou relativo) no ponto X,.

Um modo de lembrar (e de demonstrar o resultado acima) € utilizar a Férmula de Taylor
(I=T).

De fato, suponhamos, para facilitar, que a fungdo g seja de classe C* em I e x, = 0.

Logo do Teorema de Taylor (ou seja, o Teorema (IET), com b =x e x, = 0), seque que
existe c € 1, tal que:

an) "
g(x) =g(0)+g'(0)x + 9 2(' )X 49 3'(6) N
"(0)= an) "
TE 04 8 z(z b+ f 31(6)"3' (18.9)
Logo, para
X ~Xo :O
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Observemos que, a pardbola

tem concavidade voltada para cima se

g”(0)>0.

619

(18.10)

Neste caso a fungdo g teria um minimo local (ou relativo) em

Xo = 0.

Por outro lado, a pardbola de equagdo (IETM), terd concavidade voltada para baizo se

g”(0)<0.

Neste caso a fungdo g teria um mdzimo local (ou relativo) em x, = 0, dai a 1mportdncia do
sinal da derwada segunda da fungdo g mo ponto x, = 0.
A figura abaizo tlustra o que ocorreu em cada um dos casos acima.

|
o
(53]
o
(53]
[
=
a1
N

18.2 Formula e Polinéomio de Taylor para Fungoes a Valores Reais,

de Duas Variaveis

Nosso objetivo é encontrar uma expressdo semelhante ao que foi feito para fungdes a valores reais, de
uma varidvel real, na segdo anterior para fungdes a valores reais, de n-varidveis reais.
Iniciaremos tratando do caso de funcdes a valores reais, de duas varidveis reais (isto é, o caso

n=2).

Observacgao 18.2.1 Para isto consideremos A um subconjunto aberto de R?, Py = (x0,Yo) € A
e (h,k), de modo que (xo,Yo)+1t-(h,k) € A, para cada t € [0,1] (que é possivel pois o conjunto
A € aberto em R? e P, € A - veja figura abaizo).

Yo +k

Yo

Xo

Xo +h

X

@(t) = (xo,yo) + t(h,k), 0 <t < 1
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Consideremos a func¢do f: A — R de classe C™!" em A e, a partir dela, defina a fungdo
g:[0,1] —» R dada por

g(t) =f(xo +th,yo+tk), para tel0,1], (18.11)

ou seja, a func¢do

g=fogq,

onde a fungdo ¢ :[0,1] — R? é dada por

@(t)(x(t),y(t))
= (xo +th,yo+tk), para tel[0,1]. (18.12)

Notemos que imagem da funcdo ¢ é o segmento de reta que une o ponto (xo,Yo) ao ponto
(xo + hyYyo +k)) (veja a figura acima).

Como a fungdo ¢ € de classe C* em [0, 1], seque que a fungdo g serd uma fungdo de classe
C™! em [0,1] (pois ela é a composta da fungdo f com a funcdo @).

Podemos assim aplicar o Teorema de Taylor visto na disciplian de Cdlculo I (isto é, o
Teorema (IET)) para a fungdo g e obter a férmula de Taylor para a fungdo g, com

Notemos que
©(0) = (x0yYo) = Po, g(0) = f(P,) e g(1) =f(xo +h,yo +k). (18.13)

Fazendo uso da regra da cadeta (isto é, o Teorema ([IZ1)), teremos:

ooy Of dx of dy
g'(t) = &[‘P(t)] E(t) + @[(P(t)] E(t)
of of
= &[(X(t)»y(t))]hﬂL @[(X(t%y(t)ﬂk, (18.14)
yon | 9% dx of dy o f dx o2f dy
(1) = |32l () G (0 + 5= lo(t) dt(t)] h+ [ oy 0] g (V) 5 sfe(t) dt(t)] k
of o*f of o*f
= [axz[@(tﬂPt+-ayax[@fU]k h+ axay[ (t)h ayz[@fﬂ]k k
fxy Teorema de S‘chwmzfHX aZf aZf aZf

?
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") = [2:[@( ety aj;fxz [o(t) fi‘ﬁ(t)] h?
12 [M%;fax[cp(tn T+ ajjgx o] Fiv)] kn
!af;fyz[cp(tn Ho+ aa;’;[cp(tn ‘;‘i(t)] K2
= !2:[@&)1 h+ aj;‘;z[cp(tn k] h?
2 !m?;fax[‘p(t”“ ag‘;x[m(tnk Kh

o3f o3t ,5
+ [axayz[@(t)] h+ ayg‘[@(t)]k] k

Teorema de Schwarz
= fyyxy_fxyx—

Teorema de Schwarz 3
fxyy = XXy a f

—[pt)]h*+3
ox® ot oy 0x

O o+ O (o
oy’ ox oy? ’

+3
gk(t) =+,

para k€{3,4,--- ,n+1}L

Fazendo-se t =0 nas expressées actma, obtemos (lembremos que @(0) = P,):

of of
9’(0)=5(Po)h+ @(Po)kv
o%f f o%f
"(0) = —(Py) h% + 2 Po)hk + —(Po) k2
(0) axz( o) h* + axay( o) +8y2( o) kK7,
03f 03 f 3 03f
9"(0) = 55(Po) 3axzay(P0)h2k+3 ” yz(Po)th O?(Po)k% (18.16)
em geral teremos:
n
onf C
™)=Y ()20 (Py) AT
o™ (0) %(j>axn)ay,( y
n+1
+1 ontIf s
g™ (c) = <“j )axn+1jzhﬂ(xo+—ch,yo+—ck)hﬁ+‘lk& (18.17)

para algum c € (0,1).
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Deste modo, teremos:

f(xo + 1, yo + k) =2 g(1)

(=3)

="9(0)+9g'(0)- 1+ Sk

g ”(0) 5 g(n)(o) ; g(n+1)(c)
TR TR R P by
(EB:EE);(EE:IJ)

of of
f(xo )Uo) + (ax(xo )Uo)h+ ay(xmyo)k> +

1 (o o*f of
+<a (Xo>yo)h2+2 (Xoyyo)hk+@(xoyyo)kz

20 \ox? 0x dy
I « /n onf o
4+ — (%0, h" 7K +R h,k 18.18
. j_ZO(J)aanay)( o1 0) (k) (18.18)
onde
1 Y my ontf e
Rn+](h)k): (n+])'z< ] )M(X0+Ch)yo+0k)hn+1 Jk], (1819)

para algum c € (0,1).
Notemos que, embora ¢ possa variar com (h,k),, teremos que:

an-i-]f an-Hf
5o 0 2T gy 0 T €M Yo T = g 0 ve)s e
aTL-H
pois a fungdo f é de classe C™! no conjunto A (logo a fungdo T T o serd uma fungdo
X Yy
continua em (X0,Yo)) e c € (0,1).
Além do mazis, para j € {0,1,--- ,n}, teremos
|hn+1 —j k]| h‘n—H—j k]
(ORI It
[/~ k)
(hz + kz) 2 <h2 + kz)%
h24k2>h2, k2 [p v [k
< — :
() 7 ()’
L a3
Rk
= |h|. (18.21)

Notemos que, para

j=n+1,
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teremos:
|hn+1fj k) | thr] —j k)

001 | (2 2)?
k[T
(h?+1?) :
h2+k<22k2 [kt

()
(18.22)

= |k].

n+1=j

e

Assim, do Teorema do sanduiche e de (IEZ21) e ([E=22), segue que para cada
j E{O)"' ,TL—|—]},

hn+1—j kj
(18.23)

lim ——mm—
(h,k)—(0,0) (hz + kz) 2

Combinando as identidades ([B20) e ([B23), teremos que R,i1(h,k), ird satisfazer
an-‘r]f o
(xo + ch,yo + ck) A1 1

1 n+1 n+1
L5 ) aeriay

teremos:

. Rn+1(h>k) (=xT3) (TL—I—])’ j=0
lim ——— = im =
(hk)—(0,00 [|(h, k)| (hk)—(0,0) (hz +kz>7
—(h2+x2) %
1 n+l _— ot e Rty
= li - h, k li —_—
(n+1)! ]_ZO< j > (h ) 10,0) O™ 1) oy (xo el yo +ck) (k) (0,0) (h? +k2)2
(g) axfj:rjijfayj (x0yYo) (?)O
1T W me1y ot
Tt ;O( j >axn+1—i oy U Ye) 0
=0.
Portanto Rt (h k)
lim M )
(h,k)—(0,0) [[(h,K)||™

Com isto podemos introduzir a s:

Definicao 18.2.1 Considerando-se

X=X +h e yYy=yo+k

na erpressdo ([(E1A), definimos o polindmio de Taylor de grau (no maximo) n, associado a
funcao f no ponto P, = (x,,Y,), como sendo o polindmio pn (nas duas varidveis x e y)) dado




624 CAPITULO 18. APENDICE IV: POLINOMIO DE TAYLOR

por:
(%,3) = F%0 Yo) + 2 (Xo » Yo) (X — Xo) + 2 (o 1 o) (Y — Yo)
PnlXyY) =TXo0 Yo +a Xo3yYo) (X —Xo +@X0)UO Y—Yo
1 [ 0%f o2f o2
+i <a 2(X0>yo)( _Xo)2+2axay(xo,yo)(X—Xo)(y—yo)-f-ayz(xo,yo)(y—yo]z)
o Z< > = Ja i (%o Yo) (X —x0)" T (y — o), (18.24)

e o resto de Taylor, associado a funcao f, de ordem n + 1, no ponto P, = (x0,Yo), tndicado

por Rn.1(h,k), como sendo:

1 ' meny ot
Rni1(h,k) = Z ( i > W(Xo +ch,yo+ck) R T1J (18.25)
: Yy

para algum c € (0,1).

Observagao 18.2.2

1. A ezxpressdo ([E24) é conhecida como Férmula de Taylor de ordem n, associado a
fungao f, no ponto P, = (x,,Yo) -

2. Note que o polinémio de Taylor de ordem um, assoctado d fungdo f, no ponto P, = (X0, Yo),
((EZ=Z4) com n = 1) serd dado por:

of

P1(x,3) = F(Po) + 5 (Po) (x o) + 50(Po) [y = vo) (18.26)

cuja representacdo geométrica do grdfico € o plano tangente a representacdo geométrica
do grdfico da fungdo f no ponto Py = (X0,Yo).

3. Jd o polinémio de Taylor de ordem dois, associado & fun¢do f, mo ponto P, = (X0,Yo),
(=) com n =2) serd dado por:

of of
P2(x,y) = f(Po) + a(Po) (x —%o) + a(Po) (Y —Yo)
1 azf azf aZf
+3 (aXz(Po) (x —x0)% 42 5% 2y (Po) (x —xo) (Y —yo) + @(po) (y _yo)z> (18.27)

que serd uma quddrica, cuja representagcdo geométrica do seu grdfico, melhor aprozima
(entre todas as quddricas) a representagdo geomética grdfico da fungdo f, perto do ponto

Py = (%o )yo)-

4. Nos exemplos que sequem, procuraremos identificar o comportamento da fun¢do prdézrimo
ao ponto Py, = (x0,Yo), analisando a representagdo geométrica do grdfico do seu polinémio
de Taylor de ordem 2, associado a fungdo f, no ponto Py, = (X0 ,Yo)-

Cmegaremos pelo:
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Exemplo 18.2.1 Encontre o polinémzio de Taylor de ordem dozis, isto é

PZ(X,U) y

assoctado & funcdo f, no ponto
Po = (Xo )yo) = (O)O) )

onde a fungdo f:R?> — R ¢é dada por
f(x,y) =xsen(y), para cada (x,y) € R?. (18.28)

Resolucgao:

A funcdo acima é claramente de classe C* em R2.

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Logo podemos considerar o polindmio de Taylor de qualquer ordem associado a fungdo f em
qualquer ponto de RZ.

Em particular, consideraremos o polindmio de Taylor de ordem dois associado a fungdo f no ponto

Po = (X0,Y0) = (0,0). (18.29)

Para isto precisaremos calcular todas as derivadas parciais da funcdo f, até a segunda ordem, no
ponto ([E23) .
Podemos fazer isto olhando a tabela abaixo (veja ([IBZ23)):

(x,y) calculado em P,
f x sen(y) 0
% sen(y) 0
aa;? x cos (y) 0
2: 0 0
aizafy cos (y) 1
2;2 —x sen(y) 0
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Assim, do item B. da Observagdo (IBZ2) e da tabela acima, teremos:

S p) 1 2 b)) 1 2 Py
p2(x,y) = f(Po)JraX(PO)(x xo)—i-ay(Po)(y Yo)
1 0%f 2 0% f o2f .
+3 (aXZ(Po)(x—xo) —i—ZaXay(Po)(X—Xo)(y—yo)+@(Po)(y—yo) )
o= of of
= f(O,O)—i—aX(O,O)x—i—ay(O,O)y

1 (o of o°f
— | =—(0,00x*+2—-(0,0 —(0,0)y?
+2; (axz( ) )X + axay( ) )Xy+ay2( ) )y>

tabela acima 1
= 2 (
=xy, paracada € (x,y)R?, (18.30)

2xy)

completando a resolucéo.
O

Observagao 18.2.3 Observemos que a representa¢do geométrica do grdfico da fungdo polino-
mial p2, dada por (IEZ0), serd uma sela (como for visto na disciplina de Geometria Analitica).
As figuras abaizo exibem a representacdo geométrica do grdfico da fungdo f e do polinémio

<

de Taylor de ordem 2, associado a fungdo f, no ponto P,, isto €, a fungdo polinomial p;:

< - 2529 %\
NN ettt
‘{‘%%‘\‘:%itézizz'tzts‘:t\\““

NS .
\Q? \\{{“ A

Tratemos agora do:
Exemplo 18.2.2 Encontre o polinémio de Taylor de ordem dois, assoctado d fung¢do f, no ponto
Po = (X0,Y0) = (0,0),
1sto €, a fungdo polinomial py, dada por ([EZ1), onde a fungdo f: R? — R € dada por
f(x,y) =x sen(x) +y sen(y), para cada (x,y) € R?. (18.31)

Resolugao:
Como no Exemplo ([E=Z1) acima, temos que a fungio acima é de classe C>° em R?.
A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Logo podemos considerar o polinémio de Taylor de qualquer ordem, associado a funcdo f, em
qualquer ponto de R?.
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Em particular, consideraremos o polindmio de Taylor de ordem dois, associado a funcio f, no
ponto
Po = (%0 ,Yo) = (0,0). (18.32)

Para isto precisamos calcular todas as derivadas parciais da funcdo f, até a segunda ordem, no
ponto P, (veja (IE3=3)), que sdo dadas na tabela abaixo:

(x,y) calculado em P,
f x sen(x) +y sen(y) 0
ﬁ sen(x) + x cos(x) 0
ox
of
B sen(y) +y cos(y) 0
o f
3 2 cos(x) — x sen(x) 2
0x
0%f
0 0
0x dy
0% f
— 2 cos(y) —y sen(y) 2
dy
Assim,
=27 of of
pa(x,y) = 1(Pe) + — (Po) (x — xo) + 3y (Po)v —vo)
1 0%f 5 0% f %f 5
+5 <ax2(Po)(x—xo) +zaxay (Po)(x —%0)(y —Yo) + @(PO)(y — o) >
abela acima 1
tabela 5 (2X2+2y2)
=x*+y®, paracada (x,y)€R?, (18.33)

completando a resolugéo.
O

Observacao 18.2.4 Notemos que a representacdo geométrica do grdfico da fung¢do polinomaial
P2 (dada por (IEZ3)) é um paraboldide de revolugdo (como wisto na disciplina de Geometria

Ananlitica).
As figuras abaizo representam aa representagbes geométricas dos grdficos das fungdes f e

P2, respectivamente.
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A seguir temos o:

Exercicio 18.2.1 Encontre o polinémio de Taylor de ordem dois (sto é, a fungdo polinomaal
P2, dada por (IEZ1)), associado a fungdo f: R? — R dada por

f(x,y) = sen(x4 —|—y4> , para cada (x,y) € R?, (18.34)

z

em torno da origem, isto é, no ponto

Py = (X())yo) = (0»0)

Resolugao:
Notemos que a funcio f, dada por (IE=4), é de classe C* em R2.
A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Logo podemos considerar o polindmio de Taylor, de qualquer ordem, associado a fungdo f, em
qualquer ponto de R?.

Em particular, consideraremos o polinémio de Taylor de ordem dois associado a fungdo f no ponto

Po = (X0 ,Yo) = (0,0). (18.35)

Para isto precisamos calcular todas as derivadas parciais da funcdo f, até a segunda ordem, no
ponto P, (dado por (IE=H)), que sdo dadas na tabela abaixo:
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(x,y) calculado em P,
f sen <x4 + 94) 0

% 4x3 cos (X4 + U4> 0

:; 4y3 cos <X4 +U4) 0

2: 122 cos (x4 +y4) —16x° sen(x4 +y4) 0

aizafy —16x3y3 sen <X4 + 94) 0

2; 12y? cos <X4 +y4) —16y° sen<x4 —|—y4) °

Assim,

0 0
p2le,y) = 1(Po) + 2 (Po) (x = o) + 3 (Po)ly — o)

1 [ *f : o f o f :
+ 21 (aXZ(PO)(X —Xo)"+ zax oy (Po)(x —%0)(y —Yo) + aiyz(Po)(y —Yo) >
tabela:acima 0 , (1836)
completando a resolugéo.
O

Observacgao 18.2.5 Notemos que a representagcdo geométrica do grdfico da fung¢do polinomial
P2, dada por ([EZH), é um plano horizontal, na verdade, o préprio plano tangente a repre-
sentacdo geométrica do grdfico da funcdo f na origem.

Este ezemplo ilustra que o polinémio de Taylor de ordem dois, isto é, a fungdo polinomail
P2, pode nao ser suficiente para sabermos mazis informacgdes sobre a fungdo f, préximo ao ponto
P,.

Deizamos como ezercicio ao leitor descobrir qual o menor inteiro 1 para 0s quais pn(x,y) €
diferente do polinémio nulo.

As figuras abaizo representam as representacdes geométricas dos grdficos das fungdes f e da
fungdo polinomasl pa, respectivamente.
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Consideragdes de caracter geral sio dadas pela:

Observagao 18.2.6

1. Notemos que existem func¢des de classe C* que nao sao identicamente nulas tais que
todos os polindmios de Taylor (de qualguer ordem) associtados d& fungdo, em um determi-
nado ponto (isto €, as fungbes polinomiais pn) sdo tdenticamente nulos.

Um ezemplo da situagdo acima é dado pela funcgdo f: R?> — R dada por
1

T2 2
fx,y)=qe X TY | para (x,y)#0. (18.37)
0, para (x,y) =0

Podemos mostrar que a fungdo f é de classe C* em R? e, além disso,
am+nf

para cada m,n €{0,1,2,---}

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Deste modo o polinémio de Taylor, associado & funcdo f mo ponto (0,0), de qualquer
ordem, serd identicamente nulo , isto €,

Pn(X>U) =0, para cada (X>U) € Rza

mas a fungdo f, dada por ([E31), nao € identicamente nula.
Na verdade ela sé se anula em (0,0).
2. De modo semelhante ao desenvolvido actma podemos obter a formula de Taylor para uma

funcgdo a valores reais, de n-varidveis reais e assim definirmos o polinémio de Taylor e o
resto de Taylor da mesma.

Deizaremos como ezercicio para o leitor este desenvolvimento.

FIM
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homogénea em R?, derivada, em um ponto, de uma,
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injetora, BEA

soma das fungdes vetoriais, sobrejetora, BEA
fungbes vetoriais

produto interno (ou escalar) das, vetor
funcdes vetoriais gradiente de uma fungdo no ponto (xo,Yo),
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hélice, 22 vetor tangente

a superficie parametrizada, BE3
linhas coordenadas
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para fungdes de vdrias varidveis reais, a valo-
res reais, B33

superficie parametrizada
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