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Capitulo 1

Introducao

O objetivo destas notas é ser um texto de apoio para a disciplina SMA307 Anélise I, que trata de
conceitos relacionados com a construgdo do conjunto dos niimeros reais, assim como as nogdes de limi-
tes, continuidade, diferenciabilidade de funcdes reais ou complexas de uma varidvel real. Trataremos
também da convergéncia de sequéncias numéricas, séries numéricas e alguns tépicos relacionados com
séries de poténcias.
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Capitulo 2

Numeros Reais e Complexos

2.1 Os conjuntos dos niimeros inteiros e racionais

Iniciaremos fixando a notagdo dos elementos que serdo utilizados ao longo das notas.

Notagao 2.1.1

N={1,2,3,---} (conjunto dos niumeros naturais)
Z={--,-3,—-2,—1,0,1,2,3,---} (conjunto dos numeros inteiros)
Q= {z ;' Pyq EZ,qF O} (conjunto dos niumeros racionais)

Deixaremos a cargo do leitor o seguinte exercicio.

Exercicio 2.1.1 Os conjuntos Z e Q sdo enumerdveis.

2.2 Um exemplo importante e consequéncias
Um exemplo importante que motivard a introdugdo dos ntimeros irracionais é dado pelo:

Exemplo 2.2.1 A equagdo

x*=2 (2.1)
NAO tem solugdo no conjunto Q.
Demonstragao:
De fato, se existisse, esta solucdo em Q ela devferia ser da forma

%, onde p,q€Z, q#0.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que os ntimeros inteiros p e q sdo primos entre si, ou
seja, que a fragdo P é irredutivel.
a P
Isto é equivalente a dizer que p e g néo sdo ambos pares, pois se fossem a fragdo a seria redutivel,

0 que seria um absurdo.
Fazendo
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e substituindo-se na equagédo (EZ1) obteremos

N

p 2 2

— =2 & p-=2q". (2.2)
q

Logo p? serd um niimero par.

Afirmamos que o nimero p deverd ser um ntimero par.

De fato, pois se o niimero inteiro p fosse impar entdo poderiamos escrevé-lo da seguinte forma:

p=2m+1, paraalguim meZ.
Deste modo teriamos
pPP=02m+ 12 =4m? +4m+1=22m? +2m) + 1,

o que implicaria que o nimero p? seria impar, o que contraria o fato que p? é um ntimero par.

Portanto p é um nimero par.

Como o niimero p é um niimero par, segue que o niimero p” serd divisivel por 4 o que implicaré,
por (Z32), que 2q* é divisivel por 4, ou ainda, que q° ¢ divisivel por 2.

Logo teremos que q° serd um niimero par, que pela afirmagdo acima, implicard q é um ntimero
par.

Conclusdo, os nimeros p e q sdo ambos pares, o que implicard que a fragéo % ndo € irredutivel, o

que contrairia o fato que ela foi tomada irredutivel.
Portanto, a equagio x> = 2 ndo tem solug&o no conjunto dos racionais Q, completando a demons-
tragdo do resultado.
O

Observagao 2.2.1 O ezxemplo acima nos diz que o comprimento hipotenusa de um tridngulo
retdngulo de catetos de comprimentos unitdrios NAO é um valor racional.




o= b == = F-x> == -=7" \“¥)
Os conjuntos A e B nao tém mdzrimo e minimo em Q, respectivamente.

ResolngagX EMPLO IMPORTANTE E CONSEQUENCIAS 9
Iniciaremos mostrando que para todo p € A, podemos encontrar q € A tal que p < q.
Para isto associaremos a cada rational p o nimero

_pz—Z_p2+2p—(p2—2) _2p+2

= = = . 2.4
a=r p+2 p+2 p+2 (24)
Notemos que q € Q e além disso, como p € A, segue que
"2
—
L, P2
>0
Por outro lado
2@ Qp+2) 4pP+8p+d 20p°—2)+2p+2)°  2p*-2) (2.5)
T e+ er22  r2r pr2r '
ou seja,
PEA
<0
22
2 _
q2—2:L2)<O. (2.6)
(p+2)
H—/
>0
Logo
p<dq, qeQ e q*<2,
ou seja,

qeA e p<q,
mostrando que o conjunto A ndo tem maximo em Q.

Mostraremos a seguir que para todo p € B, podemos encontrar q € B tal que q < p.
Notemsoq que se p € B entdo p? —2 > 0, assim teremos

pEB

>0 > 0
2_2 2(p?—2)
P — 2 (3= 2p” —
=p— < —2'=2E .
=P =P ° (p+2)
<0

0 que implicard que
4€Q, q<p e q*>2
ou seja,
qeB e q<p,

mostrando que o conjunto B ndo tem minimo em Q.

Observagao 2.2.2 Os ezemplos acima nos mostram que o conjunto dos numeros racionais tem

alguns ”buracos”, mesmo tendo a propriedade que entre dois raionais sempre tem um ractonal,
mais precisamante se

+ +

L €eQ e p< prq <d.
2 2

Como veremos mais adiante o conjunto dos numeros reais vird para “tapar esses buracos”.

O que faremos é construir um conjunto (que serd o conjunto dos nimeros reais) que venha
a resolver, entre outros, os problemas acima.

P,qeQ e p<q entdo
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2.3 Conjuntos Ordenados

Para resolvermos os problemas acima (isto €, construir o conjunto dos niimeros reais) precisaremos de
algumas definicles, a saber:

Definigao 2.3.1 Seja S um conjunto ndo vazio.
Uma ordem total em S é uma relagdo, que indicaremos por <, que tem as seguintes pro-
priedades:

(i) Se x,y €S entdo uma, e somente uma, das situagdes poderd ocorrer:

ou x<y, ou x=Y, ou Y<X
(ii) Se x,y,z € S satisfazem x <y ey < z entdo x < z.
Observagao 2.3.1
1. A relagdo "x <y” pode ser lida como "x € menor que y”.

2. Dados x,y € S, diremos que x é menor ou igual a y, denotando por x <y, se x <y ou
sex=y.

Definicao 2.3.2 Um conjunto S munido uma ordem total serd dito conjunto totalmente ordenado.

Observagao 2.3.2 Lembremos do Axioma da existéncia dos nimeros positivos:
Ezite um conjunto nao vazio P C Q que tem as segquintes propriedades:

1. SexeQouxeP, ou—x€eP oux=0;
2. Sex,y € P entdo (x+y) € P;
3. Sex,y € P entdo (x-y) € P.

O conjunto P serd denominado conjunto dos niimeros positivos de Q.

Exercicio 2.3.1 O conjunto Q é um conjunto totalmente ordenado com a ordem p < ( se, e
somente se, q —p € P.

Resolucgao:
A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Podemos agora introduzir a:

Definigao 2.3.3 Sejam (S, <) um conjunto totalmente ordenado e E C S, ndo vazio.
Se ezistir s € S tal que
e<s, paratodo e€ceE,

diremos que o conjunto E € limitado superiormente.
Neste caso o elemento s serd dito limitante(ou cota) superior do conjunto E .
De modo semelhante, se ezxistir s € S tal que

e>s, paratodo e€E,

diremos que o conjunto E € limitado inferiormente.
Neste caso o elemento s serd dito limitante (ou cota) inferior do conjunto E .
Diremos que E é limitado se for limitado superiormente e inferiormente.
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Exemplo 2.3.1 Os conjuntos A e B do Ezemplo (E223) sdo limitados superiormente e inferi-
ormente, respectivamente.
Resolugao:

De fato, no caso do conjunto A temos que s = 2 € um limitante superior e no caso do
conjunto B, teremos que s =1 é um limitante inferior.

Observagao 2.3.3 Observemos que no Ezemplo (E223), o conjunto formado por todos os limi-
tantes superiores de A é o conjunto B.

Por outro lado, o conjunto formado por todos os limitantes inferiores de B sd@o é o conjunto
A.

Definicao 2.3.4 Sejam (S,<) wm conjunto totalmente ordenado e E C S, um subconjunto limi-
tado superiormente.
Suponhamos que ezxista s, € S com as sequintes propriedades:

(1) so € um limitante superior do conjunto E;

(ii) so € 0 menor com a propriedade actma, isto €, se s < s, entdo s ndo serd limitante superior
do conjunto E.

Neste caso diremos que s, € o menor limitante superior do conjunto E, ou ainda, que ele
€ o supremo do conjunto E e serd denotado por sup(E), isto €,

sup(E) = s,.

De modo andlogo, suponhamos que E C S seja um subconjunto limitado inferiormente e que
exista s1 € S com as sequintes propriedades:

(1) s1 € um limitante inferior do conjunto E;

(ii) s1 € o mator com a propriedade acima, isto €, se sy < s entdo s ndo serd limitante inferior
do conjunto E.

Neste caso diremos que s1 € o maior limitante inferior do conjunto E, ou ainda, que ele é
o infimo do conjunto E e serd denotado por inf(E), isto é€,

inf(E) = s;.
Observagao 2.3.4 Um modo equivalente de reescrever as defini¢cées acima é€:
1. s, =sup(E) se, e somente se,

(1) so € um limitante superior do conjunto E;

(ii) Se s €S é um limitante superior do conjunto E entdo
So < s.
2. sy =inf(E) se, e somente se,

(1) s1 € um limitante inferior do conjunto E;

(ii) Se s € S é um limitante inferior do conjunto E entdo

s < s7.



12 CAPITULO 2. NUMEROS REAIS E COMPLEXOS

Exemplo 2.3.2 Os conjuntos A e B do Ezemplo (E2232) ndo possuem supremo e infimo em Q,
respectivamente, pois o menor e o0 maior limitantes superior e inferior dos conjuntos A e B,
respectivamente, ndo existem (ou melhor ndo estarGo em Q quando construirmos o conjunto
dos numeros reais).

Podemos agora considerar conjuntos que tém a seguinte propriedade:

Definigao 2.3.5 Diremos que o conjunto totalmente ordenado (S, <) tem a propriedade do me-
nor limitante superior se todo subconjunto E C S, nao vazio, limitado superiomente admite a
existéncia do supremo em S, isto €, existe sup(E) € S.

De modo andlogo, diremos que o conjunto totalmente ordenado (S,<) tem a propriedade
do maior limitante inferior se todo subconjunto E C S, ndo vazio, limitado inferiormente

<

admite a existéncia do infimo em S, isto €, existe inf(E) € S.

Observagao 2.3.5

1. O conjunto Q ndo possur nenhuma das duas propriedades acima.
Para ver isto basta considerar os conjuntos A e B do Exzemplo (222) que ndo tem supremo

ou infimo em Q, respectivamente.

2. Na situag@o da Definigdo (234), se existe s, = sup(E), este nao precisa, necessariamente,
pertencer ao conjunto E.

De modo semelhante, se existe s; = inf(E), este ndo precisa, necessariamente, pertencer

ao conjunto E.
Para ver isto basta tomar, por ezemlo, E={x € Q:x <0} (com S=Q).
Neste caso sup(E) =0 (verifigue!) e O nao pertence ao conjunto E.

3. Por outro lado, see considerarmos, por exemplo, E ={x € Q : x < 0} (com S = Q) entdo
sup(E) =0 e neste caso 0 pertence ao conjunto E.

) 1
Exercicio 2.3.2 Sejam S = Q munido da ordem total usual de Q e E = {n me N} .
Mostre que sup(E) =1 € E einf(E) =0 ¢ E.

Podemos agora enunciar e demonstrar o:

Teorema 2.3.1 Suponhamos que (S, <) é um conjunto totalmente ordenado que possue a propri-
edade do menor limitante superior e um subconjunto B C S, ndo vazio e limitado inferiormente.
Considere L o conjunto formado por todos os limitantes inferiores do conjunto B.
Entdo sup(L) e inf(B) existem em S e

sup(L) = inf(B).
Em particular, S também possui a propriedade do maior limitante inferior.

Demonstragao:
Como B é limitado inferiormente temos que o conjunto L é ndo vazio.
Lembremos que
L={leS : 1<b, para todo b € B}.
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Assim b € B é um limitante superior de L, ou seja, o conjunto L é limitado superiormente.
Da hipoétese sobre S segue que existe sup(L) em S.
Mostremos que o conjunto B possue infimo e que este é igual a sup(L), isto &,

inf(B) = sup(L).

Observemos que se x < sup(L), entdo x ndo poderd ser um limitante superior do conjunto L, pois
sup(L) é o menor limitante superior do conjunto L.
Assim x ¢ B. *)
De fato, caso contrario, se x € B entdo x seria limitante superior do conjunto L, o que seria um
absurdo!
Com isto segue que
sup(L) <b paratodo beB.

Logo, da definicdo do conjunto L segue que sup(L) € L, isto é, sup(L) é um limitante superior do
conjunto L que pertence a L, ou seja,

sup(L) <b, paratodo b€ B,

isto é, sup(L) é limitante inferior do conjunto B.
Notemos que se y > sup(L) teremos que y ¢ L, isto é, entdo y ndo serd limitante inferior de B.
Portanto sup(L) é o maior limitante inferior do conjunto B, isto §,

inf(B) = sup(L),

completando a demonstragdo do resultado.

2.4 Corpos
A seguir relembraremos algumas nogdes de Algebra que serdo tteis no decorrer desta segéo.

Definicao 2.4.1 Um corpo é um conjunto nao vazio F, munido de duas operagdes, que indica-
T€mos por
4+ :FxF—=F e - :FxF—=F

que chamaremos de adicao e multiplicagao, respectivamente, que tém as sequintes proprieda-
des:

(A1) Fechamento (da adigdo): se x,y € F entdo

x+y=+(x,y) eF.

(A2) Comutativa (da adigdo): se x,y € F teremos

xX+y=y-+x.

(A3) Associativa (da adigdo): se x,y,z € F teremos

(x+y)+z=x+(y+2z).
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(A4) Elemento neutro (da adi¢do): existe um elemento, denominado elemento neutro da adigao

e wndicado por O, que pertence a F, de modo que para todo x € F teremos

x+0=x.

(A5) Elemento oposto (da adi¢do): dado x € F existe um elemento, denominado elemento oposto
de x e indicado por —x, que pertence a F, tal que

x+ (—x) =0.
(M1) Fechamento (da multiplicag¢do): Se x,y € F entdo
x-y=-(x,y) eF.
(M2) Comutativa (da multiplicagdo): se x,y € F teremos
X-Yy=y-x.
(M3) Associativa (da multiplicagdo): se x,y,z € F teremos

(x-y)-z=x-(y-z).

(M4) Elemento neutro (da multiplicagdo): eziste um elemento, denominado elemento neutro
da multiplicagao e indicado por 1, que pertence a F, tal que, se x € F teremos

x-1=x.

(M5) Elemento inverso (da multiplicagGo): dado x € F, x # 0 eziste um elemento, denominado
elemento inverso de x e indicado por x~', pertencente a F, tal que

x-(x ) =1.
(D) Distributiva (da multiplicacdo em relagdo & adi¢o): se x,y,z € F teremos
x-(y+z)=x-y+x-z.
Neste caso denotaremos o corpo por (F,+,-).
Notacao 2.4.1
1. Se (F,+,-) é um corpo, denotaremos por:

x—y=x+(-y)
Xzix.x) X3£X‘X'X,-~

2x=x+%X, IX=X+X+X,---

ix-yq) se y=#0.

e | ®

<

2. O conjunto dos numeros racionais Q € um corpo com as operagdes usuais de adi¢do e
multiplicagdo de niumeros racionais.

A verificagcdo deste fato serd deixada como ezxercicio para o leitor
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3. Notemos que soma e multiplicagdo, oposto e inverso (se for ndo nulo) de niumeros racto-
nais € um numero ractonal.

Para um corpo em geral temos as seguintes propriedades:
Proposigao 2.4.1 Se (F,+,:) € um corpo temos as sequintes as propriedades para a adi¢@o:

(a) Let do cancelamento da adigdo: se x,ycF e

x+y=x+z  entdo yY==z.

(b) Unicidade do elemento neutro da adigdo: se x,y € F sdo tats

x+y=x, entdo y=0.

(c) Unicidade do elemento oposto da adigdo: se x,y € F sdo tais que
x+y=0, entdo yYy=-—x.
(d) Sex eF entdo
—(—x) =x.

Demonstracgao:
De (a):
Se x +y = x + z entdo, dos axiomas da adigdo, segue que:

y=0+y=(—=x+x)+y=—x+x+y)=—x+x+z)=(—x+x)+z=0+z=z,
—

=x+z

ou seja, y = z, como queriamos mostrar.

De (b):

Basta tomar z =0 em (a) (verifique!).
De (c):

Basta tomar z = —x em (a) (verifique!).
De (d):

Como —x + x = 0, tomando-se x = —x e y = x em (c) obtemos (d) (verifique!).
U

Observagao 2.4.1 Notemos que na demostra¢do da Proposi¢Go acima so utilizamos os aziomas
(A1) até (A5).

Para a multiplicacdo temos a:

Proposicao 2.4.2 Se (F,+,:) é um corpo temos as sequinte propriedades da multiplicagdo:

(a) Let do cancelamento da multiplicagGo: se x,y € F, com x # 0, sdo tais que

xX-y=x-z, entdo Y=z,

(b) Unicidade do elemento neutro da multiplicagdo: se x,y € F sdo tais que x #0 e

x-y=x, entdo y=1;
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(c) Unicidade do elemento inverso da multiplicagdo: se x,y € F sdo tais que x,y #0 e

x-y=1, entdo y=x';

(d) Se x #0, temos

(1) =x

A demonstragdo é semelhante a da Proposigdo anterior e serd deixada como exercicio para o leitor.
O

Demonstracgao:

Temos também a:
Proposicao 2.4.3 Se (F,+,-) é um corpo entgo:

(a) Para todo x € F teremos

(b) Se x,y € F sdo tais que x,y # 0 entdo

Xy # 0,
1sto €, o corpo (F,+,-) ndo tem divisores de zero.

(c) Sex,y €F teremos
(x)-y=—(x-y)=x-(-y).
(d) Sex,y € F entdo
(—x) - (—y) =x"y.

Demonstragao:
De (a):
Como
0-x+0-x=(0+0)-x=0"x,

segue, da Proposigdo (EZZ) item (b) (unicidade do elemento neutro da adig&o), que
0-x=0,

como queriamos mostrar.
De (b):
Suponhamos, por absurdo, que

x-y=0 com x,y#0.

Logo, das propriedades associativa e comutativa da multiplicagdo, segue que:

=1 =1
— — =0

T=[x"x|- [y 'y =(y’1-xq)‘(x/'\ﬁ):(y*“x*])O:O,

onde na ultima igualdade utilizamos (a), ou seja, 1 =0, o que é um absurdo.
Logo x -y # 0, como queriamos mostrar.
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De (c):
Da propriedade distributiva e do item (a) teremos que

(—x) - y+x-y=(—x+x)-y=0-y=0.
Logo, da Proposigdo (EZ0) item (c) segue que
(=x) -y =—=(x-y),

como queriamos mostrar.
A outra igualdade segue de modo andlogo e serd deixada como exercicio para o leitor.
De (d):
Observemos que, do item (c) e da Proposigdo (EZ1) item (d), teremos

(%) - (—y) =—Ix- (—y)l = —[~(x -yl =x"y,

como queriamos mostrar, completando a demonstragdo do resultado.
O

Definigao 2.4.2 Definimos um corpo ordenado como sendo um corpo (F,+,-) que também é
um conjunto totalmente ordenado por uma relagdo de ordem total, que indicaremos por <, que
satisfaz as sequintes condigdes:

(i) Sevy,z € F sdo tais que

y<z, entdo x+y<x+z paratodo x €F;

(ii) Se x,y € F satisfazem
x,y >0, entdo x-y>0.

Sex € F é tal que x > 0 diremos que x € positivo, por outro lado, se x < 0 diremos que x
€ negativo.

<

Exemplo 2.4.1 Um ezemplo de corpo ordenado € o conjunto dos niumeros racionais (Q,+,-)
munido da relagdo de ordem usual.

Com isto temos a:
Proposigao 2.4.4 Seja (F,+,-,<) um corpo ordenado. Entdo:

(a) Sex eF satisfaz
x>0, se, e somente se, —x<0.

Por outro lado, se
x <0, se esomentese, —x>0.

(b) Sex,y,z € F satisfazem
x>0 e y<z entdo x-y<x-z.
(c) Sex,y,z e F satisfazem

x<0 e y<z entdo x-y>x-z.
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(d) Sex €F satisfaz
x#0, entdo x°>0.

Em particular, 1 > 0;

(e) Se x,y € F satisfazem

0<x<vy, entdo O<y'<x'.

Demonstragao:
De (a):
Se x > 0 entdo, da Defini¢do de corpo ordenado item (i), segue que

0
O:—x—i—xx; —x + 0= —x,

ou seja, —x < 0.
A reciproca é semelhante e serd deixada como exercicio para o leitor.
Por outro lado, se x < 0, também da Definigdo de corpo ordenado item (i), segue que

0
O:—x—i—xxé —x + 0 = —x,
isto é,
—x > 0.
A reciproca é semelhante e serd deixada como exercicio para o leitor.
Como isto completamos a demonstragdo do item.
De (b):
Como z >y, da Definigdo de corpo ordenado item (i), segue que
z>y
z—y > y—y=0.
Como x > 0, da Defini¢do de corpo ordenado item (ii), segue que
x-(z—y)>0. (2.7)
Portanto, da Definicdo de corpo ordenado item (i), teremos
=0
———
x-z=x-z24+40=x-z+(—x-y+x-y)=(x-z—x-y)+x-y (2.8)
(=2)
=x-(z—y)+x-y > 0+x-y=x-y,
ou seja,
X-z>X%x-Y,

completando a demonstragdo do item.
De (c):
Segue do item (b), da Proposigdo (EZ3) item (c), do item que

Prop. (EZ3) item (c) item (b)
= (% )-(z—y) >
~ S~——
item (a) >0
> 0

—[x- (z—y)]
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Logo, do item (a), segue que

x-(z—y) <0, ouainda, x-z<x-y,
—_——
X-Z—X-Y
completando a demonstragdo do item.
De (d):
Se x > 0, da definicdo de corpo ordenado item (ii), segue que

x2=x-x>0.

Se x < 0 entdo, do item (a), teremos que —x > 0 e assim, do que provamos acima, deveremos ter
(—x)? > 0.

Mas

(—x)? =x%, logo x*>0.

Notemos que, pelo que acabamos de demonstrar, teremos

1=12>0,
completando a demonstragdo do item.
De (e):
Lembremos que y -y~ =1 > 0.
Logo
y’] >0
De fato, se

teriamos, pelo item (c), que

ou ainda 1 < 0, um absurdo!.
De modo andlogo, mostra-se que x> 0.
Multiplicando-se ambos os lados da desigualdade

0<x<y por x -y

e utilizando-se o item (b), obteremos

ou seja,

completando a demonstragdo do resultado.
O
Um outro modo equivalente de encontrarmos o supremo ou o infimo de um subconjunto de um
corpo ordenado (caso eles existam) é dado pela:
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Proposicao 2.4.5 Sejam (S,<) um conjunto totalmente ordenado, E C S um subconjunto limi-
tado superiormente.
Temos que

1. s, =sup(E) se, e somente se,

(i’) so € limitante superior do conjunto E;

(ii’) Dado 0 < ¢, podemos encontrar e € E tal que
So —e<e<s,.
2. De modo andlogo, s1 = inf(E) se, e somente se,

(i”) s1 € limitante inferior do conjunto E,

(ii”) Dado 0 < ¢, podemos encontrar e € E tal que
s;<e<sy+e.
As figuras abaizo tlustrama as situagdes acima.

eckt eckt

So — €& So S1 S1+ ¢

Demonstracgao:
Faremos a demonstragdo do caso do supremo.
A demonstracdo do caso do infimo é semelhante e serd deixado como exercicio para o leitor.
Notemos que (i’) € o mesmo que (i).
Logo basta mostrar que valendo (i) (ou (i’)), teremos que (ii) é equivalente a (ii’).
Suponhamos que (ii) ocorrer.
Dado 0 < ¢ temos que
S=8g— €< So.

Logo s nao podera ser limitante superior do conjunto E, pois s, é o menor limitante superior do
conjunto E.
Assim deve existir e € E tal que
So—€e<e

e e < s,, ou seja vale (ii’).

Suponhamos agora que (ii’) ocorre e mostremos que (ii) ocorrerd.

Para isto seja s € S tal que s < s,.

Mostraremos que s nao podera ser limitante superior do conjunto E e assim s, serd o menor
limitante superior do conjunto E, isto é,

so = sup(E).

Consideremos
€ =5,—5s>0.
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De (ii’) segue que existe e € E tal que
So — \s/ < e < s,
=So—S

ou seja,
=s
——
So— (So —8) < e

para algum e € E, ou ainda,
s<e, paraalgum eceEL.

Logo s ndo poderd ser limitante superior do conjunto E, ou seja, s, € o menor limitante inferior
do conjunto E, isto é, (ii) ocorrerd, completando a demonstragéo.
O

2.5 O Corpo dos Numeros Reais

O objetivo desta segdo é estabelecer um resultado que garanta a existéncia de um corpo ordenado (que
serd indicado por R) que contenha o conjunto dos racionais e que resolva o problema dos ”buracos”
encontrados no conjunto dos nimeros racionais, isto é, em Q, exibidos no inicio do capitulo.

Os elementos de R serdo certos subconjuntos de () denominados por cortes, mais precisamente:

Definicao 2.5.1 Um corte de Q é um subconjunto o« C Q que tem as sequintes propriedades:

D a#0ex#Q;

(IT) Seac x e q €Q satisfaz
g<a, entdo (€.

)

(III) Se a € « entdo existe
beax tal que a<b.

Observagao 2.5.1

1. Observemos que dado a € Q,
a={peQ; p<a}

€ um corte em Q, 1sto é, o conjunto formado por todos os cortes de Q é nao vazio.

2. Se « é um corte de Q, w € Q com w > 0, afirmamos que existe n € Z* tal que
n-weax e M+1)-wéa,

1sto é, existe um maior multiplo inteiro de w que pertence a &, a saber, n-w, e um menor
maultiplo de w que ndo pertence a «, a saber, (n+ 1) -w.

A demonstragdo desse fato serd deizada como ezercicio para o leitor.
3. A propriedade acima seque do fato que o conjunto dos racionais € um corpo arquimediano,

ou seja, € um corpo totalmente ordenado, que indicaremos por (F,+,-, <), que satisfaz uma
das trés afirmacdes equivalentes:
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(1) F ndo é limitado superiormente;
(1) dados a,b € F, com a > 0, podemos encontrar n € N tal que
n-a>b;
(112) dado a >0 em F, podemos encontrar n € N tal que
0<n'<a.

4. Observemos que, em particular, (1) é stmples de mostrar para o corpo ordenado dos
niumeros racionais (Q,+, -, <).

Notagao 2.5.1 No que segue, as letras p,q,T,--- denotarGo numeros racionais e as letras gre-
gas &, 3,v,--- denotardo os cortes de Q.

Com isto temos o seguinte resultado que garante a existéncia do conjunto dos niimeros reais, a
saber:

Teorema 2.5.1 Eziste um corpo totalmente ordenado, que indicaremos por R, denominado
corpo dos numeros reais, que tem a propriedade do menor limitante superior e que contém Q
como um sub-corpo.

Demonstragao:

Consideremos o conjunto formado por todos os cortes de Q, que denotaremos por R.

Vimos, na Observagio acima item 1., que R # ().

A demonstragdo da existéncia do corpo ordenado R a partir do conjunto Q serd dividida em 9
etapas.

Vamos descrever cada uma das etapas:

l.a: Enunciaremos e provaremos duas propriedades de cortes que serdo tteis;
2.a: Definiremos uma relagdo de ordem total, que indicaremos por <, em R;
3.a: Mostraremos que (R, <) terd a propriedade do menor limitante superior;

4.a: Definiremos uma operagdo de adigdo, que indicaremos por +, em R que satisfaz as propriedades
(A1) até (Ab);

5.a: Observaremos que, neste caso, valerdo as propriedades da Proposi¢do (EZ1) em R, com a
operagdo de adigdo definida acima, bem como a propriedade (i) da Definigdo (EZ=2) de corpo
ordenado;

6.a: Definiremos uma operacgdo de multiplicacdo, que indicaremos por ., em
R ={x€R:a> 0%}
que ird satisfazer as propriedades (M1) até (M5) e (D), onde O* € R serd o elemento neutro da
adigdo;

7.a: Completaremos a definicdo da operagdo de multiplicacdo em R e verificaremos que a mesma ird
satisfazer as propriedades (M1) até (M5) e (D).

Neste ponto teremos que (R, +, -, <) serd um corpo ordenado que possue a propriedade do menor
limitante superior.
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8.a: Mostraremos que a cada r € Q podemos associar um tnico elemento ™ € R, isto é, teremos uma

aplicacdo
I:Q—R

que serd injetora.
Portanto serd bijetora sobre a imagem da mesma.

Denotaremos o conjunto imagem desta aplicagdo por Q*, ou seja,
Q" =1Q)={";reQCR.

Mostraremos também que a aplicagdo I : Q — Q* preservard as respectivas ordens totais, e as
correspondentes operagdes de adi¢do e multiplicagdo de Q e de R;

: Provaremos que o conjunto Q é isomorfo ao conjunto Q*, que é um subcorpo de R, completando

a demonstragdo do resultado.

Vamos a demonstragdo de cada um das etapas acima enumeradas:

1.¢ Etapa:

Duas propriedades importante que serdo utilizadas mais adianate.

Antes de estabelecer as duas propriedades, notemos que a propriedade (III) da defini¢do de cortes

nos diz que se « é um corte de Q entdo o conjunto « nao terd um maximo, ou seja, ndo existe um
elemento em « que seja maior ou igual a todos os outros elementos de «.

1.

Além disso, a propriedade (II) da defini¢do de cortes implicard nas seguintes propriedades:

Se
acx e ¢« entdo a<gq. (2.9)
De fato, suponhamos, por absurdo, que q < a.
Se q = a € « teriamos q € «, o que é um absurdo, pois q & «.
Logo deveriamos ter q < a.
Ent&o, da propriedade (II) da definigdo de cortes, deveriamos ter q € «, o que contradiz o fato
que q ¢ «.
Portanto podemos concluir que a < q.

Se
réx e r<s, entdo s¢a. (2.10)

De fato, suponhamos, por absurdo, que s € «.

Como r < s, da propriedade (II) da definigdo de cortes, deveriamos ter r € «, o que contradiz o
fato que r ¢ «.

Portanto podemos concuir que s ¢ «.

Com isto completamos a 1.a etapa da demonstragdo do resultado.
2. Etapa:
Introuziremos uma relagdo de ordem total em R.

Definigcao 2.5.2 Se « e 3 sdGo dois crotes de Q, isto €, «, p € R, diremos que x é menor que f3,
denotando por x < 3, se o conjunto « é um subconjunto prdprio do conjunto 3, isto €,

xCphp e o#p.
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Afirmamos que a relagdo < é uma relagdo de ordem total no conjunto dos cortes de Q, isto €, em
R.
De fato,

(i) Devemos mostrar que se « € 3 € R, isto é, sdo cortes de Q, uma, e somente uma, das possibili-
dades abaixo poderd ocorrer:
(i.1) ou x C B e x # B, isto é, & < B;
(i.2) ouP Caxep #«w,istoé f <
(i.3) ou @ = B.
Notemos que possibilidades acima sdo excludentes, ou seja, no mdximo uma, e somente uma,
das situagdes acima ocorrerd, ou ainda, se uma delas ocorrer, nehuma das duas outras podera
ocorrer:
ou ax<fp, ou P<a ou «a=7}.
Precisamos mostrar agora que uma delas sempre ocorre.

Para isto notemos, primeiramente, que se (i.1) (respectivamente, (i.2)) ndo ocorrer, devemos
mostrar que ou (i.2) (respectivamente, (i.1)) ocorrerd ou (i.3) ocorrera.

Notemos também que se (i.3) ocorrer entdo (i.2) e (i.1) ndo ocorrerd, pois se x = 3 entdo « # f3
ndo ocorrera.

Logo basta demonstramos que:

—~~
oY)

N
2]

e (i.1) e (i.3 ) ndo ocorrer entdo (i.2) deverd ocorrer.
(b) se (i.2) e (i.3 ) ndo ocorrer entdo (i.2) deverd ocorrer.

(c) se (i.1) e (i.2 ) n&o ocorrer entdo (i.3) deverd ocorrer.

A prova para o item (b) é, essencialmente, a mesma do item (a) (que serd feita a seguir) e serd
deixada como exercicio para o leitor.

Mostremos o item (a).:

Suponhamos que (i.1) e (i.3) ndo ocorrem, isto é, o conjunto « néo é subconjunto préprio do
conjunto 3 e & # .

Mostremos que (i.2) deverd ocorrer, ou seja, que o conjunto 3 deverd ser subconjunto préprio
do conjunto «.

Para isto notemos que como o conjunto « ndo é um subconjunto préprio do conjunto 3 e x # f3,
devera existir
acoa talque aé¢f.

Como 3 # (), existe b € .
Logo, como a € 3 e b € 3, por (), segue que

b<a.

Logo, pela propriedade (II) da defini¢do de cortes, segue que

bea, ouseja, P C«.
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Como 3 # «, segue que (3 é subconjunto préprio de «, isto é, f < «, ou seja, (i.2) deverd
ocorrer, como afirmamos acima.

Mostremos o item (c):

Mostremos que se (i.1) ou (i.2) ndo ocorrerem entdo (i.3) devera.
Suponhamos, por absurdo, que o« # f3.

Assim segue que existe

acoa talque a¢p, ouexiste befl talque b€

Vamos supor que existe
acoa talque aé¢f.

O caso em que existe

bep talque b«
é semelhante e serd deixado como exercicio para o leitor.
Como 3 # (), existe b € B.
Logo, se b € 3 como a ¢ {3, de (EM), segue que

b<a.

Logo, pela propriedade (II) da definicdo de cortes, segue que b € «, ou seja,

BCax e PB#«,

isto é, B < «, ou ainda, vale (i.2), o que é um absurdo!

Portanto deveremos ter « = 3, completando a demonstragédo do item (i).

(ii) Devemos mostrar que se « < 3 e § <y entdo devermos ter & < .

Isto ocorre pois um subconjunto préprio de subconjunto préprio é um subcojunto préprio,
completando a demonstragdo do item (ii).

Com isto, pela Definigdo (E=3T) segue que a relagdo < introduzida na Defini¢do (E252) é um relagéo
de ordem total em R.

Observacgao 2.5.2 Logo (R,<) é um conjunto totalmente ordenado (mais tarde mostraremos
que na verdade € um corpo totalmente ordenado).

Com isto completamos a 2.a etapa da demonstragdo do resultado.
3.¢ Etapa:
Com a relagdo de ordem total introduzida acima, (R, <) terd a propriedade que todo conjunto
limitado superiormente possuird supremo.
Para isto consideremos A C R um conjunto, ndo vazio e limitado superiormente, isto é, existe
f € R tal que
x <P, paratodo «oe€A,

onde a notacdo « < [3 é entendida como sendo

xCp, istoé, xCP ou «o=3§.
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Defina v como sendo a unido de todos os « € A, isto é,

geEy se esomentese, g€« paraalgum «¢€ A

Afirmamos que v € R, ou seja, Y € um corte de Q e além disso

sup(A) = .

Primeiramente mostraremos que y € R.
Para isto mostremos que:

(i) v satisfaz a condigéo (I) da defini¢do de corte, isto §,

Y#0 e v#Q

De fato, como A # (), dever4 existir «, € A, onde «, é um corte de Q.

Em particular,

%o # 0.
Como 7y € a unido de todos os elementos de .4, segue que
% C7v, logo y#0.

Por outro lado, o corte 3 é um limitante superior do conjunto .4, assim deveremos ter y < f3,
ou seja,
Y C B.

Em particular, como 3 é um corte de Q, segue que
p#Q, assimy#Q.

Logo 7y satisfaz a condigéo (I) da definicdo de corte (ver Definigdo (EZ20));

(ii) vy satisfaz a condicdo (II) da definicdo de corte, isto §,

se gevy e qeQ satisfazendo q< g, entdo deveremoster q €.

De fato, consideremos
gey e qe€Q satisfazendo q<g.
Mostremos que q € .
Para isto notemos que, como
Y= U «, deverd existir o« € .A, de modoque ¢E€ a.
xeA

Mas q € Q é tal que q < g e como « é um corte, da propriedade (II) de corte, segue que q € «.

Como o C vy teremos q € 7y, provando que 7y satisfaz a condigdo (II) de corte (ver Definicdo
(E57));
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(iii) vy satisfaz a condigdo (III) da definicdo de corte, isto é,
se ge€vy, existe hey demodoque g<h
De fato, se g € v, como

Y= U «, deverd existir « € .4 de modoque g€ «.
acA

Como « é um corte, da propriedade (III) de corte, segue que deverd existir h € « tal que g < h.

Como « C vy, mostramos que existe h € vy tal que g < h, provando que 7y satisfaz a condigéo
(III) de corte (ver Definicdo (E=T)).

De (i), (ii) e (iii) segue que y é um corte de Q, ou seja, v € R.
Mostremos agora que
Y = sup(A).

Notemos que, como Yy ¢ a reunido de todos os cortes de .4, segue que

x<vy= U B, paratodo « € A,
peA
ou seja,
v € R é um limitante superior do conjunto A.
Mostremos que v é o menor corte de Q com essa propriedade.
Para isto consideremos 6 € R tal que
& <,
isto é, existe
gevy, talque g¢a.
Como

gey= U ,« deverd existir o« € .4, de modoque g€ «.
axcA

Logo o corte & ndo pode ser um limitante superior de .4, pois
geae A, mas g¢od.

Portanto, vy é o menor dos limitantes superiores do conjunto .4 em R, ou seja,

v = sup(A),

completando a demonstragdo da 3.a etapa.

4.% Etapa:

Introduziremos uma operagdo de adicdo em R que ird satisfazer as propriedades (Al)-(A5) da
Definigdo (EZZ).

Definiremos a operagdo de adicdo em R da seguinte forma:

Se «, p € R, definiremos a adicao de « com 3, que serd indicada por « + {3, como sendo o
conjunto formado por todas as somas a + b, onde a € x e b € f3, isto é,

ax+pB={a+b; aexa bep}.

Mostremos que as (A1)-(Ab) estdo satisfeitas.
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(A1) (Fechamento da adigéo): mostremos que

se o BER teremos (x+B)eR.

Para isto precisamos verificar (I), (II) e (III) da definigdo de corte (ver Definicdo (EZ20)).

(i)

(ii)

Verifiquemos que o conjunto (« + 3) satisfaz a propriedade (I) da definigdo de cortes, isto
€,
x+B#0 e oa+p#Q.

Para isto notemos como « e 3 sdo subconjuntos de QQ, néo vazios (pois sdo cortes em Q),
segue que existe a € x e b € 3, ou seja, (a+b) € (x+ ), isto é

o+ B #0.
Por outro lado, como «, f # Q existem
a’dax e b ' ¢pB taisque a’,b’ Q.
Afirmamos que
a’+b'>a+b, paratodo ac«x becp.

De fato, como a € x e a’ ¢ «, segue de (E9) que a < a’ e de modo anélogo deveremos ter
b < b’, ou seja,
a<a e b’ <b.

Como (Q,+, -, <) é um corpo totalmente ordenado segue que
a’+b">a+b, paratodo aca bep.

como afirmamos.
Portanto
a’'+b' ¢ x+p, em particular, «+p #Q,
, mostrando que o conjunto (o« + (3) satisfaz a propriedade (I) da definigdo de cortes.
Verifiquemos que o conjunto (x+ (3) satisfaz a propriedade (II) da definigdo de cortes, isto
€,
se pe(a+pP) e qeQ étalque q<p entdoteremos g€ (x+P).

Para isto seja p € (o + ) e q € Q satisfazendo q < p.
Afirmamos que g € (x+ B).
De fato, notemos que

p=a+b, paraalguim a€x e bef.

Como
gq<p=a+Db, segueque q—b<a.

Como « é corte em Q, pela propriedade (II) da definigdo de cortes, deveremos ter q—b € «.
Notemos também que,

q= (q—b)+\‘%/, assim q € (ax+ ).
(S8 €

Portanto o conjunto (« + 3) satisfaz a propriedade (II) da definicdo de cortes;



2.5. O CORPO DOS NUMEROS REAIS 29

(A2)

(A3)

(a+B)+y={c+g;ceatP, gev}

(iii) Verifiquemos que o conjunto (x+ ) satisfaz a propriedade (III) da defini¢do de cortes, isto

€,
se pe€(x+p), podemosencontrar qe€ o« talque p<q.

De fato, seja p € (x+ 3), ou seja

p=a+b, onde a€c« bep.

Como a € x e o é um corte de QQ, pela propriedade (III) da definicdo de cortes, podemos
encontrar t € « tal que a < t.

Logo

p=at+b<t+b e (x+B),

t + b €
~— ~~
cx €p

ou seja, o conjunto (« + ) satisfaz a propriedade (III) da definigdo de cortes.

Portanto de (i), (ii) e (iii) segue que o+ (3 é um corte de Q, ou ainda, x + 3 € R, ou seja, a
operagdo de adigdo definida acima satisfaz a propriedade (A1) da Definigdo (E2T).

(Comutativa da adigdo): mostremos que se «, 3 € R teremos

ax+p=p+c

Para isto, sejam «, 3 € R.

Lembremos que

a+pB={a+b;acex,bepP} e Ppt+ta={b+a;beP,ac .

Como

a+b=b+a paratodo a, beQ,

segue que

x+p =p+«,

ou seja, a operagdo de adigdo definida acima satisfaz a propriedade (A2) da Definigdo (EZ5T).

(Associativa da adigdo): mostremos que se «, 3, Y € R teremos

(x+B)+y=0a+(B+v).

Para isto, sejam «, 3, v € R.

Notemos que, da propriedade (A3) para o o corpo (Q,+,-), segue que:

T (a4 b)+g; acabep gey)

(Q,+,) é corpo:(ver (*) abaixo) {a+(b+ 9) Sacabep, ge v}

d:b—gefﬂy{a—i—d; acx,deB+yl=a+(p+7v),

ou seja, a operagdo de adigdo definida acima satisfaz a propriedade (A3) da Definigdo (E5T).
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Observagao 2.5.3 Na verdade, sé utilizamos, em (*), o fato que a operagdo de adigdo em
Q € associativa, isto é,

(a+b)+c=a+(b+c), paratodo a,b,ceqQ.

(Elemento neutro da adigdo): mostremos que existe um corte de Q, que denotaremos por O* € R,
de modo que, para todo & € R teremos
x+ 0" = «.
De fato, definamos
O"={seQ; s<0hL (2.11)

Deixaremos como exercicio para o leitor mostrar que O* é um corte em Q.

Mostremos que ele é o elemento neutro da adigdo definida acima, isto é,
x+0"=«, ousea a+0"Ca e aCa+O".

Para isto sejam, x € R e a € «.

Observemos que se a € x e s € O* entdo, do fato que (Q,+,-,<) é um corpo totalmente
ordenado, segue que

s<0
a+s < a+0=a.
Logo, da propriedade (II) da definigdo de cortes, aplicada ao corte «, teremos que
at+secwx, paratodo acax e seOF

ou seja,
ax+ 0" C a. (2.12)

Por outro lado, se a € «, da propriedade (III) da definicdo de cortes, aplicada a «, segue que
existird r € « tal que a < r, que implicard em

a—r<0, ousea a—reO

Assim
a:\r’_ﬁ—(a—r) € o+ 0", paratodo a € «,
cx €0~
ou seja
X C x4 0%, (2.13)
Portanto, de (E712) e (E213), segue que
o+ 0" = «,

mostrando que a operagdo de adigdo definida acima satisfaz a propriedade (A4) da Definigdo
(=).
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(A5) (Elemento oposto da adigdo): mostremos que dado « € R podemos encontrar um corte (3 (isto
é, um elemento € R) de tal modo que

o+ p=0"

Este elemento serd indicado por —a.
De fato, consideremos 3 o conjunto formado pelos p € Q que tém a seguinte propriedade:
Existe r > 0 tal que

—p-Té€q,

isto é, existem niimeros racionais menores que —p, que ndo pertencem a « (no caso —p —r).

Observacao 2.5.4 Para ilustrar, suponhamos que x ={b € Q; b < 1} € R.
Entdo
B={beQ;b<—-1}€eR
tem a propriedade acima.
De fato, pois se p € 3, teremos p < —1.

Assim —p > 1, o que implicard que existird v > 0 em Q tal que

—p—1>1, ouseja, —p—T¢&aun.
Para ver isto basta tomar
. 1+p =0
N 2
que obteremos
T+p 1—p-p>1141
— — = — = - 1
p T p + 2 2 2 )
ou seja, —p—1 & .
Mostremos que 3 € R e que
x+p=0"

Para mostrar que 3 € R temos:

(i) Mostremos que o conjunto {3 satisfaz a propriedade (I) de corte, isto &,

B#D e B#Q
Afirmamos que:
B #0.
De fato, sabemos que existe s ¢ «, pois & # Q.
Seja
p=—-s—1
Logo
i 2 I=s¢q,

o que implicard que p € 3 (neste caso tomamo r = 1) implicando que {3 é ndo vazio.
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Afirmamos que:

p# Q.

Para mostrar isto afirmamos que que se

a€ o teremosque —a¢f. (2.14)

De fato, se a € «,
paratodo r >0, teremos a—71<a.

Logo, da propriedade (II) da definicdo de cortes, teremos

a—1 €« paratodo r >0, mostrando que —a ¢ f3,

=—(—a)—r

como afirmamos.

Logo  # Q, mostrando que o conjunto (3 satisfaz a propriedade (I) da definigdo de cortes;

Mostremos que o conjunto {3 satisfaz a propriedade (II) de corte, ou seja,

se beff e qeQ satisfaz q<b, entdoteremos q e f.

De fato, notemos que se b € 3, da defini¢do do conjunto (3, existird r > O tal que

—b—1¢ .
Logo se
g<b, segueque —b< —q, assimteremos —b—r<—q-—T.
743
Logo, de (E1M), deveremos ter
—q—-r € &,

0 que implicard que q € f3, isto é, o conjunto {3 satisfaz a propriedade (II) da definigdo
cortes.

Mostremos que o conjunto (3 satisfaz a propriedade (III) de corte, ou seja,

se bep, podemosencontrar tef talque b<t.

De fato, se b € 3, da defini¢do do conjunto 3, que existird r; > 0 tal que

—b—1 &«
Consideremos .
. 1
t=b+ —.
+ 2
Com isto teremos que
T T T T
t=b+ 5 >b e —t—?:—(bJr?)—?:—b—n ¢ «,
<~
>0
ou seja, t € fB (neste caso tomamos r = %1 )

Logo existe t € 3 tal que b < t, mostrando que o conjunto (3 satisfaz a propriedade (III)
da definigdo de cortes.
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Portanto 3 é um corte em Q, isto é, p € R.
Mostremos agora que
x+p =0"
Para isto, afirmamos que se
bef, entdio —bga
De fato, suponhamos por absurdo, que —b € «.
Logo, de (E13), teriamos que
b=—(-b) €8,
0 que seria um absurdo, pois b € f3.
Sejam a € e b € 3, ou seja, —b & «.
Logo a € x e —b ¢ « assim, de (E), segue que
a<—b, ouainda, a+b<0,

mostrando que

(ax+pB) C O*. (2.15)
Para mostrar a inclusio
O* C (a+ B).
Para isto consideremos v € O* e definamos
w = v
=3

Como
v<0 segueque w>0.

Logo, da Observagdo (E20) item 2., segue que existe n € Z tal que

n-weax mas NM+1)-wéa.

Consideremos
b=—(n+2) w. (2.16)
Afirmamos que b € f3.
De fato, como
—b—-w=—[-M+2w—-w=n+1)w ¢ «

segue que b € 3 (neste caso tomamos r =w).
A identidade (ETIH) garante que

—2w=n-w+b. (2.17)
Assim )
v=—2-w = n-w+\b/e(cx+[3),
cx €p
ou seja,

O* C (w4 B), que, juntamente com (ETIH), implicard que o+ = 0",

Com isto completamos a demonstragdo que o oposto do corte « é o corte (3, completando a
demonstragdo da propriedade (Ab) e da 4.a etapa.
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5.9 Etapa:

Tendo provado que adigdo, definida acima, satisfaz as condigdes de (A1l)-(A5) segue que a Pro-
posigdo (EZZ) serd valida em R (veja a Observagdo (ZZ0)).

Com isto podemos provar a condigdo (i) da Definigdo (EZ=2) de corpo ordenado (notemos que,
ainda, ndo temos definido em R uma operagdo de multiplicagdo!), a saber:

se o, P, YyeER e B<vy, entdo (a+p)<(x+7vy).

De fato, como o conjunto 3 é subconjunto (préprio) do conjunto y, da definigdo da operagédo de
adigdo, segue que
(x+B) C (x+7vy).

Suponhamos, por absurdo, que
ax+p=o+y.
Segue da Proposigdo () item (a) (isto é, da lei do cancelamento da adigdo) que teriamos
B =",

0 que é um absurdo, pois o conjunto 3 é subconjunto préprio de vy.
Assim o conjunto (x + 3) serd subconjunto préprio do conjunto (x + y) e portanto

(o +B) < (x+7v),
ou seja, vale a propriedade (i) da Definigdo (ZZ=2) de corpo ordenado.

Observacao 2.5.5 Vale observar que, da demonstracdo da Proposi¢do (BZ-4) item (a), seque
que
x> 0" se esomente se, —a<O".

6. Etapa:
A seguir introduziremos uma operagdo multiplicagdo em R.
Comegaremos definindo uma operagdo de multiplicagcdo em

Rt ={xeR; a«>0*.
Observagao 2.5.6 Observemos que se x € R" seque que
0" qec;q<0Ca e (qeQ; g<0#a,

ou seja, existe a € « tal que a > 0.
Como o é um corte em Q, seque da propriedade (III) que eziste

a € talque 0<a< a,. (2.18)
Portanto, se « > 0" seque que eziste
ao € & tal que a, > 0.

Se o, B € R" definiremos o produto de « por 3, que serd indicado por o« - 3, como sendo o
conjunto de todos os p € QQ tais que

p<ab,
para alguma escolha de a € x e b € 3, sendo a, b > 0 (que existem por (EZI3)), isto é,

x-BP={peQ; existemacaebeP, a,b >0 tal que p < ab}
={peQ;p<0lUu{ab;aca,beppeab>0} (2.19)
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Observagao 2.5.7 Colocaremos a sequinte questdo: por que ndo defintmos
x-fp={a-b; acxbep}?
Definiremos 1* como sendo o conjunto de todos os q € Q tal que q < 1, ou seja,
1"={qeQ; q< 1} (2.20)
Este corte fard o papel da unidade na multiplicacdo definida acima.

Observacao 2.5.8 Colocaremos também a seguinte questdo: se « € R™ quem serd o corte que
€ inverso dele em RT?

Mostremos que vale a propriedade (M1), isto é, (- B) € RT (ou ainda, (- ) é um corte em Q).
Para isto, precisamos mostrar que:

(i) Mostremos que o conjunto (« - 3) satisfaz a propriedade (I) da definigdo corte, isto é,
(c-B)#£D e (x-B)#Q.
Afirmamos que:
(oc-B) #0.
De fato, como «, 3 € R", existem a € @, coma>0eb € B, comb > 0.
Seja
p=ab.

Notemos que
p<_a \E—/’ ou seja, p € (x-P),

~—
SN )
mostrando que (o - ) # 0.
Afirmamos que
(- B) # Q.
De fato, como «,  # Q, segue que existem c,d € Q tais que
cda e dé<p.

Logo, de (E9), segue que para todo a € x e b € 3 teremos

a<c e b<d (2.21)

Em particular, para todo a € x e b € {3 tais que
0<a e 0<b, segueque 0<a<c e 0<b<d (2.22)
Seja
. (=)
e=cdeQ e 0 < e

Com isto, de (E=22), segue que para todo a € x e b € 3 satisfazendo

0<a 0<d
0<a e 0<b, teremos ab < ad < cd=ce,

ou seja, e & (o - B), mostrando que (x - ) # Q.

Com isto mostramos que o conjunto (« - 3) satisfaz a propriedade (I) da defini¢do de cortes;
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Mostremos que o conjunto (« - 3) satisfaz a propriedade (II) da definigdo corte, ou seja,

se pe(a-Bf) e qe€Q satisfaz q<p, entdoteremos € (x-f).

De fato, notemos que se p € (- ), da definigdo do conjunto (- ), existirdo a € x e b € f3,
com a,b > 0 tais que
p<ab.

Como
g<p<ab, segueque, q<ab, em particular, q< ab,

o que implicard que q € (- f3), isto é, o conjunto («- 3) satisfaz a propriedade (II) da definigdo
cortes.

Mostremos que o conjunto (« - 3) satisfaz a propriedade (III) da definigdo corte, ou seja,

se p€(x-B), podemosencontrar te€ (x-f) talque p<t.

De fato, se p € (- ), da definigdo do conjunto (x - f3), que existirdo a € x e b € 3, a,b >0
tais que
p<ab. (2.23)

Como a € «, e « é um corte de Q, segue, da propriedade (III) da definicdo de corte, que existe

a, €, talque a < a,.

Como
0<a e a<a, segueque, O0<a,
ou seja
0<a<a. (2.24)
Mas
. 0<b
0 <b, assim, de (E243), segue que ab < a,b. (2.25)

De modo semelhante, como b € «, e 3 é um corte de Q, segue, da propriedade (III) da definicdo
de corte, que existe
b, € @, talque b <b,.

Assim
0<b e b<b, teremosque, O < bg.
Logo, como
(EZE) 0<ao

0<b<b, € 0<ay teremos ab < ayb < a,b,. (2.26)

Seja
. (=m)
q=aeb, > 0. (2.27)

Notemos que

(e=m) (=) (=)
q < aoby, p < ab < ayb=q a,€x bepp e 0<a,b,

ou seja, q € (x-f3) e p < q, mostrando que o conjunto {3 satisfaz a propriedade (III) da definigdo
de cortes.
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Portanto (- 3) é um corte em Q.
Finalmente mostremos que se &, 3 € R" entdo (- B) € R, ou seja,

se o p>0" teremos (a-p)>O0".

Notemos que, de (E=27), temos

€E(ax-B) e qg>0,

ou seja,
O"C(x-B) e O"#(x-P), oimplicard que (cx-p) > O*.

Afirmamos que as propriedades (M2)-(M5) e (D) estdo satisfeitas para a operagdo de multiplicagdo
definida acima em R™.
Isto serd a deixado como exercicio para o leitor.

Observagao 2.5.9

1. Observemos que, em particular, a 2.a condi¢cdo da defini¢cdo de corpo ordenado estard

<

satisfeita em R, isto é,
se o, p>0% entdo «-p>0%
que é o que diz a propriedade (M1).
2. Se o # O*, definimos
x'={beQ;b<0lU{peQt;eristeqeQ,q>p comq ' €a}eR

ou seja,
x o =1

7.9 Etapa:
Completaremos a definicdo da operagdo de multiplicagdo para todo R, da seguinte forma:
Sejam «, 3 € R, definiremos:

o ,5¢ =0 ou p=0"
o3 ,se o, >0

x-fp=< (—x)-(—B) ,s¢ a<O* e pB<O* . (2.28)
x)-B] ,se a<O* e pB>O0O*

—[(—
—[o- (—B)] ,se a>0* e p<O*

onde : é a operagdo de multiplicagio definida em R" introduzida na 6.a etapa (notemos que todos os
elementos envolvidos nas multiplicagdes a direita acima pertencem a R™).

Tendo provado que (M1)-(M5) valem para a multiplicagdo em R, deixaremos como exercicio para
o leitor provar que as mesmas serdo validas para a multiplicacdo acima em R.

Observagao 2.5.10 Notemos que poderemos usar o fato que
X = _(_(X))

que € o item (d) da Proposi¢do (BZ-1).
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Faremos a demonstragdo que a propriedade (D) (lei distributiva da multiplicagdo) ocorre.
Faremos a demonstragdo que a propriedade (D) (lei distributiva da multiplicagdo) ocorre.
Dividiremos a prova em varios casos, a saber:

1. x> 0% >0

2. a< 0% pB<O*

3.a>0" p<O" e PB+v>0*~
4. «>0% pB<O* e B+y=0"
5, x> 0% pf<O0" e PB+vy<O~
6. x<O*, p>0" e PB+v>0"~
7. 0<0f B>0" e p+y=0"
8. a<O* p>0" e PB+v<O~

O caso 1. segue foi obtido na 6.a etapa.

Observemos que os casos 6., 7. e 8. sdo andlogos aos casos 3., 4. € 5., respectivamente (basta

trocar « com f3).
Faremos a demonstragdo do caso 3. .
Os casos 2., 4. e 5. serdo deixados como exercicio para o leitor.
Notemos que, das propridades (A1l)-(A5), segue que

Y=(B+v)+(-B)

€ como
B+vy>0" e —p>0%

da 5.a etapa, segue que teremos
v > O*.

Assim, como vale a propriedade (D) em R™, segue que

Prop. (D) em R™
o - =_x - +v)+1— =
&y = By H(ZB)
>0*  S0O* >0* >0 >0*

Da definicdo da multiplicagdo introduzida em (E=23), segue que (caso que x > O* e f < O*):
o B=—[e: (=)

Mas, da Proposigdo (EZZT) item (d), segue que

oo (B+vy)+ o (—B). (2.29)

—(x-B) = (=B). (2.30)

Assim -
oy o Byt (-8 = (B+y)— (- B).

Logo, da Proposigdo (EZZ0) item (a), segue que

axP+o-y=o0-(B+vy).
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Deste modo concluimos a demonstragdo da propriedade (D) para a multiplicagdo definida em
(=m).

Com isto mostramos que o conjunto dos cortes sobre os racionais munido da relagdo de ordem, das
operagdes de adigdo e multiplicagido definidas acima, isto é, (R, +,-, <), é um corpo totalmente orde-
nado que tem a propriedade do menor limitante superior, ou seja, a primeira parte da demonstragdo
do Teorema.

A seguir veremos como podemos ver que o corpo (Q,+,:,<) como um um subcorpo do corpo
(Ra +5 <) .

8.% Etapa:

Mostraremos que existe uma aplicagdo injetora de Q em R que preseva as respectivas ordens totais
e as operagles de adigdo e de multiplicagdo de Q e de R.

Para tanto, para cada r € Q associamos o conjunto ™ que é formado por todos os p € Q tais que
p <r,isto é

™={pecQ;p<rh (2.31)

E facil ver que * é um corte de Q, isto &, v* € R (verifique!).
Com isto temos a aplicagdo I : Q@ — R dada por

I(r) =7 reqQ.

Definiremos
Q" ={";recQl.

Os elementos de (Q*, +,-,<) (como subconjunto de (R,+,-, <)) satisfazem as seguintes proprie-
dades:
Dados 1, s* € Q* teremos:

(i) r+s*=(r+s)*

Observagao 2.5.11

(a) Notemos que a operagdo de adi¢Go do lado esquerdo da identidade acima € a operagdo
de adicdo em R enquanto do lado direito fazemos a operagdo de adigdo em Q e depois
tomamos o respectivo elemento em Q.

(b) Em partiular, teremos
[[r+s)=1r)+1I(s), mseQ

ou seja, a aplicagdo 1 preserva as correspondentes operagdes de adi¢cdo de Q e de R.
(i) r-s*=(r-s)*

Observagao 2.5.12

(a) Notemos que a operagdo de multiplicagdo do lado esquerdo da identidade actma €
a operagcdo de muliplicagcdo em R enquanto do lado direito fazemos a operacdo de
multiplicagdo em Q e depois tomamos o respectivo elemento em Q.

(b) Em partiular, teremos
I[(r-s) =1(r)-I(s), 7,5€Q

ou seja, a aplicagdo 1 preserva as correspondentes operagdes de multiplicagcdo de Q e
de R.
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(iii) r* < s* se, e somente se, T < s.

Observagao 2.5.13

(a) Notemos que a relagdo de ordem total do lado esquerdo da identidade acima € a
relacdo de ordem total em R enquanto do lado direito é a relagdo de ordem total em

Q.

(b) Em partiular, teremos
I(v) <I(s) se, e somentese r<s, onde 1,5€Q,

ou seja, a aplicacdo | preserva as correspondentes relagbes de ordem totais de Q e de
R.

A seguir exibiremos as demonstragdes das trés afirmagdes acima.
Para mostrar (i) devemos mostrar que

™4+s*C(r+s)* eque (r+s)Cr+st
Seja p € 1 + 5%, isto é,

*

p=u+v, onde uer" e ves,
0 que implicard em
u<r e v<s.

Com isto teremos que
p=u+s<r+s, ousea, peE((r+s)T,
mostrando que
™4+ p*C(r+s)".

Reciprocamente,

se pe(r+s)", segueque p<T+s.
Escolha t € Q tal que
L T+s—p

t
2

(2.32)

Notemos que, t > 0.
Consideremos
rr=r—t e s =s—t.

Como
t>0 segueque v/ <1t e s'<s,
que implicard em

Além disso

=
= T+s—p
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isto é,
* !/ k

p=1'+s', onde 1'er* e s es*.

Portanto
per’+s*, mostrando que (r+s)* Cr*+ ¥,

isto é , a propriedade (i) ocorre.
De modo semelhante mostra-se (ii).
A elaboracdo da demonstracdo da mesma serd deixada como execicio para o leitor.
Para mostrar (iii) suponhamos, primeiramente, v < s.
Com isto teremos
res’y, mas rgri={peQ:p<r}L

Logo ™ estd contido propriamente em s*, ou seja,

*

r <Ss.
Reciprocamente,
se 1" <s", entdoexiste pes’ talque p¢gr',

ou seja,
r<p<s, emparticular, r<s,

completando a verificagdo da propriedade (iii).

9.¢ Etapa:

Na 8.¢ etapa mostramos que a cada r € Q podemos associar v* € Q* C R de tal modo que essa
associacdo preserva as respectivas operagoes de adigdo, de multiplicacdo e de ordens totais.

Isto pode ser expresso dizendo-se que o corpo totalmente ordenado (Q,+,-, <) é isomorfo (no
sentido de corpo) ao corpo totalmente ordenado (Q*,+, -, <) (cujos elementos séo cortes dos racionais
do tipo (—oo,p) tal que p € Q).

Observemos que Q* é um subcorpo de R, ou seja, é um corpo com as operagdes de adigdo e
multiplicagdo induzidas de R (verifique!).

A identificacdo de Q com Q* permite-nos ver o corpo totalmente ordenado (Q,+,:, <) como um
subcorpo do corpo totalmente ordenado (R, +, -, <) e é neste sentido que é entendida a segunda parte
da conclusdo do Teorema, finalizando a sua demonstragao.

O

Observacgao 2.5.14

1. Notemos que a identificagcdo do corpo totalmente ordenado (Q,+,-,<) com o corpo total-
mente ordenado (Q* < +,-,<) € semelhante 4 que nos faz ver o corpo (R,+,:) como um
subcorpo do corpo formado pelos nimeros complezos, que é denotado por (C,+,-).

2. A primeira e segunda afirmacgdes, relativas ¢ 8.a etapa na demonstracGo do Teorema
actma, nos dizem que Q C R e as operagdes de adigcdGo e multiplicagcGo de R, quando res-
tritas a Q, coincidem com as operagdes de adigdo e multiplicagdo de Q (este é o significado
de subcorpo).

3. Os cortes de Q que utilizamos na demostra¢cGo do Teorema acima foram criados por
Richard Dedekind e denominados de cortes de Dedekind.
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4. A construgdo de R, partindo de Q, utilizando sequéncias de Cauchy é devido a Cantor.

5. Ambos publicaram suas construgdes em 1872.

6. Definiremos o conjunto formado pelos irracionais, denotado por I, como sendo:

I[=R\Q.

7. Se x € R, definiremos

o) = U (—«x).
Com 1sto teremos:
(a) || € R,
(b) lol > O ;
(c) lol > « e |o| > —ox;

, sea> 0"
() o] = o, se o>
—x, se a < O*

Podemos enunciar e demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 2.5.2

(a) (Propriedade Archimediana de R) Se x,y € R, com x > 0, entdo eziste n € N tal que

n-x>y.

(b) (Densidade de Q em R) Se x,y € R, com x <y, entdo deve ezistir p € Q tal que

x<p<uy.

(c) (Densidade de I em R) Se x,y € R, com x <y, entdo deve existir i €I tal que

x <i<y.

Demonstragao:

De (a):
Seja A o conjunto formado pelos niimeros reais m - x, onde m € N, isto é:

A={m-xcR; mecNL
Suponhamos, por absurdo, que propriedade (a) seja falsa, ou seja,

m-x <y paratodo meN,

isto é, y é limitante superior do conjunto A.

Como R tem a propriedade do menor limitante superior, existira
o =sup(A).

Observemos que
se x>0, entdo oa—x<ux
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e assim (¢ —x) nao podera ser um limitante superior do conjunto A (pois « é o supremo de A, logo
é o menor limitante superior do conjunto A).
Assim, da definigdo do conjunto 4 e do fato que (¢ —x) ndo é limitante superior de .4, segue que
deverd existir m € N tal que
x—x < Mm-Xx.

Com isto podemos concluir que
a< (m+1)-x €A,

o que é um absurdo, pois « é um limitante superior de A.
Logo o conjunto .4, ndo pode ser limitado superiormente, ou seja, dado y € R, deverd existirn € N
tal que
ysn-x,

mostrando que a propriedade (a) ocorre.
De (b):
Basta encontrarmos n € N e m € Z, de modo que

nx<m<nx.

Como
x <y, segueque yYy—x>0

e, da propriedade (a), sabemos que existe n € N tal que
n-(y—x)>1, ousea n-x+1l<n-y. (2.33)

Para ver isto, basta considerar
x=y—x e y=1

e aplicar a propriedade (a).
Aplicando novamente a propriedade (a), podemos obter m;, m; € N tais que

my >n-x,

bastando para isto tomar
e aplicar a propriedade (a) e
bastando para isto tomar

e aplicar a propriedade (a).
Assim teremos
—m; <n-x<<mj.

Com isto pode-se provar a existéncia de m € Z, com
—my; < m < my,

de modo que
m—-—1)<n-x<m (2.34)
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A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Combinando-se as desigualdades (E=33) e (E=34) obteremos:

n-x<m<l4+n-x<n-y, ousea nN-x<m<n-y.

Como m
n >0, da desigualdade acima segue que x < o <y,

0 que prova a propriedade (b), bastanto para isto tomar

m
P = ; €Q,
mostrando que a propriedade (b) ocorre.
De (c):
Pelo item (b), existe t € Q tal que
s
— <t<—=
V2 V2’
assim
x<tv2<s.
Se t # 0, segue que
i=tv2el.
Se t =0, teremos
V2 V2’
Logo, de (b), podemos encontrar p € Q, de modo que
Y
O<p<—F%=
P ok

ou seja, existe p € Q tal que

X s
—_<0<p<—, ouseja, x<pVv2<uy,
G p 2 ] P Y

e assim, como p € Q\0},

iip\fZ

satisfaz a propriedade requerida, completando a demonstracdo do resultado.

Observagao 2.5.15

1. A parte (a) do Teorema actma é conhecida como propriedade arquimediana dos nimeros
Teas.

2. A parte (b) do Teorema nos diz que entre dois numeros reais distintos eziste, pelo menos,
um numero racional (propriedade de densidade dos numeros racionais no conjunto R).

Como consequéncia dos resultado acima temos o:

Corolario 2.5.1 |
inf{;neN} =0*.
n



2.5. O CORPO DOS NUMEROS REAIS 45

Resolugao:
Para tanto, basta utilizar a propriedade (a) da Proposigédo acima.
O
Mostraremos a seguir a existéncia da n-ésima raiz de um nimero real positivo.
Esta demonstragdo mostrard como a dificuldade do inicio (a respeito da irracionalidade de v/2)
pode ser tratada em R.

Teorema 2.5.3 Para todo x >0 em R e todo n € {2,3,4---} existe um, e somente um, nimero
real y > 0 tal que

Demonstragao:

Unicidade:

Que existe no maximo um y > 0, com a propriedade acima, segue do fato que, se existirem
y1,Y2 > O distintos que satifazem a igualdade, poderemos supor, sem perda de generalidade, que

0<yr <y
Logo teremos
0<y1<y2
n n
X — =y;-y; < )oYy = 2.35
Y=y Y2y = V2o (2.35)
=X n-fatores n-fatores =X
0 que seria um absurdo.
Logo se existir a raiz n-ésima de x, ela devera ser inica.
Existéncia:
Seja E o conjunto formado pelos niimeros reais positivos, que indicaremos por t, tal que
t < x,
isto é:
E={t>0; t" <x}. (2.36)
Notemos que se
X
to = (2.37)
T4+x
entdo
1<1+x, logo O<]Jr—x<1
0<to < X, ouseja, 0<t,<x (2.38)
e
0<x<T+x, logo 0< 135 <1
0<ty <
Assim
n =) =L =
t 1 0<to<]1, e como em (=3 —— 0<to<1 eamce:
t—":t21 < ™=1, ousea, ty < t, < x

0

Logo t, € E e portanto o conjunto E é ndo vazio.
Por outro lado se

t1>1 e (2=3)
> 1

=
ty >1+x>1, segueque t} = t?_] tr>t >14+x%x>x,
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ou seja,
tf>x, assim t;¢E,
o que implicard que (1 + x) é um limitante superior de E.
Como R tem propriedade do menor limitante superior, segue que existe

y = sup(E).
Vale observar que
(z=3) to€E e y=sup(E)
0 < to < y.

Para mostrar que
Yy =%

provaremos que as desigualdades
n

y"<x, ou y">x

nao poderao ocorrer.
Para isto, observemos, primeiramente, que para a, b € R teremos

b*—a'=(b—a)- (" "T+b" % . a+---+b-a" 2 +a" ).

n—parcelas

Para ver isto, basta fazer a multiplicagdo do lado direito da igualdade acima que obteremos o
membro a esquerda da mesma.

Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

Com isto teremos que a igualdade acima implicard em

n—parcelas

n_mn_ . . n—1 n-2 . . n—2 n—1 a<b . JPSR IS B
b"—a*=(b—a)- (b +Db \Cl-/+ +b- a + a ) < (b—a)-m-b™". (2.39)
<b (=3)

— < 'pn—2
<pn—1 —

Suponhamos, por absurdo, que

Como
_x—yt
n(y+ 1)1

podemos escolher um ntimero real h satisfzendo:

>0,

n

X~y

0<h<1 h< —————.
<h< e <nw+4w4

Consideremos
a=y e b=y+h.

Observe que
0<a<b

e assim podemos aplicar (E23d), que implicard em:

ha—2"4__ n
n—1
n(y+1) n

h<1
+h < y+1
no1 9T Y hon-(y+ 1! < x—y",

(y+h)"—y*"<h-n-(y+h)
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ou seja,
(y+h"<x,
implicando que
(y+h) €E,
0 que é um absurdo, pois
y+h>y

e y € um limitante superior do conjunto E (na verdade ele ¢ o supremo do conjunto E).
Portanto deveremos ter

y"=x
Suponhamos agora, por absurdo, que
y"t >x
Escolhamos .
yt—x

k= T

Notemos que
n
0<k= yn—] ):1—1 =2 1 <Y
ny ny n ny
<0
Logo
0<k<vy, oqueimplicard que 0<vy-—k.
Consideremos
b=y e a=y-—k

Assim

0<a<hb,

e aplicando-se (E=59) segue que:
k=
Y- y-kt<kenoy™h Tyt —x ouseja, x < (y—k)",
0 que implicard que

(y—k) € E.

Como
y—k >0,

segue que este serd um limitante superior de E, o que é um absurdo, y € o menor limitante superior

(pois, y = sup(E)).
Portanto

completando a demosntracido do resultado.

Notagao 2.5.2 Este numero real y serd indicado por x%, ou seja,
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Como consequéncia temos o:

Corolério 2.5.2 Se a,b € R sdo positivos e n € {2,3,4

,-+} entdo
1
(a-b)% =an -bw,
Demonstragao:
Consideremos
1 1
x=anr e p=bn.
Entao

a-b=at pr=(a-p)",
pois a operagdo de multiplicagdo é associativa e comutativa em R
A unicidade do Teorema (EZ23) garante que

1 1 1

completando a demonstragdo do resultado.

Observagao 2.5.16

1. Eziste uma relagdo entre numeros reais e numeros que possuem representagcdo decimal
Para ver isto, consideremos x > 0 um niumero real

Do Teorema (E23) item (a) seque que existe um maior inteiro, ndo negativo, n, tal que

Ny < x.

Os detalhes da demonstracdo deste fato serdgo deizados como ezercicio para o leitor

De modo andlogo, podemos encontrar um mator inteiro ny tal que

N <10 (x—mo), isto &, Mo+ 1(‘) <x
Prosseguindo no argumento acima (isto €, por indugdo), para cada k =0,1,2,---, podemos
encontrar niumeros inteiros Ny, Ny, - -+ ,Ng_1,Ng € {0, 1,

,9}, 0s maiores inteiros, tais que

° 10 10 10k -
Seja E o conjunto formado pelos numeros decimais
m Tk—1 13
n0+ﬁ+10k7]+ﬁ, k:O,l,Z (240)
Afirmamos que
x = sup(E).

A demonstragdo deste fato serd deirada como ezxercicio para o leitor

2. Com isto podemos definir a expansao decimal do nimero real x, como sendo o nimero

No, MMN3 -« . (2.41)
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Reciprocamente, para toda expansdo decimal do tipo (BZ1) representa um numero real x.
Basta para isto notar que o conjunto E formado pelos niumeros da forma (BZQ) é limitado
superiormente (por, por exemplo, N, + 1).
Logo eziste
x =sup(E) € R,

que terd como ezpansdo decimal (BZ1).
Deixaremos como exercicio para o leitor:
Exercicio 2.5.1 Mostre que x € Q" se, e somente se, sua expansdo decimal é finita ou infinita

e periddica.

2.6 O Conjunto dos Numeros Reais Estendido

Definigao 2.6.1 Defintmos o conjunto dos niimeros reais estendido, indicado por R*, como
sendo o conjunto formado pelos nimeros reais e pelos dois simbolos +oo e —oo.

Observagao 2.6.1

1. Podemos wntroduzir uma ordem total em R*, que estende a ordem total de R, da sequinte
. . » . . *
maneira: se x,y € R* diremos que x é menor que y, indicando por x <y, por

x<y, para x,y€R
x<y=<{x=—-00 e yeRU{+oo}
y=+4oco e x€RU{—o0}

Deste modo temos que < serd uma relagdo de ordem total em R*.

A verificagcdo deste fato é stmples é serd deizada como exercicio para o leitor.

2. Notemos que todo subconjunto de (R*,é) serd limitado superiormente (por ezemplo, por
+00) e inferiormente (por ezemplo, por —oo).

3. Observemos que se E C R ndo é limitado superiormente em R entdo
sup(E) =4+c0 em R

O mesmo é vdlido para um subconjunto de R ndo limitado inferiormente em R.

Neste caso teremos
inf(E) =—c0 em R

4. Notemos que ndo conseguiremos introduzir opera¢des de adigdo e multiplicagdo em R*,
que estendam as operagbes de adi¢do e multiplicacdo de R, de modo que este torne-se um
um corpo (por que?).

Porém podemos introduzir as sequinte operagdes como os elementos —co e +oo de R*:

(i) Se x € R, definiremos:

X + 00 = 400, X + (—o0) = —o0, = =0
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(ii) Definiremos:
+00 + (400) = +o00, —00 + (—00) = —o0;

(iii) Se x > 0, definiremos:

X - (+00) = +o00, x - (—00) = —o0;
(iv) Sex <0, definiremos:
X - (+00) = —o0, X - (—00) = +00;
(v) Definiremos:
(+00) - (+00) = +00, (+00) - (—00) = (—00) - (+00) = —o0, (—00) - (—o0) = +o0.

2.7 Os Numeros Complexos

Definigao 2.7.1 Um ntmero complexo é um par ordenado formado por numeros reais, 1sto é,

(a,b) com a,beR.
Observagao 2.7.1 A palavra ”ordenado” significa que se
a#b entdo (a,b) e (b,a)
s@o pares ordenados distintos.

Definigao 2.7.2 Dados
X:(aab) e y:(c)d)

ndmeros complezos, diremos que x € igual a y, escrevendo x =y, se, e somente se,
a=c e b=d

Definiremos a operagdo de adigao de x com vy, wndicada por x+Yy, como sendo o par orde-

<

nado (a+c,b+d), isto €,

x+y=(a+cb+d).

Definiremos a o pera¢do de multiplicagcao de x com vy, indicada por x.y, como sendo o par
ordenado (a.c —b.d,a.d + b.c), isto €

x-y=(ac—bd,ad+bc).

Teorema 2.7.1 Com as operagdes de adicdo e multiplicagdo acima definidas o conjunto for-
mado por todos os numeros complezos torna-se-d um corpo e serd denotado por C (ou seja,
(Cy+,-) € um corpo).

Notemos que o elemento neutro da adi¢cdGo serd o par ordenado (0,0) e o elemento neutro
da multiplicacdo serd o par ordenado (1,0).

Demonstragao:
Sejam
X:(a)b)> y :(C)d) € Z:(e)f)

trés nimeros complexos.
Ent3o:
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Vale a propriedade do fechamento da adigao:
De fato, temos, da propriedade do fechamento da adi¢cdo de niimeros reais, que
x+y=(a+c,b+d),
eRr eR
logo um par ordenado formado por niimeros reais, ou seja, um niimero complexo.

Logo, vale a propriedade do fechamento para a operagdo + definida acima;

Vale a propriedade comutativa da adig&o:
De fato, temos da propriedade comutativa da adigdo de nimeros reais,
x+y=(a+c,b+d)=(c+a,d+b)=y+x,
=c+a =d+b
logo a operagdo + é comutativa;
Vale a propriedade associativa da adigio:
De fato, temos, da propriedade associatida da adicdo de ntimeros reais, que
(x+y)+z=(a+c,b+d)+(ef)=(a+c)+e, (b+d)+f)=(a+(c+e), b+ (d+f))

a+(c+e) =b+(d+f)
=(a,b)+(c+e,d+f)=x+(y+2z).

Logo, vale a propriedade associativa para a operagdo + definida acima,;

Vale a propriedade da existéncia do elemento neutro da adigéo:
Definamos O = (0,0), que é um nimero complexo.

Com isto teremos
x+0= (avb) + (O)O) = (a+0, b+0) = (aab) =X,
ou seja, O é o ellmento neutro da operagdo + definida acima;

Vale a propriedade da existéncia do elemento oposto da adigéo:
Dado x = (a,b) € C defina

—x = (—a,~b),
que é um nimero complexo.

Observemos que
x+ (—x) = (a,b) + (—a,—b) = (a+ (—a), b+ (=b)) = (0,0) =0,
ou seja, todo niimero complexo admite um oposto, no caso, —x = (—a,—Db), isto é, vale a
propriedade da existéncia do elemento oposto da operagdo + definida acima;
Vale a propriedade do fechamento da fechamento da multiplicagéo:

De fato, temos que
x-y=(a,b) (¢c,d)=(ac—bd,ad+bc).
eR eRrR

Logo um par ordenado formado por niimeros reais, ou seja, um niimero complexo

Assim, vale a propriedade do fechamento para a operagéo - definida acima;
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(m?2) Vale a propriedade comutativa da multiplicagéo:
De fato, temos, das propriedades comutativa da multiplicagdo e da adigdo de nuimeros reais, que
x-y=(a,b)-(c,d)=(ac—bd,a-d+b-c)=(ca—db,cb+da)
ca—db =cb+da
= (C)d) : (a)b) =y-Xx

Logo a operagdo . sastisfaz a propriedade comutativa;

(m3) Vale a propriedade associativa da multiplicagdo:
De fato, temos, das propriedades comutativa, distributiva da multiplicagdo e da adigdo de
nlimeros reais, que
ac—db,ad+bec)-(ef)
(ac—dtb)e—(ad+bc))f, (ac—db)f+ (ad+bc)e)
a(ce—df)—b(cf+de),a(cf+de)+b(ce—df))
a,b)-(ce—df,cf+de)=(a,b)-[(c,d)-(e,f)l =x-(y-2z).

(x-y)-z

=
=
=
=

Logo a operagdo . satisfaz a propriedade associativa;

(m4) Vale a propriedade da existéncia do elemento neutro da multiplicagéo:

Definamos
1=(1,0),

que é um nimero complexo.

Com isto teremos:

1-x= “)O) ' (a’b) = (iﬁ‘/_\/o/) a0 +\L) = (a)b) =%
=a =0 =0 =b

ou seja 1, definido acima, é o elemento neutro da operagéo .;

(m5) Vale a propriedade da existéncia do elemento elemento inverso da multiplicagdo:

De fato, se
X = (a)b) 7é 0= (O)O)

entdo deveremos ter ou a # 0 ou b # 0, ou seja, a’ + b? > 0.

Deste modo podemos definir

-1 . a —b
az+b2’ a2+b2 |’
—

€R €R

que é um nimero complexo.

Notemos que

x-x=(ab)- a —b =|a a —-b -0 a -0 +b a
7 a2+b2’ a?2+b2)  \Ta2+b? TaZ+b2’ Tal+b2 0 a2 +b?

a’ +b?
= ((12—|-bZ)O> :(]>O):1)

ou seja, todo nimero complexo diferente de O = (0,0) admite um nimero inverso (complexo);
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(d) Vale a propriedade distributiva da multiplicagdo pela adigéo:
De fato, temos, das propriedades comutativa, distributiva da multiplicagdo e da adigdo de
numeros reais, que
x-(y+z)=(a,b)-[(c,d) + (e,f)] = (a,b) - (c+e,d+T)
=(a(c+e)—b(d+f),a(d+f)+b(c+e))
=(ac—bd,ad+bc)+(ae—bf,af+be)=x-y+x-z

, ou seja, vale a distributiva da operagédo - pela operagéo +.

Como as operagdes + e . tém as propriedades acima o conjunto dos niimero complexos tornar-se-a
um corpo.

O
Observagao 2.7.2 Se a,b € R entdo
(a,0)+ (b,0) =(a+b,0+0)=(a+Db,0)
(a,0) - (b,0) = (a.b —Q.,Q/, &;‘l*@) = (a.b,0). (2.42)

=0 =0 =0

Ou seja 0s numeros compleros da forma (a,0) tém as mesmas propriedades relativamente
ds operagdes + e . correspondentes aos numeros reais.

Deste modo podemos identificar os niumeros compleros da forma (a,0) com o nimero real
a.

Mazs explicitamente, notemos que todo numero real a pode ser identificado com o numero
complezo (a,0), ou seja, temos uma aplicagdo

T: R—C
a— (a,0)

Reciprocamente, todo nimero complero da forma (a,0) pode ser identificado com o numero
real a, ou seja, temos uma aplicagcdo

S: {la,0) eC;aeR} =R
(a,0) = a

Assim, de (EZ2), seque que as aplicagdes T e S preservam as operagbes em R e C, ou de
{(a,0) € C; a € R} e R, respectivamente.
Desta forma entenderemos a inclusdo:

R cC.

Na verdade esta inclusGo € uma identificacGo que, por abuso de notagdo, escrevemos como
acima.

Definigao 2.7.3 Denotemos o nimero complezo (0,1) por i, 1sto €,
i=(0,1).

Observagao 2.7.3
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1. Observemos que
2 =1-i=(0,1)-(0,1) = (0.0~ 1.1, 0.1 +1.0) = (~1,0) = —(1,0) “™"2%m@ 7,

ou seja,
i? =1

2. Sea,b R entdo

(a,b) =(a,0) + (0,b) = (a,0) + (b.0—0.1, b.1+0.0) = (a,0) + (b,0) - (0, 1)
=a+b-1i,

1sto €,
(a,b)=a+b-i.

Conclusao: todo niumero complexo pode ser colocado na forma
a+b-i,
onde a,beR e i’ =—1.

2. Nesta situacgao, se
z=a+b-i e w=c+d-i,

com a,b,c,d € R, teremos

z+w=(a+c,b+d)=(a+c)+(b+d)-i
z-w=(ac—bd,ad+bc)=(ac—bd)+(ad+bc)-1i.

3. Das propriedades das operagdes + e - para numeros complezros, teremos que:

zw=(a+b-1):-(c+d-i)=a-c+a-(d-1)+b-(c-1)+(b-i)-(d-1)

i2=—1

(ac—bd)+(ad+bc)-i,
que é como foi definido o produto de dois numeros complezos inicialmente.

Definigcao 2.7.4 Sejam a,b € R ez=a+b-i um numero complezo.
Definimos o conjugado de z, indicado por z, como sendo o numero complexo

z=a—b-1i.

No caso, diremos que o nimero real a € a parte real e o nimero real b é a parte imaginaria

Pl

do numero complezo z, que serdo indicadas por R(z) e J(z), respectivamente, isto €,

R(z)=a e TJ(z)=0.

Um numero complezo z serd dito imaginario puro se

R(z) = 0.

Observagao 2.7.4 Sejaz=a+Db-1i.
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. Sez=1(a,b) € C entdo

z = (a,—b).
O niumero complezo z serd tmagindrio puro (isto €, R(z) =0) se, e somente se,

a=0, ouseja, z=b-i, ou ainda, z=(0,b).

Por outro lado, o numero complezo z serd um numero real(isto é, z € R) se, e somente
se,

b=0, ouseja, JI(z)=0, 1wstoé, z=z+0-1i, ou ainda, z=(z,0)

ou, equivalentemente,

w
I
N

Com isto temos a:

Proposigao 2.7.1 Se z e w sdo numeros complexos entdo:

(d) z-z é um ndmero real maior ou igual a zero, ou ainda ,

z-z>0 e z-z=0 se, e somente se, z=0.

Demonstragao:

Suponhamos que

Com isto teremos

Entéo

z+w=(a+c)+(b+d)-i e z-w=(ac—bd)+ (ad-+bc)-i.

Com isto teremos:
De (a):

z+w=(a+c)+(b+d)-i=(a+c)—(b+d)-i=(a—b-i)+(c—d-1) =Z+W.

De (b):

z-w=(ac—bd)+(ad+bc)-i=(ac—bd)—(ad+bc)-i=(a—b-i)-(c—d-i)=Z -W.

De (c):

z+Z=(a+b-i)+(a—b-1) =2 -a=2-R(z),
z2—Z=(a4+b-i)—(a—b-i)=2-b-i=2-7(z) - i.
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De (d):

.
z.Z=(a+b-i)-(a—b-i)=a?—a-b-i+b-a-i+(b-i)-(=b-1) ="' a?+b%

ou seja,
z-z:a2+bzzo.

Além disso, notemos que
z-Z=0 se, e somente se, a’+b’>=0

ou, equivalentemente,
a=b=0, ouseja z=0,

completando a demonstragdo do resultado.
Devido a parte (d) do resultado acima podemos introduzir a seguinte definigdo:
Definigao 2.7.5 Se z € C definimos o médulo de z, indicado por |z|, como sendo
zZl=Vz -z,
onde estamos considerando a raiz quadrada de numeros reais, nGo negativos.
Observagao 2.7.5 Vale observar que se x € R entdo
Xl = Vx X = VX2,

ou seja,

x, se x>0
Ix| =
—-x se x<0

Portanto a fungdo médulo definida em C quando restrita aos numeros reais coincide com a
funcdo valor absoluto de R.

A seguir daremos algumas propriedades da funcdo valor absoluto.

Proposicao 2.7.2 Sejam z, w € C onde z=a+ b -1i. Entdo:
(a) |zl = Va2 +b?;
(b) |z| >0 e |z| =0 se, e somente se, z=0;
(c) [zl =lzl;
(d) |z-wl = [zlIwl;
(e) M) <zl el3(2)| < lzl;

(f) (Desigualdade triangular) |z +w| < |z| + |w.
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Demonstragao:
De (a):
Observemos que

z:Z=(a+b-i)-(a—b-i)=a’>—a-b-i+b-a-i—b*: (i) = a® + V%

Logo
lz| =V a? 4+ b2,
como queriamos mostrar.
De (b):
Do item (a) temos que

Izl = Va2 +b2 > 0.

Além disso,
0l=0

e se |z| = 0 entdo, sendo
z=a+b-i,
teremos
Va?z+b2 =z =0,
0 que implicard
a=b=0, ouseja z=0,

como queriamos mostrar.

De (c):

Notemos que se

z=a+b-i
onde a,b € R, entéo

22=b2
Z| = 1/a? + ( Va2 +b? =z,

como queriamos mostrar.
De (d):
Observemos que se
z=a+b-1 e w=c+d-i,

onde a,b,c,d € R, entdo

lz- w2 =|(ac—bd)+ (ad+bec)-if=(ac—bd)*+ (ad+bec)
B (g2 4 12) (¢ + d?) = [z [l
assim
1z - w| = |z [wl,

como queriamos mostrar.
De (e):
Notemos que

R(z)? = a? < a? + b =z
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De modo andlogo, segue que

3(z)? =b* < a? +b? = |23,

ou seja,
1R(2), 13(z)] < Izl

como queriamos mostrar.
De (f):
Observemos que

Logo,

Prop. (IE:I]) item (a)

z4+wP =(z+w) (z+wW) (z+W) Z4+W) =z-Z4+z2-WH+W-Z+W-W

=z* +2- R(z - W) HwP <lP+2- lz-w +wf
N—— e
_item (e) acima item (c) acima,  __
<|ezw)| < 2w = el
=l2P 422 Wl HwP =1z 202 w4 = (2] )
~—

item (b) acima

[l

ou seja,
lz +w| < [z] + [wl,

completando a demonstragdo do item e do resultado.
O

Notacgao 2.7.1 Utilizaremos com frequéncia o somatdrio para abreviar somas, mais explicita-
mente: se X1,X2, - ,Xn € C entdo denotaremos por:

n
ij =X1+x2+ -+ Xn.
j=1

Terminaremos esta segdo com a seguinte importante desigualdade, denominda desigualdade de
Cauchy-Schwarz (em C™):

Teorema 2.7.2 Sejam aj,ay,---,an,b1,ba,---,by € C. Entdo

n 2 n

n
Doai-b < | D P ] DIyl (2.43)
=1

=1 =1

N|=

Demonstragao:
Definamos

n n n
A= g, B=) |b” e C=) q by
j=1 j=1 j=1

Com isto basta mostrarmos que
IC| < A%. B2

Para isto observemos, inicialmente, que A, B € R™.
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Notemos também que se
B=0, deveremoster bj=b,=---=b, =0

e a desigualdade (EZ3) tornar-se-a4 uma igualdade, pois neste caso o lado direito e o lado esquerdo da
desigualdade acima serdo zero.
Por outro lado se B > 0 teremos:

n n
OSZ|B'C1jfc-bj|2:Z(B'aj*C'bj)(B'a]’*C-b]’)
j=1 j=1

Prop. (Eﬂ) (a)

M=

(B'aj—C-bj)(B'aj—C-bj)
1

—.

Prop. (IZZII])(a) (Ba]—Cb])(EE)—CbT)

ME

1

—.

—C'bT-)

(B é real assim B=B

n

=B) _

= E (B-aj—C-bj)(B-aj
j=1

(B-qj-B-@G—B-q;-C-b;—C-b;-B-aG+C-b;-C-b)

I
|\/|=

—.
—_

(B2-|aj* —B-C- ZaJ bj—B-C- Za, b +|C2- Z|b|2

1 j=1 j=1
=B*> A—B-C-C—B-C-C+|C”P-B=B>-A—B:-|CF=B-(A-B—|CP).

I
E

—.

Mas o lado esquerdo da desigualdade acima é ndo negativo, logo deveremos ter
B-(A-B—|C]*) >0.
Como B > 0 segue que
—ICP > 0, ouseja, A-B> ICJ?

ou, equivalentemente,

Zaj‘gj < Z|a]|2 Z|b|2 )

completando a demonstragdo do resultado.
O

Observagao 2.7.6 A partir deste momento deizaremos de colocar - para indicar a multiplicagcdo
de numeros reais ou complezos.
2.8 Espacos Euclideanos

Definigao 2.8.1 Para k € N definiremos o conjunto R* como sendo o conjunto formado por
todas as k-uplas ordenadas,
X = (X1>X2> T )Xk))

onde x; €ER, j=1,2---,k que serdo ditas coordenadas de x, isto §,

Rki{(xl)"' )Xk) v X GR,j:],"' ak}
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Podemos introduzir duas operagdes no conjunto R¥, a saber:

Definicao 2.8.2 Sex = (x1,%2, - ,Xx), Y = (Y1,Y2,- - ,Yyx) € R* e & € R definiremos a adigao das
k-uplas x com vy, indicada por x +y, como sendo:

x+y=&+vyr,x2+Yyz,-, Xk +Yi)

e definiremos a multiplicacao do nimero real « pela k-upla x, que serd indicada por « - X,

como sendo:
X = (X7, X2y ey XK.

Observagao 2.8.1
1. Notemos que se x,y € R e a € R entdo
k
x+y, a-x €R"
2. Com estas operagdes (IRik,—l—, ) tornar-se-d um espaco vetorial sobre R.
A verificagcdo disto serd deizada como exercicio para o leitor.

Os elementos de (R, +,-) serdo denominados vetores.

O wvetor nulo, O, serd a k-upla nula, isto é,

0= (0)0) )O)
e o vetor oposto associado ao vetor x = (X1, X2,--- , Xxx) € R* serd o vetor
—X = (_X1 y X2yt _Xk)-

3. Podemos também introduzir um produto interno em (R, +,.) da sequinte forma: se

X = (XBXZ)"' )Xk)7 Yy = (yhyZ)"' )yk) ERkv

definimos o produto interno do vetor x pel vetor y, que serd indicado por x ey, como

sendo:

k
xey=> %y (2.44)
j=1

A verificagcdo deste serd deizada como exercicio para o leitor.

4. Com este podemos definir uma norma em (R¥,+,- o) do sequinte modo: se
X = (X])XZ)"' )Xk) € Rk)

definimos a norma do vetor x, que serd indicada por ||x||, como sendo:

Ix]| = vVxex =

k
> X (2.45)
j=1

5. (R*, +,-, e) serd denominado k-espaco euclideano ou espaco euclideano de dimensao k.
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O espaco euclideano (R¥, +, -, ®) possuem as seguintes propriedades:

Proposicao 2.8.1 Sejam x, Yy, z € R* e x € R. Entdo:
(PI-1) (x+y)ez=xez4+yeze (ax)ez=u(xez),
(PI-2) xey=yex;
(PI-3) xex >0 exex=0 se, e somente se, x =0;
(N-1) [|x|]| >0 e ||x]| =0 se, e somente se, x =0;
(N-2) floc- x| = fex] [[x]l;
(N=3) [Ix+yll < lIx[l + [lyll;
(N-4) |Ixey| < ||x] [yl (desigualdade de Cauchy-Schwarz);
(N-5) [Ix—z|| < [lx =yl +lly =z

Demonstragao:
A demonstragdo serd deixada como excercicio para o leitor.

Observagao 2.8.2 As trés primeiras propriedades sGo as que definem um produto interno.

As trés propriedaeds sequintes sdGo as que definem uma norma.

Lembremos que sendo (R¥, 4, -, ) um espaco com produto interno (logo normado) serd um
espago métrico.

A distdncia serd a distdncia assoctada & morma ||.||, isto € dada por

dx,y) =[x —yl, xyeR"

A verificag@o destes fatos serdo deixados como eczercicio para o leitor.
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Capitulo 3

Alguns Elementos de Topologia

Neste capitulo trataremos de alguns elementos importantes da Topologia, a saber: conjuntos finitos,
enumeraveis, ndo enumeraveis; espagos métricos; conjuntos compactos; conjuntos perfeitos e conjuntos
COnexos.

O nosso foco principal serd a reta R, munida da métrica usual.

3.1 Conjuntos Finitos, Enumeraveis e Nao Enumeraveis

A seguir lembraremos algumas defini¢ées importantes que serdo utilizadas ao longo deste capitulo.

Observagao 3.1.1

1. Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, suponhamos que a cada elemento de x € A estd
assoctado um unico elemento y € B, que denotaremos por f(x).

Neste caso diremos que essa relagdo entre A e B é uma funcao, que serd denotada por

f: A — B.

O conjunto A serd dito dominio da fun¢do f e o conjunto B serd dito contra-dominio da

funcgao f.
O elemento f(x) € B serd dito valor da fungdo f em x € A.

O subconjunto do conjunto B formado por todos os valores assumidos pela funcdo f serd
dito imagem da fungdo f e indicado por 1(f), isto €,

I(f) ={f(x); x € AL
2. Se E C A entdo denotaremos por f(E), o conjunto formado por todos os f(x), para x € E,
1sto é,
f(E) ={f(x); x € E}.

Neste caso, a 1magem da fung¢do f serd o subconjunto f(A) C B, isto €,

3. Se f(A) =B diremos que a fungdo f € uma fungdo sobrejetora.
4. Se para todo x,y € A tal que

x#y temos f(x)# f(y),

diremos que a fung¢do f é uma fung¢do injetora.

63
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5. Se a funcdo f for sobrejetora e injetora entdo ela serd dita fung¢do bijetora.

6. Se F C B, denotaremos por f~'(F), o conjunto dos x € A tal que f(x) € F, que serd
denominado imagem inversa do conjunto F pela funcdo f, isto é€,

1 F) ={x e A:f(x)eF}.

Logo, se y € B entdo ' ({y}) denotard o conjunto formado por todos os x € A tal que
f(x) =y, sto é,
1 ({y) ={x € A: f(x) = y}.

7. Observemos que se para cada y € B, ' ({y}) tem, pelo menos, um elemento, entdo a
fungado f serd uma funcdo sobrejetora.

8. Observemos que se para cada y € B, f~' ({y}) tem, no mdzimo, um elemento, entdo a
funcgéo f serd uma fungdo injetora.

Baseado nas consideragdes acima podemos estabelecer a:

Definicao 3.1.1 Sejam A e B dois conjuntos.
Se existir uma fungdo bijetora de A em B, f: A — B, diremos que o conjunto A tém a mesma

cardinalidade do conjunto B, de maneira abreviada escreveremos A ~ B, que leremos como:

o conjunto A € equivalente ao conjunto B.

Neste caso escreveremos

Com isto temos a:

Proposigcao 3.1.1 A relagdo ~ é uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto formado por

<

todos os conjuntos, 1sto €, a relagdo ~ satisfaz as sequintes propriedades: sejam A, B, C conjun-
tos, entdo

(a) Refleziva: A~A ;
(b) Simétrica: se A~B entdo B~ A;
(c¢) Transitiva: se A~B e B~ C entdo A~ C.

Demonstragao:
A demonstracéo é simples e serd deixada como exercicio para o leitor.
O

Definicao 3.1.2 Para cada n € N defina |, como sendo o conjunto formado pelos niumeros
naturais 1,2,--- ,n, isto €,
]n :{])2) ,Tl}

e ] formado por todos os nimeros inteiros positivos, isto é,
] =N.

Seja A um subconjunto qualquer.
Diremos que:
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(a) o conjunto A é finito se

A~ Tn,
para algum n € N.
O conjunto vazio é, por definigdo, finito,
(b) o conjunto A ¢ infinito se ndo for finito;
(c) o conjunto A ¢é enumeravel se
A~T

(d) o conjunto A é nao enumerdvel se A ndo for finito e também ndo for enumerdvel ;

(e) o conjunto A é no méximo enumeravel se for finito ou enumerdvel .

Observagao 3.1.2 Para dois conjuntos finitos A e B temos que A ~ B se, e somente se, A e B
tém o mesmo niumero de elementos.

Para conjuntos infinitos a tdéia de ter o mesmo numero de elementos tornar-se-d vaga, ou
melhor, ndo precisa.

Neste conterto a idéia de construir uma correspondéncia bijetora entre os dois conjuntos
deiza a situagdo mais clara.

Exemplo 3.1.1 Seja A =7 o conjunto dos inteiros. Mostre que o conjunto A é enumerdvel.

Resolugao:
Para isto basta considerar a seguinte correspondéncia entre J e A:

] 1 5 7
1 1 l
A 0 1 —1 2 —2 3 -3

Podemos dar uma férmula explicita para a fungdo f: ] — A, acima, da seguinte maneira:

n .

5> sem épar

f(n) =

n—1
2 )

Observemos que a funcdo f é uma funcio bijetora.

Deixaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.

Portanto

se n é impar

A~ ])
ou seja, o conjunto A é enumerdavel.
Observagao 3.1.3
1. Um conjunto finito nao poderd ser equivalente a um subconjunto proprio seu, 1sto €, se A
€ finito,
nao eriste B CA, B=#A talque B~A.

A demonstragdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.
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2. Porém isto pode acontecer se o conjunto € infinito, como mostra o Exemplo (ZI1) acima.

<

No Ezemplo actma o conjunto | € subconjunto proprio do conjunto A e tem a mesma
cardinalidade do conjunto A.

3. Na verdade poderiamos trocar a condi¢do (b) da Definigdo (ZI3) pela seguinte: um
conjunto A € infinito se for equivalente a um subconjunto proprio seu.

A demonstragdo deste fato serd deizada a cargo do leitor.

Definicao 3.1.3 Uma sequéncia numérica em um conjunto E é uma aplicagdo f definida no

Pl

conjunto enumerdvel I com valores em E, 1sto é,

f:1—E.

Como 1~ N, se indicarmos
Xn =f(n), nenN,

denotaremos a sequéncia por:
(Xn)neny  0u {Xnhnen, 0w (xn), ou {xa}, ouainda, x1,%2,X3,--".

Os valores da fungdo f, 1sto €, os elementos x, = f(n), n € N, serdo ditos termos da sequéncia.

Se na situacdo acima f: N — A, diremos que (xn)neny € uma sequéncia de elementos do
conjunto A ou uma sequéncia no conjunto A.

Observagao 3.1.4

1. Os termos da sequéncia (Xn)nen (1Sto €, X1,%2,X3,--- ) ndo precisam ser, necessariamente,
distintos.

2. Como todo comnjunto enumerdvel € imagem de uma aplicacdo bijetora definida em N,
podemos olhar um conjunto enumerdvel como o conjunto dos termos de uma sequéncia de
termos distintos.

Formalmente, podemos dizer que os termos de um conjunto enumerdvel podem ser ”ar-
ranjados em uma sequéncia”.

3. Em algumas situag¢des podemos trocar
N={1,23---}
pelo conjuto dos numeros inteiros ndo negatiwos, isto €, por
7T ={0,1,2,3---},

1sto significa que em vez de comegarmos o arranjo por 1 comecaremos por 0, o que dd no
mesmo pois ambos os conjunto N e Z' sdo enumerdveis (verifique!).

Com isto temos a:

Teorema 3.1.1 Todo subconjunto infinito de um conjunto enumerdvel A é um conjunto enu-
merduvel.
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Demonstragao:
Suponhamos que E C A é infinito.
Arranjemos os elementos do conjunto A como uma sequéncia (x,)nen de termos distintos.
Construamos uma sequéncia {ny}xcy dos nimeros naturais da seguinte forma:

(i) Seja n; o menor inteiro positivo, tal que x,, € E;

(ii) Como E ¢ infinito, temos que

E\{xn,} # 0.
Logo podemos encontrar n,, o menor inteiro positivo, satisfazendo

ny>ny e XnZEE;

(iii) Repetindo o processo acima, tendo escolhido ny,ny, - ,nk_1, para k =2,3,-- -, podemos esco-
lher ny € N, o menor inteiro positivo, satisfazendo

>Ny € Xn €E.

Definamos a funcéo f: N — E da seguinte forma:
f(k) = xn,.

Observemos que a funcdo f é uma fungdo bijetora entre os conjuntos N e E (verifique!), ou seja,

E ~ J, mostrando que o conjunto E é um conjunto enumerdvel, completando a demonstragdo do
resultado.

0

Observagao 3.1.5 A grosso modo, o resultado acima nos diz que 0s conjuntos enumerdveis
representam o menor conjunto infinito.

Mazs rigorosamente, nenhum conjunto infinito, nao enumerdvel, pode ser subconjunto de
um conjunto enumerdvel, pois se fosse, do Teorema acima, este deveria ser enumerduvel.

Definicao 3.1.4 Sejam A e Q conjuntos, nao vazios, e suponhamos que a cada elemento o« € A
estd associado um subconjunto de Q, que indicaremos por Ey, isto €, temos uma aplicagdo:

A — PQ)
x — Ey

<

onde P(Q) € o conjunto das partes de Q, isto €, o conjunto formado por todos os subconjuntos
de Q.
A aplicagdo acima serd indicada por:

{Ea}y, ou {Ex;xc€ A}, ouainda {Ealycn-
Com esta podemos introduzir a:

Definicao 3.1.5 Na situacdo acima, definimos a uniao dos conjuntos E,, sobre todos os «
pertencentes ao conjunto A, que serd indicada por

S:UE(X,

€A
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como sendo o conjunto formado pelos x tal que x € Ey para algum o € A, isto €,

U Ex ={x; existe o € A tal que x € Ey}.
€A

Se A ={1,2,3,--- ,n} entdo escreveremos

n
S=|JEm ,ouseja, S=EUEU-- UEn.

m=1

Se A =N escreveremos -
S=J Em.
m=1

Podemos também definir a intersecgao dos conjuntos Ey, sobre todos os « pertencentes ao
conjunto A, que serd indicada por
P=[)Eq

€A

como sendo o conjunto formado pelos x tal que x € Ey para todo « € A, , isto €,

ﬂ Ex ={x; x € Ey, para todo & € A}.
xEA

De modo andlogo ao caso da unido, se A ={1,2,3,--- ,n} entdo escreveremos

n
S = ﬂEm ,ouseja, S=ENEN---NEy

m=1

e se A =N escreveremos
o0

szﬂEm.

m=1

Observagao 3.1.6 O simbolo "o00o” que aperece em algumas das situagdes acima, indicada so-
mente que a unido, ou a intersec¢do, dos conjuntos é tomada sobre um conjunto enumerdvel.

Temos também a
Definigcao 3.1.6 Dados os conjuntos A e B, se
ANB#0,

diremos que o conjunto A intercepta o conjunto B, caso contrdrio, isto €, se

ANB=10,

diremos que os conjuntos A e B sao disjuntos.
Podemos também definir a diferenca do conjunto A pelo conjunto B, que serd indicada

<

por A\ B ou A — B, como sendo os pontos do conjunto A que ndo estdo mo conjunto B, isto €,

A\B={a€A;a¢B}

Para completar temos a
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Defini¢ao 3.1.7 Dado E C X definimos o complementar do conjunto E (no conjunto X), que

serd indicado por E€, como sendo os elementos do conjunto X que ndo pertecem ao conjunto E,
1sto é,
EC={xeX;xZE}=X\E.

Exemplo 3.1.2

1. Suponhamos que
E] i{])zx 3} e EZ :{2)3»4}

Entao € imediato que

EiUE, ={1,2,3,4} e EiNE={2,3}

2. Seja
A=0,1]={xeR;0<x <1}

Para cada x € A definamos
Ex=(0,x) ={yeR;0<y<x}
Entado:

(i) Ex CE, se, e somente se, 0 <x <z <1,

(ii) U EX = E] = (O’ ])1

XEA

(i) () Ex=0.

XEA

De fato, notemos que as propriedades (1) e (11) podem ser obtidas observando-se que

EX:(OaX)) EZZ(O)Z) € E; :(Oa])

Para mostrar (11) notemos que sey > 0 entdo

y<ZE =(0,x) se x<uy.

Logo

y¢ () Ex

XEA

mostrando a afirmagdo.

Observagao 3.1.7 Muitas propriedades da reunido e da intersec¢do sao stmilares as correspon-
dentes da adigdo e multiplicagdo, 1sto é, podemos, em vdrias situagdes, trocar os simbolos ) e
TT, relactonados com as propriedades bdsicas da adigdo e da multiplicagdo pelos stmbolos |J e
(), respectivamente.

Por ezemplo, valem as sequintes propriedades relacionadas com a reuni@o e a intersecdo de

conjuntos:

Proposigao 3.1.2
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1. vale a propriedade comutativa para a reunido ou a intersegdo de conjuntos, isto é,

AUB=BUA e ANB=BnNA;

2. vale a propriedade associativa para a reuniGo ou a intersecdo de conjuntos, isto €,

(AUBJUC=AU(BUC) e (ANB)NC=AN(BNC)

3. vale a propriedade distributiva da intersecGo em relagdo a reunido de conjuntos e vice-
versa, 1sto é,

AN(BUC)=(ANB)U(ANC) e AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

4. Temos que:
ACAUB e ANBCA (ouB)

AUD=A e AND=0

5. Se A C B entao
AUB=B e ANB=A;

6. Temos também que
ANB=0 se esomente se, A C B".

Demonstracgao:
Faremos a demonstragdo da primeira identidade do item 3. .
As outras propriedades serdo deixadas como exercicio para o leitor.
Definamos

E=AN(BUC) e F=(ANB)U(ANC).

Suponhamos que x € E.
Entdioxc AexeBUC, istoé, x e BouxeC.
Logo

x€ANB ou xe€ANC, istoé, x€(ANB)U(ANC), ouseja, ECF

Por outro lado, se x € Fentdox e ANBouxe ANC.
Logo
x€EA e xe€BUC, istoég, x€AN(BUC) ,ouseja FCE.

Portanto
E=F

como queriamos mostrar.

O
A seguir exibiremos uma outra propriedade da teoria dos conjuntos que serd importante no que
vird mais adiante:
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Proposicao 3.1.3 Seja {E4 ; o € A} uma colegdo (finita ou wnfinita) de subconjuntos de um

conjunto E. Entdo
C
(U E(X> = () E&

aeA axeA

Como consequéncia temos que

(ﬂ E(X)C: U ES.

aeA aeA

Demonstragao:
Mostraremos a primeira identidade.
A demonstracdo da segunda é semelhante e serd deixada como exercicio para o leitor.

Sejam .
B£<U E(x> e C=[)E.

aeA axeA

Observemos que se
x € B, segueque x¢ UE“,

04
0 que implicard que
x €Ey, paratodo «oe€ A

Logo
x € ES, paratodo x € A4, ouseja, x¢€ ﬂ ES,
xeA

isto é,
Por outro lado, se x € C entéo segue que
x € B, paratodo «oc A.
Logo

x ¢ Ey, paratodo x€ .4, ouseja, x¢ ﬂ Ex.
aeA

Logo

C

x € (ﬂ E“) , istoé, CCB. (3.2)
acA

Portanto, de (EXT) e (B2), segue que B = C, completando a demonstragéo do resultado.

Podemos agora enunciar e demonstrar o:

Teorema 3.1.2 Seja (En), oy uma sequéncia de conjuntos enumerdveis. Definamos

S = fj En.
n=I1

Entdo o conjunto S serd um conjunto enumerdvel.
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Demonstragao:

Suponhamos que para cada n € N o conjunto E,, esteja arranjado como uma sequéncia (Xnk)keN
(que é possivel, pois o conjunto E,, é enumerdvel).

Consideremos a "matriz infinita”:

X1 X122 X13 X14
X21 X2 X23 X4
X31 X32 X33 X34 - (3.3)
X41 X42 X43  Xa4

onde, para cada n € N, os elementos do conjunto E,, (que é a sequéncia numeérica (xnx)ken) formam
a n-ésima linha desta "matriz infinita”.

Essa matriz contém todos os elementos do conjunto S, pois cada elemento de S estd em um conjunto
En, para algum n € N.

Os elementos dessa "matrix infinita” podem ser arranjados da seguinte forma:

X11y X215 X129 X315y X225 X135 X415y X32y X235y X174y * *

isto é, tomamos os elementos da seguinte forma: comecando pelo elemento x;;, "andaremos” por
diagonais, de baixo para cima, € da esquerda para a direita.

Nesse processo, se dois elementos de dois conjuntos En, € En; sdo comuns, para ni # n; (isto é,
aparecem duas ou mais vezes na "matriz infinita” acima), entdo o eliminamos na ordenagdo acima, a
partir da segunda aparigéo.

Deste modo existe um subconjunto T do conjunto N, de modo que S ~ T, o que mostra S é no
méaximo enumeravel.

Notemos que como, para cada n € N, o conjunto E, é infinito, entdo o conjunto S serd infinito o
que mostrard que ele é um conjunto enumerével, finalizando a demonstracio.

O

Como consequéncia temos o:

Corolario 3.1.1 Sejam A um conjunto enumerdvel e para cada x € A suponhamos que 0 con-
junto By € no mdzimo enumerdvel. Definamos

T= U Ba.
xEA

Entdo o conjunto T € no mdzimo enumerdvel.

Demonstragao:

Como o conjunto A é enumerdvel, segue do Teorema (BET2) que o conjunto T, isto é, a reunido
acima, é uma reunido enumerdvel de conjuntos no maximo enumerdveis, logo serd, no maximo, um
conjunto enumerdvel, como queriamos demonstrar.

O

Corolario 3.1.2 Sejam A um conjunto enumerdvel, n € N e consideremos o conjunto B, o
conjunto formado pelas n-uplas,

(ar, a2y, an), onde ayx €A, para k=1,2---,n,
15to €,
Bn ={(ar, - ,an; & € A para i€ {l,--- ,n}}.

Entdo B,, é enumerdvel.
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Demonstragao:

A prova sera feita por indi¢do sobre n:

Paran=1:

Neste caso temos que que By = A que, por hipétese, é um conjunto enumerdvel.

Suponhamos que, para n € {2,3,---}, o conjunto B,,_; é um conjunto enumeravel e mostremos
que o conjunto B, é um conjunto enumeravel.

Observemos que

Bh,=Bn1 XA, ousea, B,={b,a):beB,,acAl

Para cada b € B, temos que o conjunto dos pares ordenados (b,a) com a € A é um conjunto
enumerdvel (pois o conjunto A é um conjunto enumeravel).
Logo o conjunto B;,, é a unido enumerdvel de conjuntos enumeréveis, isto é,

Bn = U U {(b> (1)}

bEBn_1 aC€A

Portanto, do Teorema (BE-T3), segue que o conjunto B, é um conjunto enumerdvel, completando

a demonstragao.
O

Observagao 3.1.8
1. Notemos que os elementos ai,az,--- ,an € A ndo sdo, necessariamente, distintos.

2. Em particular, o resultado acima mos diz que produto cartesiano de um conjunto enu-
merdvel A é um conjunto enumerdvel pois, para n € N, temos que

n—vezes

Bh=AXAXx---xA.

Como consequéncia temos o:
Corolario 3.1.3 O conjunto dos nimeros racionais € enumerdvel.

Demonstracao:
Observemos que todo nimero racional pode ser colocado na forma

a
5 onde a€Z, beZ,
ou seja, pode ser identificado com o conjunto Z x Z*.

Como os conjuntos Z e Z* sdo enumerdveis segue, do Coroldrio (EET2), que o conjunto Q é um

conjunto enumeravel, completando a demonstragéo.
O

Observagao 3.1.9

1. Consideremos o conjunto formado pelos z € C tal que existem ao, ai, - ,an € Z, ngo todos

nulos, tal que

2

QG- 2"+ a1 2" ' a2V P+t an - z+an =0.

Tal conjunto serd denominado conjunto dos niimeros algébricos.

Pode-se mostrar que o conjunto dos numeros algébricos é enumerdvel.
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2. Vale observar que nem todo conjunto infinito é um conjunto enumerdvel, como mostra o
prozimo resultado.

Teorema 3.1.3 Seja A o conjunto formado pelas sequéncias cujos elementos sdo formados pelos
digitos O e 1, dispostos de modo aleatério, ou seja,

0
A =< (an)nen; para cada n € N, temos que an, = < ou
1

Entdo o conjunto A é um conjunto ndo enumerdvel.

Demonstracgao:

Seja E um subconjunto enumerédvel do conjunto A, que podemos supor ser a sequéncia (Sn)nen,
ou seja, uma sequéncia onde cada termo da mesma é uma sequéncia (cujos termos sdo zero ou um).

Consideremos a sequéncia s dada da seguinte forma:

Para cada n € N, se o n-ésimo digito da sequéncia s, for 1, definiremos o n-ésimo termo da
sequéncia s com sendo O e vice-versa.

Observagao 3.1.10 Para ilustrar, suponhamos que o primeiro termo da sequéncia € s1 que € 0.

Neste caso definiremos o primeiro termo da sequéncia s como sendo 1; se o seqgundo termo
da sequéncia € sy for 1, definiremos o sequndo termo da sequéncia s como sendo 0 e assim por
diante.

Deste modo a sequéncia s difere de todos os elementos de E em, no minimo, uma posigdo.

Notemos que s € A, pois é uma sequéncia numérica cujos termos sio O ou 1.

Deste modo temos que s € E, mas s € A.

Assim o conjunto E é um subconjunto préprio do conjunto A, ou seja, todo subconjunto enumerdvel
do conjunto A é um subconjunto préprio do conjunto A.

Afirmamos que o conjunto A é um conjunto ndo enumerdavel.

De fato, suponhamos, por absurdo, que o conjunto A é um conjunto enumerdvel.

Como todo subconjunto enuméravel de A é subconjunto préprio dele, teriamos que o conjunto
A, que estamos supondo ser enumerdvel, seria um subconjunto préprio dele mesmo, o que seria um
absurdo.

Logo o conjunto A ndo é um conjunto enumerdvel, como queriamos demonstrar.

Corolario 3.1.4 O conjunto R é ndo enumerdvel.

Observagao 3.1.11

1. A idéia da demonstracao do resultado acima € devido a Cantor, denominada processo de
diagonalizagao de Cantor.

Suponhamos que, para cada n € N, s, é umasequéncia numérica.

Logo, se a sequéncia (sn)nen for colocada na ”"matriz infinita” (B3), ou seja,
S11 812 813 S14
S21 S22 S23 S24

S31 S32 833 834
S41  S42  S43  S44
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os elementos da "diagonal” dessa "matriz infinita” formardo uma novasequéncia numeérica.

Os leitores familiarizados com representagdo bindria de niumeros reais (base 2 em vez da
base 10) observardo que o Teorema implicard que o conjunto dos numeros reais serd um
conjunto nao enumerdvel.

Mazrs adiante daremos uma outra demonstracdo de que os numeros reais formam um
conjunto ndo enumerdvel.

Para finalizar temos a seguinte nogéo:

Definicao 3.1.8 Sejam A e B conjuntos ndo vazios.

3.2

Se o conjunto A for finito definimos a cardinalidade do conjunto A, gque serd indicada

por #(A), como sendo o nimero de elementos de conjunto A.

Se existir uma uma fungdo injetora f : A — B, diremos que a cardinalidade do conjunto A

serd menor ou igual que a cardinalidade do conjunto B e escreveremos

#(A) < #(B).

Se ezistir uma uma fungdo sobrejetora f: A — B, diremos a cardinalidade do conjunto A
sera maior que a cardinalidade do conjunto B e escreveremos

#(A) = #(B).

se ndo existir uma fungdo f: A — B injetora, diremos que cardinalidade do conjunto A

sera maior do que a cardinalidade do conjunto B e escreveremos

#(A) > #(B).

se nao existir uma funcgdo f: A — B sobrejetora, diremos que cardinalidade do conjunto A

sera maior do que a cardinalidade do conjunto B e escreveremos

#(A) < #(B).

Espacos Métricos

Comecaremos introduzindo a:

Definigcao 3.2.1 Sejam X um conjunto nao vazio e uma funcdo

d: XxX—=R

que satisfaz a sequintes propriedades:

1.

a funcdo d € uma funcgdo definida positiva, 1sto €,

d(p,q) >0, paratodo p,qeX, com PpFq

d(p,q) =0 se, e somente se, p=(;
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2. a fungdo d é uma funcdo stmétrica, isto €,
d(p,q) =d(q,p), paratodo p,qE€X;

3. a fung¢do d satisfaz a desigualdade triangular, isto €,

d(p,q) < d(p,r) +d(r,q), paratodo p,q,r€X.

Neste caso diremos de a fungdo d é uma métrica (ou distancia) em X e o par (X, d) serd

dito espago métrico.

Se p,q € X, o numero real d(p,q) serd dito distancia do ponto p ao ponto q.

Exemplo 3.2.1 Uma classe de exemplos importantes de espacos métricos é dada pelos espagos
euclideanos R* (em particular, R e R?).
Neste caso definimos a distdncia (ou métrica) em R* da sequinte maneira:

d:R¥x R 5 R

dada por:
dix,y) =[x —yl, xyeR" (3.4)

onde ||.|| denota a norma usual do R*, definida em (ZZ3), a saber

k

el = | D x4,

i=1

onde
X = (X1,%X2,- -+ ,xx) € R¥.

Resolugao:

Deizaremos como ezercicio para o leitor verificacdo que a funcdo d, definida em (BE3A),
satisfaz as condigdes da Definigdo (IZ=Z1).

Observagao 3.2.1

1. Observemos que todo subconjunto Y, ndo vazio, de um espago métrico (X,d) também é
um espago métrico com a distincia induzida de X, ou seja, (Y,d) também é um espago
métrico.

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

2. Em particular, todo subconjunto, ndo vazio, de um espag¢o euclideano serd um espacgo
métrico.

Com isto temos a:

Definicao 3.2.2 Sejam (X,d) um espago métrico, xo € X er > 0.
Definimos a bola aberta de centro em x, e raio v, que serd denotada por B(x.;r) como
sendo

B(xo;1) ={y € X; d(y,xo) < Tk

De modo semelhante, definimos a bola fechada de centro em X, e raio r, que serd deno-
tada por Blxo; 1] como sendo

Blxo;1] ={y € X; d(y,x) < 71
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Observacgao 3.2.2 No espaco euclideano R?> (munido da métrica induzida pela norma ||.|| defi-
nida em (B3)), a figura abaizo nos fornece a representacdo geométrica para a bola B(xe;1).

Em R temos uma colegdo de subconjuntos especialmente importantes introduzidos na definicio
abaixo.

Definigcao 3.2.3 Sejam a,b € R, com a <b. Com 1isto temos:

1. o intervalo aberto de extremos em a e b, denotado por (a,b), como sendo o subcon-
jJunto de R definido por:

(a,b) ={x € R; a<x < b};

2. o intervalo fechado de extremos em a e b, denotado por [a,bl, como sendo o subcon-
jJunto de R definido por:

[a,b] ={x € R; a <x < b}

3. o intervalo semi-aberto 4 direita de extremos em a e b, denotado por [a,b), como sendo
o subconjunto de R definido por:

[a,b) ={x €R; a <x < b}

4. o intervalo semi-aberto & esquerda de extremos em a e b, denotado por (a,b], como
sendo o subconjunto de R definido por:

(a,b] ={x € R; a <x < b}

Com esta podemos introduzir a:

Definicao 3.2.4 Sejam a; < b; parai=1,--- k.
O conjunto dos pontos x = (x1,--- ,xi) € R* tais que

ai <x <biy, para i=1,---,k
serd denominado k-célula e denotado por Iy, isto €,
L ={(x1,---yx); @i <x <bi, para i=1,--- k}.

Observacao 3.2.3 Notemos que uma 1-célula serd um intervalo fechado (ver figura abazo).
Por outro lado, uma 2-célula serd um retdngulo (ver figura abazo) e assim por diante.
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y 2-célula

by

1-célula

Uma nocdo importante para espagos vetoriais é dada pela:

Definicao 3.2.5 Diremos que um subconjunto E de espaco vetorial (V,+-) é um conjunto convexo
se dados x,y € E temos que

Ax+(1=A)-yeE para O0<A<LI

1sto é, o segmento de reta que une os pontos x a Yy deve pertencer ao conjunto E se os pontos
x ey pertencem ao conjunto E (ver figura abaizo).

Aex+(1—=A)-y

Com isto temos a

Proposicao 3.2.1 Todas as bolas abertas ou fechadas de um espago vetorial normado sGo con-
jJuntos convezos.

Demonstragao:
Faremos a demonstragdo para o caso da bola aberta.
A demonstragdo do caso da bola fechada é andloga e serd deixada como exercicio para o leitor.
Se x,y € B(xo; 1) entdo, para A € [0, 1], teremos:

[+ (1= A) -y) = xall = A~ (x = o) + (1 =) (y = xo)[| < A~ (x = x0)]| + [I(1 = A) - (y — x|
=Ax=%[[+(1T=A) [y = xol| < AT+ (1T =A)r =7
~—— ~—

xEB(xo;T) YyEB(xo;r)
< T <

ou seja,
[A-x+(1—=A)-y)—xo|| < ,ouseja, A-x+(1—A)-yeB,

para todo A € [0, 1] (ver figura abaixo) mostrando que a bola aberta em um espago vetorial normado
é um conjunto convexo.
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g

Observagao 3.2.4 De modo semelhante podemos mostrar que as k-células no espago euclideano
R* sdo conjuntos convezos em RX.

A seguir introduziremos uma lista de defini¢bes que serdo importantes no decorrer destas notas.

Definigao 3.2.6 Sejam (X, d) um espago métrico, xo, € X, r >0 e E C X um conjunto ndo vazio.
Com 1isto teremos:

1. o conjunto formado pelos
x € X tais que d(x,x,) <,

serd denominado vizinhanca de x, e indicada por N(x,) (ver figura abaizo), isto é,

Nr(xo) = {x € X5 d(x,x0) <7}

2. Diremos que o ponto X, € X é um ponto de acumulagao do conjunto E se toda vizi-

<

nhanca de x, possui, pelo menos, um ponto do conjunto E, distinto do ponto x,, isto é,
para todo v > 0 devemos ter

(N+(xo) NE) \ {x0} # 0;

3. Diremos que o conjunto E é um conjunto fechado (em (X,d)) se o conjunto E contém
todos os seus pontos de acumulagdo;
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Diremos que o ponto e € E é um ponto isolado do conjunto E se ezistir uma vizinhanga
do ponto e que so intercepta o conjunto E no ponto e, isto €, deverd existir v > 0 tal que

Nr(e) NE= {6},
ou ainda, o ponto e ndo € ponto de acumulagdo do conjunto E;

Diremos que o ponto e € E é um ponto interior do conjunto E se ezistir uma vizinhanga
do ponto e, que esteja inteiramente contida no conjunto E, isto €, deverd existirr = r(e) >0
tal que

N:(e) C E;

Diremos que E € um conjunto aberto em (X, d) se todo ponto do conjunto E for ponto
wnterior do conjunto E, isto €, para cada e € E deverd existir r =r(e) > 0 tal que

N:(e) CE

Diremos que o conjunto E é um conjunto perfeito em (X, d) se ele for um conjunto fe-
chado em (X,d) e se todo ponto do conjunto E € ponto de acumula¢do do conjunto E;

Diremos que o conjunto E € um conjunto limitado em (X, d) se ezistirem M > 0 e um

<

ponto x, € X tal que d(e,x,) < M, para todo e € E, isto €,

EC NM(XO))

para algum x, € X e M > 0;

Diremos que o conjunto E € um subconjunto denso em (X, d) se todo ponto do conjunto
X é um ponto de acumulagdo do conjunto E ou um ponto de E, isto €, para todo x € X e
r >0 teremos

N, (x) N E # 0.

Observacao 3.2.5 Observemos que considerando-se as respectiva métricas em R, R? e R® indu-
zidas pelas respectivas normas dadas por (B4), que indicaremos por di,d; e d3, as vizinhangas
em (R,d;) sdo os intervalos abertos; em (R? d;) as vizinhangas sdo os circulos abertos e em

(R3, d3) as vizinhangas sdo as bolas abertas.

Com isto temos a:

Proposicao 3.2.2 Seja (X,d) um espago métrico.

Entdo, toda vizinhanga de (X,d) é um conjunto aberto em (X, d).

Demonstragao:

Sejam x, € X er > 0.
Mostremos que o conjunto

E = N:(xo)

é um conjunto aberto em (X, d).

que

Precisamos mostrar que cada e € E é ponto interior do conjunto E, isto é, existe s = s(e) > 0 tal

Ng(e) C E.
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Observemos que se
€ = Xo,

teremos que, para 0 < s <, que
Ns(e) € E “=" Ni(xo).

Logo podemos supor, sem perda de generalidade, que

eckE e e#x,.

Assim
0<h=d(exo) <.
Consideremos
s=71r—h.
Afirmamos que
Ns(y) C E. (3.5)

De fato, se x € N;(e) entéo
d(x,e) <s=r—h, logo d(x,%x) <d(x,e)+d(e,x,) <(r—h)+h=r,

ou seja,
d(x,x0) <7, implicando que x € E.

Logo vale (BH), ou ainda, que o conjunto N;(x,) é um conjunto aberto em (X,d) (ver figura
abaixo), completando a demonstragdo do resultado.

Temos também a

Proposicao 3.2.3 Sejam (X,d) um espaco métrico, E C X e x, € ponto de acumulacdo de E.
Entdo em cada vizinhanga do ponto x, ezxistem infinitos pontos do conjunto E, distintos x,,
e distintos entre si.

Demonstragao:
Suponhamos, por absurdo, que exista uma vizinhanga do ponto x,, que denotaremos por N;(x,),
que contenha somente um nimero finito de pontos distintos de x, em E, que serdo indicados por

Y1hY2y - )UTL?AXO) isto é: (NT(X)QE)\{XO}:{yhyZ)”' )yn}-
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Seja

s = min d(x
1<k<n ( 0)yk)>

que existe pois temos somente um ndmero finito de yy's tais que yx # x, (na verdade, temos que
k=1,---,n).
Observemos também que

O<s<r.
De fato, para k =1,2,--- ;n temos que yx € Ny(x,) € assim

Yk EN:(X0)
0 < s < d(xo,yx) P

Com isto
Ns(xo) - NT(XO)

e a vizinhanga N;(x,) ndo contém nenhum ponto do conjunto E diferente do ponto x,, pois, para todo
k=1,2,--- ,n teremos

SSd(XO,yk), para k=1,2,-'-,n,

ou seja,
Yk € Ns(Xo).

Logo o ponto x, ndo serd ponto de acumulacio do conjunto E, o que é um absurdo.
Portanto cada vizinhanga do ponto x, possui infinitos pontos do conjunto E, diferentes de x,, €
diferentes entre si, completando a demonstragdo do resultado.
O

Como consequéncia imediata do resultado acima é o:

Corolario 3.2.1 Seja (X,d) um espago métrico.
Um subconjunto finito do conjunto X ndo possui pontos de acumulagdo.

Demonstracao:
Seja E subconjunto finito do conjunto X.
Suponhamos, por absurdo, que o conjunto E tem ponto de acumulagio em (X, d).
Ent&o, segue da Proposigdo (E223), que o conjunto E tem que ser infinito, o que é um absurdo.
Logo o conjunto E ndo tem ponto de acumulagdo em (X, d), completando a demonstragio do
resultado.
O
A seguir consideraremos alguns exemplos interessantes:

Exemplo 3.2.2 Consideremos os sequintes subconjuntos dos conjuntos dados:

1. Consideremos o espago vetorial real (R?, +,-) munido da métrica d; (definida em (E3)) e
0s sequintes subconjuntos de R?:

1.a B(O; 1) ={(x,y) € R?; |I(x,y)] < 1};
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1.6 BIO; 11 ={(xy) e R?; [[(x,y)[| < 1}.

2. Consideremos o espago vetorial real (R?, +,-) munido da métrica d, (definida em (EQ)) e
o subconjunto finito em R? dado pela figura abaizo.

3. Consideremos o espaco vetorial real (R,+,-) munido da métrica d; (definida em (EH)) e
Z C R (figura abaizo);

4. Consideremos o espago vetorial real (R,+,-) munido da métrica di (defintda em (BA)) e

_ 1 .
o subconjunto {H ;nmeN } (ver figura abaizo);
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5. Consideremos o espago vetorial real (R,+-) munido da métrica d, (definida em (EA)) e o
conjunto R?;

6. Consideremos o espago vetorial real (R,+,-) munido da métrica d; (definida em (E4)) e
o intervalo aberto (a,b) C R (ver figura abaizo);

7. Consideremos o espago vetorial real (R%,+,-) munido da métrica d, (definida em (E3)) e
o intervalo (a,b) C R? (ou seja, (a,b) x {0} C R?).

Com 1sto afirmamos que o0s subconjuntos acima tém as sequintes propriedades:

Fechado Aberto Perfeito Limitado

(1.a) Naéo Sim Néo Sim
(1.b) Sim Néo Sim Sim
(2) Sim Néo Néo Sim
(3) Sim Néo Néo Néo
(4) Néo Néo Néo Sim
(5) Sim Sim Sim Néo
(6) Néo Sim Néo Sim
(7) Néo Néo Néo Sim
Resolucao:
A verificagdo de cada um dos itens da tabela acima serGo deizados como exercicio para o
lettor.
Temos a:

Proposicao 3.2.4 Sejam (X,d) um espago métrico e E C X.
Entdo o conjunto E é um subconjunto aberto em (X,d) se, e somente se, o conjunto E¢ € um
subconjunto fechado em (X, d).

Demonstragao:

Suponhamos que o conjunto E é um subconjunto aberto em (X, d).

Mostremos que o conjunto E€ é um subconjunto fechado em (X, d), ou seja, que todo ponto de
acumulacdo do conjunto E€ pertence ao conjunto E€.
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Para isto consideremos x € X, ponto de acumulacgdo do conjunto E, isto é, toda vizinhanga do
ponto x contém, pelo menos, um ponto do conjunto E€, diferente do ponto x, ou ainda,

(Nx(x) NES)\ {x} # 0.

Portanto o ponto x néo poderd ser ponto interior do conjunto E, pois toda vizinhanca do ponto x
contém, pelo menos, um ponto que ndo estd no conjunto E (a saber, um ponto de E€).

Como o conjunto E é um conjunto aberto em (X, d), segue que x € E, isto é, x € E€, ou seja, o
conjunto E€ contém todos os seus pontos de acumulagio.

Portanto, o conjunto E¢ é um subconjunto fechado em (X, d).

Reciprocamente, suponhamos que o conjunto E€ é um subconjunto fechado em (X, d).

Mostremos que o conjunto E é um subconjunto aberto em (X, d).

Para isto observemos que, se

x€E entdo x¢&EC.

Assim, o ponto x ndo é ponto de acumulagdo de E€ pois, caso contrdrio, deveria pertencer ao
conjunto E€, pois este é um subconjunto fechado em (X, d).
Logo, deverd existir v > 0, tal que a vizinhanga N, (x), do ponto x, é tal que

N;(x) NE® =0, ouseja, N,(x) CE.

Portanto, todo x € E é ponto interior do conjunto E, o que implicard que o conjunto E é um
subconjunto aberto em (X, d), completando a demonstragéo.
]

Como consequéncia imediata temos o:

Coroléario 3.2.2 Seja (X,d) um espagco métrico e F C X.
Entdo o conjunto F é um subconjunto fechado em (X,d) se, e somente se, o conjunto F¢ ¢
um subconjunto aberto em (X, d).

Demonstragao:
Basta aplicar a Proposigdo (EZ24) ao conjunto F°.
Deixaremos os detalhes como exercicio para o leitor.

Para algumas propriedades relacionadas com colecdes de abertos e fechados temos a:

Proposicao 3.2.5 Sejam (X, d) um espago métrico, {Gy; x € A} e {Fg; B € B} colegbes de subs-
conjuntos abertos e de subconjuntos fechados de (X, d), respectivamente. Entdo:

1. o conjunto U Gu € um subconjunto aberto em (X, d), isto €, reunido qualquer de subcon-
xcA

jJuntos abertos em (X,d) é um subconjunto aberto em (X,d);

<

2. o conjunto m Fg é um subconjunto fechado em (X,d), isto é, intersec¢do qualquer de

peB
subconjuntos fechados em (X,d) € um subconjunto fechado em (X, d);

n

<

3. o conjunto ﬂGi € um subconjunto aberto em (X, d), isto €, intersecgdo finita de sucon-
i=1
jJuntos abertos em (X,d) é um subconjunto aberto em (X,d);
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n
4. o conjunto U F; € um subconjunto fechado em (X, d), isto €, reunido finita de subconjuntos
j=1
fechados em (X,d) é um subconjunto fechado em (X,d).

Demonstragao:
De 1.
Defina
G =[] Ga
xeA
Mostremos que todo ponto do conjunto G é ponto interior do conjunto G.
Para isto notemos que se x € G entédo

x € Gy, , paraalgum o, € A.

Como, por hipétese, o conjunto G,, € um subconjunto aberto em (X, d), segue que o ponto x
deverd ser ponto interior do conjunto G4, , ou seja, deverd existir r > 0 tal que

N:(x) € Gy, € G, ouseja, N(x) CG,

ou ainda, o ponto x é ponto interior do conjunto G, mostrando que o conjunto G é um subconjunto
aberto em (X, d).

De 2.:

Segue, da Proposigdo (E13), que

Fe| = Fe)r. (3.6)

BeB peB

Como, para cada 3 € B, o conjunto Fg é um subconjunto fechado em (X, d) segue, da Proposigéo
(B=Z3), que o conjunto (Fp)° é um subconjunto aberto em (X, d).
Logo do item 1. segue que o conjunto
C

M Fe| = U (Fp)

peB BeB
é um subconjunto aberto em (X, d).
Novamente, de (BE8) e da Proposi¢do (E=Z4), segue que o conjunto ﬂ Fp € um subconjunto fechado
peB
em (X, d).
De 3.:
Consideremos

n
Giﬂ&.
i=1

Mostremos que todo ponto do conjunto G é ponto interior do conjunto G.
Para isto, notemos que se x € G entdo

x € G;, paratodo 1e{l,2,---,n}

Como, por hipétese, para todo i € {1,2,--- ,n}, o conjunto G; é um subconjunto aberto em (X, d),
segue que, para cada i € {1,2,--- ,n}, deverd existir r; > 0 tal que

NT‘i (X) g G‘i.'



3.2. ESPACOS METRICOS 87
Seja
r=min{ry;ie{1,2,---,n}} >0,

pois temos somente um nimero finito de r;’s e cada um deles é maior que zero.
Deste modo, como

0<r<r, paratodo ie{l,2,---,n}
segue que
N.(x) € N (x) € Gi, paratodo ie{l,2,---,n,}
isto é,
N:(x) € Gi, paratodo ie{l,2,---,nh
Portanto

n
N:(x) C ﬂ Gi =G,
i=1

mostrando que o conjunto G é um subconjunto aberto em (X, d).
De 4.:
Observemos que, da Proposigdo (ET3), segue que

Cc
n

UR| =N F". (3.7)
j=1

j=1

Como, para cada j € {1,2,--- ,n}, o conjunto F; € um subconjunto fechado em (X, d), segue, da
Proposigdo (E=Z4), que o conjunto (F;)° é um subconjunto aberto em (X, d).
Logo do item 3. acima, segue que o conjunto

é um subconjunto aberto em (X, d).

Novamente, de (B2) e da Proposigdo (E=24), segue que o conjunto U F; € um subconjunto fechado
j=1
em (X, d), completando a demonstragio do resultado.
]

Observagao 3.2.6 Nos itens 3. e 4. da Proposi¢gao acima a finitude da colegao é essencial.
1. O exemplo a sequir mostra que se no item 3. nao tivermos a finitude o resultado pode ser

falso.

Para ver isto, consideremos o espago métrico (R,d;) (onde d; é definida em (B3)) e para
cada n € N, consideremos
1 1
SER]
n'n

Temos que o conjunto G, € um subconjunto aberto em (R,d;), para cada n € N (pois €
um intervalo aberto em R).

Definamos

G= ﬁ Gn.
n=1



88 CAPITULO 3. ALGUNS ELEMENTOS DE TOPOLOGIA
Entdo podemos mostrar que
G ={0}
e este conjunto nao é um subconjunto aberto em (R,d;).
A verificag@o destes fatos serdo deixados como exercicio para o leitor.
2. De modo semelhante podemos construir uma colegdo infinita de subconjuntos fechados, Fj,
comj€eN, em (R,d;) de modo que o conjunto GF)- nao serd um subconjunto fechado em

j=1
(R) d])

Deizaremos a construgdo de tal ezemplo como exercicio para o leitor.

Definigao 3.2.7 Sejam (X,d) um espag¢o métrico e E C X.

Defintmos o derivado do conjunto E, indicado por E/, como sendo o conjunto formado por
todos os pontos de acumulag@o do conjunto E em (X, d).

Definimos o fecho do conjunto E, indicado por E, como sendo

EZEUFE/,

1sto €, o conjunto formado por todos os pontos do conjunto E, juntamente com os pontos de
acumula¢do do conjunto E.

Definimos o interior do conjunto E, indicado por E, como sendo o conjunto formado por
todos os pontos interiores do conjunto E em (X, d), usto €,

lc—‘ii {x € E; x € ponto interior do conjunto E em (X, d)}.

Exemplo 3.2.3 Para cada um dos itens abaizo encontrar o conjunto interior, o conjunto deri-
vado e o fecho do conjunto E.

1. Consideremos o espag¢o métrico (R,d;) e

E=(1,5]U{8}.

2. Consideremos o espaco métrico (R,dq) e

3. Consideremos o espago métrico (R,d;) e
E=(0,1).
4. Consideremos o espago métrico (R,d;) e
E = (0,1] x {0}
Resolucgao:

De 1.:

Neste caso teremos:
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la E=(1,5);
1.b E/' =11,5];
l.c E=[1,51U{8}
De 2.:
Neste caso teremos:
2.4 E= 0;
2.b B/ ={0};
- 1
2.c E= { me N} U {0}.
n

De 3.:

Neste caso teremos:

3.2 E= (0,1);
3.b E'=0,1];
3.c E=[0,1].
De 4.:

Neste caso teremos:
4.a E= 0

4b E'=[0,1] x {0} C R?;
4c E=1[0,1] x {0} C R

A explicagdo para a obtengdo de cada itens acima serd deixada como exercicio para o leitor.
Temos agora a:

Proposicao 3.2.6 Sejam (X,d) um espaco métrico e E C X. Entdo:

1

2.

. ECE;
o conjunto E é um subconjunto fechado em (X, d);
E = se, e somente se, o conjunto E é um subconjunto fechado em (X,d);

. Se o conjunto F C X é um subconjunto fechado em (X,d) e E C F entdo

ECF
isto é, o conjunto E é o menor subconjunto fechado em (X,d) que contém o conjunto E.
Se A,B C X sdo tais que A C B entdo teremos

A CB.

Se A C X entdo

89
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Demonstragao:
De1l.:
Da definigdo de fecho de um conjunto (ver Definigdo (BE=21)) segue, em particular que,

T Definigéo

ECE E'UE,
completando a demonstragdo deste item.
De 2.:
Mostremos que o conjunto (E) é um subconjunto aberto em (X, d).
Para isto consideremos p € () °.
Logo, como
E=EUE/

segue que
PZ€E e pgE. (3.8)

Assim, existird uma vizinhanga do ponto p, que néo contém pontos do conjunto E (poisp Z E e
também ndo é ponto de acumulagdo de E).
Ou seja, existe r > 0 tal que
N;(p) NE=0. (3.9)

Notemos também que
N:(p) NE =0. (3.10)

De fato, suponhamos, por absurdo, que existe ¢ € N,(p) N E’, para todo r > 0.
Como q € E/ ep ¢ E/ (pois p € (E)° = (EUE')°) segue que

s = min{r — d(p, q), d(p, q)} > 0.
Logo (veja figura abaixo)

s<r—d(p,q)
Ns(q) <

Como q € B/, podemos encontrar
dp € Ng(q) NE, em particular, g, € N;(q)NE,

isto é, p € E/, o que contraria (EXR).
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Logo, de (E@) e (BEIO), segue que

ou seja,
N:(p) C (E)°,
C

o0 ainda, existe uma vizinhanga estard inteiramente contida em (E)°.
Logo o ponto p € (E) ° serd ponto interior do conjunto E, ou seja, o conjunto (E) * é um subconjunto
aberto em (X, d) e portanto, da Proposigdo (B=Z4), temos que o conjunto E é um subconjunto fechado
em (X, d), completando a demonstragio deste item.
De 3.:
Se
E=F,

entdo, do item 2. acima, segue que o conjunto E serd um subconjunto fechado em (X, d) (pois E é um
subconjunto fechado de (X, d)).
Reciprocamente, se o conjunto E é um subconjunto fechado em (X, d) entdo ele conterd todos os
seus pontos de acumulagdo, isto &,
E'CE

e portanto, da definigdo de fecho (ver Definicdo (BE=Z1)), segue que

EU\E{’_,:E, ou seja, E=E,
CE

T+ Definigéo

E

completando a demonstragdo deste item.
De 4.:
Se o conjunto F é um subconjunto fechado em (X, d) entdo, do item 3., teremos

, Definigdo

Fitem3 p (3.11)

Como
ECF

segue que, todo ponto de acumulacdo do conjunto E, serd ponto de acumulagdo do conjunto F, isto é,

E'CF. (3.12)
Assim
,ED) (&)
B C F CF (3.13)

0 que implicard em

+ Definigdo

E F/ Definigéo

(ED) .
EUE' C FU Fltem3 ¢

)

ou seja,
ECFH

completando a demonstragdo deste item.
De 5.:
Do item 1. acima temos que
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Assim, como
) Definigéo =

ACB, segueque ACBCBUB B,

ou seja
ACB (3.14)

Do item 2. acima, segue que o conjunto B é um subconjunto fechado em (X, d).
Portanto, de (EX14) e do item 4. acima, segue que
__(ET3), do item 2. e do item 4. __
A - B,
completando a demonstragdo do item e do resultado.
De 6.:
Do item 2. temos que o conjunto A é um conjunto fechado em (X, d).
Logo, do item 3. (tomando-se E = A), segue que

completando a demonstragdo do item e do resultado.
O
Nareta R, podemos relacionar o fato de um subconjunto de R ser fechado e limitado superiormente
com a existéncia do maximo do subconjunto em questdo, mais precisamente, temos a:

Proposicao 3.2.7 Sejam (R, d;), onde di € a métrica usual de R, E C R um conjunto limitado
superiormente e y = sup(E).
Entdo
y € E.
Em particular, se o conjunto E é um subconjunto limitado superiormente e fechado em
(R,d;), seque que
sup(E) € E, ou seja, max(E)=sup(E).

Demonstracgao:
Se y € E, da Proposigdo acima item 1., como

ECE, teremos y€eE.

Suponhamos, que
y ¢ E.

Mostremos que, neste caso, deveremos ter
/
yek,

ou seja, y é um ponto de acumulagdo do conjunto E em (R, d;).
Como y = sup(E), da Proposigdo (EZ3) (ii’), temos que dado ¢ > 0, podemos encontrar x € E de
modo que
y—e<x<vy, emparticular, x € N (y)NE.

Como
x<y e y¢E, segueque x¢€ (Ne(y)NE)\{y}

ou seja, o ponto y é um ponto de acumulagio do conjunto E, ou ainda, y € E, completando a
demonstragdo do resultado.
O
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Observagao 3.2.7

1. O resultado acima nos diz que se um subconjunto E do espago métrico (R,d;) € limitado
superiormente e fechado ele possuird mdzimo e o mdzimo do conjunto E serd o supremo
do conjunto E, isto é,

max(E) = sup(E).

2. Vale o andlogo para subconjuntos limitados inferiormente em (R, d;), isto é: sejam (R, d;),
onde dy é amétrica usual de R, F C R um conjunto limitado inferiormente e z = inf(E).

Entaéo

z€eF.

<

Em particular se o conjunto F é um subconjunto limitado inferiormente e fechado em
(R,d;), seque que inf(F) € F, ou ainda, um subconjunto F de (R, d;), é limitado inferior-
mente e fechado possuird minimo e o minimo do conjunto F serd o infimo do conjunto F,
1sto €,

min(F) = inf(F).

A demonstracdo desse fato é andlogo a do resultado acima e serd deizada como ezercicio
para o leitor.

Como isto podemos obter o seguinte resultado:

Corolario 3.2.3 Sejam E um subconjunto de limitado em (R,d;), y =sup(E) e z = inf(E).
Entdo
y, z € E.

Em particular, se o conjunto E é um subconjunto € limitado e fechado em (R,d;) entdo
sup(E), inf(E) € E, ou sejaq,

min(E) =inf(E) e max(E)=sup(E).
Demonstragao:

A demostracdo desse fato segue como consequéncia imediata da Proposigédo e da Observagdo acima.
O

Relacionado com o interior de um conjunto temos a:

Proposicao 3.2.8 Sejam (X,d) um espaco métrico e E C X. Entdo:

2. O conjunto E € um subconjunto aberto em (X, d);

3. E :E se, e somente se, o conjunto E é um subconjunto aberto em (X, d),

4. Se o conjunto G C X é um subconjunto aberto em (X,d) com G C E, entdo
G CF,

15t0 €, E € 0 maior subconjunto aberto em (X,d) que estd contido no conjunto E.
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5. Se A,B C X sdo tais que A C B teremos

6. Se A C X entdo

Demonstragao:
Del.:
Segue da Definigdo de interior que
ECE
De 2.:
Se .
E=0

nada temos a fazer e o assim o conjunto E serd um subconjunto aberto em (X, d).
Logo podemos supor, sem perda da generalidade, que

E# 0.
Para mostrar que o conjunto E ¢ um subconjunto aberto de (X, d), precisamos mostrar que todo

ponto do conjunto E é ponto interior do conjunto E .

Para isto seja p €E, isto é, o ponto p um ponto interior do conjunto E.
Como o ponto p € ponto interior do conjunto E, deverd existir uma vizinhanga de p, N;(p), tal
que
N:(p) CE.

Mostremos que
N:(p) CE,

isto é, todo ponto da vizinhanga N.(p) é ponto interior do conjunto E.
Para isto basta mostrar que se

q € N;(p), entdo o ponto q é ponto interior do conjunto E.

Notemos que se
q=7p, segueque N;(q)=N;(p)CE,

ou seja, o ponto g é ponto interior do conjunto E, isto €, g GE.
Por outro lado, se q # p, consideremos

S ir—d(p,q).

Como
q € Ny(p), segueque d(p,q)<r, logo s>0.

Deste modo teremos que
Ns(q) € N:(p) CE,

ou seja, o ponto g é ponto interior de E, isto €, g elcf)_, ou ainda, (ver figura abaixo)

N:(p) CE .
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Portanto o conjunto E é um subconjunto aberto em (X, d), completando a demonstragdo do item.
De 3.:
Se

E=E

entdo, do item 2., segue que o conjunto E é subconjunto aberto em (X, d).
Reciprocamente, se o conjunto E é um subconjunto aberto em (X, d), entdo teremos que todos os
pontos do conjunto E serdo pontos interiores do conjunto E, isto é,

E CE,
que, juntamente com o item 1. (ou seja, Eg E), implicaréo que
E: E,

completando a demonstragdo do item.
De 4.:
Se o conjunto G é um subconjunto aberto em (X, d) entdo, do item 3., teremos

G=G. (3.15)

Como
G CE,

segue que, todo ponto de interior do conjunto G, serd ponto interior do conjunto E, isto é,

GCE . (3.16)
Assim =)
em) o (E59)o
¢ =6 C
ou seja,
G CE,
completando a demonstragdo deste item.
De 5.:
Como
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segue que, todo ponto de interior do conjunto A, serd ponto interior do conjunto B, isto &,
ACB,

completando a demonstragdo do item e do resultado.
De 6.:

Do item 2. temos que o conjunto R é um conjunto aberto em (X, d).

Logo, do item 3. (tomando-se E i,g\), segue que
(3)4
completando a demonstragdo do item e do resultado.

Uma outra observagido importante é:

Observacgao 3.2.8 Suponhamos que (X,dx) € um espaco métrico e E C Y C X.

<

Lembremos que o conjunto E é um subconjunto aberto em (X,dx) se, e somente se, para
cada ponto e € E deverd existir v > 0 tal que

NX(e) C E,

ou seja, se

qeX e dx(q,p)<r, wmplicard que q € E.

Observemos que Y pode ser visto como um espago métrico, com a métrica induzida por
(X, dx), wsto €, (Y,dx) € um espago métrico.

Logo o conjunto E serd um subconjunto aberto em (Y,dx) se, e somente se, para cada ponto
e € E existe r > 0 tal que

NY(e) CE,

ou seja, se

qgeyY e dx(q,p)<r, wmplicard que € E.

Deste modo, um conjunto ser um subconjunto aberto em (X, dx) pode ser diferente de um
conjunto ser um subconjunto aberto em (Y, dx).

Por ezemplo, no Ezemplo ((TZ32) item 7., temos que o conjunto
E = (a,b) x {0}
€ um subconjunto aberto em (Y,d,), onde
Y =R x {0},

com a métrica usual d; nduzida em Y (que coincide com a métrica d;, verifigue!), mas nao é
um subconjunto aberto em (X,d;), onde X = R2.

Para resolver esta questdo introduziremos a:
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Defini¢ao 3.2.8 Sejam (Y, d) espaco métrico e E C Y. Diremos que o conjunto E é subconjunto
aberto relativamente em (Y,d) (ou simplesmente um subconjunto aberto em (Y, d)) se para

cada ponto e € E, podemos encontrar r =r(e) > 0 de modo que
se q€Y satisfaz d(q,e) <r, implicar que g€ E,

1sto €, se
NY(e) C E.

Temos uma maneira simples de caracterizar os subconjuntos abertos relativos, a saber:

Proposicao 3.2.9 Sejam (X, dx) um espago métrico e ECY C X.
O conjunto E é um subconjunto aberto em (Y,dx) se, e somente se, existe um conjunto G,
que € um subconjunto aberto em (X, dx), tal que

E=GNY,

ou seja, todo subconjunto aberto em (Y,dx), deve ser um subconjunto aberto em (X, dx) inter-
seccd@o com o conjunto Y e reciprocamente.

Demonstragao:
Suponhamos que o conjunto E é um subconjunto aberto em (Y, dx).
Logo para cada e € E deverd existir . > 0 de modo que

se yeY satisfaz dx(y,e) <r., deveremoster y € E,

isto é, a vizinhanga do ponto e em (Y,dx), de raio v, estard contida em E, que denotaremos por
NY (e), ou seja,
Nre(e) CE.

Definamos
VE=NY(e) ={x € X; dx(x,e) <),

isto é, a vizinhanca do ponto e em (X, dx), de raio 7., e 0 conjunto

G=JwW

eckt

Para cada e € E, temos que VX é uma vizinhanga do ponto e em (X, dx), assim, da Proposigio
(Bz32), segue que o conjunto VX é um subconjunto aberto em (X, dx).

Logo, da Proposigdo (B=2H) item 1., segue que o conjunto G é um subconjunto aberto em (X, dx).

Notemos que para cada e € E temos que e € VX, assim segue que

ECG.
Além disso, como E C Y deveremos ter
ECGNY. (3.17)
Por outro lado, para cada e € E, da definicdo de V., segue que

VINY=NX(e)nY={xeX; dx(x,e) <te}NY={x€Y; dx(x,e) <1} =N} (e) CE, (3.18)
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logo

GNY= (Uv?)rw:u vXnyY | CE,

eckE eckE (=)

CE
que juntamente com (BTTA) implicard em
E=GNY,

onde o conjunto G é um subconjunto aberto em (X, dx).
Reciprocamente, se o conjunto G é um subconjunto aberto em (X, dx), mostremos que o conjunto

E=GNY

é um subconjunto aberto em (Y, dx).
Para isto observemos que se e € E, como E C G e o conjunto G é um subconjunto aberto em
(X, dx) devera existir v, > 0 tal que

N (e) ={x € X; dx(x,e) <7} C G.

Logo
NX(e)NYC GNY=E,
~——
=N, (e)
isto é,

NY (e) ={y € Y; dx(y,e) < e} C E,

isto é, o conjunto E é um subconjunto aberto em (Y, dx), completando a demonstragio.

Observagao 3.2.9 Notemos que Ezemplo (Z3) item 7. temos que o conjunto
E = (a,b) x {0}

€ um subconjunto aberto em (Y,d;), onde Y = R x {0} mas nao é um subconjunto aberto em
(X, d;), onde X = R?.
Porém notemos que

E=(ab)x{0}=B (P; d(az’b)) NR,

onde P é o ponto médio do segmento (a,b) x{0} C R? e sabemos que a bola aberta B <P;

d(a,b)
2
é um subconjunto aberto em (R? d,).

A

Rr2

Y
=
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Como consequéncia deste resultado temos o

Coroléario 3.2.4 Sejam (X, dx) um espa¢o métrico e FCY C X.
O conjunto F é um subconjunto fechado em (Y,dx) se, e somente se, existe um conjunto H,
que € um subconjunto fechado em (X, dx), tal que

F=HNY,

ou seja, todo subconjunto fechado em (Y,dx) deve ser um subconjunto fechado em (X, dx) inter-
seccd@o com o conjunto Y e reciprocamente.

Demonstragao:
Deixaremos os detalhes desta demonstragdo como exercicio para o leitor.

3.3 Conjuntos Compactos

A seguir introduziremos uma classe de conjuntos que desempenhardo um papel importante em varias
situacdes, como veremos mais adiante.
Comegaremos com a:

Definicao 3.3.1 Sejam (X,d) um espaco métrico e E C X.
Definimos uma cobertura aberta do conjunto E como sendo uma colegdo {Gy; x € A}
formada por subconjuntos abertos em (X,d) de modo que

Eg[JGw

xeA

Neste caso diremos que a colegdo {Gy; @ € A} cobre o conjunto E.
Uma subcobertura da cobertura {G; « € A} é uma subcole¢do, {Gp; B € B}, da colegdo
{Gu; xe A}, isto €, {Gp; B € B} C{Gy; x € A}, ou ainda, BC A e

EQUGB.

BeB

Com isto podemos introduzir o seguinte conceito:

Definigao 3.3.2 Sejam (X,d) um espago métrico e K C X.

Diremos que o conjunto K € subconjunto compacto em (X, d) se toda cobertura aberta do
conjunto K possui uma subcobertura finita, que ainda cobre o conjunto K.

Mazs ezxplicitamente, se {Gy; x € A} € cobertura aberta do conjunto K em (X,d), deverd
existir um numero finito de indices, que denotaremos por &1, %y, -+, € A, de modo que

K C Gay UGa, U+ U Gg,.

Observagao 3.3.1

1. Todo conjunto finito de um espaco métrico serd um subconjunto compacto desse espago
métrico.

A demonstragcdo deste fato serd deixada como exercico para o leitor.
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2. Diferentemente da propriedade de um conjunto ser aberto a propriedade de ser compacto
nao ¢ relatiwa, como afirma a:

Proposicao 3.3.1 Sejam (X, dx) um espago métrico e KCY C X.
O conjunto K é um subconjunto compacto, relativamente ao espago métrico (X, dx), se, e
somente se, o conjunto K é um subconjunto compacto, relativamente ao espag¢o métrico (Y, dx).

Demonstracao:
Suponhamos que o conjunto K é um subconjunto compacto em (X, dx).
Mostremos que o conjunto K é um subconjunto compacto em (Y, dx).
Para isto consideremos {Y,; « € A} uma cobertura aberta do conjunto K em (Y, dx), isto &,

ke U Y
acA

onde, para cada « € A, temos que Y, é um subconjunto aberto em (Y, dx).
Logo, para cada « € A, da Proposigdo (E221), segue que, existe um subconjunto, que indicaremos
por Xy, que é um subconjunto aberto em (X, dx), de modo que

Yo =XoNY. (3.19)

Observemos que

Ke J e U Xa

acA aeA
pois
Yo =XaNY C Xy, paracada «€ A

Como o conjunto K é um subconjunto compacto em (X, dx), deve existir um nimero finito de

indices, que denotaremos por &, &z, -, & € A, de modo que
n
K C X
i=1
Mas
n n n
KCY, logo KC || )Xe|nY=|])XesnY)=]])Ya,
s W2y =Y
=y
ou seja, podemos extrair uma subcobertura finita, a saber, {Y4,; i =1,2--- ,n}, da cobertura {Yy; « €

A} aberta em (Y, dx), que ainda cobre o conjunto K.
Logo o conjunto K é um subconjunto compacto (ou, relativamente a) em (Y, dx).
Reciprocamente, suponhamos que o conjunto K é um subconjunto compacto (ou, relativamente a)
em (Y] dx).
Mostremos que o conjunto K é um subconjunto compacto em (X, dx).
Para isto seja {Xy; & € A} uma cobertura aberta do conjunto K em (X, dx), isto é,

K< [ Xa

aeA

onde, para cada « € A, temos que X, é um subconjunto aberto em (X, dx).
Observemos que, para cada « € A, da Proposigdo (E221), segue que o conjunto

Yo =XoNY (3.20)
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serd um subconjunto aberto em (Y, dx).

Como
KSUXa e KCY,
axeA
segue que
Kg(UXa>ﬂY:U(X ny) UYCX,
xeA aeA axeA

ou ainda, {Y4; @ € A} é uma cobertura aberta do conjunto K em (Y, dx).
Como o conjunto K é um subconjunto compacto (ou relativamente a) em (Y, dx), segue que deverd

existir um ntumero finito de indices, que indicaremos por «j, &, -,y € A, de modo que
n n n
KCY
keUYe = 0 0 < Ui,
i=1 i=1 i=1
ou seja, podemos extrair uma subcobertura finita, a saber, {Xy, ;i =1,2---,n}, da cobertura aberta

{Xu; @ € A} em (X, dx) que ainda cobre o conjunto K.
Portanto o conjunto K é um subconjunto compacto (ou, relativamente a) em (X, dx), completando

a demonstragdo do resultado.
O
A seguir daremos algumas propriedades gerais de conjuntos compactos.

Proposicao 3.3.2 Sejam (X,d) um espaco métrico e K um subconjunto compacto em (X, d).
Entdo o conjunto K é um subconjunto fechado e limitado em (X, d).

Demonstracgao:

Para mostrar que o conjunto K é um subconjunto fechado em (X, d) basta mostrarmos que o
conjunto K¢ é um subconjunto aberto em (X, d).

Para isto, seja x € X tal que x ¢ K, isto é,

x € K°.

Mostremos que existe uma vizinhanca, que indicaremos por N, (x), do ponto x em (X, d), de modo
que
Vi (x) C K

e assim o conjunto K¢ serd um subconjunto aberto de (X, d).
Para isto notemos que, para cada y € K, como x € K¢, segue que

y#x, assim d(x,y)>0.

Consideremos
Vy =Np,(x) e Wy =N (y)

vizinhangas dos pontos x e y em (X, d), respectivamente, de modo que
O<my < % d(x,y). (3.21)
Notemos que, de (EZZI), segue as vizinhangas V;, e W), sdo disjuntas, isto é,
Vy N Wy, = 0. (3.22)

A demonstragdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor (ver figura abaixo).
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d(x,y)

Notemos também que a colegdo {W,,; y € K} é uma cobertura aberta do conjunto K (lembremos
que mostramos anteriormente que as vizinhangas de um ponto sdo conjuntos abertos em (X, d)), ou
seja,

Kc ([ Jw.
yekK

Como o conjunto K é um subconjunto compacto em (X, d), deverd existir um nimero finito de

pontos, que denotaremos por yi, Yz, ,Yn € K, de modo que
n
K Jwy, =w. (3.23)
i=1
Definamos N
Vi = () Vi (3.24)

i=1

Afirmamos que os conjuntos Vy e W séo disjuntos, isto é,

Vi NW = 0. (3.25)
De fato, suponhamos, por absurdo, que isto ndo ocorra, isto é, que existisse

y e VyNW.

Logo, de (E223) e (EZA), deveriamos ter y € Wy, , para algum i, € {1,2,---,n} ey € Vy,, para
todoie{1,2,---,n}
Em particular, teriamos
Yy € Yyio mWUio)

o que seria um absurdo, pois, de (E223), as vizinhagas V,, e W,, séo disjuntas, para cada y € K.

Além disso, o conjunto V, é um subconjunto aberto em (X, d), pois é interseccdo finita de vizi-
nhangas que sdo subconjuntos abertos em (X, d), e contém o ponto x, ou seja, é uma vizinhanga de x
em (X, d).

Logo, existe uma vizinhanga do ponto x em (X, d), que indicaremos por N.(x), contida em V4, isto
€,

Ny (x) C Vx.

Como os conjuntos Vi e W sdo disjuntos e K C W segue que
(N:(x) NK) C Ny(x) "W =0, ouseja, Ny(x)CKE"

Portanto, cada ponto x € K€ é ponto interior do conjunto K¢, o que implicard que o conjunto K¢ é
um subconjunto aberto em (X, d), implicando que o conjunto K é um subconjunto fechado em (X, d).
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Para mostrar que o conjunto K é um subconjunto limitado em (X, d), observamos que a colegio

(Ni(p);p €K}

é uma cobertura aberta do conjunto K em (X, d), ou seja, cada ponto do conjunto K estd dentro da
vizinhanca desse ponto de raio igual a 1.

Da compacidade do conjunto K em (X, d), segue que deverd existir um niimero finito de pontos,
que denotaremos por p1,p2,---,Pn € K, de modo que

n
K C UV1(P1)-
=1
Seja
r=max{d(p;,pj); 1,j €{1,2,---,n}} e M=r+2.

Notemos que se p, q € K, deverdo existir i,,jo € {1,2,--- ,n} de modo que

peVilpi,) e g€ Vilpj,).

Logo
d(p,q) < d(p,pi,) + d(pio, Pjo) + d(Pjor q) < THT+1=M,
ou seja,
d(p,q) <M, paratodo p,qc€K,
ou ainda,

K g NM(P)»

onde p € K é um ponto qualquer escolhido em K, mostrando que o conjunto K é um subconjunto
limitado em (X, d), completando a demonstragdo do resultado.
O

Outra propriedade importante de compacidade é:

Proposicao 3.3.3 Sejam (X, d) espago métrico e K um subconjunto compacto em (X, d).

Se F C K é um subconjunto fechado em (X,d) entdo o conjunto F serd um subconjunto
compacto em (X,d), ou seja, um subconjunto fechado de um subconjunto compacto em (X, d)
serd subconjunto compacto em (X, d).

Demonstracgao:

Seja {Vy; @ € A} uma cobertura aberta do conjunto F em (X, d).

Como o conjunto F é um subconjunto fechado (X, d) segue que o conjunto F¢ serd um subconjunto
aberto em (X, d).

Com isto segue que {Vy; & € A} U{F¢} serd uma cobertura aberta do conjunto K em (X, d).

Como o conjunto K é um subconjunto compacto em (X, d) segue que deverd existir uma subcober-
tura finita, que denotaremos por {Vy4, ;1€ {1,2,--- ,n}}U{F¢}, da cobertura aberta {Vy; @ € A}U{F°},
que ainda cobre o conjunto K.

Observemos que se o conjunto F¢ aparece na lista {V ; « € A}, poderemos remové-lo que o resultado
ainda nos fornecerd uma cobertura do conjunto F, pois a cobertura finita acima cobre K e F C K.

Logo a cobertura {Vy; @ € A} possui uma subcobertura finita, a saber, {Vy ;i = 1,2,---,n},
que ainda cobre o conjunto F, mostrando que o conjunto F é um subconjunto compacto em (X, d),
completando a demonstragdo do resultado.

O
Como consequéncia temos os:
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Coroléario 3.3.1 Sejam (X, d) um espa¢o métrico, F,K C X, onde o conjunto F é um subconjunto
fechado em (X,d) e o conjunto K um subconjunto compacto em (X,d).
Entdo o conjunto FNK € um subconjunto compacto em (X, d).

Demonstragao:

Com o conjunto K é um subconjunto compacto em (X,d), segue da Proposicdo (BE32) que o
conjunto K é um subconjunto fechado em (X, d).

Logo, da Proposigdo (BE=2H) item 2., segue que o conjunto F N K é um subconjunto fechado em
(X, d).

Como FN K C K, da Proposi¢do (BE=233), segue que o conjunto fechado K N F é um subconjunto
compacto em (X, d), completando a demonstragio.

O
Como consequéncia temos os:

Corolario 3.3.2 Sejam (X, d) um espago métrico, K, Ky C X subconjuntos compactos em (X, d).
Entdo o conjunto K; NK; € um conjunto compacto em (X, d).

Demonstracao:

Com os conjuntos K; e K; sdo subconjuntos compactos em (X, d), da Proposigdo (E333), segue que
os conjuntos Ki, K, sdo subconjuntos fechados em (X, d).

Logo, da Proposigdo (E223) item 2., segue que o conjunto K; N K; é um subconjunto fechado em
(X,d).

Além disso temos que K; N K; € Ky e o conjunto K; é um subconjunto compacto em (X, d).

Assim, da Proposigdo (B=23), segue que o conjunto K;NK; é um subconjunto compacto em (X, d),
completando a demonstragdo do resultado.

O
Mais geralmente temos o:

Coroléario 3.3.3 Sejam (X,d) um espago métrico, Ko C X um subconjunto compacto em (X, d),
para cada « € A.

Entdo o conjunto ﬂ K« € um subconjunto compacto em (X, d).
x€A

Demonstragao:

Como o conjunto K, é um subconjunto compacto em (X, d) segue, da Proposigdo (EZ232), que o
conjunto K, é um subconjunto fechado em (X, d).

Logo, da Proposicdo (BEZZH) item 2., segue que o conjunto ﬂ K« € um subconjunto fechado em

aeA
(X,d).

Além disso, se «, € A, temos que K« € Ky, € 0 conjunto K,_ é um subconjunto compacto em
) ) q (o] J o J p

xeA
(X, d).

Assim, da Proposigdo (BE333), segue que o conjunto ﬂ K« é um subconjunto compacto em (X, d),

xEA
completando a demonstragdo do resultado.

Um outro resultado interessante é dado pelo:

Teorema 3.3.1 Sejam (X, d) espaco métrico e {Ky; & € A} colegdo de conjuntos compactos nao
vazios em (X, d).
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Suponhamos que a colegGo {Ky; € A} tem a propriedade que a intersec¢do de qualquer
subcoleg@o finita de elementos de {Ky; & € A} € ndo vazia, isto €, para todo B C A, onde B é
um conjunto finito, devemos ter

() Kp # 0. (3.26)
peB
Entao
() Ka # 0. (3.27)
xeA
Demonstragao:

Fixemos K4, um elemento da colegdo {Ky; & € A} e definamos, para cada « € A,
Gy = KE. (3.28)

Para cada « € A, da Proposicdo (E33), segue que o conjunto K, é um subconjunto fechado em
(X, d), assim o conjunto G, serd um subconjunto aberto em (X, d).
Suponhamos, por absurdo, que
m Ko = (2)3

ou seja, nenhum ponto de K, pertence Ky, para o # o, isto é,

xF#oo
ou seja,
C
Keo €| () Ka |
aF oo
ou ainda,
K, € |J Xi= U Ga
€A, a#no aFoo

Logo a colegdo {Gy; & € A, & # o} € uma cobertura aberta do conjunto K, .
Como o conjunto Ky, é um subconjunto compacto em (X, d), deverd existir uma colegdo finita de
indices, que indicaremos por «1,---, &, € A, de modo que

(=)

Kao € Gy UGgy U+ U Gg,, K& UKG, U UKG, = (Ko NKg, M- N K, ),

isto &,
Ko € (Kgy NKey N+ N Ky, )€
Isto implicard que
Koo N (Kgg NKo, NN Ky, ) =10,

isto é, existe uma intersecgio finita de elementos da colegdo {K; & € A} que é vazia, o que contraria
nossa hipésete (B=23).
Logo, algum ponto de K4, pertencerd a todo K4, para o € A e & # «,, isto §é,

ﬂKfX#@)

x€EA

pois contém, pelo menos um ponto de K, , completando a demonstragdo do resultado.

Como consequéncia temos o:
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Corolario 3.3.4 Sejam (X, d) espago métrico, {K,,; n € N} uma colegdo formada por subconjun-
tos compactos de (X, d), ndo vazios e que sdo encaizantes, isto €,

K‘ﬂ.-‘r] g Kn, ne N.

Entéo

ﬁ Kn # 0. (3.29)

n=1

Demonstracgao:

Observemos que a intersecgdo finita de elementos da colegdo {K,;n € N} é sempre o menor
conjunto da interseccdo que é ndo vazio, pois as colegdo é encaixante, isto é, para cada n € N temos
que

Ki = Ky # 0.
1

n

1

Com isto podemos aplicar o Teorema acima e concluir que
(00
(% #0,
n=1

completando a demonstragdo do resultado.
Um outro resultado importante é dado pela:

Proposicao 3.3.4 Sejam (X, d) espagco metrico, K um subconjunto compacto em (X,d) e E sub-
conjunto infinito de K.
Entdo o conjunto E tem, pelo menos, um ponto de acumula¢do que pertecerd ao conjunto
K, sto é,
E'NK (.

Demonstragao:

Suponhamos, por absurdo, que nenhum ponto do conjunto K seja ponto de acumulacédo do conjunto
E, ou seja, para cada p € K, devera existir v, > 0 tal que a vizinhanga V;, =V, (p) contém, no maximo,
um ponto do conjunto E, isto é, no maximo, o ponto p, se este pertencer ao conjunto E.

Assim nenhuma colegdo finita da colegdo {V}, ; p € K} cobrird o conjunto E, pois o conjunto E é
infinito e cada V,, tem, no mdximo, um niimero finito de elementos do conjunto E.

Notemos que, por construgéo, a familia de abertos {V,, ; p € K} é uma cobertura de K.

Como E C K, nenhuma subcolegdo finita da colegdo de conjuntos abertos {V,, ; p € K} poderd
cobrir o conjunto K (pois ndo cobrird o conjunto E), ou seja, nenhuma subcobertura aberta finita
da cobertura aberta {V,, ; p € K} do conjunto K, cobrird o conjunto K, o que é um absurdo, pois o
conjunto K é um subconjunto compacto em (X, d).

Logo o conjunto E tem, pelo menos, um ponto de acumulacdo que pertencerd ao conjunto K em
(X, d), completando a demonstragdo do resultado.

O

No espago métrico (R, d;) temos a seguinte caracterizagdo para os resultados acima por meio de
intervalos fechados e limitados, a saber:
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Proposicao 3.3.5 Sejam I, = [an, by, para n € N, intervalos limitados e fechados em (R, d;)
encaizantes, isto €,

o1 €14, para cada n €N,

Entado

() In # 0.
n=1

Demonstragao:
Observemos que se m,n € N entdo, como os intervalos sdo encaixantes, deveremos ter

an < angm < bppm < b
Seja E a colegdo de todos os an, n € N, isto é,
E={an,;n e N}

Logo o conjunto E é ndo vazio, pois a; € E, e é limitado superiormente, pois b; é um limitante
superior do conjunto E (jd que a, < b, < by, para todo n € N, pois intervalos I,, sdo encaixantes).
Seja
x = sup(E).

Notemos que

x < by, paracada meN,

pois an, < by, para todo n € N, isto é, by, é limitante superior do conjunto E, para cada m € N.
Além disso,

am <X,

pois x é o supremo do conjunto E, logo é limitante superior do conjunto E.
Conclusédo

x € [am,bm] =1, paratodo m e N,

mostrando que

oo o0
X € ﬂ I, ou seja, ﬂ I # 0,
m=1 m=1
completando a demonstragdo do resultado.
De um modo mais geral temos a:

Proposicao 3.3.6 Sejam k € N e (I;))neny uma sequéncia de k-células em R* encaizantes, isto
€,
ITL-‘r] g ITU nc N.

Entado
o0

() In #0.
n=1
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Demonstragao:
Para cada n € N, sejam ayj, bnj, j € {1,---,k}, tais que

k
In i{(XhXZ)"' )Xk); Qnj SXj < bnjaj € {])2>"' ak}}) isto é; In = H[anj)bnj]
j=1

e
In] [an]>b j]) J 6{]>2>"' 3k}3
ou seja,
k
=11 - (3.30)
j=1
Para cada j € {1,2---,k}, notemos que a sequéncia {I.j}nen satisfaz as hipétese da Proposigéo

acima, isto é, é umasequéncia numeérica de intervalos fechados, limitados e encaixantes (pois as k-
células que os definem sdo encaixantes - verifique!).
Logo, da Proposigdo acima, segue que

ﬂlnj #(), paracada je{1,2---,kh

Logo, para cada j € {1,2- -, k}, existe

o
X]?k € ﬂ Inj)
n=I1
ou seja, para cada j € {1,2--- ,k}, teremos

anj <x; < by, paracada neN.

Seja
X e * * *
X* = (X7, X5,y Xy )

Como, para cada j € {1,2---,k}, temos

[e%¢)
k
Xj S m IT‘Lj)
n=1

segue, de (B=0), que x* € I, para todo n € N, isto §,

ﬂ ITI 75 ma
n=I1

completando a demonstragdo do resultado.

Observagao 3.3.2 Na verdade, como

seque que
oo k k oo

NI = ﬂHaw Hﬂam»
- n=1j=1 1 =t

Dewzaremos a verificagdo deste fato como exercicio para o leitor.
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Uma outra propriedade importante das k-células é dada pelo:

Teorema 3.3.2 Toda k-célula é um subconjunto compacto em (R¥,dy).
Em particular, o intervalo fechado [a,b] é um subconjunto compacto em (R, d;).

Demonstragao:
Seja I uma k-célula, isto é,

Ii{X: (XhXZ)"' )Xk) y SXj Sbjy ] €{1>2 )k}}
Consideremos

(bj — q;)?, (3.31)

isto é, a distancia, em (R¥, dy), entre os pontos
a=(aay ,a) ERY e b= (b,by---,by) € R
Observemos que se
x=(x,-xd, y={(yn,---,y) €I, entdo [y —x|| <. (3.32)
De fato, pois como x,y € I, segue que

a; <xj, y; < bj, paracada je{l,2---,khL

Assim
aj — b; <x%j—y; <bj—aqa;, paracada je{l,2---,k}
S~—— ~——
—(bj—aj)=—Ibj—ajl Ibj—aj
ou seja,
—|bj —qjl <x; —y; < |bj—aqjl, paracada je{l,2---,k},
ou ainda,
lyj — x5l = Ixj —y;] < |bj — a5, paracada je{l,2---,kh (3.33)
Logo
k =) k
ly—xlP =3 (%) < Z (b— )2 =" 8, ouseja, Jy—x| <5,

=1

como afirmamos em (E=3).

Suponhamos, por absurdo, que exista uma cobertura aberta {G,; « € A} do conjunto I que nao
possua uma subecobertura finita que ainda cubra o conjunto I.

Para cada j € {1,2--- ,k}, definamos

.0+ b]'

j = ——. 3.34

o=t (3.34)
A colecdo formada pelos intervalos fechados e limitados

laj,c;] e [cj,b], paraje{l,2,---,k}
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determinam 2*-células, que denotaremos por I;, para i € {1,2,---, 2%}, cuja reunido, por construgio,
serd o conjunto I, isto é,

2k
[= U L.
i=1

Observemos que, pelo menos um desses intervalos, que sem perdade de generalidade, podemos
chamar de
I] g I)

nao podera ser coberto por qualquer subcobertura finita da cobertura {G4; « € A}.

De fato, caso contrario, como temos somente um niimero finito de conjuntos I; (sio exatamente 2*
conjuntos), terfamos que todos seriam cobertos por alguma subcobertura finita da cobertura aberta
{Gy; @ € A}, e assim, I seria coberto por uma subcobertura finita da cobertura aberta {G,; x € A}.

Portanto I; nao pode ser coberto por qualquer subcobertura finita da cobertura aberta {G,; & €

A}

Notemos que,

1
se x,y€l; entdo [y—x| < 26. (3.35)

De fato, podemos supor, sem perda de generalidade, que

k
H aj, ¢jl.

Notemos que, os outros casos sdo andlogos e serdo deixados como exercicio para o leitor.

Se
x,y € 1, entdo a; <xj,y; <c¢j, paracada je{1,2---,k}

e com isto teremos

aj—c; <xj—yj<cj—a;, paracada je{l,2---,k},
~——

=—(cj—aj)
isto é,
Ix; —yjl = ly; — %51 < lej — a4, paracada je{l,2---,k} (3.36)
Logo
k (=m) X k 2
ly—xF =3 (y—x? = Y (o Z( Yog)
j=1 j=1 j=1
k k
_ b; — qj (b — a] &) 52
-3 (M)~
j=1 j=1
ou seja,
1
— < —
Iy x| < 33,
como afirmamos em (B=H).
Definamos
I,h =L

Trocando-se k-célula I, = I pela k-célula Ij, na construcdo acima, podemos repetir o processo
acima e obter uma outra k-célula, que chamaremos de I, de modo que estd também tenha as mesmas
propriedades que Ij, a saber:
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e LCLClh=1

e a k-célula I, nao poderd ser coberta por uma subcobertura finita da cobertura aberta {Gy; « €
Al

e se 1
x,y € I, teremos |x—y| < ?6.
Deste modo, repetindo o processo acima, obteremos uma sequéncia formada por k-células, que
indicaremos por {I,}necz+, que tém as seguintes propriedades:

(a) por construgdo, sdo encaixantes, isto é,

I..1 CI,, paracada nc{0,1,2,---}

(b) para cadan € Z*, temos que a k-célula I, nao podera ser coberta por uma subcobertura finita
da cobertura aberta {G,; « € A},

(c) paracadan e Z™,

1
se x,y€ly, teremos |x—y| < 27“6'

Da Proposigdo (BE=23), segue que
o0
1. #0,
n=I1

isto é, existe
x* €1,, paratodo necZ".

Como {Gy; o € A} é cobertura aberta do conjunto I (e portanto de cada um dos conjuntos I,
para todo n € Z*), segue que

x* € Gy,, paraalgum «, € A.

Mas o conjunto G4, é um subconjunto aberto em (R¥,dy), logo deverd existir v > 0 tal que a
vizinhanga N,(x*) estd contida em G, ou seja, se

d(y,x") =|ly—x"|| <r, segueque Yy € Gg,- (3.37)

Seja n, € N tal que
1
< (3.38)
que existe pois R é arquimediano.

Entdo, da propriedade (c) acima, segue que

In, C Ga,.

o

De fato, pois se y € I, entéo

» 1 (E=) . (E=3) .
lly —x*|| gz—oé <'r, assim y € € N;(x") C Gq,.

n

Isto contraria a propriedade (b) acima, pois, neste caso, I, seria coberto por G4,, assim teriamos
um absurdo.
Logo toda conbertura aberta da k-célula I possui uma subcobertura que ainda cobre a k-célula
I, ou seja, a k-célula I é um subconjunto compacto de (R¥,dy), completando a demonstragio do
resultado.
O
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Observagao 3.3.3 Em particular, seque do resultado acima que todo intervalo fechado e lima-
tada [a,b] de (R, d;) € um subconjunto compacto de (R, d;).

A seguir daremos uma caracterizagio importante dos conjuntos compactos em R¥, a saber:

Teorema 3.3.3 Seja E um subconjunto do espago métrico (R¥, dy).
Sdo equivalentes:

1. o conjunto E é um subconjunto fechado e limitado em (R¥,dy);
2. o conjunto E é um subconjunto compacto em (R¥,dy);

3. Todo subconjunto wnfinito do conjunto E tem, pelo menos, um ponto de acumulacdo em E.

Demonstragao:

1. = 2.

Suponhamos que 1. ocorra.

Como o conjunto E é um subconjunto limitado em (R¥, dy) segue E C I, para alguma k-célula I
de (R, dy).

Do Teorema acima, segue que a k-célula I é um subconjunto compacto de (R¥, dy).

Logo, da Proposigio (E=23), segue que o conjunto E é um subconjunto compacto de (R¥, dy), ou
seja, vale 2..

2. = 3.

A Proposigdo (B=24) afirma que 2. implica 3. .

3. = 1.:

Suponhamos que 3. ocorra.

Suponhamos, por absurdo, que o conjunto E ndo é um subconjunto limitado de (R, dy).

Entdo para cada n € N, podemos encontrar

xn €E, talque ||xq| >n.
Seja S o conjunto formado pelos pontos x,, ou seja,
S ={xn;neNhL

Notemos que o conjunto S é infinito e ndo possue ponto de acumulagio em (R, dy) (verifique!).
Portanto o conjunto infinito S ndo terd ponto de acumulagdo em E, o que contraria o item 3. .
Logo o conjunto E deverd ser um subconjunto limitado de (R, dy).

Suponhamos, por absurdo, que o conjunto E nao é um subconjunto fechado de (R, dy), isto &,
existe um ponto x, € R¥, que é ponto de acumulagio do conjunto E, mas que nao pertence ao conjunto
E, ou seja,

Xo & E. (3.39)

Como x, é ponto de acumulagdo de E, para cada n € N, existe
1
xn € E, talque |xn—%o| < o

Podemos supor, sem perda de generalidade, que todos x,’s sdo diferentes (caso contrdrio eli-
minamos da lista os que forem iguais).
Consideremos
S = {Xn}nEN - E.
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Observemos que o conjunto S é infinito, x, é um ponto de acumulagdo de E e ndo existe nenhum
outro ponto de acumulagdo do conjunto E em (R¥, dy).

De fato, se tivesse outro ponto de acumulagdo do conjunto E, que denotaremos por y,, deveriamos
ter

T 1 2
—Xo|| £ —X + Xo — X <—-—+—-—==
Yo = %ol < 1Yo — Xu| [Xo — xnl| n o n W
Yo ¢é ponto de z:umulagéo de El Xo € ponto de acumulagio de El
n n

para n € N suficientemente grande, o que implicaria que

Yo = Xo-

Assim o conjunto S é um conjunto infinito que tem o ponto x, como seu tinico ponto de acumulagdo
do conjunto E em (R, dy) e este nfo pertence a E (ver (E=3)).

Logo o conjunto E contém um subconjunto infinito S, que n&o possui um ponto de acumulagdo
em E, contrariando o item 3. .

Logo o conjunto E é um subconjunto fechado em (R¥, dy).

Portanto o conjunto E é um subconjunto é fechado e limitado (R¥, dy), ou seja, 2. ocorre, comple-
tando a demonstracdo do resultado

O

Observagao 3.3.4 A equivaléncia entre 1. e 2. é conhecido como Teorema de Heine-Borel.

Finalizando esta segdo, enunciaremos e demonstraremos o denominado Teorema de Weierstrass,
a saber:

Teorema 3.3.4 Todo subconjunto infinito e limitado E do espago métrico (R*, dy) tem, pelo
menos, um ponto de acumulagdo em (R¥, dy).

Demonstracao:

De fato, como o conjunto E é um subconjunto limitado em (R¥, di) segue que E C I, onde I é uma
k-célula de (R, dy).

Mas, do Teorema (EZZ3), temos que o conjunto I é um subconjunto compacto de (R, dy).

Como o conjunto E e infinito e estd contido em um comapcto de (R¥, dy) segue, da Proposigio
(E23), que o conjunto E tem um ponto de acumulagdo em (I, dy), ou seja, em (R, dy), completando
a demonstragdo do resultado.

0

Observagao 3.3.5

1. A equivaléncia entre 1. e 2. no Teorema acima pode ser provada para um espago vetorial
normado de dimensdo finita.

2. Na verdade a equivaléncia entre 1. e 2. no Teorema acima sb ocorre se 0 espaco vetorial
normado em questdo tem dimensdo finita, isto €, pode-se provar o seguinte resultado (no
curso de Andlise Funcional):

Seja (V,+,||.||) um espago vetorial normado, munido da métrica d induzida pela norma.

A bola fechada, B(O; 1) é um subconjunto compacto de (V,d) se, e somente se, V tem
dimensdo finita.
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3.4 Conjuntos Perfeitos

Comegaremos a segdo com o seguinte reusltado:

Teorema 3.4.1 Seja P um subconjunto perfeito e ndo vazio do espago métrico (R¥, dy).
Entdo o conjunto P é ndo enumerdvel.

Demonstracao:

Como o conjunto P é um subconjunto perfeito em (R¥,dy), segue que ele serd um subconjunto

fechado em (R¥, dy) e todos os seus pontos, sio pontos de acumulagéo dele mesmo, isto &,
P’ =P.
Em particular, o conjunto P deve ser infinito, pois se fosse finito teriamos
p’ Corolé.ri:o (=23) @,

eassim P =P =0,

0 que seria um absurdo.
Suponhamos, por absurdo, que o conjunto P é enumerdvel, isto é,

Pi{x]aXZ)"'}'

(i) Seja
Vi =Vi(x)

uma vizinhancga qualquer do ponto x; em (X, d), onde r > 0.

(ii) Como x; é um ponto de acumulagio do conjunto P, segue que
[V 0a) NP]\ ) 0.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que

. T
Xy € [V%(m) N P] \{x1}, em particular, 0<|x;—x1] < 5
Consideremos a vizinhanga V; = V;,(x;), onde
Lo [
T2 = min {2, EHX] —XzH} > 0.
Observemos que:
(ii-1) Temos que
V; C V.
De fato, se
x € Vy, segue que |[x —xz| <12,
assim
T
[x =x1f] = [[(x =x2) + (2 = x1)[| < [[x =xof[+ |2 =x1]| < 12 45
—— N— ~A— 2
XGVZ XZEVI(X]] (m)r
< Z =3
T N T
— — =7
-2 2 ’

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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ou seja,
(E=m)
IIx—xi|| <7, istoé, xeVi.

Assim V, C V4, como afirmamos.

(ii-2) Notemos que
A (3.43)

De fato, pois

1 (EZ) .
=2l > Slxi =%l = 12, ouseja, [P —x2f >12
assim x; ¢ V5 (pois x € V; se, e somente se, [|x —x|| < 12), como afirmamos.

(iii) Como o ponto x; é ponto de acumulagio do conjunto P, podemos repetir o processo acima para
obter

x3 € (V2NP)\ {x2}

e uma vizinhanga V3 = V;,(x3), onde

. 2 1
n=min{ 3, Jha -l | >0

que terd as seguintes propriedades:

V;CV, e x2¢ V.

(iv) Prosseguindo o processo acima (isto é, por indugédo), obtemos uma colegdo de vizinhancas dos
pontos xn, que serdo indicadas por {V;,; n € N}, tais que:

(iV-l) Vns1 € Vy;

(iv-2) xn & Vi1
(iv-2) VNP #£0.

Definamos

Como, por construgdo
VinmPgan] OP#Q)

segue que

Kn #0, paratodo n eN.

Por outro lado, como o conjunto V, é um subconjunto fechado e limitado em (R, dy) segue, do
Teorema (E=3), que o conjunto V, é um subconjunto compacto de (R¥, dy).

Logo, como o conjunto V;, é um subconjunto compacto e o conjunto P é um conjunto fechado em
(R¥, dy), segue, do Corolario (E=T), que o conjunto

é um subconjunto compacto de (R¥, dy).
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Além disso, como, para cada n € N, temos

Vn-H - Vn>

segue que
(iv-1)

Kng1 =Vaa NP C VuNPCV,NP=K,, paratodo ncN.

Por construgdo, como para cada n € N temos que

Xn & Vi1, segue que  xn & Knyy = Vi NP

o0
Portanto, nenhum ponto do conjunto P = {x,; n € N} estard em m Ky, ou seja,

Pﬂ(ﬁKn> = 0.

n=1

Notemos que, para cada n € N, temos que
o0
Kn=VanNPCP ouseja, ﬂKnQP,
n=1
que juntamente com a conclusdo acima, implicardo que

Kn:@a

_ )3

—_

T

contrariando a conclusdo do Coroldrio (BE=34).
Portanto o conjunto P ndo pode ser finito ou enumerdvel, logo s6 poderd ser ndo enumerdvel,
completando a demonstragdo do resultado.
0

Como consequéncia temos o:

Corolario 3.4.1 Sejam a,b € R, a < b.

Entdo o intervalo limitado fechado [a,b] em (R,d;) € um conjunto ndGo enumerdvel.

Em particular, o conjunto R é um conjunto ndo enumerdvel (pois contém como subconjunto
o wntervalo [a,b] que é um conjunto ndo enumerdvel).

Demonstracao:

Basta observar que o intervalo [a,b] é ndo vazio, é um subconjunto fechado de (R, d;) e todo o
ponto de [a,b] é ponto de acumulagio de [a, b], isto é, o intervalo [a,b] é um conjunto perfeito em
(R) d )

Logo, do Teorema acima, segue que [a,b] é um conjunto ndo enumerdvel, como queriamos de-
monstrar.

O

A seguir vamos exibir um exemplo de um conjunto compacto e perfeito de (R, d;) que nao contém
um intervalo fechado (n&o trivial) ou intervalo aberto de (R, d;).

Este exemplo deve-se a George Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (Sdo Petersburgo, Rissia,
3/03/1845 a 6/01/1918).
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3.5 O Conjunto de Cantor

Consideremos o seguinte subconjunto de R (figura abaixo):
E, =[0, 1] CR.
Eo

0 1

12
Removendo-se o intervalo aberto e limitado <3, 3> obteremos o subconjunto de R, que denota-

remos por E; (figura abaixo), a saber:

Removendo-se os "tergos médios” de cada um dos subintervalos que compde Eq, isto é, retirando-se

2 7 8
os intervalos abertos <9, 9>, <9, 9> obteremos o subconjunto de R, que denotaremos por E; (figura

abaixo), a saber:
; 1 21 27 8
= fos| vl 53] v 5]

E

~OIN
~O|w
ol
oI
~0|co
f—

0 3
Continuando o processo, obtemos uma sequéncia de subconjuntos de R, que indicaremos por

{En : . € N}, que tém as seguintes propriedades:
(i) Bc 2E1DE2DE3D -+,
(ii) para cada n € Z', o conjunto E, é a reunifo de 2" intervalos fechados e limitados, cada um
deles de comprimento I

A verificacdo desta ultima afirmagdo serd deixada como exercicio para o leitor.

Observagao 3.5.1

1. Observemos que, para cada n € N, os wntervalos

3k+1 3k+2
]n£< 3: , 3: ), k=0,1,2---<n com k<31, (3.44)

contidos no wntervalo
E, = [0, 1]

nao tem ponto em comum com o conjunto P, ou seja,

JnNP=0, nef{0,1,2,---}

A demonstragdo da afirmacdo acima serd deizada como exercicio para o leitor.
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2. Para ilustrar a afirmagdo acimas, notemos que:
. 12
e para n =1, o wntervalo 33 ) que corresponde a k = 0.

. 12 .
e para N = 2, o intervalo <9,9>, que corresponde a k = 0 em (BZd), o wntervalo

45 .
( >, que corresponde a k=1 em (BZA), e o intervalo , que corresponde a

29 29
- ~ . 1 21 27 8
k =2 em (BZ3A), ndo estardo contidos em E; = [O, 9] U [9,3] U [3,9] U [9,1] .

3. Observemos também que para cada n € N, E,, € reunido finita de intervalos fechados em
(R,dy), logo serd um subconjunto fechado em (R,d;) e estd contido em [0,1], que é um
subconjunto compacto em (R, d;).

Logo, da Proposicdo (E=X3), seque que, para cadan € Z", o conjunto E,, é um subconjunto
compacto em (R, d;).

Definicao 3.5.1 Seja

o0
P=()En
n=1

O conjunto acima é denominado conjunto de Cantor.

Observemos que, por construcgio, para cada n € Z", os extremos do intervalo E, estaro no
conjunto P.
Além disso:

1. o conjunto P é um subconjunto compacto em (R, d;).

De fato, para cada n € Z", o conjunto E,, é um subconjunto fechado em (R, d;), segue que o
conjunto P é um conjunto fechado em (IR, d;) (pois é intersecdo de fechados) e estd contido no
conjunto compacto [0, 1] em (R, d;).

Logo serd o conjunto P é um conjunto compacto em (R, d;), ou seja

’O conjunto P é um subconjunto compacto de (R, d;) ‘

2. Observemos que a sequéncia (E,)nen € uma sequéncia de compactos encaixantes em (R, d;),
assim a interseccéo finita de membros da sequéncia serd o menor, logo nédo vazia.

Portanto, da Proposigdo (B=34), segue que o conjunto P é ndo vazio, ou seja,

3. Nao existe um intervalo aberto contido no conjunto P.

Observemos que, para cada k,n € N, nenhum intervalo do tipo (EZ4) estard contido em P
(pois eles foram retirados).

Assim, dado um intervalo aberto (a,b) C [0, 1], afirmamos que podemos construir um intervalo
aberto, como em (BZ4), inteiramente contido no intervalo (a,b) e como tal intervalo nédo estd
contido em P seguird que o intervalo (a,b) néo estard contido em P.
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Para isto, basta escolher n € N tal que
1 - b—a
3n 6

(que existe por que o conjunto R é arquimedeano), isto é,

(b—a)3™ > 6,

ou ainda,
6+ a3™ <b3h

ou seja, o comprimento do intervalo (a3™,b3") serd maior que 6.
Isto, juntamente com o fato que o conjunto R é arquimedeano, implicard que existe k €
{0,1,2,---} tal que
a3" <3k+1<3k+2<b3h

ou seja,

3k+1 3k+2

a< 3n < 3n

mostrando que existe um intervalo da forma (BEZ4) contido no intervalo (a,b).

<,

Como J, NP = (), segue que o conjunto P ndo contém nenhum intervalo aberto (a,b).

’O conjunto P ndo contém nenhum intervalo aberto‘

4. P é um conjunto perfeito (em particular, é ndo enumeravel).
Ja sabemos que o conjunto P é fechado (pois ele é um subconjunto compacto de (R, d;)).

Logo basta mostrar que o conjunto P ndo contém nenhum ponto isolado, ou seja, todo ponto do
conjunto P é ponto de acumulagdo do conjunto P.

Para isto, sejam p € P e N (p) uma vizinhanga do ponto p (isto é, um intervalo aberto).

Consideremos I,,, um intervalo de E,, que contenha o ponto p, que existe, pois
o0
peP= ﬂ En.
n=I1
Escolha n, € N, suficientemente grande, de modo que
Ino g NT(p)’

que existe pois os intervalos [, tem comprimento tendendo a zero, quando n tende a infinito, e
p € ln,.

Seja xn, um extremo do intervalo fechado I,,, tal que
Xn, 7# P-

Notemos que, no méximo, o ponto p poderd ser um dos extremos do intervalo Iy,.

Da construgdo do conjunto P, segue que

Xn, € [P NP\ {p},

ou seja, p € P é ponto de acumulagdo do conjunto P, isto é, o conjunto P é um conjunto perfeito.
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’O conjunto P é um subconjunto perfeito de (R, d;) ‘

5. No curso de Teoria da Medida serd mostrado que o conjunto P tem medida zero, ou seja,

O conjunto P tem medida zero‘

Conclusao: o conjunto de Cantor P tem as seguintes propriedades:

e é ndo enumerdvel;

é compacto em (R, d;);

nido contém nenhum intervalo aberto de (R, d;);

é perfeito em (R, d;);

tem medida zero.

3.6 Conjuntos Conexos
Inciaremos esta segdo introduzindo o seguinte conceito:
Defini¢ao 3.6.1 Sejam (X,d) espago métrico e A,B,E C X.

e Diremos que 0s conjunto A e B sdo conjuntos separados se ANB e ANB sdo vazios, ou
seja

ANB=ANB =0,

ou ainda, nenhum ponto do fecho do conjunto A estd no conjunto B e nenhum ponto do
fecho do conjunto B estd no conjunto A.

e Diremos que E C X é um conjunto conexo em (X, d), se o conjunto E nao puder ser escrito
como a reunid@o de dois conjuntos nao vazios que sGo separados, isto €,

se E=AUB, com A,B conjuntos separados, entdo A =0 ou B=10.

Observagao 3.6.1 Conjuntos separados sdo disjuntos mas nem todos conjuntos disjuntos sdo
conjuntos separados, como mostra o exemplo a sequir.

Exemplo 3.6.1 O wntervalo fechado A = [0,1] e o intervalo aberto B = (1,2) em (R,d;), sdo
conjuntos disjuntos mas nao sdo conjuntos separados em (R, d;).

Resolugao:
De fato, pois
0

ANB=1[0,1nN(1,2)

mas
ANB=10,11N[1,2] ={1} #0.

Os subconjuntos conexos de (R, d;) tém a seguinte importante propriedade:

Teorema 3.6.1 Consideremos o espago métrico (R,d;) e E C X.

O conjunto E € um subconjunto conezo em (R, d;) se, e somente se, tem a sequinte propri-
edade:
dados x,y€E, com x<vy, se z€(x,y) deveremos ter z¢cE,

ou seja, o conjunto E deverd ser um intervalo de R.
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Demonstragao:
Consideremos E um subconjunto conexo em (R, d).
Suponhamos, por absurdo, que dados

x,ye€E com x<vy, exista zé€(x,y), talque z¢E.

Sejam

Como z ¢ E, teremos que
E=A,UB,.

Como
x<z<y

segue que
x€A, e yeB, logo A,B,#0.

Além disso, os conjuntos A, e B, sdo conjuntos separados em (R, d;).
De fato, pois

assim

implicando que

ANBC (—o00,zZlN(z,00) =0 e ANBC (—00,z)N[z,00) =0,

ou seja,
ANB=0 e ANB=4,

mostrando que o conjunto E nao é um subconjunto conexo de (R, d;), o que contraria nossa hipdtese.
Portanto dados

x,y€E, com x<vy, se z€(x,y) deveremoster z¢cE.
Reciprocamente, nossa hipétese é que o conjunto E tenha a propriedade:
dados x,y€E, com x<y se z€(x,y) entdo z€E, (3.45)

Suponhamos, por absurdo, que o conjunto E nao seja um subconjunto conexo em (R, d;), isto &,
existem subconjuntos A e B de R, néo vazios, conjuntos separados de modo que

E=AUB. (3.46)

Em particular, teremos
AB#£D e ANB=1,

logo existirdo
xeA\B e yeB\A. (3.47)

Com isto deveremos ter x # y, e podemos supor, sem perda de generalidade, que

x < Y.
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Definamos
z = sup{A N [x,yl}

que existe pois, A N [x,y] # 0, j4 que x € A N [x,yl, e o intervalo [x,y] é um intervalo limitado (em
particular, limitado superiormente) em R.
Logo, da Proposigdo (BE=21), segue que

z€ Anlxyl CANxyl =AnNIkyl,

ou seja,
z€EA e z€[xyl (3.48)

Além disso, do fato que os conjuntos A e B s&o conjuntos separados (na verdade do fato que
ANB =) teremos que
z ¢ B. (3.49)

Logo, de (EZ3), (EZ9) e de (BZ1), segue que

z € [x,y). (3.50)
Afirmamos que
z€A. (3.51)
De fato, suponhamos, por absurdo, que
z & A. (3.52)

Assim teremos, de (E20), (E232), (BZ9) e (BEZ3), que
ze(xy)y, z¢€ A, z¢B, implicandoque z¢E=AUB,

0 que contraria a propriedade (BZH) que o conjunto E satisfaz.

Portanto teremos z € A.

Como os conjuntos A e B sio conjuntos separados (na verdade do fato que ANB =0) ez € A,
segue que

z ¢ B.

Logo, como z ¢ B, isto é, o ponto z nio pode ser um ponto de acumulagio do conjunto B, devera

existir
z1 € (z,y), talque 2z ¢B. (3.53)

Assim
21¢B, x<z=sup{ANnkvyll<zi e z1<vy,

0 que implicard que
21 & A. (3.54)

Portanto, de (E23) e (EX4), segue que
Z1 € (X»U)» 2 gAﬂB, ].OgO Z1 ¢ E)

0 que serd um absurdo pela propriedade (EZ3) que o conjunto E satisfaz.
Portanto o conjunto E é um subconjunto conexo em (R, d;), completando a demonstragdo do

resultado.
O



Capitulo 4

Aequéncia e Séries Numeéricas

Trataremos neste capitulo de sequéncias em espacos métricos, em geral, e de séries numéricas de

numeros complexos.
Comegaremos estudando sequéncias em espacos métricos (nas trés primeiras segdes) e depois tra-
taremos das séries numeéricas.

4.1 Sequéncias Convergentes
Inciaremos com a:

Definigao 4.1.1 Seja (X,d) um espagco métrico.
Diremos que uma sequéncia (pn)nen de X € uma sequéncia convergente em (X, d), se ezistir
p € X de modo que, dado € > 0, podemos encontrar N, € N tal que

se m>N, deveremos ter d(pn,p)<e.

Neste caso escreveremos:

li_>m Pn=pP ou pn—p (quando n — oo).
n—oo

Se a sequéncia (pn)nen m@o for convergente em (X,d), diremos que ela é uma sequéncia
divergente em (X, d).

Observagao 4.1.1

1. Observemos que a definicGo de ”sequéncia convergente em (X,d)” depende, ndo somente
da sequéncia (Pnlneny em questdo, mas também do espago métrico (X,d), como mostra o
sequinte ezemplo:

. 1 .
A sequéncia <n> é convergente no espago métrico (R,d;) para p =0.
neN
Porém ela nao serd convergente no espago métrico ((0,00),d;) (olhado como um subsepago
do espago métrico (R,d;)) pois p =0 ¢ (0,00).

2. Quando nao houver motiwo para confusdo, diremos apenas que a ”sequéncia € conver-
gente” em vez de dizer que ela é uma ”sequéncia convergente em (X,d)”.

3. Os elementos da sequéncia (pn)nen, @ Saber pn, como n € N, serdo ditos termos da

sequéncia (pn)nen-

123
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Definicao 4.1.2 Dada uma sequéncia (pn)neny definimos seu conjunto imagem, como sendo o
conjunto formado por todos os pn, N € N, ou seja,

{pn; n € NL

Diremos que uma sequéncia (Pn)nen num espago métrico (X,d) € uma sequéncia limitada
em (X, d), se existirem M >0 e x, € X tal que

d(pn,Xo) <M,  paratodo neN,
ou seja, seu conjunto imagem € um conjunto limitado do espago métrico (X, d).
Nos préximos exemplos, consideremos o espago métrico (R, d;) e a sequéncia (pn)nen, dada por:

Exemplo 4.1.1
(a) Seja
1
Pn = E) nelN.
Entado:

(a1) o conjunto tmagem da sequéncia numérica (pn)nen € infinito, a saber, serd igual a

(a2) a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia convergente para zero em (R, dy), isto é,

lim — =0.
n—oo N

A demonstragdo deste fato serd deizada como exercicto para o leitor.
(a3) a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia limitada em (R, dy).

De fato, para mostrar isto, basta tomar, por exemplo, x, =0, M = Te com isto teremos

1
d(pn,%o) = lpn — 0/ = - <1, paratodo mneN,
(b) Seja
Pn = n?, neN.
Entao:

(b1) o conjunto imagem da sequéncia (pn)nen € infinito, a saber, é igual a

{1,22,32,---}.

(b2) a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia divergente em (R, d;).

A demonstragao deste fato serd deizada como ezercicio para o leitor.
(b3) a sequéncia (pn)neny nGo € uma sequéncia limitada em (R, d;).
De fato, pois para todo M > 0 e todo x, € R temos que

d(pnyXo) = Ipn — %ol = % —xo| >n?—|xo| >M, para neN, suficientemente grande,

mostrando que a sequéncia (pn)neny ndo é uma sequéncia limitada em (R, d;).
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(c) Seja

Entado:

(c1) o conjunto imagem da sequéncia (pn)nen € infinito, a saber, é igual a

1 1

(c2) a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia convergente para 1 em (R, d;).
A demonstragdo deste fato serd deizada como exercicito para o leitor.
(c3) a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia limitada em (R, d;).

De fato, pois se M =2 e x, =0 temos que

(="
n

1
d(pn,xo)zlpn—0|:’1+ —O‘§1+n§2:M, para todo n €N.

(d) Seja
Pn = (_] )n, nenN.

Entado:

(di) o conjunto itmagem da sequéncia (pn)nen € finito, a saber, é igual a
{_] ) ]}-

(d2) a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia divergente em (R, d;).
A demonstragdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.
(d3) a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia limitada em (R, dq).

De fato, pois se M =2 e x, =0 temos que

d(pnyxo) =lpn =0 =|(-1)"=0/=|—1"=1<M, para todo neN.
(e) Seja
pn=1, mel
Entdo:

(e1) o conjunto imagem da sequéncia (pn)nen € finito, a saber, € tgual a
{1}

(e2) a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia convergente para 1 em (R, d;).
A demonstragdo deste fato serd deizada como ezercicito para o leitor.
(e3) a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia limitada em (R, d;).

De fato, pois se M =1 e x, =0 temos que

d(pnyXo) =lpn —0/=1—-0/=1<M, paratodo mnecN.
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Para espagos métricos, em geral, temos as seguintes propriedades bésicas de sequéncia convergentes:

Proposicao 4.1.1 Seja (pn)nen uma sequéncia no espago métrico (X,d). Entdo:

1. A sequéncia (pn)nen converge para p em (X, d) se, e somente se, toda vizinhanga do ponto
p em (X, d), contém todos os termos da sequéncia (pnnecn, ezceto um nimero finito destes.

2. (Unicidade do limite) Sejam p, p’ € X e suponhamos que a sequéncia (pn)nen converge
para p e para p' em (X,d). Entdo
P =P

3. Se a sequéncia (pn)nen converge para p em (X, d), entdo ela serd uma sequéncia limitada
em (X,d).

4. SeE C X e o pontop é um ponto de acumulagdo de E em (X, d), entdo eziste uma sequéncia
(Pninen em E, que converge para p em (X, d), isto é,

lim pp =p, com pn€El, oparatodo necN.

n—oo

5. Suponhamos que o conjunto F é um subconjunto fechado em (X,d) e que a sequéncia
(Pn)nen em F, seja convergente em (X, d), isto €,

pn€F paratodo neN e p,—p em (Xd).

Entdo p € F.

Demonstragao:
Del.:
Suponhamos que
lim pp=p e V=Vi(p)

n—oo
é uma vizinhanga do ponto p (ou seja, r > 0).
Como lim p, = p, tomando-se
n—oo

e=1>0,

podemos encontrar N, € N de modo que, se
n >N, segue que d(pn,p)<e=r,

isto é,

PhneEV se n>N,, ousea, pn€V,
exceto (eventualmente) paran =1,2,--- N, — 1, isto é, exceto para um nimero finito de termos da
sequéncia (pn)nen-

Reciprocamente, dado ¢ > 0, se considerarmos a vizinhanga V = V,(p) temos, por hipétese, que a
sequéncia (pn)nen estd contida em V, exceto um nimero finito de termos, ou seja, podemos encontrar
N, € N tal que

Pnin >N} CV,

isto é, se
n>N,, teremos d(pn,p)<e,
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De 2.:
Como

mostrando que lim p, = p, completando a demonstracio do item
n—oo

. _ . _ /
lim pp=p e lm p,=7p,
dado ¢ > 0, podemos encontrar Ny, N7 € N de modo que

se n>N, teremos d(pn,p)< %
se n>N; teremos d(pn,p’)< %
Seja
N > max{Ny, N1}
Entao

£ € .
d(p,p’) < d(p,pn) +d(p’spn) < 5 +5 =& ouseja, d(p,p) <e.
—_——— —
@), =,
< 5 < 5
Como ¢ > 0 é arbitrario, segue que

N

d(P,P/) =0, istoé, p/ =P
completando a demonstragdo do item.
De 3.:
Se lim p, = p entéo, dado
n—oo
e=1>0,
podemos encontrar N,, € N de modo que
se mn>N, teremos d(pn,p)<e=1.
Seja
M =max{d(p1,p), d(p2,p),---, dlpN.—1,P), T} € X0 =P.

Entdo para todo n € N teremos

d(pnyxo) = d(pn,p) <M, ou seja, a sequéncia (pn)nen € limitada em (X, d),
completando a demonstragdo do item.
De 4.:

Como o ponto p é ponto de acumulagdo de E, para cada n € N se tomarmos

1
r=—>0,
n

segue que a vizinhanga V;, = V1 (p) contém um ponto de E, diferente do ponto p, que sera indicado
por pn € E, ou seja "

1
pn€E, dlpn,p) < o

paracada mneN.
Dado ¢ > 0, consideremos N, € N de modo que

— <€
No ’
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que existe pois R é arquimedeano.
Como isto, se n > N, teremos

1

dlpn,p) < — < —=<g¢, ouseja, limp,=p como pn€E paratodo neN,
N n—00

I

completando a demonstragdo do item.

De 5.:

Como o conjunto F é um subconjunto fechado em (X, d), ele contém todos os seus pontos de
acumulagio.

Se existe n, € N tal que pn, = p segue que p € F.

Caso contrério, se pn # p para todo n € N, afirmamos que o ponto p é um ponto de acumulagéo
do conjunto F.

De fato, como nh_}rglo pn =p em (X, d), dado € > 0, podemos encontrar N, € N de modo que,

se n>N,, teremos d(p,pn)<e¢ e pn#p, pois pn€F e p¢gF

Em particular, para cada ¢ > 0, teremos

PN, € (Ve(p) NE)\ {p},

F é fechado
mostrando que p € F/ C F, ou ainda, p € F, completando a demonstracdo do item e do resutado.

0
Observagao 4.1.2 Denotaremos por d a métrica em C dada por:
d(z,w) =lz—w|, z,weC,
onde | - | denota o mddulo de um nidmero complezo.

Para o espaco métrico formado pelos niimeros complexos temos a:

Proposicao 4.1.2 Suponhamos que (Pn)nen € (gn)nen SGo sequéncias em C, que sdGo convergen-
tes para p e g em (C,d), respectivamente, isto €,

lim ph,=p e limgyo,=q em (C,d).
n—oo

n—oo

Entado:

(a) A sequéncia (pn)nen converge para p em (C,d) se, e somente se, a sequéncia (Pn — Plnen
converge para zero em (C,d), ou seja,

lim p,=p em (C,d) se, e somente se, lim
n—oo n—oo

(pn—p)=0 em (C,d).
(b) A sequéncia (pn+ qn)nen converge para (p+q) em (C,d), isto é, li_)m (pn+dn) =p+q em
n—oo
(C,d), ou ainda,

(Pr + qn) = (T}szgopn) n (nm qn> em (C,d).

lim
n—oo n—oo
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(c) Sec e C entdo as sequéncias (c.pn)nen € (C+ Pnlnen Sdo convergentes para (c.p) e (c+p)

em (C,d), respectivamente , isto €, lim (c.pn) =c.p e lim (c+pn) =c+p em (C,d), ou
. n—oo n—oo
ainda,
i ep) = e (Jim po)
e

lim (c+Pn):c+<T}LIIgopn> em (C,d).

n—oo

(d) A sequéncia (pn-qn)nen converge para (p.q) em (C,d), isto €, 1Lm (Pn-qn) =p.q em (C,d),
n—oo
ou ainda
lim (pr.dn) = (lim pn) . (lim 4z) em (C,d).

n—oo n—oo

1 1
(e) Sepn #0, para todon € N e p # 0 entdo a sequéncia () converge para 6 em (C, d),
neN

Pn
1 1
1sto €, lim <> =— em (C,d), ou ainda
n—oo \ Pn P
. 1 1
lim [ — | = — em ((C) d)
n—oo \ Pn lim pn
n—oo
Demonstracao:

De (a):
Observemos que:

lim pn, = p se, e somente se, dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N, de modo que se
n—oo

n >N, teremos |[pn—7p|<eg,
que é equivalente a escrever
[(pn—p) =0l =[pn—pl<e, ouseja, lim (pn—p)=0,
n—oo
completando a demonstragdo do item.

De (b):
Como lim pn = p, dado ¢ > 0, podemos encontrar Ny € N, de modo que se
n—oo

£

n>N; teremos [pn—pl< >

(4.3)

De modo anélogo, como lim ¢, = q, dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N, de modo que se
n—oo

n>N; teremos |qn—q|< % (4.4)

Logo, se
No = max{N1, Nz}

entdo, para n> N, > Ni, N, teremos:

|(Pn+qn)—(P+q)|=|(Pn—P)+(Qn—Q)|§|Pn—P|+|qn—q||<§+§=€,
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ou seja, JLIEo(p“ + dn) = p + g, completando a demonstracdo do item.
De (c):
Serdo deixadas como exercicio para o leitor.
De (d):
Observemos que, para todo n € N, teremos:

Prn-qn—P-4 = (pn —P)-(dn — ) + q.(pn —P) + P.(qn — q). (4.5)
Como T}Lm Pn =P, dado € > 0, podemos encontrar Ny € N, de modo que que se
n>N; teremos [pn—p|< VE. (4.6)

De modo anélogo, como lim g, = ¢, dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N, de modo que se
n—oo

n >N, teremos |qn— q| < V. (4.7)

Logo, se
N, = max{Ns, Na},

para n > Ny > Ny, N, teremos:

(P —P)-(qn — ) =Ipn —Ppl.lgn — ql < \/E\/E: £,
———

—
[+mmz] =
@ o &=

ou seja, Um [(pn —p).(qn —q)I =0.
Dos itens (a), (b) e (c) segue que

lim [q.(pn —P)] =q. [lim (Pn —p)} =q.0=0

n—oo n—oo
e
Tim [p.(qn — )] = p. | lim (4n — q)] =p.0 =0.
Logo de (EX) segue que
Jlim [py.qn —p.q] = 0.
Assim, do item (a), segue que li_)m (Pn-9n) = p.q, completando a demonstragdo do item.
n—oo
De (e):
1
Como li_>m Pn=p #0, dado ¢ = Elpl > 0, podemos encontrar N; € N, de modo que se
n—oo
1
n>N; teremos [pn—pl<e= E\pl. (4.8)
Com isto temos, se n > N; teremos
(=3) 1
[pl =Pl < [p —pul = lpn —pl <" 5lpl,
assim

1 1 2
2|p|<|pn| se n>N; ouseja, — <— se n>Nj. (4.9)

pnl  Ipl
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1
De modo semelhante, dado ¢ > O considerando-se ¢’ = Elplza > (0, podemos encontrar N; € N, de
modo que se

1
n >N, teremos |pn—pl<e = Elplzs. (4.10)
Seja
N, = max{Ny, N,

Se n > N, > Ny, N; segue que:

=y 2
< j\pl 3
— a2
1_1‘ _ pn—p’ T L .
Pn P Pnp [pnl Ipl 1| ol ’
~— 2 PIIP
(=)
>3Ipl
N 1 ~ .
ou seja, lim — = —, , completando a demonstragdo do item e do resultado.
n—oo p‘I’L ‘p
O
Para sequéncias em R* temos a:
Proposicao 4.1.3
(a) Suponhamos que para cada n € N, x, € R¥, com x,, = (X1 X2,my " Xiyn) -
Entdo a sequéncia (Xn)nen converge para x = (x1,X2,- - ,Xn) € R em (R¥, dy) se, e somente
se, para cada j € {1,--- ,k}, temos que a sequéncia (Xjn)nen converge para x; em (R, d;),

ou seja,

lim x, = x em (R¥, dy) se, e somente se lim Xjn =% em (R, dy), para cadaj € {1,2,-- -k}
n—oo n—oo

(b) Suponhamos que (Xn)nen € (Yn)nen SGo sequéncias em R e (on)nen € uma sequéncia em
R que sdo convergentes para x,y € R* e x € R, em (R*,dy) e em (R, d;), respectivamente,
isto €, Xn — X, Yn — Yy em (R* dy) e an — o em (R, dy).

Entdo a sequéncia (Xn +Yn)nen converge para (x+y) em (R¥, dy), a sequéncia (xn ® Yn)nen
converge para (xey) em (R, d;) (onde e é o produto escalar de R*) e a sequéncia (0tq-Xn)nen
converge para o - x em (R¥, dy), isto é,

Jim e o) = (Jim ) + (B yn) - em (R,

n—oo

lim (xn ® Yn) = <lim xn) . (1im yn> em (R, d;):

n—oo n—oo n—oo

n—oo n—oo n—oo

lim (an - xn) = (lim ocn> . <1im xn> em (RX, dy).

(c) lim x, = O em (R¥ dy) se, e somente se, lim |x,|| =0 em (R,d;).
n—oo n—oo

Demonstracao:
De (a):

Como li_>m xn = x em (R¥, dy) entdo dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N, de modo que se
n—oo

n >N, teremos |[|xn, —x| <e. (4.11)
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Observemos que, para cada j = 1,2, -,k teremos

Xjn — %51 = 4/ (xjn — %)% <

Logo, para n > N, segue que

k
> (xin — %)% = [[xn — x|
i=1

X — x5 < lxn —x|| <,
mostrando que, para cada j € {1,2,--- ,k} teremos

lim x;, =% em (R,dy).
n—oo

Reciprocamente, se, para cada j € {1,2,--- ,k}, temos

lim xj, =% em (R,dy)
n—oo

entdo, dado ¢ > 0, para cada j € {1,2,---,k}, poderemos encontrar N; € N, de modo que se

£

N3 (4.12)

n>N; teremos [xj,— x| <
Seja
N, = maX{NhNZ) T »Nk}-

Logo, se n > N, > Nj, para cada j = 1,2,--- ,k, segue que:

2

k k 2
£ £
Pen = x| =Y (gm—x)2 < Y (\/E) k= )
—

j=1 (=) i=1
< =5

S

ou seja, nlljlgo xn = x em (R, dy), completando a demonstragio do item.

De (b):

Seguem do item (a) e dos itens (a), (b) e (c) da Proposicdo (E-T3) e serdo deixadas como exercicio
para o leitor.

De (c):

Temos que n11_)115o xn = 0 se , e somente se, dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N, de modo que se

n >N, teremos |xn—0| <eg,

ou seja, |[|xn|| — 0] < ¢, para n > N,, que é equivalente a escrever que lim ||x,| =0, completando a
n—oo

demonstragdo do item e do resultado.
O

4.2 Subsequéncias de uma sequéncia

Temos a:

Definicao 4.2.1 Dada uma sequéncia (pn)nen consideremos a sequéncia de mumeros naturais,
que denotaremos por (Ny)ken, de modo que

n<n<ng<<:---.

A sequéncia (pn, )ken serd denmominada subsequéncia da sequéncia (pn)nen.
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Exemplo 4.2.1 Consideremos a sequéncia (pn)nen onde
pn=(—1" para neN.

Entdo (pa)ken € uma subsequéncia da sequéncia (Pn)nen-
Neste caso, teremos
px=(-1)*=1, keN,

isto €, os termos da subsequéncia (pak)ken serdo constante igual a 1.
Se considerarmos (pak+1)ken entdo ela também serd uma subsequéncia da sequéncia (Pn)nen-
Neste caso
P2k+1 = (_1)Zk+] =—1, keN,

1sto €, os termos da subsequéncia (Paxi1)ken Serdo constante igual a —1.
Um resultado simples é dado pela:

Proposicao 4.2.1 Seja (X,d) um espago métrico.
Uma sequéncia (pn)nen € convergente para p em (X,d) se, e somente se, toda subsequéncia
da sequéncia (pn)nen, for convergente para p em (X, d).

Demonstracgao:
Se toda subsequéncia da sequéncia (pn)nen for convergente para p em (X, d), como ela prépria é
uma subsequéncia dela mesma, teremos que a propria sequéncia serd convergente para p em (X, d).
Reciprocamente, se (pn)nen € convergente para p em (X, d), entdo dado ¢ > 0, podemos encontrar
N, € N tal que se
n >N, teremos d(pn,p)<e. (4.13)

Seja (pn, Jnen uma subsequéncia da sequéncia (pn)nen.
Logo se
=)
ng > N, teremos d(pn,p) < ¢
isto €, a subsequéncia (pn, )nen da sequéncia (pn)nen, serd convergente para p, completando a de-
monstragdo do resultado.
O

Seguem alguns resultados gerais relacionados com convergéncia de subsequéncias de uma sequéncia

dada:

Proposicao 4.2.2 Sejam (X,d) um espago métrico e (pn)neny uma sequéncia em X.

(a) Se a sequéncia (pn)nen estd contida em um subconjunto compacto K de (X, d) entdo eziste,
pelo menos, uma subsequéncia da sequéncia (pn)nen que € convergente em (X, d).

(b) (Teorema de Bolzano - Weierstrass) Toda sequéncia limitada em (Rk, dk) possut, pelo me-
nos, uma subsequéncia convergente em (Rk, dk).

Demonstragao:
De (a):
Seja
E={pn;neN}

o conjunto imagem da sequéncia (pn)nen.



134 CAPITULO 4. AEQUENCIA E SERIES NUMERICAS

Se o conjunto E é finito, existirdo p € E e uma sequéncia (ny)xen de modo que

Pny =Pn, = =P

Logo a subsequéncia (pn, Jkern da sequéncia (pn)nen serd convergente para p em (X, d) (na verdade
esta subsequéncia serd constante igual a p).

Se o conjunto E é infinito, como ele estd contido em um subconjunto compacto de (X, d), da
Proposigdo (B=23) (c), segue que o conjunto E deverd ter um ponto de acumulagdo p € K, ou seja,
dado ¢ > 0 segue que

(ENNe(p)) \ {p} # 0.

Em particular, se considerarmos
e =1>0,

segue que

[E NN, (P \{p} # 0,

isto é, existe ny € N tal que

Pny € E, Pny 7ép € d(Pm)P) <g =1

De modo andlogo, se considerarmos

1
€7 = min {2, d(p,pn, )} >0, (4.14)

segue que

[ENNe(p)I\ {p}#0.

Logo existird n, € N tal que

Pn, € E, Pn, #p € d(Pnz,P) < &y

o que implicard, por (EI4), que pn, 7# Pn,-
Podemos supor, sem perda de generalidade, que

n; >ng.
Se isso ndo fosse possivel, isto é, se para todo n > n; tivéssemos

d(pn,p) > &,

entdo o ponto p nao poderia ser ponto de acumulagéo de E em X.
Repetindo o processo acima, obtemos uma sequéncia (ny)xen tal que, para cada k € N teremos

1
M >ng e d(pn,P) < O

isto &, (pn,)Jxen € uma subsequéncia da sequéncia (pn)nen que é convergente para p em (X, d), com-
pletando a demonstragdo do item.

De (b):

Se a sequéncia (pn)nen é limitada em (R¥, dy) entdo podemos encontrar

M>0 e %, €R" demodoque |pn—xo| <M.



4.2. SUBSEQUENCIAS DE UMA SEQUENCIA 135

Seja
K={qeR g% <M},

Entdo a sequéncia (pn)nen estd contida no conjunto K que é um subconjunto fechado e limitado
em (R¥, dy).

Do Teorema (BE=3) segue que o conjunto K é um subconjunto compacto em (R¥,dy) (pois é
limitado e fechado em (R¥, dy)).

Logo a sequéncia (pn)nen estd contida num conjunto compacto em (Rk, dk).

Logo, do item (a), segue que existe uma subsequéncia da sequéncia (pn)nen que é convergente em
(Rk, dk), completando a demonstragdo do item e do resultado.

O
Finalizando a segdo temos a:

Proposicao 4.2.3 Sejam (X,d) um espago métrico e (pn)neny uma sequéncia em X.
Entdo o conjunto formado por todos os limites das subsequéncias convergentes da sequéncia
(Pn)nen formam um conjunto fechado de (X, d).

Demonstragao:

Sejam E* o conjunto formado por todos os limites das subsequéncias convergentes da sequéncia
(Pn)nen, isto é, p € E* se, e somente se, existe uma subsequéncia (pn, Jken, da sequéncia (pn)nen, que
converge para p em (X, d).

Se E* = (), segue que E* é um subconjunto fechado de (X, d).

Por outro lado, se E* # (), vamos mostrar quese q é um ponto de acumulagio de E* entdo deveremos
ter g € E*, o que implicard que o conjunto E* é um subconjunto fechado em (X, d), pois possui todos
os seus pontos de acumulagdo em (X, d).

Escolhamos n; € N tal que pn, # q.

Se ndo existir n; € N com essa propriedade, entdo deveremos ter p, = q para todo n € N (a
sequéncia é constante e igual a g), o que implicard que

B ={q},

e portanto é ele serd um subconjunto fechado em (X, d).
Consideremos
d=d(q,pn,) >0.

Como o ponto g é ponto de acumulagdo do conjunto E* em (X, d), podemos encontrar x; € E* tal
que

1)
d(X], q) < E

Mas x; € E*, podemos encontra n; € N, n, > n;, de modo que

)
d(xl»pnz) < 2

De fato, caso contrario, isto é, se para todo n > n; tivermos
o .. . #
d(x1,pn) > 2 isto implicard que x; ¢ E¥,

pois, pela definicdo do conjunto E*, cada vizinhanca do ponto x; deverd possuir infinitos pontos do
conjunto E (pois existe uma subsequéncia da sequéncia (pn)nen que é convergente para x1).
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Prosseguindo o processo, para cada i € {2,3,-- -}, podemos encontrar x; € E* de modo que

d
d(xi) CI) < 5

Como x; € E*, podemos encontrar n; € N tal que

d

n>ni1 e dxi,pn) < 7

Logo
5,8 _
21 2t 2i-1)

d(g,pn;) < d(q,xi) + d(xi, pny) < para cada i€ N,
isto é,
d(q,pn,) < zii—l’ para i€N,
ou ainda, a subsequéncia (pn, )ien, da sequéncia (pn)nen, serd convergente para o ponto g em (X, d), ou
seja q € E*, portanto o conjunto E* é um subconjunto fechado em (X, d), completando a demonstragéo

do resultado.
O

4.3 sequéncia de Cauchy

Uma outra classe de sequéncia importantes sdo dadas pela:

Definicao 4.3.1 Seja (X,d) espago métrico.
Diremos que a sequéncia (pn)neny € uma sequéncia de Cauchy em (X,d) se dado ¢ > 0,
podemos encontrar Ny, € N, de modo que se

n,m>N, teremos d(pn,pm) <E.
Antes de estudarmos as sequéncia que tém a propriedade acima introduziremos a:

Definigao 4.3.2 Sejam (X, d) espago métrico , E C X e consideremos

S ={d(p,q); p,q € E}.

Defintmos o diametro de E, que serd indicado por diam(E), como sendo sup(S) (que pode
ser infinito).

Observagao 4.3.1

1. Observemos que se A C B entdo

diam(A) < diam(B).

2. Observemos que um conjunto E € subconjunto limitado em (X, d) se, e somente se, diam(E) <
00.

As demonstragbes destes fatos serdo deizadas como exercicio para o leitor.
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Proposicao 4.3.1 Seja (pn)nen € uma sequéncia no espago métrico (X,d) e definamos

EN = {PNy PN4T, P2y o0 )
Entdo (pn)nen € uma sequéncia de Cauchy em (X,d) se, e somente se,

lim diam(Ex) =0 em (R,d;).

N—oo
Em particular, toda sequéncia de Cauchy em (X,d) € limitada em (X, d).
Demonstragao:

Observemos que se
N>M teremos En C Epm.

Notemos que se (pn)neny € uma sequéncia de Cauchy em (X, d) entdo, dado ¢ > 0, podemos
encontrar N, € N, de modo que
se n,m >N, teremos d(pn,pm) <&,
isto é,
s€ Pn,Pm € En,, implicard que d(pn,pm) <&,

ou seja,
diam(Ey, ) < e.

Logo, se N > N, teremos
En C En,, logo diam(Ey) < diam(Ey,).

Portanto, para
N >N,, segue que diam(Ey) < e,

mostrando que Nlim diam(Eyx) = 0, em (R, d) e comletando a demonstracdo da 1.a parte da equi-
— 00

valéncia.
Reciprocamente, se Nlim diam(Ey) = 0 entdo, dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N de modo
que’ —00
se n>N,, teremos diam(E,) <ce.

Em particular, segue que
diam(Ey,) < e.

Observemos que para n, m > N,, segue que

PnyPm € Eng,s

pois En, Ey C En,, assim
d(pn, pm) < diam(Ey,) < &,

mostrando que a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia de Cauchy em (X, d), completando da 2.a parte
da equivaléncia e do resultado.
O

Proposicao 4.3.2 Seja (pn)nen uma sequéncia de Cauchy no espago métrico (X, d).
Se a sequéncia (pn)nen possur uma subsequéncia que € convergente para p em (X,d) entdo
a sequéncia (pn)nen Serd uma sequéncia convergente para p em (X,d).
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Demonstragao:
Como a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia de Cauchy em (X, d), dado ¢ > 0, podemos encontrar

N; € N, de modo que

se n,m>N; teremos d(pn,pm) < % (4.15)
Suponhamos que a subsequéncia (pn,)jen é convergente para p em (X, d).
Logo, dado ¢ > 0, podemos encontar N, € N, de modo que
se ny >N; teremos d(pn;,p) < % (4.16)
Seja
No = max{N1,N2}.
Observemos que, para n,n; > N,, teremos:
1. como n,n; > Ny, de (EI3), segue que
€
d(pn, Pny) < 7 (4.17)
2. por outro lado, n; > N, > N, de (EIH), segue que
€
d(pnj, P) < 5- (4.18)
Portanto, para n > N,, tomando-se n; > N, teremos:
€ €
d(Pn, P) < d(pn, Pry) +dlpnj,p) <5 +5 =,
—_——— ——
@), =),
2

N

mostrando que a sequéncia (pn)nen € convergente para p em (X, d), completando a demonstragéo do

resultado.
O

Relacionado com o didmetro de subconjuntos de um espaco métrico temos a:

Proposicao 4.3.3 Seja (X,d) espago métrico. Entdo:

(a) Se E C X entdo

diam(E) = diam(E).

(b) Se (Kn)nen € uma sequéncia de compactos encaizantes, mdo-vazios, em (X,d) (isto €,
Kni1 € Ky, n € N) satisfazendo

lim diam(K,) =0,

n—oo

o
entao ﬂ Kn € formado por um udnico ponto, ou seja,

n=1

ﬂ Ky = {p}

n=1
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Demonstragao:
De (a):
Observemos que

ECE, logo diam(E) < diam(E).

Para mostrar a outra desigualdade, consideremos p, q € E.
Dado ¢ > 0, da definigio do conjunto E, podemos encontrar p’,q’ € E de modo que

£ 3
d(p,p’) < 5 ¢© d(q,q") < >
Logo

d(p,q) < d(p,p)+d(p’,q") +d(q’,q) < = + diam(E) + = = ¢ + diam(E).
— —— —— 2 2

<5 < diam(E) <5
Tomando-se o supremo do lado esquerdo da desigualdade acima, obtemos:
diam(E) < ¢ + diam(E), paracada ¢ >0.

Portanto,

diam(E) < diam(E), ou seja, diam(E)= diam(E),

mostrando que diam(E) = diam(E), completando a demonstragio do item.
De (b):
Consideremos

o0
K = ﬂKm.

m=1

Do Coroldrio (EZ34) segue que
oo
[ K #0,
m=1

pois os conjunto K, sdo subconjunto compactos em (X, d) e qualquer intersecgdo finita deles é n&o
vazia, pois serd o menor conjunto na intersecgdo finita considerada.
Suponhamos, por absurdo, que existam

P, g€ ﬂKn, de modo que p #q.

n=1
Como
diam(K) > d(p,q) >0, segue que diam(K) > 0.
Por outro lado, como a sequéncia (K, )nen € um sequéncia de conjuntos encaixantes, teremos que
K C K, para cada n € N e, da Observagdo (E=3T) item 1., segue que

diam(K,) > diam(K) > 0.

Logo
lim diam(K,) > diam(K) > 0,
n—oo
um absurdo, pois lim diam(K,) =0.
n—oo

[eo]

Portanto o conjunto ﬂ Kn tem, exatamente, um ponto, completando a demonstragdo do item e
n=1
do resultado.

O
A seguir daremos algumas propriedades de sequéncia de Cauchy em um espago métrico em geral:
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Proposicao 4.3.4 Sejam (X,d) um espaco métrico e K C X.
(a) Toda sequéncia convergente em (X,d) é uma sequéncia de Cauchy em (X, d).

(b) Se o conjunto K é um subconjunto compacto em (X,d) e (pn)nen € uma sequéncia em K
que € uma sequéncia de Cauchy em (X,d) entdo ela serd convergente em (K,d), isto €,
existe p € K tal que pn — p em (K, d).

(c) Se (X,d) = (R*,dy) e (pn)nen € uma sequéncia de Cauchy em (R dy) entdo ela serd
convergente em (R, dy), isto €, existe p € R* tal que pn — p em (RX, dy).

Em particular, uma sequéncia em R* é uma sequéncia convergente em (R¥, dy) se, e so-
mente se, ela é uma sequéncia de Cauchy em (R¥, dy).

Isto é conhecido como Critério de Cauchy para convergéncia de sequéncias em (R¥, dy).

Demonstragao:
De (a):
Se pn — p em (X, d), dado € > 0, podemos encontrar N, € N de modo que,

. (4.19)

N ™

se n>N,, teremos d(pn,p)<
Logo, para n, m > N,, de (EET3), segue que,
€ €
d(pr, Pm) = d(pn,p) + d(p,pm) <5+ 5 =¢,

ou seja, a sequéncia (pn)nen € uma sequéncia de Cauchy em (X, d), completando a demonstracdo do
item.

De (b):

Como o conjunto K é um subconjunto compacto em (X, d), da Proposigdo (E=232) item (a), segue
que a sequéncia (pn)nen tem uma subsequéncia convergente em (X, d).

Logo, pela Proposigdo (E=33), segue que a sequéncia (pn)nen serd convergente em (X, d).

Como o conjunto K é um subconjunto fechado em (X,d), pn € K, paracadan € Ne p, — p
em (X,d), da Proposigdo (EZID), segue que p € K, ou seja, a pn — p em (K, d), completando a
demonstragdo do item.

De (c):

Seja (xn)ney uma sequéncia de Cauchy em (R¥, dy).

Logo, da Observagio (E=21), teremos a sequéncia (X, )nen é uma sequéncia limitada em (R¥, dy),
isto é,

{xn;n e N} CE = V;i(xo),

para algum 1 > 0 e X, € R¥,

Do Teorema (E=Z3) (b), segue o conjunto E é um subconjunto compacto em (R¥, dy) (pois é um
subconjunto fechado e limitado em (R¥, dy)).

Assim a sequéncia de Cauchy (xn)ney em (R¥, dy) estd contido num subconjunto compacto de
(Rk) dk)

Logo, do item (b) acima, segue que ela serd uma sequéncia convergente em (R, dy), completando
a demonstracdo do item e do resultado.

]

Podemos introduzir uma nova classe de espagos métricos, a saber:
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Definigao 4.3.3 Seja (X,d) um espago métrico.

Diremos que (X,d) € um espago métrico completo se toda sequéncia de Cauchy em (X, d)
for uma sequéncia convergente em (X,d), isto €, se (pn)neny € uma sequéncia de Cauchy em
(X,d), entdo ezistird p € X tal que

pn—p em (X,d).
Exemplo 4.3.1

1. (R,d;) € um espago métrico completo.

Isto seque da Proposi¢do (-34) item (c) com k=1.
2. (X,d) =((0,1],d1) nao é um espago métrico completo (onde d; é a métrica usual de R).

. . 1 . .

De fato, pois a sequéncia () é um sequéncia de Cauchy em (X,d) (verifique!) e
neN

nao ¢é convergente em (X,d) (pois ela é convergente para 0 em (R, d;), e O nao pertence a

X =(0,1]).
Observagao 4.3.2

(a) A Proposicao (I-34) (b) e (c) nos diz que todo espago métrico compacto e todos 0s espagos
Euclideanos sao completos.

(c) Um ezemplo de um espago métrico que nao é completo é (Q,d;), onde d; é a métrica
usual de R (a saber di(p,q) =Ip—ql, p,q € Q).

A demonstragdo desse fato serd deizada como ezxercicio para o leitor.

Proposicao 4.3.5 Sejam (X,d) um espago métrico completo e F um subconjunto fechado em
(X,d).
Entdo (F,d) € um espaco métrico completo.

Demonstracao:
Dada uma sequéncia de Cauchy, (pn)nen, em (F, d) entdo ela serd uma sequéncia de Cauchy em
(X,d).
Como (X, d) é um espago métrcio completo, poderemos encontrar p € X tal que p, — p em (X, d).
Mas o conjunto F é um subconjunto fechado em (X, d).
Logo, da Proposigdo (E11) (f), teremos que

peF ousea, pn—p em (Fd),

isto é, o espago métrico (F, d) é um espago métrico completo, completando a demonstragdo do resultado.
O

Observagao 4.3.3 Da Proposicdo (I-1-1) (c) temos que toda sequéncia convergente em (X, d)
serd um sequéncia limitada em (X, d).

Vale observar que nao vale a reciproca deste fato, isto €, existem sequéncia limitadas em
(X,d), que nao sdo convergentes em (X, d).

Por exemplo, em (R, d;), a sequéncia (pn)nen dada por

pn:(_])n» neN
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€ uma sequéncia limitada em (R, d;) que ndo é uma sequéncia convergente em (R,d;).

Logo podemos concluir que uma condi¢cGo necessaria para que uma sequéncia seja conver-
gente em um espaco métrico é que ela seja uma sequéncia limitada neste espago métrico, mas
esta condi¢cdo nao é suficiente para garantir a convergéncia de uma sequéncia em um espago
métrico.

Veremos, a seguir, que em uma certa classe de sequéncias em (R,d;), esta condi¢do serd
suficiente, a saber:

Definigao 4.3.4 Seja (sn)nen uma sequéncia de niumeros reais.
Diremos que sequéncia (Sn)nen €:

(a) crescente se

Sn <snt+1y, para cada mnEN;

(b) decrescente se
Sn > Sn+1 para cada N E€N;

(c) monétona se ela for crescente ou decrescente.

Exemplo 4.3.2

(a) A sequéncia (sn)nen dada por

€ uma sequéncia mondtona decrescente, pois

1 n+i>n 1
<

S = —
n+1 ntl

=sn, para cada mn €N,

(b) A sequéncia (sn)nen dada por
sp, =7n, para cada N EN
é uma sequéncia mondtona crescente, pois

Sne1=Mm+1>n=s,, para cada neN.

(c) A sequéncia (sn)nen dada por
sn = (—1)"  para cada neN
ndo é uma sequéncia mondtona crescente, nem mondtona decrescente.

Com isto temos o:

Teorema 4.3.1 Suponhamos que a sequéncia (sn)neny em R € uma sequéncia mondtona.
A sequéncia (sn)nen € convergente em (R, d1) se, e somente se, a sequéncia (Sn)nen € limitada
em (R, d;).
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Demonstragao:

Sabemos que toda sequéncia convergente em (R, d;) é uma sequéncia limitada em (R, d;).

Precisamos mostrar a reciproca.

Para isto, vamos exibir a demonstragdo do caso em que sequéncia é uma sequéncia monédtona
crescente.

O caso em que sequéncia é uma sequéncia mondtona decrescente serd deixado como exercicio para
o leitor.

Temos que

Sn < spe1, MEN,
Seja
E ={sn;n e N}

Como a sequéncia (Sn)ney € uma sequéncia limitada em (R, d;), segue que o conjunto E é um
conjunto limitado em (R, dy).

Logo existe

s = sup(E).
Mostremos que
sn —s em (R,dy),

ou seja, a sequéncia (sn)nen € uma sequéncia convergente em (R, d;) e converge para s = sup(E).

Observemos primeiramente que

sn <s, paratodo neN,

pois s é o supremo do conjunto E.
Logo, dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N, de modo que

s —¢& <8N, <5,

pois s é o supremo de E, logo é o menor limitante superior do conjunto E.
Logo, se n > N, segue que
s€q. mon. crescente .
SN, < Sn <'s, ouseja, s—&<sN, <sp <,
ou ainda, para n > N, teremos
s—e< sy <s.

Isto implicard que, para n > N, teremos
s—e<sp<s+eg ouainda, —e<sy,—s <k,
isto é,
Isn — s| < g,

mostrando que s, — s em (R, d;), completando a demonstragdo do resultado.
O

Observacgao 4.3.4 Ser limitada em (R, d;) € uma condi¢do necessaria para que uma sequéncia
seja convergente em (R, d;) (porém ndo é suficiente!).

No caso da sequéncia ser limitada em (R, d;) e mondtona serd convergente em (R,d;), ou
seja, sendo limitada uma condi¢do suficiente para que ela seja convergente em (R,d;) € que
ela seja mondtona.

Notemos que esta condi¢cGo de ser mondtona nao € necessdria, como mostra o exemplo

(=" .
( que € uma convergente em (R, d;) para zero e que ndo € mondtona.
n

neN
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4.4 Limite Superior e Inferior
Comecaremos esta se¢do com a:

Definigao 4.4.1 Suponhamos que sequéncia (sn)neny em R que tem a sequinte propriedade: dado
M > 0 eziste N, € N, de modo que

se n >N, teremos s, > M.

Neste caso diremos que a sequéncia (sn)neny tende a +oo e escreveremos

lim s, =400 ou sp — +oo.
n—oo
De modo andlogo, se dado M > 0 eziste N, € N, de modo que

se n >N, teremos s, <—M,

diremos que a sequéncia (Sn)neny tende a —oco e escreveremos

lim s, =—00 ou s, — —oo.
n—oo

Observagao 4.4.1 A definigdo acima pode ser interpretada da sequinte forma:

lim s, =+
n—oo

se, e somente, dado M > 0, no mdzrimo, um numero finito de termos da sequéncia (Sn)nen fica
abaizo do valor M.
De modo semelhante:

lim s, = —o©
n—oo

se, e somente, dado M > 0, no mdzimo, um numero finito de termos da sequéncia (sn)nen fica
actma do valor —M.

Podemos agora estabelecer a seguinte definigéo:

Definigao 4.4.2 Dada uma sequéncia (sn)neny em R, consideremos E o conjunto dos a € R* (a
reta estendida, isto €, R* = [—oo0,00]) tais que existe uma subsequéncia (sn, )ken da sequéncia
(sn)nen, de modo que s, — a, usto €,

E={aeR"; sp, — a}#0.
Defina
s* = sup(E) sy = inf(E),

considerados em R*.
Neste caso, diremos que s* e s, sdo os limites superior e inferior da sequéncia (s, )nen,
respectivamente e escreveremos

limsup s, = s* = sup(E) liminf s, = s, = inf(E).
n—oo n—oo

Observagao 4.4.2



4.4. LIMITE SUPERIOR E INFERIOR 145

1. Observemos que o conjunto E contém todos os limites das subsequéncias, da sequéncia
(sn)nen, que s@o convergentes para um numero real ou tendem 4 +00 0u —oo.

2. Sempre teremos
S« <s*,  1sto é, liminfs, <limsup sn.
n—0oo n—oo
De fato, pois
s, = inf(E) < sup(E) = s™.

3. Notemos que

limsup s, = lim (sup sn>

n—oo n—oo kZTl

liminfs, = lim <inf sn>

n—oo n—oo \ k>n
4. a sequéncia (Sn)nen € limitada em (R, dgr) se, e somente se,

—o0 < liminfs;, < limsup s, < oo
ntooo ntooo

A verificagcdo deste fatos serd deizada como exercicio para o leitor.

Com isto temos a:

Proposicao 4.4.1 Dada uma sequéncia (Sn)nen em R sejam E, s*, s, como na defini¢do acima.
Entdo s* tem as sequintes propriedades:

(a1) st € E;

(az) Ses* € [—o0,00) (isto €, s* < o0) e x € (s*,00), entdo podemos encontrar N, € N, de modo
que
se n >N, teremos sn < X,

1sto €, somente um numero finito de termos da sequéncia (sn)nen SG0 Maiores que X.
De modo andlogo, s, tem as sequintes propriedades:

(b1) Sx € E;

(by) Se s, € (—oo, 0] (isto €, —00 < s,) Yy € (—00,84), entdo podemos encontrar N, € N de modo
que

para M > Ng, teremos Yy < sp,

1sto €, somente um numero finito de termos da sequéncia (sn)nen SG0 menores que y.
Além disso, s* e s, sGo 0s unicos com as propriedades (a1)-(a2) e (b1)-(b2), respectivamente.

Demonstracao:
Mostremos as propriedades para s*.
As correspondentes para s, serdo deixadas como exercicio para o leitor.
De (a1):
1.0 caso: Caso que

*

s* =00, istoé, sup(E)=oco.
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Neste caso teremos que o conjunto E serd um subconjunto néo limitado superiormente em R, pois
se fosse limitado superiormente deveriamos ter

sup(E) < oo,

0 que ndo ocorre.

Logo a sequéncia (s, )nen ndo poderd ser limitada superiormente em (IR, d;), pois se fosse o conjunto
E seria limitado superiormente em R.

Logo, dado k = 1, podemos encontrar n; € N, de modo que

Sny > k=1.

De modo andalogo, dado k = 2, poderemos encontrar n, € N, que podemos supor n, > ny, de
modo que

Sn, > k=2
Repetindo o processo acima, teremos que, para cada j = 2,3,---, poderemos encontrar ny € N,
com My > ny_1, de modo que
Sny > K.

Ou seja, podemos encontrar uma subsequéncia (sn, Jxen, da sequéncia (sn)nen, de modo que

Sn, — 00,
mostrando que
s* =00 € E.
2.0 caso: Caso que
s*=—o00, istoé, sup(E)=—o0.
Neste caso teremos
E= {—OO},

ou seja, toda subsequéncia (sn, Jxen, da sequéncia (sn)nen, deverd tender a —oo, isto é,
s* € E.
3.0 caso: Caso que
s* €R, ouseja, s* é finito.

Neste caso, teremos que o conjunto E serd limitado superiormente por s* = sup(E).
Logo, da Proposigdo (E223), segue que o conjunto E é um subconjunto fechado em (R, d;).
Por outro lado, da Proposigdo (E=21), temos que

_ E é fechad R, d . «
s* =sup(E) e E ¢ fechado em { ])E, ou seja s* € E.

Dos trés casos acima segue a afirmagéo (ap).
De (ap):

Suponhamos, por absurdo, que exite x, > s* de modo que

Sn = Xo,
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para infinitos n € N, ou seja, existe uma subsequéncia (sn, Jxen, da sequéncia (sn)nen, que ou é
convergente para um numero real maior ou igual x, ou tenderd para oo, isto §,

Sn, — S, onde s €& [xg,00].

Assim
Sn, — S > X0, oOuainda, s>x,>s"=sup(E).

Com isto terfamos uma subsequéncia (sn, Jxen, da sequéncia (sn)nen, que tende para s, ou seja,
s e k.
Por outro lado s > s*, o que é um absurdo, pois s* = sup(E).
A unicidade de s* e s, satisfazendo as propriedades (a;)-(az) e (b1)-(bz), respectivamente, serd
deixada como exercicio para o leitor.
O

Consideremos os seguintes exemplos:

Exemplo 4.4.1

(a) Constderemos a sequéncia (sn)nen dada por:

Ssn=—, NneN
n
Neste caso teremos
E= {O})
pois toda subsequéncia da sequéncia (sn)neN Serd convergente para zero em (R, d;).
Logo
limsups, =s" =sup(E)=0 e liminfs, =s, =inf(E) =0,
n—oo n—0o0
ou seja,

limsup s, = liminfs, =0.
n—oo n—0o0

Além disso, notemos que a sequéncia (sn)nen € convergente para zero em (R, d;), isto é,

limsup s, =liminfs, =0 = lim sy.
n—00 n—00 n—00

(b) Consideremos a sequéncia (sn)nen dada por:

spn=mn, meN.

Entdo
E = {+00},
pois toda subsequéncia da sequéncia (Sn)ney tende para +oo em (R, d;).
Logo
limsups, =s* =sup(E) =400 e liminfs, =s, =inf(E) = o0,
n—oo n—co
ou seja,

limsup s, = liminfs,, = 4o0.
n—o0 n—00

Além disso, notemos que a sequéncia (sn)nen tende para +oo em (R, dy), isto €,

limsup s, =liminfs, = +o0o = lim s,.
n—o0 n—oo n—oo
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(c) Conisderemos a sequéncia (sn)nen dada por

sn = (—1 )n’ neN.

Entdo
E= {_1) 1}3
po1s toda subsequéncia da sequéncia (Sn)ney O0u converge para —1 ou para 1 em (R, d;).
Logo
limsups, =s* =sup(E) =1 e liminfs, =s, =inf(E)=—1,
n—oo n—oo
ou seja,

limsup s, # liminf s,
n—oo n—0o0

e a sequéncia (Sn)neny NAO € uma sequéncia convergente em (R, d;).

(d) Consitderemos uma sequéncia (sn)nen que contém todos os miumeros racionais.
Entdo

E = [—o00, 0],

pois para todo a € R, ezxiste uma sequéncia formada por numeros ractonais que converge
para a em (R,d;), ou ainda , uma subsequéncia da sequéncia (Sn)nen, qQUe converge para
aem (R, d]).
Logo

s*=sup(E) =oc0c e s, =1inf(E) =—o0.

Os exemplos acima nos indicam que:

Proposicao 4.4.2 Seja (sn)nen Sequéncia de numeros reais.
(sn)nen € convergente em (R, d;) se, e somente se,

s* =s, €R.
Neste caso
lim s, =s" =s,.
n—oo
Demonstracao:

Serd deixada como exercicio para o leitor.

Finalizamos esta secgdo com a:

Proposicao 4.4.3 Suponhamos que (Sn)neny € (tn)nen SG0 sequéncias de niumeros reais satis-
fazendo
sn <th, para mNneN.

Entdo
liminfs, <liminft, e limsups, <limsupt;,.
N—00 n—00 n—o00 n—oo
Demonstragao:
Serd deixada como exercicio para o leitor.
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4.5 Algumas sequéncias Especiais

A seguir exibiremos algumas sequéncias convergentes que serdo importantes posteriormente.
Antes porém, trataremos do Teorema do Confronto (ou Sanduiche):

Teorema 4.5.1 Suponhamos que (Sn)nen, (Tnineny € (tn)nen S0 sequéncias de nidmeros reais
satisfazendo
Sn < Th < tn, para m € N,

Se

lim sy = lim t, =L € [—oc0 0]
n—oo n—oo

em (R, dy), entdo a sequéncia (T )nen Serd convergente para L em (R, d;), usto €,

lim =1L, em (R,dy).

n—oo
Demonstragao:

Faremos a demonstragdo para o caso L € R.

Os casos L = —co ou L = o0, serdo deixados como exercicio para o leitor.

Dado ¢ > 0, como lim s, =L em (R, d;), podemos encontrar Ny € N, de modo que

n—oo
) (%)
se n>Nj, teremos |[sn,—L|<e¢ ousea —e<sp,—L<e. (4.20)

De modo andlogo, como 1i_>m th =L em (R, d;), podemos encontrar Ns € N, de modo que
n—oo

se n>N,, teremos |[t,—L|<e ouseja, —e<tha—L < e (4.21)

Seja
NO imaX{Nsz}.
Sen > Ny > Ny, N, teremos

de (*) em (EZ2D) $n<rn Th<tn de (**) em (EZ2D) .
—€ < sn—L < mv—L < t,—L < g, ouainda —e<r,—L<eg,

ou seja, |rn—L| < ¢, mostrando que lim r,, = L em (R, d;), completando a demonstragio do resultado.

n—oo
O
Temos também o Teorema do Binomial, a saber:
Proposicao 4.5.1 Se a,b >0 en € N entdo
= /n
(@+br =3 ( " > akon K,
k=0
onde
ny . n!
k) (n—k)k!
Demonstragao:
Sera deixada como exercicio para o leitor.
O

Como consequéncia temos o:
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Coroléario 4.5.1 Se s >0 en €N entdo

T+ns < (T+s)" e nn-1a,

(4.22)
Demonstracao:

Da Proposicdo acima, como a =1 e b = s, segue que:

i w3 (F)e
k=0
k=n
n—2
:1+ns—i—Z < 111 )s“kz 1+ ns,
k=0

mostrando que a desigualdade & esquerda acima é verdadeira.
De modo semelhante temos:

“_’_S)n:Z<E>Snk:( n
k=0

k=n-—2
n! 24 i ks n! 2o n(n— 1)82
 (n—2)12! 0.5 Tne2) k “(n-2)12" 2 ’

mostrando que a desigualdade a direita acima é verdadeira, completando a demonstragdo do resultado
Com isto temos a:

O
Proposigao 4.5.2 Temos:

(a) Sep >0 entdo

(b) Sep >0 entdo

n—oo
(c)
(d) Sep>0eacR entdo

(e) Se x| <1 entdo
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Demonstragao:
De (a):
Dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N de modo que
1
Ny > —, (4.23)
ev
que existe pois R é arquimedeano.
Logo se n > Ny, teremos
1 n> 1 n2Ne T (£23) . .
_ = — < _— =
7 S NG < &  ou seja, T111_)n;o 7 0,
completando a demonstragdo do item.
De (b):
Dividiremos a demonstragdo em trés casos, a saber:
1.0 caso: Caso que p = 1.
Neste caso nada temos a demonstrar.
2.0 caso: Caso que p > 1.
Considerando-se a sequéncia (sn)nen dada por
snip%—L n e N, (4.24)

teremos que
sn >0, meN

e, do Coroldrio (EZ=), segue que

(m) [ o7
T+ns, < (1T+s)" (g)p.
Assim ]
O<sn<P— neN
Do item (a), segue que
p—1 -0
n

e portanto, do Teorema do confronto, segue que

. 1 . 1
sn -0, ouseja, pn—1=sy,—0, ouainda, p~ — 1.

Portanto 1
dim pr =1
3.0 caso: Casoque 0 <p < 1.
Se considerarmos :
q= 63
teremos q > 1.
Assim, do 2.0 caso, segue que
1
. 1 . . T\n . 1 1
lim qn =1, ousea I=1lm|(-) =Ilm —=—7F,
n—oo n—oo \ p n—oo pn lim pﬁ
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implicando que

. 1
fmp =1,

completando a demonstragdo do item.
De (c):
Consideremos a sequéncia (sn)ne dada por:

snin%—h neN. (4.25)

Como
sn >0, nmeN,

do Corolério (EXR), segue que

n(n2—1) T21L( > ) (14 (E:m)n,
que implicard em
0<sp < \/?, para ne€{2,3,4,---}.
Afirmamos que
% — 0,

cuja prova serd deixada como exercicio para o leitor.
Assim, do Teorema do confronto, segue que

. 1
sn — 0, quando n — o0, ouseja, nn — 1 quandon — oo.

Portanto,

. 1
lim n» =1,
n—oo

completando a demonstragdo do item.
De (d):
Seja k € N de modo que k > «, que existe pois R é arquimedeano.
Para n > 2k temos que

nn—1)(n—k+1)>

cuja demonstracdo serd deixada como exercicio para o leitor.
Assim, do binémio de Newton, segue que

n v nmn—T1---(n—k+1) , nkpk
(]+p)n><k>p: Kl Po = R
Logo,
& 2%k!
0< (1T+Lp)“< ok n®X*  para n>2k.
Como

x—k<0, teremos n**—0, quando n — oo.

Logo, do Teorema do confronto, segue que

n(X

m — O, quando n — o0.



4.6. SERIES NUMERICAS 153

Portanto
completando a demonstragdo do item.
De (e):

Se x = 0 nada temos a fazer, pois x™ = 0 para cada n € N.
Se 0 < |x| < 1, entdo considerando-se

p= N 1, teremos p >0. (4.26)
Logo do item (d) acima , com o = 0, segue que

. = | _
O_nh—>nc}o 1+pmn nh—>nolo (l>n n—00

Mas

lim [x[* =0,
n—oo

implicard, pela Proposigdo (EI3) (c), que lim x" = 0, completando a demonstragdo do item e do
n—oo
resultado. O

4.6 Séries Numéricas

Nesta secdo trataremos de um classe especial de sequéncias denominadas séries.
Mais precisamente temos a:

Definicao 4.6.1 Dada uma sequéncia (an)nen, onde an € C para cada n € N, podemos conside-
rar a sequéncia (Sn)nen dada por:

n
SniZakzm—l-az—l---'-l-an.
k=1

A sequéncia (sn)nen serd denominada série numérica associada a sequéncia numércia (an)nen

o0
e indicada por E an.

n=1
0o

Os nimeros an, N € N, serao denominados termos da série numérica E an.
n=1
Os numeros sy, n € N, serdo denominados soma parcial de ordem n da série numérica

o0
E an.
n=1
o0

Diremos que a série numérica E a, € convergente para s em (C,d), se a sequéncia
n=1
numércia (sn)nen for convergente para s em (C,d), isto €,

Sn —S  ou lim s, =s em (C,d).
n—oo
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o0
Neste caso, diremos s € C é a soma da série numérica E an e escreveremos

n=1
[e.e]
Z an, =s.
n=I1
o0
Caso contrdrio, diremos que a série numérica Z an € divergente em (C,d).
n=1

Observagao 4.6.1

(a) Utilizaremos a mesma notagdo para a série (isto €, a sequéncia das somas parciais) e para
sua soma (isto €, o limite, quando existir, da sequéncia das somas parciais).

o0
(b) Em algumas situagbes consideraremos séries do tipo E an (o primeiro termo serd a,).
n=0
[e.e]

(c) Quando ndo houver possibilidade de confusdo, escreveremos apenas E a, em vez de E an

n=1
00
ou E Q.
n=0

(d) Todos os resultados relacionados com o estudo de sequéncias numéricas, vista nas pri-
meiras secoes deste capitulo, se aplicam ao estudo das séries numéricas, jd que estas sdo
casos particulares das primeiras.

Como exemplo exibiremos a sequir o Critério de Cauchy para séries numéricas, a saber:
Teorema 4.6.1 (Critério de Cauchy para Séries Numéricas)

[e.e]
A série numérica E an € convergente em (R, d;) se, e somente se, dado ¢ > 0 existe N, € N,

n=1
de modo que

m
para m>n> Ny,  teremos Z an| < €.
k=n

Demonstragao:

o0
Observemos que a série numeérica Z a, é convergente em (IR, d;) se, e somente se, a sequéncia
n=1
numeéricas das somas parciais (sy)nen € convergente em (R, dp).

Logo, do Critério de Cauchy para sequéncias numéricas em (R, d;), isto é equivalente a, dado
¢ > 0, podermos encontrar N, € N, de modo que

se m>n>N, teremos | Sm — Sp1 |<g,
~— —~—
m
=Lk=1 @ =Y a
=2 Kin Gk
m
ou seja E ak| < €, como queriamos demonstrar.
k=n

Como consequéncia temos o:
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Teorema 4.6.2 (Critério de Divergéncia para Séries Numéricas).

o0
Se a série numérica E an, € convergente em (R, d;) entdo

n=1

lim ap, =0 em (R,dy).
n—oo

Demonstragao:
Do resultado anterior temos que, dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N, de modo que

Em particular, se m =n > N, teremos
n
lan| = Z ag| <e, ousea, lim a,=0,
K n—oo
=n

completando a demonstragdo do resultado.

Observagao 4.6.2 O resultado acima nos diz que a condi¢do

lim a, =0
n—oo

[e.o]
€ necessaria para que a série numeérica E an seja convegente.

n=1
Mas ela nao ¢é suficiente.

o
: . . . 1 .
Veremos, mais adiante, que a série numérica E — € dwergente mas
n

n=1

lim — =0.
n—oo N

A série acima é conhecida como série harmonica.

4.7 Séries com Termos Nao Negativos

A seguir trataremos de alguns exemplos de séries numéricas que serdo importantes no estudo que virad
mais adiante.
Como consequéncia imediata do Teorema (E=31) temos o:

o0
Teorema 4.7.1 Seja Z an uma série numérica de termos ndo negativos (isto €, an >0, n € N).

n=1

[e.°]
Entdo a série numérica E an converge em (R, d;) se, e somente se, a sequéncia das somas
o o n=1
parciais (sn)nen for limitada em (R, d;).
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Demonstragao:
oo
Observemos que se a série numérica Z a, converge em (R,d;) entdo a sequéncia das somas
n=1

parciais (sn)nen serd convergente em (R, d;), logo limitada em (R, d;).
Por outro lado, se a sequéncia das somas parciais (sn)nen (que é monétona crescente) for limitada
o0

em (R, dy), do Teorema (E=3T) serd convergente, isto é, a série numérica Z an converge em (R, d;),
n=1
completando a demosntragdo do resutado.

O
Um outro resultado importante é o:

Teorema 4.7.2 (Critério da Comparacao para Séries Numéricas) Sejam (an)nen € (bn)nen
sequéncias numéricas tais que existe Ny € N, de modo que

0<an<bp, n>Nj.

z

(o) o0
(a) Se a série numérica E bn € convergente em (R,d;) entdo a série numérica E a, €
n=1 n=1
convergente em (R, d;).

o o0
(b) Se a série numérica E an € divergente em (R, dy) entdo a série numérica E b, € diver-
n=1 n=1

gente em (R, d;).

Demonstragao:

De (a):

o0
Como a série numeérica E by é convergente em (R, d;), do Critério de Cauchy para séries numeéricas

n=I
(isto é, Teorema (EET)) segue dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N de modo que

m
Db
k=n

para m>n>N;, teremos

m
B 20, VkeN Y be<e (4.27)
k=n

Seja
NO = maX{N1 y Nz}.

Logo, se m > n > N, teremos

m m m
a >0, YkeN ax<by, k>n>No>N; No>N; e (E23)
E ax = E ay = Z by < &,
k=n k=n k=n
o0

mostrando que a série numérica E a, é convergente em (R, d;), completando a demonstragdo do
. n=1
item.

De (b):

o
Suponhamos, por absurdo, que a série numérica E bn é convergente em (R, d;).

n=1
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Entdo, do item (a), terfamos que a série numérica E a, serd convergente em (R, d;), o que

n=1
contraria nossa hipétese.
(0.0
Portanto a série numeérica Z by € divergente em (R, d;), completando a demonstracdo do item e
n=1

do resultado.
O

Observacao 4.7.1 No item (a) do Teorema acima, podemos substituir a hipdtese
0< an < bn) n > Nl

por
0§|an|§bn> n > Ny

que a conclusdo continuard vdlida, mesmo no caso em que a sequéncia (an)n iny S€ja compleza.
Para ver isto, basta ver na demonstragdo do item (a), que se n > N, teremos:

m
Dok
k=n

mostrando, pelo Critério de Cauchy para séries numéricas (isto
o0 o0

deszgualdade triangular lax|<by, k>T1>N >Ny I No >N2 e (EZ2)

Zak Z k €

<

€, Teorema (ET)), que as

séries numéricas E Qn, E lan| sdo convergentes em (R, d;).

n=1 n=1

Temos também a:

o0
Proposigao 4.7.1 Sejax € (0,1) fizado. Entdo a série numérica an € convergente em (R, d;)
n=0

<

, 1sto €,

e sua soma serd i

> 1
anza, para cada x € (0,1).

n=0

Se x € [1,00) estd fizado, entdo a série numérica acima serd divergente em (R,d;).

Demonstragao:
Observemos que se X, € (0,1) estd fixado, temos que a sequéncia das somas parciais (Sn)neN
) ) S
o0
associada a série E Xy terd os seguintes termos:
n=0
n . - nH
k soma dos n primeiros termos de uma P.G. de razdo xo,€(0,00)\{1} 1—
= E X = —_— (4.28)
1T—%o

k=0
Para ver isto basta verificar que (verifique!)
(1—x%0) (1 +X0+Xg+'--+xg) —1 _X101+1‘

Como x, € (0,1), fazendo n — oo, segue da Proposigdo (ER32) item (e), que

XM 0.
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Logo, fazendo n — oo em (E=23), teremos
1

Sn — )
1—%o
ou seja,
> 1
ZX’C} = _——, paracada x, € (0,1),
1T—%o
n=0
o0
ou seja, a série numérica Z Xy € convergente em (R, d;) e sua soma serd . Se xo = 1 temos que
—x
n=0 °
_ +
Sn=m, MezZ,
assim

Sn — 00, quando m — oo,

ou seja, a série numérica

o0 o0

2 1m=20

n=0 n=0
serd divergente em (R, d;).

Finalmente, para x, € (1, 00) fixado, segue
1=1"<x{, paratodo neN.

Como a série numérica

IAEDI
n=0 n=0

o0
é divergente em (R, d;) segue, do Critério da Comparagdo item (b), segue que a série numérica Z Xg

n=0
serd divergente em (R, d;) se x, € (1,00), completando a demonstragdo do resultado.

O

Observagao 4.7.2 Considerando séries numéricas de termos nao negativos, o resultado acima

o0
nos diz que a Série NuMErica E x" é convergente em (R, d;) se, e somente se, x € (0,1).
n=0
A série acima serd denominada série geométrica de razao x € (0,1).

Para a convergéncia de uma série numérica em (R, d;), cujos termos da sequéncia que a define sdo
decrescentes e ndo negativos, temos a:

Teorema 4.7.3 (Teorema de Cauchy) Suponhamos que a sequéncia (an)nen satisfaz
(1]2(122(13Z~~-20, (4.29)
1sto €, a sequéncia numérica (an)nen € mondtona decrescente e cujos termos sdo ndo negativos.
[e.e]

A série numérica E an € convergente em (R, d;) se, e somente se, série numeérica

n=1

> 2Map (4.30)

€ convergente em (R,d;).
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Demonstragao:

Pelo Teorema (EZZ), basta mostrar que a respectiva sequéncia da somas parciais é limitada em
(R,dy).

Para cada n € N, definamos:

o0
Shn=aj+a;+---+a,, soma parcial de ordem n associada a série numérica Z an

n=1

o0
tk=a;+2a+---+ Zkazk , soma parcial de ordem k associada a série numérica E 2%anm.

n=0
Observemos que
2T ok —2%(2—1)=2%>1, ouseja, 2¢< 281, (4.31)
Logo, para
=1
ngzk(<)z‘<+‘—1, (4.32)
teremos
ax>0, YkeN e (E=3)
Sn=aq1+ax+---+an < ar+az+---+an+ Qpyr o+ Qe

Sazk
—ar+(a+ a3 )+ (a+ a5 + ag + a7 )+ + (e + -+ T y)
- = =~

<az <ay4 <agq <ag

2k_parcelas
(=)
Gmik < am,VkeN
ar+(ax+a)+(as+ag+ag+aq)+-- -+ (ap + -+ + ax)
%’—/

2k_parcelas

< aj+2a; +4ag+ -+ 2an =ty

ou seja,
sn <ty, se n< 2k,

Por outro lado, para
n > 2~ (4.33)

teremos:

(£=3)
sn=a1+a+---+an > a+a+---+---+ax
Zazk

—ar+ax+( a3 +a)+(as + as + a7 +ag)+ -+ (G- +ax)
— — =~

>aq >ag >ag >ag

2k—1_parcelas

(2=3)
Am > Qmik, VKEN

ar+ay+ (ag+ayg) + (ag+ag+ag+ag) +-- -+ (ay + - - + ay)
—_—

2k—1_parcelas

—

1 1
> Ea] + a; +2a4+4a3+---+2k71a2k =5 <C11 +2a; +4a4+803+"'+2ka2k) = Etk)

ou seja,
2sn > ty, se n> 2K,
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Portanto a sequéncia das somas parciais (sn )nen serd limitada em (IR, d;) se, e somente se, sequéncia

o0
das somas parciais (ty)ken for limitada em (R, d;), ou seja, a série numérica Z a, serd convergente

n=1

o0
em (R,d;) se, e somente se, série numérica Zznazn é convergente em (R, d;), completando a de-
n=0
monstracdo do resultado.
O

Observagao 4.7.3 Observemos que

oo
Zznazn =a;+2a;+4as+8ag+---.

n=0

Um exemplo importante é dado pela:

Proposicao 4.7.2 A série numérica
o0
1

nP
n=1

é convergente em (R, d;) se p € (1,00) e divergente em (R,d;) se p € (—oo, 1].

Demonstragao:
Notemos que se
pE (_OO)O])
segue que
1 —p>0
lim — = limn? # 0,
n—oo NP n—oo

ou ainda, serd igual a +o0o0 se p € (—o0,0) e serd 1 se p =0.
o0
Logo, do Critério da Divergéncia (isto é, Teorema (EE3)), segue que a série numérica E — ¢
n
n=I

divergente em (R, d;).
Se
p € (0,00)

podemos aplicar o Teorema de Cauchy (isto é, Teorema (E=73)) a sequéncia (a,)ney onde
L
an=—, meN.
n°P

Notemos que a sequéncia numérica (an)nen serd decrescente (pois p € (0,00)) e ndo negativa.

Observemos também que

1 1

Assim a série numérica que temos que estudar a convergéncia em (R, d;) serd a série numeérica:

n e n _ (T—=p)n
Z 2lap = Z 2 omp Z 2 :
n=0 n=0 n=0
Logo a série numérica

> 2Map (4.35)
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serd convergente em (IR, d;) se, e somente se, a série numeérica

Z 20p—Tn Z <2(p—1)>

n=0

n=0

for convergente em (R, d;).
Mas esta dltima é uma série geométrica de razéo

X =-—.
2v-1
Logo, da Proposigdo (EZZ), a série (E=3H) serd convergente (é uma série cujos termos sdo ndo

negativos) se, e somente se,
ou ainda, p € (1,00).

1
5T =x€(0,1), ouseja p—1¢€(0,00),
Assim, do Teorema de Cauchy, a série
= 1

np
n=1

serd convergente em (IR, d;) se, e somente se, p € (1,00), completando a demonstragdo do resultado.
O
Observagao 4.7.4 A série numérica acima é denominada uma p-série

Um outro exemplo importante é dado pela:

Proposicao 4.7.3 Se p € (1,00) fizado. Entdo a série numérica

(o)
> 1 (4.36)
n [InnJ? '
n=2
€ convergente em (R, d;).
Se p € (—oo, 1] a série numérica (E238) serd divergente em (R, dp).
Demonstragao:
Notemos que se n > 3 segue que
In(n) > 1n(3) > In(e) =1 (4.37)
Com isto para
pE (—OO, O]
fixado, teremos
=),
- P
1 1 - 1
= ln(n)] >—, se m>3.
n n

— 1
Como a série Z - é divergente em (R, d;) (veja a Proposigdo (E2732) com p = 1), do Teorema

n=2
da comparagdo para séries numéricas (isto é, o Teorema (EZ72) (b)), segue que a série numérica

=]
o R - |
nflnnlp é divergente em (R, d;) se p € (—o0,0]
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Para p € [0, 00) fixado, observamos que a funcio
Yy :X[].II(X)]p, X € (0,00)

é uma funcdo crescente em (0, co) (verifique!).

Assim a sequéncia numérica (n(In(n))P), . serd uma sequéncia mondtona crescente e portanto a
1
n[ln(n)J?

Logo, podemos aplicar o Teorema de Cauchy (isto é, o Teorema (E73)) para a sequéncia (an)nen
dada por

sequéncia numeérica < ) serd uma sequéncia mondtona decrescente.
neN

n> 2.

1

——— em (R, dy), serd equivalente a estudar
n[lnnjp

Logo estudar a convergéncia da série numérica E

a convergenc1a da série numérica

o0 [ee] ]
Zz azk_ZZka = k1n2 anT’Z K

k:2 k=2
m (R, d] )
=1
Notemos que, da Propos1gao (-) segue que a série numeérica Z — sera convergente em (R d])
k= 2

se, e somente se, p € (1,00).

serd convergente em (IR, d;) se, e somente se, p € (1, 00).

Portanto a série numérica Z
— nllnnp

Em particular, a série numérica E serd divergente em (R, d;) se, e somente se, p €
n

Innlp

(—o0, 1], completando a demonstragéo do resultado.
O

4.8 O Numero de Euler, e

Comecaremos a segdo definindo o nimero de Euler. Para isto observemos que:

Observagao 4.8.1 A série numérica

=1
2
n=0
€ convergente em (R, d;).
De fato,
Observemos que
0<sn *l—l—]+]—|—l +l*1+1+L+L+ + L
- or 121 3l nl 2.1 3.2.1 n(n—1)---2.1
= <~ N
2z 222 >22---2
> 2.
(n—1)—fatores
<1+1+1+L+ +;<3
2 22 2---2 )
——

(n—T1)—fatores

<1
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L . . . 1 o
Logo a sequéncia das somas parciais (Sn)nen € crescente (pois an = - >0, ne€N) e limitada
n!
em (R, d;).
Logo, do Teorema (F-3-1), seque que a sequéncia mumérica (Sn)nen Serd convergente em
(Ra d] ) .

[e.e]
. . 1
Portanto a série numérica E — € convergente em (R, d;).
n

n=0

Com isto temos a:

Definigao 4.8.1 Definamos o nimero de Euler, indicado por e, como sendo o numero real
Maior que zero,

= 1
e=) — (4.38)
n=0
Podemos obter o nimero de Euler, e, de outro modo, como mostra a:
Proposicao 4.8.1 Temos que
] n
lim (1 + > =e. (4.39)
n—oo n

Demonstragao:
De fato, sejam

k=0

O binémio de Newton implicard que

E QWG (D (O (D)

~—— ~—
=1 =n :n(T;Tl) =1

B 1T nn-1)1 nn—1n-2) 1 1
B TR 31 T
1 ITnf—n 1n¥—3n?2+2n 1
L TR R TR R
:]+]_|_l ]_l ++l ]_l ]_E +"'+l ]_l ]_% ]_L_]

2! n 3! n n n! n n n
1-£<1,keN 1 1 1

< 1+]+E++§+ +§:Sn

Logo

th <spy, MEN,
assim, da Proposigdo (EZ33), segue que

Proposigéo (EZ3) (2=3)

limsupt, <limsupsn lim s, ="e¢e,
n—oo n—oo n—oo

isto é,

limsupt, <e. (4.40)

n—oo
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Por outro lado, se n > m temos, como na identidade acima, que:

tn:1+1+l ]_l _,_+l ]_l 1_3 _|_...+l ]_l ]_E ]_L_]
2! n 3! n n n! n n n
:1+1+l ]_l ++l ]_l 1_2 +...+i 1_1 1_2 1_L_1 +
2! n 3! n n m! n n n
(m+1)! n n n
+...+]<]_]> <]_Z>”.<]_n—1>
n! n n n
21+1+l 1_1 +l 1_1 1_3 +...+L 1_1 1_3 1_m—1
2! n 3! n n m! n n n
Logo fazendo n — oo, e mantendo m € N fixado acima, obteremos
2
liminftn>1iminf[1+1+1<1—1>+1(1—]> <1—>+'--
n—oo n—oo 2! n 3! n n
+]<1_1) (]_2>.“<]_m—1>]
m! n n n
1

=TT d 5 gt — =y

ou seja,
Sm < liminft,, paracada meN.
n—oo

Fazendo m — oo na desigualdade acima obteremos

e ( = ) lim sy, <liminft,,
m—o0 n—oo
isto é,
o Observagdo (EZ3) . (zm)
e <liminft, < limsupt, = e.
n—0oo n—oo
Portanto

limsupt, =liminft, =e.
n—oo n—00

Logo, da Pproposigdo (EZ3), segue que a sequéncia (tn)nen € convergente para e, isto é,

lim t, =e,
n—oo

completando a demonstragdo do resultado.

Observagao 4.8.2

(a) O limite (E=9) é conhecido como 2.° Limite Fundamental.

(b) Podemos determinar o erro em aprorimar e por sn, n € N.

Para ver isto, observemos que
0<sp<e, mneN,
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po1s a sequéncia numeérica (Sn)ney € estritamente cerscente.

Além disso, temos que:

1 1 1
= Ty T T
IR ] ]

mrn Tnr2 T medm12)  midmid)nt2)

1+ + +-- | =
(m+1)! n+1l (n+1)2 (n+1)!1—%+]

n+k>n, vkeN 1 1 1 1 1
<

L
P.G. de razdo T <1
n+1 1
m+1n nin’

O<e—sy < L (4.41)
nln

Deste modo podemos estimar o erro de aprorimagdo s, para e, para n € N.

Por ezemplo s19 € uma aprorimacgdo de e, com erro inferior a

1
10110°

A equagdo (EZT) implica que o nimero e é irracional, como nos diz a:

Proposicao 4.8.2 O numero e é um numero irracional.

Demonstragao:
Suponhamos, por absurdo, que o niimero e é um nimero racional, isto é,
_P
e—a, onde p,qeN.
Segue, de (EZD), que
1
O0<e—sq< —
q:-9
isto é,
1
0<qlle—sq) < q (4.42)

Sabemos que
gle=Iq.(q—1)- 22 =[(q—1)--- 2 peN,

el

isto é, o niimero real q! e € um niimero inteiro, ndo negativo.
Além disso

1 1 1 q q! q! q!
s, =q! — Y — 4 — ) =q! I L E LI 1
q! sq q.<1+1+2!+3!+ +q!) S TR TR vomies s

=q'+q'+q.(q—1).(q—2)---3+q.(q—1).(q—2)---4+---+q+T€N,

ou seja
q!sq €N,

isto €, o nimero real q!sq € um nimero inteiro, ndo negativo.
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Assim
'( ) | q’ Sq<6
lle—sq)=0qgle—qls; € N.
q q &/./ " q/
eN eN

1 x e A . L
Como q > 1, logo — < 1, a equagdo (EZ32) implicard na existéncia de um nimero inteiro no

q
1
<0) ) g (0) ]]a
q
o que é um absurdo.

Logo o numero real e ndo é um nimero racional, isto é, é um nimero irracional, completando a
demonstragdo do resultado.

intervalo

g

Observagao 4.8.3 Pode-se mostrar que o numero e nao € um numero algébrico, isto €, nao
eziste nenhum polinédmio com coefictentes inteiros de modo que o numero e seja uma raiz.
A prova deste fato serd omitida (ver I.N. Herstein - Topics in Algebra (1964)).

4.9 Testes da Raiz e da Razao para Séries Numéricas

A seguir exibiremos dois critérios importantes no estudo das séries numéricas, a saber:

[e.9]

Teorema 4.9.1 (Teste da Raiz) Dada a série numérica (compleza) Z an considere

n=0

. 1
o = limsup |a,|~ > 0.
n—oo

Entado:

o0
(a) Se x <1, a série numérica Z an serd convergente em (C,d;).

n=0

o0
(b) Se x> 1, a a série numérica Z an serd dwergente em (C,d;).

n=0

Demonstracgao:
De (a):
Se 0 < &« < 1 podemos escolher 3 € R de modo que

p e (x1).
Como 3 > «, da Proposigdo (EZ) (az), segue que podemos encontar N, € N tal que
se n>N, teremos IaHI% < B,

ou seja,
lan| < B", para m > N,.

o0
Como 3 € (0,1), segue que a série numérica Z " serd convergente em (R, d;) (pois é uma série
n=0
geométrica de razdo 3 € (0,1)).
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(o]
Logo, do critério da comparagédo (veja Observagdo (EZ1)), segue que a série numérica Z an sera
n=0
convergente em (C, d;), completando a demonstragdo do item.

De (b):
Se

. 1
1 < o =limsupla,|»
n—oo

entdo, da definigdo de lim sup, segue que existe uma subsequéncia (an, Jken da sequéncia (an)nen, de
modo que

1
lan, ™ — o> 1.

Logo, podemos encontar N, € N, de modo que
n .
se nyg > No, teremos |an |™ >1, ouseja, |an|>1.

Portanto a sequéncia (an)nen ndo convergird para zero, pois se isso ocorresse, toda subsequéncia

sua seria convergente para zero e a subsequéncia (an, Jxeny ndo tem essa propriedade.
o0

Logo do critério da divergéncia (isto é, Teorema (E-E3)), segue que a série numérica E an serd

n=0
divergente em (C, d;), completando a demonstragéo do item e do resultado.

g

Observagao 4.9.1 Se no Teorema acima, tiwermos « = 1, nada podemos concluir, isto €,

[e.e]
pode ocorrer da série numérica E an ser convergente ou divergente em (C,d;).
. . n:() . .
Para ver isto consideremos as séries numéricas

=1 = 1
Z; € Zp-
n=0 n=0

Da Proposi¢do (F-7-3), seque que a primeira diverge (pois p = 1) e a sequnda converge (pois
P= 2) em (R) dy).
Observemos que

1
T n . 1 1 1 Proposi¢do (Z23) (c)
«; =limsup |—| =limsup— = - = ; = 1
n—oo n—oo mn  limsupnn lim n»
n—oo n—0oo
e
n 1 1 1 1
.o n . Proposigcéo c
oczzhmsup‘2 =limsup — = > = s~ = 5 :m}()h
n—oo | n—oo nmn  limsupnn (lim nﬁ> <lim n%)
n—oo n—oo n—oo
15to é,
=0 =1,

e a primeira série numérica € divergente e a sequnda € convergente em (R, d;).

Um outro teste importante é dado pelo:
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o0
Teorema 4.9.2 (Teste da Razdo) Consideremos a série numérica Z an onde a, #0, n € N.

~ n=0
Entao:
(a) se
C s An+1
« = lim sup < 1,
n—oo an
o0
entdo a série numérica Z an serd convergente em (C,d;).
n=0
(b) se pudermos encontrar N, € N, de modo que
an+1
para n >Ny, temos |—|>1,
an

(o)
entdo a série numérica g a, serd dwergente em (C,d;).

n=0

Demonstragao:
De (a):
Como « € [0, 1), podemos encontar 3 € R é tal que

B € (1)

Logo, da Proposigdo (EZ) (az) (como {3 é maior que «, que é o limsup), podemos encontar
N, € N, de modo que

a
se n>N, teremos ‘ USaY P 3,
an
ou seja
|an+1| < Blanl, m >N,
ou ainda,
lang+k+1] < Blany+kl, k€N, (4.43)
Com isto afirmamos que, para cada m € N, teremos
lan,+m| < B™lan,|, paratodo m e N. (4.44)

Para mostrar isso usaremos indugao.
Observemos que para m = 1 a afirmagdo (EZ4) é verdadeira (basta tomar k = 0 em (EZ3)).
Suponhamos que a afirmagdo (EZ4) ocorre para m = n, isto é,

lang+nl < B™lan,|

e mostremos que ela ocorrerd para m =n+ 1.
Para isto notemos que:

() hipétese de indugdo que vale para m=n N _
laNgtnt1l < Blangtnl < B(B™lan,l) =B™ lan,l,

isto é, a afirmagdo (EZ2) é verdadeira para m =n + 1.
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Logo serd verdadeira para todo m € N.
Assim se n > N,, segue que n = N, + k, para algum k € {0,1,2,---}, logo:

(
lan| = lan, k] < B¥lan, |

< (B la,l) B (4.45)

[ee]
Como f € («,1) C [0,1), segue que a série numérica Z B" serd convergente em (R, d;) (pois é
n=1
uma série geométrica de razdo € (0,1)).

Portanto, de (EZ3) e do critério da comparagdo (mais precisamente da Observagdo (EZZ1)), segue

o
que a série numérica E an é convergente em (C, d;), completando a demonstragédo do item.

n=1

De (b):
Como
a
para n >N, teremos |—|>1,
an
entdo
|an+1| > |an|) para m > No.

Em particular,
lan| > lan,| >0, para n>N,,

assim
liminf|a,| > |an,| > O.
n—oo

Logo a sequéncia (an)nen, se for convergente, ndo convergird para zero em (C, d,).

o0
Portanto, do critério da divergéncia (isto é, Teorema (EE3)), segue que a série numérica Z an
n=1
serd divergente em (C, d;), completando a demonstragdo do item e do resultado.
]

Observagao 4.9.2 Se no Teorema acima tivermos « = 1, nada poderemos concluir, isto é,
o0

pode ocorrer da Série numérica E a, ser convergente ou divergente em (C,d;).

n=0
Para ver 1sto consideremos as s€ries numeéricas

1 >
T L
n=0

Da Proposigdo (I-7-3), seque que a primeira séria numérica acima diverge (poisp=1) e a
sequnda converge (pois p =2) em (R,d;).
Observemos que

o9}

n=0

1

<. n—+1 . . n
x1 —hTrln_)solip T —1111111_>solip TH—1‘ —Ttll)ngoﬁ =1
n
e
1
oy = limsup M :limsup‘n2 = lim n72:1
n—oo 1 nooo | (M+1)2 n=oo (n+ 1)2 '
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1sto é,
X1 = Xy = ],

a primeira série numérica € divergente e a sequnda € convergente em (R, d;).
A seguir consideraremos dois exemplo interessantes:

Exemplo 4.9.1

1. Consideremos a série numérica
1 1 1 1 1 1 1 1

23T TRt E T At

Temos que os termos a, da série acima sGo tais que a, >0 , para todo n € N,

A an1 -
Observemos que os termos da sequéncia ( sergo dados por:
an /nen
1
n+1l
32 sen é impar n+l ntl
17 22 . 2\ 2 .
pEx —7>, Semn € impar 3 , sem é impar
2 2
An41
an n
1 32 ) 1/3\2 )
o ——, Semn é par == semn € par
221+ , sen é par 2340 2\2) "’
32

ou seja, a sequéncia

™). -(6")

neN neN

p s s On+1
é uma subsequéncia da sequéncia .
n / neN

Logo
n+1
a (zZm) 2
0 < liminf = "< lim [ = =0,
n—oo  dp n—oo 3
=~
€(0,1)
1sto €,
lim inf Onit _ 0

Por outro lado, a sequéncia

(073,
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Logo
n
(2=2) 3 1
lim sup TS lim 7 5 =00
n—oco dn n—oo <
€(1,00)
1sto é,
a
lim sup LS NS

n—oo dn

Entao nao podemos aplicar o teste da razdo 4 série numérica acima.

3.,

também € uma subsequéncia da sequéncia (an)nen.

1. Observemos que sequéncia

De fato, pois ela corresponde a subsequéncia (Qam),cy, POLS

1
A = Im m € N.
Logo
1 1w
0 < Lim inf 1(“55)1. 1 ™ NNZ™
- :21111)101.} (an)n - mgnoo 37“1 _mE}noo g _ﬁ>
1sto é,
3
0 < liminf(ay)t < Y2 <1
n—o0 3
Por outro lado, a sequéncia
)
— (4.49)
(zn neN

também € uma subsequéncia da sequéncia (an)nen -

De fato, ela corresponde a subsequéncia (arm_1)men onde
1
A2m—1 = 271’11) m € N.

Assim

1 1
| (Ezm) 1\t A I B
~ 1 Ro> lim (5- = i 3 V2 2
x ll‘rrfl—)solip(an) = n}l_r%o <2m) nlﬁl%o [(2) ] V2 2

Deizaremos como ezercicio para o leitor mostrar que

o
Asstm « € (0,1) e, do teste da raiz, seque a série numérica E an serd convergente em

n=1

(Rv d])
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2. Consideremos a série numérica
1 1 1 1 1 1 1

IR Ry R T VT

Temos que os termos an, para n € N, da série actma sdo tais que
an >0, para meN.

Serd deizado como exercicio para o leitor mostrar que:

1 1
lim inf < -, limsup >2 e lim sup(an)% ==
n—oo  Qn 8 n—oco  On n—00 2

an+1 Ant1

Logo, neste ezemplo, nao podemos aplicar o teste da razdo, mas podemos aplicar o teste

[e.°]
da raiz para, concluir que a série numérica E an € convergente em (R, d;).

n=I1
2. O teste da razdo é mais stmples de ser aplicado do que teste da raiz.

Porém, vale observar que, quando o teste da razdo pode se aplicado o teste da raiz também
poderd.

O mesmo ndo ocorre com a rectproca, isto €, existem situagdes (como as dos dois ezemplos
acima) que o teste da Tazdo nao pode ser aplicado mas o teste da raiz pode.

Isto na verdade € consequéncia do sequinte resultado:

Teorema 4.9.3 Seja (an)nen uma sequéncia de niumeros reais positivos. Entdo

lim inf (a““ ) < liminf (an)®

n—oo an n—oo

lim sup (an)% < limsup <an+1> .

n—o0 n—oo an

Demonstracao:
Provaremos a segunda desigualdade.
A primeira serd deixada como exercicio para o leitor.

Consideremos
R An1
o = lim sup ( nE > .

n—o0 an

Dividiremos a demonstracdo em casos, a saber:
1.0 Caso: quando & = co.
Neste caso ndo temos nada temos a demonstrar pois

limsup(an)% < oo =« =Ilimsup (anH) .
n—oo n—oo an
2 .0 Caso: quando « € [0, 00).
Neste caso, escolhendo 3 € («,o0), da Proposicdo (EZ1) (az), podemos encontrar N, € N, de
modo que

a
se n >N, temos ot < B.
n
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Em particular, para todo k € N teremos

ANo+k+1 < B ang k-

Assim
2
ang+1 < Bany, ang+2 < Ban,+1 < B (Ban,) =B an,.
—— ——
<Bang+1 <P an,

Serd deixado como exercicio para o leitor mostrar, por indugéo, que
AN, +p < Bp an, - (4.50)
Com isto, se n > N, segue que

n=Ny,+p, paraalgum peN.

Logo
B (=3) . AN AN N
an =aNng+p < PPan, =B an, =B an, B
Logo

(an)® < (B an,8")" = (B Mav,)" B

Notemos que, da Proposi¢éo (EZ3) (tomando-se t, = 3 para todo n € N) e da Proposigdo (EL32)
(b) (tomando-se p = B Neayn, > 0), segue que

3l

1 o n—
:|; P=p NiaNO>O [3

n—oo n—oo n—oo

fimsup (an)* < timsup | (5 oa, )" B "= plimsup [ Noan,

Prop. (?) (b).I

. . 1, .
Como isto ocorre para todo 3 € («, o), segue que limsup(a,)~ ndo pode ser maior que «, ou

. n—oo
seja,
. 1
limsup(an)» < «,
n—oo
ou seja, ] o
. . 1
limsup (an)™ < limsup ——,
n—oo n—oo  Qn

completando a demonstragdo do resultado.

O
4.10 Séries de Poténcias
Definigao 4.10.1 Dada uma sequéncia de numeros complezos (Cn)nen, 0 S€TiE
o0
Z cnz", z€C, (4.51)
n=0

serd denominada série de poténcias.

Os numeros complezos ¢, serdo ditos coeficientes da série de poténcia (EZXTD).

A seguir exibiremos alguns exemplos de séries de poténcias.
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Exemplo 4.10.1

(a) A série

€ uma série de poténcias.

Neste caso
cn=1, para todo m €N,

(b) A série

= 1

Z—z“, z e C,
—n

n=I1
é uma série de poténcias.

Neste caso |
Cn = o para todo n €N,

(c) A série
(e .o]
E sen(nz), ze€C
n=0
nao é uma série de poténcias.

Observagao 4.10.1 Em geral, a série de poténcias (E20) poderd ser convergente ou divergente,

dependendo da escolha de z € C.

A seguir daremos um resultado importante no estudo da convergéncia das séries de poténcias
(E=D).

Teorema 4.10.1 Dada a série de poténcias

o0
Z cnz, zeC,
n=0

considere

2l

o = limsup (Jcq) ™, e R=470, se a=oo
n—oo

Entao a série de poténcias

i n converge para |z| <R, em (C,d;)
Cnz
— e diverge para |z >R, em (C,d,)

No caso que R =0 a série de poténcias so serd convergente em z = 0.
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Demonstragao:
Para cada z, € C fixado, consideremos

an =cnzy, nef{0,1,2,---}

Com isto teremos:

. 1 . >0 .
limsup (/)% = limsup (len 227 "2 |zo| lim sup (|ca])
n—oo n—oo n—oo

2=
31—

= |z,

o0
Logo aplicando o teste da raiz (isto é, o Teorema (EZ21)) a série numérica 5 Cn Zy, SEgUE que a

n=I1
(0.0

série numérica E Cn Z{ Sera:

n=1

{convergente, se alzol <1, em (C,dy)

divergente, se  «lzo| > 1, em (C,dy)
Logo, se « € (0,00), do critério da raiz (isto é, teorema (E=CT)) segue que a série de poténcias
o0
Z Z" seré:
n=1
convergente se, e somente se, «|z| <1, em (C,d;)
divergente se, e somente se, «lz|>1, em (C,d,),
o0
isto é, série de poténcias Z Z" sera:
n=1
convergente se, e somente se, |z] < — =R, em (C,d)
divergente se, e somente se, [zl > — =R, em (C,d;).
x

Se o« = 0, teremos

alzl =0 < 1.
o0
Logo a série de poténcias Z 2" serd convergente para todo z € C, em (C, d;).
n=1
Se o = oo teremos
&zl =0 > 1, para z#0.
o0
Neste caso a série de poténcias Zz“ serd divergente para todo z € C*, em (C, d;), ou ainda, sé
n=I1
serd convergente se z =0 em (C, d;), completando a demonstragéo do resultado.
O
Observagao 4.10.2 No caso que
R € (0, 00),
o0
o Teorema actma nos diz que a Série de poténcias ZZ“ serd convergente, dentro de uma
n=1

circunferéncia, de centro na origem e raio R, do plano complezo e serd divergente em (C,d;)
fora do mesmo, em (C,d;).

Sobre a circunferéncia |z| = R, podemos ter pontos onde a série de poténcias converge e
pontos onde ela diverge, relativamente a (C, d;).
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Diverge
«+—— Pode convergir ou divergir

Converge

(0,0)

Definigao 4.10.2 O numero real estendido R € [0, 0], obtido no Teorema acima, serd denomi-

o0
nado raio de convergéncia da série de poténcias E cnz".
n=1

Consideremos os seguintes exemplos:

Exemplo 4.10.2

o0
(a) A série de poténcias E n"z" tem raio de convergéncia R =0.
n=1

De fato, pois

. 1. . .
« = limsup(|cy|)™ = limsup(|n"|)» =limsupn = lim n = oo.

n—oo n—oo n—00 n—0oo
Logo, do Teorema (EIID), seque que
R =0.
o0
Portanto, a série de poténcias Znnz“ sé converge para z=0 em (C,d;).
n=I1
o0
(b) A série de poténcias Z —z" tem raio de convergéncia R = oco.
=l
De fato, pois
’ 1
. Teorema (C3) . c . ﬁ .
o= 11msup(|cn|)% < lim sup Cnil = limsup [n+ 1) =limsup —— =
n—oo nooo  |Cnl n—oo l nooo N+ 1
n!
Logo, do Teorema (EZI), seque que
R = o0.

o0
. : 1 .
Logo a série de poténcias E —'z“ serd convergente em C, relativamente a (C,d;).
n

n=1
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o
(c) A série de poténcias Zz“ tem raio de convergéncia R =1.
n=0
De fato, pois
o = lim sup (Icnl)% = limsup(|1|)% =1.

n—oo n—oo

Logo, do Teorema (EII), seque que

Observemos que se
lzol =1 entdo lim z{ #0.
n—oo

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

o0
Logo a série numérica E zy serd divergente para |zo| =1, relativamente a (C,d;).
n=1
o0
Portanto, a série de poténcias E z" serd comwvergente, se |z| < 1, e divergente caso

n=1
contrdrio, relativamente a (C, d;).

o
1
(d) A série de poténcias Z Ez“ tem raio de convergéncia R =1.
n=I1

De fato, pois

2=

Prop._(m)

1
o= limsup(lcnl)% = lim sup (n) 1.

n—oo n—oo
Logo, do Teorema (EZI), seque que
R=1.
o0
Observemos que se z = 1 a série de poténcias Z —z" serd divergente (pois serd a série
n
] ) n=1
harménica), relativamente a (C,d;).
Veremos mais adiante que se
zZl<1 e z#1,

o0
. . 1 . .
entdo a série de poténcias E —z" serd convergente, relativamente a (C,d;), isto €, ela
n

n=1
serd convergente em

{zeCilzl <1,z#1},
e serd divergente no complementar deste conjunto em C, relativamente a (C,d;).
= 1
(e) A série de poténcias Z pz“ tem raio de convergéncia R =1.

n=1

De fato, pois

1

. 1, " Prop. ([32

o= 11msup(|cn|)r]1 = lim sup <> rop-_(152) 1.
n—oo n—oo

Logo, do Teorema (ETIILD), seque que
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Observemos que se |z| < 1 entédo

1
"< —, neN.
71’1,2,

1
n?

. . 1
Como a série numérica Z 2 € convergente (ver Teorema (I-7.3) comp =2 > 1) em
n=1

(R,dy), seque, do Teorema da comparagdo (isto é, Teorema (—_7-3) (a)) que se|z| <1 a
o0

. ) 1 .
série de poténcias Z —zz“ serd convergente, relativamente a (C,d;).
n

n=1

) . 1 . .
Portanto a série de poténcias Z ﬁz" serd convergente se |z| < 1 e divergente no com-
n=1
plementar deste conjunto em C (isto €, se |z| > 1), relativamente a (C,d;).

Observacao 4.10.3 A série de poténcia do item (c) actma é conhecida como série geométrica
de razao z € C.

4.11 Séries Alternadas

O objetivo desta segéo é estudar séries numéricas que possuam infinitos termos positivos e negativos (se
tiver um nimero finito de algum destes tipos podemos tentar estuda-la utilizando os testes anteriores).

Para este fim comegaremos com a:

Proposicao 4.11.1 Dadas duas sequéncias numéricas (an)necz+ € (bn)nez+, definindo-se

n
n£Zak, para neZ’

Ay =0,

entdo para 0 < p < q teremos

Z anbn = Z An (b —bny1) + Agbg — Ap_iby. (4.52)

Demonstracgao:

Observemos que:

q q q g1
> by TTENT N (A = Ana)ba =Y Anba Z An-1bn Z Anbn— Y Ambmes
n=p

n=p n=p m=p—1
q—1 q—1
= Z Anbn + Aqbq - Z Anbn—H 1bp = Z An n+1) +A bq Ap—lbpv
n=p n=p

, como queriamos demonstrar.

Observagao 4.11.1
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1. Na identidade acima as sequéncias numeéricas (an)ncz+ € (bn)nez+ podem ser formada por
numeros complezos.

2. A ezxzpressdo (-23) é denominada férmula da soma parcial da série produto de duas
o0

séries e serd util no estudo da convergéncia da série numérica E (anbn), quando a

n=0
sequéncia numérica (bn)nez+ € formada por niumeros reais e for decrescente, como ve-

T€MOS A Sequir.

Proposicao 4.11.2 Na situagdo da Proposigdo (-11-1) se:

(a) a sequéncia numérica (An)nez+, das somas parciais da série numérica E an, for limitada
n=0
m (C) dZ);
(b) a sequéncia (bn)necz+ for decrescente, isto €, for formada por numeros reais e

b02b12b22

(¢) lim by =0 em (R,dy),

entdo a série numeérica E anbn € convergente, relativamente a (C,d;).

n=0

Demonstracgao:
Como a sequéncia (An)nez+ € limitada em (C, d;), podemos encontrar M > 0 de modo que

Al <M, paratodo necZ'.
Como n11_)ngO b, =0 em (R, d;), e a sequéncia (b, )ncz+ € decrescente, segue que
b, >0 paratodo nezZ'.
Por outro lado, como lim b, =0, dado ¢ > 0, podemos encontrar N, € N, de modo que

n—oo

£

se n >N, teremos 0<by < M

Logo, para p > q > N, teremos:

q
> anbn|'
n=p

Z An(bn = bri1) + Agbg — Ap_1bp

2By 20 ! Anlsm (]
Z|An| —bni1) +Agbg + 1A, 1o, < M| D (by—bn) +bg+by

=M [(bp - bp—i—]) (bp—H - b(p-H)—H) + e
+(bg-2 = b(q-2)+1) + (bg-1 = b(g1)41) + bg + by
P=No, logo bp <537
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Logo, do critério de Cauchy para séries numéricas (isto é, o Teorema (ET)), segue que a série

o0
numérica Z an by é convergente em (C, d;), completando a demonstragdo do resultado.

n=0

Como uma consequéncia imediata temos o:

Teorema 4.11.1 (Critério de Leibnitz ou da Série Alternada) Suponhamos que a sequéncia
de numeros reais (Cn)nen Satisfaz:

(a) le1l > le2l > ezl > -+, isto €, a a sequéncia numérica (|cnl), oy € decrescente;

(b) czn1>0econ <0, neN.

Neste caso série numérica

oo oo
Y =Y (-1 eal (4.53)
n=1 n=1
serd dita série alternada;
(¢) lim cn =0 em (R,d;).
n—oo
o0
Entdo a série numérica ch serd convergente em (R,d;).
n=0

Demonstragao:
Aplicaremos a Proposigdo (E-IT32) para

an = (=)™, bo=0 e byp=lcn, neN.

Com isto teremos que

n

1

AnzZam:1—l+1—1+---(—1)“+1 :{
m=0 0

Logo serd a sequéncia numeérica (A, )ncz+ Serd uma sequéncia limitada em (R, d;) e, pelas hipéteses

(a) e (c), a sequéncia numérica (b, )ncz+ de nimeros reais serd decrescente e terd limite igual a zero.

[e.e]
Logo da Proposicdo (ETT2) segue que a série numérica E (anbn) serd convergente, relativamente

n=0

a (R, d] )
Observemos que

o oo
> b= e
n=1 n=0

pois
cn = (=)™ "cn| = anbn, para neN,

o0
e assim a série numérica E cn serd em (R, d;), completando a demonstragio do resultado.

n=0
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Observagao 4.11.2 Podemos colocar a série numérica (E23) na forma

i(_1 )n—H n,

n=0
onde
an >0, nez,

onde a sequéncia numérica (Qan)ncz+ € decrescente e lim a, =0, em (R, d;), que € o conhecido
—00

n
Cirtério de Leibnitz estudado no curso de Cdlculo III.

Com isto teremos a:

o0
Proposicao 4.11.3 Suponhamos que o raio de convergéncia da série de poténcias E cnz't €

n=0
R =1 e que a sequéncia de nimeros reais (Cn)necz+ Satisfaz:

(a) co>c1>cp > -, 1sto €, a sequéncia numérica (Cn)n—o,1,.,.. € decrescente;

(b) lim ¢y, =0 em (R,dy).

n—oo

o0
Entdo a série de poténcias E cnz" converge no circulo |z| < 1 ezceto, eventualmente, em

n=0

z=1, em (C,d;).

Demonstracao:

o
Como o raio de convergéncia da série de poténcias E cnz™ é R =1, sabemos que a série converge

n=0
para |z| < 1 e diverge para |z| > 1, em (C, d;).
Sejam

n

an=2z" e bn=cn nez’.

Temos que sequéncia de niimeros reais (by ),cz+ € decrescente e tem limite igual a zero, em (C, d;).
Além disso, observemos que para cada n € Z* e |z| =1, com z # 1, teremos:
1 — ZkH1 T4z =1 2
pu— pu— M
1T —z| 1 —z]|

|A |_ izk P.G.derizéoz;él
nl = =

1—2z
k=0

ou seja, a sequéncia (A, )necz+ serd limitada em (C,d,), para |z|=1ez # 1.

o0
Logo podemos aplicar a Proposigdo (EIT3) e com isto concluir que a série numérica Z anbn é
n=0
convergente para cada z € C tal que |z] < 1, com z # 1, em (C,d;), ou seja, a série de poténcias
o0

chz“ converge na circunferéncia |z] = 1 e z # 1, em (C,d;), completando a demonstragdo do
n=0
resultado.

0

[e.°]
- . . . 1 . .
Observagao 4.11.3 Em particular, a série de poténcias E —z" converge ma circunferéncia
n

n=1
|z| =1, exceto quando z =1, em (C, d;).
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De fato, seu rato de convergéncia é R =1 e sendo

1
Cn = — ara neN
n n) p )

teremos que as hipdteses da Proposigdo (I-11-3) para mostrar a afirmagdo acima.
Em particular, a série numérica

o
y (="
n
n=I1
serd convergente em (R,d;).
Para mostra isto, basta considerar z = —1 na série de poténcia dada.
Esta série numérica é conhecida com série harmonica alternada.

4.12 Convergéncia Absoluta

o0
Definicao 4.12.1 Diremos que a série numérica E a, € absolutamente convergente se a

n=1

o0
s$érie numérica Z lan| for convergente em (R,d;).

n=1
Exemplo 4.12.1

(="
oy

[e.@]
(a) A série numérica Z

n=1

€ absolutamente convergente em (R, d;) .

De fato,

o0
: . 1 . .
Mas a série numérica E ) € convergente (veja Proposicdo (I=7-4) comp =2) em (R, d;).
n=1

Logo, do critério da comparagdo (isto €, o Teorema ([-7.3) item (a)), seque que a série

e =D : " e (=D
numeérica Z ——~| € convergente em (R,d;), ou seja, a série numérica Z —
n=1

) ) é ab-
solutamente convergente em (R, d;).

n=1

(="

n

[e.¢]

(b) A série numérica Z
n=1
1

=—,neN.
n

€ ndo absolutamente convergente em (R,d;).

De fato, ="

o0
. . 1 . _ .
Mas a série numérica Z - é dwergente (veja Proposi¢do (F-7.4) comp =1) em (R, d;).
n=I
- (=1
Logo a série numérica Z

n=1

ndo € absolutamente convergente em (R, d;).
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(="

n

é con-

o0
Observagao 4.12.1 Observemos que no Ezemplo (b) actma a série numérica Z

n=1
vergente mas nao € absolutamente convergente em (R, d;).

Tais séries numeéricas sdo denominadas condicionalmente convergentes.

Com isto temos o:

o0
Teorema 4.12.1 Se a série numérica E an € absolutamente convergente entdo a série numérica

n=1

o0
E an serd convergente.

n=1

Demonstracao:
Observemos que, para cada k € N teremos

m m
> a <) oyl
k=n k=n

[e.e]

Como a série Z |an| é convergente em (R, d;) segue, do critério de Cauchy para convergéncia de

n=1

o0
séries numéricas (veja o Teorema (EZZ3) e da desiguladade acima, que a série numérica 5 an serd

n=I1
convergente, completando a demonstragao.

U
Observacao 4.12.2 O Ezemplo (-121) item (b) nos mostra que nao vale a reciproca do re-

sultado acima (isto €, existem séries numéricas que convergem mas ndo convergem absoluta-
mente).

4.13 Adicao e Multiplicagao de Séries Numéricas

Comecgaremos pelo:

oo oo
Teorema 4.13.1 Suponhamos que as Séries numéricas E an, e E bn sdo convergentes em
n=1 n=1

(C,dy), com somas A e B, respectivamente e c € C.

o0 o0
Entdo as séries numéricas E (an + bn) e séries numérica E (can) sdo convergentes em

n=I1 n=1
(C,dy), com somas (A + B) e cA, respectivamente, isto €,

o0 o0 oo o0 o0
Y (an+bi)=) ant) by e ) (can)=c) ay.
n=I1 n=1 n=1 n=1 n=1

Demonstracao:
Para n € N definamos:
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Entéo
n

An+Bn = Z(ak +byx), paracada neN.
k=1
o0 o0
Como as séries numeéricas Z an e an sdo convergentes em (C, d;), com somas A e B, respec-

. n=1 n=1
tivamente, segue que

lim A,=A e lim B,=B, em (C,d;).

n—oo n—oo
Logo
lim (A, +Bn)=A+B, em (C,d;)

n—oo

o0
ou seja, a série numérica Z(an + b, ) é convergente em (C, d;) e posuird soma igual a A + B.

Observemos que

n:
n
Z(cak) = CZ ax =cA,, paracada neN,

=1
n
k=1 k=1
Mas
lim A, =A, em (C,d;)
n—oo
logo

lim (cAn) =c lim A, =cA, em (C,dp)

n—oo n—oo

o0
isto é, a série numérica E (can) é convergente em (C,d;), como soma igual a cA, completando a

n=I1
demonstragdo do resultado.

O
A seguir trataremos da convergéncia do produto de duas séries numéricas.
Antes porém vamos dar significado ao produto de duas séries numéricas, conhecido como produto de
Cauchy.

o0 o
Definigao 4.13.1 Dadas as séries numéricas Z an e an, para cada n € N, definamos:

n=0 n=0

n
Cn = Z axbn_x = aobn + ajby_1 +apbn 2+ -+ an2by +an_1b7 + anb,. (4.54)
k=0

o0 o) (o]
A série numérica E cn serd denominada produto das séries numéricas E an e E b, e

n=0 n=0 n=0

Zan.an£ch.

n=0 n=0 n=0

indicada por

Observagao 4.13.1 Para entender o porque do modo de definir o produto de duas séries numéricas
como acima, basta lembramos da formula do produto de dois polinémzios.
Se, por ezemplo,

n m
p(z):Zakzk e q(z):Zbkzk, zeC
k=0 k=0
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entdo, supondo que n > m, podemos definir
bj=0 para je{m+I,m+2---,nj

deste modo o produto dos dois polinémios serd o polinémzio

= Z ciz' = aobo + (aoby + aiby)z + (agbs + arjby + azbe)z + - - - + anbnz™, z e C, (4.55)
i=0

ou seja, para cada i€ {0,1,2,--- ,n} teremos:

i
Ci = Z akbi_k.
k=0

Para cada i €{1,---,n}, tomando-se z=1 em (EXH), obtemos o coeficiente c; de (-54).

Observagao 4.13.2 A sequir exibiremos um exemplo de uma série numeérica convergente em
(R, dy), cujo produto com ela mesmo nao é convergente em (R, d;), ou seja, em geral, o produto
de séries numéricas convergentes pode nao ser convergente.

Consideremos a série numeérica

i(_])n_]_i_i_i_i_i_
VT RN IRV
Observemos que, do critério de Leibnitz (isto €, o Teorema (F-11-1)), que a série numérica

é convergente em (R, d;) (verifiqgue!).
Para mostrar isto, basta considerar

(="
vn+1’

e aplicar o Critério de Leibnitz (verifique!).

n ez

an =

[e.e] [e.@]
Da definicdo de produto de séries numéricas teremos que a série produto E an. E an serd

k=0 k=0
o
dada pela série numérica Z Cn, Oonde:
k=0
Co = 0o0o =1
1 1
C1 = Uoa7 +a1ay = 20,07 = — 7—%\7

1 1
ﬁ*ﬁ*ﬁ

1 1 1 1
C3 = Qoa3z +ajay + ayay + aza, = 20,03 +2a1a; = — [ —= + + +—1,

NN N RN N R

C) = aoay + aja) + aza, = 2a,az + a1 =

em geral teremos:

nezt.

Z 5 V/(n— k+1)(k+1)

A verificagcdo deste fato serd deizado como exercicio para o leitor.
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Observemos que

et (i 1) P () (T (T ) - <“+2>2 nen,

2 2
———
<0
logo
1 2 \?
> .
(n—k+1)(k+1)—<n+2>’ nen
Asstm
i 1 = 1
lenl = |(=1)" =
" é\/(n—k+1)(k+1) — /n—k+1)k+1)
=2
>y So=—tome)
k:0n+z +2

Logo a sequéncia (|cn|)neny nao converge para zero em (R, d;), pois

. 2+ 1)
lim ——

=2.
n—oo M4 2

Logo, do critério da comparagdo para sequéncias numeéricas (isto €, da Proposi¢do (-Z-3))
seque que lim |cn| > 2, portanto a sequéncia (cn)neny também nao converge para zero em (R, d;).
n—oo

oo
Portanto, do critério da divergéncia (ou seja, o Teorema (-0-4)) segue que a série E Cn =

k=0
o0 oo
Z an.Z a, nao serd convergente em (R, d;).
k=0 k=0

O préximo resultado nos dd uma condigao suficiente para que o produto de duas séries numéricas
convergentes seja convergente em (R, d;).
Este resultado é devido a Mertens.

Teorema 4.13.2 Suponhamos que

oo
(a) a série numérica E an € absolutamente convergente e
k=0
o0
E an, = A;
k=0
o0
(b) a série numérica E bn € convergente e
k=0

i b, = B.
k=0
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o0
Entdo a série numérica E cn € convergente, onde
k=0

n
Cn = Z axbn_x, mneZte
k=0

além disso
o0
Z cn = AB.
k=0

Demonstragao:
Para cada n € Z*, consideremos

b
3
Il

F
. 1B .
M= 1= I
=2

o
T

ks

= @)
= =
I I
o =
=1

|

o]

Sabemos que

A,—A, B,—B e pn—0 quando

Queremos mostrar que

Ci—AB quando n — oo.
Entéo, para cada n € Z", teremos

Cn(:)co—i—c1—i—--~—i—cn

= aobo + (aobl + albo) +--+ (aobn +aibp1+---+an1by + anbo)

=) 4o(bo + by + -+ by) +a1(be £ by 4+ bug) + - an_i(bo +b1) + anbe

( = ) AQoBn +a1Bn 1+ an 1By +anBo

= 0B+ ) + a1 (B+ Bp1) + o+ an(B + Bo)

:(ao+al+"'+an)B+aof’n+a1Bn71+“’+an60

| sz
=D ALB + aofn + Q1Bnot + - + an_1B1 + An1B1 + anPBo.

Consideremos, para cada n € Z™:

Yn = AQoPn +aiPno + -+ an—1B1 + anPo.

Logo, de (EED), segue que

Cn - AnB +Yn) ne Z+.

Como

lim (A,B)=AB, em

n—oo

(R> d]))

187

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)
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se mostrarmos que lim vy, = 0 entdo, de (EBE3) e do fato A, — A, quando n — oo, teremos
n—oo

lim C, =AB

n—oo

e completariamos a demonstracdo do resultado.

o0
Como a série numérica Z a, é absolutamente convergente em (R, d;), podemos considerar

n=0

o0
a=> lan| €R. (4.64)
n=0

[o¢]
Como a série numeérica Z b, é convergente em (R, d;), dado € > 0, podemos encontrar N, € N,

n=0
de modo que

se n>N, teremos |Bn.|=|Bn—B|<ec¢. (4.65)
Deste modo, para n > N,, segue que s

|:maw
|yn| ( = ) |(Boan + -+ BNoaano) + (BNDJHaanOfI + -+ Bnao)|

< ”»)’oan +---+ BNO Cln—No| + |BNo+lan—No—1 + -+ Bnao|

< |Boan + -+ BNoan7N0| + (|BN0+1Haan071| + |Bn||ao|)

(ez3)
< Bo@n 4 -+ BNy An-No | + (elan—Ng—11 + - - + €laol)

= |Boan + -+ BNoan—No| + € (|an—N0—1| + -+ aol)

(o)
<) lanl=a< oo
n=0

<IPoan+ -+ BN, an-n, |+ €. (4.66)

No+1 parcelas

o0
Como a série numérica 5 an é absolutamente convergente em (R, d;), do Teorema (ECTZ1), segue

n=0
que ela serd convergente em (R, d;).

Logo, do critério da divergéncia (isto é, o Teorema (EEJ)) segue que

lim a, =0 em (R,d;).
n—oo

Portanto, tomando-se o lim sup, quando n — oo, na desigualdade (EEH), obteremos

0 <limsup |yn| < e«

n—oo

para todo ¢ > 0, isto é,
lim sup [yn| = 0. (4.67)
n—oo
Como =
0 < liminf |y,| < lim sup |yn| (=) 0,
n—00 n—oo
ou seja,

liminf [y,| = limsup [yn| = 0.
n—oo n—oo
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Portanto, da Proposigdo (EZ3), segue que
lim |[yn| =0,
n—oo

0 que implicard que
lim vy, =0,

n—oo

completando a demonstragéo.

Observagao 4.13.3

(a) Em particular, o resultado actma nos diz que uma condigao suficiente para que o pro-

duto de duas séries numéricas convergentes seja convergente € que uma das duas S€ries
numéricas seja absolutamente convergente.

(b) Uma outra questdo importante € saber se a série numérica produto das séries convergentes

o0 o0
Z an e bn,
k=0 k=0

o0
cujas somas sGo A e B, respectivamente, isto €, a série numérica E Cn, for convergente
. k=0
em (R, dy) se, necessariamente, sua soma tem que ser AB.

O matemdtico Niels Henrik Abel (noruegués - 1802 a 1829) mostrou que isto € verdade.

Uma demonstracdo desse fato pode ser feita utilizando-se resultados de convergéncia de
séries de poténcias.

Dewzaremos a verificacdo deste fato como exercicio para o leitor.

4.14 Reagrupamento de Séries Numéricas

o0
Definicao 4.14.1 Dadas uma série numérica E an e uma sequéncia de naturais (ky)men tal

n=I1
que cada natural aparace na sequéncia uma, e somente uma, vez, 1sto €, uma aplicagcdo de

o0
k:N = N, onde k(m) = ki, m € N bijetora, podemos construir a série numérica Z bm, onde

m=1

bn=ay,, meN

oo oo
A série numeérica E b serd dita reagrupamento da série numérica E an.

m=1 n=1

Observagao 4.14.1 Na situag¢do acima, se denotarmos por (An)nen € (Bn)nen as correspon-
o0 o0

dentes sequéncias das somas parciais das SE€ries numeéricas E an € g b, teremos, em geral,

n=I1 n=1
que estas duas sequéncias numeéricas serdo diferentes e podem convergir, eventualmente, para

valores distintos, como veremos nos exzemplos abaizo.
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Exemplo 4.14.1 Consideremos a série numérica harmoénica alternada

1sto é,
]_1+1_1+1_1+
2 3 4 5 6
Um reagrupamento Z b, da série hamdnica alternada é a série numérica
n=1
T 1 1 1 1 1 1 1

3 a5ty atet et

Sejam (An)nen € (Bn)nen as correspondentes somas parciais das Séries numeéricas acima.
Seja A a soma da série harmdnica alternada.
Pode-se mostrar (visto no curso de Cdlculo III) que

A =1n(2).
Entdo
A_]_1+1_1+1_1+1 <]_1+1—§
a 2 3 4 5 6 7 2 3 6
——— —
<0 <0
POLS
1 1
E>7n—|—1 para cada mn €N,
logo
1 1
——+ ——<0 para cada neN.
n n+1
Por outro lado, para cada k € N, teremos
1 n 1 _l_2k(4k—1)—|—2k(4k—3)—(4k—3)(4k—1)
4k -3  4k—1 2k (4k —3)(4k —1)2k
_ 8Kk% — 2k + 8k* — 6k — 16k? + 16k — 3
(4k —3)(4k — 1)2k
B 8k —3 -0
(kK —-3)4k—1)2k ~ 7
1sto é,
0< L + o keN
4k -3  4k—1 2k’
Mas
k=2na desigualdade acima 1 1 1
B Bs+z+5—, =B
3 = 3tgr7 g0
>0
B k=3 na desigualdade acimaB 1 1 0—B
6 < 6+§+ﬁ—g> — D9
B k=3na desigualdade acimaB 1 1 1 —B K {2 3 }
3(k—1) < 3(k_1)+4k_3+4k_]—ﬁ— 3k €149

>0
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Assim
B; <Bg<Bo<---.
Logo
lim sup B,, > B3 Brercicio 2 >A = lim A,, ouseja, limsupB, >A = lim A,.
n—00 6 n—00 n—00 n—00

Portanto o reagrupamento acima da série hamdnica alternada (se convergir) nao convergird
para o valor A em (R, d).

Conclusao: um reagrupamento de uma série numeérica convergente pode ter soma diferente
da série numérica original.

Como veremos, poderd até ser divergente!

O exemplo acima ilustra o seguinte resultado devido a Riemann:

o0
Teorema 4.14.1 Suponhamos que uma Série numérica E an seja convergente mas nao abso-

n=I1
lutamente convergente (denominada condicionalmente convergente).

Sejam o, 3 € R* tais que

—o0o<a<p<oo.

o0 o
Entdo existe um reagrupamento, que indicaremos por E bm, da série numérica E an, de

m=1 n=1
modo que

liminfB,, =« e limsupB; =8, (4.68)

m-—o0 m—oo

onde a sequéncia numérica (Bm)men € a sequéncia numérica das somas parciais associada d
(o]

SEéries numérica E bmn.

m=1

Demonstracao:
Consideremos, para cada n € N,

. lanl+a Clan] —a
Pn = % e qn= % (4.69)
Com isto teremos
Pn— qn = Qn, (4-70)
Pn + qn = |an‘) (4.71)

pn>0 e gqn>0, paracada meN.

Afirmamos que as séries numeéricas
o0 o0
D Pnoe ) dn
n=1 n=I1
sdo divergentes em (IR, d;).

De fato, suponhamos, por absurdo, que ambas as series numéricas acima fossem convergentes em
(Ra d )
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Como
[e) (=) (o] o) [e9)
D lanlT=T) (patan) = ) pn 4 ) dn,
n=1 n=1 n=1 n=1
~—— ~——
convergente convergente

convergente
oo

o0
teriamos que a série numérica 5 |an| seria convergente em (R, d;), isto é, a série numérica 5 an
n=I1

n=I1
o0
seria absolutamente convergente em (IR, d;), o que contraria a hipdtese que a série numérica E an é

condicionalmente convergente em (R, d;).

n=1
00

[e @]
Por outro lado, se a série numérica E Ppn fosse divergente em (R, d;) e a série numérica E dn
n=1
fosse convergente em (R, d;), como

n=1
(o]

Y =Y (pa-
n=1 ut

= =1

qn): an - an )
n=1 n=1

S~—— ~——
divergente convergente
divergente

n=1

o0
teriamos que a série numérica Z a,, seria divergente em (R, d;), o que contraria o fato que é a série

(o]
numérica E a,, é condicionalmente convergente em (R, d;).
n=1

[e.o] o0

Portanto as duas séries numéricas an e Z gn sdo divergentes em (R, dq).

. n=1 n=1
Consideremos

PHPZ)P?)?"'

[e.o]

os termos ndo negativos da série numérica Z an, na ordem em que eles aparecem na mesma, €

n=1

Q1>Q2> Q3)"'

[e.o]
os valores absolutos dos termos negativos da série numérica E an, na ordem em que eles aparecem
na mesma.

n=1
Observemos que:
e se a, > 0 entdo

(£29) |an[+an _ dn+an
W= -

2 2 an
, isto é,

Phn=pPn, se an>0.
e se a, < 0 entédo

(2m3) lan| —an _ —0n—0an
n o=

2 - 2
isto é,

—0an = |an|)

Qn=dqn, se an<O.
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Deste modo sabemos que as séries numéricas

oo oo oo oo
2P= ) e ) Qu= )
n=1 neN tais que an >0 n=1 neN tais que an<0

sdo ambas divergentes, para +oo, em (R, d;) (pois sdo formadas por termos positivos).
Além disso

Pn, Qn — 0, quando n — +oo, (4.72)
o0
pois a série numérica Z Pn = Z a, é convergente em (R, d;).
n=1 neN

Iremos construir sequéncias de ntiimeros naturais (M, )nen € (Kn)nen de modo que a série numérica

P1+"'+Pm1_Q1_"'_Qk1+Pm1+1+"'+Pm2_Qk1+1+"'+Qk2+"') (4_73)

que é um reagrupamento da série numérica E an, ird satisfazer (EER).

n=1
Para isto, escolhamos sequéncias numéricas

(n)nen € (Brnlnen

de modo que
= € PBn—p, (4.74)

com
on < Pn, paracada neN e fp7>0.

Escolhamos my, k; € N de modo que
Pr+--+Ppy>B1 e Pr+--+Pnp, —Q1—--—Qy, <oy.

Notemos S _que 1sto € sempre possivel pois as sequéncias numéricas das somas parciais das séries

numéricas Z P, e Z Qn sdo divergentes para +oo, em (R, d;), ou seja,

n=1 n=1
oo oo
D Pn=2 Qu=roo
n=1 n=1

A seguir, consideremos my, k; € N de modo que

P1‘|’"'+Pm1_Ql_"'_Qk]+Pm1+1+"'+Pm2>Bz
€
P1+"‘+Pm]_Q]_"'_Qk1+Pm1+1+"'+Pm2_Qk1+1_"‘_Qk2<(X2-

Prosseguindo o processo acima, construiremos duas sequéncias formadas por nimeros naturais, a
saber, (Mn)nen € (Kn)nen, de modo que

P1+"'+Pm1_Q1_“‘_Qk1+"‘+Pmn,1+"'+Pmn>Bn (4-75)
€
PradPm = Q== Qe+ +Pmy+ 4Py = Qi = = Qi <otne (476)
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Consideremos as sequéncia numeéricas (Xn)nen € (Yn)nen que sdo as sequéncias somas parciais das
séries numeérica (EZ73), cujos ultimos termos sdo

Pmn € - an )

respectivamente, isto é, como sendo os lados esquerdos de (E=7H) e (EZ73), respectivamente.
Pode-se mostrar que

Xn—Bnl <Pm, € [Yn—onl<Qy,, paracada neN.

A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, para cada n € N, teremos:

|Xn_[~)’|S|Xn_[5n|+|ﬁn_[5|SPmn‘i'”sn_m
[Yn—of <[Yn — o]+ o —af < an + oty — . (4-77)

Logo, de (E22) e (EZ24), quando n — +o00, segue que

Pm,—0 e Q,—0

Pn—=PB e on— «

assim, de (EZZ2), teremos
Xn—=PB e Yn—B.

Notemos que as sequéncia (Xn)nen € (Yn)nen s80 subsequéncias da sequéncia da somas parciais da

o0
série Z bm, ou seja,
m=1

liminfB,, <« e limsupB., > .
m—oo m—oo

Para finalizar, notemos que o limite de nenhuma subsequéncia da sequéncia das somas parciais da
série numeérica dada por (EZZ3) pode ser menor que « ou maior do que f3.

A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Portanto

liminfB,, =« e limsupB, =p.
m—co m—oo

concluindo a demostragao.

Para séries numéricas absolutamente convergentes temos o:

o0

Teorema 4.14.2 Suponhamos que uma Série numérica E an € absolutamente convergente em
n=1

(C,dy) e sua soma € igual a A.

Entdo qualquer reagrupamento dela serd convergente em (C,d;) e sua soma também serd
igual A.

Demonstragao:
o0 o0

Suponhamos que a série numérica Z bn é um reagrupamento da série numérica Z an, COMO na

n=1 n=1
Definicdo (ETZ) e (Bn)nen, (An)nen as respectivas sequéncias das somas parciais associadas a cada

uma dessas séries numéricas.
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Em particular, para cada n € N, podemos encontrar k, € N de modo que

bn - akn.

o0
Como a série numeérica E an é absolutamente convergente em (IR, d;), ela serd convergente, ou

n=1
seja, dado ¢ > 0, podemos encontrar N; € N, de modo que

se n>Nj, teremos |A,—A|< % (4.78)
(o]

Como a série numérica Z a, € absolutamente convergente em (IR, d;), do critério de Cauchy, dado
n=1

€ > 0, podemos encontrar N; € N, de modo que
= €
se >m>N teremos i< =. 4.79
n>m>N; terem i—me 5 (4.79)

Seja
No = max{N7, Ny}.

Podemos encontrar p, € N, de modo que
],2,‘-- ,No c {k],kz, v >kpo}-
Logo, se n > p,, segue que
ar, az--c,aN, €{ag 5 j=1,---,nj
Deste modo, para n > max{p,, Ny}, 0s niimeros
a, az, - -, aN,
serdo cancelados na diferenca A, — By, ou seja, se n > N,, podemos encontrar
N=N(n) >Ny +1,

de modo que
N

= = () ¢
An—Bal=|Y a— Y ay< £ _
|An — Bl : qj : Ak | = lam| < 3 (4.80)
j=1 i=1 m=No+1

Logo, para n > max{N,, o}, teremos:

Bn — Al < [Bn — An|+[An — Al =¢,
—_——— N—
(z==1) (=3)
<5 <5
mostrando que a sequéncia numeérica (Bn)nen € convergente para A em (C, d,), completando a de-

monstragéo.
O
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Capitulo 5

Funcoes Continuas

Estudaremos neste capitulo uma classe importante de fungdes definidas em espagos métricos denomi-
nadas fungoes continuas.
Para isto precisaremos introduzir o conceito de:

5.1 Limites de Funcoes

Definicao 5.1.1 Sejam (X,dx), (Y,dy) espagos métricos, E C X, f : E —= Y e p ponto de acu-
mulacdo de E em (X, dx).

Diremos que o limite da fungao f, quando x tende ap é q € Y se, e somente se, dado
e > 0, podemos encontrar & >0, de modo se

x €l 0<dx(x,p) <b, wmplicar em dy(f(x),q)<e.
Neste caso escreveremos

f(x) = q quando x—p, ou lim f(x) = q.
X—p

Observagao 5.1.1
(a) Os simbolos dx e dy denotam as respectivas distdncias em X e Y.

(b) Se (X,dx) ou (Y,dy) for um dos espacgos euclideanos R*, as distdncias serdo as provenientes
das respectivas normas nos mesmos, isto é, dy.

(c) O ponto p na definigdo acima nao precisa, necessariamente, ser um ponto do conjunto E,
1sto €, um ponto do dominio da funcggo f.
Basta que ele seja um ponto de acumulacdo do conjunto E em (X, dx).

Além disso, na definig@o acima, como

0 < dx(x,p), deveremos ter x #p.

1. Mesmo que a fungdo f esteja definida no ponto p (isto é, p € E) nao teremos, necessaria-
mente, que

f(P) =4q,

como veremos nos exemplos que VirGo a Sequir.

197
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Exemplo 5.1.1
(a) SeX=Y=R, dx=dy=d; ef:R — R dada por

f(x) =x*, xeR.

Entdo teremos

ou seja, serd igual a f(p).

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

(b) SeX=Y=R, dx=dy=4d; ef:R — R dada por

_ 1, x>1
f(X)_{—1> el x € R.

Entdo, nao ezxiste
lim f(x).

x—1

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.
(c) SeX=R*, Y=R, dx=dy=dy e f:R* = R dada por

f(x) = Se‘;(x), x € R".

Entdo teremos

. 1.° Limate Fundamental
lim f(x) = 1.

x—0

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.
Observemos que a fung¢do f nao estd definida em x = 0.
Observagao 5.1.2

1. Dadas duas fungbes complezas f,g: E — C e c € C podemos definir as fung¢des f+g, f—g,
f.g, c.f : E — C como sendo:

(f +g)(x) = f(x) + g(x),
(f —g)(x) = f(x) — g(x),
(f.g)(x) = f(x).g(x),
(c.f)(x) =c.f(x)), para cada x € E.

.f
Podemos também definir a funcdo 6 s EN{x € E:g(x) =0} = C dada por

Y g = 1) alx) =
(g)(x)—g(x) para x € E\{x € E:g(x) =0}

2. Se as fungdes f, g forem fungdes a valores reais, isto €, f,g: E — R e f(x) > g(x) para todo
x € E, escreveremos
f>g.
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3. Sef,g:E = R* eccR, podemos definir f+g, f—g, c.f, feg, onde esta tltima é dado por
(feg)(x) =f(x)eg(x), para xe€eE,
onde e indica o produto escalar usual em RX.

Com isto temos a:

Proposicao 5.1.1 Suponhamos que (X,d) é um espago métrico, E C X, o ponto p é um ponto
de acumulagdo de E em (X,d), c€ C, f,g: E — C sdo tais que

limf(x)=F e limg(x)=G.

X—Pp X—Pp
Entao

(a) lim(f+g)(x) =F+£G, isto ¢,
xX—p

lim (f £+ g)(x) = lim f(x) &+ lim g(x).

X—p X—p X—p

(b) lim(f.g)(x) =F.G, 1sto €,

X—p

lim (f.g)(x) = lim f(x). lim g(x).

X—p X—p X—p

(c) lim(c.f)(x) =c.F, isto §,
X—p

lim(c.f)(x) = c. lim f(x).

X—p X—p

. f F . ,
(d) Se G #0, i1_1}1% (g) (x) = o’ 1sto €,

f lim f(x)
lim <) (x) = el
x=p \ g lim g(x)

X—p
(e) Sef,g:E — R¥ entdo lim(feg)(x) =FeG, onde . denota o produto escalar em R¥, isto €,

X—Pp

lim(f e g)(x) = lim f(x) e lim g(x).

X—p X—p X—p

Demonstragao:
A demonstragdo de cada um dos itens acima segue das propriedades andlogas para sequéncias e

serdo deixadas como exercicio para o leitor.
O

Para fungdes a valores vetoriais temos a:
Proposicao 5.1.2 Sejam (X,d) espago métrico, E C X, f1,fs,---fx:E =R, f: E — R* dada por
f(x) = (fi(x), fa(x), - -+, f(x)), x€E,
o ponto p um ponto de acumulagdo do conjunto E em (X,d) e
L=(Ly,Ly---,L) € RF

Entdo
limf(x) =L
X—p
se, somente se,
lim fj(x) =L, para je{l,2,---,khL

X—p
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Demonstragao:
A demonstragdo é semelhante a demonstragdo da Proposigdo (EI3) (a).
Suponhamos que
lim f(x) = L.

X—p

Dado ¢ > 0, como lim f(x) = L, podemos encontrar 6 > 0 de modo que
X—p

se xe€E e 0<dx(x,p) <06 teremos [f(x)—L|=dpx(f(x),L)<e (5.1)
Logo, para cada j € {1,2,-- -k},
se x€E e 0<dx(x,p) <3,

teremos:

. =)
dr (fj(x),L;) = [fj(x) = ;| < E [fi(x) — Lil? = ||[f(x) — L|| = dpx(f(x),L) < &,
i=1

mostrando que
lim fj(x) = Lj, paracada je€{1,2,- -k}

X—p

completando a primeira parte da demonstragio do resultado.
Suponhamos que
lim fj(x) = Lj, paracada j€{1,2,---k

X—p

Dado ¢ > 0, como, para cada j = 1,---,k, temos li_r>n fj(x) = L, segue que podemos encontrar
X—p

d; > 0, de modo que

se xck e 0<dx(x,p) <d teremos [fj(x) —L| = dr(fj(x),L;) < % (5.2)
Seja
& = min{dy, 82, -, 0k} > 0.
Logo
se x € E, satisfaz 0 < dx(x,p) < 9,
segue que
0 < dx(x,p) <98, paratodo je{l,2,---k}.
Assim
k k ()
dp (F(x), 1) = | Y [fi(x) = L2 =, | > [dr(f;(x), L)]2 <
i=1 j=1
mostrando que liin f(x) = L, completando a segunda parte da demonstragdo do resultado.
X—p
O

Podemos reescrever a Definigdo (EET-1) em termos de sequéncias, isto é:
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Proposicao 5.1.3 Sejam (X,dx), (Y,dy), E, p, q e f como na Defini¢gdo (ET1).
Entdo
lim f(x) = q

X—p
se, e somente se,
lim f =
Jm (pn) =4,

para toda sequéncia (pn)nen em E satisfazendo

Jim P =
Demonstracao:
Suponhamos que
lim f(x) = q
X—p

e que (pn)nen € uma sequéncia em E satisfaz

lim pn =p.

n—oo

Mostremos que
Jim f(py) =q.

Como li_r)n f(x) = q, dado ¢ > 0, podemos encontrar 6 > 0, de modo que
X—p

se x€E e dx(x,p) <d entdo dy(f(x),q)<e. (5.3)
Por outro lado, como pn — p, poderemos encontar N, € N, de modo que
se n>N,, teremos dx(pn,p)<?. (5.4)
Logo, se n > N,, de (E3) e (E33), segue que
dy(f(pn)yq) <, isto €,  lim f(ps) =g,

completando a primeira parte da demonstragdo do resultado.
Suponhamos, agora, que
lim f(pn) =q
n—oo

para toda sequéncia (pn)nen em E tal que

Jm pu =,
Mostremos que

lim f(x) = q.

X—p

Suponhamos, que a afirmacéo é falsa, isto é, existe ¢, > 0, de modo que, para cada & > 0, podemos
encontrar x5 € E de modo que

dx(xs,p) <&, mas dy(f(xs),q) > e.

Para cada k € N, consideremos

1
6k£i e xx €E,



202 CAPITULO 5. FUNCOES CONTINUAS

de modo que

1
dx(xk, p) < & = X
Deste modo, segue que

pce€EE e pr—p, mas dy(f(px),q) > €o,

isto é, a sequéncia (f(py))y néo serd convergente para o ponto g, o que contraria nossa hipétese.
Logo deveremos ter
lim f(x) = q,

X—p

completando a segunda parte da demonstragido do resultado.

5.2 Funcgoes Continuas

Definicao 5.2.1 Sejam (X, dx) e (Y,dy) espagos métricos, EC X, p € E ef:E— Y uma fungdo.
Diremos que a funcgdo f é continua em p se dado ¢ > 0, podemos encontrar

6= 5(P) e) >0,
de modo que
se x€E e dx(x,p) <90, wmplicar em dy(f(x),f(p)) <e.

Se a funcao f for continua em todos os pontos do conjunto E diremos que a fungdo f €
continua em E .

Observagao 5.2.1
(a) Para uma fungdo f ser continua em um ponto p € necessdrio que este ponto esteja no seu
dominio (isto €, a fungdo f deve estar definida no ponto p).
O mesmo ndo ocorre no caso do estudo do limite da fungdo f no ponto p (a fungdo f ndo
precisa estar definida no ponto p).
(b) Suponhamos que p € E é ponto de acumulagcdo do conjunto E, isto é, p € ENE’.

Entdo da definigdo (Z1) segue que a fungdo f é continua no ponto p se, e somente se,

lim f(x) = f(p).

X—p

(c) Se o ponto p é um ponto isolado do conjunto E, entdo qualquer fungdo f definida no
conjunto E serd continua no ponto p.

De fato, como o ponto p € ponto isolado do conjunto E,podemos encontrar v >0 de modo
que
Vi(p) NE = {p} (5.5)

Assim, dado € > 0, consideremos

N =
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Logo
se x€b e dx(x,p)<d<r, de (EH), seqgue que x=7p.

Assim, se x € E e dx(x,p) < & teremos:
dy(f(x), f(p)) = dv(f(p), f(p)) =0 <,
1sto €, a funcdo f € continua no ponto p.

(d) Da Definigdgo (E2X), uma funcdo f é continua em um ponto p € E se, e somente se, dado
e > 0, podemos encontrar & > 0, de modo que

se xek e dx(x,p) <9, deveremos ter dy(f(x),f(p)) <e,
ou seja, dado ¢ > 0, podemos encontrar & > 0 de modo que
se x€Vs(p)NE, deveremos ter f(x) € V(f(p)),
ou ainda, dado € > 0, podemos encontrar & > 0, de modo que

f(Vs(p) NE) € Ve (f(p)).

Conclusao:

Uma funcdo f é continua em um ponto p se, e somente se, dada uma vizinhanga do ponto
f(p) em (Y,dy) (isto € Vc(f(p))), poderemos encontrar uma wvizinhanga do ponto p em
(X,dx) (ou seja, Vs(p)), de modo que

f(Vs(p)) € Velf(p)),

ou ainda (veja figura abaizo), Vs(p) tal que

Vs(p) € £ (Ve(f(p))),

Para a composigdo de fungdes continuas temos a:

Proposicao 5.2.1 Sejam (X, dx), (Y,dy) e (Z,dz) espagos métricos, EC X ef:E—Y, g:f(E) —
Z continuas nos pontos p € E e f(p) € f(E), respectivamente.
Entdo a funcdGo composta h =gof:— Z serd continua no ponto p.

Demonstragao:
Dado ¢ > 0, como a fungdo g é continua no ponto f(p) € Y, podemos encontar 8, > 0, de modo
que
se yef(E) e dy(y,f(p)) <0, teremos dzI(g(y),g(f(p))) <e (5.6)
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Como a fungdo f é continua no ponto p, dado 0 < &, (obtido acima), podemos encontrar & > 0,
de modo que

se x€E e dx(x,p) <90, teremos dy(f(x),f(p)) < do.

Logo, de (E@), segue que
dy(g(f(x)), g(f(p))) <,
ou seja,
lim (g o f)(x) = lim g(f(x)) = g(f(p)) = (g o f)(p),

xX—p X—p

mostrando que a fungdo h = g o f € continua no ponto p, completando a demonstragéo.
O

Observagao 5.2.2 Uma alternativa para a demonstracdo acima pode ser feita utilizando-se a

Observagdo (E=Z2) item (d).
Notemos que, pela Observagcdo (E=Z) item (d), dado € > 0, devemos mostrar que podemos
encontrar & > 0 de modo que (veja figura abaizo)

(gof)(Vs(p) € Vellgof)(p)). (5.7)

Observemos que, dado ¢ > 0, da continuidade da fungdo g mo ponto f(p) € Y, podemos
encontrar 6, > 0, de modo que

9(Vs, (f(p)) € Ve(g(f(p))) = Ve((g o f)(p)). (5.8)

Por outro lado, da continuidade da fungdo f no ponto p, podemos encontrar & > 0 (tomando-
se na continuidade da fungdo f no ponto p, e =8, > 0, obtido em (EB)) de modo que

f(Vs(p)) C Vs, (f(p)). (5.9)
Logo

(E3) (E3)
(gof)(Vs(p)) = glf(Vs(p))] € glVs, (f(p))] € Ve((gof)(p)),

como queriamos demonstrar.
O diagrama abaizo ilustra a demonstrag@o acima:

f(Vs(p))

Uma outra caracterizagdo muito importante para a continuidade de uma funcéo é dada pela:

Teorema 5.2.1 Sejam (X, dx), (Y,dy) espagcos métricos e f: X = Y uma fungdo.

A funcdo f é continua em (X,dx) se, e somente se, o conjunto (V) é um subconjunto
aberto em (X, dx), para cada subconjunto V aberto em (Y, dy).
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Demonstragao:
Suponhamos que a funcdo f é continua em X e que o conjunto V é um subconjunto aberto em
(Y, dv).
Notemos que se
(V) =1,

segue que este serd um subconjunto aberto de (X, dx).
Por outro lado, se

(V) # 0,
provaremos que todo ponto do conjunto
(V) ={xeX; f(x) € V}
é ponto interior do mesmo, isto &, se p € f~'(V), devemos encontrar & > 0, de modo que
Vs(p) C £1(V).

Para isso, seja p € f~'(V), isto é,
q="flp) eV

Como o conjunto V é um subconjunto aberto em (Y,dy) e q € V, podemos encontrar ¢ > 0 de
modo que
Ve(f(p)) = Ve(q) S V.

Como a fungdo f é continua no ponto p, poderemos encontar & > 0, de modo que

se dx(x,p) <d teremos dy(f(x),f(p)) <e,

isto é,
se x € Vs(p), deveremos ter f(x) € V.(f(p)).
Logo,
se x € Vs(p), segueque f(x)€ Ve(f(p)) CV,
ou seja,

Vs(p) C (V)

mostrando que o conjunto f~'(V) é um subconjunto aberto em (X, dx), completando a primeira parte
da demonstragdo.

Suponhamos que o conjunto f~' (V) é um subconjunto aberto em (X, dx), para cada conjunto V
que é um subconjunto aberto em (Y, dy).

Mostremos que se p € X entdo a fungédo f é continua no ponto p.

Para isto, dado ¢ > 0, observamos que o conjunto

Ve = Ve(f(p))

é um subconjunto aberto em (Y, dy) (pois é uma vizinhanga do ponto f(p) em (Y, dy)).

Logo, dado € > 0 como o conjunto V, = V,(p) é um subconjunto aberto de (Y, dy), por hipdtese,
deveremos ter que o conjunto f~'(V,) deverd ser um subconjunto aberto em (X, dx), ou seja, todo
ponto do conjunto f~'(V,) é ponto interior do mesmo em (X, dx).

Como p € f~'(V,), segue que o ponto p deverd ser um ponto interior do mesmo (pois f(p) € V).
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Logo, poderemos encontrar & > 0 de modo que

Vs(p) C £ 1(Ve),

isto é,

se x € Vs(p)), teremos f(x)e€ Vc(f(p)),

ou, equivalentemente

se dx(x,p) <9d, teremos dy(f(x),f(p)) <e.

Portanto, dado ¢ > 0, podemos encontrar & > 0, de modo que

se dx(x,p) <& teremos dy(f(x),f(p)) < e,

ou seja, a fungdo f serd continua em p € X, completando a segunda parte da demonstragdo do
resultado.

g

Observacgao 5.2.3 Utilizando a Observagdo (B=Z) item (d), pode-se obter uma demonstragdo
alternativa para o resultado acima.

De fato,

Suponhamos que a fung¢do f € continua em X, isto €, dado € > 0, podemos encontrar & > Ode
modo que

f(Vs(p)) € Ve(f(p)).

Seja V é um subconjunto aberto em (Y, dy).
Entdo temos duas possibilidades:

(a)

(b)

Se f71(V) = 0.

Neste caso ndo temos nada a fazer pois o conjunto () é aberto em Y, logo o conjunto £~ (V)
serd um subconjunto aberto em (X, dx), como queriamos mostrar.

Se f1(V) # 0, entdo existe p € f1(V) C X.
Mostremos que todo ponto p € f~' (V) é ponto interior do conjunto (V) em (X, dx).

Para isto sejap € 1 (V), ou seja

flp)eV, com peX

Como o conjunto V é um subconjunto aberto em (Y,dy), poderemos encontrar ¢ > 0, de
modo que
Ve(f(p)) C V. (5.10)

Por outro lado, como a fungdo f é continua no ponto p, seque da Observagdo (Z1) item
(d), que podemos encontrar & >0, de modo que

f(Vs(p)) € Ve(f(p)),

ou seja,
Vs(p) € £ IVe(f(p))]. (5.11)

Logo, de (EC10) segue que
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Portanto, de (ECIT), teremos
Vs(p) € £1(V),

ou seja, o conjunto (V) é um subconjunto aberto em (X,dx), como queriamos demons-
trar.

Por outro lado, suponhamos que o conjunto ' (V) é um subconjunto aberto em (X, dx),
para cada conjunto V subconjunto aberto em (Y, dy).

Mostremos que se p € X entdo a fungao f é continua no ponto p.

Para 1isto, dado ¢ >0, como o conjunto V,(f(p)) é um subconjunto aberto em (Y,dy) (pois
é uma vizinahnga de f(p) em (Y,dy)) seque, por hipétese, que o conjunto f~'(V.(f(p)) é
um subconjunto aberto em (X, dx).

Logo, podemos encontrar & > 0, de modo que que
Vs(p) € f(Ve(f(p))  ou, equivalentemente, f(Vs(p)) C Ve(f(p)),

que pela Observagdo (E=Z1) item (d), implicard que a fungdo f serd continua no ponto p,
como queriamos demonstrar.

Como consequéncia temos o:

Corolario 5.2.1 Suponhamos que as hipdteses do Teorema (E2Z) esteja satisfeitas.
A fungdo f é continua em X se, e somente se, o conjunto ' (F) é um subconjunto fechado
em (X, dx), para cada conjunto F que € um subconjunto fechado em (Y, dy).

Demonstracgao:

Do Corolario (E223) temos que o conjunto F é um subconjunto fechado em (Y, d,) se, e somente
se, o conjunto F¢ é um subconjunto aberto em (Y, dy).

Logo, do Teorema (EZZ), isto é equivalente ao conjunto f~' (F¢) ser um subconjunto aberto em
(X, dx). (*)

Observemos que

1) = [ (F)]c, (5.12)

cuja prova serd deixada como exercicio para o leitor.
Portanto, (EI2) e a afirmagio (*) serd equivalente ao conjunto f~'(F) ser um subconjunto fechado
em (X, dx), completando a demonstragdo do resultado.
]

Para fungdes tomando valores complexos temos a:

Proposicao 5.2.2 Sejam (X,dx) e (C,d,) espagos métricos e f, g: X — C fungdes continuas em
peX

f .
Entdo as fungdes f+ g, fg e — serdo continuas no ponto p, no ultimo caso deveremos ter
g P
g(p) # 0.
. f
Em particular, se as fungées f, g: X — C sdo continuas em X entdo as fungdes f+g, fg e —

g
serdo continuas nos seus respectivos dominios (no ultimo caso serd em X\ {x € X ; g(x) =0}).
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Demonstragao:

Se o ponto p € um ponto isolado de (X, dx) nada temos a fezer.

Se o ponto p € um ponto de acumulagéo de (X, dx) a demonstragéo segue da Proposigéo (E1T) e
do fato que as fungdes f e g sdo continuas no ponto p, completando a demonstragdo do resultado.

O
Para fungdes a valores vetoriais temos as:
Proposicao 5.2.3 Sejam (X,d) espago métrico f1,f2,---f: X = R e f: X = R* dada por
f(x) = (f1(x), fa(x), - -+, fk(x)), x € X.
Entdo, a fungdo f é uma fungdo continua em p € X se, e somente se, para cadai=1,2,--- K,

a fungdo f; € uma fung¢do continua em p.

Em particular, a fungdo f € uma fungdo continua em (X,d) se, e somente se, para cada
i=1,2,---,k, a fun¢do f; é uma funcdo continua em (X,d).

Demonstragao:
Segue da Proposicdo (E13).
O

Proposicido 5.2.4 Sejam (X,d), (R¥,dy) espacos métricos, « € R e f, g : X — R* funcées
continuas em p € X.

Entdo as fungbes f+ g, feg, af sdo funcbes continuas em p (onde e é o produto escalar
em R¥).

Em particular, se f, g: X — R¥ sdo funcées continuas em (X,d) entdo as funcbes f+g, feg
e «f sdo fungdes continuas em (X, d).

Demonstragao:
Segue das Proposigées (E23) e (E222).
O

Exemplo 5.2.1 Suponhamos que (R,d;) e (R¥, dy) sdo espacos métricos munidos das respectivas

distdncias provenientes das respectivas normas Euclideanas (isto é, de | | em R e de || || em
R¥).
1) Dado x € R¥, sejam x1,%2,- - ,Xx € R as coordenadas do ponto x (isto €, x = (x1,X2,- -+ ,Xx)).
Com isto podemos definir, para cada i=1,2,---,k, a fungdo ¢;: R*¥ = R dada por

bi(x) =%, x€ R,

Observemos que

Ipi(x) — di(y)l < Ixi —yil <

k
D =yl =lx—vyl,
j=1

1sto €,
dr ($i(x), diy)) = [di(x) — dily)l < [[x =yl = dgx(x,y),
para todo x,y € R¥.
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Logo, seque que para cada i=1,2,---,k, a fungdo ¢; € continua em (R¥, dy).
Para mostrar isto basta observar que, dado ¢ > 0 podemos considerar & = .

As fungdes ¢i, i =1,2,---,k, sGdo denominadas fungoes coordenadas ou projegoes (ou

i-ésima projecao).

2) Como consequéncia do Ezemplo 1) e da Proposicdo (E-Z3) temos que as fungdes monomiais
sdo continuas em (R¥,dy) .

De fato, pois uma func¢do monomial é uma fungdo do tipo f: R* — R dada por
f(x)iX?1 ng'uxzk’ X:(XHXZ)"' ,Xk)ERk,
ondeni; €N, parai=1,---,k e assim temos que

f(x) = [p10)™ [p2(x)™2 -+ [pr(x)]™,  x € R,

3) Também como consequéncia Proposi¢do (E=Z3) temos que as fungdes polinomiais , isto
e)

_ ny _mny n _ k
P(X) = E Cnyomy X1 Xy "'ka) X = (X],Xz,'" )Xk) eR )
ny4na+-+ne <N

onde Cn,..n, €R, parany +ny+---+nx <N, com N € N € fizo, também serdo continuas
em (R, dy).

3) Uma vez mais, como consequéncia Proposi¢do (E-Z3), temos que as fungoes racionais
P(x)
Q(x)’

P
nos seus respectivos dominios, isto €, Dom <Q> = {x eR*; Q(x) # O}.

(isto é, fungdes do tipo f(x) = onde P e Q sdo fungdes polinomiais) sGo continua

4) A funcgdo h:R* — R dada por
h(x) = x|, xeR"

é continua em (RX, dy).
De fato, como

estgualdade triangular

dr (h(x),h(y)) = [h(x) = h(y)l = [{[x]| = [yl ‘ < X =yl = dge(x,y),

seque a continuidade da funcdo h em (R¥, dy).

Para mostrar isto basta observar que, dado € > 0 podemos considerar § = €.

5) Como consequéncia, se (X,d) é um espago métrico, f: X — R* é uma funcdo continua em
(X,d) entdo a fung¢do ¢ : X — R dada por

o) =IfP)l, peX

€ uma func¢do continua em (X, d), pois € a funcdo ¢ € uma fungdo composta de funcdes
continuas.
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5.3 Continuidade e Compacidade
Iniciaremos a secgdo com a:

Defini¢ao 5.3.1 Seja (F, df) um espago métrico. Diremos que uma fungdo f: E — F é limitada em E
se existirem f € F e M > 0 tal que

f(x) € Bm(f), para todo x € E,
onde Bym(f) denota a bola aberta de centro em f e rato M, em (F, df).

Observacao 5.3.1 No caso que a func¢do f: E — R¥, ela serd limitada em E se ezistir M > 0 tal
que
If(x)[|[gx <M, xe€E.

Com isto temos o:

Teorema 5.3.1 Sejam (X, dx) espaco métrico compacto, (Y,dy) espaco métrico e f : X — Y uma
fungdo continua em (X, dx).
Entdo o conjunto f(X) € um subconjunto compacto em (Y, dy).

Demonstragao:

Seja {Vy; @ € A} cobertura aberta de f(X), em (Y, dy).

Como a fungdo f é continua em (X,dx) e, para cada @ € A, temos que o conjunto V, é um
subconjunto aberto em (Y, dy), do Teorema (EZZ), segue que o conjunto f~'(V,) é um subconjunto
aberto em (X, dx), para cada « € A, isto €,

{f—‘ (Vo) € A}

é uma cobertura aberta de X em (X, dx).
Mas o conjunto X é um subconjunto compacto em (X, dx), logo existem oy, oz, -+ ,n € A, de

modo que
X CF (Vo JUFT (Vi) U=~ UF (Vi)

ou seja,
f(X) C f (f*‘ (Vo ) UF T (Vo) U+ UF! (v“n)) . (5.13)

Notemos que
f (f*‘ (Vo ) U (Vi) U - U] (v%)) = Vg, UV, U+ U Vi, (5.14)

cuja prova serd deixada como exercicio para o leitor.
Logo, de (E13) e (E-I4), segue que

£(X) C Vi, UV, U+ U Vy,

isto é, a cobertura {V, ; « € A} aberta de f(X), em (Y, dy), possui uma subcobertura finita, a saber,
{Vo, ; 1=1,2,--- ,n}, que ainda cobre o conjunto f(X).
Portanto o conjunto f(X) é um subconjunto compacto em (Y, dy), completando a demonstragéo.
]

Como consequéncia temos os:
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Corolario 5.3.1 Sejam (X, dx) um espago métrico compacto e f: X — R* é uma func¢do continua
em (X, dx).

Entdo o conjunto f(X) € um subconjunto limitado e fechado em (Y, dy).

Em particular, a fungdo f é uma fung¢do limitada em (X, dx).

Demonstragao:
Do Teorema acima segue que o conjunto f(X) é um subconjunto compacto em (Y, dy).
Logo, da Proposigdo (BE=232), temos que o conjunto f(X) um subconjunto limitado e fechado em
(Y, dy), completando a demonstragio do resultado.
O

No caso de fungdes reais temos o:

Corolario 5.3.2 Sejam (X, d) um espago métrico compacto e f: X — R continua em (X, d) (onde
em R estamos considerando a métrica d;).
Entdo ezistem
M =supf(x) e m=inff(x). (5.15)
xeX xeX

Além disso, eristem p,q € X de modo que
) =M e flg=m,
ou seja, a fungdo f assume seus valores mdzimo em minimo (globais) em (X,d).

Demonstracao:

Observemos que, do Teorema (EZX), segue que o conjunto f(X) é um subconjunto limitado em
(R, dy), logo existem M e m como em (ETH).

Por outro lado, o conjunto f(X) é um subconjunto fechado em (R, d;).

Logo, da Proposigdo (BE=X12), segue que

sup f(X),inf f(X) € f(X),
—— ——
=M =m
isto é, existem p, q € X tais que
flp)=M e f(qg)=m,

completando a demonstragdo do resultado.
O

Observagao 5.3.2 O resultado acima nos diz que uma fung¢do continua, a valores reais, f: X —
R, definida num compacto X de um espago métrico, assumird mdzimo e minimo (globais) em
X, wsto €, podemos encontrar p,q € X de modo que

f(q) < f(x) < f(p), para todo x € X.
Para a fungdo inversa temos o:
Teorema 5.3.2 Sejam (X, dx) espago métrico compacto, (Y,dy) espago métrico e f: X = Y uma

fungdo continua em (X,dx) e bijetora (logo eziste a fungdo inversa f~':Y — X).
Entdo a fungdo inversa f~' : Y — X é continua em (Y, dy).
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Resolugao:

Notemos que, do Teorema (BE=2T), basta mostrar que se o conjunto U é um subconjunto aberto
em (X, dyx) implicard que o conjunto (f‘1)_] (U) serd um subconjunto aberto em (Y, dy).

Como a fungdo f é bijetora temos que

(f*‘)_] (u) — f(W).
S/

imagem inversa do conjunto U pela fungio inversa f~!

Logo basta mostrar que se o conjunto U é um subconjunto aberto em (X, dx) entdo o conjunto
f(U) é um subconjunto aberto em (Y, dy).

Como o conjunto U é um subconjunto aberto em (X, dx) segue, do Corolario (E22) que o conjunto
U é um subconjunto fechado em (X, dx) que, por hipétese, é um subconjunto compacto em (X, dx).

Logo, da Proposigdo (BE=33), segue que o conjunto U é um subconjunto compacto em (X, dx).

Assim, do Teorema (EZ2), segue que o conjunto f(U°) é um subconjunto compacto em (Y, dy).

Portanto, a Proposigdo (E=3), implicard que o conjunto f(U°) é um subconjunto fechado em
(Y, dy).

Mas N

LU P (U,

que é um subconjunto fechado em (Y, dy).

Assim, do Coroldrio (B=22), teremos que o conjunto f(U) é um subconjunto aberto em (Y, dy),
mostrando que a fungdo f~' é uma funcio continua em (Y, dy), completando a demonstragio do
resultado.

O

Observagao 5.3.3

1. Sejam (X, dx), (Y,dy) espagos métricos e f: X — Y uma funcdo.

Diremos que a fung¢do f é uma funcao aberta em (X, dx) se para cada conjunto U que é
um subconjunto aberto em (X, dx) tivermos que o conjunto f(U) € um subconjunto aberto
em (Y, dy).

2. Com a nogdo acima segue, da demonstragdo do Teorema acima, que se (X,dx), (V,dy)
espacos métricos e a fungdo f: X — Y for bietora, continua e aberta em (X, dy) entdo a
fungdo inversa f~': Y — X serd continua em (Y, dy).

3. De modo semelhante temos a:

Diremos que a funcdo f é uma funcao fechada em (X, dx) se para cada conjunto F que é
um subconjunto fechado em (X, dx) tivermos que o conjunto f(F) é um subconjunto fechado
em (Y, dy).

4. Com a nogdo acima, podemos demonstrar o sequinte resultado: se (X, dx), (Y,dy) espagos
métricos e a fungdo f: X — Y for byetora, continua e fechada em (X,dy) entdo a funcdo
inversa f~' 1Y — X serd continua em (Y, dy).

A demonstracdo deste fato serd deizada como ezxercicio para o leitor.

A seguir exibiremos uma série de exemplos que ilustram que a hipétese de compacidade nos
Teoremas (E22), (E233) e Coroldarios (E230), (E232) sdo essenciais para as conclusdes dos mesmos.
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Exemplo 5.3.1 Para todos os ezemplos a sequir o conjunto E é um subconjunto nao compacto
em (R, d;).

1) Eziste uma fungdo f: E — R continua em (E,d;), que nao é limitada em (E,d;).

Como o conjunto E nao é um subconjunto compacto em (R, d;), ele poderd ndo ser fechado
ou ndo ser limitado (ou ndo ser os dois).

(a)

(b)

Se o conjunto E é limitado e ndo fechado em (R, d;):

Consideremos, por exemplo:

E=(0,11 e f(x)=-, x€€E.

1
X

7

Temos que a fun¢do f € uma fungdo continua em (E,d;) mas nao é limitada em
(E) d] )I p07;5

lim f(x) = co.
x—0+

Observe que o conjunto f(E) = [1,00) nao é um subconjunto compacto de (R, d;).

Se o conjunto E € um subconjunto fechado e ndo limitado em (R, d;):

Consideremos, por exemplo:
E=[0,00) e f(x)=x%x, x€ckE.

Noteemos que a fun¢do f € uma funcdo continua em (E,d;) mas nao € limitada em
(E,d1), pos
lim f(x) = co.

X—00

Novamente, observemos que o conjunto f(E) = [0, 00) nao é um subconjunto compacto
em (R, d;).

2) Eziste uma fungdo f : E — R continua e limitada em (E,d;) que nao tem mdzimo ou
minimo em E.

Como o conjunto E nao é um subconjunto compacto em (R, d;), poderd ndo ser fechado
ou ndo ser limitado em (R, d;) (ou ndo ser os dois).

(a)

Se o conjunto E é um subconjunto limitado e ndo fechado em (R, d;):

Consideremos, por exemplo:

E=(0,1) e f(x)=x, xe€E.
Notemos que a fungdo f € uma fungdo continua e limitada em (E,d;) (pois 0 < f(x) < 1
para x € E) mas nao assume valor mdzimo ou valor minimo em E, isto €, ndo existem

Xo,X1 € E, de modo que

f(xo) < f(x) < f(x1), para todo x € E.

Observemos que o conjunto f(E) = (0,1) ndo € um subconjunto compacto em (R,d;).
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(b) Se o conjunto E é um subconjunto fechado e ndo limitado em (R, d;):
Consideremos, por exemplo:

X
IREE

E=[1,00) e f(x) x € E.

Notemos que a fungdo f é uma fungdo continua e limitada em (E, dy) (pois 0 < f(x) < 1
para todo x € E) e nao assume valor mdzimo (global) em E.
Observemos que o conjunto f(E) =[0,1) nao é um subconjunto compacto em (R, d;).

3) Eziste uma fungdo f : E — F continua em (E,dg), byetora, cuja fung¢do inversa nao é

continua em (F, dg).

Consideremos, por exemplo:
E=100,2n) e f:E—=F=S' f(t)=(cos(t), sen(t)), teeE,

onde
s'={PeR?; IP| =1},

onde em S' consideraremos a métrica d,, induzida de (R?,d,).

Observemos que a fungdo f é continua em (E, d;) (suas componentes sGo fungées continuas
em (E,dg)) e biyetora.

Logo eziste a funcdo inversa ' :S' — E mas esta fun¢do nao é uma fungdo continua no
ponto (1,0) = 1(0).

De fato, consideremos as sequéncias (Pn),cy € (Qninen em S', de modo que
Pn — (1,0)
e estd contida no semi-plano superiory >0 e

Qn — (1,0)
e estd contida no semi-plano inferior y < 0 (veja figura abaizo).

A

27

71 (Qn) T f

\Pn
1 (Pn) l :
n (1,0)
-
0
=1 /Qn

mostrando que nao eriste

Com 1sto teremos

lim f'(x).
x—(1,0)

Em particular, a fungdo f~' nao é uma funcdo continua no ponto (1,0).
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Definigao 5.3.2 Sejam (X,dx), (Y,dy) espacoes métricos e f: X — Y uma fungdo.
Diremos que a fung¢do f : X — Y ¢ uniformemente continua em (X,dx) se dado ¢ > 0,
podemos encontrar & = 8(¢) >0, de modo que

para todo  p,q € X  satisfazendo dx(p,q) <06, deveremos ter dy(f(p),f(q)) <e.

Observagao 5.3.4

(a) A diferenga entre a defini¢do de continuidade e continuidade uniforme é que o d na ultima
pode ser escolhido independente do ponto escolhido em X, ou seja, a continuidade uni-
forme é um conceito em um conjunto (no caso, o conjunto X) e a continuidade € um
concetto em um dnico ponto (no caso, o ponto p € X).

(b) Se a fungdo f é uma funcdo uniformemente continua em (X,dx) entdo a funcdo f serd
uam fung¢do continua em (X, dx).

A reciproca € falsa, isto €, existem fungdes que s@o continuas em cada ponto de (X, dx)
mas nao sdo uniformemente continuas em (X, dx).

Encontrar um tal ezemplo serd deixado como ezxercicio para o leitor.

Quando o espago métrico (X, dx) é um espago métrico compacto os dois conceitos sdo equivalentes,
como mostra o:

Teorema 5.3.3 Sejam (X, dx) espaco métrico compacto, (Y,dy) espaco métrico e f: X — Y uma
funcaéo.

A fungdo f € continua em (X,dx) se, e somente se, a funcdo f é uniformemente continua
em (X, dx).

Demonstragao:

Se a funcgdo f é uniformemente continua em (X, dx), segue da Observagdo acima item (b), que ela
serd uma fungdo continua em (X, dx)..

Suponhamos que a fungdo f seja uma fungdo continua em (X, dx), isto é, a fungdo f seja uma
funcdo continua em cada ponto p € X.

Logo, dado ¢ > 0, para cada p € X fixado, podemos encontrar

op = d(p,e) >0,
de modo que
€
se dx(p,q) <90, teremos dy(f(p),f(q)) < 7 (5.16)
Para cada p € X consideremos o conjunto
Vo = Vi, (p) (5.17)

que é um subconjunto aberto em (X, dx).

Logo a familia {V, ; p € X} é uma cobertura aberta do conjunto X, em (X, dx).

Como o conjunto X é um subconjunto compacto em (X, dx), segue que, podemos encontrar
P1,P2,- -, Pn € X, de modo que

n
X<y (5.18)
i=1
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Logo, podemos concluir que se p € X satisfaz
dx(p,px) <0y, ouseja, pE Vp,

para algum k € {1,2,---n}, entdo, de (E218), teremos

€
dy (f(p), f(px)) < 5 (5.19)
Seja
1
o= 5 min{dp,,8p,, -, 0p,} > 0. (5.20)
Observemos que 6 nao depende do ponto p € X.
Sejam p, q € X sdo tais que
dx(p,q) < 5. (5.21)
Logo, de (ECI3), segue que
pE€Vy, paraalgum ke{l,2,---,nh
Assim, de (ECIA), segue que
1
dx(p,pk) < iépk (5.22)
e assim
1 (E20) 1 1
dX(q)pk) < dX(q>p) + dX(p)pk) <d+ Eépk < Eépk + Eépk = 5pk>
(=) =),
<’ < 38py
isto é,
P q € V‘Pk‘
Portanto
() 1 1
dy (f(p), f(q)) < dv(f(p), f(px)) +dv (f(pi), flq)) < et 5e=e¢,

mostrando que a fungdo f é uniformemente continua em (X, dx), completando a demonstragdo do

resultado.
O

5.4 Continuidade e Conexidade

Comecgaremos pelo:

Teorema 5.4.1 Sejam (X, dx), (Y,dy) espagos métricos e f : X — Y uma fungdo continua em
(X, dx).

Se o conjunto E C X é um subconjunto conezo em (X,dx) entdo o conjunto f(E) serd um
subconjunto conexo em (Y, dy).
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Demonstragao:
Suponhamos, por absurdo, que o conjunto f(E) ndo seja um subconjunto conexo em (Y, dy), isto
é, existem subconjuntos A e B contidos em Y, separados e ndo-vazios, de modo que

f(E) = AUB,
isto é,
ANB=ANB=0.
Consideremos
G=ENf'(A) e H=ENf'(B).
Entéo

E=GUH

com G, H subconjuntos E.
Notemos que os conjunto G, H sdo subconjuntos ndo vazios, pois

A,B C f(E)

e A, B sdo conjuntos ndo vazios.
Mostremos que os conjunto G e H sfo separados em (X, dy).
Para isto observemos que

G=Enf'(A)Cf(A)Cf(A),
pois
A CA.
Como a fungéo f é continua em (X, dx) e o conjunto A é um subconjunto fechado em (V, dy) (veja
a Proposigdo (BEZZH) item (a)), segue que o conjunto f~' (A) é um subconjunto fechado em (X, dx)

(veja o Coroldrio (E2Z)) .
Assim, como

Gcf'(A),
segue que
= (K) f~1(A) é um subcori. fechado em (X,dx) £ (K) , implicando que f (é) CA.
Mas
f(H)CB e ANB=0.
Logo

f(G)Nf(H)CANB=0, implicandoque GNH=0.
De modo andlogo, mostra-se que (serd deixado como exercicio para o leitor)
GNH =0,

ou seja,
E=GUH,

onde os conjunto G e H estdo contidos no conjunto E, ndo vazios e separados em (X, dx), isto &,

GNH=GNH=0,
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o que é um absurdo, pois o conjunto E é um subconjunto conexo em (X, dx).
Portanto o conjunto f(E) é um subconjunto conexo em (Y, dy), completando a demonstragdo do
resultado.
O
Como consequéncia temos o:

Teorema 5.4.2 Seja f:[a,b] = R continua em ([a,b],d;). Suponhamos que
fla) < f(b) e ce(f(a),f(b)).

Entdo existe xo € (a,b) tal que
f(xo) =C

ou seja, a fungdo f assume todos os valores entre os valores f(a) e f(b).

Demonstracao:

Notemos que, do Teorema (BETE), segue que o conjunto [a, b] é um subconjunto conexo em (R, d;).

Como a fungdo f é uma fungdo continua em ([a, b], d;) segue, do Teorema acima, que o conjunto
f ([a,b]) é um subconjunto conexo em (R, d;).

Portanto, do Teorema (BE) segue f([a,b]) deverd ser um intervalo de R, ou seja, a fungdo
f, assume todos os valores entre f(a) e f(b), ou seja, existe x, € [a,b] de modo que f(x,) = c,
completando a demonstragdo do resultado.

O

Observagao 5.4.1 O resultado actma é conhecitdo como Teorema do Valor Intermedidrio.

A continurdade e a conexridade sdGo mecessdrias para a conclusdo do resultado acima, isto
€, existem eremplos de fungbes nao continuas em (A,d;) definidas em um conjunto conezo
A C R, cuja imagem nao € um conjunto conexo em (R,d;) e de fun¢des continuas em (A,d;),
definidas em conjuntos A nao conexos em (R, d;), cuja imagem nao é um conjunto conezo.

A construgdo de tais ezemplos serd deizado como exercicio para o leitor.

5.5 Descontinuidade

Defini¢ao 5.5.1 Sejam f:(a,b) > R .
Diremos que o limite da fungao f, pela direita do ponto c € [a,b), é L € R, indicado por

lim f(x) =L ou f (c*) =1,

x—ct
se dado ¢ > 0, podemos encontrar 6 > 0, de modo que
se 0<x—c<b, teremos |f(x)—L|<e.
~—_—
c<x<c+d

Diremos que o limite da funcao f, pela esquerda do ponto c € (a,b], é L € R, indicado
por

lim f(x)=L ou f (cf) =1L,

X—C

se dado ¢ > 0, podemos encontrar 6 > 0, de modo que

se —d<x—c<0, teremos |f(x)—1L|<e.
—_————

—c—d<x<c
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Observagao 5.5.1
a) Observemos que, se c € (a,b), temos que

limf(x) =L

xX—C

se, e somente se,
lim f(x) = lim f(x) =L,

x—ct Xx—c™
ou ainda,
f(ct)=f(c7) =L

A demonstragdo desse fato serd deizada como ezxercicio para o leitor.

b) Poderiamos definir os limites laterais de uma fungdo de uma varidvel real a valores reais,
da seguinte forma:

Secela,b), temos:
dslim,_,.+ f(x) = L se, e somente se, para uma sequéncia (Xn)nen tal que

c<xn<b, xn,—ocem (R,dy), temos f(xn) —L em (R,dy).
De modo andlogo, se c € (a,b], temos: lim f(x) =L se, e somente se, para uma sequéncia
X—C
(Xn)nen tal que

a<xpn<c¢ xn—cem(R/dy), temos f(xn)—L em (R,dq).

Com isto temos a:

Defini¢ao 5.5.2 Sejam f: (a,b) = R ec € (a,b).
Diremos que a fungdo f tem uma descontinuidade de 1.a espécie no ponto c se eristem
f(c*), f(c”) €R, mas

fct)#f(c7) ou f(ch)=1(c7)#flc).

Se ndo exriste um dos limites laterats da func¢do f mo ponto c diremos que a fungdo f tem
uma descontinuidade de 2.a espécie no ponto c .

Observagao 5.5.2 Para que uma funcdo nao seja continua no ponto ¢ € (a,b) pode ocorrer
de ndo existe limite da fungdo mo ponto ¢, mas existirem os limites laterats no ponto ¢ (e sdo
diferentes) ou existirem os limaites laterais mo ponto ¢, serem iguais (ou seja, existe o limite da
funcdo em c) mas forem diferentes do valor da fungdo no ponto c.

A seguir exibiremos alguns exemplos de fungfes reais descontinuas.
Exemplo 5.5.1
(a) Constderemos f: R — R dada por

flx) = { 1, sex € racional CER.

0, sex € irracional.

Entdo, a fungao f tem descontinuidades de 2.% espécie em qualquer ponto de R, pois para
todo x € R nao ezistem f (x*) ou f (x7).

Dewzaremos a verificagdo destes fatos como exercicio para o leitor.
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(b) Consideremos f: R — R dada por

flx) = { x, sex é racional <ER.

0, sex € rractonal.

Entdo, a fungdo f tem descontinuidades de 2.% espécie em qualquer ponto de R\ {0} pois
para todo x € R\ {0} nao ezistem f (x") ou f(x7).

Mas a funcdo f é continua em x = 0.

A verificagdo destes fatos serd deizxado como exercicio para o leitor.
(c) Consideremos f:R — R dada por

x+2, —3B<x<-2
flx) =<¢ —x—2, —2<x<0 x € R.
x+2, 0<x<1

Entdo, a fungdo f tem descontinuidades de 1.“ espécie em x =0, pois
f(0f)=2 e f(07)=-2

e € continua no conjunto (—3,1) \ {0}.

A verificagcdo destes fatos serd deizado como exercicio para o leitor.

(d) Consideremos f: R — R dada por

1
f(x) = sen(x) » x#0 x € R.

Entdo, a funcdo f tem descontinuidades de 2.¢ espécie em x = 0, pois nao existem f (0*)
e f(07).
Mas a fungdo f € continua em R\ {0}.

A verificagcdo destes fatos serd deirado como exercicio para o leitor.

5.6 Funcoes Mondtonas

Definig¢ao 5.6.1 Seja f:(a,b) — R.
Diremos que a func¢do f € crescente em (a,b) se para

a<x<y<b temos f(x)<f(y).

Diremos que a funcgdo f é decrescente em (a,b) se para

a<x<y<b temos f(x)>"f(y).

Diremos que a fung¢do f é mondtona em (a,b) se for mondtona crescente ou mondtona
decrescente em (a,b) .

Com isto temos a:
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Proposicao 5.6.1 Suponhamos que f: (a,b) — R é mondtona crescente em (a,b).

Entdo para todo x € (a,b) existem

Mazs precisamente,

sup f(t) =1 (x*) <f(x)<f (x*) = inf f(t).

a<t<x x<t<b

Além disso, se
a<x<y<b entdo f(x7)<f(y).

Demonstracgao:
Dado x € (a,b), como a fungdo é mondétona crescente, segue que o conjunto

{ft); a<t<x}

é limitado superiormente por f(x), em (R, d;).
Logo existe
A =sup{f(t); a<t<x}.

Como consequéncia temos que
A < f(x).

Mostremos que
A=f(x7).

Para isto, dado ¢ > 0, como A é o supremo do conjunto
ft); a<t<x}

segue, da Proposigdo (EZH), que existe z, € {f(t) ; a <t < x}, de modo que
A—e<zo <A,

isto é, existe t, € (a,x) tal que
A—¢ < f(ty) <A,

ou ainda, podemos encontrar & > 0, de modo que
a<x—d0<x e A—e<f(x—08) <A,

bastando tomar
d=x—t,.

Como a fungdo f é mondtona crescente segue que

f(x—8) <f(t) <A, paratodo x—06<t<x.

Logo
() (=3)
A—e < f(x—=908) < flt)<A<A+g,
ou seja,

If(t) — Al <e para x—0<t<Xx,
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ou ainda,

lim f(t) = A, ou, equivalentemente A =f (x*) .
t—x—

Portanto
f (x*) = sup f(t) < f(x).

a<t<x

De modo semelhante mostra-se que

f(x) < inf f(t) =1 (x+) .

T x<t<b

A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.
Assim segue a desigualdade (E223).

Se
a<x<y<hb,
segue que
) . (6y) C (x,b)
f(xT) = f f(t < f f(t). 5.26
(X ) int1<b ( ) - xi1’3<y ( ) ( )
De modo semelhante, temos
s | ; 5
f (yi) ( :) sup f(t) fé monoto;a crescente sup f(t) (527)
a<t<y x<t<y

Portanto — _
f(x™) B of f(t) < sup f(t) (B2 fy),

x<t<y x<t<y

completando a demonstragdo do resultado.
O

Observagao 5.6.1 Vale um resultado andlogo a Proposi¢do acima para o caso em que a funcgdo
€ monotona decrescente, cuja demonstracdo serd deizada como ezecicio para o leitor.
Neste caso teremos a sequinte desigualdade

aiﬁﬁxf(t) =f (x*) >f(x)>of (x*) = Xs<1i.£)b f(t). (5.28)
Além disso, se
a<x<y<b, entdo f(x)=>f(y).

Como consequéncia temos o:
Corolario 5.6.1 Fung¢des mondtonas ndgo tem descontinuidade de 2.“ espécie.

Demonstragao:
Se a funcdo f é uma fungdo mondtona, da Proposigdo acima, segue que para todo x € (a,b),

existem
f(x") e f(x7),

isto é, se a funcdo tiver ponto de descontinuidade, este deverd ser, necessariamente, de 1.¢ espécie,

completando a demonstragdo do resultado.
O

Com isto temos o:
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Teorema 5.6.1 Seja f: (a,b) — R mondtona em (a,b).
Entdo o conjunto formado pelos pontos de descontinuidade da fun¢do f €, mo mdzimo,
enumerduvel.

Demonstragao:

Vamos fazer a demonstragdo para o caso em a fungdo f é monétona crescente.

A demonstragdo do caso em que a fungdo f € monétona decrescente serd deixado como exercicio
para o leitor.

Seja E o conjunto formado pelos pontos de descontinuidade da fungéo f.

Observemos que, da Proposigdo (EEE1), segue que se no ponto x, € (a,b) a fungéo f tem um ponto
de descontinuidade entéo

fxg) <f(xJ).

De fato, caso contréario, se
f (xg) >f (xj) ,

entdo, da desigualdade (E223), deveriamos ter
fxg) < flxo) < T (x0) <Fl(x5),
isto é,
f(xo) =f (xj) =f(xg5),

ou seja, a fungdo f seria continua em x,, 0 que contraria o fato da fungdo ser descontinua em x,.
Para cada x, € E associamos um ntmero racional, 7(x,) € Q, de modo que

f(xg) <7lxo) <T(x3)-
Notemos que se X7 < x; entdo, como a fungdo f é monétona crescente, segue que
f(x1) < f(x2),

assim, teremos
o) =t0x)-

Logo, da definigdo de r(x) e da Proposicdo (EE1), segue que
T(x1) < f(x7) < f(x3) <r(x2).
Em particular, temos que

T(x1) #r(x2), para x1 #x2,

ou seja, a fungdo r: E — Q é injetora.
Deste modo estabelecemos uma relacio bijetora entre o conjunto E e um subconjunto dos racionais,
que a cada x € E associa r(x) € Q, de modo injetor, o que mostra que o conjunto E é no, maximo,

enumeravel, completando a demonstracdo do resultado.
O

Observagao 5.6.2
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(a) Vale observar que os pontos de descontinuidade de uma fungdo mondtona ndo precisam

ser 1solados.

Na verdade, dado um conjunto enumerdvel E de (a,b), que pode ser escolhido denso em
(a,b) (por exzemplo E =QnN(a,b)), podemos construir uma fungdo mondtona em (a,b) de
tal modo que os pontos de descontinuidade da fungdo f sGo os elementos de E.

Para ver isto, suponhamos que os elementos de E estdo dispostos em uma sequéncia

(Xn)nen-

o0
Seja (cn)nen uma sequéncia de numeros Teais positivos tais que a série numeérica E Ccn €
n=1
convergente em (R, d;).

Definamos a func¢do f: (a,b) — R por

f(x) = ) cn (5.29)

Xn <X
A soma acima € entendida da sequinte forma: soma sobre todos os indices n € N tais que
Xn < X.

Se ndo existir nenhum x, < X a soma serd feita sobre o conjunto vazio e meste caso
definiremos
f(x) = 0.

o0
Como a série numérica Z cn converge absolutamente em (R, d;) (pois cn > 0 para todo

n=1
n € N) a ordem com que os termos sGo somados ndo € relevante (veja o Teorema (-1Z.3)).

Com 1sto temos:

(i) a fungdo f é mondtona crescente em (a,b);
(ii) a fungdo f € descontinua em todo ponto de E.

Na verdade teremos
f(xt)—f(xy) =cn, paratodo meN;
(iii) a funcgdo f é continua em todo ponto de (a,b) \ E.
Pode-se mostrar também que

f(x7) =f(x), paratodo xE€ (a,b).

A demonstragdo desses fatos serdgo deixadas como ezxercicio o leitor.

(b) Se em (E=ZQ) a soma for tomada sobre todos os xn < x entdGo pode-se mostrar que

f(x") =f(x), paratodo x € (a,b).

A verificagcdo deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Com isto temos a:
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Definig¢ao 5.6.2 Sejam f:(a,b) > R e x, € (a,b).
Diremos que uma funcgdo f é continua, a direita de x,, se

f (x*) = f(xo).

(0]

Diremos que uma fung¢do f é continua, a esquerda de x,, se

f (xg) = f(xo).

5.7 Limites Infinitos e no Infinito
Iniciaremos com a:

Definicao 5.7.1 Seja c € R.
O conjunto (c,00) serd dito vizinhanga de +oco e indicado por V(oo), ou seja,

V(400) = (c, 00).

De modo semelhante o conjunto (—oo, c) serd dito vizinhanga de —co e indicado por V(—oo),

ou seja,
V(—o0) = (—o0,c).

Com isto temos a:

Definigao 5.7.2 Sejam f : E — R, A, a € R* (a reta extendida), com a sendo um ponto de
acumulagdo do conjunto E em (R, d;).
Diremos que f(x) tende A, quando x tende a , indicando por

lim f(x) = A,

x—a

se dada uma vizinhanga de A, que indicaremos por Uy = U(A), podemos encontrar uma vizi-
nhanc¢a de a, que indicaremos por Vo = V(a), de modo que

VaNE#D e f(x)eUa, paratodo xe€VeNE, x#a.

Observagao 5.7.1

1. Se
A,aeR

(isto €, sGo numeros reats) a Defini¢do acima coincide com a Definigdo (BI1).

Deizaremos a verificacao deste fato como ezercicio para o leitor.

2. Se
A=+40c0 e a€eR,

entdo a Definicdo acima nos diz que
lim f(x) = oo,
Xx—a

se dada uma vizinhanca de 400, isto €,

u+oo = (C) OO))
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podemos encontrar uma vizinhang¢a do ponto a, a saber,
Vo= (a—208,a+9d),
de modo que

(a—68,a+8)NE#AD e f(x)e(c,00), paratodo x¢€(a—05,a+d)NE, x+#a.

Se
A=—0c0 e aeR,

entdo a Definicdo acima nos diz que
lim f(x) = —o0,
Xx—a
se dada uma vizinhanga de —oo, 1sto €,
U_o = (—o00,¢),
podemos encontrar uma vizinhan¢a do ponto a, a saber,
Va = (a_6>a+6)>

de modo que

(a—6,a+8)NE#D e f(x)e(—oo,c), paratodo x€(a—5sa+d) NE, x#a.

Se
AceR e a=+oo,

entdo a Defini¢do acima nos diz que
Jim 109 =A,
se dada uma vizinhang¢a do ponto A, a saber,
Ua =(A—¢,A+¢),
podemos encontrar uma vizinhanca de +oo, 1sto €,
Vi = (¢, 00),

de modo que

(c,o0)NE#AD e f(x)e(A—¢g A+e), paratodo x¢€ (c,00)NE.
Se
AceR e a=—o0,

entdo a Definicdo acima nos diz que

lim f(x) = A,

X——00
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se dada uma vizinhang¢a do ponto A, a saber,
Ua =(A—¢,A+¢),
podemos encontrar uma vizinhanga de —oo, 1sto €,
V_ oo = (—0,¢),

de modo que

(—oo,c)NE#A0D e f(x)e(A—¢eA+c¢), paratodo x € (—oo,c)NE.

A=4+00 e a=-+oo,

entdo a Definicdo acima nos diz que

lim f(x) = oo,

X—-+00
se dada uma vizinhanga de oo, 1sto é€,

u+oo = (C) OO),
podemos encontrar uma vizinhang¢a de oo, isto €,

V+oo = (d) OO))

de modo que

(d,oo) NE#D e f(x)€(c,00), paratodo x € (d,oo)NE.

A=—0c0 e x=-4o0,
entdo a Definicdo acima nos diz que
lim f(x) = —o0,
X—+00
se dada uma vizinhanga de —oo, 1sto €,
U o = (—o0,c),
podemos encontrar uma vizinhanga de oo, 1sto €,
V+oo = (d> OO))

de modo que

(d,0) NE#0D e f(x)€ (—oo,¢c), paratodo x € (d,00)NE.
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8. Se
A:—OO e X:_OO)

entdo a Definicdo acima nos diz que

lim f(x) = —o0,
X——00

se dada uma vizinhang¢a de —oo, 1sto €
U oo = (—00,¢),
podemos encontrar uma vizinhang¢a de —oo, 15to €,
Voo = (—00,d),
de modo que
(—o0,d)NE#AD e f(x) € (—o0,c), paratodo x € (—oo,d)NE.
Com isto temos o:
Proposicao 5.7.1 Sejam f, g: E — R tais que
limf(x)=A e limg(x)=B,

x—a Xx—a

onde A,B,a € R* (a reta estendida).
Entédo:

(a) (unicidade do limite) se li_r>n f(x) = A’ temos que
X a

Al =A.
(b) Se
A,B € (—oo,+0] ou A,B¢€ [—00,+0)
entdo lim (f+ g)(x) = A + B, 1sto é,
Xx—a

lim (f + g)(x) = lim f(x) + lim g(x).

Xx—a Xx—a Xx—a
(c) Se
A,B#0
entdo lim (f.g)(x) = A.B, isto €,

x—a

lim (f.g)(x) = lim f(x). lim g(x).

XxX—a X—a Xx—a
(d) Se B #0 entdo li f()—é't’
e B# entdo lim g X) =g, 15t0 ¢,
£ lim f(x)
lim | — | (x) = 2 2%——.
x—a \ g lim g(x)
xX—a

. A . .
(ou seja, se operagdes A + B, A.B, B estiverem definidas - ver Observacdo (E21) (c)).

Demonstragao:
A demostracdo serd deixada como exercicio para o leitor.



Capitulo 6

Funcoes Diferenciaveis

Neste capitulo trataremos de alguns aspectos relacionados a derivacdo de fungdes definidas em inter-
valos (abertos ou fechados) a valores reais.

6.1 A Derivada de uma Funcao Real de Variavel Real
Comecgaremos pela:

Defini¢ao 6.1.1 Seja f: (a,b) — R e para cada x, € (a,b) consideremos a fung¢do ¢ : (a,b) \
{Xo} = R dada por
f(x) — f
d)(X) iM) X € (a,b),x#xo.

X — Xo

Se existir o limite lim &(x) diremos que a fungdo f € diferencidvel no ponto x, e o limite
X—Xo

acima serd denominado derivada da funcgao f em x, e denotado por f'(x,), isto é,

Flxe) = lim d(x) = lim )= X0, (6.1)

X—Xo t—%o X —Xo
Observagao 6.1.1

1. E possivel considerar os limites laterais pela direita e pela esquerda em (232).

Se ezistirem eles sergo ditos derivada da fungao f a direita do ponto x, e derivada

da funcgao f a esquerda do ponto x,, respectivamente e indicadas por

respectivamente.

2. F fdcil ver que uma funcdo f tem derivada no ponto x, se, e somente se, ela possut as
derivadas & direita e d esquerda do ponto x, e estas sGo iguais, ou seja,

1 (x§) =" (x5) = '(x0).

A verificacdo destes fatos serdo deixadas como ecercicio para o leitor.

3. Se a fungdo f estd definida em [a,b], podemos estudar a ezxisténcia da derivada & direita
do ponto a e & esquerda do ponto b.

229
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Com isto temos a:

Proposigao 6.1.1 Seja f: (a,b) = R uma fungdo diferencidvel no ponto x, € (a,b). Entdo a
funcdo f é uma fung¢do continua no ponto x,.

Demonstracgao:
Observemos que se x # X, temos

f(x) —f(xo)

f(x) — f(xo) = (X —Xo)- (6.2)
X — Xo
Assim
lim [f(x) — f(x,)] =) lim M(X—XO) = lim M lim (x —Xo)
X—Xo X—Xo X — Xo X—Xo X — Xo X—Xo
=f'(x,).0 =0,
ou seja,
lim [f(x) — f(x0)] =0,

mostrando que
lim f(x) = f(x,),

X—Xo

isto é, a fungdo f é uma funcio continua no ponto x,, completando a demonstragdo do resultado.
d

Observagao 6.1.2

1. A reciproca do resultado acima nao € verdadeira, 1sto é, existem fungdes que sGo continuas
em um ponto mas nao sdo diferencidveis no mesmo.

Por exemplo, a funcdo f: R — R dada por
f(x)=xl, xeR

€ uma fungdo continua no ponto x =0 mas nao € diferencidvel neste ponto.
A verificagdo destes fatos serd deirada como exercicio para o leitor.

2. Pode-se construir uma fun¢do continua em toda a reta R que nao é diferencidvel em
nenhum ponto da reta.

A demonstragdo completa da afirmagdGo acima serd feita mo curso de Andlise II (veja
Teorema 7.18 na pdgina 154 do livro do W. Rudin).

A seguir apenas introduziremos a fungcdo com as propriedades acima.

Consideremos a fun¢do ¢ : [—1,1] — R dada por
d)(t) i‘ﬂ) te [_])” d)(X—|—2) :d)(X), XGR,

ou seja, a extensdo 2-periddica da fungdo mddulo definida no intervalo [—1,1] (veja figura
abaizo)
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t

Podemos agora definir a fun¢do f: R — R por

f(x) = Z (i)n(p (4™"x), xeR.

n=0

Pode-se mostrar (serd visto no curso de Andlise II) que a fungdo f é continua em R mas
nao é diferencidvel em nenhum ponto de R.

A seguir daremos algumas propriedades bdasicas da derivagéo.
Proposicao 6.1.2 Sejam f, g: (a,b) — R fung¢des que sGo diferencidveis no ponto x, € (a,b).

f . S . .
Entdo as fungées f+g, f.g e 6 sdo diferencidveis no ponto x, (para esta ultima € necessdrio

que g(xo) #0).
Além disso terermos

(8) (T29)' (xo) = F'(x0) £ 9'(xo);
(B) (£.9)"(xo) = F/(x0)gl0) + F(xo)g'(xo);
(c) <;)’(XO) _ F/(x)9(x0) — f(x0)g"(Xo)

g% (xo)
Demonstragao:
De (a):
Segue da definicdo de derivada e da Proposigdo (EET0) (a).
De (b):

Consideremos a fungdo h: (a,b) — R dada por

Se x # X, temos:

h(x) —h{xo) _ f(x)g(x) — flxo) g(%0) _ f(x) [g(x) — g(xo)] + g(xo) [f(x) — f(x0)]

X —Xo X — Xo X —Xo
Logo
i PO = (o) - F(6) [909) — gl%o)] + gl%e) [F(X) — Flxo)]
X—Xo X — Xo X—Xo X —Xo

= lim f(x). lim M+ lim g(xo). lim fx) — flxo)

X—Xo X—Xo X — Xo X—Xo X—Xo X — Xo

f(x0)g'(xo) + g(x0)f'(%0).

f € continua no ponto x,
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Portanto, a fungéo f.g é diferengidvel no ponto x, e

(f-g),(xo) = f(xo)g/(xo) + Q(Xo)f/(xo)»

completando a demonstragdo do item.
De (c):
Podemos supor, sem perda de generalidade que g(x) # 0 para x € V5 = V;(X,).
De fato, como g(x,) # 0 e a fungéo g é continua no ponto x,, segue que existe uma vizinhanga do
ponto Xx,, que indicaremos por Vs, de modo que g(x) # O para todo ponto x nessa vizinhanca.
Consideremos a fungdo h:V — R dada por

h(x) = M, X € Vs.
g(x)
Entdo se x # x,, temos:
£ flxo)
hix) —h{xo) _ g(x) g(xo) _ 1 [g( O)f(X)—f(xo) f(XO)Q(X)—g(Xo)]
X — Xo X — Xo g(x)g(xo) X — Xo X — Xo
Logo
o RGO —hi) [g(xo)”") ~flxo) g 000 - g(xo)}
X—Xo X — Xo x—%o g(x)g(xo) X — Xo X — Xo
o . Flx) — F(xo) 9(x) — glx,)
= XILIEO m thilo g(XO)t—XO:| LEIEO f(xo) X —Xq ]
g¢ °°ntizla em X0 g(Xo)f'(Xo) — f(X0)g’ (Xo)
gz(xo) .

f
Portanto, a funcéo 6 é diferencgidvel no ponto x, e

)

<f> (xo) = Q(Xo)f (Xo)z— f(xo)g (x0)
g*(xo)

completando a demonstragdo do item e do resultado.

Exemplo 6.1.1

(a) Se a funcgdo f € uma fungdo constante em (a,b) entdo ela serd diferencidvel em todo ponto
de (a,b) e sua deriwada serd zero.

A verficagdo destes fatos serd deizada como ezercicio para o leitor.

(b) Sef:1— R €é dada por
fx) =%, x€l

onde 1 é um intervalo aberto da reta, entdo a fungdo f serd diferencidvel em 1 e

A verficagdo destes fatos serd deixada como ezxercicio para o leitor.
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(c)

(d)

(e)

(f)

(g)

Logo, da Proposigdo (EET3) temos que sene€Z e f:1 — R € dada por

A verficagdo destes fatos serd deixada como ezxercicio para o leitor.

Notemos que se 1 < 0 entdo devemos ter x # 0.

Como consequéncia da Proposi¢cdo (EI-3) também temos que toda fungdo polinomial serd
diferencidvel em R e toda fun¢do racional serd diferencidvel no seu dominio.

Pode-se mostrar que se f: R — R é dada por
f(x) = sen(x), x€R,
entdo a funcdo f € diferencidvel em R e

f'(x) = cos(x), x€R.

A verficagdo destes fatos serd deixada como ezxercicio para o leitor.
Pode-se mostrar que se f: R — R é dada por

f(x) =cos(x), x€R,
entdo a fungdo f é diferencidvel em R e

f'(x) = —sen(x), x€R.

A verficagdo destes fatos serd deirada como ezxercicio para o leitor.
Como consequéncia da Proposi¢gdo (EI3) temos que as funcgdes
f1(x) = tg(x), fa(x)= cotg(x), f3(x)=sec(x) e f4(x)= cossec(x),
sao diferencidvels em seus respectivos dominios e
f1(x) =sec’(x), f5(x) = —cossec?(x), fi(x)=sec(x)tg(x) e fj(x) = —cossec(x)cotg(x),

para X nos seus respectivos dominios.

A verficagdo destes fatos serd deirada como ezercicio para o leitor.

Consideremos os seguintes exmeplos:

Exemplo 6.1.2
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Consideremos a fung¢do f: R — R dada por

1
fx) = xsen<X> x;éO) < ER.
0 x=0

Observemos que se x # 0 entdo, da Proposi¢do (E13), segue que a fungdo f serd dife-
rencidvel em x.

Além disso

. _ N . .
Para x =0 ndo podemos aplica a Proposi¢Go (EI3), pots " nago estd definido para x = 0.

<

Neste caso devemos utilizar a defini¢Go de derivada, isto €,

1

. f(x)—=1(0) fo)=0 .. f(x) xz0 .. xsen <x> ) 1

lm ——— = lim— = lim —— =lim sen | —
x—0 x—0 x—0 X x—0 X x—0 X

e este limite ndo existe (verifique!).

Logo a fungao f ndo € diferencidvel em x = 0.

Observemos que a fungdo f é continua em x = 0.

A verificag@o deste fato serd deizada como exercicio para o leitor.

Consideremos a fung¢do f: R — R dada por

1
2 il
f(x) = xsen<x> X#O, x € R.
0 x=0

Observemos que se x # 0 entdo, da Proposi¢cdo (E1-3), seque que a func¢do f serd dife-
rencidvel em Xx.

Além disso

f'(x) = 2x sen (1) — cos <1> , xcR\{0L
b x

. ) 1 )
Para x =0 ndo podemos aplica a Proposi¢do (EEI3) pois " nao estd definido para x = 0.

<

Neste caso devemos utilizar a definicGo de derivada, 1sto €,

lim — = lim —= lim
x—0 x—0 x—0 X x—0 X x—0

2gen (1
f(x) —£(0) f0=0 . F(x) xz0 Xsen<x> = lim [x sen (1)} =0,
x

pO1LS

limx =0 e
x—0

Logo a fungao f € diferencidvel em x =0 e

f'(0) = 0.
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Neste caso, a fungdo f € diferencidvel em R.

Observemos que a func¢do f’ nao serd uma funcdo continua em x = 0, pois ndo eziste

1
lim f'(x), ou melhor, ndo eziste lim cos <) (verifique!).
x—0 x—0 X

Um resultado importante é a Regra da Cadeia, a saber:

Teorema 6.1.1 Suponhamos que f: (a,b) — R seja diferencidvel em x, € (a,b), f((a,b)) C (c,d)
e que a fungdo g: (c,d) — R € diferencidvel em yo, = f(X,).

Entdo a fungdo composta h=gof:(a,b) = R € diferencidvel em x, e além disso teremos

h'(x,) = (go f)/ (%o) = g, (f(xo)) ' (%o).
Demonstracao:

Sejam y = f(x), x € (a,b), e para x € (a,b), x # x, definamos

iy = 1) = 1)

—f’ 6.3
X —Xo (%0) (6.3)
eparay € (c,d), y # yo = f(x,) definamos
-9y —glyo)
v(y) = _ 6.4
y) p— 9'(Yo) (6.4)
Como as fungdo f e g sdo diferencidveis em x, € y,, respectivamente, temos que
lim u(x) =0 e lim v(y) =0. (6.5)
X—Xo Y—Yo
Observemos que, se X # X,, teremos:
h(x) —h(xo) _ g(f(x)) = g(f(xo)) y=f(x),yo=f(xo) [9(y) — g(yo)]

X —Xo X — Xo X —Xo
vAo 90Y) — 9(Yo) Y — Yo v=f(x),yo=f(xo) 9(y) — g(yo) F(x) —f(xo)
Y —Yo X —Xo

9/(o) ()] "I ) g1y i) ) + )]

Da Proposigdo (E11), segue que a fungdo f é continua em x,.
Logo teremos que

Yy—1Yo X — Xo
(=)

y="f(x) = f(x0) =yo, para x — xo.

Assim
aim POIER0O) i (1) vy [0 )]}
yll,r{} v(y) = lim u(x) =0

mostrando que a fungdo (g o f) é diferencidvel em x, €

(gof)(x0) = g'(f(x0))-f'(x0),
completando a demonstragdo do resultado.

O
Um resultado que nos fornece a diferenciabilidade da fungdo inversa, é dado pelo
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Teorema 6.1.2 Sejam (a,b),(c,d) € R, ndo vazios, onde (R,d;) € o espaco métrico usual,
ac (a,b) ef:(a,b) = (c,d) uma fun¢do bijetora.

Suponhamos que a fun¢do f € diferencidvel em a, que a fun¢do ' seja continua em b = f(a)
e f'(a) #0.

Entdo a fungdo inversa f~' : (c,d) — (a,b) serd diferencidvel em b = f(a) € (c,d) e além
disso teremos

(f*‘) (o) = 1. (6.6)

Demonstragao:
Como a fungdo g € continua em b = f(a) segue que

lim f'(y) =f'(b) = a. (6.7)
y—b

Notemos que existe & > 0 tal que se y € (Vs(b) N (c,d)) \ {b} segue que
x=1"(y) £ (b)=a. (6.8)

De fato, como f’(a) # 0 segue que a fungéo f é estritamente crescente ou estritamente decrescente
em uma vizinhanga do ponto a.

Com isto, pode-se mostrar que a fungio f~' devera ser estritamente crescente ou estritamente
decrescente em uma vizinhanga do ponto b = f(a), o que nos fornecerd (E3).

A verificacdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Com isto segue que

N (y) = F(b) y=te, =ty e b=t(a) . T (f(x))—F(fla)) . x—a
lim = lim =lm ————
y—b y—>b y—b f(x) — f(a) y—b f(x) — f(a)
(e3) ..
= lim ———
yb F(x) — f(a)
X—a
x=f"T(y), se y—b como f’]_é cont. em b segue que x—a lim 1 . 1
- x—a f(x) —f(a) = f'(a)’
X—a

mostrando que a fungio f~' é diferenicével em b = f(a) e que vale (EB), completando a demonstragéo

do resultado.
O

Observacao 6.1.3 Uma condi¢do suficiente para que a func¢do f~' seja continua em b = f(a)
€ que a funcdo f seja continua, injetora e aberta (ou fechada) em (a,b) (veja o Observagdo

(EZ33) itens 2 ou 4 ).

Temos a

6.2 Teorema do Valor Médio

Comegaremos esta secgdo com a seguinte definigéo:
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Definigao 6.2.1 Sejam (X,d) um espaco métrico e f: X — R,
Diremos que a fun¢do f tem um maximo local em p € X se existir uma vizinhaga, Vs =
Vs(p), de modo que

f(x) < f(p) para x€ Vs.

De modo semelhante, diremos que a fungdo f tem um minimo local em p € X se ezistir
uma vizinhaga, Vs = Vs(p), de modo que

f(p) <f(x) para x € Vs.
Como isto temos o:

Teorema 6.2.1 Seja f:(a,b) —» R uma funcgdo.
Se a fungdo f tem um mdzimo (respectivamente, minimo) local em x, € (a,b) e for uma
funcdo diferencidvel em x,
f'(xo) = 0.

Demonstragao:
Daremos a prova para o caso em que a fungdo f tem mdximo local em x,.
O caso em que a fungdo f tem minimo local em X, serd deixado como exercicio para o leitor.
Suponhamos que a fungdo f tem um tem um maximo local em x, € (a,b) e existe /(x,).
Seja 6 > 0 de modo que, para

x € Vs = Vs(x0) C (a,b) tenhamos f(x) < f(x,).

Observemos que neste caso
Vs = (xo — 8,%Xo +8).

Notemos que:

e Se X, — 0 < X < X, teremos:

f(X) _ f(xo) f(x)—f(xo)§) e Xx—Xo<0
X —Xgo -

Logo fazendo x — X, como existe f'(x,), segue que:

Flxg) = tim (0= FX0) ) T = lxo)

X—Xo X —Xo X—Xg X —Xo

> 0. (6.9)

e Por outro lado, se x, < X < X, + 0 teremos:

f(X) _ f(xo) f(x)ff(xo)§<0 e Xx—Xo>0
X — Xo -

Logo fazendo x — x{, como existe f'(x,), segue que

f'(xo) = lim M — lim M

X—Xo X —Xo t—)xg X —Xo

< 0. (6.10)
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Portanto, de (Ed) e (ECI0), segue que

'(x0) = 0,
como queriamos mostrar.
O
Como consequéncia temos o:
Teorema 6.2.2 Sejam f, g: [a,b] = R continuas em [a,b] e diferencidveis em (a,b).
Entdo existe x, € (a,b) tal que
[f(b) —f(a)l g’ (x0) = [g(b) — g(a)] '(xo)- (6.11)

Demonstragao:
Consideremos a fungio h: [a,b] — R dada por

h(x) = [f(b) — f(a)lg(x) — [g(b) — g(a)lf(x), a<x<b.

Observemos que a fungdo h é continua em [a, b], diferencidvel em (a,b).
Além disso temos:

h(a) = [f(b) — f(a)lg(a) — [g(b) — g(a)If(a)
h(b) = [f(b) — f(a)lg(b) — [g(b) — g(a)]f(b) T h(q),
isto é,
h(a) = h(b).

Como a fungdo h é continua em [a,b] segue, do Teorema (E232), que a fungdo h tem mdximo e
minimo globais em [a, b].
Se a fungdo h é constante em [a, b], segue que

h'/(x) =0 para x€ (a,b).
Mas
h'(x) = [f(b) — f(a)lg’(x) — [g(b) — g(a)]f'(x),

assim
[f(b) — f(a)lg’(xo) = [g(b) — g(a)lf'(x,)
para todo x, € (a,b), ou seja, (EXI0) ocorrerd para todo x, € (a,b).
Por outro lado, se a fungdo h ndo é constante em [a, b], segue que

h(x) > h(a) =h(b) ou h(x)<h(a)=h(b),

para algum x € (a,b), ou seja, o maximo ou o minimo globais da fungdo h em [a, b] deverd ocorrer
em (a,b) (ambos ndo poderdo ocorrer nos extremos a e b, pois h(a) = h(b)).

Se em X, € (a,b) a fungdo h tem médximo ou minimo global em [a,b] entdo em x, € (a,b) a
fungdo h tem um méximo ou minimo local (verifique!).

Logo, do Teorema (EZX), segue que h'(x,) = 0, isto &,

[f(b) — f(a)lg’(xo) = [g(b) — g(a)lf'(xo),

ou seja, (ECI0) ocorrerd em x, € (a,b), completando a demonstragdo do resultado.
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Observacgao 6.2.1 O resultado acima é conhecido na literatura como o Teorema do valor médio
generalizado.
Como caso particular deste temos o Teorema do valor médio (visto no curso de Cdlculo

I):
Teorema 6.2.3 Seja f:[a,b] — R continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b).

Entdo existe x, € (a,b) tal que

f(b) —fla) = f'(x0)(b — a),

ou

Demonstragao:
Basta considerar a fungdo g : [a,b] — R dada por

gx) =x, xE€]la,bl.

Observemos que
g'(x)=1, x¢€la,bl.
Aplicando o Teorema (E223), segue que exsite x, € (a,b) de modo que

[f(b) — f(a)l g'(x0) = [g(b) — g(a)] f'(x0),
=

=1 =b—a
ou seja,
f(b) — f(a)
'(xo) = T bh—_a
completando a demonstragdo do resultado.
O
Observagao 6.2.2 Na situacdo acima temos que
f(b) —f(a)
Ple) =52

7 <

1sto €, o resultado mos diz que existe uma reta tangente ao grdfico da fungdo f (que € a reta

que passa pelo ponto (xo,f(x,)) e tem coeficiente angular f'(x,)) que é paralela a reta que passa
pelos pontos (a,f(a)) e (b, f(b)).

: : , , f(b) —f(a)

De fato, pois o coeficiente angular da reta tangente é f'(x,) e da outra reta é “bv_a -

Yy
y
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Com relagdo a monotonicidade de uma fungio temos o:

Teorema 6.2.4 Suponhamos que f: (a,b) — R seja diferencidvel em (a,b). Entdo:
(a) Se f'(x) >0 para todo x € (a,b) entdo a funcdo f serd mondtona crescente em (a,b).
(b) Se f'(x) =0 para todo x € (a,b) entdo a funcdo f constante em (a,b).

(c) Se f'(x) <0 para todo x € (a,b) entdo a fungdo f serd mondtona decrescente em (a,b).

Demonstragao:

Suponhamos que

a<x <x)<b.

Notemos que como a fungdo f é diferencidvel em (a,b) segue que ela serd continua em (a,b), em
particular, a fungio f serd continua em [xq,x;] e diferencidvel em (xj,x;).

Logo, do Teorema do valor médio (isto é, o Teorema (E=23)) aplicado ao intervalo [x1,x;], segue
que existe x, € (x1,%x2), de modo que

f'(xo) = w (6.12)

Como x; < x, temos que o sinal da expressdo f(x;) — f(x7) é o mesmo sinal de f'(x,).
No item (a) temos que f’(x,) > 0.
Logo, de (E12), segue que
f(x2) — f(x1) >0,
isto é,
f(XZ) > f(Xl))
ou seja, a funcdo f é mondtona crescente em (a,b).
No item (c) temos que /(x,) < 0.
Logo, de (E12), segue que
f(x2) — f(x1) <0,
isto é,
f(x2) < f(x1),
ou seja, a fungio f é mondtona decrescente em (a, b).

No item (b) temos que '(x,) = 0.
Logo, de (E12), segue que f(xz) — f(x1) =0, isto &,

f(x2) = f(x1),

ou seja, a fungdo f é constante em (a,b), completando a demonstragdo do resultado.
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6.3 Continuidade da Derivada

Comegaremos esta secdo com a seguinte observagio:

Observagao 6.3.1 Ezistem func¢des a valores reais, que sao diferencidveis em um intervalo
aberto (a,b) mas cuja fungdo derivada nao é uma fungdo continua em (a,b) (veja Ezemplo

(E12) (b)).
Mesmo neste caso, temos um resultado semelhante ao Teorema do valor intermedidrio para
a funcdo derivada, que nao €, mecessariamente, continua em [a,b], a saber:

Teorema 6.3.1 Suponhamos que f: [a,b] — R seja diferencidvel em [a,b] e que
f'(a) < f'(b).

Se
A€ (f'(a), (b)) (6.13)

, podemos encontrar X, € (a,b), de modo que
f/(Xo) - )\.
Vale um resultado andlogo se

f'(a) > f'(b).

Demonstracao:
Por hipétese, temos que
f'(a) < f'(b).

Consideremos a fungdo g : [a,b] — R dada por
g(x) =f(x) —Ax, x€ [a,bl.
Com isto, a fungdo g seré diferencidvel em [a, b] e
g'(x) =f'(x)—A, x¢€la,bl. (6.14)

Em particular,
(E3)
<

g'(a)=f"(a)—A 0. (6.15)

Afirmamos que existe x; € (a,b) tal que

g(x1) < g(a).

De fato, suponhamos, por absurdo, que para todo x € (a,b) tivéssemos

g9(x) > g(a).

Entdo
g(x) —g(a) Q(X)Eg;a],xxl

() = 1 0
9'(a) et x—a ’
contrariando (EZH) (ou seja, que g'(a) < 0).

Por outro lado,

g'(b) =f'(b) —A > 0. (6.16)
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Afirmamos que exite x; € (a,b) tal que

g(xz2) < g(b).
De fato, suponhamos, por absurdo, que para todo x € (a,b) tivéssemos g(x) > g(b), entédo

g'(b) = lim g(x) — g(b) shxI=gbhx<b 0
x—b~ x—Db
contrariando (EI8) (ou seja, que g’(b) > 0).
Como a fungdo g é continua em [a,b] (pois é diferencidvel em [a,b]) segue que a fungdo g tem
maximo e minimo gTobais em [a, b]. a
Das afirmagbes acima segue que o minimo global da fungéo g serd assumido no intervalo aberto
(a,b).
De fato, pois
g(x1) < gla) e gxz) <g(b).
Em particular, a fungdo g terd um minimo local em (a, b).
Logo, do Teorema (EZ2) segue que
g'(x0) =0.
Portanto, de (E13),
f'(xo) = A

De modo semelhante demonstra-se que o resultado é valido quando
f'(a) < f'(b).

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor, completando a demonstracio do
resultado.

O
Como consequéncia temos o:

Corolario 6.3.1 Seja f: (a,b) = R uma fung¢do diferencidvel em (a,b).
Entdo os pontos de descontinuidade da fungdo f’, se existirem, nao poderdo ser de 1.a
espécie em (a,b), isto €, se a funcgdo f’ tem uma descontinuidade em x, € (a,b) entdo

ou ndo existe lim f'(x), ou ndo existe lim f'(x)
X—xg X—Xo

Demonstracgao:
Seja x, € (a,b) de modo que existem (isto é, sdo nimeros reais)

L= lim f'(x) e M= lim f'(x).

x—xd X—Xg

Afirmamos que
L=1f"(x,) =M. (6.17)
Caso isto esteja provado, notamos que isto implicard que a fungio f’ serd continua no ponto x,,
ou seja, se existirem os limites laterais (isto é, forem nimeros reais)

lim f'(x) e lim f'(x),

x—xd X—Xg
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entdo a fungio f’ deverd ser continua no ponto x,.
Com isto, podemos concuir que a fungio f’ ndo possui pontos de descontinuidade de 1.a espécie
em (a,b).
Provemos (E17).
Suponhamos, por absurdo, que
f'(xo) < L. (6.18)

Consideremos A € R de modo que
f'(xo) <A < L.

Como
L= lim f'(x)
X—xg
segue que existe 0 > 0 tal que
A< f'(x), para X € (xo,%o+98). (6.19)

Em particular, de (EI3) e (ET9), segue que
€(X0,X0+0)

5
FRJ<A<W<%+2>

. 1)
Logo, do Teorema (EZ3T), segue que existe x; € <x0,xo + 2) C (XoyXo + &) de modo que

f(X]) = 7\)

contrariando (E3).
De modo semelhante, mostra-se que
L < f'(x)

nio pode acontecer.
A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor.

Portanto deveremos ter

L =1"(xo).
De modo semelhante mostra-se que

f'(xo) = M.

A verificagdo deste fato serd deixada como exercicio para o leitor, completando a demonstracio do

resultado.
O

6.4 Regras de L’Hospital

O resultado que vem a seguir tratard de formas indeterminadas (isto é, limites do tipo o x entre
(0.¢]

outros).

Teorema 6.4.1 Sejam f, g: (c,d) — R fungdes diferencidveis em (c,d), com g’(x) # 0 para todo
x € (a,b), onde — 0o <c<a<b<d< .
Suponhamos que
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f )
(a) Se lim f(x) = lim g(x) = 0 entdo lim ﬁ = A 1sto €,
x—a x—a x—a g(x)

f
(b) Se lim f(x) = lim g(x) = co entdo lim hitd} = A, isto §,
Xx—a x—a x—a g(x)
f(x) f'(x)

Demonstragao:
De (a):
Deixaremos a demonstragdo deste item como exercicio para o leitor.
De (b):
Deixaremos a demonstragdo deste item como exercicio para o leitor.

Observagao 6.4.1

1. O mesmo resultado € vdlido se trocarmos "x — a” por ”x — +oo” e no item (b) "oc0” por

” ”
—Oo0 .

2. Vale o mesmo resultado para limites laterass.

A verificagcdo destes fatos serd deizada como exercicio para o leitor.

6.5 Derivadas de Ordem Superior

Definigao 6.5.1 Suponhamos que f: (a,b) — R € diferencidvel em (a,b).

Logo temos definida a funcdo derivada f': (a,b) — R.

Se a funcdo derivada, isto €, a funcdo f', for diferencidvel em x, € (a,b) diremos que a
fungdo f é duas-vezes diferencidvel em x, e denotaremos (f')’ (x,) por

f”(xo) ou f? (Xo),

que serd demominada derivada 2.a da funcao f em x, (ou deriwada de ordem 2 da fungdo f
em Xo ).

Em geral, diremos que a funcdo f é n-vezes diferenciavel em x, se a derivada de ordem
n—1 da funcdo f, isto é, a fungdo ™V, for diferencidvel em x,.
Neste caso, denotaremos a derivada da func¢do f, de ordem n em x,, por

£ (%o)-

Observacao 6.5.1 Para que a deriwada da fungdo f, de ordem n em x,, isto é, f™M(x,), ezista

€ necessdrio que a derwada da fun¢do f de ordem n— 1, isto €, a func¢do f(“_”, exista numa
vnzinhanga do ponto X,.
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6.6 Foérmula de Taylor

Teorema 6.6.1 (Teorema de Taylor com resto de Lagrange) Sejam que f: [a,b] 5 R en € N.
Suponhamos que a fungdo ™1 é continua em [a,b] e que eziste a funcdo f™ em (a,b).
Para xo,x1 € a,b], xo # x1, definamos

n—1

(k)
Pha) = Y ) g ¥,

Entdo, podemos encontrar X € (Xo,X1) ou X € (X1,Xo), de modo que

M) (%
f nEX) (X1 — xo)™ (6.20)

f(x1) = P(x1) +

Demonstracgao:
Seja M € R tal que
f(x1) =P(x1) + M(x1 —%,)",
isto é,
f —
M = [a) —Pla)
(X1 - Xo)n
Para completar a demonstragdo basta mostrar que existe X € (x,,%1) ou X € (x1,%,) de modo que
(%) = n! M.
Para isto, definamos a fungdo g : [a,b] — R dada por
gt) =f(t) —P(t) —M(t—xo)", te€la,bl.

Observemos que a fungéo g tem derivada de ordem n—1 continua em [a, b] e existe g™ em (a,b).
Além disso
g™Mt) = f™t)—n!M, te(a,b)
pois
PM(t) =0, té€[a,bl,
pois a funcdo P é uma fungdo polinémial de grau menor ou igual a n — 1.

Portanto, para completar a demonstragio, basta mostrar que existe X € [xo,X1] ou X € [x1,X,], de
modo que

g™(x) =o. (6.21)
Observemos que
P (xg) = £} (x,), para k=0,1,2,--- ,n—1.
Assim
g(x0) = g'(x0) =+ = g™ V(xo) =0.
Além disso,

f(x1) —P(x1)

X1 — X)) =0,
(1 w17 o)

g(x1) =f(x1) —P(x1) = M(x1 —x1)" =f(x1) — P(x1) —

ou seja,
g(xo) = g(x1) =0.
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Logo, do Teorema do valor médio (E223), segue que podemos encontrar x, entre x, e x; de modo
que
g9'(x2) =0.
Mas
9’ (%) =0 =g'(x2),

assim novamente, pelo Teorema do valor médio, existird x3 entre x, e x, de modo que

9”(x3) =0.
Repetindo o processo (observemos que g(x,) = g’(x,) = --- = g™ V(x,) = 0), segue que existira
X entre x, e x,, tal que
g™ (x) =0.

Portanto, de (E221), completamos a demostragdo do resultado.
O

Observacao 6.6.1 A ezpressio (E220) é conhecida com Férmula de Taylor de ordem n — 1
para a funcgao f no ponto x,.

Fazendo x1 = x podemos reescrevé-la com

£ (c) ) (x,) £ (c)
f(x) = P(x) + T(X —xo)" = kZO o © (x — %)X + o (x —%xo)™,
onde o ponto c estd entre x e Xi.
A fung¢do polinomial
n—1
£k
P(x (xo) - o)k
k!
k=0

serd dita polindmio de Taylor de ordem n — 1 associado & fungao f no ponto x, e a fungdo
dada por

€ conhecido como resto de Taylor de ordem n — 1 associado a fungao f no ponto x,.

A seguir faremos uma aplica¢do do Teorema de Taylor para demonstrar o Teste da 2.a Derivada
para classificar pontos criticos, relativamente a méximos e/ou minimo locais, de uma fungdo de uma
varidvel real a valores reais, mais precismante:

Teorema 6.6.2 (Teste da 2.a Derivada) Sejam A um subconjunto aberto deRef: A CR—R
que pertenga a C*(A;R).
Suponhamos que X, € A € um ponto critico da funcgo f, isto €,

f/(Xo) - O.
Entdo:
(i) se f"(xo) > 0 entdo, no ponto x,, a fungdo f terd um ponto de minimo local.

(ii) se f”(xo) < 0 entdo, no ponto x,, a funcdo f terd um ponto de mdzimo local.
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Demonstragao:

De (i):

Como A é um subconjunto aberto de R e as derivadas até segunda ordem da fungéo f sdo continuas
em A, pois a funcdo f € C(A;R), e além disso temos

" (xo) > 0,
segue que existe uma vizinhanga V. = V,(x,) de modo que
f’(x) >0 paratodo x€ V.. (6.22)
Para cada x € V¢, x # X, definamos
h=x—%, ousea, XxXx=% theV,CA.

Aplicando-se a férmula de Taylor de ordem 1 para a fungdo f nos pontos x e x, (ver Teorema
(EE3) com n = 1), obteremos que:

1
f(x) = flxo) + f(xo) h+ 5 (X)W, (6.23)
onde X € V..
Como
f'(x,) =0,

segue, de (E223), que, para x € V, teremos

1
f(x) = flxo) = 5, (X)W,
onde X € V,.
Logo, de (E222), teremos

1
f(x) — f(xo) = 5 (%) \hf_/ >0 ouseja, f(x)>f(x,), paratodo xeV,,
X#£X0o

B2 _(x—x.)2
20 (x—x0)% >0

mostrando que a fungdo f tem um minimo local no ponto x,.
De modo semelhante mostra-se o item (ii).
A demonstracio deste serd deixada como exercicio para o leitor, com isto completamos a demons-
tragdo do resultado.
O
De modo semelhante podemos demonstrar o seguinte resultado que nos ajuda a classificar os pontos
criticos de uma fungio rela de uma varidvel real.

Teorema 6.6.3 Sejam N € N, A um subconjunto aberto de R e f: A = R uma fungdo que tem
as derwadas até a ordem 2N continuas em A. Suponhamos que x, € A € tal que

f,(xo) = f”(xo) == f(zNi])(Xo) =0 e f(ZN)(Xo) # 0.
Entao

(1) Se fN)(x,) <0, seque que a fungdo f tem um mdzimo local no ponto x,.
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(1) Se f2N)(x,) > 0, seque que a fungdo f tem um minimo local no ponto x,.

Demonstragao:

De (i):

Como A é um subconjunto aberto de R e as derivadas até a ordem (2N) da fungdo f sdo continuas
em A e

£l2N) (x0) >0,

segue que existe uma vizinhanca V. = V¢(x,) de modo que
f@N)(x) >0 paratodo x € V.. (6.24)
Para cada x € V¢, x # Xx,, definamos
h=x—%, ouseja, x=%x,theV,CA.

Aplicando-se a férmula de Taylor de ordem 2N — 1 para a fungdo f nos pontos x e x, (ver Teorema
(EEE) com n = 2N — 1), obteremos que:

1 _ _ 1 _
) = flxo) + F'lx) Nt + 55—, FINT (xo ) RN 4 N 12N (%) 2N, (6.25)

onde X € V..

Como

f'(xo) =f"(x0) = -+ = f(ZN_”(Xo) =0,
segue, de (E22), que, para x € V, teremos
1
) = flxo) = gy IR,

onde X € V..

Logo, de (E223), teremos

1
f(x) —f(xo) = aN] f(ZN)(i) @ >0 ouseja, f(x)>f(xo), paratodo x €V,
) _(xx)2 200

mostrando que a fungdo f tem um minimo local no ponto x,.

De modo semelhante demonstra-se o item (ii).

A demonstragdo deste serd deixada como exercicio para o leitor, com isto completamos a demons-
tragdo do resultado.

O

Uma outra aplicagdo do Teorema de Taylor é para obter condigdes necessarias e suficientes para
que uma funcdo, de uma varidvel real a valores reais, duas vezes diferencidvel seja uma fungéo convexa.

Para a definigdo da mesma temos a:

Definicao 6.6.1 Diremos que a fungao f: 1 — R, onde I C R é um wntervalo, é uma fungao
convexa se para cada x € (a,b) C I, o ponto (x,f(x)) do grdfico da fun¢do, situa-se abaizo
correspondente ponto do segmento que une os pontos (a,f(a)) a (b,f(b)) (veja figura abaizo).
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Fung¢do conveza

(x, M(X* a) + f(a])

—a

Observagao 6.6.2

1. Na situacdo acima, sabemos que a equacdo da reta pelos pontos (a,f(a)) e (b, f(b)) serd
dada por
_ f(b) —f(a) _ f(b) —f(a)
y=—12 (x—a)+fla) ou y= — (x —b) + f(b).
Logo, dizer que, para x € (a,b) C I, o ponto do grdfico da funcdo (x,f(x)) estd abaizo da
secante pelos pontos (a,f(a)) e (b,f(b)) € equivalente a escrever
f(b) — f(a)

f(x)gﬁ(x—a)#—f(a) ou f(x) b%aa

IA
=
|
=
+
=
=

ou seja,

f(x) —fla) _ f(b) —fla) _ f(b) —f(x)
x—a ~ b—a ~ b—x

Portanto, para mostrar que a fungdo f é conveza em I € necessario e suficiente verificar
se para x € (a,b) C 1 temos:

flx) — fla) _ f(b) —fla) _ f(b) — flx)
x—a ~ b—a ~ b—x

(6.26)

2. Na verdade, basta obter umas das duas desigualdades acima para caracterizarmos a con-
veridade de uma fungdo f a valores reais, defintda em um intervalo aberto da reta.

Deizaremos a verificacao deste fato como ezercicio para o leitor.
Com isto temos o:

Proposigao 6.6.1 Sejam I C R um wntervalo aberto e f : I — R uma fun¢do duas vezes dife-
rencidvel em 1.
A fungao f € convera em 1 se, e somente se,

f’(x) >0, para cada x € L

Demonstragao:
Suponhamos que
f’(x) >0, paracada x¢€l.

Entdo, pelo Teorema de Taylor, se x,,%, + h € I, podemos encontrar

C € (XoyXo+h), seh >0, ou cé€(xo+hxo) se h<0,
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de modo que
f”(c)
2

Como ”(x) > 0 para todo x € I segue, da identidade acima que,

h?.

f(xo +h) =1(xo) + f/(Xo)h +

f(xo +h) > f(xo) + f'(x0)h

ou seja,

f(xo + 1) —f(xo)

se, h>0 teremos > f'(x,) ou (6.27)

h
f h)—f
se h<0, teremos (o + })l (o) < f'(xo). (6.28)
Se x € (a,b) C I segue que, tomando-se
Xo=X € h=b—x>0,
segue que
Xo+h=x+h=b,
assim, de (E227), segue que
fb) —f(x) _ .
_ > . 6.29
= > iy (6:29)
Por outro lado, tomando-se
h=a—x<0 e x,=x%
segue que
Xo +h=a,
assim, segue de (E223), que
fla) —f
fla) =0 iy, (6.30)
a—x
:f(X):f(a)
Logo, de (E29) e (E=0), segue que
flx) — fla) _ F(b) = f(x). (6.31)
xX—a b—x
Consideremos
X=f(x) A=f(a) e B=f(b). (6.32)
Logo, de (EZ21), segue que
X—A < B—X

x—a ~ b—x"

Como (x — a), (b —x) > 0, segue que
(X=A)(b—x) < (B—=X)(x—a).
Somando-se (X — A) (x — a) a ambos os membros da desigualdade acima obteremos:

X=—A)(b—x)+ X—A)(x—a)<(B=X)(x—a)+ (X—A) (x—a),

=(X-A) (b—a) =(B—A) (x—a)
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ou seja,
(X—A)(b—a) < (B—A)(x—a).
Como (b —a),(x —a) > 0, segue, da desigualdade acima, que

X—A B-A
< .
xX—a b—a

Logo, de (EZ23), segue que
f(x) — f(a) _ f(b) —f(a)
x—a ~ b—a

b

que pela Observagdo (EE2) item 2. implica que a fungdo fungdo f é uam fungdo convexa em I.
Reciprocamente, suponhamos que a fungdo f é uma fungio convexa em I.

Mostremos que
f’(x) >0, paratodo x €l

Como a funcdo f é uma funcdo convexa em I segue que, para a,b € [ tal que a < b, se x € (a,b)

segue, de (EZH), que
f) —fla) _ f(b)—fla) _ f(b) —f(x)
x—a ° b—a - b—x
—_——

ndo depende de x

Fazendo x — a, na desigualdade a esquerda, e x — b, na desigualdade a direita, segue que

f'(a)

IN

ou seja, a funcdo f’ é uma funcio mondtona crescente em 1.
Portanto, pelo Teorema (E2Z4), deveremos ter

7 (x) = (f’)/ (x) >0, paratodo x €I,

completando a demonstragdo do resultado.

6.7 Diferenciacao de Fungoes Vetoriais

Observagao 6.7.1

(a) Sef:(a,b) = C é uma fungdo a valores complezos, entdo podemos escrever
f(t) = f1(t) +if2(t) te(a,b),

onde fi, f2: (a,b) = R sdo fungbes a valores reais.
Podemos definir a diferenciabilidade de tal fungdo de modo andlogo ao que fizemos para

fungdo reais, isto €, a fungdo f é diferencidvel em x, € (a,b) se existe

i 109 = f(xo)
m ————
X—Xo X — Xo

cC

e neste caso, este limite serd denominado derivada da funcgao f no ponto x, e indicado
por f'(x,) € C.




252

(b)

(c)
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Pode-se mostrar que, na situagdo acima, a fungdo f diferencidvel em x, € (a,b) se, e
somente se, as funcdes fi, f2 sGo diferencidveis em Xx,.

Além disso,
f'(xo) = 1" (x0) + 12" (%o).
A verificagcdo destes fatos serd deizado como exercicio para o leitor.

Com 1sto todas as propriedades bdsicas de deriwagdo sao vdlidas para fungbes a valores
complezos.

As demonstracdes das mesmas serdo deiradas como exercico para o leitor.

Se f:(a,b) = R* é uma funcdo a valores vetoriais, entdo podemos escrever
f(t) = (fl(t))fZ(t))"' )fk(t))) te (a)b))

onde f1,f2,---fr: (a,b) = R sdo fungbes a valores reais.

Neste caso podemos definir a diferencibilidade da seguinte forma: diremos qua a fungdo
f é diferencidvel no ponto x, se existe um vetor, que serd indicado por f'(x,) € R¥, de

modo que
f(x) — f(xo)

X — Xo

—f'(xo)|| =0.

Rk

lim
X—Xo

Neste caso diremos que f'(x,) é a derivada da fungao f no ponto x,.

Pode-se mostrar, na situa¢do acima, que a fungdo f € diferencidvel no ponto x, € (a,b)
se, e somente se, as fungdes f1,fy,---,fx sdo diferencidveis em x,.

Além disso,
/ / / /
f(xo) = (f1(x0)y f2 " (X0), -+, i "(X0))-
A verificagdo destes fatos serd deirado como exercicio para o leitor.
Todas as propriedades bdsicas de derivag¢do continuardo vdlidas neste caso.
As demonstracdes das mesmas serdo deizadas como exercico para o leitor.
Podemos definir de modo semelhante as derwadas de ordem superior para as funcgdes
acima.

Deizaremos os detalhes como ezercico para o leitor.

Consideremos o:

Exemplo 6.7.1

(a)

Consideremos a fungdo f: R — C dada por
f(x) = e™ = cos(x) +1 sen(x), xeR.
Como as funcgdes f1, f2 : R — R dadas por
fi(x) =cos(x) e fy(x)=sen(x), =x€R,

sdo diferencidveis em R, seque que a funcdo f serd diferencidvel em R.
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(b)

Além disso,

f'(x) =1 '(x) +if2'(x) = —sen(x) +1i cos(x) = i(cos(x) +1i sen(x))
=ie*, xeR.
Logo,
') =1 xeR,
em particular

f'(x) # (0,0), para todo x € R.

Observemos que
f(0) = f(2m) = 1.
Logo, o Teorema do valor médio nao € vdlido neste caso.

De fato, pois nao eziste c € (0,2m) tal que

/ _ f(2m) —£(0)
f'(c)£0= 0

Definamos as fung¢des f, g: (0,1) — C dadas por
filx)=x e g(x) ix—l—xzex%, x € (0,1).

Notemos que

f 1
mﬁzlimiizh (6.33)
x—0 g(X) x—0 1+ xexZ

onde na udlttma tgualdade usamos o fato que

limx=0 e
x—0

Observemos também que

2i i
g'(x) =1+ (h—l) e, xe(0,1),

asstm
21\ i 2i i 2i i
lg’(x)|| = H1 + <2x—l> ex? |l > H(Zx—l> exZ||—1= Zx—l‘ ex? | —1
X X X 1
2i 2x% — 2i 12x2-2i||>[|2i[|=2 2 2—
—lax—= —1:‘ L 1= xe0,1)
X X X X
Logo
/ )=
0< ‘ f/(x) /(=1 /1 < X
g9'(x) g’ )l = 2—x
f/
implicando que lim I(X) =
x—0 g’(x)

Portanto, comparando com (E223), segue que nao vale a regra de L’Hospital neste caso.
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Como vimos no Exemplo (a) acima nao vale, em geral, o Teorema do valor médio para fungdes
vetoriais.

Porém temos um resultado que pode ser bastante 1til que pode em algumas situagdes substituir o
Teorema do valor médio usual, a saber:

Teorema 6.7.1 (Desigualdade do Valor Médio) Suponhamos que f : [a,b] — R¥ é continua
em [a,b] e diferencidvel em (a,b).
Entdo existe c € (a,b) tal que

[£(b) — f(a)]| < ||f'(c)]| (b —

Demonstragao:
Se
f(b) = f(a)
nada temos a fazer.
Se
f(b) # f(a)
consideremos
zo = f(b) — f(a) # O € R¥ (6.34)

e definamos a fungdo ¢ : [a,b] — R dada por
$(t) =zo o f(t), te€la,bl,

onde e denota o produto interno em RX.
Logo a fungdo ¢ serd continua em [a, b] e diferencidvel em (a,b).
Além disso
'(t) =z, @ f'(t), te(ab).

Logo podemos aplicar o Teorema do valor médio para ¢ (pois ela é uma fungdo de uma varidvel
real a valores reais) e assim podemos encontrar ¢ € (a,b) de modo que

d(b) — d(a) = d'(c)(b—a) = [zo o f'(c)] (b—a). (6.35)

Mas

B(b) — d(a) = zo 8 F(b) — 2o ® F(a) = zo ¢ [f(b) — F(a)] = 2o 8 2o = |1z,

logo, de (E333), segue que
[zo 0 f'(c)] (b—a) = ||zo]|*. (6.36)

Assim, da desigualde de Cauchy-Schwarz, segue que:

lzol> 2 |[20 @ £/(¢)] (b — a)| = |z # /()] (b—a)

Des. Cauchy-Schwarz ,
< [lizoll I'(e)1] (b —

Como
||zo|| IIf f(a)l[ >0,

dividindo-se ambos os membros da desigualdade acima por ||z,|| > 0, obteremos
Izoll < [If"(c)] (b —

e de (E234), teremos
[f(b) = f(a)]| < [[f'(c)]| (b—

completando a demonstragdo do resultado.
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